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ReEsumMmo

A independéncia de variaveis deve ser verificada e analisada quando se realizam
estudos estatisticos, € por isso importante ter metodologias que permitam inferir sobre
este assunto. Muitas vezes os métodos usados para testar a independéncia acabam por
ser dificeis de aplicar, ou mesmo impossiveis para algumas situagdes, como é o caso do
teste de razao de verosimilhancas cuja distribuicao da estatistica de teste é complexa
de manusear e que tem a limitacao de nao ser possivel de aplicar em cenarios de alta
dimensionalidade.

Assim, neste trabalho, é proposto um teste de hipoteses, que pode ser utilizado para
testar a nulidade das covariancias entre variaveis aleatdrias e que, portanto, permite
inferir sobre a independéncia de variaveis aleatorias de um vetor com distribui¢ao Normal
Multivariada quando nos encontramos sob determinadas condi¢des especificas. Este teste
tem a vantagem de reduzir um problema Multivariado a um problema Univariado, além
de utilizar uma estatistica com distribuicao x? de facil utilizacao.

Para comprovar a eficacia do teste proposto foram realizadas simulagoes conside-
rando diferentes cenarios, utilizando como método de comparacgao os testes de razao de
verosimilhangas, quando considerados casos onde é possivel aplica-lo, e também o teste
de Schoot proposto em Schoot (2005) [19].

Palavras-chave: Alta dimensionalidade, teste do qui-quadrado, testes de razao de ve-

rosimilhancas, matrizes bloco diagonais, matrizes circulares, matrizes de igualdade de

variancias e igualdade de covariancias.
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ABSTRACT

The independence of variables must be verified and analyzed when carrying out
statistical studies, it is therefore important to have methodologies that allow inferences
on this subject. Often the methods used to test independence turn out to be difficult to
apply, or even impossible for some situations, as is the case of the likelihood ratio test
whose distribution of the test statistic is complex to handle and which has the limitation
of not be possible to apply in high-dimensional scenarios.

Thus, in this work, a hypothesis test is proposed, which can be used to test the nullity
of covariances between random variables and which, therefore, allows inferring about
the independence of random variables of a vector with Multivariate Normal distribution
when we are under certain specific conditions. This test has the advantage of reducing
a Multivariate problem to a Univariate problem, in addition to using an easy-to-use x?
distribution statistic.

To prove the effectiveness of the proposed test, simulations were carried out consid-
ering different scenarios, using the likelihood ratio tests as a comparison method, when
considering cases where it is possible to apply it, and also the Schoot test proposed in
Schoot (2005) [19].

Keywords: High dimensional setting, chi-square test, likelihood ratio tests, diagonal

block matrices, circular matrices, equality of variance and equality of covariance matrices.
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INTRODUCAO

O teste de independéncia de varias variaveis € um teste muito importante em anali-
ses estatisticas e na aplicacao de diferentes técnicas. Como é referido em Mudholkar et
al.(1982) [16], as analises de dados multivariados podem ser muito simplificadas se pu-
dermos assumir que todas as variaveis ou alguns grupos de variaveis sao independentes,
dado que se as variaveis forem independentes podemos simplificar processos usando, por
exemplo, metodologias univariadas. Por outro lado, a nao verificagao da independéncia
pode levar a conclusoes erradas ou resultados enganadores. Assim, é fundamental ter
metodologias, faceis de implementar e de usar, que nos permitam testar a independéncia

de variaveis com rigor e simplicidade.

Quando se pretende testar a independéncia de um conjunto de variaveis de uma
populacao Normal Multivariada é suficiente estudar se a matriz de covariancias dessas
mesmas variaveis ¢ uma matriz diagonal, pois se as covariancias entre as varias variaveis

forem nulas significa que as mesmas sao independentes.

Um dos métodos mais usados para testar a independéncia de variaveis quando esta
garantido o pressuposto da Normalidade € o teste de razao de verosimilhangas, que usa
a estatistica de teste de razao de verosimilhangas, A (Anderson, 2003 [1]). Em Coelho e
Marques (2010) [7] e em Marques et al. (2011) [14] os autores mostram que a distribui¢ao
da estatistica de razao de verosimilhancas pode ser representada como a distribuicao do
produto de variaveis aleatérias Beta independentes, no entanto, na pratica, esta distri-
buicao torna-se complicada de manusear (Marques et al., 2011 [14] e Marques & Coelho,
2020 [12]). Para ultrapassar este entrave, Wilks (1938) [22] propds uma aproximag¢ao a
uma distribuicdo x?, Box (1949) [2] propde aproximagdes baseadas em misturas de dis-
tribuicdes x2, Butler et al. (1993) [3] propdem as aproximag¢des Ponto de Sela (ou *Saddle
Point’) e Coelho (2004) [6] e Coelho e Marques (2010) [7] obtiveram as distribui¢des
quase-exatas, sendo que, todas estas propostas, por se tratarem de aproximacgodes, podem

por vezes nao ser precisas o suficiente.

O tradicional teste de razao de verosimilhanc¢as pode nao ser o mais adequado, em
alguns casos, como por exemplo, quando as amostras sao pequenas ou o numero de

variaveis é elevado, uma vez que a aproximacao a distribuicdo x? usualmente considerada



CAPITULO 1. INTRODUCAO

para a distribuicao da estatistica de teste nao consegue fornecer aproximacodes precisas
nestes casos. Outro obstaculo que surge na utilizacao desta estatistica é o facto da mesma
nao poder ser usada quando o tamanho da amostra é inferior ao nimero de variaveis.
Quando a utilizagao do teste de razao de verosimilhancas nao é a mais adequada,
existem outros métodos que podem ser usados para testar a independéncia das variaveis.
Por exemplo, é possivel usar uma estatistica dada pela soma dos quadrados das corre-
lagdes amostrais, dada em Schoot (2005) [19] onde o autor mostra que a estatistica tem
distribuicao normal assintotica. Esta estatistica de teste é usada como meio de compara-
¢ao nas simulacoes realizadas neste trabalho e os resultados obtidos pelo autor (Schoot,
2005 [19]) sao também usados para comparar com os obtidos para o teste proposto neste
trabalho. Os autores Ledoit e Wolf (2002) [9] estudaram a propriedade da consisténcia e
a distribuicao limite de varias estatisticas quando o namero de variaveis e o tamanho da
amostra tendem para o infinito e a sua razao tende para um valor finito diferente de zero.
Lie Liu (2016) [10] utilizam um teste de permutagao cuja estatistica de teste é baseada no
maximo entre o maior valor fora da diagonal principal da matriz de correlagdes amostral
e o maior valor proprio dessa mesma matriz, ou seja, 0 maximo entre a maior correlagao
e o maior valor proprio da matriz de correlagao. Além disso, os autores deduzem as dis-
tribuicoes limite desta estatistica para cada um dos casos, que sao respetivamente, uma
distribuicao de valores extremos tipo I, e a distribui¢ao da Lei de Tracy-Widom tipo I.
Outro teste que pode ser utilizado para testar a independéncia das variaveis, sob a hi-
potese de Normalidade Multivariada, é o teste proposto por Srivastava (2005) [20], que
consiste na utilizacao de uma estatistica baseada na soma dos quadrados das correlagoes
amostrais, quando assumida uma condicao especifica no traco da matriz de covariancias,
e cujo autor mostra que a distribuicao da mesma tem distribuicao assintética normal a
medida que o tamanho da amostra e o nimero de variaveis tendem para o infinito.
Recentemente, com o aumento da capacidade de recolha e armazenamento de dados,
os estatisticos foram confrontados com bases de dados em que a dimensao da amostra
¢ inferior ao numero de variaveis, cenarios usualmente designados de alta dimensionali-
dade. Esta nova realidade coloca novos desafios que nao podem ser resolvidos usando as
metodologias tradicionais, como por exemplo os testes de razao de verosimilhancas. Neste
trabalho, vamos procurar dar resposta aos problemas mencionados anteriormente, desen-
volvendo uma metodologia que permite testar a independéncia de variaveis de uma forma
simples, rigorosa e que também pode ser utilizada em cenarios de alta dimensionalidade.
Para a realizagao do teste proposto € necessario considerar que as covariancias sao todas
nao positivas ou todas nao negativas. Embora este pressuposto possa parecer demasiado
limitativo, é possivel verificar que na literatura moderna existem muitas metodologias
que sao desenvolvidas assumindo pressupostos para as matrizes de covariancia que ve-
rificam o pressuposto exigido para este teste. Por exemplo, em Coelho (2017, 2022) [5,
4] o autor analisa o teste de igualdade de vetores de médias de varias populagdes assu-
mindo que as matrizes de covaridncia sao todas iguais e que na sua estrutura apresentam

i) as variancias todas iguais e ii) as covariancias todas iguais. Neste tipo de estruturas
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temos garantido que as covariancias sdo todas nao positivas ou nao negativas, pelo que é
um tipo de estrutura que verifica o pressuposto exigido na metodologia proposta neste
trabalho. Adicionalmente, o teste proposto neste trabalho pode ser usado para testar os
testes de razao de verosimilhangas entre outras estruturas, por exemplo, i) esfericidade
versus circularidade i7) esfericidade versus igualdade de variancias e de covariancias, com
a vantagem de ser mais facil de utilizar. De facto quando se testa, por exemplo, a esferi-
cidade versus igualdade de variancias e de covariancias, nao rejeitar HO é nao rejeitar a
independéncia das variaveis aleatorias.

Para testar a fiabilidade e a robustez do teste aqui proposto, foram realizadas si-
mulagoes considerando diferentes casos para o tamanho da amostra, para o namero de
variaveis e para a estrutura de covariancias. Também se estudou o comportamento do
teste quando as populacoes se desviam da normalidade, e ainda foram realizadas simula-

¢Oes considerando diferentes estruturas para a hipotese alternativa.
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CoNCEITOS BASE

Neste capitulo sao apresentados alguns conceitos que sao importantes para compre-
ender a metodologia proposta na Secgao 3 e no desenvolvimento e analise das simulagdes

apresentadas na Secgao 4.

2.1 Testes de Hipoteses para a variancia populacional

Para inferir sobre os parametros de uma determinada populagao X é possivel recorrer
aos testes de hipdteses que consistem em realizar um teste sobre uma conjetura que se
faga sobre esse mesmo parametro. As conjeturas feitas damos o nome de hipétese, e neste
método estatistico é sempre necessario termos duas hipodteses: a hipotese nula, Hy, e a
hipotese alternativa, Hj.

Este método consiste na recolha de informagao de uma amostra da populagao X
para calcular a regiao de rejeicao que da as condigoes para as quais a hipdtese nula, Hy, é
rejeitada e também a regido de nao rejeicao que corresponde as condi¢oes para as quais
nao rejeitamos a hipotese nula, Hy. Dadas estas duas regides, que sao complementares, é
possivel inferir sobre a rejei¢ao ou nao rejeicao da hipotese nula. Esta aqui implicito, por
s existirem duas hipoteses, que ao nao rejeitarmos a hipotese nula, Hy, estamos a rejeitar
a hipotese alternativa, Hy, e ao rejeitarmos a hipotese nula, Hy, estamos a nao rejeitar a
hipoétese alternativa, Hj.

Por se tratar de um método que tira conclusoes a partir de uma amostra podemos
cometer erros na decisao, sendo esses, o erro do tipo I e o erro do tipo II. O erro do tipo I
¢ cometido quando a decisao € rejeitar a hipotese nula, Hy, mas esta é verdadeira e o erro
do tipo II é cometido quando decidimos nao rejeitar a hipotese nula, Hy, mas esta é falsa.

A probabilidade de ocorrer o erro do tipo I chamamos de nivel de significancia, a, ou seja
a = P[Erro tipo I] = P[Rejeitar Hy | Hy verdadeira]

enquanto que, para
B = P[Erro tipo II] = P[Nao rejeitar Hy | H falsa],

a Q =1-p chamamos de poténcia do teste.
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Na realizacao de um teste de hipoteses o ideal seria diminuir estas probabilidades, a
e B, em simultaneo, no entanto é impossivel por estas serem inversamente proporcionais,
ou seja, quando a aumenta f diminui e vice-versa.

O mais usual na realizacao destes testes é estabelecermos «, isto €, escolhermos o
nivel de significancia para o qual pretendemos realizar o teste, e procurarmos maximizar
a poténcia, Q, do mesmo.

Um caso particular dos testes de hipoteses, € o teste de hipoteses bilateral para a vari-
ancia, cuja conjetura é feita relativamente a variancia da distribui¢ao de uma determinada
populacao X.

Esta técnica permite testar se a variancia de uma populacao é igual a um determinado
valor, especificado na hipotese nula, Hy, versus a hipotese alternativa, H;, da variancia

ser diferente desse mesmo valor, ou seja,

H0:02:0g Vs. leaz:to*oz.

Para a realizagao deste teste assumimos que a populacao X tem distribuicao Normal
de parametro de média u desconhecida e parametro de varidncia 0> também desconhe-
cido.

Assim, para uma amostra aleatéria de tamanho #n, (Xj,...,X,,), da populacao X, a

estatistica de teste usada neste caso é dada por

(n-1)$>
T2 T Ana
o)

onde n é o tamanho da amostra, $? = anl(Z?zl (X; —X)z) ¢é o estimador centrado da
variancia, a(f é o valor de o2 sob Hy, X = % 71 X; é o estimador centrado da média da
populacdo e x2_| representa a distribuicdo qui-quadrado com n -1 graus de liberdade.

Por se tratar de um teste de hipoteses bilateral, a regiao de rejeicao é

10, Xifl,lfg [U]Xﬁfl,%’ +oo]

2
n-1,a

onde x denota o quantil de ordem 1 —a.

O nivel de significancia é definido por

a = P[Rejeitar Hy | Hy é verdadeiro]

(n—1)S? (n—1)S? )
= P[—2 < Xﬁ—l,l—ﬂ] +P[—2 > Xn—l,ﬂ]'
o 2 o) 2

Assim, rejeitamos a hipdtese Hy para o nivel de significancia a quando

(n-1)s2 (n-1)s2 _ ,
—— < a —_— > a.
03 Xn—l,l—j ou 0'5 Xn—l,j
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Por outro lado, a poténcia do teste é

Q =P[Rejeitar Hy | H é falsa]
=1 - P[Nao rejeitar Hy | H; é verdadeiro]

(n—1)S?
2

— 2 2 2 2 2 2
=1-P Xn,1’1,%§ S)(n71'%|(7 <oy Vo~ >oqy]|-

%0
2.2 Distribui¢cao Normal Multivariada

A distribuicao Normal ou Gaussiana é a distribui¢ao continua mais utilizada por se

ajustar nos mais diversos cenarios.
Dado um vector X € RP, dizemos que a sua distribui¢ao € normal multivariada se a

sua fun¢ao de densidade de probabilidade (f.d.p.) é dada por

_ 1 L) = xp)
fx(x) = We 2= L Y,

podendo ser representado por X ~ N,(y,X), sendo p o vetor de médias e ¥ a matriz de

covariancias de X.

Em seguida apresentamos as principais propriedades desta distribuicao.

2.2.1 Propriedades

Suponhamos que X’ = (X1,.-.,Xp) € RP € tal que X ~ N,(p,X), ou seja, X tem distri-
buicao Normal Multivariada de vetor de médias y e matriz de covariancias X. Sao validas

as seguintes propriedades:
1. Normalidade de combina¢oes lineares

a) A combinagéo linear a’X = a; X; +---+a,X,, com a’ = (ay,...,a,) o vetor de cons-

tantes tal que q; e RVi=1,2,...,p, tem distribuicao Normal Univariada de pa-
rametro de média 4’y e pardmetro de variancia a’Ya, ou seja, a’X ~ N(a’y, a’Xa);

b) As q combinacgodes lineares AX, para A a matriz de constantes p x g, tém distri-
buigao Normal Multivariada de vetor de médias Ay e matriz de covariancias
AYA’, ou seja, AX ~ N, (Ap,ATA’).

2. Distribui¢ao Normal Multivariada Padrao

Sendo Z = (Z)_lf (X — ), temos que Z tem distribui¢ao Normal Multivariada Padrao,
isto €, Z ~ N,(0,I), com 0 o vector de zeros de dimensao p e I a matriz identidade
de ordem p.

3. Normalidade das margens
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a) Para q < p, seja Y um subconjunto de X. Temos que Y ~ Nq(ﬁf Xy) sendo EX
o vetor de médias de Y e Xy a matriz de covariancias de Y. Assim, € possivel
provar que um vetor s6 tem distribuicdo Normal Multivariada se todas as suas
particoes derem origem a subvetores com distribuicao Normal Multivariada;

b) Dados dois subvetores de X, Y| = (X, Xy,..., Xy) e Y} = (Xg41, Xg42,-.-, Xp) com
g e p —q variaveis respetivamente, a particao constituida por estes subvetores
tem distribuicdo Normal Multivariada (ou Univariada caso g =1oup—-g =
1),isto &, Y, ~ Nq(EI,EH) eY, ~ Np_q(ﬂz,zzz). Ou ainda, considerando p
particoes de X, temos que X; ~ N(yj,ajz) com j = 1,...,p. E importante notar
que se X; ~ N(y]-,ojz), entdo nao se tem necessariamente que X ~ N, (E,E);

¢) No que diz respeito a distribuicao conjunta de dois, ou mais, subvetores de
X ~ NP(E'Z)' digamos Y, ~ Nq(ﬁl,zu) eY, ~ NP—q(Ez’ZZZ)’ esta é também

Normal Multivariada de parametros

i Zoi2
Yo Xo

ey =

4. Independéncia
Sejam Y| = (X1, Xy,..., X,) e Y, = (Xg41, Xg42,---, Xp) dois subvetores resultantes da
particao de X em 2 conjuntos com g e p — g elementos, respetivamente. Entao temos
que
a) Dois subvetores sao independentes se, e so se, Xy y, = 0;
b) Duas variaveis X; e X]-, i # j, sao independentes se, e so se, 0jj = 0.
Notemos que para esta propriedade é fundamental que as populagdes sejam nor-
mais.
5. Distribuicao Condicional

Se os subvetores Y, e Y, de X nao forem independentes, entao Ly y, # 0 e a distri-

bui¢ao condicionada de Y, dado Y é Normal Multivariada com vetor de médias

E(Y,lY,=y )= By * Ty, =y, ®, ‘EL)

e matriz de covariancias
—y )= -1
Cov(YolYy =y )=Zy,v, ~Zy,v, X7 v,y Ty,
onde Y, € o vector amostral aleat6rio observado de Y.

6. Distribui¢ao da soma

Consideremos que Y tal que Y ~ Np(yy, Yy) e ainda que X e Y sao independentes.
Entao N
X+Y~Ny(ptp E+Xy)
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2.2.2 Estimacao

Seja (X,...,X,,) uma amostra aleatoéria de uma populagao Normal Multivariada com
média p, matriz de covariancias ¥ e X;, i € (1,...,n), mutuamente independentes e identi-
camente distribuidas (i.i.d.), ou seja,

)N

(XX P(E’X)'

n

A fungao de densidade conjunta ¢ determinada tendo em conta que X;, i € (1,...,n)

sao i.i.d. e, por isso, é dada por

n

L b )
ey (E !E g A ): —_—e 2\=1 K =1 K 21
f(&, X N\&1 22 " ],:l2n’27|2|5 (2.1)

Quando na fungao dada em (2.1) se considera os vetores observados (x;,x,,...,X,)
do vetor aleatdrio X fixo, entao passa a ser uma funcao dos parametros y e ¥ denomi-
nada de funcao de verosimilhanca, L, sobre a qual falaremos mais a frente na Seccao 2.4.
Conhecida a fun¢ao de verosimilhanga é possivel calcular o estimador de maxima vero-
similhanga (EMV) para os parametros da distribuicao, y e ¥, sendo que os estimadores
encontrados por esse método sao os que maximizam a f:mgéo de verosimilhanga. Os es-
timadores de maxima verosimilhanga de y e ¥ sao dados respetivamente por (Anderson,
2003 [1]): B
(n—1)

n

j=X e ¥= S (2.2)

onde X ¢é a média amostral dada por X = (L Y/ x1;, 2 Y7 xp;,..., 2 Y1 ;) com x;; a

entrada (i, j) da matriz observada

X111 X12 ... le

X21 X22 ... X2
X = P

Xyl Xup2 ... x,lp

e § é a matriz de covariancias amostrais dada por

511 S12 S1p

521 S22 S2p
S = . ’

Syl Su2 .- snp

com s;j parai#jeij=1,...,nacovariancia amostral entre as variaveis i e j, e com s;;
parai=1,...,n a variancia amostral da variavel i.
Os valores observados de (2.2) sao as estimativas de maxima verosimilhancade ye X

respetivamente. Por X ser um estimador enviesado de X é usual recorrer a S para estimar
X
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2.2.3 Distribui¢oes de amostragem de X

Em muitos casos torna-se util conhecer nao s6 a distribui¢cao da populagao como tam-
bém a distribuicao das suas estatisticas amostrais, ou seja, a distribui¢cao de amostragem.
Considerando, em particular, (X;,..., X, ) uma amostra aleatéria de uma populacao

Normal Multivariada tal que X; ~ N,(p,X) para todo i = 1,...,n, vem que X tem dis-
[ T

tribuicao de amostragem normal de vetor de médias y e matriz de covariancias 7, isto

é,

- X

E facil mostrar que,

No caso em que a amostra aleatéria nao é proveniente de uma distribuicao normal, é
conhecido o seguinte teorema que representa a adaptagao do Teorema do Limite Central

(TLC) ao caso multivariado:

Teorema 1. Sejam (X,,...,X,) observacoes independentes de uma qualquer populacio X =
(X1,-.. .,XP)T com valor médio p e com covaridncia finita X. Para amostras de grande dimensao

(n deve ser grande relativamente a p) temos que

. X
X ANy (=)

Logo, pelo Teorema 1, que pode ser consultado em Rencher e Christensen (2012) [18],
para uma amostra aleatéria (X;,..., X, ) de varidveis independentes e identicamente dis-
tribuidas (i.i.d.) provenientes de uma distribui¢cao multivariada qualquer, temos, para n
suficientemente grande, que

Xfin(g,%) = VX -p) LN, (0,F) & ViE (X - p) LN, (0.1).

Assim, podemos concluir que

2.3 Distribuicao Wishart

Definigao 1. Parai=1,...,n, sejam W, vetores aleatorios i.i.d. tais que W; ~ N,(0,X). Para

n > p, a matriz W, de dimensdo p x p, dada por

n
W) W
i=1

10
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diz-se ter Distribuicao de Wishart com pardmetros n (graus de liberdade) e . Neste caso,
representa-se por W ~ Wy(n, E).

Quandop=1vem W = Z?:lwiﬂ:‘ ~ Wl(n,O‘Z), onde W; ~ N(O,o*z), i=1,...,p, sao
ii.d.. Logo

e portanto

Assim concluimos que

2.3.1 Propriedades

Trés das propriedades mais importantes da distribuicao de Wishart sao:

1. Dadas Wy,..., Wy matrizes aleatorias independentes com W; ~ Wp(nl-,):), i=1,...,n

vem que

k k
Zwi ~ Wp[Zni,Z
i=1 1

i=

2. Se W~W,(n,X)e Ap € um vetor de dimensao p, entao

aWa

2 ’
~ X paraa’Xa=0.
aTa Xn» Paraacza
3. Dados W ~ W, (n,X) com n > p e M uma matriz k x p nao aleatoria de caracteristica
k, temos
MWM’ ~ W, (1, MEM').

2.3.2 Distribuicao de amostragem de S

Dado X; ~ N,(4,X), temos que W, = (X; —u) ~ Np(0,X), i = 1,...,n. Logo, a matriz
dada por ) ;_; W, W’ tem distribui¢ao de Wishart, ou seja,

Y WWi=) (X - )X - ) ~ Wy(nT).
i=1 i=1

Fazendo a substitui¢do de p por X, o seu estimador de maxima verosimilhanga, vem

que
n

) (X=X -X)=(n-1)8,
i=1
e daqui mostramos que
(n—1)S ~Wy(n-1%)

¢ a distribuicao de amostragem da matriz de covariancias amostrais S.

11
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2.4 Testes de razao de verosimilhangas

Dado um vetor aleatério X’ = (X1,...,Xp) e uma amostra observada (x,,...,x,) do
mesmo, é possivel obter a fun¢ao de verosimilhanca L(6). Aqui, 6 representa o conjunto
dos parametros da distribui¢ao de X e o conjunto dos valores que os parametros podem
tomar podem ser representados por ©.

Para testar se um parametro da distribui¢ao do vetor aleatério X tem um determi-

nado valor fixo e conhecido, isto é, para testar

H0:9€@0 \& H]l@é@()
é possivel utilizar o método de razao de verosimilhancas, no qual a estatistica de teste é

max L(6)
_ 6€0,

max L(6)
6cO

A . (2.3)

Este método tem por base que a hipdtese nula é um caso particular da hipotese alter-
nativa e pretende testar qual das duas hipoteses se ajusta melhor aos dados da amostra.
Aqui a decisao de rejeicao ou nao da hipodtese nula assenta na teoria de quanto maior a
verosimilhanca, melhor é o ajuste dos dados, visto que este valor representa o valor do
parametro para o qual é mais provavel obter a amostra usada.

Assim, é facil de concluir que se na expressao (2.3) o numerador for muito menor que
o denominador, entao rejeitamos H, pois nesse caso ©, nao contém valores que sejam

possiveis para 6. Por outro lado, tomamos como regra de rejeicao de Hy,

Rejeitar Hy para A <c (2.4)

onde c é uma constante escolhida que faga sentido. Usualmente, nos testes de hipotese é

escolhido um nivel de significancia « tal que
a = P[Rejeitar Hy|H, verdadeira]

e a constante ¢ em (2.4) é escolhida de forma a produzir um teste de nivel de significdncia
a, o que é possivel quando conhecida a distribuicao de A. A distribui¢ao de A nem
sempre € facil de encontrar, no entanto existem algumas aproximacoes estudadas. Por
exemplo, Wilks (1938) [22] e Rencher e Christensen (2012) [18] propde aproximagdes
a uma distribuicao x2. Coelho (2004) [6] e Coelho e Marques (2010) [7] propdem as
distribui¢oes quase exatas. Para algumas estatisticas de razao de verosimilhangas Box
(1949) [2] propde aproximagdes baseadas em misturas de distribuicdes x? e Butler et al.

(1993) [3] sao propostas as aproximacoes ponto de sela ou "Saddle Point".

12



3

METODOS

3.1 Testes de razao de verosimilhan¢as para independéncia de

grupos de variaveis

Existem varias aplicagdes possiveis para os testes de razao de verosimilhangas, sendo
uma delas testar a independéncia de grupos de variaveis em populagoes Normais Multi-
variadas.

Consideremos o vetor aleatdrio X’ = (X4, .. ., Xp) tal que X ~ Ny, (p,X) e k subconjuntos
de X, ou seja, X = (Yj,..., ¥;) tal que Y, € constituido por p; variaveis de tal maneira que

p=p1+--+pr,comi=1,..,k A matriz de covariancias de X pode ser escrita como

X Zi2 Yik

T, T Yo
g |P T2 2|

Yy Zio oo ik

onde X;; representa a matriz de covariancias entre Y e X]-.
Pretendendo-se testar a independéncia dos k vetores aleatdrios e por se tratar de um
vetor aleatdrio com distribuicao Normal Multivariada, a hipdtese de independéncia pode

ser escrita como

HO: Zij:()} Vli] (31)
A estatistica de razao de verosimilhancas para testar a hipdtese nula em (3.1) é

A [&]
[ 1l

com ¥ o estimador de maxima verosimilhanga para X e |ﬁii| o0 i-ésimo elemento da diago-
nal de ¥.

Uma vez que a distribui¢ao exata de A é de dificil manipulacao (Rencher & Chris-
tensen, 2012 [18]), para realizar o teste podemos utilizar a estatistica

13
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U'=—(n-1)cln(A)

com
k

k
c=1- L | 2(173—217?)4'3(172—2[7?)-
im1

2_yk p2
122 Ly Py

Como X tem distribuicao Normal Multivariada, entao Rencher e Christensen (2012)
2_yk 52 .
[18] mostram que U* tem distribuicao aproximada x? com m = ”T’:lp’ graus de liber-

dade. Assim, para um nivel de significincia « rejeitamos H, para
* 2
u > Xm,l—a’

onde x3 ., denota o quantil de ordem a.
Notemos que este teste pode ser ainda aplicado no caso particular de k = p, ou seja,
em que cada subvetor Y; é composto por apenas uma variavel aleatéria X;. E este caso

particular que este trabalho vai analisar com mais detalhe.

3.1.1 Testes de razao de verosimilhancas para independéncia completa de
variaveis
No caso de estarmos a trabalhar com popula¢des normais multivariadas, as variaveis

sao independentes se, e s6 se, a matriz de covariancias for diagonal. Ou seja, podemos

testar a independéncia das variaveis recorrendo a um teste cuja hipotese nula é dada por:

Hy: af]. =0, Vi, jcom i#]j. (3.2)
A estatistica do teste de razao de verosimilhancas usado para testar esta hipotese
nula é:
)2
A= (J—'] (3.3)
[Tz sii

onde ¥ é o estimador de maxima verosimilhanga para ¥ e s;; é o i-ésimo elemento da

diagonal de ¥.

3.2 Testes de razao de verosimilhan¢as para independéncia

completa em estruturas especificas

Os testes de razao de verosimilhangas podem ser utilizados em testes cujo tanto a
hipdtese nula como a hipdtese alternativa correspondem a hipotese de que a matriz de
covariancias assume determinada estrutura especifica.

No momento da escolha das estruturas a considerar é possivel ainda garantir que

além de estruturas especificas se teste simultaneamente a independéncia das variaveis

14



3.2. TESTES DE RAZAO DE VEROSIMILHANCAS PARA INDEPENDENCIA
COMPLETA EM ESTRUTURAS ESPECIFICAS

no caso das matrizes consideradas nas hipodteses representarem matrizes de covariancia
de um determinado vetor aleatério proveniente de uma populacao Normal Multivariada,
bastando para isso garantir que a estrutura considerada na hipdtese nula é uma matriz
diagonal.

Outro ponto a ter aqui em conta, é o facto de, como ja vimos na Seccao 2.4 ser
necessario garantir que a estrutura considerada sob a hipo6tese nula é um caso particular

da estrutura considerada sob a hipétese alternativa.

3.2.1 Teste de Esfericidade vs. Equivariancia-Equicorrelacao

Para testar a igualdade das variancias e a independéncia completa das variaveis
para um determinado vetor X ~ N,(y,X), ¢ comummente usado o teste de esfericidade
(Mauchly, 1940 [15]; Anderson, 2003 [I], Marques & Coelho, 2008 [11]; Coelho & Marques,
2010 [7]). A hipotese nula do teste de esfericidade é dada por

o2 0 0

5 0 o2 0
Hy:EX=0°l, = )

0 0 02

onde I, € a matriz identidade de ordem p e a estatistica de razao de verosimilhanga € bem
conhecida e dada em Marques e Coelho (2015) [13] e Anderson (2003) [1].

Se, por outro lado, se pretender estudar se a variancia das variaveis aleatorias que
compde o vetor sao iguais e a suas covariancias também o sao, entao podemos recorrer ao
teste de equivaridncia-equicorrelagao, apresentado por Wilks (1946) [21] e Olkin e Press
(1969) [17], sendo este teste também conhecido por teste simétrico composto. A hipdtese

nula do mesmo é

or o%p ... o?p

2 2 2

[0} o O
Hy=S=%cs=| .| P
op o’ ... o?

onde p é um namero real tal que p‘Tll < p <1 e aestatistica para este teste é dada em Wilks
(1946) [21] e Olkin e Press (1969) [17].
Assim, Marques e Coelho (2015) [13] propdem o teste de esfericidade vs equivariancia-

equicorrelacao que consiste em testar

o2 0 ... 0 o2 02p azp

5 0 o2 ... 0 olp o2 .. d’p
Hy:X=0"1,=] | . | vs HH=X=2¢cs=| . L S (3.4

0 0 .. o crzp 02p . o2

onde I, € a matriz identidade de ordem p e p € um numero real tal que p_Tll <p<l.

15



CAPITULO 3. METODOS

Notemos que esta garantido que a estrutura considerada em H é um caso particular
da estrutura considerada em H; pois g = o%((1 - p)lp +pJ,), com ], a matriz de ordem
p cujos elementos sao todos iguais a um.

Marques e Coelho (2015) [13] obtiveram uma estatistica de teste para testar as hipo-

teses em (3.4), sendo dada por:

max L(E,azlp)

maxL(y,azl) e — n
e N OO (R A 1024 G
max L(y,Xc) max L(pXc) T Ac (p—-1)p~1  tr(A*)P ’

worp — pote
II,}%XL(E’Z)

onde , para a amostra observada (x,,...,x,) de X a fun¢do de verosimilhanga é dada por
L(p, X); Ag é a estatistica de razao de verosimilhangas para testar a esfericidade e A¢ é a
estatistica de razdo de verosimilhangas para testar a equivariancia-equicorrelacao sendo
que em ambos os casos a hipdtese alternativa é a matriz de covariancia ter qualquer outra
estrutura que nao a estrutura considerada na hipotese nula; A* =T Al' com A o estimador
de maxima verosimilhanca da matriz de covariancias, I uma matriz de Helmert de ordem
p que nao é fungao de X; a}; € o elemento da primeira linha e primeira coluna de A e A},
€ o bloco diagonal de A* que se segue a a7,. Notemos que sob Hj os elementos de A* sao
independentes.

Além disso, os autores ainda obtiveram aproximacgoes assintoticas para a estatistica
de teste A*= A" que sao de facil utilizagao sem comprometer a precisao dos resultados.

Notemos que, a nao rejeicao de Hy permite concluir para um nivel de significancia «

que as variaveis sao independentes.

3.2.2 Teste de Esfericidade vs Circularidade

As matrizes de estrutura circular sao matrizes do tipo

o? by p-1

b,_1 o2 b,_
Te=|" : ) g |,

b1 b2 O~2

_ . p . 7 . .
com bj = bp_]- comj=1,2,...,|5], onde |x] representa 0 maior nimero inteiro menor que

x. Por exemplo, duas matrizes de estrutura circular de ordem 4 e 5 respetivamente sao

1 b, by, by, b
1 b, by b 1 02 03 0
b, 1 b, b, b,
by 1 b by
by by 1 by byl (3.6)
b, by 1 b
b, by by 1 b
by, by, b 1
b, by, by, b 1

16



3.3. TESTE DE SCHOOT

Esta estrutura tem particular interesse em algumas areas, nomeadamente, em enge-
nharia, Gray (2006) [8], andlise de séries temporais, estatisticas espaciais e mais algumas.

A hipétese nula do teste de circularidade é dada por:

62 bl p-1
b, o? b,_

Hy:E=%c=| "' P2 (3.7)
bl b2 0'2,

e a estatistica do teste de razao de verosimilhancas para este teste é dada em Olkin e Press
(1969) [17].
Em Olkin e Press (1969) [17] os autores propuseram o teste

0‘2 0 0 0'2 bl bp—l

0 o2 ... 0 b, , o2 b,_
HO:Z:ozlp: ) . | vs H:X=X¢= p.l P2 (3.8)

0 0 O'2 bl bz 0'2,

onde I, e b; = b,_; sao como definidos para (3.4). Os autores deduziram a estatistica do

teste de razao de verosimilhangas, que é dada por

2 B (4
AT = PPy (3.9)
22(p—m=1)( ;";llvi)p

onde, m = L%J € 0 maior inteiro menor que %, e para v; dados pelas equagdes (2.5a) e (2.5b)
em Olkin e Press (1969) [17].

Além da dedugao da estatistica de teste os autores também provaram que a distribui-
¢ao de (3.9) pode ser representada como o produto de distribui¢oes Betas independentes,

sendo uma boa aproximagao dada por uma mistura de distribui¢es x2.

3.3 Teste de Schoot

Em Schoot (2005) [19] o autor apresenta um teste que pode ser utilizado para testar a
independéncia completa das variaveis de um vetor aleatério X’ = (Xj,..., X,) proveniente
de uma distribui¢ao Normal Multivariada de média y e matriz de covariancias X, ou seja,
X ~ Ny(p, X). O autor propoe que a hipotese de inde_pendéncia das variaveis seja escrita
de forma equivalente

Hy:p;jj=0 (i>]), (3.10)

onde p;; € o (i, j)-ésimo elemento da matriz de correlagao P de X.
A estatistica de teste mais simples para testar (3.10) é
i-1
2
) "

p
i=2 j=1
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onde r;; € o (i,)-ésimo elemento da matriz de correlagdo amostral R obtida através de
um vetor amostral de X. No entanto, o autor prova, utilizando as propriedades do valor

esperado, que € possivel encontrar a estatistica de teste de média nula dada por

LS, plp-)
_ 2 -
t(n—l)p - ZZ,ZI’Z']'_ 2(71—1)’

i=2 j=1

p i-1 2\ _ plp-1)
onde E (ZiZZ }:1 rij) = S D)
De forma anéloga, Schoot (2005) [19] também prova que a variancia de t(,_1), ¢ dada
por
g2 —pp-(n-2)
e T (n—1)2(n+1)

Ho-t)p 2 Lo ey A
e que portanto g("ﬁ ¢ a estatistica de teste que sob Hj tem média 0 e varidncia 1. Notemos

fn-1)p
que a normalidade assintética de f,,_1), € garantida pois quando n,p — co entao

lim%:ycomye[o,oo[. (3.11)
De Schoot (2005) [19] é ainda importante de referir o seguinte teorema:

Teorema 2. Suponhamos que a matriz de correlagio amostral R foi obtida de uma amostra
aleatoria de uma populagiao Normal Multivariada com matriz de correlagao P. Se P = I, e for
vdlida a condigdo (3.11) entdo t(,_y), converge em distribuicdao para uma varidavel aleatoria

normal de média 0 e varidncia

2y PP -D(-2)

2 1.
Y= hmcrt(n_”p =12t 1)

3.4 Redugao Univariada

Dadas Xj,..., X, variaveis aleatorias, sabemos que

P
>x
i=1

No entanto, o reciproco de (3.12) nem sempre é valido, isto ¢é, a varidncia da soma das

p
X; independentes Vi =1,...,p = Var = ZVar(Xi). (3.12)

i=1

variaveis Xy, .. .,Xp ser igual a somas das variancias dessas mesmas variaveis nao implica
que as mesmas sejam independentes. O reciproco falha quando existe covariancia entre
variaveis mas estas covaridncias quando todas somadas se anulam, isto é, a soma do
valor absoluto de todas as covariancias positivas for igual a soma do valor absoluto das
covariancias negativas. Assim, se tomarmos o pressuposto de que as covariancias entre
as variaveis quando existem sao todas nao negativas ou nao positivas, entao obtemos a

veracidade do reciproco de (3.12). Ou seja, suponhamos que

P P
in - ZVar(Xi),
i=1

i=1

Var
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3.4. REDUCAO UNIVARIADA

e que

Cov(X;, Xj) 2 0 (ou Cov(X;, X;) < 0)

parai,j=1,...,p com i # j. Por outro lado, como

p
> x
i=1

com Cov(X;, X;) a covariancia entre X; e X, entdo daqui vem que

P
Var :ZVar(Xi)+2 Z Cov(X;, X;),

i=1 0<i<j<p

2 ) Cov(XpX)=0e Y  Cov(X;X;)=0
0<i<j<p 0<i<j<p
mas como

Cov(X;, Xj) 2 0(ou Cov(X;, X;) < 0)

entdo sai que

Cov(X;, X;)=0Vi,j=1,...,p comi=]j.

Assim, sob a suposi¢ao da normalidade do vetor aleatdrio X e das covariancias serem
todas nao negativas ou nao positivas, com W = Zle X;, para testar a independéncia das

variaveis torna-se suficiente testar

P
Hy: Var(W) = Var(ZXi) = ZVar(Xi). (3.13)

Consideremos entao a amostra X = (x,...,x,) de tamanho #n da populacao X' =
(Xl,Xz,...,Xp) ~ NP(E’Z)’ onde E’ = (yl,yz,...,yp) é o vetor de médias e ¥ é a matriz de

covariancias e pode ser representada por

2 2 2
(711 012 Glp

2 2 2
(02 02 (o2

21 22 2

¥ = 1.

2 2 2

Gpl UpZ e O'pp

A matriz amostral por sua vez pode ser representada como

X171 X112 ... le

X21 X2 ... X
X = P

X1 sz an

Considerando esta notagao de seguida propomos a metodologia a usar para testar a

independéncia das variaveis.
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CAPITULO 3. METODOS

3.4.1 Metodologia do Teste de Reduc¢ao Univariada

Passo 1:

Como o cenario mais real € as varidncias das variaveis aleatorias Xy, X,..., X, nao
serem conhecidas o primeiro passo para esta metodologia é calcular uma estimativa para
as mesmas, usando o estimador de maxima verosimilhanca.

Passo 2:

Apos serem obtidas todas as estimativas das variancias, o passo seguinte consiste
em obter uma amostra (wy,...,w,) de W = Zle X;. Esta amostra obtém-se fazendo w; =
Zle xjj,onde (xjy,...,Xjp), 1 = 1,...,p é aj-ésima observagao do vetor X. Esta nova amostra

¢ adicionada numa nova coluna a matriz amostral X de forma a obtermos

X111 X12 ... xlp w1

X21 X2 ... Xpp | W2
X =

Xu1 Xp2o ... xnp wy

Passo 3:

Repetimos o passo 1, mas agora pretendemos encontrar a estimativa de maxima
verosimilhanca para W.

Passo 4:

Como ja vimos, usando os pressupostos de que as varidncias quando existem sao

7

todas nao negativas ou ndo positivas e de que o vetor aleatdrio X' = (X1,X,,...,X,) é

p)
proveniente de uma populagao normal multivariada, entao para testar a independéncia

das variaveis é suficiente aplicar o teste (3.13), que podemos rescrever como,

L2 2 2 2
Hy:op, =0y Vs oy #0;.

Quando as variancias sao conhecidas, temos 05 = le

conhecidas, 05 = Zle 51.21. com sizi a estimativa de maxima verosimilhanca calculada no

Gizl- e quando as mesmas nao sao

passo 1.

A estatistica deste teste quando as variancias sao conhecidas é
2

(n—1)Syy, B
p 2
Li=1 9

e quando as variancias nao sao conhecidas é possivel utilizar a distribui¢ao assintética

2
Xn_ll

dada por
(n-1)Sy 5,

P2 X1
Yio15i;

Notemos que S %v € o estimador de maxima verosimilhanga obtido no passo 3.
O pressuposto da normalidade do vetor aleatério é fundamental para a dedugao
da distribuicao das estatisticas dos testes, no entanto quando o mesmo nao se verifica é

possivel considerar resultados assintoticos.
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3.4. REDUCAO UNIVARIADA

1. Quando X;, i =1,...,p, ndo sao provenientes de popula¢des normais, pelo Teorema
do Limite Central, se as variaveis aleatorias forem independentes e identicamente
2

distribuidas com variancias o/; = o? finitas e médias y;; = 4 também finitas, entdo

p p p
W:ZXiiN Zyii:py,Zofi:paz . (3.14)
i=1 i=1 i=1

2. Quando X;,i=1,...,p, ndo sao provenientes de popula¢des normais e as variaveis
nao sao identicamente distribuidas com variancias al-zi = 02, mas |X;| tém momentos
finitos de alguma ordem 2 + 6, 0 > 0, com a taxa de crescimento limitada pela
condicao de Lyapunov, entdo se as variaveis forem independentes, pelo teorema de

Lyapunov vem

p

p p
W:Zx,-fiN Zy,-,zofi . (3.15)
i=1 i=1 =1

Com a perda da normalidade do vetor aleatorio também se perde a garantia de
que se as correlacoes forem nulas, entdo as variaveis sao independentes. No entanto,
diferentes cendrios foram simulados na Seccao 4 para garantir a robustez do teste de
redugao univariada, quando existe um pequeno desvio da normalidade.

Para garantir os resultados precisos na utilizacao do teste é ainda necessario ter em

consideracao algumas situagoes:

 Para garantir boas aproximacoes em (3.14) e (3.15), quando a populacao se des-
via da normalidade, é necessario garantir que o numero de variaveis p é grande o

suficiente;

* Se as variancias forem desconhecidas é importante que o tamanho da amostra # seja

grande de forma a permitir uma estimativa o mais precisa possivel;
* Esta metodologia pode ser usada mesmo quando estao em falta alguns valores;

* Uma das mais valias deste teste é o facto de permitir que o mesmo seja utilizado
mesmo quando p > n, contrariamente ao que acontece por exemplo com o teste de

razao de verosimilhancas (Anderson (2003 [1]);

* Este teste tem a caracteristica de utilizar um teste univariado para inferir sobre os
parametros de uma distribuicao multivariada, o que é um beneficio por se tornar
mais simples que qualquer procedimento que envolva calculos com distribuigoes

multivariadas.
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4

SIMULACOES

Com o intuito de avaliar a qualidade do teste proposto na Secgao 3.4, o teste de redu-
¢ao univariada para a independéncia de variaveis, foram realizadas simulagdes gerando
aleatoriamente amostras de populagoes Normais Multivariadas. Para perceber o compor-
tamento do teste em diferentes situa¢oes, foram simuladas varias amostras de diferentes
tamanhos #n e com diferentes numero de variaveis p e para cada uma das combinagoes n
e p foram testadas 3 tipos de estruturas diferentes para a matriz de covariancias, sendo
que se considerou em qualquer um dos casos que a amostra é proveniente de uma po-
pula¢ao Normal Multivariada de vetor de médias y = 0. Além disso, para cada um dos
casos considerados, como o pretendido é estudar os resultados obtidos quer as amostras
sejam provenientes de variaveis aleatdrias independentes ou dependentes, foram simu-
ladas amostras para cada umas das 3 estruturas de covariancias considerando diferentes
valores de p que, como podemos consultar mais a frente nesta secgao, é um valor do qual
dependem as estruturas de covariancias consideradas, tendo sido considerados os valores
do vetor p = (py1,...,px), com py <---<pxep; € RVi=1,...,k que foi calculado garantindo
que p; ¢ 0 minimo valor para o qual a matriz é definida positiva, que 3j com 1 <j <k
tal que p; = 0 e que py € tal que a poténcia do teste de redugao univariada € proxima de
1. Para as estruturas 4.1 e 4.3 foi ainda garantido que p comeca com valores negativos
para as covaridncias, a menos que para valores negativo_s de p a matriz ndo seja definida

positiva, e termina com valores positivos para as covariancias.

As estruturas consideradas para as simulagoes foram entao:

* Estrutura de equivariancia-equicorrelagao ou simétrica composta: consiste numa
matriz cujas variancias das p variaveis € a mesma e cujas covariancias entre as

variaveis sao também as mesmas, ou seja, € a estrutura

L p P
1
ECS:Gz i p (41)
p P 1



CAPITULO 4. SIMULACOES

 Estrutura autorregressiva: é uma matriz cujas variaveis tém todas a mesma variancia
e cuja covariancia é o?pli~!l onde |j - i| representa o valor absoluto de j —i para

i,j=1,...,p, ou seja,

1 p  p? pP!
1 ... pb?

Tir =02 ‘:) : _? : ol (4.2)
pPt pP2 pP73 1

* Estrutura circular: aqui a variancia das variaveis ¢ também a mesma e a covariancia
segue uma regra onde para cada linha cada entrada é movida apenas uma posi¢ao

para a direita relativamente a linha anterior mantendo no entanto os valores da

diagonal principal sempre 02, ou seja, tem a seguinte estrutura:
o2 b by
pe=|'nt O b (43)
by b.2 o?

Na Seccao 3.2.2 em (3.6) é possivel consultar dois exemplos de matrizes circulares
de ordem 4 e 5.

Notemos que para a matriz de estrutura circular (4.3) nao é visivel a dependéncia de
p no entanto quando p é par
L + L +0,... ! + ! +
200 7300 TP T00(r=1) " P 100r TP
-1 -1 -1 -1 -1
1000+ 1) P 7007 TP 100G =1) T7 300 7 200 TP

(b1, bp1) = (

e quando p é impar

1 -1 1 1 1
— 40, =——+p0,..., +p, +p, +p,
200 " P"300 TP T000r—1) TP 100r TP 100+ 1) T
S I 1 I .
100(r+1) " ?100r TP 100(r—1)"""300 " P 200 TP

(blf""bpfl) =

Como meio de comparagao, para cada simulagao é também aplicado o teste de razao
de verosimilhancas (Anderson, 2003 [1]) e o teste de Schoot (Schoot, 2005 [19]).

Para as simulag¢des a metodologia considerada foi a seguinte:
Passo 1: Encontramos o vetor p tendo em conta os pontos referidos anteriormente;
Passo 2: Calculamos a matriz de covariancias para o primeiro valor;

Passo 3: Simulamos 2000 amostras, cada uma de tamanho #n, para uma populagao Normal
Multivariada com p variaveis de vetor de médias y = 0 e matriz de covariancias

calculada no Passo 2;
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Passo 4: Para cada uma das 2000 amostras calculamos a matriz de covariadncias amostrais;

Passo 5: Calculamos, para cada amostra, a estatistica de teste de reducao univariada
para as variancias desconhecidas (com base na matriz obtida no Passo 4) e para as
variancias conhecidas (com base na matriz obtida no Passo 2), a estatistica de teste
da razao de verosimilhancas (Anderson (2003 [1]), sendo que esta apenas pode ser

calculada nos casos em que n>p, e a estatistica do teste de Schoot (Schoot, 2005 [19]);

Passo 6: Somando o numero de vezes que se rejeita a hipotese nula para cada um dos
testes obtemos as estimativas para a poténcia dos testes dividindo este valor por

2000, o numero de amostras simuladas;
Passo 7: Repetimos os passos de 2 a 5 para cada p € p;

O procedimento é repetido para cada umas das 3 estruturas de covaridncias e para
cada combinagao de p variaveis e amostra de tamanho n consideradas, que podem ser

consultadas na Tabela 4.1.

p: numero de variaveis | n: tamanho das amostras
5 50
5 200
15 50
15 200
25 20
45 50
50 40
50 200
75 50

100 80
150 120
200 150

Tabela 4.1: Combinagoes de p variaveis e amostras de tamanho n consideradas nas simu-
lagoes

Complementarmente, foram ainda realizadas simulag¢des partindo de amostras ge-
radas aleatoriamente para populacdes t-Student Multivariadas para testar a robustez do
teste quando as populagoes se afastam da distribuicao Normal Multivariada, tendo aqui
sido geradas amostras da distribuicao t-Student Multivariadas com diferentes graus de
liberdade.

Por altimo, para testar a versatilidade do teste, foram também realizadas algumas
simulacOes para a utilizacdo do mesmo nos casos em que se pretende testar a indepen-
déncia das variaveis assumindo estruturas de covariancias especificas, ou seja, nos casos
apresentados nas subsec¢oes 3.2.1 e 3.2.2.

As simulag¢des foram realizadas usando linguagem Python através da plataforma
Colab do Google Research. O cédigo utilizado nas simulagdes pode ser consultado no

anexo I.
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CAPITULO 4. SIMULACOES

4.1 Estimativas das poténcias dos testes

Nesta seccao serao analisados os resultados obtidos para as estimativas das poténcias
dos testes nas simulagoes realizadas. Para cada cenario considerado, isto €, para cada
estrutura foram considerados casos onde o niimero de variaveis é inferior ao tamanho
da amostra, ou seja, n > p, mas também casos onde n < p, sendo que para este segundo
cenario, apenas foram realizados os testes de redu¢ao univariada, tanto para as variancias
conhecidas como para as variancias desconhecidas, e o teste de Schoot (Schoot, 2005 [19]
) pois o teste de razao de verosimilhancas (Anderson, 2003 [1]) nao pode ser aplicado
nestes casos. Tal como ja foi referido anteriormente, foram feitas simula¢oes considerando
diferentes matrizes de covariancias construidas a custa de p, sendo que, o eixo dos xx em
qualquer um dos graficos representa esse valor. Nas figuras seguintes, as linhas a '—" e
’...” sa0 os resultados das estimativas das poténcias do teste de redugao univariada de
variancias desconhecidas e conhecidas, respetivamente, a '——’ representa os resultados
das estimativas das poténcias dos testes de razao de verosimilhancas (Anderson (2003 [1])
e a’— temos as estimativas das poténcias do teste de Schoot (Schoot, 2005 [19]).

Na Figura 4.1 podemos consultar os resultados das simula¢des nos casos em que o
numero de variaveis é menor que o tamanho da amostra, para amostras geradas a partir de
uma distribui¢ao Normal Multivariada de matriz de covariancias amostrais com estrutura
simétrica composta, isto é, matriz com a estrutura definida em (4.1).

Na Figura 4.2 podemos consultar os resultados para amostras obtidas com a mesma
estrutura para as covariancias que na Figura (4.1), sendo que neste caso se apresentam as
estimativas das poténcias dos testes no casos em que o numero de variaveis é superior ao
tamanho da amostra, isto é, p > n.

Analisando a Figura 4.1 é bastante visivel que para, qualquer combinacao de p e n,
os resultados obtidos com qualquer um dos testes de redu¢ao univariada sao significativa-
mente melhores que os resultados obtidos com qualquer um dos outros dois testes, pois
quando p se afasta de 0 a poténcia dos testes aproxima-se mais rapidamente de 1 do que
em qualquer um dos outros casos. E também de notar que na grande maioria dos casos, e
para quase todos os valores de p, a diferenca entre a poténcia obtida nos testes de redugao
univariada para as variancias conhecidas e desconhecidas é quase inexistente.

Na Figura 4.2 é ainda mais notdrio que o teste de reducao univariada se comporta
melhor que o teste de Schoot (Schoot, 2005 [19]), destacando-se esta diferenca para os
casos representados em 4.2(c) e 4.2(f) onde no caso do teste de reducao univariada, inde-
pendentemente das covaridancias serem conhecidas ou nao, por mais minima que sejam
as covariancias entre as variaveis, a regra de rejei¢ao do teste é bastante precisa.

Nas Figuras 4.3 e 4.4, podemos visualizar os resultados obtidos para as poténcias dos
testes nos casos em que as simulagoes foram feitas usando para a matriz de covariancias da
populacao a estrutura autorregressiva, ou seja, a estrutura dada em (4.2), e considerando
o numero de variaveis menor que o tamanho da amostra e também o nimero de variaveis

maior que o tamanho da amostra, respetivamente. Notemos, que para esta estrutura, ndo
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4.

1. ESTIMATIVAS DAS POTENCIAS DOS TESTES

Figura 4.1: Graficos das poténcias estimadas dos testes de redugao univariada de vari-
ancias conhecidas e desconhecidas, teste de Schoot (Schoot, 2005 [19]) e teste de razao
de verosimilhan¢as quando p < n para a matriz de covariancias de estrutura simétrica
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Figura 4.2: Graficos das poténcias estimadas dos testes de redugao univariada de vari-
ancias conhecidas e desconhecidas, teste de Schoot (Schoot, 2005 [19]) e teste de razao
de verosimilhancas quando p > n para a matriz de covariancias de estrutura simétrica
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sao apresentados resultados para diferentes valores de o2 pois esses casos foram testados
nao se tendo obtido resultados significativamente diferentes de quando se considera

o?=1.
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CAPITULO 4. SIMULACOES

Figura 4.3: Graficos das poténcias estimadas dos testes de reducdo univariada de varian-
cias conhecidas e desconhecidas, teste de Schoot (Schoot, 2005 [19]) e teste de razao de
verosimilhancas com p < n para a matriz de covariancias de estrutura autorregressiva
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Quando para as simulag¢des se usou a matriz de covariancias de estrutura autore-
gressiva, (4.2), por a mesma ser contruida a custa de poténcias de p, nao foi possivel
considerar para p valores negativos, pois isso originaria covariancias positivas e negativas
0 que nao cumpre com 0s pressuposto sob os quais € possivel aplicar o teste de reducao
univariada. Ao analisarmos os resultados obtidos na Figura 4.3, é imediatamente notdrio
que o teste de reducao univariada, tanto no caso das variancias serem conhecidas como
no caso de serem desconhecidas, apenas apresenta melhores resultados que os testes de
razao de verosimilhanca (Anderson, 2003 [1]) e de Schoot (Schoot, 2005 [19]) quando p
¢ pequeno. No entanto, a medida que p aumenta, apesar dos resultados obtidos para o
teste de razao de verosimilhancas (Anderson, 2003 [1]) e para o teste de Schoot (Schoot,
2005 [19]) serem melhores, a diferenca existente para os resultados obtidos com o teste
de reducao univariada nao é muito significativa. Assim, podemos continuar a considerar
que os resultados obtidos nas simula¢oes foram bastante bons.

Quando temos um maior numero de variaveis, p, que o tamanho da amostra #n, e
foram simuladas amostras geradas a partir de uma populacao Normal Multivariada cuja
estrutura de covariancias é autorregressiva, (4.2), podemos verificar na Figura 4.4 que o
comportamento é bastante idéntico ao da Figura 4.3. Assim, das Figuras 4.4 e 4.3, também
podemos concluir que os resultados obtidos com as simulagoes sao bastante bons.

Por ultimo, foram obtidos graficos com os resultados das poténcias dos testes das
simulagoes, para as amostras geradas considerando para a populacao a matriz de covari-
ancias cuja estrutura é circular, ou seja, a estrutura apresentada em (4.3). Estes resultados
podem ser consultados nas Figuras 4.5 e 4.6 para os casos em que o numero de variaveis,

p, € menor que o tamanho da amostra ,#, e em que o numero de variaveis, p, ¢ maior que
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4.1.

ESTIMATIVAS DAS POTENCIAS DOS TESTES

Figura 4.4: Graficos das poténcias estimadas dos testes de reducdo univariada de varian-
cias conhecidas e desconhecidas, teste de Schoot (Schoot, 2005 [19]) e teste de razao de
verosimilhancas com p > n para a matriz de covariancias de estrutura autorregressiva
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Figura 4.5: Graficos das poténcias estimadas dos testes de reducao univariada de varian-
cias conhecidas e desconhecidas, teste de Schoot (Schoot, 2005 [19]) e teste de razao de
verosimilhangas com p < n para a matriz de covariancias de estrutura circular
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Ao observarmos a Figura 4.5 é notério que quando a estrutura de covariancias con-

siderada para obter as amostras € a estrutura circular (4.3), os resultados obtidos para as

poténcias dos testes sao significativamente melhores quando usados os testes de reducao
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univariada, independentemente de se considerar as variancias conhecidas ou desconheci-
das, quando comparados com os resultados obtidos para as poténcias dos testes de razao
de verosimilhancas (Anderson, 2003 [1]), e Schoot (Schoot, 2005 [19]). Tal como acontece
quando se considera a estrutura simétrica composta, (4.1), cujos resultados sao apresenta-
dos nas Figuras 4.1 e 4.2, conforme p se afasta de 0, as poténcias dos testes sobem muito
mais rapidamente para 1 no caso dos testes de reducao univariada do que nos restantes
casos.

Figura 4.6: Graficos das poténcias estimadas dos testes de reducao univariada de varian-

cias conhecidas e desconhecidas, teste de Schoot (Schoot, 2005 [19]) e teste de razao de
verosimilhangas com p > n para a matriz de covariancias de estrutura circular
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Se consultarmos a Figura 4.6 facilmente percebemos que, os resultados obtidos sao
bastante favoraveis ao teste de redugao univariada, independentemente de se conhecerem
ou nao as variancias, pois as linhas que representam cada um dos casos acabam por estar
maioritariamente sobrepostas. Os resultados aqui obtidos mostram, uma vez mais, que
as poténcias de teste obtidas nos testes de redugao univariada apresentam resultados

bastante melhores que as obtidas com o teste de Schoot (Schoot, 2005 [19]).

4.2 Niveis de significancia e poténcias dos testes

Nas Figuras apresentadas na Seccao 4.1 correspondentes aos resultados das poténcias
dos testes obtidas das simulagoes, é notério que quando a hipétese nula é verdadeira, a
poténcia do teste esta bastante aproximada do nivel de significancia do mesmo, para qual-
quer um dos casos considerados. Assim, nesta sec¢ao, vamos analisar com mais pormenor
essa propriedade. Para isso foram simuladas 2000 amostras aleatorias provenientes de
uma populagao Normal Multivariada de vetor de médias y = 0 e matriz de covariancias I,

isto é, matriz de identidade de ordem p, para diferentes valores de p, nimero de variaveis,

30



4.2. NIVEIS DE SIGNIFICANCIA E POTENCIAS DOS TESTES

e n, tamanho da amostra, de forma a obter estimativas dos niveis de significancia. Estas si-
mulagoes foram feitas para os niveis de significancia a = 0.05 e @ = 0.01, Tabelas 4.2 e 4.3
respetivamente. Destas simula¢des obtivemos as estimativas dos niveis de significancia
do teste de reducao univariada para as variancias desconhecidas. Estes resultados podem
ser comparados com os das Tabelas 4.4 e 4.5 que foram retiradas de Schoot (2005) [19]
e que apresentam, respetivamente, os mesmos resultados para o teste de Schoot (Schoot,
2005 [19]) com nivel de significancia a = 0.05 e para o teste de razao de verosimilhancas

(Anderson (2003 [1]) também para o nivel de significancia a = 0.05.

n=4 n=8 n=16 n=32 n=64 n=128 n=256

p=4 0.029 0.022 0.023 0.022 0.023 0.022 0.025
p=28 0.032 0.037 0.035 0.040 0.038 0.037 0.039
p=16 | 0.039 0.040 0.041 0.040 0.045 0.040 0.041
p=32 |0.044 0.044 0.043 0.048 0.047 0.047 0.050
p=64 |0.045 0.047 0.043 0.049 0.051 0.046 0.051

p=128 | 0.046 0.048 0.050 0.048 0.046  0.049 0.046
p=256 | 0.045 0.043 0.043 0.045 0.054 0.052 0.045

Tabela 4.2: Resultados das estimativas do nivel de significancia do teste de redugao uni-
variada para a = 0.05 e varidncias desconhecidas

Ao observarmos as Tabelas 4.2 e 4.3 é possivel verificar que os valores sao um pouco
mais baixos do que os valores que pretendiamos obter, 0.05 e 0.01, respetivamente. No
entanto, a medida que n e p aumentam os valores para as estimativas de significancia
dos testes também aumenta, aproximando-se dos valores usados nos testes. Quando
comparamos os valores obtidos para n>p com os obtidos para n<p, existe uma melhor
aproximacao das estimativas para o nivel de significancia ao valor usado para significancia

do teste quando n<p, apesar da diferenca entre os dois casos nao ser relevante.

n=4 n=8 n=16 n=32 n=64 n=128 n=256
4 0.004 0.007 0.005 0.003 0.003 0.002 0.003
=8 0.007 0.008 0.005 0.007 0.006 0.006 0.005
16 0.007 0.009 0.012 0.008 0.007 0.008 0.009
32 0.007 0.011 0.010 0.007 0.009 0.010 0.010
=64 | 0.008 0.009 0.009 0.009 0.009 0.010 0.010
p=128 | 0.009 0.010 0.008 0.008 0.010 0.008 0.010
p=256 | 0.009 0.009 0.012 0.009 0.013 0.010 0.008

Tabela 4.3: Resultados das estimativas do nivel de significancia do teste de redugao uni-
variada para a = 0.01 e varidncias desconhecidas

Quando comparamos os resultados simulados da Tabela 4.2 com os resultados que
Schoot (2005) [19] obteve nas Tabelas 4.4 e 4.5, é possivel de verificar que quando usado
o teste de Schoot (Schoot, 2005 [19]) ocorre o oposto do que ocorre quando usado o
teste de reducao univariada para a variancias desconhecidas, isto é, maioritariamente as

estimativas do nivel de significancia obtidas sao um pouco superiores ao valor desejado de
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0.05 e além disso as aproximacdes ao nivel de significincia usado parecem ser melhores
para n < p do que para n > p.

n=4 n=8 n=16 n=32 n=64 n=128 n=256
p=4 0.062 0.063 0.066 0.069 0.072 0.071 0.071
p=38 0.062 0.061 0.060 0.060 0.059 0.065 0.062
p=16 0.065 0.060 0.055 0.060 0.057 0.056 0.055
p=32 0.066 0.060 0.060 0.056 0.050 0.054 0.055
p=64 0.072 0.054 0.050 0.056 0.051 0.046 0.057
p=128 | 0.065 0.068 0.058 0.052 0.050 0.050 0.050
p=256 | 0.065 0.055 0.054 0.057 0.047 0.047 0.056

Tabela 4.4: Resultados das estimativas do nivel de significancia do teste de Schoot (Schoot,
2005 [19]) para a = 0.05, valores retirados da Tabela 1 de Schoot (2005) [19]

Por outro lado, quando comparamos os resultados do teste de redugao univariada
de variancias desconhecidas, Tabela 4.2, com os resultados obtidos para o teste de razao
de verosimilhangas (Anderson (2003 [1]), Tabela 4.5, é possivel de verificar que para este
ultimo conforme n e p aumentam as estimativa para a significancia dos testes vao se
afastando do valor que se desejava ter, sendo que a medida que p e n aumentam e p se
aproxima de n os resultados observados tendem para 1, o que ndo é uma boa propriedade

para um teste de hipdteses pois mostra que este nao é centrado.

n=4 n=8 n=16 n=32 n=64 n=128 n=256
p=4 0.132 0.060 0.053 0.052 0.050 0.054 0.052
p=28 0.421 0.084 0.058 0.056 0.055 0.050
p=16 0.722 0.083 0.055 0.052 0.048
p=32 0.989 0.135 0.060 0.056
p =064 0.995 0.192 0.068
p=128 1.000 0.465
p =256 1.000

Tabela 4.5: Resultados das estimativas do nivel de significancia do teste de razao de
verosimilhancas para a = 0.05, valores retirados da Tabela 2 de Schoot (2005) [19]

De forma a dar uma melhor visualizagao sobre a robustez do teste de reducao univa-
riada, foram ainda realizadas simulagOes para obter a poténcia de teste do mesmo para
as variancias desconhecidas, partindo de uma populagao Normal Multivariada de vetor
de médias y = 0 e matriz de covariancias com estrutura simétrica composta, (4.1), com
p=01e o2 = 1. Os resultados destas simulagdes podem ser consultados na Tabela 4.6,
e foram realizadas com o intuito de ser possivel comparar com as simulagoes feitas por
Schoot (2005) [19] e cujos resultados podem ser consultados nas Tabelas 4.7 e 4.8 para os
testes de Schoot (Schoot, 2005 [19]) e de razao de verosimilhangas (Anderson (2003 [1]),
respetivamente.

Quando comparamos os resultados na Tabela 4.6, teste de reducao univariada para
as variancias desconhecidas, e na Tabela 4.7, teste de Schoot (Schoot, 2005 [19]), é notdrio

que para o primeiro caso, os valores sao maioritariamente melhores que os valores do 22
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n=4 n=8 n=16 n=32 n=64 n=128 n=256

p=4 0.002 0.001 0.005 0.023 0.102 0.300 0.724
p=28 0.005 0.028 0.132 0.346 0.734 0.976 1.000
p=16 | 0.078 0.259 0.572 0.894 0.997 1.000 1.000
p=32 | 0335 0.661 0941 0.998 1.000 1.000 1.000
p=64 | 0.647 0.922 0.997 1.000 1.000 1.000 1.000

p=128 | 0.870 0.987 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
p=256 0961 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

Tabela 4.6: Poténcias estimadas do teste de redu¢ao univariada para as variancias desco-
nhecidas com base em amostras Normais Multivariadas de vetor de médias y = 0 e matriz

de covariancias de estrutura simétrica composta (4.1) com 0% =1e p = 0.1 e para a = 0.05

caso, sendo as exce¢Oes apenas para 1 e p muito pequenos. Outra caracteristica que nao
passa despercebida é o facto de ha medida que n e p aumentam as poténcias dos testes

aumentam significativamente.

n=4 n=8 n=16 n=32 n=64 n=128 n=256

p=4 0.076 0.087 0.123 0.172 0.307 0.534 0.845
p=38 0.079 0.101 0.177 0.313 0.597 0.903 0.998
p=16 | 0.112 0.166 0.310 0.595 0.904 0.997 1.000
p=32 | 0161 0.285 0.557 0.871 0.996 1.000 1.000
p=64 | 0.255 0.486 0.797 0.987 1.000 1.000 1.000

p=128 | 0.375 0.698 0.946 1.000 1.000 1.000 1.000
p=256 | 0.542 0.846 0.990 1.000 1.000 1.000 1.000

Tabela 4.7: Poténcias estimadas do teste de Schoot (Schoot, 2005 [19]) com base em amos-
tras Normais Multivariadas de vetor de médias y = 0 e matriz de covaridncias de estrutura

simétrica composta (4.1) com 02 =1 e p = 0.1 e para a = 0.05, resultados retirados da
Tabela 3 de Schoot (2005) [19]

No que diz respeito aos resultados obtidos com o teste de razao de verosimilhancas
(Anderson (2003 [1]), Tabela 4.8, quando comparamos com os obtidos no teste de redu-
¢ao univariada, Tabela 4.6, os valores obtidos com este segundo sao significativamente
melhores que os obtidos com o primeiro, pois apesar de os resultados irem melhorando a
medida que tanto p como n aumentam para o teste de razao de verosimilhancas (Ander-
son (2003 [1]), quando consideramos n muito maior que p os resultados sao muito baixos,

0 que nao acontece no teste de redugao univariada.

4.3 Desvios da Normalidade

Para estudar o comportamento do teste de redugao univariada nos casos em que a
populagao nao é proveniente de uma populagao Normal Multivariada foram realizadas
simulacoes obtendo amostras de distribui¢oes t-Student Multivariadas. A distribuicao
escolhida foi a distribuigao t-Student Multivariada, pois, tal como a distribui¢ao Normal

Multivariada, € uma distribuicao absolutamente continua e simétrica, e na qual a medida
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n=4 n=8 n=16 n=32 n=64 n=128 n=256
p=4 0.142 0.071 0.088 0.124 0.233 0.447 0.783
p=28 0.445 0.154 0.224 0.446 0.817 0.993
p=16 0.793 0.370 0.705 0.982 1.000
p=32 0.996 0.926 1.000 1.000
p =164 0.994 1.000 1.000
p=128 1.000 1.000
p =256 1.000

Tabela 4.8: Poténcias estimadas do teste de razao de verosimilhan¢as com base em amos-
tras Normais Multivariadas de vetor de médias y = 0 e matriz de covaridncias de estrutura

simétrica composta (4.1) com 02 =1 e p = 0.1 e para a = 0.05, resultados retirados da
Tabela 4 de Schoot (2005) [19]

que os graus de liberdade aumentam a mesma se aproxima de uma distribui¢ao Normal
Multivariada.

Como pretendemos compreender a eficacia do teste para diferentes possibilidades,
aqui as simulagoes foram entao realizadas para amostras cujo nimero de variaveis, p, é
inferior ao tamanho da amostra, 1, e também para um namero de variaveis superior ao
tamanho da amostra. Além disso, para cada, um destes dois casos, foram considerados
diferentes graus de liberdade, g/, e ainda, tal como foi feito na Secgao 4.1, foram consi-
deradas matrizes de covariancias para diferentes p € p = (py,...,px), tendo se obtido p
garantindo que p; é o menor valor para o qual a matriz é definida positiva e py é positivg,
p1 <---<prequed!p;=0tal que 1 <i<k. Ametodologia aqui aplicada foi, portanto, a
mesma que para a obtenc¢ao dos graficos da Sec¢ao 4.1 e que vem explicada na Seccao 4
sendo as unicas diferengas que aqui apenas se consideram duas combinagoes de nep e
para cada uma delas diferentes graus de liberdade gl.

Assim, na Figura 4.7 podemos consultar os resultados obtidos, para os diferentes
graus de liberdade, g/, considerados para n = 49 e p = 15. Por outro lado, na Figura 4.7
temos os resultados obtidos quando n = 40 e p = 50 também para os varios graus de
liberdade que foram considerados. Em ambos os casos, a linha a -’ sdo os resultados
obtidos para as estimativas do teste de reducao univariada de variancias desconhecidas
ea’ - sao os resultados obtidos com o teste de reducao univariada mas de variancias
desconhecidas, a linha "——’ sao as estimativas das poténcias do teste de razao de verosi-
milhancas (Anderson (2003 [1]) e a "= temos os resultados do teste de Schoot (Schoot,
2005 [19]).

Na Figura 4.7 é bastante notdrio que quanto menor os graus de liberdade, melhor
sao os resultados obtidos para o teste de reducao univariada, quer as variancias sejam
conhecidas ou desconhecidas, quando comparados tanto com o teste de razao de verosimi-
lhangas (Anderson (2003 [1]) como com o teste de Schoot (Schoot, 2005 [19]). Além disso,
também se verifica que ha medida que os graus de liberdade, g/, aumentam os resultados
se aproximam dos obtidos quando as simulag¢des foram realizadas considerando amostras

provenientes de populacoes normais, sendo que este era o resultado esperado, pois como
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Figura 4.7: Graficos das poténcias estimadas dos testes de redugao univariada de vari-
ancias conhecidas e desconhecidas, teste de Schoot (Schoot, 2005 [19]) e teste de razao
de verosimilhangas para amostras de populagoes t-Student, com p < n e para a matriz de
covariancias de estrutura simétrica composta
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ja foi referido a medida que os graus de liberdade aumentam a distribui¢ao t-Student

Multivariada aproxima-se da distribui¢ao Normal Multivariada.

Relativamente ao teste de reducao univariada, quer para variancias conhecidas quer
desconhecidas, quando a populagao a testar é proveniente de uma populacao t-Student
Multivariada com um ntmero de variaveis superior ao tamanho da amostra, com a analise
da Figura 4.8, podemos concluir que o mesmo se comporta melhor que o teste de Schoot
(Schoot, 2005 [19]) nestas situagoes, sendo a discrepancia dos resultados mais significa-
tiva quanto menor forem os graus de liberdade. Tal como acontece para n > p, também
neste caso, a medida que os graus de liberdade aumentam também os resultados mais
se assemelham aos obtidos com amostras de popula¢des Normais Multivariadas, o que

novamente era de esperar.
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Figura 4.8: Graficos das poténcias estimadas dos testes de redugao univariada de vari-
ancias conhecidas e desconhecidas, teste de Schoot (Schoot, 2005 [19]) e teste de razao
de verosimilhangas para amostras de populagoes t-Student, com p < n e para a matriz de
covariancias de estrutura simétrica composta
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4.4 Testes de Esfericidade vs Equivariancia-Equicorrelagao

O teste de reducao univariada pode ser usado para testar a hipotese nula no teste
de esfericidade vs equivariancia-equicorrelagao, (3.4), sobre o qual falamos na Seccao
3.2.1, pois o pressuposto das covaridncias serem todas nao negativas ou nao positivas esta
cumprido quer nos encontremos sob a hipétese nula, Hy, ou sob a hipétese alternativa,
H;.

Assim, para analisar de que forma o teste de redu¢ao univariada se comporta nesta
situacao, foram feitas simulagoes. A metodologia aqui aplicada foi bastante semelhante
a aplicada nas secgoes 4.1 e 4.3. Ou seja, para algumas combinagoes de p variaveis e
tamanho da amostra n foram geradas amostras de popula¢oes Normais Multivariadas
de vetor de médias y = 0 e matriz de covariancias dada por uma estrutura simétrica
composta (4.1). As sir;lulac;()es foram repetidas para diferentes valores de p, valor do qual
depende a matriz de covariancias, usando p € p = (py,...,px), com k € N, sendo que p foi
calculado garantindo as mesmas condigoes qug nas secc¢Oes anteriores, isto €, garanti_ndo
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que p; € R, p; < -+ < pg, p1 € 0 menor valor para o qual a matriz é definida positiva
e que py € suficientemente grande para garantir que a poténcia estimada do teste de
reducao univariada quando se assume py é aproximadamente 1. Aqui, além de obtermos
as poténcias estimadas para o teste de reducao univariada, de variancias conhecidas e
desconhecidas, também se calcularam as poténcias estimadas para o teste proposto por
Marques e Coelho (2015) [13] referido na Secgao 3.2.1 e cuja estatistica de teste é (3.5).

Figura 4.9: Graficos das poténcias estimadas dos testes de reducdo univariada de varian-
cias conhecidas e desconhecidas para a matriz de covariancias de estrutura de simétrica
composta e do teste de razao de verosimilhancas dado por Marques e Coelho (2015) [13]
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Nos Graficos 4.9 podemos consultar os resultados obtidos com estas simulagoes,
sendo que a linha a '~" sao os resultados para o teste de reducgao univariada de varidncias
conhecidas, a ’ - -’ sao os resultados para o teste de redu¢ao univariada de variancias
desconhecidas e a ’— ——" sdo os resultados para o teste proposto por Marques e Coelho
(2015) [13]. Através destes resultados podemos concluir que independentemente do teste
usado, os resultados sao bastante semelhantes, pois apenas se notam alguma diferengas
pouco significativas nos casos de p=5e n =150 (4.9(a))e p=5e n =200 (4.10(b)), tendo
os restantes casos as 3 linhas bastante sobrepostas. Neste caso, apesar de as diferengas
obtidas com o teste de reducao univariada, independetemente das variancias serem ou
nao conhecidas, ndo serem significativamente diferentes das obtidas quando se usa a
estatistica de teste de razao de verosimilhangas (3.5), é de notar, que no caso dos testes
de reducio univariada, a estatistica de teste é baseada numa distribuicao x? que é muito
mais facil de usar do que a distribuicao de (3.5), além disso, o teste de redugao univariada
é possivel de usar nos casos em que p>n enquanto que o teste de razao de verosimilhangas

nao.
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CAPITULO 4. SIMULACOES

4.5 Testes de Esfericidade vs Circularidade

Outro teste para o qual é possivel utilizar o teste dado na Seccao 3.4, o teste de
reducao univariada, é no teste de esfericidade vs circularidade, sobre o qual falamos na
Seccao 3.2.2 e que foi apresentado por Olkin e Press (1969) [17]. Analogamente a Secgao
4.4, foram simuladas amostras que permitiram estudar a utilizagao do teste de redugao
univariada, para as variancias conhecidas e desconhecidas, quando comparada com o
teste (3.8) cuja estatistica de teste € (3.9) (Olkin e Press, 1969 [17]). A metodologia usada

para estas simulagoes, foi a mesma utilizada na Secgao 4.4.

Figura 4.10: Graficos das poténcias estimadas dos testes de reducao univariada de varian-
cias conhecidas e desconhecidas para a matriz de covariancias de estrutura de circular e
do teste de razao de verosimilhancas dado por Olkin e Press (1969) [17]
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O Grafico 4.10 tem os resultados das poténcias de teste estimadas nas simulagoes
para’—" e’ .-’ os resultados dos testes de reducao univariada de variancias conhecidas
e desconhecidas, respetivamente, e " — ——’ os resultados do teste proposto por Olkin e
Press (1969) [17]. Aqui é possivel de constatar que, a excep¢ao de quando o namero de
variaveis, p, € muito pequeno, qualquer um dos testes de redugao univariada se comporta
um pouco melhor que de razao de verosimilhancas dado em Olkin e Press (1969) [17].
Aliado a isso, uma vez mais, o teste de redugao univariada é mais facil de utilizar por
se tratar de uma estatistica de teste de distribuigao x?2, além de ser possivel de utilizar

quando p > n.
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5

CONCLUSOES

Ao longo deste trabalho foram feitas diversas simulagoes para estudar de que forma
os testes de redugao univariada, para as variancias conhecidas e desconhecidas, se compor-
tam, tendo sido considerados diferentes cenarios. Para provar a robustez dos resultados
quando mudam as condig¢oes iniciais da popula¢ao, as simulagoes foram feitas consi-
derando amostras de diferentes tamanhos de popula¢des Normais Multivariadas com
diferentes dimensoes, para diferentes estruturas de covariancias, considerando casos em
que as variaveis sao independentes e casos em que nao sao. Além de tudo isto, ainda
se testou de que forma o teste se comporta quando as amostras nao sao provenientes
de populagoes Normais Multivariadas, tendo sido usada uma populacao t-Student pelas
suas caracteristicas e também se estudou a utilizagao da estatistica de teste proposta para
o teste de esfericidade vs equivariancia-equicorrelacao e para o teste de esfericidade vs

circularidade.

Os resultados obtidos em todas estas simula¢oes foram bastante coerentes, mos-
trando que na maioria dos casos o teste de redu¢ao univariada comporta-se melhor que o
teste de razao de verosimilhangas (Anderson (2003 [1]), quando este pode ser aplicado, e
que o teste de Schoot (Schoot, 2005 [19]). Nos varios graficos que tivemos oportunidade
de analisar ao longo do trabalho, é notério, que o teste de redu¢ao univariada é mais sen-
sivel a covariancias baixas entre variaveis que os restantes testes usados nas simulagoes.
A Unica excegao, ou seja, o Unico caso em que o teste de redugao univariada nao apresenta
melhores resultados que os testes de razao de verosimilhancas (Anderson (2003 [1]) e
de Schoot (Schoot, 2005 [19]), é quando se considera para matriz de covariancias uma
estrutura autorregressiva. No entanto, neste caso, apesar de o teste de reducao univariada
nao se destacar dos restantes, apresenta resultados muito semelhantes, sendo que, por se
tratar de um teste de aplicagao muito simples e cuja distribui¢ao da estatistica é facil de

utilizar, continua a ser vantajoso usar o mesmo.

No que diz respeito aos desvios da normalidade da populacao, apesar dos resultados
obtidos para o teste de redugao univariada nao serem os ideais, quando comparados com

os outros testes, tém um comportamento um pouco melhor.
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CAPITULO 5. CONCLUSOES

Quanto a utilizacao da estatistica do teste de redugao univariada para testar a esfe-
ricidade vs a equivariancia-equicorrelagao e para testar a esfericidade vs a circularidade,
os resultados obtidos mantém a coeréncia. Ou seja, quando usada a estatistica de teste de
reducao univariada obtivemos resultados melhores do que quando usadas as restantes
estatisticas. E ainda de salientar que o teste de redugao univariada pode ser utilizada com
outras estruturas, desde que se verifique o pressuposto de que as covariancias sao todas
nao positivas ou nao negativas.

Assim, é possivel de concluir que o teste proposto, o teste de redugao univariada,
apresenta varias vantagens relativamente a outros testes ja conhecidos, sendo algumas
delas, a facilidade de aplicagao do mesmo, a facilidade de manuseamento da distribuicao
da estatistica de teste e a robustez dos resultados obtidos quando se utiliza esta estatistica
de teste.

Como trabalhos futuros, pretendemos explorar e analisar a forma mais adequada
de aplicar o teste desenvolvido a problemas da vida real, principalmente em contextos
de alta dimensionalidade. Adicionalmente, temos como objetivo desenvolver um método
semelhante para testes sobre matrizes de covariancia bloco diagonais, onde inclui o teste
de independéncia de grupos de variaveis e para outro tipo de estruturas de covariancia

usuais em contexto multivariado.
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ANEXO 1: CODIGO PYTHON UTILIZADO NAS

SIMULAGOES

Nesta seccao apresentamos o coédigo Python utilizado nas simulagoes que foram

realizadas utilizando a plataforma..

I.1 Codigo usado para a estrutura de covariancia simétrica

composta

De seguida é possivel consultar o cédigo utilizado nas simulagoes realizadas usando
a estrutura de covariancias simétrica composta cujos resultados foram apresentados na
seccao 4.1. Notemos, que apenas esta representado o codigo utilizado para quando o
numero de variaveis considerado foi p = 5 e se geraram amostras de tamanho n = 50,
no entanto para os restantes casos utilizou-se o mesmo, apenas substituindo os valores
de n e p e calculando o vetor vec de forma a cumprir com os requisitos mencionados na
secgao 4.1, considerando que este vetor é o vetor p que contém os diferentes valores de p

utilizados nas simulagoes.

import numpy as np

from scipy.stats import chi2
from scipy.stats import norm
from scipy.linalg import helmert
from math import »

import matplotlib.pyplot as plt

def is_pos_def(x):
return np.all(np.linalg.eigvals(x) > 0)

np.random.seed (10)
10000
NN = 50

nt
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ANEXO I. ANEXO 1: CODIGO PYTHON UTILIZADO NAS SIMULACOES

NN-1
5

mu = [0 for j in range(l,p+1)]
veca = [0 for j in range(l,nt+1)]
for i in range(1l,nt):
x = np.random.multivariate_normal (mu, np.identity(p), NN).T
vecS=(NN—1)xnp.cov(x)
veca[i] =np.linalg.det(vecS)/np.prod(np.diagonal(vecS))
quantil=np.quantile(veca,0.05)

vec=[j/10000 for j in range(—5000,1,1)]
for gamma in vec:
Cov = np.dot(gamma, ([[1] * p] * p))\
+ np.dot((1 —gamma) ,np.identity(p))
if is_pos_def(Cov):

print (gamma)

break
value= round(gamma,4)+0.0005
limit= 30

vec = [value + (j—1)/100 for j in range(1l,2xlimit)]

Configl

[0 for j in range(l,len(vec)+1)]
Config2 = [0 for j in range(l,len(vec)+1)]
LRsimfig = [0 for j in range(l,len(vec)+1)]

sco = [0 for j in range(1l,len(vec)+1)]
count = 0
ns = 2000

for gamma in vec:

count = count + 1

Cov = np.dot(gamma, ([[1] = p] * p))\

+ np.dot((1—gamma) ,np.identity(p))

Conl = [0 for j in range(l,ns+1)]

Con2 = [0 for j in range(l,ns+1)]

Con3 = [0 for j in range(l,ns+1)]

LRsim = [0 for j in range(l,ns+1)]

for j in range(1l,ns):
Data = np.random.multivariate_normal (mu, Cov, NN).T
vecS = (NN—1)*np.cov(Data)
LR = np.linalg.det(vecS)/np.prod(np.diagonal(vecS))

46



I[.1. CODIGO USADO PARA A ESTRUTURA DE COVARIANCIA SIMETRICA
COMPOSTA

if LR < quantil: LRsim[j—1] = 1
sig = np.diagonal (np.cov(Data))
datanl = Data.sum(axis=0)
if n«np.var(datanl)/sum(sig) > chi2.ppf(0.975,n) \
or nxnp.var(datanl)/sum(sig) < chi2.ppf(0.025,n):
Conl[j—1] =1
if nxnp.var(datanl)/sum(np.diagonal (Cov))\
> chi2 . ppf(0.975,n)\
or nxnp.var(datanl)/sum(np.diagonal (Cov))\
< chi2.ppf(0.025,n):
Con2[j—1] =1
vecSS = np.corrcoef(Data)
stat = (sum(sum ([[vecSS[i][jj]**2\
for jj in range(0,i)]\
for i in range (1,p)],[]))\
—(px(p—1)/(2xn)))\
/((p*(p—=1)+(n—=1)/((n*+2)*(n+2)))+=+(1/2))
if stat > norm.ppf(0.975,0,1)\
or stat < norm.ppf(0.025,0,1): Con3[j—1] =1
sco[count—1] = sum(Con3)/ns
Configl[count—1] = sum(Conl)/ns
Config2[count—1] = sum(Con2)/ns
LRsimfig[count—1] = sum(LRsim)/ns

plt.plot(vec,Config2,label="\u03C3’s_known" ,\
linestyle="—", color="black”)

plt.plot(vec,Configl,blabel="\u03C3’s_unknown" ,\
linestyle=":", color="black”)

plt.plot(vec,LRsimfig,label="LRT" ,\
linestyle="—", color="black”)

plt.plot(vec,sco,label="SCH" ,\
linestyle="—.", color="black”)

plt.xlabel ("Valores.de.\u03C1")

plt.ylabel ("Potencia_Estimada")

plt.ylim(0,1)

plt.xlim(vec[0],vec[len(vec)—1])

plt.show ()

Notemos que no codigo apresentado acima, quando foram considerados valores para
o numero de variaveis p superiores ao tamanho da amostra 7, nao foi considerado para as

simulagoes o teste de razao de verosimilhanga, sendo que, por esse motivo, toda a parte
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do coédigo correspondente a esse teste foi omitida.

I.2 Codigo usado para a estrutura de covariancia

autorregressiva

Quando para as simulagdes se considerou a estrutura autorregressiva para a matriz

de covariancias o cddigo usado foi o seguinte:

import numpy as np

from scipy.stats import chi2
from scipy.stats import norm
from scipy.linalg import helmert
from math import x

import matplotlib.pyplot as plt

def is_pos_def(x):
return np.all(np.linalg.eigvals(x) > 0)

def matriz_cov(gamma, p):
matriz = np.zeros ((p,p))
for i in range(0,p):
matriz[i,i] = gamma xx 0
for j in range(1l,p—i):
matriz[i,i+j] = gamma *x j
matriz[i+j,i] = gamma x*x j

return (matriz)

np.random.seed (10)

nt = 10000

NN = 50

n = NN-1

p=>5

mu = [0 for j in range(l,p+1)]
veca = [0 for j in range(l,nt+1)]

for i in range(1l,nt):
X = np.random.multivariate_normal (mu, np.identity(p), NN).T
vecS=(NN—1)+np.cov(x)
veca[i] =np.linalg.det(vecS)/np.prod(np.diagonal(vecS))
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1.2. CODIGO USADO PARA A ESTRUTURA DE COVARIANCIA
AUTORREGRESSIVA

quantil=np.quantile(veca,0.05)

value= 0

print(value)

limit= 30

vec = [value + (j—1)/100 for j in range(1l,2xlimit)]

print(vec)

Configl = [0 for j in range(l,len(vec)+1)]
Config2 = [0 for j in range(l,len(vec)+1)]
LRsimfig = [0 for j in range(1l,len(vec)+1)]
sco = [0 for j in range(1l,len(vec)+1)]
count = 0

ns = 2000

for gamma in vec:

count = count + 1
Cov = matriz_cov(gamma, p)
mu = [0 for j in range(l,p+1)]

Conl = [0 for j in range(l,ns+1)]
Con2 = [0 for j in range(l,ns+1)]
Con3 = [0 for j in range(l,ns+1)]
LRsim = [0 for j in range(l,ns+1)]
for j in range(1l,ns):
Data = np.random.multivariate_normal (mu, Cov, NN).T
vecS = (NN—1)snp.cov(Data)
LR = np.linalg.det(vecS)/np.prod(np.diagonal(vecS))
if LR < quantil: LRsim[j—1] = 1
sig = np.diagonal (np.cov(Data))
datanl = Data.sum(axis=0)
if nxnp.var(datanl)/sum(sig) > chi2.ppf(0.975,n) \
or nxnp.var(datanl)/sum(sig) < chi2.ppf(0.025,n): \
Conl[j—1] = 1
if nxnp.var(datanl)/sum(np.diagonal(Cov)) > \
chi2 . ppf(0.975,n) or \
nxnp.var(datanl)/sum(np.diagonal (Cov)) < \
chi2 .ppf(0.025,n): Con2[j—1] =1
vecSS = np.corrcoef(Data)
stat = (sum(sum ([[vecSS[i][jj]**2 \
for jj in range(0,i)] \
[N

for i in range (1,p)],
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—(px(p-1)/(2+n)))/ ((px(p—1)x(n—1)/\
((1‘1>+>(-2)>t-(l‘1+2)))>+>e(1/2))
if stat > norm.ppf(0.975,0,1) \
or stat < norm.ppf(0.025,0,1): \
Con3[j—1] =1
sco[count—1] = sum(Con3)/ns
Configl [count—1] = sum(Conl)/ns
Config2[count—1] = sum(Con2)/ns
LRsimfig[count—1] = sum(LRsim)/ns

plt.plot(vec,Config2,label="\u03C3’s_known" ,\
linestyle="—", color="black”)

plt.plot(vec,Configl,blabel="\u03C3’s_unknown" ,\
linestyle=":", color="black”)

plt.plot(vec,LRsimfig,label="LRT" \
linestyle="—", color="black”)

plt.plot(vec,sco,label="SCH" \
linestyle="—.", color="black”)

plt.xlabel ("Valores.de_.\u03C1")

plt.ylabel ("Potencia_Estimada")

plt.ylim(0,1)

plt.xlim(vec[0],vec[len(vec)—1])

plt.show ()

O resultado do c6digo acima foi apresentado na secgao 4.1. E de notar que novamente,
este codigo foi o usado para simular para o caso em que o numero de variaveis foi p =5
e o tamanho da amostra foi n = 50, sendo que para os restantes casos se usou o mesmo
c6digo mudando n e p e calculando o vetor vec de forma a fazer sentido para cada caso

em particular considerando sempre os requisitos dados na secgao 4.1.

I.3 Codigo usado para a estrutura de covariancia circular

Para as simulagoes foi ainda considerada a estrutura circular para a matriz de co-
variancias, sendo que de seguida apresentamos o cddigo utilizado nesses casos. Tal com
anteriormente, também aqui apenas se apresenta o caso em que foram consideradas p =5
variaveis e amostras do tamanho n = 50, sendo que para os outros casos considerados
se alterou os valores de n e p e se adaptou o calculo do vetor dos valores de p, dado por
vec no co6digo, considerando sempre os critérios definidos anteriormente para este vetor.
Neste caso em particular, a constru¢ao da matriz de covariancias depende de p ser par ou
impar, assim, apesar de o caso apresentado ser para p par, incluiu-se no c6digo também a

forma de calculo da matriz para p impar, sendo facil de identificar cada um dos casos.
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import numpy as np

from scipy.stats import chi2
from scipy.stats import norm
from scipy.linalg import helmert
from math import »

import matplotlib.pyplot as plt
import math

import random

from scipy.linalg import circulant

def is_pos_def(x):
return np.all(np.linalg.eigvals(x) > 0)

def vec_circ(r,j):

a =[—1/(nx100) + j for n in range(2,r+2)]
b =[-1/(nx100) + j for n in range(2,r+2)]
circ=np.concatenate (([1],a, b[::—1]), axis=None)

return (circ)

def vec_circ(r,j):

a =[—1/(nx100) + j for n in range(2,r+2)]
b =[-1/(nx100) + j for n in range(2,r+1)]
circ=np.concatenate (([1],a, b[::—1]), axis=None)

return (circ)

def matriz_cov_circ(r,j):
if j == 0:
Cov = np.identity (p)
else:
Cov = circulant(vec_circ(r,j))

return (Cov)

def min_rho_def_pos(p,r):
vec = [i/100 for i in range(—20,50,1)]
for j in vec:
Cov = matriz_cov_circ(r,j)
if is_pos_def(Cov):
break

return(j)
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def verify _gammas(r,j):
vec = vec_circ(r,j)
vec_len = [n for n in range(0,r+1)]
contador_mais = 0
contador_menos = 0
for i in vec_len:

if vec[i] < O:

contador_menos = contador_menos + 1
else:
contador_mais = contador_mais + 1
if contador_menos > 0 and contador_mais != 1:
result = j

return(result)

np.random.seed (10)

nt = 10000
NN = 50
n = NN-1
p=>5

r=math. floor ((p)/2)

mu = [0 for j in range(l,p+1)]
veca = [0 for j in range(l,nt+1)]
for i in range(1l,nt):
x = np.random.multivariate_normal (mu, np.identity(p), NN).T
vecS=(NN—1)*np.cov(x)
veca[i] =np.linalg.det(vecS)/np.prod(np.diagonal(vecS))
quantil=np.quantile(veca,0.05)

value= min_rho_def_pos(p, 1)
limit= 40
vec = [value + (j—1)/100 for j in range(1l,2xlimit)]

print(vec)

gammas = |[]
for 1 in vec:
if verify_gammas(r,i) == i:

gammas. append (i)
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vec = [i for i in vec if i not in gammas]

print(vec)

vec_len = [n for n in range(0,len(vec))]
for i in vec_len:

if vec[i] ==

if 1 ==
before _zero = 0
after_zero = vec[i+1]
else:

before_zero = vec[i—1]

after_zero = vec[i+1]

def verify_signal(r,j):
vec = vec_circ(r,j)
vec_len = [n for n in range(0,r+1)]
contador_mais = 0
contador_menos = 0
for i in vec_len:
if vec[i] < 0:
contador_menos = contador_menos + 1
else:
contador_mais = contador_mais + 1
print ("Contador.Mais:", contador_mais, \

"Contador.Menos: ", contador_menos)

Configl = [0 for j in range(l,len(vec)+1)]
Config2 = [0 for j in range(l,len(vec)+1)]
LRsimfig = [0 for j in range(l,len(vec)+1)]

sco = [0 for j in range(1l,len(vec)+1)]
count = 0
ns = 2000
for gamma in vec:
count = count + 1
Cov = matriz_cov_circ(r,gamma)

mu = [0 for j in range(1l,p+1)]
Conl = [0 for j in range(l,ns+1)]
Con2 = [0 for j in range(l,ns+1)]
Con3 = [0 for j in range(l,ns+1)]
LRsim = [0 for j in range(l,ns+1)]
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for j in range(1,ns):
Data = np.random.multivariate_normal (mu, Cov, NN).T
vecS = (NN—1)+np.cov(Data)
LR = np.linalg.det(vecS)/np.prod(np.diagonal(vecS))
if LR < quantil: LRsim[j—1] =1
sig = np.diagonal (np.cov(Data))
datanl = Data.sum(axis=0)
if n«np.var(datanl)/sum(sig) > chi2.ppf(0.975,n) \
or nxnp.var(datanl)/sum(sig) < chi2.ppf(0.025,n): \
Conl[j—1] =1
if nxnp.var(datanl)/sum(np.diagonal(Cov)) > \
chi2 . ppf(0.975,n) or \
nx+np.var(datanl)/sum(np.diagonal (Cov)) \
< chi2.ppf(0.025,n): Con2[j—1] =1
vecSS = np.corrcoef(Data)
stat = (sum(sum ([[vecSS[i][jj]**2 \
for jj in range(0,i)] \
for i in range (1,p)],[]))—\
(px(p—1)/(2xn)))/ ((px(p—1)(n—1)/\
((n*%2)*(n+2)))*x(1/2))
if stat > norm.ppf(0.975,0,1) \
or stat < norm.ppf(0.025,0,1): Con3[j—1] =1
sco[count—1] = sum(Con3)/ns
Configl [count—1] = sum(Conl)/ns
Config2[count—1] = sum(Con2)/ns
LRsimfig[count—1] = sum(LRsim)/ns

plt.plot(vec,Config2,label="\u03C3’s_known" ,\
linestyle="~", color="black”’)

plt.plot(vec,Configl,label="\u03C3’s_unknown" ,\
linestyle=":", color="black’)

plt.plot(vec,LRsimfig,label="LRT" ,\
linestyle="—", color="black”)

plt.plot(vec,sco,label="SCH" ,\
linestyle="—.", color="black”)

plt.xlabel ("Valores.de_.\u03C1")

plt.ylabel ("Potencia_.Estimada")

plt.ylim(0,1)

plt.xlim(vec[0],vec[len(vec)—1])

plt.show ()
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T-STUDENT

I.4 Codigo usado para as simula¢oes usando populagoes
t-Student

Para simular a partir de populag¢oes t-Student, cujos resultados sao apresentados na

secgao 4.3, foi utilizado o c6digo seguinte:

'pip install scipy==1.6

import numpy as np

import random

from scipy.stats import chi2

from scipy.stats import norm

from scipy.stats import beta

from scipy.stats import multivariate_t
from scipy.linalg import helmert
from math import »

import math

import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.linalg import toeplitz
from scipy.linalg import circulant

import numpy as np

def is_pos_def(x):
return np.all(np.linalg.eigvals(x) > 0)

def multivariate_t_rvs(m, S, df=np.inf, n=1):
"’’generate random wvariables of multivariate
t distribution
Parameters
m : array_like
mean of random wvariable, length determines
dimension of random variable
S : array_like
square array of covariance matrix
df : int or float
degrees of freedom
no:oint
number of observations, return random
array will be (n, len(m))

Returns
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rvs : ndarray, (n, len(m))
each row is an independent draw of a
multivariate t distributed
random wvariable
m = np.asarray (m)
d = len(m)
if df == np.inf:
X = np.ones(n)
else:
x = np.random. chisquare(df, n)/df
z = np.random.multivariate_normal (np.zeros(d),S,(n,))

return m + z/np.sqrt(x)[:,None]

np.random.seed (10)

nt=10000

n = 49

NN =n + 1

p =15

mu = [0 for j in range(l,p+1)]
veca = [0 for j in range(l,nt+1)]
vecS = 0

]l = random.sample(range(1,100), p)
for i in range(1l,nt):
x = np.random.multivariate_normal (mu, np.diag(l), NN).T
vecS=(NN—1)*np.cov(x)
veca[i] =np.linalg.det(vecS)/np.prod(np.diagonal(vecS))
quantil=np.quantile(veca,0.05)
print (quantil)

def is_pos_def(x):
return np.all(np.linalg.eigvals(x) > 0)
vec=[j/10000 for j in range(—5000,1,1)]
for gamma in vec:
Cov = np.dot(gamma, ([[1] * p] * p)) + \
np.dot((l1 —gamma) ,np.identity (p))
if is_pos_def(Cov):
print (gamma)
break
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value=—-0.07

limit= 7+2

vec = [value + (j—1)/100 for j in range(l,2xlimit)]
Config = [0 for j in range(l,len(vec)+1)]

Configl = [0 for j in range(l,len(vec)+1)]
Config2 = [0 for j in range(l,len(vec)+1)]
LRsimfig = [0 for j in range(l,len(vec)+1)]

sco = [0 for j in range(1l,len(vec)+1)]
count = 0
ns = 1000

for gamma in vec:
count = count + 1
Cov = np.dot(gamma, ([[1] = p] * p)) \
+ np.dot((1—gamma) ,np.identity (p ))
mu = [0 for j in range(1l,p+1)]
Con = [0 for j in range(l,ns+1)]
Conl = [0 for j in range(l,ns+1)]
Con2 = [0 for j in range(l,ns+1)]
Con3 = [0 for j in range(l,ns+1)]
LRsim = [0 for j in range(l,ns+1)]
for j in range(1l,ns):
#Data = np.random.multivariate_normal
#(mu, Cov, NN).T
Data = multivariate_t_rvs(np.zeros(p),Cov, 10, NN).T
vecS = (NN—1)snp.cov(Data)
LR = np.linalg.det(vecS)/np.prod(np.diagonal(vecS))
sig = np.diagonal (np.cov(Data))
datanl = Data.sum(axis=0)
if n«np.var(datanl)/sum(sig) > chi2.ppf(0.975,n) \
or nxnp.var(datanl)/sum(sig) < chi2.ppf(0.025,n): \
Conl[j—1] =1
if nxnp.var(datanl)/sum(np.diagonal(Cov)) > \
chi2 . ppf(0.975,n) or \
nxnp.var(datanl)/sum(np.diagonal (Cov)) < \
chi2 . ppf(0.025,n): Con2[j—1] =1
if LR < quantil: LRsim[j—1] =
vecSS = np.corrcoef(Data)
stat = (sum(sum ([[vecSS[i][jj]**2 \
for jj in range(0,i)] \
for i in range (1,p)],[])) —
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(p+(p—1)/(2+n)))/ ((px(p—1)+(n—1)/\
((1‘1**2)*(1‘1+2)))>&x—(1/2))
if stat > norm.ppf(0.975,0,1) \
or stat < norm.ppf(0.025,0,1): Con3[j—1] =1
sco[count—1] = sum(Con3)/ns
Configl [count—1] = sum(Conl)/ns
Config2[count—1] = sum(Con2)/ns
LRsimfig[count—1] = sum(LRsim)/ns

plt.plot(vec,Config2,label="\u03C3’s_known" ,\
linestyle="—", color="black”)

plt.plot(vec,Configl,blabel="\u03C3’s_unknown" ,\
linestyle=":", color="black”)

plt.plot(vec,LRsimfig,label="LRT" ,\
linestyle="—", color="black’)

plt.plot(vec,sco,label="SCH" ,\
linestyle="—.", color="black’)

plt.xlabel ("Valores.de.\u03C1")

plt.ylabel ("Potencia_.Estimada")

plt.ylim(0,1)

plt.xlim(vec[0],vec[len(vec)—1])

plt.show ()

Tal como nos restantes casos, apenas aqui apresentamos o cédigo utilizado para
p = 15 variaveis e amostra de tamanho n = 50, e também para uma distribuigao t-student
com gl =10 graus de liberdade, no entanto para os restantes casos estudados utilizou-se
o mesmo codigo substituindo apenas n, p e os graus de liberdade da funcao que gera

amostras de uma distribuicao t-student.

I.5 Codigo usado para as simulacoes do teste de esfericidade vs

equivariancia-equicorrelagao

De seguida aprestamos o codigo utilizado nas simulagoes cujos resultados sao apre-
sentados na seccao 4.4, onde se apresenta o codigo utilizado para simular para p = 5
variaveis e amostras de tamanho n = 50, sendo que para os restantes casos apenas se
alteraram estes valores, e o vetor vec que contém os valores para p foi calculado de forma

a cumprir os requisitos definidos para p.

import numpy as np
from scipy.stats import chi2
from scipy.stats import norm

from scipy.linalg import helmert
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from math import »

import matplotlib.pyplot as plt
import math

import random

from scipy.linalg import circulant

np.random.seed (10)
nt=1000
n = 49
NN=n+1
p=2>5
mu = [0 for j in range(l,p+1)]
vecaa = [0 for j in range(l,nt+1)]
vecaal = [0 for j in range(l,nt+1)]
vecaa2 = [0 for j in range(l,nt+1)]
vecS =0
vecSS = 0
Mat = 0
]l = random.sample(range(1,100), p)
for i in range(1l,nt):
x = np.random.\
multivariate_normal (mu, np.identity(p), NN).T
vecS = ((NN—1)/NN)*np.cov(x)
veca[i] = np.linalg.det(vecS)/\
((1/p*np.sum(np.diagonal (vecS)))x*xp)
Mat = np.dot(helmert(p,True),np.cov(x))
vecSS = (NN—1)/NNx\
(np.dot(Mat, helmert(p,True).T))
vecaa[i] = np.linalg.det(vecSS)/\
((1/pxnp.sum(np.diagonal (vecSS)))xxp)
vecaal [i] = S)/
(vecSS[0,0]x\
(1A (p- 1)
np.sum(np.diagonal (vecSS[1l:p,1:p])))*x(p—1))

np.linalg.det(vecS

vecaa2[i] = vecaa[i]/vecaal][i]
quantil=np.quantile (vecaa2,0.05)
print (quantil)

value=-0.24
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limit= 25+5
vec = [value + (j—1)/100 \

for j in range(1,2xlimit)]
Config = [0 for j in range(l,len(vec)+1)]
Configl = [0 for j in range(l,len(vec)+1)]
Config2 = [0 for j in range(l,len(vec)+1)]
LRsimfig = [0 for j in range(l,len(vec)+1)]

sco = [0 for j in range(l,len(vec)+1)]
count = 0
ns = 2000

for gamma in vec:
count = count + 1
Cov = np.dot(gamma, ([[1] = p] * p)) +\
np.dot((1 —gamma) ,np.identity(p))
mu = [0 for j in range(l,p+1)]
Con = [0 for j in range(l,ns+1)]
Conl = [0 for j in range(l,ns+1)]
Con2 = [0 for j in range(l,ns+1)]
Con3 = [0 for j in range(l,ns+1)]
LRsim = [0 for j in range(l,ns+1)]
for j in range(1l,ns):
Data = np.random.multivariate_normal (mu, Cov, NN).T
Mat = np.dot(helmert(p,True),np.cov(Data))
vecSS = (NN—1)/NNx(np.dot(Mat, helmert(p,True).T))
LR = (np.linalg.det(vecSS)/\
((1/p*np.sum(np.diagonal (vecSS)))x*xp))/\
(np.linalg.det(vecSS)/\
(vecSS[0,0]%(1/(p—1)*\
np.sum(np.diagonal (vecSS[1l:p,1:p])))*x=*(p—1)))
sig = np.diagonal (np.cov(Data))
datanl = Data.sum(axis=0)
if n«np.var(datanl)/sum(sig) > chi2.ppf(0.975,n) or\
n+np.var(datanl)/sum(sig) < chi2.ppf(0.025,n): \
Conl[j—1] = 1
if n«np.var(datanl)/ sum(np.diagonal(Cov)) > \
chi2 .ppf(0.975,n) or \
n+np.var(datanl)/ sum(np.diagonal (Cov)) \
< chi2.ppf(0.025,n): Con2[j—1] =1
if LR < quantil: LRsim[j—1] =1

Configl [count—1] = sum(Conl)/ns
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CIRCULARIDADE

plt.
plt.
plt.
plt.
plt
plt

plt
plt

1.6

Config2[count—1] = sum(Con2)/ns

LRsimfig[count—1] = sum(LRsim)/ns

plot(vec,Config2,label="\u03C3’s_known" ,\
linestyle="-", color="black’)

plot(vec,Configl ,label="\u03C3’s_unknown" ,\
linestyle=":", color="black”)

plot(vec,LRsimfig,label="LRT" ,\
linestyle="—", color="black”)

xlabel ("Valores.de.\u03C1")

.ylabel ("Potencia.Estimada")
.ylim (0,1)

.xlim (vec[0],vec[len(vec)—1])
.show ()

Codigo usado para as simulagoes do teste de esfericidade vs

circularidade

As simulagoes na sec¢ao 4.5 foram realizadas com o seguinte codigo:

import numpy as np

from
from
from

from

scipy.stats import chi2
scipy.stats import norm
scipy.linalg import helmert

math import x

import matplotlib.pyplot as plt

import math

import random

from

scipy.linalg import circulant

np.random.seed (10)

nt=1

n =

0000
49

NN=n +1

p:

5

mu = [0 for j in range(l,p+1)]

veca
veca
veca
vecS

vecS

a = [0 for j in range(l,nt+1)]

al = [0 for j in range(l,nt+1)]

a2 = [0 for j in range(l,nt+1)]
=0

S =0
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Mat = 0

hel= np.zeros( (p,p) )

for k in range(1l,p+1):

for j in range(1l,p+1):

hel[j—1,k—1]=px*(—1/2)*\
(math. cos (2xmath. pixps*(—1)%(j —1)*(k—1))+\
math. sin (2+math. pixpx*x(—1)x(j —1)x(k—1)))

for i in range(1l,nt):
x = np.random.multivariate_normal (mu,np.identity(p), NN).T
Mat = np.dot(hel.T,np.cov(x))

V = np.dot(Mat, hel)
m = math. floor ((p)/2)
vv = [0 for j in range(l,m+2)]

vj = np.diagonal (V)
ww[0]=vj[0]
if p% 2 == 0:
for j in range(2 m+1):
wilj—1]=vj[j—1]+vj[len (vj)—j+1]
vv [m]=vj [m]
else:
for j in range(2 m+2):
wilj—1]=vj[j —1]+vj[len (vj)—j+1]
if p% 2 == 0:
vvv=np.concatenate ((vj[0],vv[1l:m+1],\
vv[lm+1][:: —1][1:m+1]),axis=None)
else:
vvv=np.concatenate ((vj[0],vv[l:m+1],\
vv[l:m+1][:: —1]),axis=None)
vecaal [i] = 2xx(24(p—m—1))x\
np.linalg.det(V)/(np.prod(vvv))
vecS = (NN—1)xnp.cov(x)
vecaa[i] = np.linalg.det(vecS)/\
((1/p*np.sum(np.diagonal (vecS)))x*xp)
vecaa2[i] = vecaa[i]/vecaal[i]
quantil=np.quantile(vecaa2,0.05)
print (quantil)

def is_pos_def(x):

return np.all(np.linalg.eigvals(x) > 0)
r=math. floor ((p)/2)
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vec = [i/100 for i in range(—20,50,1)]
for j in vec:
a =[—1/(nx100) + j for n in range(2,r+2)]
b =[-1/(nx100) + j for n in range(2,r+2)]
circ=np.concatenate (([1],a, b[:: —1]),axis=None)

Cov=circulant(circ)
print (Cov)
if not is_pos_def(Cov):
print(j)
print ("OK")
print (Cov)

len (vec)

Config = [0 for j in range(l,len(vec)+1)]
Configl = [0 for j in range(l,len(vec)+1)]
Config2 = [0 for j in range(l,len(vec)+1)]
LRsimfig = [0 for j in range(l,len(vec)+1)]

sco = [0 for j in range(1l,len(vec)+1)]
count = 0
ns = 5000

for gamma in vec:
count = count + 1
r=math. floor ((p)/2)
a =[—-1/(nx100) + gamma for n in range(2,r+2)]
b =[—-1/(nx100) + gamma for n in range(2,r+2)]

circ=np.concatenate (([1],a, b[:: —1]), axis=None)
Cov=circulant(circ)

vecaa = [0 for j in range(l,nt+1)]

vecaal = [0 for j in range(l,nt+1)]

vecaa2 = [0 for j in range(l,nt+1)]

mu = [0 for j in range(l,p+1)]
Con = [0 for j in range(l,ns+1)]
Conl = [0 for j in range(l,ns+1)]

Con2 = [0 for j in range(l,ns+1)]
Con3 = [0 for j in range(l,ns+1)]
LRsim = [0 for j in range(l,ns+1)]

for jj in range(1l,ns):
Data = np.random.multivariate_normal (mu, Cov, NN).T
Mat = np.dot(hel.T,np.cov(Data))
V = np.dot(Mat, hel)
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m = math. floor ((p)/2)
vv = [0 for j in range(l,m+2)]
vj = np.diagonal (V)
vw[0]=vj[0]
if p% 2 ==0:
for j in range(2 m+1):
wj—1]=vj[j —1]+vj [len (vj)—j+1]
vy [m]=vj [m]
else:
for j in range (2 ,m+2):
wlj—1]=vj[j—1]+vj [len (vj)—j+1]
if p% 2 == 0:
vvv=np.concatenate\
((vj[O],vv[lm+1],\
vv[lm+1][:: —1][1:m+1]),axis=None)
else:
vvv=np.\
concatenate ((vj[0],\
vv[lm+1],vv[1:m+1][:: —1]),axis=None)
vecaal [jj] = 2x#(24(pm—1))x\
np.linalg.det(V)/(np.prod(vvv))
vecS = (NN—1)+np.cov(Data)
vecaa[jj] = np.linalg.det(vecS)/\
((1/p*np.sum(np.diagonal(vecS)))*x*p)
LR = vecaal[jj]/vecaal[jj]
sig = np.diagonal (np.cov(Data))
datanl = Data.sum(axis=0)
if nxnp.var(datanl)/sum(sig) > \
chi2 . ppf(0.975,n) or \
n+np.var (datanl)/sum(sig) < \
chi2 .ppf(0.025,n): Conl[jj —1] =1
if nxnp.var(datanl)/sum(np.diagonal(Cov)) >\
chi2 . ppf(0.975,n) or \
nxnp.var(datanl)/sum(np.diagonal (Cov)) < \
chi2 . ppf(0.025,n): Con2[jj —1] =1
if LR < quantil: LRsim[jj —1] =1
Configl [count—1] = sum(Conl)/ns
Config2[count—1] = sum(Con2)/ns

LRsimfig[count—1] = sum(LRsim)/ns
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plt.plot(vec,Config2,label="\u03C3’s_.known" ,\
linestyle="~", color="black”’)

plt.plot(vec,Configl,label="\u03C3’s_unknown" ,\
linestyle=":", color="black”)

plt.plot(vec,LRsimfig,label="LRT" A\
linestyle="—", color="black’)

plt.xlabel ("Valores.de.\u03C1")

plt.ylabel ("Pot ncia.Estimada")

plt.ylim(0,1)

plt.xlim(vec[0],vec[len(vec)—1])

plt.show ()

o codigo anterior é relativo ao caso onde se simulou para p = 5 variaveis e amostras
de tamanho n = 50, no entanto para os restantes casos estudados usou-se o mesmo caso,
alterando apenas os valores de p e n e ainda consoante p seja par ou impar usou-se a
matriz respetiva, sendo que o cddigo para ambos os casos vém aqui representado, sendo

necessario usar apenas um para as imulagoes funcionarem corretamente.
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