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REsumMo

Na impossibilidade de determinar se um operador é invertivel, procuramos saber se
um operador é de Fredholm. Nesta dissertacao, o nosso objetivo é estudar a propriedade
de Fredholm de operadores discretos de Wiener-Hopf no espago de Banach ¢P(Z, ), com
1<p<oo.

Otto Toeplitz provou, em 1911, que a matriz de Toeplitz induz um operador limitado
em (?(Z.) se, e apenas se, as suas entradas sio coeficientes de Fourier de uma funcao
limitada no circulo unitario - o simbolo do operador. Partimos deste famoso resultado
e da algebra de Banach dos multiplicadores para estendermos o operador discreto de
Wiener-Hopf aos espacos de Banach ¢F(Z, ), com 1 < p < co. Através da desigualdade de
Stechkin, provamos que se o simbolo do operador discreto de Wiener-Hopf é o limite de
polinémios trigonométricos na algebra de Banach dos multiplicadores, entao o operador
é de Fredholm em ¢P(Z.) se, e s6 se, o seu simbolo nao se anula no circulo unitario. Mais,
o numero de voltas que a curva do simbolo realiza em torno da origem esta estritamente
relacionado com o indice do operador.

Para atingirmos este objetivo, comecamos inevitavelmente por abordar a componente
tedrica. Estudamos, em particular, o Principio local de Gohberg-Krupnik e os operado-
res compactos que sao ferramentas fundamentais para o desenvolvimento da teoria de
Fredholm.

Palavras-chave: Principio local de Gohberg-Krupnik, Operadores compactos, Operado-
res de Fredholm, Fun¢oes de variacao limitada, Operador discreto de
Wiener-Hopf, Algebra de Banach de multiplicadores, Desigualdade de
Stechkin
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ABSTRACT

In the impossibility of determining whether an operator is invertible, we seek to know
whether an operator is Fredholm. In this dissertation, we aim to study the Fredholm
property of discrete Wiener-Hopf operators on the Banach space ¢P(Z,) with 1 <p < oco.

Otto Toeplitz proved in 1911 that a Toeplitz matrix induces a bounded operator on
(*(Z,) if and only if its entries are Fourier coefficients of a bounded function on the unit
circle - the operator’s symbol. We start from this famous result and from the Banach
algebra of multipliers to extend the discrete Wiener-Hopf operator to the Banach spaces
{P(Z,) with 1 < p < co. Using Stechkin’s inequality, we prove that if the symbol of the
discrete Wiener-Hopf operator is the limit of trigonometric polynomials in the Banach
algebra of multipliers, then the operator is Fredholm on ¢?(Z, ) if and only if its symbol
has no zeros on the unit circle. Further, the number of turns that the symbol curve makes
around the origin is strictly related to the index of the operator.

To achieve this goal, we inevitably start by addressing the theoretical component.
We study, in particular, the Gohberg-Krupnik local principle and the compact operators

which are fundamental tools for the development of Fredholm’s theory.

Keywords: Gohberg-Krupnik local principle, Compact operators, Fredholm operators,
Functions of bounded variation, Discrete Wiener-Hopf operators, Banach

algebra of multipliers, Stechkin’s inequality
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CapriTUuLO

INTRODUCAO

Dados X e Y espagos de Banach, um operador de Fredholm T : X — Y é um operador
linear limitado cujas dimensoes do nucleo e do espaco quociente Y/ImT sao finitas.
Associa-se aos operadores de Fredholm um indice que corresponde a diferenca entre
a dimensao do nucleo e a dimensdo de Y/Im T. Nesta dissertacado vamos trabalhar em
espacos de Banach complexos e comecamos por estudar a teoria de Fredholm de um modo
geral para, posteriormente, a aplicarmos a um caso concreto, os operadores discretos de
Wiener-Hopf.

O estudo de invertibilidade acompanha-nos desde o inicio do estudo da Matematica
quando pretendemos resolver equacdes lineares de primeiro grau com uma incdgnita.
Com a progressao dos estudos, generalizamos o problema para espacos de dimensao
finita e resolvemos sistemas lineares de equagoes algébricas do tipo Ax =y, invertendo a
matriz A. Quando avan¢amos para um universo abstrato, como por exemplo espagos de
Banach, passamos a investigar equacdes do tipo Tx =y, onde x e y sao elementos de um
espago de Banach e T é um operador linear. O nosso objetivo é, portanto, determinar se o
operador T é invertivel.

Porém, nem sempre é possivel determinar quando é que um operador é invertivel e,
por isso, baixamos o nivel de exigéncia e passamos a falar de invertibilidade no sentido
fraco. Ora, por defini¢ao, um operador limitado T é invertivel se existe outro operador
limitado R tal que I —RT =0 e I-TR = 0. No sentido fraco de invertibilidade, procuramos
a existéncia um operador limitado R tal que I-RT e I-TR sao operadores compactos. Esta
definicao é algebricamente conhecida por T ser invertivel médulo operadores compactos.
De facto, a invertibilidade modulo operadores compactos é uma definicao equivalente
para o operador T ser de Fredholm e, deste modo, podemos pensar na propriedade de
Fredholm como sendo um enfraquecimento do conceito de invertibilidade.

O nosso interesse é estudar a propriedade de Fredholm do operador de Toeplitz,

formulado de seguida. Dada uma sucessao de numeros complexos {a,,},c7, consideremos



CAPITULO 1. INTRODUCAO

a matriz definida por

ap 4aA_1 4a_p

o] a ap a1 .-
a_i). = . 1.0.1
( i k)],k:O a, a; ay - ( )

A matrizes que sao constantes ao longo das suas diagonais da-se o nome de matrizes
de Toeplitz, em homenagem ao matematico alemao Otto Toeplitz. Em 1911, Otto Toe-
plitz conseguiu determinar em que condig¢Oes é que a matriz (1.0.1) induz um operador
limitado em ¢2(Z, ), bastando que {a,},cz seja a sucessdo dos coeficientes de Fourier de
uma funcao limitada a no circulo unitario T. Ao operador gerado pela matriz (1.0.1) da-se
o nome operador de Toeplitz e a funcao a designa-se o simbolo da matriz/operador de
Toeplitz. Curiosamente, Otto Toeplitz nunca estudou realmente estas matrizes pois o seu

material de estudo centrou-se nas matrizes de Laurent

Ag 4d_1 | d_p d4d_j3

( ) e aAq apg | a-1 4d_p
a'_k),
] ],k:_oo e dp ay agp a_q

as dp | 41 ap

No entanto, numa nota em rodapé no seu artigo [24] diz simplesmente que quando
se trata da teoria das formas x — (Ax, x), ndo ha diferenca entre o “caso Toeplitz” e o
“caso Laurent”, dada a “estrutura Toeplitz” de matrizes invariantes em translagao. Por
outro lado, o verdadeiro inicio da historia dos operadores Toeplitz esta particularmente
associado aos nomes Norbert Wiener e Eberhard Hopf, nos anos 30, quando se confronta-
ram com o aparecimento das equacoes integrais, conhecidas como equagoes integrais de

Wiener-Hopf, dadas por

Af =Wif =g

Wef (x) = JO kx—9)f(9)dy, x>0,

onde k é uma funcao exponencialmente decrescente e as fun¢oes f (desconhecida) e g
(dada) podem crescer de tal forma que os integrais convergem absolutamente. A dis-
cretizacao das fungoes Wy transformam-nas nos operadores gerados pelas matrizes de
Toeplitz.

Mas as ligacoes entre os operadores de Toeplitz e os de Wiener-Hopf sao, de facto,
muito mais intimas. Desde o inicio e até ao final dos anos 60, os dois operadores fo-
ram considerados como semelhantes, mas independentes. Ora, Rosenblum em 1965 e
Devinatz em 1967 identificaram a matriz de um operador de Wiener-Hopf em L?(R,)

em relagao a base ortonormada dos polinémios de Laguerre como sendo uma matriz de

2



Toeplitz. E, portanto, s6 passados 30 anos € que se conseguiu encontrar a equivaléncia
entre estes operadores. E é por esta razao que o operador de Toeplitz ¢ também conhecido
por operador discreto de Wiener-Hopf. E possivel encontrar a histéria mais detalhada de
estudos de operadores de Toeplitz e Wiener-Hopf em varios contextos nas monografias
de Albrecht Bottcher e Bernd Silbermann [7, 8] e de Nikolai Nikolski [18].

Um dos objetivos desta dissertacao é estabelecer uma relacao entre as propriedades
funcionais/analiticas de operadores discretos de Wiener-Hopf e as propriedades geomé-
tricas dos seus simbolos, nomeadamente a teoria de Fredholm. A beleza da teoria de
Fredholm neste caso reside no facto de ser possivel formular a propriedade de Fredholm
em termos do simbolo do operador discreto de Wiener-Hopf e, deste modo, relacionam-se
condigoes estritamente algébricas da definicao de operador de Fredholm com caracteristi-
cas puramente analiticas do simbolo do operador. Este resultado foi descoberto por Israel
Gohberg em 1952, altura em que conseguiu também encontrar uma férmula algebrica-
mente mais simples para determinar o indice do operador.

A presente dissertacao encontra-se organizada como se segue:

Comecamos no capitulo 2 por recordar conceitos elementares e alguns resultados
conhecidos da analise funcional e da algebra linear necessarios para o entendimento
desta dissertagao. No entanto, este capitulo nao é autossuficiente, sendo necessario alguns
conhecimentos na area da analise funcional, algebra linear e analise complexa.

No capitulo 3 desenvolvemos a teoria de algebras, onde abordamos as algebras de
Banach, as algebras quociente e finalizamos com um resultado muito importante nesta
teoria: o Principio local de Gohberg-Krupnik. Este principio é fundamental para o estudo
de invertibilidade em algebras de Banach com unidade uma vez que permite localizar os
elementos invertiveis.

O capitulo 4 é destinado ao estudo dos operadores compactos que estao intimamente
ligados a teoria de Fredholm. Provamos que X(X), o conjunto dos operadores compactos
definidos num espag¢o de Banach X, é um ideal bilateral fechado da algebra de Banach dos
operadores limitados, B(X). Introduzimos as no¢oes de operadores de caracteristica finita,
espaco vetorial normado com propriedade de aproximacgao e com base de Schauder, que
nos conduzem ao ultimo resultado deste capitulo que afirma que se T for um operador
compacto definido num espago de Banach com a propriedade de aproximagao, entdo para
qualquer A € C\ {0} o operador T — AI é de Fredholm e o seu indice é zero.

Estudamos os operadores de Fredholm no capitulo 5 e denotamos o conjunto formado
por estes operadores por ¢(X,Y). Provamos que um operador T é de Fredholm se, e s
se, existe um operador limitado R tal que I — RT e I — TR sao operadores compactos.
Ao operador R da-se o nome de operador regularizador de T. Assim, caracterizamos os
operadores de Fredholm através dos operadores regularizadores, obtendo uma definigao
alternativa para um operador ser de Fredholm. Provamos também que a propriedade de
Fredholm é invariante tanto para perturbag¢des compactas como para perturbagdes con-
tinuas com norma suficientemente pequena. Terminamos este capitulo com a algebra de

Calkin B(X)/X(X) e apresentamos outra caracterizacao para a propriedade de Fredholm:

3



CAPITULO 1. INTRODUCAO

um operador é de Fredholm se, e apenas se, € invertivel na algebra de Calkin.
Finalizamos com o capitulo 6 onde estudamos os operadores discretos de Wiener-
Hopf no espago de Banach ¢P(Z,), 1 < p < oco. Aqui vamos recorrer ao Principio local
de Gohberg-Krupnik e a algebra de Calkin para obtermos uma condi¢ao necessaria e
suficiente para estes operadores serem de Fredholm. Comegamos por definir fung¢oes de
variagao limitada e fung¢des continuas por partes. Provamos que a matriz de Laurent e
a matriz de Toeplitz induzem operadores limitados em ¢?(Z) e ¢*(Z, ), respetivamente,
quando as suas entradas sao coeficientes de Fourier de uma fungao limitada, a qual
designamos por simbolo. Introduzimos a algebra de Banach dos multiplicadores que vai
permitir estender o operador discreto de Wiener-Hopf ao espago ¢P(Z,) com 1 < p < oo.
Provamos também a desigualdade de Stechkin que é uma peca fundamental neste estudo.
Por fim, chegamos ao ultimo resultado no qual provamos que se o simbolo do operador
discreto de Wiener-Hopf é o limite de polindmios trigonométricos na algebra de Banach
dos multiplicadores, entao o operador é de Fredholm se, e s6 se, 0 seu simbolo nao se anula
no circulo unitario. Mais, neste caso, o indice do operador esta diretamente relacionado

com o numero de voltas que a curva do simbolo realiza em torno da origem.



CapriTUuLO

PRELIMINARES

Ao longo deste documento, salvo indicagao contraria, vamos sempre considerar espa-

¢os vetoriais sobre o corpo dos numeros complexos C.

2.1 Conceitos e resultados algébricos

2.1.1 Operadores lineares

Defini¢ao 2.1.1. Sejam X e Y espacos vetoriais. Uma aplicagao T : X — Y diz-se um

operador linear se, para quaisquer x;,x, € X e @, € C, se tem
T(axy+ pxy)=aTx; + BTx,.

Representamos por £(X,Y) o espaco vetorial constituido por todos os operadores
lineares de X em Y. Se X =Y, denotamos £(X, X) por £(X).

Definicao 2.1.2. Sejam X, Y espacos vetoriaise T € £(X,Y).
A imagem de T,ImT, é o subespaco linear definido por

ImT ={Tx:xeX}.
O niicleo de T, Ker T, é o subespaco linear
KerT ={xeX:Tx=0)}.

Definicao 2.1.3. Sejam X e Y espagos vetoriais. Uma aplicagao T : X — Y que seja linear
e bijetiva diz-se um isomorfismo algébrico. Neste contexto dizemos que X é algebricamente

isomorfoa Y.

Definicao 2.1.4. Seja X um espaco vetorial. Um operador P € £(X) diz-se um operador
projegdo se P? = P, isto é, se P é idempotente.

5



CAPITULO 2. PRELIMINARES

2.1.2 Subespacgos complementares

Definicao 2.1.5. Seja X um espago vetorial e M um subespaco vetorial de X. Dizemos
que M tem um complementar algébrico se existe um subespaco N de X tal que X =M @& N.

Ou, de modo equivalente, qualquer x € X tem uma tnica decomposicao da forma
x=xp+xN, XpmEM, xy€N.

Sabemos que M NN = {0}.
Recordamos que dado um espago vetorial X e um subespago M C X, podemos garantir

que M tem pelo menos um complementar algébrico em X.

Lema 2.1.6 ([21, Lema 5.61]). Seja X um espago vetorial. Suponhamos que U,V sdo subespa-

¢os complementares em X e definam-se os operadores Py : X — U, Py : X — V, por
Pyx=u,, Pyx=v, x€X,

onde uy, vy sao tais que x = Uy + vy COM Uy, v, Unicos. Entdo Py, Py sdo projegoes em X e

Py + Py =1, sendo I o operador identidade.

Definicao 2.1.7. Seja X um espaco vetorial. Para quaisquer subespacos complementares
U,V em X, a projecao Py construida no Lema 2.1.6 é designada projegdo sobre U ao longo

de V. A terminologia para Py ¢ analoga.

Definicao 2.1.8. Caso X seja um espago vetorial normado, dizemos que um subespaco
fechado M tem um complementar topologico se existe um subespaco fechado N C X tal que
X =M@ N (soma direta topologica). Quando tal acontece diz-se que M é complementado

em X.

2.1.3 Espaco quociente

Defini¢ao 2.1.9. Seja X um espaco vetorial e M um seu subespago. Designamos por
espago quociente de X por M, e representamos por X/M, o conjunto formado pelas classes

de equivaléncia determinadas por
[x]={ueX: x+ueM}=x+M,
munido das operagoes

(x+M)+(y+M)=(x+v)+M, xpeX

a(x+M)=ax+M, acC, xeX.
Temos que X/M é um espago vetorial e a aplicacao linear

Q: X—>X/M

x—Qx=x+M



2.2. ESPACOS NORMADOS

designa-se por aplicagdo quociente (ou canoénica) de X sobre X/M.
Designamos por codimensdo de M, e representamos por codim M, a dimensao de X/M,

ou seja,
codimM =dim X/M.

Proposicao 2.1.10 ([23, Proposicao IV.2.2]). Sejam X um espago vetorial, M um subespago de
X e N um complementar algébrico de M em X, i.e., X = M @ N. Entao X/M é algebricamente

isomorfo a N.
Como consequéncia da Proposicao 2.1.10,se X = M &N, entao codimM = dim N.

Corolario 2.1.11 ([23, Corolario IV.2.3]). Sejam X,Y espacos vetoriais e T € L(X,Y). Entdo
ImT é algebricamente isomorfo a X/KerT.

2.2 Espacos normados

2.2.1 Norma quociente

Teorema 2.2.1 ([23, Teorema IV.4.6]). Qualquer subespago de dimensado finita de um espago
vetorial normado X é complementado em X.

Definigao 2.2.2. Seja X um espago vetorial normado e M C X um subespago fechado.
Consideremos Q a aplicagao quociente de X em X/M. Para cada x € X, a norma quociente
de Q(x) em X/M ¢é definida por

1QM)Ix/m = d(x, M) = inf {||x +ml|: m e M}.

Teorema 2.2.3 ([23, Teorema IV.2.4]). Sejam X um espago vetorial normado e M um seu

subespaco. Entao || -||x/p € uma norma se, e so se, M é fechado.

Teorema 2.2.4 ([23, Teorema IV.2.5]). Sejam X um espago de Banach e M um subespago
fechado de X. Entao X/M é um espago de Banach.

2.2.2 Completagao de um espago métrico
Definicao 2.2.5. Sejam (X,d) e ()?,d~) espagos métricos. Entao
(i) Uma aplicagdo T : X — X é uma isometria se, para quaisquer x,y € X,

d(Tx,Ty)=d(x,v).

(ii) O espago X diz-se isométrico ao espago X se existe uma isometria bijetiva de X

em j\(

Teorema 2.2.6 ([14, Teorema 1.6-2]). Dado um espago métrico X = (X, d), existe um espago
métrico completo X = (X, d) tal que X tem um subespaco W que é isométrico a X e é denso em

X. O espago X é unico, a menos de isometrias.

Defini¢do 2.2.7. Ao espaco X do Teorema 2.2.6 da-se o nome de completado de X.

7



CAPITULO 2. PRELIMINARES

2.2.3 Operadores limitados

Definicao 2.2.8. Sejam X, Y espacos vetoriais normados. Um operador linear T: X —» Y

diz-se limitado se existir um numero real K > 0 tal que, para qualquer x € X,
ITxlly < Kllxlx.

Denotamos por B(X,Y) C £(X,Y) o subespago de todos os operadores lineares limita-

dos de X em Y onde esta definida a norma

T x|y
ITll5(x,v) = sup = sup ||Tx|ly.
xeX lIxllx xeX
x#0 [Ixllx<1

Como podemos observar, esta defini¢ao envolve trés normas diferentes, de trés espagos
distintos. Vamos utilizar o simbolo || - || para a norma em todos estes espagos, visto que
¢ normalmente facil determinar em que espaco esta um dado elemento. Em caso de
ambiguidade, distinguir-se-a as normas, indexando o espago onde estas estao definidas.

Se X =Y, denotamos B(X, X) por B(X).

Recordamos que a nogao de operador limitado coincide com a nogao de operador

continuo.

Definicao 2.2.9. Sejam X, Y espacos vetoriais normados e D(T) um subespaco de X. Um
operador linear T : D(T) — Y diz-se fechado se o seu grafico G(T) ={(x,Tx): xe€D(T)} é

fechado em X x Y. Facilmente se verifica que todo o operador limitado é fechado.

Apresentamos de seguida um resultado muito atil na Analise Funcional pois permite-

nos estender um operador limitado definido num subespago denso ao espago todo.

Teorema 2.2.10 (Principio de extensao por continuidade, [12, Capitulo 2, Subcapitulo 1,
Teorema 2]). Sejam X um espago normado, W um subespago denso em X e Y um espago de
Banach. Seja Ty : W — Y um operador limitado. Entdo existe um tinico operador limitado
T : X — Y tal que a restrigdo de T ao subespaco W coincide com Ty, ou seja, T|yw = Ty e
Tl = IToll-

Obtém-se diretamente da definicao de operador limitado o resultado seguinte.

Lema 2.2.11. Sejam X um espago vetorial normado e M um subespago fechado de X. A
aplicagao quociente Q : X — X/M é limitada.

Lema 2.2.12 ([16, Corolario 7-4.9]). Sejam X um espago vetorial normado e M C X um
subespaco fechado. Entdo para todo o subespago de dimensao finita N de X, a soma M + N é
um subespago fechado de X.

Demonstracio. Sejam M um subespaco fechado e N um subespaco de dimensao finita. E

tacil verificar que M + N é um subespaco.
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Sendo M fechado, pelo Teorema 2.2.3, temos que X/M é um espago normado. Como
a aplicacao quociente Q de X em X/M ¢ linear e atendendo ao Lema 2.2.11, resulta que a
aplicacao Q é continua.

Tendo N dimensao finita, Q(N) tem dimensao finita em X/M. Logo Q(N) é fechado em
X/M (cf. [21, Corolario 2.20]). Ora, M + N = Q71 (Q(N)) é a pré-imagem de um conjunto
fechado, pelo que M + N é fechado. O

Teorema 2.2.13 (Banach-Steinhaus, [23, Teorema IV.8.2]). Sejam X e Y espacos de Banach e
{T,}eny uma sucessao de termos em B(X,Y) tal que {T,x},cn converge para cada x € X. Entdo
o operador T : X — Y dado por
Tx = lim T, x
n—-oo

é linear limitado e a sucessao {||T,||},cxy € limitada.

Defini¢ao 2.2.14. Seja X um espaco vetorial normado. O espago de Banach B(X, C) chama-
se espago dual de X e representa-se por X’. Os operadores f € X’ designam-se funcionais

lineares limitados.

Defini¢ao 2.2.15. Sejam X, Y espacos vetoriais normados e T € B(X,Y). Designa-se ope-
rador transposto de T o operador T': Y’ — X’ dado por

T'¢g=goT, geVY’
Sabemos que T’ é um operador linear limitado e ||T’|| = ||T|| (cf. [21, Lema 5.52(a)]).

Defini¢ao 2.2.16. Sejam X um espaco vetorial normado, X’ o seu espaco dual e conside-
remos o espaco de Banach X” = (X’)" = B(X’,C), designado bidual de X.
Fixando x € X, podemos definir F, : X’ — C dado por

Fi(f)=f(x), feX'
Vejamos que F, é um operador limitado.

Lema 2.2.17 ([21, Lema 5.35]). Seja X um espago vetorial normado. Para qualquer x € X,
consideremos F, : X" — C definida por

Fu(f)=f(x), feX.
Entdo Fy € X" e|[Fyllx» = lIxllx

Definigao 2.2.18. Dado um espago vetorial normado X, definimos a aplicagdo canédnica Jx
de X em X" dada por

Jxx=F,, xeX.
Pelo Lema 2.2.17 concluimos que Jx é uma isometria e, além disso, temos que
Uxx)(f)=f(x), xeX, feX.
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Lema 2.2.19 ([21, Teorema 5.55]). Sejam X e Y espagos vetoriais normados e T € B(X,Y).

Entao
]YOT: T”Ofx,
onde T” =(T’).

Defini¢ao 2.2.20. Sejam X e Y dois espacos vetoriais normados com normas || -||x e |- ||y,

respetivamente, tal que X C Y. Se a fungao

i: X—-Y,

XX
€ continua, isto é, se existe uma constante C > 0 tal que, para qualquer x € X,
llxlly < Clxllx,

entao diz-se que X esta continuamente mergulhado em Y.

2.3 Espagos[fPe(P,1 <p<oo

Defini¢ao 2.3.1. Seja (X, X, y) um espago de medida. Suponhamos que f : X — R é uma
funcdo mensuravel e que existe b € R tal que f(x) < b para quase todos os x. Entao

define-se supremo essencial de f como sendo
esssup f =inf {b e R: f(x) < b, para quase todos os x}.

Definimos os espagos

FP(X)= {f : f é mensuravel e (L|f|pdy)1/p < oo}, 1 <p<oco,
L°(X) ={f : f é mensuravel e ess sup |f| < oo}
e nestes espagos podemos definir uma relagao de equivaléncia = dada por
f=g < f(x)=g(x), paraquasetodososxe X.

Considerando 1 < p < o0, a relagao de equivaléncia anterior particiona os conjuntos £P(X)
em espacos de classes de equivaléncia, os quais representamos por L”(X). Na pratica
referimos simplesmente as func¢des representativas dessas classes de equivaléncia, em vez
das proprias classes. Assim, escrevemos a “funcao” f € LP(X).

Para 1 <p < o0, 0 espago LP(X) é um espago de Banach com norma dada por

1/p
(J |f|pd,u) , 1<p<oo,
flle(x) = 4 \WX
esssup |[f(x), p=oo.

xeX
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Definicao 2.3.2. Consideremos 1 < p < o0 e Z, ={0,1,2,...}. Denotamos por ¢*(Z,) o
espaco de Banach de todas as sucessoes de valores complexos x = {x,}7” , tal que

00 1/p
[Z|x”|p] <oo, 1<p<oo,
= n=0

sup {|x,|:neZ;}<oco, p=oco.

lIxller(z,)

Como podemos observar, o espaco ¢P(Z,) é o espago LP(Z,) considerando a medida de
contagem.

Para 1 < p < o0, denotamos por ¢P(Z) o espaco de Banach de todas as sucessoes de
valores complexos x = {x,};>_., tal que

0 1/p
(S| <o 12pe
lIxllee(z) =

n=-—oo

sup {|x,|:neZ}<oo, p=co.

Lema 2.3.3 ([21, Lema 5.4]). Para um numero inteiro arbitrdrio k > 1, seja 8 C €*(Z) o
conjunto que consiste nas sucessoes com k termos nao nulos. O conjunto 8 = | i S8y é denso
em (P(Z), 1 <p < co.

Teorema 2.3.4 (Teorema de convexidade de Riesz, [4, Capitulo 4, Teorema 1.7]). Seja X
um espago de medida. Suponhamos que 1 <p <r < +coe 0 <06 <1. Consideremos 1 < q < +co
tal que

1 1-0 o

- = +—.

q r
Se T € B(LP(X)) e T € B(L"(X)), entao T € B(L1(X)) e temos a sequinte estimativa para as

normas:

5 1-5
I Tll®La(x)) < (”T”B(LP(X))) (”T”B(U(X)))

11






CapriTUuLO

ALGEBRAS

3.1 Conceitos basicos

Defini¢ao 3.1.1. Uma dlgebra A sobre um corpo C é um espago vetorial sobre C ao qual se

associa uma operacgao binaria
it AxA—-A
usualmente designada por multiplicacao tal que
(i) Ya,b,ce A, (axb)xc=ax(b*c);
(ii) Ya,b,ce A, (a+b)*c=axc+Db=c;
(iii) Ya,b,c€ A, ax(b+c)=axb+a=c;
(iv) Va,be A, VA eC, (Aa)xb=ax(Ab) = A(axD).

Geralmente denotamos a* b por ab para quaisquer a,b € A.

Uma algebra diz-se comutativa se
Ya,be A, ab = ba.

Um elemento e € A diz-se um elemento unidade ou identidade se
Yae A, ea=ae=a.

Caso A tenha identidade, definimos a° := ¢ para qualquer a € A. Note-se que caso a

identidade exista, esta é tnica.
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Defini¢ao 3.1.2. Seja A uma algebra com identidade. Um elemento a € A diz-se invertivel

a esquerda/invertivel a direita/invertivel se existe b € A tal que

ba=e / ab=e / ba=ab=e.

Ao elemento b chama-se inverso esquerdo/inverso direito/inverso e denota-se por a; ' / a;l /a L.

Observemos que quando existe inverso, este é Gnico.

Temos as seguintes propriedades:
i) @)=
(ii) se a,b sdo invertiveis, entdo o produto ab é invertivel e (ab)™! = b~1a"!.
Denotamos por G4 o conjunto dos elementos de A que sao invertiveis, isto é,
G4 ={acA:aéinvertivel}.

Definicao 3.1.3. Seja A uma algebra com identidade e x € A. Designa-se por espectro de x

0 conjunto
o(x)={1€C: x— Aenao é invertivel}.

Definigao 3.1.4. Sejam A e B duas algebras. Um homomorfismo de A em B é uma aplicagao

linear ¢ : A — B tal que, para quaisquer x,y € A,

P(xy) = ¢(x) ().

Definicao 3.1.5. Dado um subconjunto nao vazio B de uma algebra A, diz-se que B é
uma subdlgebra de A, se B for fechado para as operagoes herdadas de A.

Defini¢ao 3.1.6. Uma algebra A diz-se normada se nela se fixar uma norma, ||-||: A - Ry,

que satisfaz
[labll < {lall 1|51,

para quaisquer a,b € A. Esta propriedade designa-se propriedade submultiplicativa. Caso

A tenha identidade, convenciona-se que ||| = 1.

Se X # {0} é um espaco vetorial normado, entao a multiplicacao em B(X) é a operagao
composicao de operadores e atendendo a que, para quaisquer x € X e S, T € B(X),

ISTxll < ISINTx[ < USIIT flcll
e, consequentemente,
ISTI < ISIHITIL
facilmente se vé que B(X) é uma algebra normada com identidade, o operador identidade.
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Definic¢ao 3.1.7. Uma algebra A é uma dlgebra de Banach se A é uma algebra normada
completa, isto é, se A é uma algebra normada onde todas as sucessdes de Cauchy sao

convergentes.

Teorema 3.1.8 ([3, Teorema 1.2.13]). Seja A uma dlgebra de Banach com identidade. Entdo,
para qualquer x € A, o(x) é um conjunto ndo vazio e compacto.

Teorema 3.1.9 (Série de Neumann, [3, Teorema 1.2.1]). Seja A uma dlgebra de Banach com
identidade. Se x € A e ||x|| < 1, entdo

(i) e—x é invertivel com o inverso

(e—x)' = ix”;

n=0

.. _ -1
(i) l(e—x)"" [ < Tl

Demonstragio. Seja x € A tal que [|x|| < 1. Como A é uma algebra normada, entao pela
propriedade submultiplicativa da norma temos que

-1 -2 2
[l =l oo Xl <l I < Q2 < < Il me N (3.1.1)

Ora, por hipotese, ||x|| < 1, pelo que a série

[0}
D Il
n=0

é convergente. Consequentemente, tendo em conta a desigualdade (3.1.1), a série } ;> [|x"||
é convergente, isto ¢, a série ) ”x" é absolutamente convergente. Atendendo a que a
algebra A é completa, temos que a série ) ;7 ,x" é convergente. Assim, a sucessao das

somas parciais

n=0
converge para um limite y € A.
Temos que
k k
(e—x)Sk = Z(e —x)x" = Z(x” XM = x0 )kl — ekt e
k—o0
n=0 n=0

Assim,

(e—x)y =(e—x)lim S = lim (e —x)Sy =e.

k—oo k—o0

De forma similar se prova que y(e — x) = ¢, pelo que
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e, como [|x|| < 1, temos que

. 1
le-x)""I< ) |IxlI"= :
; 1 —Ix|l

O]

Definicao 3.1.10. Uma subalgebra J de uma algebra A diz-se um ideal esquerdo (resp.
direito) em A se
VYaeA,Vjed, ajed (resp.jac]).

Se J for um ideal esquerdo e direito, entao J diz-se um ideal bilateral ou simplesmente
ideal.

Qualquer algebra tem pelo menos dois ideais, {0} e a propria algebra, e estes ideais sao
designados ideais triviais. Aos ideais de uma algebra diferentes da propria algebra da-se o

nome de ideais proprios.

3.2 Algebras quociente

Definicao 3.2.1. Dada uma algebra de Banach A e um ideal fechado J de A, chama-
se dlgebra quociente de A por J, e denota-se por A/J, a algebra formada pelas classes de

equivaléncia determinadas por
ag:=a+J:={a+j: jed}, comacA.

As operagoes de adicao e de multiplicacao por um escalar da estrutura algébrica coin-
cidem com as do espago quociente e definimos ainda a operagao de multiplicacao dada
por

(a+J)b+J)=ab+,

coma,beA.
A norma é dada por

lla+3lla, := inf [[yll =inf{lla+jll: j € 3}.
yea+d
Teorema 3.2.2 ([3, Teorema 1.3.5]). Se A é uma dlgebra de Banach e J é um ideal préprio
fechado de A, entao A/J é uma algebra de Banach.
3.3 Principio local de Gohberg-Krupnik

Nesta sec¢ao A denota uma algebra de Banach com identidade e.
Defini¢ao 3.3.1. Diz-se que um subconjunto M C A é uma classe localizadora se
(i) 0 M;
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(ii) dados dois elementos arbitrarios fi, f, € M, existe sempre um terceiro elemento
feMtalque fif=ffi=f j=12

Defini¢ao 3.3.2. Seja M uma classe localizadora. Dois elementos a,b € A dizem-se M-

equivalentes d esquerda (resp. d direita) se
infll@=b)f=0 (resp. inflf(a~b)|=0)

Se a e b sao M-equivalentes a esquerda e a direita, dizemos simplesmente que a e b sao
M-equivalentes.

Um elemento a € A diz-se M-invertivel da esquerda (resp. a direita) se existirem elemen-
tosbeAe f € M tais que

baf = f (resp. fab = f).

E claro que se um elemento a € A é invertivel a esquerda (resp. a direita), entao a é
M-invertivel a esquerda (resp. a direita).

Proposi¢ao 3.3.3 ([3, Proposicao 2.3.8], [7, Lema 1.31]). Seja M uma classe localizadora e
sejam ay,a, € A elementos M-equivalentes a esquerda (resp. a direita). Entdo a, é M-invertivel
a esquerda (resp. d direita) se, e so se, a, é M-invertivel a esquerda (resp. a direita).

Demonstragdo. Sejam ay,a, € A elementos M-equivalentes a esquerda. Suponhamos que
a; € M-invertivel a esquerda. Entao existem b; € A e f € M tais que bya; f = f. Uma vez
que por hipotese a,a, sao M-equivalentes a esquerda, existe g € M tal que

(a1 — az)gll < lIby ]I
Seja h € M tal que fh = gh=h. Entao
blﬂzh = blalh— bl (111 —az)l’l
=biayfh—"bi(a; —ay)gh

= fh—"bi(a; —ay)gh
=h—-0by(a; —az)gh.

Definindo u = by(a; —a,)g, temos que byah = (e — u)h. Uma vez que ||u|| < 1, entao,
pelo Teorema 3.1.9, e — u é invertivel em A. Definindo b, = (e —u)~'b;, obtemos

byah = (e—u)'byash = (e—u) Y (e—u)h =h.

Portanto a, é M-invertivel a esquerda.
Analogamente se prova que a; é M-invertivel a direita se, e s6 se, a, é M-invertivel a
direita. O

Definicao 3.3.4. Seja X um espago topolégico. Uma familia de classes localizadoras
(M} ex diz-se:
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(a) uma cobertura se para cada escolha {f;}.cx de elementos de M, existe um numero

finito de elementos {f,,,..., f,} cuja soma € invertivel em A;
(b) uma sobreposigao se:

(i) cada M, é um subconjunto limitado de A;

(ii) se f € M, para algum 7, € X, entdo f € M, para qualquer T numa vizi-

nhanga aberta de 7;

(iii) os elementos de Fyx := | J,cx M, comutam dois a dois.

Defini¢ao 3.3.5. Seja {M},cx uma sobreposi¢ao. Definimos comutante de Fyx := |Jcx M-

como sendo o conjunto
ComFy={acA:af =fa, Vf €Fx}.
Lema 3.3.6. Com Fy ¢é uma subdlgebra fechada de A.

Demonstragao. Uma vez que e € Com Fx entdao Com Fy # (. Sejam a,b € ComFy, f € Fx e

a, p € C. Temos que

(@a+pb)f = (aa)f +(pb)f = f(aa)+ f(Bb) = f(aa+ pb),
(ab)f =a(bf)=a(fb)=(af)b= f(ab).

Logo aa+ b e ab sao elementos de Com Fy e, por isso, Com Fx é uma subalgebra de A.
Consideremos {a,},cy uma sucessao constituida por elementos de ComFy tal que

a, — ac Aesejaf eFyx. Temos que
n—-oo

af = (,}an}oa”)f = nh_>n(}o(anf) = T}l_ggo(fan) = f(r}l_r)goan) = fa.

Consequentemente, a € Com Fy e, portanto, Com Fx é uma subalgebra fechada de A. [

Notagao 3.3.7. Para T € X, representa-se por Z* o conjunto dos elementos de Com Fx que

sao M,-equivalentes a zero.

Lema 3.3.8 ([3, Lema 2.3.10]). O conjunto Z* é um ideal bilateral proprio e fechado de
Com Fy.

Demonstragao. Seja T € X. Consideremos a € ComFy, je Z" e f € Fx. Temos que

(@j)f =a(jf)=a(f])=(af)j = (fa)j = f(aj)).

Pelo que aj € Com Fy.
Por outro lado, como j € Z%, temos que infsepy ||j Il = 0. Assim,

< inf i < inf i = inf llifll = 0.
0< inf [i(aj)f1l < inf (lallifID = lall inf }£]] =0
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Isto é, aj é M,-equivalente a esquerda a zero. Analogamente se prova que aj é M,-
equivalente a direita a zero.

Acabamos assim de provar que aj € Z* e, por isso, Z* é um ideal esquerdo de Com Fy.
Do modo analogo se prova que Z* é um ideal direito.

Consideremos agora {a,},cny uma sucessao de elementos de Z* tal que 4, — a com

n—-oo

ac A. Seja f € Fx. Temos que
af = lima,f = lim fa, = fa.
n—oo n—-oo

Logo a € Com Fy.
Seja € > 0. Como, para qualquer n € N, infrcpy [la,f[| = 0, entdo para qualquer n € N
existe f, € M, tal que
€
laufill < =
onde K é tal que ||f,|| < K (recordemos que neste contexto M, € um conjunto limitado).

Como por hipodtese a,, — a, entdo existe p € N tal que
n—-oco

€
n>p=lla,—all < .

p=llay—al < =
Assim, para n>p,

€ _—¢
K+1

€
”afn” < ”(an - a)fn” + ”anfn” < ”an - a” ||fn” + ||anfn|| < mK +

Logo infrepy [lafll = infrepn l|fall = 0 e por isso concluimos que a € Z®. Acabamos de
provar que Z* é um ideal fechado.

Para mostrar que Z* é um ideal proprio, suponhamos com vista a uma contradi¢ao
que e € Z*. Entao existe uma sucessao {f,},cn de elementos de M, tal que ||f, | e 0.
Uma vez que existem elementos nao nulos g, € M, tais que f, g, = g,, resulta que ||f,|| > 1,

0 que é uma contradicao. O]

Defini¢ao 3.3.9. Para cada a € Com Fy, definimos a classe a, := a+ Z"* de a na algebra
quociente Com Fy/Z".

Proposic¢ao 3.3.10 ([3, Proposicao 2.3.11], [7, Lema 1.31]). Seja {M,},ex um sistema de
classes localizadoras onde, para Tt € X, M, é limitado em A. Para t € X e a € ComFy, o
elemento a é M -invertivel a esquerda (resp. a direita) em Com Fy se, e so se, a, é invertivel a
esquerda (resp. d direita) em Com Fyx/Z".

Demonstragdo. Suponhamos que a, é invertivel a esquerda em Com Fx/Z". Entao existe

b, € ComFyx/Z" tal que b,a, = e,. Isto é, para b € Com Fy,
b+ZYa+Z")=e+Z" < ba+Z"=e+7Z" < (ba-e)+Z2"=Z".

Logo ba—e € Z", o que implica que ba — e é M -equivalente a zero. Ora, isto significa
que ba é M,-equivalente a e a esquerda. Atendendo a que e € M,-invertivel e aplicando a

Proposicao 3.3.3 a algebra Com Fy, resulta que ba é M -invertivel a esquerda em Com Fy.
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Consequentemente, existem ¢ € ComFy e f € M, tais que c(ba)f = f. Considerando
d = cb € Com Fy, concluimos que a é M -invertivel a esquerda em Com Fy.

Reciprocamente, suponhamos que a é M,-invertivel a esquerda em Com Fy. Entao
existem b € ComFy e f € M, tais que baf = f. Logo (ba—e)f = 0. Assim, ba—e € Z", 0 que
implica que b.a, = e, e, por isso, a, é invertivel a esquerda em Com Fy/Z".

A equivaléncia correspondente a invertibilidade a direita prova-se analogamente. [

Defini¢ao 3.3.11. O centro de uma algebra de Banach A, Cen(A), é o conjunto dos ele-

mentos b € A tais que
ba=ab, VYacA.

Defini¢ao 3.3.12. Seja X um espago topoldgico. Uma funcao f : X — R diz-se superior-
mente semicontinua em xy € X se para cada € > 0 existe uma vizinhanga U.(xg) € X de x,
tal que f(x) < f(xg) + €, para todo x € U (xg).

A fungao f diz-se superiormente semicontinua em X se for superiormente semicontinua

para cada x € X.
Terminamos este capitulo com o famoso Principio local de Gohberg-Krupnik.

Teorema 3.3.13 (Principio local de Gohberg-Krupnik, [3, Teorema 2.3.12], [7, Teorema 1.32]).
Sejam A uma dlgebra de Banach com identidade e {M}.cx uma cobertura cujos elementos per-
tencem ao centro de A. Consideremos a € A e para T € X, seja a* um elemento de A que é

M -equivalente a esquerda (resp. a direita) ao elemento a.

(i) O elemento a é invertivel a esquerda (resp. a direita) em A se, e so se, a* é M-
invertivel a esquerda (resp. a direita) em A para todo T € X.

(i) Suponhamos que cada M, é um conjunto limitado em A. Entdo a é invertivel a
esquerda (resp. a direita) em A se, e s0 se, a, é invertivel a esquerda (resp. a direita)
em A/Z" para todo T € X.

(iii) Se o sistema {M},cx é uma sobreposigdo, entdo a fungao

X - RY,

T [la]|
¢ superiormente semicontinua.

Demonstragdo. Notemos em primeiro lugar que A = Com Fy.

(i) Suponhamos que a é invertivel a esquerda em A. Entao a é M -invertivel a esquerda
em A para todo 7 € X. Consequentemente, pela Proposi¢ao 3.3.3, a* é M -invertivel a
esquerda para todo 7 € X.

Reciprocamente, suponhamos que d* é M -invertivel a esquerda para todo 7 € X. Pela
Proposicao 3.3.3 resulta que a é M -invertivel a esquerda para todo 7 € X. Para cada 7 € X,

existem entao b* € A e f* € M, tais que b"af™ = f*. Uma vez que por hipdtese {M},ecx
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3.3. PRINCIPIO LOCAL DE GOHBERG-KRUPNIK

€ uma cobertura, é possivel escolher um ntmero finito de elementos f“,..., f“ tais que
m T: 2 =* 7’
j=1 f' éinvertivel.

Defina-se

si=) bUfO.
=1

Temos que
m m m
sq = Zijija - befafff _ foj,
i=1 j=1 j=1

-1
Multiplicando a esquerda por (Z;”:l frf) obtemos

m -1

Zfrf sa=e.

j=1

Portanto ( 71:1 fh )_1 s € um inverso a esquerda de a, como queriamos provar.
Analogamente se prova a equivaléncia que diz respeito a invertibilidade a direita.
(ii) Suponhamos que a, € invertivel a esquerda em A/Z" para todo T € X. Entao pela
Proposicao 3.3.10 a € M-invertivel a esquerda em A e por (i) concluimos que a é invertivel
a esquerda em A.
Suponhamos agora que a é invertivel a esquerda em A. Temos que, para 7 € X,

(@' +ZYa+Z%) = ta+Z%) =e+ Z".

Portanto a, é invertivel a esquerda em A/Z" para todo 7 € X.
A equivaléncia correspondente a invertibilidade a direita prova-se de modo analogo.
(iii) Suponhamos que {M.}.cx € uma sobreposicao. Consideremos 7y € X e € > 0.
Escolha-se z € Z"™ tal que

€

lla+ 2l <llag, [l + 5

Uma vez que z é M, -equivalente a zero a esquerda, entdo inffeMTOHZf” = 0. Logo

existe f € M, tal que

€
<.
lzfll <

Como f € M, devido a segunda propriedade de sobreposicao, temos que f € M, para
qualquer T numa vizinhanca U(7,) de 7.

Defina-se y :=z—zf. Se T € U(1y), entao existe g € M, tal que fg = g. Ora, temos que
vg=28-2fg=28-28=0.
e, atendendo que y € Com Fy, concluimos que y € Z* para qualquer 7 € U(7(). Assim,

llall <lla+yl, pararteU(tg).
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CAPITULO 3. ALGEBRAS

E, portanto, para 7 € U(1y),
€ € €
lacll = llag, [l <lla+pll=lla+zll+ 5 <lly - zll+ 5 =llzfl + 5 <e.

Logo a funcao X — R*, 7 - ||a,|| € superiormente semicontinua.

22



CarpiTULO

OPERADORES COMPACTOS EM ESPACOS DE BANACH

4.1 Conjuntos compactos e relativamente compactos em

espacos metricos

Definigao 4.1.1. Seja (X,d) um espago métrico. Para cada r > 0 e x € X denotamos por

Bx(x,7) a bola aberta de raio r centrada em x, isto é,
Bx(x,r)={yeX:d(x,y)<r}

Notagao 4.1.2. Seja (X,d) um espaco métrico. Denotamos o fecho do conjunto A C X em

X por clyA. Escrevemos simplesmente cl A quando nao existe perigo de ambiguidade.

Defini¢ao 4.1.3. Seja (X,d) um espago métrico. Um conjunto A C X é compacto se qualquer
sucessao em A contiver uma subsucessao convergente para um elemento de A. Equiva-
lentemente, se qualquer cobertura de A por abertos de X tiver uma subcobertura finita.

Diz-se que o conjunto A é relativamente compacto se cl A € compacto.
Sao conhecidos os seguintes resultados em espagos métricos:

Proposicao 4.1.4. Seja (X,d) um espago métrico. Dado A C X, sdo equivalentes as seguintes

afirmagoes:
(i) A é relativamente compacto.
(i1) Qualquer sucessdo de termos em A tem uma subsucessao que converge em X.

Demonstragao. Suponhamos que A é relativamente compacto e seja {x,},cny uma sucessao
de termos em A. Como {x,} é, em particular, uma sucessao de termos em cl A e sendo cl A
um conjunto compacto, resulta que esta sucessao tem alguma subsucessao convergente
emcl ACX.
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CAPITULO 4. OPERADORES COMPACTOS EM ESPACOS DE BANACH

Suponhamos agora que qualquer sucessao de termos em A tem uma subsucessao
convergente em X. Seja {x,,},cy uma sucessao de elementos de cl A e consideremos, para

cadaneN, y, € A tal que
1
a(x,,v,) < p (4.1.1)

Por hipétese existe uma subsucessao {y,, }ren da sucessao {y,},en que converge para
algum y € X. Ora, considerando (4.1.1), resulta que {x,, }xey C cl A converge para y. Logo
cl A é compacto, visto que qualquer sucessao de elementos de cl A admite uma subsuces-

sao convergente. O

Definicao 4.1.5. Seja (X,d) um espago métrico. Um conjunto A C X é totalmente limitado
se para qualquer € > 0 existem p € Ne xy,...,x, € A tais que

A C BX(xl,e) U...uU Bx(xp,€).
Proposicao 4.1.6. Seja (X,d) um espago métrico.
(i) Se A C X é relativamente compacto, entdo é totalmente limitado.

(i) Suponhamos que X é um espagco completo. Se A é totalmente limitado, entdo A é
relativamente compacto.

Demonstragdo. (i) Suponhamos que A C X é relativamente compacto. Por definigao, cl A

€ compacto e, por isso, para cada r > 0,

p
cdlAC UBX(yi,r), comy;eclAparai=1,...,pepelN
i=1

Para cada i €{1,...,p}, sejam x; € A tais que d(x;,y;) < % Entao,

p
1
ACclAC UBx(Xi,r+—).
r
i=1

1

Tomando € = r + , concluimos que para cada € > 0, existem p € Ne xy,...,x, € A tais que

p
AC UBx(Xl',e).
i=1

Portanto A é totalmente limitado.
(ii) Suponhamos agora que X é um espago completo e que A C X é totalmente limitado.
Como cl A € X é um conjunto fechado, entao cl A é completo. Por outro lado, fixando

€ > 0 sabemos que existem p € Ne xy,...,x, € A tais que

A C Bx(xy,€)U...UBx(x,,€).
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4.2. PROPRIEDADES GERAIS DE OPERADORES COMPACTOS

Ora,

cl ACcl Bx(xy,€)U...Ucl Bx(x,,€)
C Bx(x1,2€)U... UBx(xy, 2¢),

pelo que cl A é totalmente limitado.

Seja {x,},eny uma sucessao de elementos em cl A. Uma vez que {x,,} tem infinitos ter-
mos, existe pelo menos uma bola Bx(x;,2¢€), com i € {1,...,p}, que contém infinitos termos
da sucessao. Ordenando estes termos, obtemos uma subsucessao {x,, }reny da sucessao {x,}
que é uma sucessao de Cauchy.

Assim, sendo cl A completo, entao x,, — x € cl A. Visto que {x,} admite uma subsu-

cessao convergente, concluimos que cl A é compacto, como queriamos provar. O]

Teorema 4.1.7 (Arzela-Ascoli, [22, Apéndice A3]). Seja (M,d) um espago métrico compacto.
Consideremos C(M) o espago das fungdes complexas e continuas em M onde estd definida a

norma

Ifllcqn =sup {If(x): xe M}, feCM).
Se F é uma familia de fungoes em C(M) tal que

(i) F é equilimitada, isto é, existe uma constante C > 0 tal que |f (x)| < C, para quaisquer
xeMefed;

(i1) F é equicontinua, isto é,

Ye>0 J0>0 VfeTF VxyeM, dxy)<o=|f(x)-f@lcm) <e

entdao F é relativamente compacta, ou seja, toda a sucessao de fungoes em J tem uma subsucessao

uniformemente convergente.

4.2 Propriedades gerais de operadores compactos

4.2.1 Ideal X(X) de B(X)

Definicao 4.2.1. Sejam X e Y espacos vetoriais normados. Um operador linear T: X — Y
diz-se compacto se T (Bx(0,1)) € um subconjunto relativamente compacto de Y. Represen-
tamos por X(X, Y) o conjunto dos operadores compactos de X em Y. Se X = Y, denotamos
K(X, X) por K(X).

O resultado seguinte permite caracterizar operadores compactos de forma alternativa.

Teorema 4.2.2 ([23, Teorema 11.6.2]). Sejam X e Y espagos vetoriais normados e T € L(X,Y).

Sao equivalentes as sequintes proposigoes:
(i) T é compacto.
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CAPITULO 4. OPERADORES COMPACTOS EM ESPACOS DE BANACH

(i1) A imagem por T de qualquer subconjunto limitado de X é relativamente compacta

emY.

(iii) Para toda a sucessao limitada {x,},cN de termos em X, {Tx,},en tem uma subsucessdao

convergente em Y.

Demonstragdo. [(i) = (ii)] Suponhamos que T é um operador compacto e seja A um sub-

conjunto limitado de X. Entao existe r > 0 tal que
A CBx(0,r)=rBx(0,1).
Portanto,
T(A)C T(rBx(0,r))=rT(Bx(0,1))

e, por isso, clT(A) C r clT(Bx(0,1)). Assim, como cl T(A) € um subconjunto fechado de
um conjunto compacto, concluimos que clT(A) é um conjunto compacto. Logo T(A) é
relativamente compacto, como queriamos provar.

[(ii) = (i)] Suponhamos que a imagem por T de qualquer conjunto limitado de X
é relativamente compacta em Y. Como Bx(0,1) € X é um conjunto limitado, entao por
hipétese T(Bx(0,1)) € um conjunto relativamente compacto em Y. Logo T é um operador
compacto.

[(ii) = (iii)] Suponhamos que a imagem por T de qualquer conjunto limitado de X é
relativamente compacta em Y.

Seja {x,},en uma sucessao limitada de elementos de X e consideremos
A={x,:neN}L

Temos que A é um conjunto limitado de X e, por hipotese, resulta que T(A) = {Tx,,},en
é relativamente compacto em Y. Consequentemente, pela Proposicao 4.1.4, {Tx,} tem
uma subsucessao convergente em Y.

[(iii) = (ii)] Suponhamos que para toda a sucessao limitada {x,},cy de termos em X,
{Tx,},cn tem uma subsucessao convergente em Y.

Seja A um subconjunto limitado de X e seja {y,},cny uma sucessao em T(A). Entao,
paratodoneN,

v, =Tx, comx,€A.

Sendo A um conjunto limitado, {x,} ¢ uma sucessao limitada e por isso {y,} = {Tx,}
tem uma subsucessao convergente em Y por hipétese. Atendendo a Proposicao 4.1.4,

concluimos que T(A) é relativamente compacto, como queriamos provar. O
Teorema 4.2.3 ([23, Teorema 11.6.3]). K(X,Y) é um subespago vetorial de L(X,Y).
Demonstragdo. Sejam A€ Ce T € X(X,Y). Temos que

(AT)(Bx(0,1)) = A(T(Bx(0,1)))
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4.2. PROPRIEDADES GERAIS DE OPERADORES COMPACTOS

e como T (Bx(0,1)) é relativamente compacto, entao A(T(Bx(0,1))) também o é. Logo
AT e K(X,Y).

Sejam agora Ty, T, € K(X,Y). Consideremos {x,},cy uma sucessao limitada em X.
Entao, pelo Teorema 4.2.2, {T}x,},ecn tem uma subsucessao {T; x;,},cy convergente em Y.
Do mesmo modo, {T,x;},cn também tem uma subsucessao {T,x;, },cy convergente em Y.

Como, para cada n € N, temos que
(Ty + To)(x)) = Tyx,) + Tox;,),

concluimos que {(Tl + Tz)(x,’{)}neN converge. Portanto T; + T, € X(X,Y), pelo Teorema
4.2.2. O

Teorema 4.2.4 ([23, Teorema 11.6.4]). Se T € K(X,Y), entdo T é um operador limitado.

Demonstragao. Seja T € K(X,Y). Pelo Teorema 4.2.2, T(cl Bx(0,1)) é relativamente com-
pactoem Y e, portanto, é um conjunto limitado, pela Proposi¢ao 4.1.6. Logo

sup {ITx]: lxll < 1} < oo.
Consequentemente, sendo T um operador linear, T é limitado. ]

Combinando os dois ultimos resultados, enunciamos o seguinte Teorema.

Teorema 4.2.5 ([23, Teorema VI.1.3]). Sejam X,Y espacos vetoriais normados. Temos que
K(X,Y) é um subespago vetorial de B(X,Y).

Teorema 4.2.6 ([23, Teorema VI1.1.4]). Se X é um espago vetorial normado e Y um espago de
Banach, entao X(X,Y) é um subespago fechado de B(X,Y).

Demonstragao. Suponhamos que {T,},cn € uma sucessao de operadores compactos em
B(X,Y)el||T,,-T|| - 0,com T € B(X,Y). Queremos provar que T € K(X,Y).

Seja {x,},eny uma sucessao limitada em X com ||x,|| < a para qualquer n e Ne a > 0.
Como T; € X(X,Y), entdo pelo Teorema 4.2.2 {x,} tem uma subsucessao {x,,} tal que
{Tix,,} converge. Do mesmo modo, como também T, € X(X,Y), entao {x, } tem uma
subsucessao {x,,} tal que {T,x,,} converge.

Continuando este processo iterativamente, para cada j € N tal que j > 2, obtemos uma
subsucessao {xn]_} de {an} tal que {zjn].} converge. Vamos provar que a sucessao {Tx, }
converge, o que prova que T ¢ um operador compacto visto que {x, } € uma sucessao
limitada.

Por hipoétese, dado € > 0, existe p € N tal que

€
T-T,|<—.
IT =Tyl < 5
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Ora, para n > p tem-se que {T,x,, } € uma subsucessao da sucessao convergente {Tpxnp} e
por isso {T,x,, } converge. Assim,

||Txnn - Txmm” < ”Txn,, - Tpxnn” + ”Tpxnn - Tpxmm” + ”Tpxmm - Txmm”
< ||T - Tp” ”xn”” + ”Tpxnn - Tpxmm” + ”Tp - T” ||xm,,,||
<€+ Tpxy, — Tpxpm, I — e
" " n,m—o0
Portanto {Tx, } € uma sucessao de Cauchy em Y, sendo Y um espago completo. Logo
{Tx,, } € uma sucessao convergente e, deste modo, T € X(X,Y) pelo Teorema 4.2.2. O

Teorema 4.2.7 ([23, Teorema 11.6.5]). Sejam X, Y, Z espagos vetoriais normados, T € K(X,Y),
T, e B(Y,Z)e T, € B(Z,X). Entdo T, T € K(X,Z) e TT> € K(Z, Y).

Demonstragao. Seja {x,},cy uma sucessao limitada em X. Como T € K(X,Y), pelo Teorema
4.2.2 temos que {Tx,},cn tem uma subsucessao {Tx,,} convergente em Y. Entao, sendo T}
um operador continuo, {T; Tx,} converge e, portanto, T} T é compacto.

Do mesmo modo, se {z,},,cny € uma sucessao limitada em Z, entao {T,z,},cy também é
uma sucessao limitada em X, pois T, é continuo. Logo, como T é compacto, {TT,z,} tem
uma subsucessao convergente e, por isso, T T, é compacto. O

Como consequéncia do resultado anterior, no caso em que X é um espago de Banach,
temos que K(X) é um ideal bilateral da algebra de Banach B(X). Mais, X(X) é um ideal
fechado de B(X) pelo Teorema 4.2.6.

4.2.2 Extensao e operador transposto de um operador compacto

Atendendo ao Teorema da Completude (cf. [14, Teorema 2.3-2]) em espagos normados,
apresentamos o Teorema seguinte que mostra que dado um espaco vetorial normado X no
qual esta definido um operador compacto é possivel estender este operador ao completado
de X (cf. Definicao 2.2.7).

Teorema 4.2.8 ([23, Teorema VI.1.7]). Sejam X um espago vetorial normado, X o completado
de X, Y um espago de Banach e T € K(X,Y). Entao T tem uma extensdo linear compacta
T:X-Y.

Demonstragio. Consideremos X como subespaco de X (cf. Teorema 2.2.6). Como T é um
operador compacto, entao T é limitado pelo Teorema 4.2.4. Sabemos que existe uma
extensao linear limitada T : X — Y de T (cf. Teorema 2.2.10). Falta entdo provar que T ¢é
um operador compacto.

Seja {%,},eny uma sucessio limitada de termos em X. Pelo Teorema de Completude (cf.
[14, Teorema 2.3-2]) sabemos que X é denso em X e por isso existe uma sucessio {x,},en
de termos em X tal que %, —x,, — 0. Uma vez que {X,} é limitada entao é claro que a

sucessao {x,} também o é.
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Como T é um operador compacto, entao {Tx,},cy tem uma subsucessao {Tx,, } con-
vergente. Seja

=1limTx, .
y k—oco "

Entdo %, —x, — 0 e atendendo a que T ¢ linear e continuo, resulta que
Tx, —Tx, =T(%, —x,)— T0=0.
Logo T%,, — y. Provamos assim que {T%,} tem uma subsucessao convergente e por isso

T é um operador compacto pelo Teorema 4.2.2. O]

Vejamos agora que se o operador T é compacto, entao o seu transposto T’ também o é.
O reciproco so6 é verdadeiro se o espago de chegada de T é um espago de Banach, como
veremos adiante.

Teorema 4.2.9 ([23, Teorema VI.1.8]). Se X,Y sdo espagos vetoriais normadose T € K(X,Y),
entdo T' € X(Y’, X’).

Demonstragao. Consideremos {g,,},cn uma sucessdo limitada de termos em Y’. Para quais-

quer y1,¥, € Y en €N, tem-se

18:(¥1) = & (W)l < Igull lv1 =2l < allyy = v2ll, (4.2.1)

para algum a > 0.
Consideremos M = clT(Bx(0,1)). Como T é compacto, entao M é um conjunto com-
pacto por defini¢ao. Para cada n € N, considerando g, restrito a M, g,|y;, a desigualdade

(4.2.1) mostra que
F={g,:neN}

¢ uma familia equicontinua de fun¢des em C(M). Por outro lado, como M é um conjunto

compacto, entdo em particular é limitado. Logo, para quaisquer ye M e n € N,

1, (W) < gl Ivll < @c com ¢ > 0.

Temos entao que F é uma familia equilimitada e equicontinua de fung¢oes de C(M).
Assim, o Teorema 4.1.7 garante que {g,} tem uma subsucessao {g,, } uniformemente con-
vergente em M.

Ora, para quaisquer j,k € N, tem-se

IT'gy ~T'gull = sup  I(T'g, )(x) = (T’gy )(x)]
xeclBx(0,1)

= sup g (Tx)~gu (T)]

xeclBx(0,1)

= sup |8, () — &, ()l
yeM

= sup |(gn, — &n )W)
yeM

= g, = &nllcm)-
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Atendendo a que {g,, } ¢ uniformemente convergente em M, entdo {T’g,, } ¢ uma suces-
sao de Cauchy em X’ e como X’ é completo, concluimos que {T’g, } € uma subsucessao

convergente de {T’g,,}. Provamos assim que T’ é um operador compacto. O]

Queremos agora saber se um operador é compacto quando o seu transposto o é. De
facto, se o espaco de chegada é um espac¢o de Banach e o operador transposto T’ é um

operador compacto, entao o operador T também é compacto.

Teorema 4.2.10 ([23, Teorema VI1.1.9]). Se X é um espago vetorial normado, Y um espago de
Banach e T' e X(Y’,X’), entao T € K(X,Y).

Demonstragdo. Suponhamos que T’ é compacto. Entao pelo Teorema 4.2.9, T” € £L(X”,Y")
¢ um operador compacto. Consideremos as aplica¢oes candnicas (cf. Definicao 2.2.18)
Jx: X—=>X"e]y: Y >Y".

Como T” é um operador compacto, T”(Bx~(0,1)) é um conjunto relativamente com-
pacto e portanto totalmente limitado, pela Proposi¢ao 4.1.6. Por outro lado, atendendo

ao Lema 2.2.19 e a que Jx é uma isometria, resulta que
JyT(Bx(0,1)) = T"Jx(Bx(0,1)) € T"(Bx~(0,1)),

pelo que JyT(Bx(0,1)) é um conjunto totalmente limitado. Uma vez que Jy é uma isome-
tria, entao também T(Bx(0,1)) é totalmente limitado. Logo, como Y é completo, T(Bx(0,1))
é relativamente compacto pela Proposicao 4.1.6, o que prova que T é um operador com-

pacto. O

4.3 Aproximacao de operadores compactos por operadores de

caracteristica finita

Definicao 4.3.1. Um operador T € B(X,Y) diz-se um operador de caracteristica finita se
dimIm T < co.

Proposi¢ao 4.3.2 ([23, Exemplo VI.1.6]). Qualquer operador de caracteristica finita é com-
pacto. Além disso, se Y é completo, entao o limite em B(X,Y) de uma sucessao de operadores

de caracteristica finita é um operador compacto.

Demonstragdo. Suponhamos que T é um operador de caracteristica finita. Dada uma
sucessao {x,},ey limitada de termos em X, temos que {Tx,},cy € uma sucessao limitada
em Im T, pois T é continuo. Uma vez que Im T tem dimensao finita, entdo {Tx,} tem uma
subsucessao convergente e por isso T é compacto.

Suponhamos agora que Y é completo. Entao pelo Teorema 4.2.6 sabemos que X(X,Y)
€ um subespaco fechado de B(X,Y). Consequentemente, o limite de uma sucessao de

operadores de caracteristica finita € um operador compacto. O]

Pretendemos agora estudar em que circunstancias é que um operador compacto € o

limite de uma sucessao de operadores de caracteristica finita.
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4.3. APROXIMACAO DE OPERADORES COMPACTOS POR OPERADORES DE
CARACTERISTICA FINITA

Definicao 4.3.3. Seja Y um espaco vetorial normado. Dizemos que Y tem a propriedade
da aproximagdo se existir em B(Y) uma sucessao de operadores de caracteristica finita

{P,}qen tal que, para qualquery €'Y,

Py — v.

n—oo
Teorema 4.3.4 ([23, Teorema VI.2.1]). Sejam X um espago vetorial normado e Y um espago
de Banach com a propriedade da aproximagdo. Entao qualquer operador compacto T : X — Y ¢é

o limite, em B(X,Y), de uma sucessao de operadores de caracteristica finita.

Demonstragdao. Seja T € K(X,Y) tal que Y é espaco de Banach com a propriedade da
aproximacao. Entao existe uma sucessao de operadores de caracteristica finita {P,},cy em

B(Y) tal que, paratodoy e,
1B2y =9Il —> 0.
Vamos provar que
IP,T =TIl — 0,

o que prova o resultado, pois {P,T},cn € uma sucessao de operadores de caracteristica
finita em B(X,Y) que converge para T € X(X,Y).

Ora, suponhamos com vista a uma contradicao que ||P, T — T|| ndo converge para zero.
Entao existe € > 0 e uma subsucessao {n’} de {n} tal que

1P, T = T|l = sup [P, Tx—Tx > €,
M1
x||=

para qualquer n’. Logo existem x,, € X com ||x,,/|| = 1 tais que
P, Tx, — Tx,|| > % (4.3.1)

Como {x,/} € uma sucessao limitada de termos de X e T é compacto, entao {Tx,, } tem uma
subsucessao {Tx,} que converge para algumy e Y.

Além disso, atendendo a que Y é completo e que a sucessao {P,} é pontualmente
limitada e convergente, entao o Teorema 2.2.13 garante que {||P,||} é limitada, isto &,

sup ||P,|| = ¢ < c0. Assim,
n

”Pn”Txn” - Txn“” < ”Pn”Txn” _Pn”y“ + ”Pn”y _y” + ||ZJ - Txn””
<(c+ DITxp =gl + By =3l = 0,

o que contradiz (4.3.1). Provamos assim que ||P,T — T|| — 0, pelo que T é o limite de uma

sucessao de operadores de caracteristica finita. O]

Defini¢ao 4.3.5. Seja Y um espaco vetorial normado e {e,,},cy uma sucessao de elementos
de Y. Diz-se que {e,} é uma base de Schauder de Y se para todo o y € Y existe uma sucessao

unica {a,},ey de termos em C tal que
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Para provar que um espago de Banach com base de Schauder tem a propriedade da

aproximacgao, precisamos de um Lema auxiliar:

Lema 4.3.6 ([23, Lema VI1.2.3]). Se Y é um espaco de Banach com uma base de Schauder

{entnen, entdo os funcionais lineares f;: Y — C dados por
[ee]

fiy)=a; com y= Zajej
j=1

sao limitados e, além disso, sup ||f;|| < co.
jeN
Demonstragdo. Suponhamos que Y é um espago de Banach com uma base de Schauder
{eq}nen. Designemos por X o espago vetorial
o
X = {x =(ay,ay,...) € cN. Zocjej é convergente em Y}
j=1

CcOom a norma

k
ol =sup | 3 ase
keN ]:1

Consideremos a aplicacao ¢ : X — Y definida por

=
Xa)
I
R
-

=1

Temos que ¢ é linear e bijetiva. Além disso, para qualquer x € X,

k k
Il =Jim | )" aje;|<sup | Y_ae
j:l ]:1

pelo que ¢ é um operador linear limitado.

= I,

<sup
keN

Vejamos agora que X é um espago de Banach. Suponhamos, sem perda de generali-
dade, que |l¢j|| = 1, para todo j € N.
Ora, para quaisquer x € X e j € N, temos

J j-1
laj| =llajejll = H Zaiei - Zaiei
in1 in1
(n) (n)

Seja agora {x,},cny uma sucessao de Cauchy de termos em X com x,, = (a; ', a, ,...).

< 2|lx]l-

Para cada n,m, j € N, temos

" = al™) < 2, - 2,

Consequentemente, para cada j € N, {a;n)}neN € uma sucessao de Cauchy em C e, sendo C

um espaco completo, temos que

a](-n) — «a; €C.

n—o0 J
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Vamos provar que {x,} converge para x = (a1, a;,...) € X. Seja € > 0. Como {x,} é uma
sucessao de Cauchy, entao existe p; € N tal que, para m,n > py,

k
||, — x,]| = sup (a](.n)—a ))e]- <e
keN i=1
]7
Fixando n > p; e fazendo m — oo, temos que

‘ (n)
n

sup (a]- —ajlejl| <e.

keN

j=1

Falta entao provar que x = (a1, ay,...) € X. Ora, ja vimos que para quaisquer m,n € N,
temos que

19 (i) = ()l < Ml = 2l

Logo {1(x,)},,cy € uma sucessao de Cauchy em Y e por isso converge para algumy € Y.
Assim, existe p; € N tal que, para n > p,,

[P(xn) —pll <e.

Entao, sendo py = max{py,p,} e ko € N tal que, para k > kg,

oY i
]

temos que
k o (7o) oo (7o) k (7o)
.o _ po), . Po), _ Po) .
Hy—g ajei|l < ||y E a; e+ E a; e E a; e+
j=1 j=1 j=1 j=1
k (7o) k
Po), _ .
+ E aj ej E aje; < 3e.
j=1

=1

Logo v = Z]?":’l ajej, ou seja, x = (ay,ay,...) € X. Acabamos de provar que X € um
espaco de Banach.

Atendendo a que X e Y sdo espagos de Banach e ip é um operador linear, limitado e
bijetivo, entdo pelo Teorema da Aplicacio Inversa (cf. [23, Teorema IV.7.3]), ™' : ¥ — X
€ um operador limitado. Temos entao que, para qualquer y € Y com y = Z]?";l ajej,

i@ = lajl < 2ll(ar, @z, ) =2l @) < 20107 Il jeN.
Logo f; € um funcional linear limitado com ||f;| < 2|lp~!|| para qualquer j € N. O

Proposicao 4.3.7. Se Y é um espago de Banach com uma base de Schauder, entao Y tem a
propriedade da aproximagao.
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Demonstragao. Suponhamos que Y é um espac¢o de Banach com uma base de Schauder
{¢j}jen- Entdo para todo y € Y existe uma sucessao Unica {a;};cy de termos em C tal que

(o]
V= Zajej.
j=1

Consideremos os funcionais lineares f; definidos em Y por

fi®) = aj.

Pelo Lema 4.3.6, f; sao funcionais lineares limitados com SUpjen Ifjll = K < co.

Sejam, paracadaneN, P,: Y — Y definidos por
n

Py = Zf]-(y)ej.
j=1

Vamos provar que {P,},cn € uma sucessao de operadores de caracteristica finita tal que
P,v — v para qualquer y € Y. Seja n € N e suponhamos, sem perda de generalidade, que
llejll =1, para todo j € N. Paray € Y, temos

) fi@e
j=1

IPyll = \ <) lFiIplejll < Y~ K ligll = nK [yl
j=1 j=1

Assim, P, € B(Y), para todo n € N. Além disso, (eq,ey,...,e,) gera Im P,. Consequente-

mente, dimIm P, < n < co. Concluimos assim que {P,} € uma sucessao de operadores de

caracteristica finita em B(Y).

Falta apenas provar que paray €Y,

1Py -3l — o.

Ora, paratodoye,

n (o) (o) oo
s =sll=|| 3 ftwes =) asei| = Y asei]| < D ajesl =0
j=1 j=1 j=n+l1 j=n+1
pelo que Y tem a propriedade da aproximagao, como queriamos provar. O

Conciliando a Proposicao 4.3.7 e o Teorema 4.3.4, obtemos o seguinte Corolario.

Corolario 4.3.8 ([23, Corolario VI.2.4]). Sejam X um espago vetorial normado e Y um espago
de Banach com uma base de Schauder. Entdo qualquer operador compacto T : X — Y é o limite,
em B(X,Y), de uma sucessao de operadores de caracteristica finita.
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4.4 A teoria de Riesz-Schauder

Comecemos por recordar, da Algebra Linear, que se S é um operador linear definido

num espaco vetorial de dimensao finita X, entao, pelo Teorema das dimensoes,
dim X = dimKer S + dimIm S.
Uma vez que codimIm S = dim(X/Im§S) =dim X —dimIm S, temos que
dimKer S = codimIm S. (4.4.1)

O principal objetivo desta seccao é generalizar a igualdade (4.4.1) aos operadores da
forma T — AI, em que T um operador compacto e A € C, como veremos no Teorema 4.4.2.

Para tal, precisamos do seguinte resultado auxiliar.

Lema 4.4.1 ([23, Lema VI1.3.1]). Sejam X um espago vetorial normado e T € X(X) um ope-
rador de caracteristica finita. Entdo existem subespagos N e Z de X tais que N tem dimensao
finita, Z é fechado e

X=NeZ  T(N)CN e T(Z)={o0}

Demonstragao. Caso T =0, o resultado é trivial. Consideremos entao T # 0 um operador
compacto de caracteristica finita e {Tvy,..., Tv,,} uma base de ImT.

Como {Tvy,...,Tv,} € X é um conjunto linearmente independente, entao como con-
sequéncia do Teorema de Hahn-Banach (cf. [23, Corolario IV.4.5]), sabemos que existem
fi,--or fn € X tais que

f]-(Tvi)zéi]-, 1<i,j<n,

lsei=j
com 9ij = Osei:tj'

Para cada x € X, temos
n
Tx = Zf]-(Tx)ij. (4.4.2)
j=1

Consideremos o espaco de dimensao finita gerado por {vy,...,v,, Tvy,..., Tv,},
N =span{vy,...,v,, Tvy,..., Tv,}.

Ora, temos que T(N) CImT C N e, atendendo (4.4.2), para qualquer x € X temos
n
X— ij(Tx)v]- eKerT.
j=1

Logo

X =N +KerT. (4.4.3)
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Por outro lado, visto que N tem dimensao finita, N NKerT é um subespaco de di-
mensao finita do subespaco vetorial normado Ker T. Consequentemente, o Teorema 2.2.1

garante que existe um subespaco fechado Z tal que
KerT=(NNnKerT)® Z.
Portanto, atendendo (4.4.3), resulta que
X=Ne&Z

Além disso, como Z =KerT — N NnKerT, temos que

O]

Teorema 4.4.2 ([23, Teorema VI1.3.2]). Sejam X um espago de Banach com a propriedade de
aproximagdo, T € K(X) e A € C\ {0}. Consideremos o operador

T,=T-Al
Temos que
(i) ImT) é fechada.
(ii) Ker T) tem dimensao finita.
(iii) dimKer T) = codimIm T,.

Demonstragao. Comecemos por supor que T € X(X) € um operador de caracteristica finita.

Entao, pelo Lema 4.4.1, existem subespacos fechados N e Z de X tais que dim N < oo,

X=N&Z  T(N)CN e T(Z)={0} (4.4.4)

Seja T)|y a restricdo a N do operador T). Temos que Ker T)|y C Ker T,. Vamos entao
provar a inclusdo contraria. Seja x € Ker T). Por (4.4.4), existem y € N e z € Z tais que
X =7y +z. Assim,

0=Tyx=Ty+T)z=T)y- Az

Logo z = %T/\y € N,isto é,ze NNZ ={0}. Consequentemente, x=yp€N e T)x =T,y =0,

pelo que x € Ker T |y. Concluimos assim que
Ker T, =Ker Ty |y. (4.4.5)

Como N tem dimensao finita, entdo Ker T)|y também tem dimensao finita. Logo

Ker T, tem dimensao finita.
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Vamos agora provar que ImT) =ImT,|y @ Z. Tomemos y € ImT,. Entao y = T)x com
x=y+2z v €N eze Z tnicos. Temos que

y = T/\x: T/\y_/\ZEImT/\lN@Zr

donde resulta que ImT, CImT,|y @ Z.
Consideremos agora w € Im T, |y @ Z. Entao existem u € N e v € Z tais que w = Tyu +v.
Ora, como T(Z) = {0}, temos que

1
w:T/\u+v:T/\(u+xv),

pelo que w € Im T,. Concluimos assim que
ImT,=ImTy|y®Z. (4.4.6)

Como Im T, |y tem dimensao finita por N ter dimensao finita e sendo Z um subes-
paco fechado, entao Im T, |y + Z é fechado pelo Lema 2.2.12. Consequentemente, Im T é
fechado por (4.4.6).

Além disso, como T,|y € B(N) e N tem dimensao finita, entao, pelas consideragoes

feitas no inicio desta seccao e pela igualdade (4.4.1), temos que
dimKer T, |y = codimIm T}y
Portanto, de (4.4.4), (4.4.5) e (4.4.6) resulta que
dimKer Ty = codimIm T}.

Provamos assim (i), (ii) e (iii) caso T € K(X) tenha caracteristica finita.

Suponhamos agora que T € X(X) nao necessariamente de caracteristica finita, sendo
X um espago de Banach com a propriedade de aproximacao. Pelo Teorema 4.3.4, T é o
limite de uma sucessao de operadores de caracteristica finita. Consequentemente, existe

um operador T, de caracteristica finita tal que
IT = Toll <|Al.
Entao o operador S =1 — %(T —Ty) é invertivel em B(X) pelo Teorema 3.1.9. Temos que
Ty=T—-Al =Ty—AS =(T,S~' = AI)S = (T,S™1),S. (4.4.7)

Vamos provar que Im Ty = Im(TyS~!),. Pela igualdade (4.4.7) facilmente se prova a
inclusio Im T, C Im(TyS7!),.
Seja agora y € Im(TyS~!),. Entdo v = (TyS™!),x com x € X. Temos que

v = (TS ) ax =(ToS™HA(SS™Hx = Ty (S x) e Im Ty
Acabamos de provar que

ImT, =Im(T,S71),.
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Ora, atendendo a que TyS~! é um operador de caracteristica finita e ao provado ante-
riormente, concluimos que Im T, é fechada, ficando provado (i).

Vejamos agora que
S(Ker T)) = Ker(TyS7}),.
Sejay € S(Ker T,). Entao y = Sx com x € Ker T), pelo que
1 1 1
y=5Sx= (I - X(T_ TO))x = X(_T/\ +Ty)x = XTOx'
Consequentemente,
Tox-Ay=0=TyS 'y - Ay =0,

isto é, y € Ker(TyS™!),.
Tomemos agora x € Ker(TyS™!),. Entao,

(ToS ™) x=0= (TyS™1),(SSTHx =0 = T}, (S'x) = 0.

Portanto S~'x € Ker Ty, pelo que x € S(Ker Ty), como queriamos provar.

Sendo TyS~! um operador de caracteristica finita, ja provamos que Ker(TyS~!), tem
dimensio finita. Assim, Ker T = 57! (Ker(TOS‘l),\) tem dimensao finita, ficando provado
(ii).

Além disso,
dimKer T; = dimKer(TyS™!), = codimIm(TyS™}!), = codimIm T),
ficando provado (iii). O

Corolario 4.4.3 ([23, Corolario VI1.3.3]). Sejam X um espagco de Banach com a propriedade da
aproximagdo, T € K(X) e A € C\{0}. Consideremos o operador Ty =T — Al e o seu transposto
T,. Temos que

dimKer T) = dimKer T}.

Demonstragdo. Seja T € K(X) e A # 0. Pelo Teorema 4.4.2, sabemos que Im T é fechada e
codimIm T) = dimKer T, é finita. Logo sabemos que (cf. [23, Teorema IV.6.10])

dimKer T} = codimIm T) = dimKer T).
O

Obtém-se imediatamente do Teorema 4.4.2 que sendo T um operador compacto num
espac¢o de Banach X com a propriedade da aproximacao e A # 0, o operador T — Al é
injetivo se, e so se, for sobrejetivo. Portanto uma, e uma s6, das duas alternativas seguintes

se pode verificar:
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(a) Para todo y € X, a equagao
(T-Al)x=y
tem uma Gnica solugdo x € X e o operador T — A é invertivel.
(b) Existe uma solugao nao-trivial da equacao homogénea
(T-A)x=0
e, neste caso, o numero de solugdes linearmente independentes é finito.

Esta dicotomia é geralmente designada por alternativa de Fredholm.
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CapriTUuLO

OPERADORES DE FREDHOLM

5.1 Definicoes e resultados auxiliares

Definicao 5.1.1. Sejam X e Y espacos vetoriais normados e T € B(X,Y). Diz-se que T é
um operador de Fredholm se forem satisfeitas as seguintes condigoes:

(i) ImT é fechadaem Y;
(ii) dimKer T < oo;
(iii)) codimIm T < co.
Ao numero inteiro

indT =dimKerT —codimIm T

chama-se indice de T.
O conjunto dos operadores de Fredholm definidos em X e com valores em Y é repre-
sentado por ¢(X,Y). Se X =Y, denotamos ¢(X, X) por ¢(X).

Observagao 5.1.2. O Teorema 4.4.2 diz-nos que se K € um operador compacto num espago

de Banach, entao T =1 - K é um operador de Fredholm de indice zero.

Teorema 5.1.3 ([23, Teorema VII.2.1]). Sejam X e Y espagos de Banach e T € B(X,Y). Entdo

ImT é fechada em Y se, e s se, existe ¢ > 0 tal que, para qualquer x € X,
d(x,KerT) < c||Tx||,

com d(x,Ker T) = infyeier 7llx — 9l|-
Notemos que, atendendo a definigdao de norma quociente, podemos escrever alternativamente

llx + Ker Tx/ker < cllTxl|.
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Demonstragdo. A demonstragao vai ser feita em duas partes. Na primeira parte vamos
considerar o caso particular de T ser injetivo e na segunda parte vamos provar o caso
geral.

Suponhamos que T ¢é injetivo. Entao pretendemos provar que Im T é fechada em Y se,
e sO se, existe ¢ > 0 tal que, para qualquer x € X,

llxll < ¢ [ITx]|.

Comecemos por supor que Im T é fechada em Y. Entao como Y é um espago completo,
resulta que Im T é um espago de Banach para a norma induzida. Consequentemente, pelo
Teorema da Aplicagao Inversa (cf. [23, Teorema 1V.7.3]), T~! € B(Im T, X). Entdo existe
c>0tal que

IT'yll<cliyl, yeImT
que é equivalente a
xll <clITxll, xeX,

como queriamos provar.

Suponhamos agora que existe ¢ > 0 tal que, para qualquer x € X,
llxll < ¢ IT ]I

Consideremos {y,},cny uma sucessao de elementos de Im T tal que y, — y € Y. Entao

paracadaneN, y, = Tx, com x, € X. Ora, por hipétese temos que
llx,, = xll < ¢ lv, = vmll — 0, quando n,m — co.

Logo {x,},en € um sucessao de Cauchy em X e portanto convergente para x € X. Por outro

lado, uma vez que T € B(X,Y), temos que
Vy,=Tx, — TxecImT.

Portanto Im T é fechada em Y, como pretendiamos provar.

Analisemos agora o caso geral em que o operador T nao é necessariamente injetivo.

Como KerT é um subespaco fechado de X, entao é completo. Consequentemente,
X/Ker T é um espago de Banach para a norma quociente, pelo Teorema 2.2.4.

Seja T : X/Ker T — Y definido por

T(x+KerT)=Tx, xeX.

Temos que KerT = [0] e ImT =ImT. Vejamos que T € B(X/KerT, Y). Para tal, pelo
Teorema do Grafico Fechado (cf. [23, Teorema IV.7.7]), é suficiente provar que T é um

operador fechado.
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Ora, se

—

x,+KerT — x+KerT em X/KerT e T(x,+KerT)—yemY,
entdo existe uma sucessao {z,},cy em Ker T tal que
X, +z, — xem X e Tx,—yemY.

Como todo o operador limitado é fechado, entao T é um operador fechado. Portanto
Tx =y e, consequentemente, = Tx = T (x + Ker T). Logo T é um operador fechado e, por
isso, limitado.

Atendendo a que T é injetivo e usando a primeira parte da demonstracio, podemos

concluir que Im T é fechada em Y se, e s6 se, existe ¢ > 0 tal que, para qualquer x € X,

—

llx+Ker T|| < c||T(x+KerT)|

Ora, temos que ImT =ImT, T(x+KerT)=Tx e |lx+KerT|| = d(x,KerT) para x € X.
Consequentemente, Im T € fechada em Y se, e s0 se, existe ¢ > 0 tal que, para qualquer
xeX,

d(x,KerT) < c||Tx||
L]

Corolario 5.1.4 ([23, Corolario VIL.2.2]). Sejam X,Y espacos de Banache T € B(X,Y). Supo-
nhamos que existe um subespago fechado N de Y tal que Y =ImT @ N. Entdo Im T é fechada
emY.

Demonstragdo. Suponhamos que existe um subespago fechado N C Y talque Y =Im T@®N.
Consideremos o produto cartesiano X x N munido da norma [|(x, n)|| = ||x||+]|#|| com x € X
eneN.SejaT:XxN — Y ooperador definido por

T(x,n)=Tx+n, xeX, neN.

Temos que T é um operador linear e considerando C = max{1,||T||}, para (x,n) € XxN

temos que
IT (e, m)ll = ITx + nll < ITxll+lnll < C li(x, m)ll

Logo T € B(Xx N, Y).
Além disso, por hipétese InT = Y e Y é fechado, pelo que, pelo Teorema 5.1.3, existe

¢ > 0 tal que, para qualquer (x,n) € X x N,
d((x,n),Ker T) < ¢ ||T(x, n)|.

Tendo em conta que Ker T = {(x,0) : x € Ker T}, entdo existe ¢ > 0 tal que, para qualquer

xeX,
d(x,KerT) = d((x,O),Ker T) <c||T(x,0)|| = c ||Tx]|

LogoImT é fechada em Y, pelo Teorema 5.1.3. ]
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5.2 Propriedades dos operadores de Fredholm

5.2.1 Caracteriza¢oes dos operadores de Fredholm

Na definicao de operador de Fredholm, alguns autores omitem a condi¢ao de o opera-

dor ter imagem fechada devido ao préximo resultado.

Proposicao 5.2.1 ([23, Proposicao VII.3.1]). Sejam X e Y espagos de Banach e T € B(X,Y).

Entao T é um operador de Fredholm se, e so se, dimKer T < oo e codimIm T < co.

Demonstragdao. A condigao necessaria é imediata por defini¢ao de operador de Fredholm.
Suponhamos entao que dimKer T < co e codimIm T < co. Como codimIm T < co entao
existe um complementar N de Im T em Y com dimensao finita e, portanto, fechado. Logo,
pelo Corolario 5.1.4, temos que Im T é fechada em Y, concluindo que T é um operador
de Fredholm. O

No estudo de operadores lineares o conceito de regularizacao permite em certos casos
reduzir um problema geral a um problema para um operador compacto. Consideremos

entao a seguinte definicao.

Definicao 5.2.2. Sejam X e Y espacos vetoriais normados e T € B(X,Y). Diz-se que T
admite uma regularizagdo esquerda (resp. direita) se existe um operador R, € B(Y, X) (resp.
R; € B(Y, X)) tal que

ReTzlx—KX (resp. TRd :Iy—Ky),

onde Ky € K(X) (resp. Ky € K(Y)). Ao operador R, (resp. R;) chama-se regularizador
esquerdo (resp. direito) de T.

Diz-se que T admite uma regularizagdo se existe um operador R € B(Y, X) que é simul-
taneamente um regularizador esquerdo e direito de T. Ao operador R chama-se regulari-
zador de T.

Lema 5.2.3 ([23, Lema VIIL.3.4]). T admite uma reqularizagdo se, e so se, admite uma regula-
rizagdo esquerda e uma regularizagdo direita.

Demonstragdo. A condicao necessaria é imediata da definigao, por isso vamos provar a
condic¢ao suficiente.
Suponhamos entao que existem R,, R; € B(Y, X) tais que

R,T =1Ix—-Ky, TR; =1y — Ky,
com Ky € K(X) e Ky e X(Y). Assim,
R,TR; =R; —KxRy, R,TR; =R, -R.Ky,
pelo que

0=R,-KxR;-R,+R,Ky &Ry -R, = KxR; - R,Ky.
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Tomando K = KxR; - R, Ky : Y — X, temos que K é um operador compacto pelos
Teoremas 4.2.3 e 4.2.7. Assim,

TR,=T(R;-K)=1Iy-Ky,

com Ky = Ky + TK € K(Y). Logo R, é regularizador direito de T.

Por outro lado,
RyT = (K+R,)T =Ix — Ky,

com Ky = Ky —KT € X(X). Logo R; é um regularizador esquerdo de T.
Provamos assim que T admite uma regularizacao. t

O resultado que apresentamos de seguida mostra que os operadores de Fredholm, e

apenas estes, admitem uma regularizagao.

Teorema 5.2.4 ([23, Teorema VII.3.5]). Sejam X, Y espacos de Banach e T € B(X,Y). Temos

que T € p(X,Y) se, e so se, T admite uma regularizagao.

Demonstragao. Suponhamos que T admite uma regularizagao e seja R € B(Y, X) um regu-
larizador de T. Entao por defini¢ao temos que

RT:I)(—K)(, TR:Iy—KY

com Ky € K(X) e Ky e X(Y).

Como Ker T C Ker RT = Ker(Ix — Kx), entdao dimKer T < dimKer(Ix — Kx). Ora, aten-
dendo a Observacgao 5.1.2, concluimos que dimKer T < co.

Além disso, temos que ImT 2 Im TR = Im(Iy — Ky) e, pela Observacao 5.1.2, sabe-
mos que codimIm(Iy — Ky) < oo, pelo que codimIm T < co. Assim, pela Proposigao 5.2.1,
concluimos que T é um operador de Fredholm.

Suponhamos agora que T € ¢(X,Y). Vamos usar um processo construtivo para obter-
mos um regularizador de T.

Como T é um operador de Fredholm, entao dimKerT < co e codimImT < co. Logo
existe um subespaco fechado X, de X (cf. Teorema 2.2.1) e existe um subespago N de
Y com dimensao finita tais que sao validas as seguintes decomposi¢oes em soma direta

topologica
X=Xy®KerT, Y=ImT®N.

Sabemos que a existéncia de um complementar topologico de um subespaco fechado
€ equivalente a existéncia de um operador projecao sobre esse subespaco (cf. [23, Teo-
rema IV.7.8]). Vamos entao identificar, a partir do operador T, os operadores de projecao
sobre os subespagos KerTC X e N CY.

Seja Ty = Tlx, : Xo — Im T e vejamos que Tj € bijetivo. Consideremos x € Ker Ty. Entao
x € XoNKerT = {0}, pelo que Ker Ty = {0}. E, como Im T =Im T, Ty é sobrejetivo. Logo,
pelo Teorema da Aplicacao Inversa (cf. [23, Teorema IV.7.3]), temos que TO‘1 e B(ImT, Xp).
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Seja R:Y — X o operador definido por

T,'y, yeImT
0, yeEN

Ry =

Sendo TO_1 um operador linear limitado, concluimos que R € B(Y, X). Ora, temos que

, y€ImT x, x€e€X
TRy={"" 7 ., RTx= o
0, yeN 0, xeKerT

Donde
TR=1-Q, RT =1-P,

onde Q é o operador de projecao de Y sobre N ao longo de ImT e P é o operador de
projecao de X sobre Ker T ao longo de X (cf. Lema 2.1.6, Defini¢ao 2.1.7).

Ora, P e Q sao operadores de caracteristica finita, visto que Ker T < co e N < o0. Por-
tanto P e Q sdo operadores compactos e, por isso, R € um regularizador de T. O]

Analisando a demonstra¢ao da condi¢ao necessaria do resultado anterior, podemos

concluir o seguinte resultado:

Corolario 5.2.5 ([23, Corolario VII.3.7]). Se T € ¢(X,Y), entao existe um regularizador R de
T tal que

RT:IX—Px, TR:IY—Fy,
em que Fy e Fy sao operadores de caracteristica finita em B(X) e B(Y), respetivamente.
Vejamos algumas consequéncias dos resultados anteriores.

Corolario 5.2.6 ([23, Corolario VII.3.6]). Sejam X, Y espagos de Banach. Qualquer regulari-
zador esquerdo (resp. direito) de um operador de Fredholm é também um regularizador direito

(resp. esquerdo).

Demonstragio. E consequéncia imediata do Lema 5.2.3 e do Teorema 5.2.4. O]

Outra consequéncia que se pode deduzir da demonstrac¢ao do Teorema 5.2.4 é que nao
existe unicidade para o regularizador de um operador de Fredholm T, pois este depende
dos complementares escolhidos para os subespacos Ker T de X e Im T de Y. No entanto,

temos a seguinte relagao:

Proposicao 5.2.7 ([23, Proposicao VII.3.8]). Quaisquer dois regularizadores de um operador

de Fredholm diferem entre si de um operador compacto.
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Demonstragao. Suponhamos que Ry, R; € B(Y, X) sao dois regularizadores de T € ¢(X,Y).
Entdo Ry é um regularizador esquerdo de T e R, é um regularizador direito de T. Assim,
existem Ky € K(X) e Ky € K(Y) tais que

RiTR, = (Ix —Kx)R; = Ry(Iy — Ky).

Portanto Ry — R, = R; Ky — KxR;, que é um operador compacto pelos Teoremas 4.2.3 e
4.2.7. O

Proposicao 5.2.8 ([23, Proposic¢ao VII.3.9]). Qualquer regularizador de um operador de

Fredholm é um operador de Fredholm.

Demonstragdo. Seja R € B(Y, X) um regularizador de um operador de Fredholm T. Pela
Proposi¢ao 5.2.7, qualquer regularizador de T é da forma R+ K em que K é um operador
compacto.

Por outro lado, pelo Corolario 5.2.5,

RT:I)(—Fx, TR:Iy—Fy,

em que Fy e Fy sao operadores de caracteristica finita (e por isso compactos) em B(X) e
B(Y), respetivamente.

Assim,
(R+K)T =Ix—-Fx+KT =Ix-Kx, T(R+K)=Iy-Fy+TK=Iy—Ky,
onde Ky = Fx—KT e Ky = Fy —TK sao operadores compactos. Logo T é um regularizador

de R+ K. Pelo Teorema 5.2.4, concluimos que R + K é um operador de Fredholm. O

5.2.2 Perturbacao de operadores de Fredholm

Comecemos por ver que o produto de operadores de Fredholm é também um operador
de Fredholm.

Proposi¢ao 5.2.9 ([12, Capitulo 3, Subcapitulo 5, Teorema 1]). Sejam X, Y e Z espagos de
Banach, Se ¢(X,Z)e T e p(Z,Y). Entao TS € p(X,Y) e

ind(TS) =ind T +indS.

Demonstragdo. Suponhamos que S € ¢(X,Z)e T € ¢(Z,Y). Consideremos o subespago de
dimensao finita Zp =ImSNKerT em Z.

Temos que
Ker(TS)={xe X: SxeKerT}

e arestricao de S em Ker T'S para Zy, Sy : Ker(TS) — Z, é sobrejetiva com Ker Sy = Ker S.
Sendo Sy um operador definido num subespaco de dimensao finita, resulta que

dimKer(TS)=dimKer S +dim Z; < co. (5.2.1)
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O operador S é um operador de Fredholm por hipétese e, por isso, existe um subespago
de dimensio finita Z° tal que

Z=(ImS+KerT)sZ°. (5.2.2)
Tendo em conta que Im(T'S) = T(ImS), é facil verificar que
Im(TS)=T(ImS +KerT)

e, por (5.2.2), concluimos que Im T = Im(TS) + T(Z"). Vejamos que esta soma algébrica é
de facto uma soma direta. Seja y € Y tal que y = TSx com x € X e simultaneamente y = Tz
com z € Z°. Entdo Sx -z € Ker T e portanto z € (ImS + Ker T) N Z°. Consequentemente,
atendendo (5.2.2), z =0 e por isso y = 0. Logo

ImT =Im(TS)® T(Z°). (5.2.3)

Observando que Ker T N Z° = {0}, concluimos que o operador T|,o é injetivo. Assim,
dim T(Z°) = dim Z° < co. Por outro lado, existe um subespaco de dimensao finita N que
€ um complementar algébrico de In T em Y e atendendo a igualdade (5.2.3), temos que
Y =Im(TS)® T(Z°)®N. Logo

codimIm(TS) =dim T(Z°) + dim N = dim Z° + codimIm T < co. (5.2.4)

Assim, concluimos que TS é um operador de Fredholm de acordo com a Proposicao
5.2.1. Além disso, por (5.2.1) e (5.2.4)

ind(TS) = (dimKer S + dim Z) — (codimIm T + dim Z°).

Denotemos por Z; um complementar algébrico, necessariamente de dimensao finita,
de Zy em Ker T. Entao

dimKer T = dim Z, + dim Z;
e observando que ImS +Ker T =Im S & Z;, por (5.2.2) resulta que
codimIm$ = dim Z° + dim Z;.
Assim,
ind(TS) =dimKer S —codimIm S +dimKer T —codimImT =ind S +ind T.

O]

Vejamos agora que qualquer perturbagao (aditiva) compacta de um operador de
Fredholm é ainda um operador de Fredholm.

Proposi¢ao 5.2.10 ([23, Proposigao VII.4.1]). Sejam X e Y espacos de Banach. Se T € ¢p(X,Y)
eKeX(X,Y), entao T+K e p(X,Y).
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Demonstragdo. Sejam T € ¢(X,Y) e K € K(X,Y). Pelo Corolario 5.2.5, existe um regulari-
zador R e B(Y,X) de T tal que

RT:IX—Px, TR:IY—Fy,

em que Fy e Fy sao operadores de caracteristica finita em B(X) e B(Y), respetivamente.

Assim,
R(T+K):IX—Fx+RK:IX—Kx, (T+K)R:IY—Fy+KR:IY—Ky,

em que Ky € X(X) e Ky € X(Y). Logo R é um regularizador de T + K e de acordo com o
Teorema 5.2.4 concluimos que T + K € ¢(X,Y). O

Temos ainda a seguinte relagao entre os indices dos operadores de Fredholm da Pro-

posicao anterior.

Corolario 5.2.11 ([10, Capitulo XV, Teorema 4.1]). Consideremos X, Y espagos de Banach,
Tedp(X,Y)eKeX(X,Y). Temos que

ind(T+K)=indT.

Demonstragdao. Sejam T € ¢(X,Y) e K € K(X,Y). Para qualquer regularizador R € B(Y, X)

de T temos que
RT=1-K, R(T+K)=I-K+RK=I-K,

onde K e K sio operadores compactos. Assim, atendendo a Proposi¢io 5.2.9 e a Observa-
¢ao 5.1.2,

indRT =indR+ind T = ind(I -K) =0,
ind R(T +K) =ind R +ind(T + K) =ind(I -K) = 0,

pelo que ind T = —ind R =ind(T + K). O

O reciproco da Proposi¢ao 5.2.9 nao ¢, em geral, verdadeiro no contexto dos opera-
dores continuos. Isto é, dados T € B(X,Z)e S € B(Z,Y),se ST € ¢(X,Y), ndo é necessa-
riamente verdadeiro que T € ¢(X,Z) ou que S € $(Z,Y). Por exemplo, suponhamos que
T € B(X) é invertivel a esquerda e que a sua imagem nao tem codimensao finita. Seja
T, ! € B(X) o inverso esquerdo de T. Ora, temos que T,'T =T € ¢(X), com T & $(X) e
T, ! ¢ ¢p(X).

No entanto, temos o seguinte resultado:

Proposi¢ao 5.2.12 ([23, Proposicao VII.4.3]). Sejam X, Y e Z espagos de Banach e suponha-
mos que S € B(Z,Y) e T € B(X,Z) sao tais que ST € ¢(X,Y). Entdo S € ¢(Z,Y) se, e so se,
T ep(X, 2).
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Demonstragao. Suponhamos que S € B(Z,Y) e T € B(X,Z) sao tais que ST € ¢(X,Y).
Comecemos por supor que S € ¢(Z,Y) e seja R € B(Y,Z) um regularizador de S. Entao

RS = IZ - Kz,
em que Ky é um operador compacto em B(Z). Temos que
RST=T-K;T.

Pela Proposicao 5.2.8, R € ¢(Y,Z) por ser regularizador de S e, por hipotese, ST €
¢(X,Y), entao pela Proposicao 5.2.9 concluimos que RST € ¢(X,Z). Como K; T € K(X, Z),
resulta da Proposi¢ao 5.2.10 que T € ¢(X,Z), como queriamos provar.

A demonstragao da implicagao contraria é analoga. O]

Tal como acontecia com as perturbagdes compactas de um operador de Fredholm, as
perturbagoes continuas com norma suficientemente pequena sao ainda operadores de

Fredholm com o mesmo indice, como podemos ver no proximo resultado.

Teorema 5.2.13 ([23, Teorema VII.4.4]). Sejam X e Y espagos de Banache T € ¢(X,Y). Entdo
existe 1 > 0 tal que, para qualquer A € B(X,Y) satisfazendo ||Al| < 1, se tem

(i) T+Acdp(X,Y);
(i) ind(T+A)=ind T.

Demonstragdo. Seja R € B(Y,X) um regularizador de T € ¢(X,Y) e consideremos # =
IIRII"!. Seja A € B(X,Y) tal que ||A]| < 1. Temos que

R(T+A)=Ix-Kx+RA, (T+AR=1Iy-Ky+AR,

com Ky € X(X) e Ky e X(Y).
Ora, temos que [[RA|| < 1 e ||AR|| < 1. Logo pelo Teorema 3.1.9 os operadores Ix + RA e
Iy + AR sao invertiveis em B(X) e B(Y), respetivamente. Assim

(Ix + RAY'R(T + A) = Iy — (Ix + RA) 'Ky = Ix - Ky, (5.2.5)

(T +A)R(Iy + AR = Iy —Ky(Iy + AR)"! = Iy =Ky,

com Ky € K(X) e Ky € X(Y). Temos entdo que (Ix + RA)"'R e R(Iy + AR)™! sdo regulariza-
dores esquerdo e direito do operador T + A, respetivamente.

Atendendo ao Lema 5.2.3 e ao Teorema 5.2.4, concluimos que T + A € ¢(X,Y), o que
prova (i).

Sendo R um operador de Fredholm pela Proposicao 5.2.8 e aplicando a Proposi¢ao
5.2.9 e a Observagao 5.1.2, obtemos

ind(RT)=indR+ind T =ind(Ix — Kx) = 0.
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LogoindR =—-ind T e de (5.2.5) vem que
ind(Ix + RA)™ —ind T +ind(T + A) = 0.
Além disso, temos que ind(Ix + RA)™! = 0. Logo
ind(T+A)=indT,
0 que prova (ii). O]

A propriedade (i) do Teorema 5.2.13 implica que o conjunto ¢(X,Y) é aberto em
B(X,Y) e a propriedade (ii) € normalmente designada por estabilidade do indice de

Fredholm para pequenas perturbacoes.

5.3 Algebra de Calkin

Definicao 5.3.1. Seja X um espago de Banach. Como ja vimos, o conjunto K(X) dos
operadores compactos é um ideal fechado de B(X) (cf. Teoremas 4.2.6 e 4.2.7) e por isso,
atendendo ao Teorema 3.2.2, B(X)/X(X), munido da norma quociente, ¢ uma algebra de
Banach, a dlgebra de Calkin.

Vamos designar por Q : B(X) — B(X)/K(X) a aplicacao quociente que a cada operador
T € B(X) faz corresponder a classe de equivaléncia T™ de B(X)/K(X). Como

Q(ST) =(ST)™ =S"T" = Q(S)Q(T),

para quaisquer S, T € B(X), entao Q é um homomorfismo.

Podemos agora caracterizar os operadores de B(X) que sao operadores de Fredholm:

Teorema 5.3.2 ([23, Teorema VII.5.1]). Sejam X um espago de Banach e T € B(X). Entdo
T € ¢(X) se, e 56 se, Q(T) é invertivel em B(X)/K(X).

Demonstragao. Suponhamos que T € ¢(X). Entao pelo Teorema 5.2.4, T admite um regu-
larizador R € B(X). Logo

RT=I-K;,, TR=I-K,,

em que Ky, K, € X(X). Aplicando a ambos os membros das igualdades anteriores a aplica-

¢ao quociente Q e atendendo a que Q é um homomorfismo, temos que

QRT)=Q(R)Q(T)=Q(I),  Q(TR)=Q(T)Q(R)=Q(I).
Como Q(I) é a identidade de B(X)/K(X), entao Q(T) é invertivel com inverso Q(R).
Suponhamos agora que Q(T) é invertivel em B(X)/XK(X). Entao existe Q(R) € B(X)/K(X)
tal que
Q(RT)=Q(R)Q(T)=Q(I),  Q(TR)=Q(T)Q(R)=Q(I).

Temos entao que RT —I e TR —1I sao operadores compactos, logo R é um regularizador de

T e, por isso, vem que T € ¢p(X) segundo o Teorema 5.2.4. O]
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Definicao 5.3.3. Sejam X um espago de Banach e T € B(X). Designa-se por espectro de

Fredholm de T o conjunto
op(T)={1eC:T-Al € p(X)}.

Uma vez que qualquer operador invertivel é um operador de Fredholm, temos que
04(T) Co(T), onde o(T) representa o espectro de T em B(X) (cf. Definicao 3.1.3).

Proposic¢ao 5.3.4 ([23, Proposicao VII.5.3]). Sejam X um espago de Banach complexo e
T € B(X).

(i) Se X tem dimensao finita, entdo o espectro de Fredholm é vazio.
(ii) Se X tem dimensdo infinita, entdo o espectro de Fredholm é nao vazio e compacto.

Demonstragdao. Seja Q a aplicagao quociente de B(X) em B(X)/K(X) e denotemos Q(T)
por T™. Designemos por o(T™) o espectro de T™ na algebra de Calkin B(X)/K(X). Entao

pelo Teorema 5.3.2,
04(T)={1€C: T™ - AI" nao é invertivel} = o(T™).

Se X tem dimensao finita, entdo, para qualquer A € C, T — AI é um operador de
Fredholm e, portanto, neste caso o(T) = 0.

Se X tem dimensao infinita, entao atendendo ao Teorema 3.1.8, concluimos que o(T7™)

€ um conjunto compacto e nao vazio. Consequentemente, o4(T) é compacto e nao vazio.

O
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CapriTUuLO

OPERADORES DISCRETOS DE WIENER-HOPF

O objetivo deste capitulo é estudar propriedades de Fredholm de operadores discretos
de Wiener-Hopf no espago de Banach ¢P(Z,), 1 < p < co. Vamos utilizar o Principio Local
de Gohberg-Krupnik para chegar ao resultado principal deste capitulo, o Teorema 6.3.17,
no qual se obtém uma condicao (algebricamente mais simples) necessaria e suficiente
para estes operadores serem de Fredholm.

Vamos representar por T = {t € C: |t| = 1} o circulo unitario complexo com a orientagao

natural anti-horario.

6.1 Funcgoes de variacao limitada e fun¢oes continuas por partes

Defini¢ao 6.1.1. Denotamos por P ([a,b]) a familia de todas as parti¢oes do intervalo [a, b],
isto €, todos os conjuntos finitos P = {t(, 1,...,t,}, com n € N, tal que

a=ty<t; <...<t,=b.

Defini¢ao 6.1.2. Consideremos uma particao P = {0, 04,...,0,} € P([0,271]) e uma funcao

f:10,21] — C. O ntmero real nao negativo

n—1

Var(f,P) = Var(f, P;[0,27]) = ) [£(6),1)~ £(6))]

=0
designa-se variagdo de f em [0,21] em relagdo a P.

Quando tomamos o supremo sobre todas as parti¢oes de [0, 27t],
Var(f) = Var(f;[0,2mn]) := sup {Var(f, P;[0,2mx]) : P € P([0, 27t])}

designa-se variagao total de f em [0, 27t].
No caso em que Var(f) < oo, dizemos que f € uma fungao de variagao limitada e escre-

vemos f € BV|q -
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Proposi¢ao 6.1.3 ([1, Proposicao 1.3]). Sejam f,g:[0,2r] — C.
(i) A variagao total é subaditiva, isto é,

Var(f + g) < Var(f) + Var(g).
(ii) A variagdo total é homogénea, isto é, para todo p € C,
Var(uf) = |ul Var(f).
(iii) Para 0 <6, <60, <27,
|f(61) = f(62)] < Var(f ;[6,, 6,]).
(iv) Se f € BV/0,2n), entao f é limitada com
/1l (0,2m)) < If (0)] + Var(f).
(v) Para quaisquer P,Q € P([0, 27]) tais que P C Q, temos que
Var(f, P) < Var(f, Q).
(vi) Para 0< 60 < 2T,
Var(f;[0,2mr]) = Var(f;[0,0])+ Var(f;[0, 2m]).
(vii) Suponhamos que f : [0,21] — R é uma fungao mondtona. Entdo f € BV|q 5] com
Var(f) =1f(270) - f(O)].

Demonstragdo. Sejam f,g:[0,2n] > C, uyeCe P ={0,,...,0,} € P([0,2m]). Temos que

n—1
Var(f +g,P) = 2 |(f +)(021) - (f +8)(6;)]

j=0
n—1 n—1

<) f011)=F(0)]+ ) |g(6).1) - g(6))] = Var(f, P) + Var(g, P)
j=0 j=0

e
n—1 n—1
Var(uf,P)= ) _|(uf)(0;:1) = (u)O))| = |ul ) _|f(6;:1)~ £(6;)| = Il Var(f, P),
j=0 j=0

0 que prova as alineas (i) e (ii).
Para provar (iii) é suficiente considerar a particao P; = {01,0,} € P([01,0,]) e observar

que

If(02) = f(61)| = Var(f, P;;[01,0,]) < Var(f;[0,,0,]).

54
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PARTES

Consideremos agora a particao Py ={0,0, 27t} € P([0, 27t]). Temos que

£ (0) = F(O) <1f(270) = f(O)| +1f (0) - £ (0)] = Var(f, Py; [0, 27c])

e, consequentemente,

IF @) < If (0)]+ Var(f, Py; [0, 27t]) < |f (0)] + Var(f;[0, 27c]).

Deste modo,

fllz=(o,27) = sup |f () <|f(0)|+ Var(f;[0,27]),
0¢€(0,27]

0 que prova (iv).

Provemos agora (v). Sejam P, Q € P([0, 27]) tais que P C Q. Consideremos m, n € N tais
que m < n e suponhamos que P = {0,01,...,0,,} e Q = {1, Ay,..., A,,} de tal forma que,
paracadaje{0,1,...,m}, 6]- = ); para certoi €{0,1,...,n}. Temos que

m—1 n—1
Var(f,P)= ) _|f(01)=£(O)] <) |F (A1) = F(A))] = Var(f, Q).
j=0 j=0

Sejam 0 < 0 <27, P ={ag,ay,...,a,} € P([0,0]) e Q={Bo, B1,---» P} € P([O, 27t]). Entao
R=PUQ eP([0,2nr]). Assim,

n—1

Var(f,R;[0,2])) = ) |f(ej1) - Df Bis)— F(B))|

=0
= Var(f, P;[0,0]) + Var( f, Q;(0, 2m)).

Logo Var(f;[0,2mr]) = Var(f;[0,0]) + Var(f;[0, 27]), ficando provado (vi).
Resta-nos provar (vii). Para tal, consideremos f : [0,27t] — R uma fungao crescente e
seja P =1{0,,04,...,0,} € P([0,27]) tal que 0 =0y < 0; <... <6, = 2m. Entao

n—1 n—1
Var(f,P)= ) |f(6;,1) = f(6))] = ) _[£(05,1)—f(6))] = f(2m) = £(0)
j:O ]:0

Caso f seja decrescente, obtemos Var(f,P) = f(0) — f(2mr). Logo, se f é uma fungao mono-

tona, entao f é de variagao limitada com

Var(f) =f(270) - f(O)].
O

Apesar de fungoes de variagao limitada nao serem necessariamente monotonas, existe
uma relagao entre funcdes de variacao limitada e monotonicidade que é apresentada no

proximo resultado, geralmente designado por Teorema de decomposicao de Jordan.
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Teorema 6.1.4 (Teorema de decomposicao de Jordan, [1, Teorema 1.5]). Uma fungio f :

[0,27] — R é de variagdo limitada se, e so se, pode ser representada na forma
f=ps=np
onde ps e ny sao fungoes mondtonas crescentes.

Demonstragao. Seja f : [0,27] — R. Suponhamos que existem fun¢ées mondtonas crescen-
tes ps, ny tais que f = py —ny. Pela Proposicao 6.1.3, a diferenca de fungdes monotonas €
de variagao limitada e, por isso, f € BV 25

Suponhamos agora que f € BV|g 5]. Consideremos a fungao V; : [0,27] — R definida

por
V¢(0) = Var(f;[0,0]), com 6 €[0,2m].

Tomemos py := Vy. Temos que py € crescente com V¢(0) = 0 e V¢(2m) = Var(f;[0, 27t]).
Portanto basta provar que a fungao ny := Vy — f também ¢é crescente. Pela Proposicao
6.1.3, para 0 < 0; <0, < 21t temos que

f(62) = f(61) < Var(f;[01,0,]) = Vf(02) - Vf(01)
e, portanto,
ng(62) —ns(01) > 0.
Logo ny também € crescente e f =py—ny. O]

Definicao 6.1.5. A fun¢ao a: T — C é de variacao limitada se a funcao a: [0,2n] — C,

0 > a(e'?), é de variacao limitada, isto é,
n—1
Var(a) := sup Z’|a(elef+1 ) — a(elgf)| < 0o,
j=0
o supremo sobre todas as parti¢coes 0 = 6y < 01 <... < 0, = 21. Neste contexto, escrevemos

aeBV.

Definicao 6.1.6. Representamos por PC a algebra fechada de todas as fungoes, de T em
C, limitadas e continuas por partes. Assim, a € PC se, e sO se, a é limitada e, para todo

t € T, os limites laterais

a(t+0):= lim a(te'

( ) e—0+0 ( )

existem.

Teorema 6.1.7. Toda a fungao de variagao limitada em T é limitada e continua por partes, isto
é

BV C PC.
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Demonstragao. Seja f : T — C tal que f € BV. Sendo f uma func¢ao complexa, entao
podemos escrever f = fr+if;,onde fr : T — R é a partereal de f e fi: T > R é a sua
parte imaginaria.

Consideremos uma particao {6, 0y,...,0,} de [0,27r]. Como para j =0,...,n—1,

|£(e'%1) = £(e9)] < | fr(e’) 0|+ fi(e'%) - f ('),

resulta que

|fk€ 1) | |f€ o) f(eiej)|, k=R

Assim, decorre imediatamente da defini¢ao que f € uma fungao complexa de variagao
limitada se, e sO se, fr e f; sdo fung¢oes reais de variacao limitada.
Consideremos as fung¢oes fk [0,21] —» R, com k = R,I. Segundo o Teorema 6.1.4,

existem fung¢des monotonas pg, ng, py, 1y tais que

EZPR_”R’ E:PI—”L

pelo que

f=(pr—mng)+i(pr —np), (6.1.1)

onde f : [0,27] — C.

Ora, uma fun¢ao monoétona tem limites laterais finitos em todos os pontos do seu
dominio (cf. [20, Teorema 4.29]) e por (6.1.1) concluimos que ftem limites laterais finitos.
Atendendo a que f € L*([0,27]) pela Proposicdo 6.1.3, entdo f = f oei?, 6 € [0,27],
pertence a PC. O

6.2 Matrizes infinitas e multiplicadores
Daqui adiante denotamos L*°(T) simplesmente por L*.

6.2.1 Matrizes de Laurent

Defini¢ao 6.2.1. Dada uma sucessao {a,};>_., de numeros complexos, consideremos a

matriz infinita

apg 4a_1 | a_p d_j3

fo%) cee A a a_ a_
(aj¢) = I el S . (6.2.1)
]k —00 az al [’ZO a71

as dp | a1 ag

As matrizes da forma (6.2.1), que sao constantes ao longo das diagonais, designam-se

matrizes de Laurent.
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E sempre possivel representar matricialmente um operador limitado no espaco mu-
nido de produto interno ¢?(Z). De facto, considerando {e,},c7 a base ortonormada de
(*(7Z) constituida pelos vetores e, cuja n-ésima posicdo é 1 e as restantes sio nulas, se

tivermos A € B(£*(Z)), entdo podemos associar a matriz infinita (aj,k) dada por

jkeZ
a]-,k = (Aek, e])

No entanto, nem toda a matriz infinita define um operador limitado em ¢?(Z). Vejamos

portanto em que circunstancias é que a matriz (6.2.1) gera um operador limitado em ¢2(Z).

Teorema 6.2.2 ([8, Teorema 1.1]). A matriz de Laurent (6.2.1) gera um operador limitado
em ?(Z) se, e s6 se, existe uma funcio a € L™ tal que {a,}°> .. é a sucessdo de coeficientes de
Fourier de a:

1 27

=5 a(e'®)e 4o (ne ).
Além disso, a norma do operador gerado por (6.2.1) é igual a ||a||y«.

Demonstragdo. Por uma questao de simplificacdo vamos denotar a matriz (6.2.1) por A,
L?(T) por L? e vamos omitir o espago das normas dos operadores intervenientes.

Para a € L®, consideremos o operador de multiplicagao

M(a): L?> - L?
fraf.

Seja f € L%. Temos que ||M(a)f|l;> < |lal|z||f|lz2, donde se conclui que M(a) é um operador

limitado e que
IM(a)ll < llallp-
Vejamos que efetivamente ||M(a)|| = ||a||~. Fixemos € > 0 e consideremos o conjunto
C={teT: |a(t)| = llallL= - €}.

Seja x¢ a funcdo caracteristica de C. Temos que xc € L? com ”XC”]z,Z =m(C), sendo m a

medida de Lebesgue em T. Além disso,
IM(@xclz = m(C)(lall=—€).
Portanto,
IM(a)l| = [lall - — €.
Como esta desigualdade é verdadeira para qualquer € > 0, concluimos que

IM(a)ll = [lal| =,
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pelo que [M(a)] = lall .

Provemos agora que o operador M(a) nao é limitado se a ¢ L*. Suponhamos que
a ¢ L*. Entao a medida do conjunto {t € T : |a(t)| > M} é nao nula para todo M > 0.
Além disso, para cada M > 0 podemos escolher N > M tal que a medida do conjunto
D={teT:N <|a(t)] <N + 1} é finita e nao nula.

Seja xp a fungao caracteristica do conjunto D. Temos que

IM(a)xpllf> = m(D)N?

e, portanto,

IM(a)xpllr2
Ixpllr2
Como esta desigualdade é verdadeira para todo M > 0, concluimos que o operador M(a)

>N > M.

nao é limitado.

Assim, o operador M(a) é limitado se, e s6 se, a € L* com ||[M(a)|| = ||al|r~-

Seja ¢ : L> — ¢%(Z) o operador que a cada funcao faz corresponder a sucessdo dos seus
coeficientes de Fourier, isto é, para qualquer f € L?,

q")(f) = {fi’l}HEZ'
O operador ¢ é bijetivo e pela identidade de Parseval (cf. [23, Teorema 3.47]),

21 12
I = | I a0 = 2x )15,

nez

onde {f,},cz € a sucessao constituida pelos coeficientes de Fourier de f. Logo

Iflle = V27 [ fudnezllerz) = V27 lld(Hlle2(z)-

Consideremos o produto interno definido em L? dado por

_ o i0 i0
(Fo9)= | F(e)s(e) ao,

com f,g € L%. Seja {&,},ez = {Leine} a base ortonormada de L?. Observemos que
nez

V2r

para cada k, j € Z temos que
1 .
(M@, )= 5 | ale®)e 0 d0 =y,
0

sendo a;_i o (j — k)-ésimo coeficiente de Fourier da fungao a. Logo as matrizes de Laurent
sa0 as representagdes matriciais dos operadores de multiplicagao em L? em relagio a base

{a}nelf ou Seja;
A=¢pM(a)p~L. (6.2.2)

Assim, concluimos que A define um operador limitado em €Z(Z) se,esOse,ac L™

Além disso, temos que

Al = llallpe.
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Denotamos a matriz (6.2.1), bem como o operador limitado gerado por esta matriz
em ¢?(Z), por L(a). A fungao a é, neste contexto, geralmente referida como o simbolo da
matriz ou do operador de Laurent L(a).

Observamos que pela igualdade (6.2.2), se pode concluir que

L(ab) = L(a)L(b), Ya,b € L.

6.2.2 Matrizes de Toeplitz

Vamos agora considerar uma submatriz da matriz de Laurent, a matriz de Toeplitz, e

vamos ver em que condigdes é que esta submatriz gera também um operador limitado.

Definicao 6.2.3. A matriz de Toeplitz definida pela sucessao {a,};>_., de nimero comple-

X0s € a matriz infinita
(Z() a_q a_n

) a ap a1 -
ai_r). = . 6.2.3
( J k)];k:() a a ag v ( )

Como seria de esperar, a matriz (6.2.3) gera um operador limitado em ¢2(Z,) quando

as suas entradas sdo coeficientes de Fourier de uma funcao limitada em T:

Teorema 6.2.4 ([8, Teorema 1.9]). A matriz de Toeplitz (6.2.3) gera um operador limitado em
(*(Z,) se, e 56 se, os niimeros {a,}°> _ .. sdo os coeficientes de Fourier de alguma funcdo a € L*.

Além disso, a norma do operador gerado por (6.2.3) é igual a ||a||y«.

Demonstragdo. Por uma questao de simplificagdo, vamos omitir o espago das normas dos
operadores intervenientes e vamos denotar por B a matriz (6.2.3).

A matriz B é a submatriz inferior direita da matriz L(a) (6.2.1) e por isso podemos
pensar na matriz B como sendo a “compressio” da matriz L(a) ao espaco ¢*(Z, ). De facto,
podemos identificar £?(Z,) como sendo um subespago de £?(Z) onde as sucessdes {x,} ez
sdo tais que x,, = 0 para n < 0. Seja P a projegao ortogonal sobrejetiva de £?(Z) sobre ¢?(Z,)
definida por

P(...,x_1,x0,%1,..-) = (..., 0,0,x0,%1,%2,...).
Temos que ||P||=1 e B=PL(a)|imp- E, se a € L=, o Teorema 6.2.2 garante que
1Bl = [IPL(@)|im pll < IL(a)]l = [lal| L. (6.2.4)
Para cada n € Z, denotemos por S,, a projecio em ¢?(Z) dada por
Sy {xihkez o (0..,0,0,x ..., X1, X0, X1, ---)-

Consideremos {e,},cz a base de £?(Z) tal que, para cada n € Z, as entradas do vetor e, sdo

nulas exceto na entrada n que tem valor 1. Entao a representagao matricial em relagao a
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base {e,},cz do operador S,,L(a)S,lims, € a matriz L(a) eliminando as colunas e as linhas
indexadas por um namero em {—(n+1),—(n+2),...} e, portanto, a representacao matricial

€ precisamente a matriz B. Temos entao que
[IBIl = 11SnL(a)Syll (6.2.5)

Por outro lado, S, — I pontualmente em ¢%(Z), pelo que S,L(a)S,, —> L(a). Assim

deduzimos pelo Teorema 2.2.13 que
()| < liminf[}S, L(a)S, |
Atendendo a (6.2.5) e ao Teorema 6.2.2 conclui-se que
llallze = lIL(a)ll < Bl (6.2.6)

Consequentemente, o operador gerado pela matriz B é limitado se, e s se, a € L* e neste
caso ||B|| = ||al|;~, por (6.2.4) e (6.2.6). O

A fungao a € L* dada pelo Teorema 6.2.4 chama-se simbolo da matriz de Toeplitz
(6.2.3) e do operador de Toeplitz induzido pela matriz em ¢3(Z,). A matriz (6.2.3) bem
como o operador gerado por esta matriz em ¢?(Z, ) denotam-se por T(a).

O operador de Toeplitz T(a) é também designado por operador discreto de Wiener-Hopf
com simbolo a.

6.2.3 Algebra de Banach dos multiplicadores

Definicao 6.2.5. Consideremos 1 < p < co. Chamamos conjunto dos multiplicadores e deno-
tamos por M), o conjunto de todas as fungoes a € L™ para as quais existe uma constante
Cp,a < oo tal que

IL(@xlepz) < Cpa lIxllenz),  Vx € C(Z) N EP(Z).

Consideremos 8 o conjunto das sucessdes com numero finito de termos nao nulos.
Pelo Lema 2.3.3, 8 é um conjunto denso em ¢P(Z) e, uma vez que o conjunto £*(Z) N €P(Z)
contém 8, concluimos que ¢?(Z) N €P(Z) é um conjunto denso em £P(Z). Assim, o Teorema
2.2.10 garante que podemos estender um operador limitado definido em ¢?(Z) N ¢P(Z) ao
espaco (P (Z).

Por outro lado, como ja vimos na prova do Teorema 6.2.4, o espago {P(Z,) pode ser
visto como um subespaco de ¢P(Z) onde todas as sucessoes {x,},cz sao tais que x, = 0
para n < 0. Considerando P a projecao sobrejetiva de {P(Z) em ¢P(Z, ), temos que T(a) =
PL(a)lim p e portanto || T(a)l| < [[L(a)]|.

Deste modo, se a € M), entao L(a) e T(a) induzem operadores limitados em (F(Z) e
{P(Z,), respetivamente.

Define-se uma norma em M, dada por

llallag, = IL(@)ll5(er (z))-
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Lema 6.2.6 ([11, Subcapitulo 5.2, Lemas 2.1, 2.2],[7, Seccao 2.1, Subseccao 2.5|). Para
a € L™, definimos a(t) = a(t). Sejam 1 < p,q < co tais que % + % =1

(i) a€ M, com

llalla, = llallp.
(ii) Se a€ M,, entdoa € M, e o operador transposto L(a)’ € B(¢1(Z)) coincide com L(a).
(iii) Mp = Mq. Seae Mp, entdo a € Mp e
lallag, = lallus, = llallyg, = [l
(iv) Mp estd continuamente mergulhado em L*, isto é,

lalls <llall,,  Vae€M,.

Demonstracdo. (i) E imediato pelo Teorema 6.2.2.

(ii) Suponhamos que a € M,,. E sabido que o dual de ¢P(Z), (¢P(Z))’, é isometricamente
isomorfo a £9(Z) com % + % =1 (cf. [23, Teorema 5.5]). Uma vez que L(a) € B(¢P(Z)), entao
o operador transposto L(a)’ € B({1(Z)).

Por outro lado, por definicio de multiplicador, L(a) é limitado em ¢2(Z)N¢P(Z) C €%(Z).
Consideremos o produto interno definido em ¢?(Z) dado por

(@, 9)=) dub, VP pel’(D)
nez
Seja {e,,},,c7z a base canodnica dos espacgos (P(Z), 1 < p < oo, tais que, para n € Z, o vetor
e, tem todas as entradas nulas excepto na entrada n que tem valor 1. Para cada j,k € Z

com j # k, temos que

(ej, L(a)ex) = ar—j = (L(a)e; , ex).

Consequentemente, L(a)’ = L(a) em ¢*(Z) N €4(Z). Como L(a)’ € B(£9(Z)) e como pode-
mos estender L(a) a ¢9(Z) pelo Teorema 2.2.10, entao L(a) também coincide com L(a)" em
{9(Z) e portanto a € M,,.

(iii) Suponhamos que a € M, e seja | o operador em ¢F(Z) dado por

]{xn}neZ = {E—n}neZ'

Entao para ¢ = {¢,,},cz uma sucessao de suporte finito, temos que

(]L(a)])((f)) = ][Z”jka_k] = [Zﬁkj(f)k] = L(a)¢.

keZ keZ

]:—oo j:—OO

Logo JL(a)] = L(4) e como ] € uma isometria sobrejetiva, entao a € M, e ||a||Mp = ||E||Mp.
Pela alinea (ii) conclui-se que a € M, e portanto M, C M,. Analogamente se prova que

M, C M,, obtendo-se a igualdade destes conjuntos.
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Além disso, atendendo a que ||E||Mp = ||a||Mq por (ii), temos que

lallng, = @l = llallag, = ally,-

(iv) Em virtude da alinea (iii), podemos assumir que 1 < p < 2 sem perder a generali-
dade.
Suponhamos que p <r < 2. Pelo Teorema 2.3.4,

IL(@)ll(er(zy) < M@ o ) 1@ 0r )

1 o 1-
onde — = — +

e 0 <0 <1 e, pelaalinea (iii), vem que

IL(@)ls(erzy) < IL(@)llB(er(z))-

Pela alinea (i), tomando r = 2, concluimos que

llall < llally, -
O

Teorema 6.2.7 ([7, Seccao 2.1, Subseccao 2.5(g)], [11, Subcapitulo 5.2, Teorema 2.1]). O
conjunto My, é uma dlgebra de Banach com norma

llallm, = [IL(@)ll5(er(z))-

Demonstragdo. Verifica-se facilmente que M, € uma algebra e para a,b € M,, temos que

llablls, = IL(a)L(D)ll5 (e (z)) < (@)l ez ILD)5(er (z)) = llalla, 1Pl -

Portanto M, é uma algebra normada e falta apenas provar que é completa.

Seja {a™)},,cz uma sucessao de Cauchy em M,,. Pelo Lema 6.2.6, {a™)} é uma sucessio
de Cauchy em L* e, portanto, converge uniformemente para a € L®.

Por outro lado, {L(a™)} é uma sucessao de Cauchy em B(¢P(Z)) e, por isso, converge
para um operador A € B(¢P(Z)).

Ora, como para qualquer sucessao de suporte finito ¢, L(a)¢ = A¢p, entdo L(a) = A e,
portanto, a € M,,. U

Se for claro qual é a norma em consideracao, denotaremos a norma || - ||Mp por || - |l,-

Vamos agora demonstrar um resultado fundamental: a desigualdade de Stechkin.

Teorema 6.2.8 (Desigualdade de Stechkin, [7, Sec¢ao 2.1, Subseccao 2.5(f)],[11, Subcapi-
tulo 5.2, Teorema 2.2],[6, Teorema 1.2]). Existe uma constante C, < co que depende apenas
de p tal que para todo o a € BV,

lall, < Cy( Var(a) +lall ).
Em particular, BV C M,,.
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Demonstragdao. Pelo Lema 6.2.6 (iii) podemos assumir sem perda de generalidade que
l<p<2

Para a € [0,27], seja x, a funcado caracteristica definida por

1, se a<0<27w
= , 6€]0,2mx].
0, se 0<O<a

Xa(eie)

Definimos

0 i0 -1, se a<0<2m
f(e )=1-2x4(e") =
1, se 0<O<a

Para n # 0, os coeficientes de Fourier de f sao dados por

fo= ——(1-emime),

n

Consideremos agora a funcio g(e'?) = f(e'%) - f,. Entao para x = {x,},cz uma sucessio

de suporte finito e j =k,
+00 (1 _ei(k—j)a)xk too
L = —_—
@=L |
= j=—o0
Ora, a transformada discreta de Hilbert 3 dada por
dee L Z” S
U L= ik

€ um operador linear limitado em qualquer espago ¢P(Z) para 1 < p < oo (cf. [9, Capi-
tulo III, Subcapitulo 10, Teorema A]), com ||H||g(sr(z)) > 1 (cf. [2, Teorema 1.1]). Conse-

quentemente,

lgll, = IL()llp(er(z)) < 2l1Hllp(er(z))

Ifllp < 21Hlp(er(zy) + 1.

Logo, para a € [0, 27t], 1-2), € M, e asnormas |[1-2x,||, sao limitadas por uma constante
que é independente de . Uma vez que L(x,) = —%L(l —2xaq), existe ¢, > 1 tal que ||x.ll, =
IL(X )l (er(z)) < €p-

Sejam 0 = ) < 0 < ... < 0, = 27w e, para O € [0,27], b(e'?) uma fungio simples
crescente dada por

b(e'%) =B se Op_1 <O <0y
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Esta funcao pode ser reescrita da forma

n-1
b= Z)cek(ﬁk+1 ~ Bk)+ 1.
k=1
LogobeM,e

1l = ILD)l5 o2y < p( Var(b) + [Bll(jo0,2x)))- (6.2.7)

Seja agora a : T — R uma funcao de variacao limitada e suponhamos que a fungao
@:[0,211] > R, 0 — a(e'?) é crescente. Entdo existe uma sucessio {a™)},,cy de funcoes

simples crescentes que convergem uniformemente para 4.
Seja x = {x,,},cz, uma sucessao de suporte finito e g = l% > 2. Entao, tendo em conta
que L(a) = L(@),
||(L(a) —L(“W)))x”gq(z) = ”(L(“) _L(a(m)))x”ﬂ(Z) <@ a"lpes (0,2 IXlle2(z) — 0.
Além disso, pelo Lema 6.2.6 e pela desigualdade (6.2.7),
L@ )5 (a(zy) = 1@l er(zy) < cp( Var(@™) + la™ s 0,2n)))
< ¢p( Var(@) + @102 )

Portanto L(a™) é limitado e converge pontualmente em B({9(Z)) para o operador L(a),

pelo que L(a) é limitado em ¢49(Z) e em ¢P(Z) com
lall, < c,( Var(a) +lall ). (6.2.8)

Acabamos de provar o resultado para fun¢oes de valor real em T.
Seja agora a : T — C uma funcao de variagao limitada arbitraria e consideremos

u =Rea: T — R. Naturalmente,
lullp~ < llall;~ e Var(u)< Var(a).

Para 0 € )0, 27t], denotamos por V|gg)(#) a variagao de u em [0,0] e seja V[g,)(u) = 0.

Consideremos
u (%) = Vioo)(n) e upx=u;—u.

A funcao i : [0,27t] — R é crescente de 0 a Var(u). Consequentemente, pela Proposi¢ao
6.1.3,

Var(uy) = |u1(ei2") - ul(ei0)| = Var(u),

|1l < Var(uq) = Var(u) < Var(a).
Ora, pela desigualdade (6.2.8),

llugll, < cp(Var(ul) + ||u1||Loo) < 2¢, Var(a).
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Para a funcao u,, temos que

ol < Mgl + Jull~ < Var(a) +[lalle,

Var(u;,) < Var(uy)+ Var(u) < 2 Var(a)

e atendendo a desigualdade (6.2.8) obtemos

lluallp < cp(3 Var(a) + lall ).
Logo

laelly < Iy llp + lluall, < cp (5 Var(a) + llallp ).
Analogamente se prova que se v =Ima, entado

ol < ¢p(5 Var(a) + llall).

Assim,

lall, < Illl, + lIvll, < 10c,( Var(a) +lall =) = Cp( Var(a) + llall~ ).

Defini¢ao 6.2.9. Vamos denotar por PC, o fecho de BV em M, ou seja,

PC, = cly, (BV).

6.3 Critério de Fredholm para o operador discreto de

Wiener-Hopf

Vamos aplicar o Principio Local de Gohberg-Krupnik (Teorema 3.3.13) e o Teorema
5.3.2 a algebra de Calkin of = B(£P(Z,))/K(¢P(Z,)) para definirmos uma condigao neces-
saria e suficiente para o operador T(a) ser de Fredholm. Para T € B(¢P(Z,)), denotamos a
classe de equivaléncia T + K(¢P(Z,)) € A por T™.

6.3.1 Polinémios trigonométricos e suas propriedades
Definicao 6.3.1. Seja P o conjunto de todos os polinémios trigonométricos definidos em

T, isto é,

n
?:{Zaktk:neN, akeCparatodoke{—n,...,n}eteT}.
k=-n

Se a € P, entdo L(a) € uma matriz banda e consequentemente P C M.
Definigao 6.3.2. Vamos denotar o fecho de P em M, por €, ou seja,
€, = clMp(fP).
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De seguida formulamos o Teorema de Weierstrass para polinémios trigonométricos
que afirma que o conjunto destes polinémios, P, é de facto denso no espaco das fungdes

continuas, C(T).

Teorema 6.3.3 (Teorema de Weierstrass para polindmios trigonométricos, [13, Capitulo I,
Corolario do Teorema 2.12]). Toda a fungdo continua em T pode ser uniformemente aproxi-

mada por polinémios trigonométricos.

Observagao 6.3.4. De acordo com o Teorema 6.2.2, temos que M, = L*. Consequen-
temente, C, é o fecho dos polinémios trigonométricos na norma de L*. Além disso,

C, € C(T), portanto pelo Teorema 6.3.3 concluimos que €, = C(T) := C.

Denotando o conjunto das fun¢des continuamente diferenciaveis em T, C!(T), sim-

plesmente por C!, vamos provar um exercicio de Analise Matematica mais elementar:
Lema 6.3.5. Uma funcao continuamente diferencidvel em T é de variagdo limitada, isto é,

clcBvVNnC.

Demonstracdo. Seja f € C!. E evidente que f € C e sendo f’ continua em T, pelo Teorema

de Weierstrass, f’ é limitada em T. Logo existe uma constante M > 0 tal que

sup [f'(¢?) <M.
0€(0,27]

Consideremos 0 = 6y < 0y < --- < 0, = 2w uma parti¢ao arbitraria de [0,27]. O
Teorema do valor médio de Lagrange garante que, para cada j € {0,...,n — 1}, existe
a; €]0;,0;,,] tal que

f(e95) = f (D) = |f (' )]10}11 ~ 6] < M(6},1 ~6)).

Logo
n—1 ‘ ' n-1
Y If(€% )= f(eOD <MY (0,1 -0)) = 2mM,
j=0 j=0
pelo que
n-1 ‘ ‘
Var(f) =sup )_[f(e%1)~ (&%) < 2mM,
i=0
isto é, f € BV. Acabamos de provar que C! CBV NC. O

Corolario 6.3.6. Um polinémio trigonométrico é de variagao limitada.

Precisamos de introduzir um conceito para provarmos o resultado que relaciona os

conjuntos @p, BV eC.
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Defini¢ao 6.3.7. Seja a € L!(T) e consideremos

1 271

a, a(e'?)e 0 do

S 21 ),
o n-ésimo coeficiente de Fourier de a. Para t = ¢'? € T, a série de Fourier S[a] da fungio a
€ a série trigonométrica
+00
in@
Sla] ~ > a,e'".
n=-—oo

Denotamos por S, (a) a n-ésima soma parcial de S[a], isto €,

(Su(@))(0) = S,(a,0) = Z a;e'l”.

j=n

A n-ésima média aritmética de S,,(a) é entao dada por

0u(a) = —— (So(a) + Sy (@) + ... + S, (),

que é usualmente designada por n-ésima média de Fejér-Cesdaro. Naturalmente temos que

0, € P e sabemos que

oula) =2, @

na norma L'(T).

E ainda possivel provar que, sendo a um elemento de C(T), 0,,(a) converge para a na

norma C(T), como vamos ver no préoximo resultado.

Teorema 6.3.8 ([13, Capitulo I, Teorema 2.11]). Seja C(T) o espago de todas as fungoes

continuas em T com norma

lallcry = sup la(t)l, a€ C(T).
teT

Consideremos a € C(T). Temos que
llow(a) ~allcry —> 0.

Uma vez que L®(T) C L'(T), entéo faz sentido considerar o,(a) quando a € L*. Além
disso, atendendo a defini¢ao de média de Fejér-Cesaro, temos que L(o*n(a)) gera um ope-

rador limitado em ¢?(Z) e portanto o,(a) € M.

Lema 6.3.9 ([7, Lema 2.44]). Sejam a € M, e 0,,(a) a n-ésima média de Fejér-Cesdro de a.

Entao, para todo o n € N, temos que

llon(allp < llall,.
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Lema 6.3.10 ([5, Lema 6.2]). Temos que
CnBvVce,cC.

Demonstragdao. Seja a € CNBV. Pelo Lema 6.3.9, sabemos que para todo n € N, a média

Fejér-Cesaro o, (a) de qualquer a € M, satisfaz a desigualdade
llown(@)ll, < llall,- (6.3.1)

Uma vez que 0,(a) € P para todo n € N, entao basta provar que ||a — o, (a)|l, — 0.

Se p = 2, entao, pelo Teorema 6.3.8, vem que
la—ou(a)llz = lla—oy,(a)lli~ < lla—oy(a)llcry — O.
Se p # 2, entdo podemos utilizar o Teorema 2.3.4 obtendo
lla = a(@)ll, < lla— oy (@)lly lla— o (@)I3 = lla = oy (@)lI5™° lla = 0u(a)llfe,

para algum p € |1,2[ U ]2,00[ e algum 0 € ]0,1[. Entao por (6.3.1) e pelo Teorema 6.2.8

temos
la - o, (a)ll5 < 2llally < 2C5 (llall~ + Var(a)),
pelo que
la=04(@ll, < (2G5 (lallc= + Var(a))) " lla - o, (@)l — 0.

Portanto a € C,.
Vejamos agora a outra inclusao. Seja a € C,. Entao a € M, e por isso existe uma

constante K < co tal que
llall, < K.
Aplicando o Lema 6.2.6 obtemos
llallz = llall~ < lall, <K,

pelo que a € M. Consequentemente M, C M,, o que implica que €, C C, = C, pela
Observacao 6.3.4. O

6.3.2 Localizagao dos operadores discretos de Wiener-Hopf

O nosso objetivo agora é a construc¢ao de uma cobertura que permita a aplicacao do
Principio local de Gohberg-Krupnik a algebra o = B(¢P(Z,))/K(€P(Z,)). Recordemos que
denotamos a classe de equivaléncia T + K(¢(P(Z,)) € o por T™.

Comecemos por um resultado auxiliar.
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Proposicao 6.3.11 ([7, Proposicao 2.14]). Sejam a,b € M,,. Entdo

T(ab) = T(a)T(b) + H(a)H(b),

(o)

j k=0

(o)

e H(b) = (b_j__q )j,k:O'

com H(a) = (aj+k+1)

Estamos agora em condigoes de provar que as classes de equivaléncia de of comutam

entre si.

Lema 6.3.12 ([5, Lema 6.3]). Seae M, e f € C,, entao
T™af)=T™ (a)T™(f)=T"™(f)T™(a).
Demonstragdo. Sejam a € M, e f € C,. Pela Proposigao 6.3.11, temos que

T(af) = T(a)T(f)+H(@)H(f),

(o) (o)

onde H(a) = (41 )j,k:O e H(f) = (fjok1 )].,k:O-

Como H(a) € uma parte de L(a) e a € M, entao H(a) induz um operador limitado em
{P(Z,). Por outro lado, como f € C,, por definicao, f € o limite em M, de uma sucessao
{fi}nen de elementos de P. Logo, para cada n € N, os coeficientes de Fourier de f, sao
iguais a zero a partir de certa ordem, pelo que o operador H(f,,) é de caracteristica finita,
para cada n € N. Assim, a Proposicao 4.3.2 garante que, para cada n € N, H(f,) é um
operador compacto.

Além disso, temos que

IH ()= H(f)l = 1H(f = fll < IL(f = Sl = If = full, — ©.

Portanto H(f) é o limite de operadores compactos e, por isso, H(f) é um operador
compacto pelo Teorema 4.2.6. Sendo H(a) um operador limitado e H(f) um operador

compacto, H(a)H(f) é um operador compacto segundo o Teorema 4.2.7. Logo
T™(af)=T™(a)T"(f).

Analogamente se prova que T"(fa) = T™(f)T"™(a), demonstrando-se neste caso que

H(f) é um operador compacto e H(a) é um operador limitado. O

Definicao 6.3.13. Para v € T, definimos N, como sendo o conjunto de todas as fungoes
f € C1(T) com as seguintes propriedades:

(i) 0<f<1;
(ii) f =1 paraalguma vizinhanga aberta Uy de 7;
(iii) existe uma vizinhanca aberta Wy de t tal que
xgWr= f(x)=0;
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(iv) f € mon6tona em W\ Uy.

Temos que ||f||;~ = 1 e Var(f) = 2, para todo f € N,. E, pelo Teorema 6.2.8, concluimos
que T™(f) € A, para todo f € N,.
Denotemos por M, o conjunto

M, = {Tn(f) : f € Neb
Lema 6.3.14. {M,}.cT € uma cobertura.

Demonstragdo. Seja T € T. Uma vez que 0 ¢ N, entao 0 € M,. Para T™(f;), T™(f,) € M,
temos que f;f = ff; = f, com j = 1,2, para f € N, com suporte suficientemente pequeno.
Como Var(f) = 2 para qualquer f € N, entao N, C BV. E atendendo a que N, C C
por definigao, concluimos que N, C CN BV. Logo o Lema 6.3.10 garante que f € C,, para
qualquer f e N,.
Ora, pelo Lema 6.3.12 temos que

T™({)T™(f) = T™()T™(f;) = T™(f), j=1,2.

Portanto M, é uma classe localizadora para todo r € T.
Seja agora {T™(f;)}rer uma familia de elementos tais que T™(f;) € M,. Sendo T um

conjunto compacto, existe uma subfamilia finita {fT],};.ﬂ:1 tal que

§=fo +-tfr, 2€>0.

Logo g é invertivel com g~! € C!(T) € CN BV, pelo Lema 6.3.5. Pelos Lemas 6.3.10 e
6.3.12, temos que

T™(g™HT™(g) = T™(g)T™(g™") = T™(1),
o que prova que T7(g) é invertivel. Consequentemente, {M,},c1 é uma cobertura. O

Lema 6.3.15 ([5, Lema 6.4]). Seja t € T. Se a,b € PC, e a(t +0) = b(t +0), entdo T™(a) e
T™(b) sao M -equivalentes.

Demonstragdo. Seja t € T e suponhamos que a,b € PC,, e a(t +0) = b(t +0). Por definicao

de PC,, existem sucessoes {a,},en € {b,}en constituidas por elementos de BV tais que
la, —all, — 0 e b, = bll, — 0.

Podemos entao assumir que a,(t +0) =a(t +0) e b, (t £ 0) = b(t £ 0). Por outro lado,
atendendo a definicao de M ,-equivaléncia, se T"(a,,) e T™(b,) sdo M,-equivalentes para
todo n € N, entao T™(a) e T™(b) também sao M, -equivalentes. Podemos entao assumir,
sem perda de generalidade, que a,b € BV.

Pelos Lemas 6.3.10 e 6.3.12 temos que

(T @-17@) T7(5)| = |77 (T™(@) - (0| < a = b1 (6.3.2)
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para todo f € N,.

Ora, é possivel construir uma sucessao {f,},cn de elementos de N, de tal maneira que
a vizinhanca aberta Wy (onde a fungao f,;; nao se anula) esteja contida na vizinhanga
aberta Uy, (na qual a fungao f, toma o valor 1). Deste modo, as funcdes f, tém suporte

cada vez menor e por isso temos que

ll(a=b)full2 = ll(a=b) full > — 0.

E por isso no caso p = 2, atendendo (6.3.2), temos que

(7@ - T*(0) T™( 1)

= |5 (T"(@) - (0| — 0.

donde T™(a) e T™(b) sao M -equivalentes.
Caso p # 2, entao pelo Teorema 2.3.4,

lta=b)fullp < li(@ =) fullyll(a = b) £,l13

para algum p € ]1,2[ U ]2,00[ e algum 0 € ]0,1[. Ora, como a,b € BV e f, € N C BV para

todo n € N, entdo pelo Teorema 6.2.8 existe uma constante Cyz < co tal que

lta=b)fully < C (@ = b) full + Var((a=b)f,)).

Logo [[(a=b)fll, — 0 e portanto, atendendo a (6.3.2), T™(a) e T™(b) sao M,-equivalentes.
O

Definig¢ao 6.3.16. O nimero total de voltas no sentido anti-horario que a curva a realiza

em torno da origem é designado por winding number e denotamos por wind a.

Apresentamos agora o resultado principal deste capitulo. Este resultado permite-nos
saber se o operador discreto de Wiener-Hopf é um operador de Fredholm através de
uma ferramenta algebricamente simples: s6 precisamos saber se o seu simbolo tem zeros
no circulo unitario. Mais, caso o operador seja de Fredholm, existe uma relacgao entre o

winding number do seu simbolo e o indice do operador.

Teorema 6.3.17 ([5, Teorema 6.5]). Seja a € C,. O operador T(a) é um operador de Fredholm

em LP(Z,) se, e so se, 0 simbolo a ndo tem zeros em T. Neste caso,
ind T(a) = —wind a.

Demonstragdo. Seja a € €,. Suponhamos que a(t) # 0 para todo t € T. Pelo Lema 6.3.12
temos que T™(a) € Com M com M = [J;cr M,. Atendendo ao Corolario 6.3.6, temos que
€, € PC,, peloquea € PC,,. Porisso, pelo Lema 6.3.15, T™(a) € M, -equivalente a a(7)T™(1)
paracadateT.

Uma vez que a(t)T™(1) tem inverso ﬁT”(l), concluimos pelo Teorema 3.3.13 que
T™(a) é invertivel. Logo, pelo Teorema 5.3.2, concluimos que T(a) é um operador de

Fredholm.

72



6.3. CRITERIO DE FREDHOLM PARA O OPERADOR DISCRETO DE
WIENER-HOPF

Suponhamos agora, com vista a um absurdo, que a(7) = 0 para algum 7 € T e que T(a)
€ um operador de Fredholm.

Pelo Teorema 5.3.2, T™(a) é invertivel e por isso também é M -invertivel. Ora, pela
Lema 6.3.15, temos que T™(a) é M,-equivalente a a(t)T™(1) = 0, pelo que 0 é M, -invertivel
pela Proposicao 3.3.3, o que é absurdo.

Provemos agora a igualdade. Suponhamos entéo que a nao tem zeros em T. Seja b € C,,
tal que [la —b||, € suficientemente pequena, isto €, existe 77 > 0 tal que |la—bl|, < 7.

Ora, temos que

T (b~ a)llser(z,) <n-

Logo o Teorema 5.2.13 garante que T(b) é um operador de Fredholm e que ind T(b) =
ind T'(a). Podemos entao escolher b € P nestas condigoes, visto que a € um elemento de C,,.
Podemos também assumir que b nao é igual a zero e wind b = wind a. De facto, se dese-
nharmos a volta do grafico da fungdo a uma faixa de largura 27, entao o grafico da fungao
b fica contido dentro desta faixa. Isto significa que podemos escolher 7 suficientemente
pequeno de modo a que esta faixa nao contenha zeros. Consequentemente, o numero de
voltas que a curva da funcao b realiza em torno da origem é igual ao nimero de voltas da
curva da funcao a.

Uma vez que b € P, podemos factorizar b do seguinte modo (cf. [11, Subcapitulos 3.1,
3.2])

b(z) = b_(2)2""™’b, (), zeC\ {0},

com b, € P tais que b_(z) 0 para 1 <|z|<ooe b (z) =0 para |z| < 1.

Consequentemente,
T(b) = T(b_)T (V™40 T(b,).

Atendendo a que T(b,) tem inverso T(b3!), entdo ind T(b,) = 0.
Por outro lado, para n € Z consideremos a fungao ¢, (t) = t", t € T. O coeficiente de

Fourier de ordem m de ¢,,, ¢,, ,,, € dado por

1, sen=m
(Pn,m =
0,sen=m
Assim,
T(¢n): xj}jez, = (0,...,O,x0,x1,...), sen>0
~—
n
T(¢n): {xj}]-GZ+ — (x|n|,x|n|+1,x|n|+2,...), se n<0.
Consequentemente,
. 0,sen>0 . n,sen>0
dimKer T(¢,,) = e codimImT(¢,)=
|n], sen<0 0,sen<0
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Portanto ind T(¢,,) = —n para todo n € Z.
Deste modo, pela Proposi¢ao 5.2.9, concluimos que

ind T(a) = ind T(b) = ind T(b_) + ind T(+"1"4%) + ind T(b,) =

=ind T(#""4%) = —wind b = —wind g,

como queriamos provar. O

6.4 Trabalho futuro

Apesar de haver bastante literatura dedicada ao estudo das propriedades de Fredholm
de operadores discretos de Wiener-Hopf no espago das sucessoes {P(Z,), nao existem
praticamente estudos destes operadores em espacos de sucessdes mais gerais, 0s espagos
de Orlicz que definimos de seguida.

Consideremos o espaco de Banach ¢P(Z,) com 1 < p < oo. Para cada sucessao de

numeros complexos a = {a , temos que
nineZ,

. o [l
= f > 0 . — <1 )
llaller(z,) = in {C ;:O(P( - ]S

onde ¢(t) = tP é uma fungao convexa, crescente e ndo-negativa em [0, co[. Os espagos de
sucessoes de Orlicz surgem na tentativa de generalizagao do espaco ¢?(Z, ), substituindo
a funcao ¢(t) por uma funcao arbitraria convexa, crescente e nao-negativa, designada por
funcao de Orlicz.

Assim, definimos o espago de sucessoes de Orlicz em relagao a fun¢ao ¢ como sendo o

lay|

espaco de Banach de todas as sucessoes {a,},cz, € CN tal que Y22, (j)( A

c>0.

) < oo para algum

Acredita-se que seja possivel, como trabalho futuro, generalizar alguns dos resultados
deste capitulo ao caso dos espagos de sucessoes de Orlicz, como por exemplo a desigual-
dade de Stechkin que é um dos resultados chave para chegar ao Teorema 6.3.17. Para um
estudo mais aprofundado deste assunto, é possivel consultar as obras [17, 19].
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