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Resumo

A presente dissertacdo tem como principal objetivo o desenvolvimento de
metodologias capazes de minimizar a massa de estruturas reticuladas planas, sujeitas a
constrangimentos de tensdo, de modo a otimiza-las a nivel dimensional e topol6gico com

selecdo de material. Estas metodologias permitem projetar estruturas leves e resistentes.

Para o desenvolvimento desta metodologia foram utilizadas duas variaveis de
projeto, otimizadas simultaneamente: densidade artificial e area das seccGes das barras.
A variavel area é encarada como a varidvel topoldgica e dimensional, ficando a variavel
de densidade artificial responsavel pela selecdo 6tima de materiais para a estrutura,
deixando de haver necessidade de modelar a fase de vazio recorrendo a variavel de
densidade artificial. Permite ainda a obtencéo de estruturas em fully stressed design. Os
problemas considerados podem ter até trés fases de material sélido, para além de se
considerar a fase de vazio ou de auséncia de material. O leque de problemas abrangido
nesta dissertacdo corresponde a problemas SMTO (vazio + 1 material sélido), MMTO2
(vazio + 2 materiais sélidos) e MMTO3 (vazio + 3 materiais s6lidos). Para selecionar o
material recorre-se a trés leis de interpolacdo, DMO, SIMP e SFP, com o intuito de as
comparar e concluir sobre a sua eficacia. A formulacdo dos problemas é elaborada com
recurso a fungdes continuas e diferenciaveis para que possam ser utilizados métodos de

otimizacdo baseados no gradiente, nomeadamente 0 MMA.

A metodologia desenvolvida nesta dissertacdo é testada para seis exemplos
numéricos de complexidade crescente. Os resultados obtidos comprovam a eficiéncia e
viabilidade desta metodologia na obtencdo de estruturas leves e resistentes. Verifica-se
também que a adicdo das areas como variavel de projeto reduz o custo computacional, o

problema converge mais depressa.

Palavras-Chave: Otimizacgéo; Topologia; Multimaterial; Constrangimentos de tensao;

Trelicas.
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Abstract

The main goal of this dissertation is to develop a methodology able to minimize
the mass of a truss structure subject to stress constraints. This implies the application of
a dimensional and topological optimization, with selection of different materials.
Concerning this, the developed methodology can ultimately be used in lightweight and

strength truss structure’s design.

To develop this methodology, two design variables were considered which were
optimized simultaneously: artificial density and areas of the bar cross sections. The areas
of the bars can be seen as a topological and dimensional variable, while artificial densities
are responsible for the optimal distribution of different materials selected from an
available pool. Furthermore, adding the area variable allows the computational cost to be
reduced and a fully stressed design is approached. In view of this, the problems
considered in the present framework have up to three phases of solid materials and a void
phase (or absence of material). The range of problems covered in the present framework
correspond to SMTO problems (void + 1 solid material), MMTO2 problems (void + 2
solid materials) and MMTQO3 problems (void + 3 solid materials). To select the material’s
phase, three interpolation laws are used, DMO, SIMP and SFP, and a comparative study
is carried out to conclude about their efficiency. The problems are formulated using
continuous and differentiable functions, which can be solved by a gradient-based
algorithm, namely, the MMA.

The methodology developed in this dissertation is tested for six numerical
examples with increasing level of complexity. The obtained results prove how viable this
methodology is in obtaining lightweight and resistant truss structures. It is observed that
the addition of areas as design variables reduces the overall computational cost, speeding

up problem convergence.

Keywords: Optimization; Topology; Multimaterial; Stress constraints; Truss.

X1






Simbologia e Notagoes

Latim

A,

A;

Ao, ;, d;
Ci» CMMA
C

E

E.

Em
E,E;j
E,

f

fifo

Area do elemento e

Valor inicial da area de sec¢do da barra

Parametros relativos ao MMA

Parametro da violagéo de constrangimentos do MMA
Compliance

Modulo de Young

Mddulo de Young do elemento e

Maodulo de Young da fase de material m

Tensor de rigidez

Tensor de rigidez do elemento e

Vetor de carregamentos

Funcéo objetivo

Funcdo de aproximacdo a funcdo objetivo

Constrangimento de desigualdade i

Funcdo de aproximacao ao constrangimento de desigualdade i
Maodulo de distor¢édo

Constrangimento de desigualdade

Constrangimento eliminagdo de materiais ficticios no elemento e
Constrangimento de tensdo no elemento e para o caso de carga |
Constrangimento de penalizacdo de densidades intermedias
Constrangimento de igualdade

Numero de iteragdes total

NUmero de iteragdes no primeiro intervalo

Numero de iteragdes no segundo intervalo

Iteracdo onde se inicia a variagdo do valor ¢

Iteracdo onde termina a variacgdo do valor

Matriz de rigidez global

Vetor das funcdes de forma do elemento barra

XV



LC

crit

P1
P2
P3

Comprimento do elemento e

NUmero de casos de carga

Numero de constrangimentos criticos

Numero total de constrangimentos

NUmero de elementos finitos

NUmero de fases de material

Numero de iteragdes

Numero de fases de material solido

Numero total de variaveis de projeto

Carga aplicada

Expoente de penalizacdo do modelo SIMP

Expoente de penalizagdo da densidade especifica
Expoente de penalizagdo do modulo de Young

Expoente de penalizacdo da tensdo admissivel

Expoente de penalizacdo do modelo RAMP

Variavel de posicdo espacial do dominio Q

Matriz transformacdo de coordenadas

Vetor de deslocamentos no referencial global do elemento
Vetor de deslocamentos no referencial local do elemento
VVolume imposto

Funcéo de peso

Funcdo de peso relativa a fase i

Funcéo de peso para a selecdo do material m no elemento e
Vetor das variaveis de projeto

Vetor das variaveis de projeto na iteragdo k

Vetor das variaveis area das sec¢oes

Variavel da area associada ao elemento e

Vetor das variaveis densidade artificial

Vetor das variaveis densidade artificial e &rea das seccoes

Variavel de densidade artificial associada ao elemento e

XVI



Grego

g &k

(gc)

Variavel de densidade artificial associada a selecdo da fase de
material m no elemento e

Varidvel de densidade artificial associada & selecdo da fase de
material m

Limite superior das variaveis de projeto

Limite superior da variavel de densidade artificial
Limite inferior das variaveis de projeto

Limite superior da variavel de densidade artificial
Vetor das variaveis artificiais do subproblema do MMA
Vetor de carga adjunta, dummy load vector

Variavel artificial do subproblema do MMA

Angulo de transformacao de coordenadas

Percentagem de iteracdes iniciais com parametros constantes
Pardmetro do e-relaxation, parametro do constrangimento g¢
Extensédo no elemento e

Tensor das deformactes

Vetor de extensdo macroscopica

Parametro do constrangimento g¢

Vetor adjunto

Densidade especifica do elemento e

Densidade especifica da fase de material m

Tensor das tensdes

Tensdo axial no elemento e

Tensao axial no elemento e para o caso de carga |

Tensdo admissivel no elemento e

Tensdo microscépica no elemento e

Tensdo macroscopica no elemento e

Tensdo admissivel da fase de material m

Coeficiente de Poisson

Funcéo degrau

XVII



Qmat

qvaz
|Qmat|
12

Abreviaturas

DMO
DTU
FSD
KKT
LSM
MEF
MMA
MMS
MMTO
NPR
NTE
PFM
RAMP
RMMI
SFP
SIMP
SMTO
SQP
UMMI

Caracteristica arbitraria do material

Caracteristica arbitraria da fase de material m

Funcéo genérica

Somatorio dos termos quadraticos do constrangimento g
Funcdes de forma de um elemento isoparamétrico
Dominio de projeto

Subdominio ocupado por material

Subdominio ocupado por vazio

Volume do subdominio ocupado por material

Volume do elemento e

Discrete Material Optimization

Danish Technical University

Fully Stressed Design

Karoush-Kuhn Tucker

Level-Set Function

Método dos Elementos Finitos

Method of Moving Asymptotes

Multi Material Selection

Multi Material Topologu Optimization
Negative Poisson’s Ratio

Negative Thermal Expansion

Phase-Field Method

Rational Approximation of Material Properties
Recursive Multiphase Materials Interpolation
Shape Function Parameterization

Solid Isotropic Material with Penalization
Single Material Topology Optimization
Sequential Quadratic Programming

Uniform Multiphase Materials Interpolation

XVIII



Indice Geral

F | =T [T [ 01T o oSO STSSPR IX
RESUIMO ... e Xl
ADSTFACT ... e X111
YTl oTo] [T E= Q=T A\ 0] =Yoo L= SR XV
INAICE GEIAL.......eoeicecee et XIX
INAICE A8 FIGUIAS ......oovcveeee ettt XX
INAICE 08 TADRIAS ...ttt XXV
IR | 1 oo ¥ Tor= o ISP 1
1.1 MOTIVAGED ...ttt bbbttt b bbb 1
1.2 ODJBEIVOS. ..ttt bbbt bbbttt 2
LB ESIIULUIA ..ot 3

2. ESTA00 08 AT ... 5
2.1 INEFOTUGED ...ttt bbbttt sttt ene s 5
2.1.1 Dominios da Otimizagao EStrutural .............cccooerrieeneneiinesee e 5
2.1.2 Formulacéo de Problemas de Otimizagao .........ccccceevvevvevieeieiieie e 9

2.2 Algoritmos de OtIMIZAGAOD.........ccveviiieiecie et 10
2.2.1 Métodos de otimizacao baseados no gradiente...........ccooevvvererenennneiinenns 10
2.2.2 Métodos de Otimizagdo ndo baseados no gradiente...........cccceeveneienvnennnns 12
2.2.3 Anélise de SensSibilidades ............ccoeieiiiiiiii e 13
2.2.3.1 Metodos ANAIITICOS. ........civeeeiiriiiecieie e 13

2.2.3.2 Métodos das Diferengas FINItas.........cccoeiererininininieieese e 16

2.3 Otimizag80 TOPOIOGICA ...cvveveerriiiiieiieie e 17
2.3.1 Formulagé@o do problema diSCreto .........cceveeiirieiiiiiie e 18
2.3.2 Formulacao do problema relaxado ... 20

XIX



2.3.3 Constrangimento de tENSAO..........ceiverieiieeieerie e 21

2.3.3.1 £-TeIAXALION ... s 23
2.3.3.2 QP-8PPFOACH ..ot 24

2.4 Otimizagdo MUltimaterial............c.coviieiiiie i 26
2.4.1 SIMP TECUISIVO ....viiiieieiisie ettt 27
2.4.2 DMO - Discrete Material Optimization ............c.ccocviiriiieienenescie s 29
2.4.3 SFP — Shape Function Parameterization .............cccoovvviieieienenc s 31

3. Leis de INtErPOlaGAD ........cciiiiieeee e 35
L DMO et ne e 35
L2 SIMP e ne e 37

B 3 S P bbb ae et 39
3.4 ANALiSE COMPATALIVA .....coviviieiiiiiiieieeeie ettt be e 42
4. Formulagao dos Problemas...........cccooiiiiiieie i 47
4.1 Variaveis, Funcdo Objetivo e Constrangimentos ...........ccceevveeeveeriesieseese e 48
A. 1.1 VATTAVEIS ..ttt sttt ne et e 49
4.1.2 FUNGAOD ODJELIVO ...t 50
4.1.3 CONSLrANGIMENTOS .....cvvevieiecie sttt ettt ettt e sre e sreeee e nas 50

4.2 Categorias dos Problemas de Otimizagao ...........cccceevevieveeie i 52
4.2.1 Formulagdo com variavel densidade artificial...........ccccoooeorieiiiniicininnn, 53

A.2. 1.1 SMTO oottt ettt sttt b et nre e 53
B.2.1.2 MIMTOM ..ottt nee e 54

4.2.2 Formulagdo com Variavel rea............coovvieieiiieie e 55
4.2.3 Formulagdo com variavel densidade artificial @ area ...........cccoceveveiinnnnenne. 56
A.2.3 L MMTOZ....c ettt b et enee e 57
B4.2.32 MMTOBSB ...ttt re e 58

4.3 Estratégia de PEeNaliZaGh0 ..........ccccevueiiiiiiiieieiesiese e 59

5. Célculo das SensibIlidades ... 63



oI A V1 (o7 0 I o] ][ £ Y7o ISR 63

5.1 DIMO ..ttt ae e nae e 64
S.L2 SIMP ..t 64

0. .8 SR e 66
5.2 Constrangimento de tENSAOD.........cvcvueieeieeie e ere st se et ns 66
5.2 1 DIMO ..ttt ae e nae e 69

5. 2.2 SIMP ... b 69
5.2 3 S P e b e 71
5.3 Constrangimento para eliminacdo de materiais fictiCios.............cccccevvveiieciecnennn. 71
5.4 Constrangimento de densidades intermeédias............cccovvevvereiiieveere s 72
CRESUITATOS ... 73
6.1 Analise Geral dos ReSUITAdOS ..........coeiiiiiiiiieee s 77
6.1.1 ReSUItad0S SIMTO .....ccuoiiiiiiieeieieee e 77
6.1.2 ReSultadoS MMTOZ ........ciiiiiiiiieiees e 79
6.1.3 ResUltados MIMTO3 ........ooiiiiieierieee et 81
6.1.4 Harmonizacao dos parametros de Otimizagao ..........ccevvvverveieneeseein e 82
6.1.4.1 Variavel de Projeto: Densidade Artificial, Xp ........ccocevrineiiiciinnnnn 84
6.1.4.2 Variavel de Projeto: Area, XA ........cccocovveveeevivereriesisesessesesssesssnenens 86
6.1.4.3 Variaveis de Projeto: Densidade Artificial e Area, Xp, A......cccocvveune. 86
6.1.5 DiSCUSSE0 de reSUITAdOS .......ccveviieiieiiiceiee e 87
6.2 TreliGa 10 DAITAS .....ccuveiieieiie ettt 89
6.3 TIeliGa 11 DAITAS .....ecveeieeiecie sttt 90
6.4 TrEliGA 2L DAITAS ... et 91
6.5 TreliGa 26 DAITAS .....ccveiiieiieiieee e 92
6.6 TreliGa 36 DAITAS .....cceiiiieiiiie et 93
6.7 Treliga 110 DAITAS ...cc.veiveeeee e 94
. Conclusdes e Trabalnos FULUIOS .........cccooiiiiiieieee s 95



T L CONCIUSDES.....c.ce ettt e ettt e e e e e e e e e e e e e e e e e ee s 95

7.2 TrabalNoS FULUIOS ..., 98
BIDHOGIATia. .. .ccueiieiei e 99
N =) (01T 107

Anexo A — Reduc¢do da massa da estrutura otimizada com adicéo das areas e fases de

PNMAEEITAL ...ttt nnnnnne 109

XX11



Indice de Figuras

Figura 2. 1 — Exemplos de Ground Structure. A esquerda algumas conectividades. A
direita todas as conectividades possiveis. Adaptado de [6].......cccccererrierirniincnieinenienn 6

Figura 2. 2 — a) Reforgos do bordo de ataque e fuselagem interna de uma porta de um
Airbus A380. b) Projeto do automovel de Jaguar Cars Ltd [52]......ccccccvvveiiveveiieieenns 7

Figura 2. 3 — Estrutura reticulada (interna) de um autocarro obtida através de otimizagao
topoldgica multimaterial [9]. ....ov e 8

Figura 2. 4 — Relacdo entre as propriedades de material e a variavel densidade artificial,

consoante a penalizacdo da lei SIMP. Adaptado de [43]. ....ccoceeveieiievecieceece e 21
Figura 2. 5 — Espacgo de projeto e otimo singular. Adaptado de [19]. ......cccccocevirrrinne. 23

Figura 2. 6 — Espaco de projeto utilizando a) ¢ = 0,01 e b) ¢ = 0,001. Adaptado de [19].

Figura 2. 7 — Elemento isoparamétrico no referencial natural. Adaptado de [46]. ........ 31
Figura 2. 8 — Elemento isoparamétrico representado no novo referencial Oxe, 1, xe, 2. 32

Figura 2. 9 — Representacdo grafica das funcdes de forma. Adaptado de [49]. ............. 32

Figura 3. 1 — Representacdo grafica da lei DMO, para interpolacdo de trés fases de

material, utilizando trés expoentes de penalizacdo diferentes. ............ccccovevveveiieieennnns 36
Figura 3. 2 — Funcdes de peso da lei DMO para trés fases de material, com p = 3...... 37

Figura 3. 3 — Representacdo grafica da lei SIMP, para interpolacdo de trés fases de

material, utilizando trés expoentes de penalizacdo diferentes. ...........cccocevviirienicininne. 38
Figura 3. 4 — Funcdes de peso da lei SIMP para trés fases de material, com p = 3...... 39

Figura 3. 5 — Representacdo grafica da lei SFP, para interpolacdo de quatro fases de

material, utilizando trés expoentes de penalizacdo diferentes. ...........ccocevevvvienivirinnnne. 40
Figura 3. 6 — Funcdes de peso da lei SFP para quatro fases de material, comp = 3.... 41

Figura 3. 7 — Demonstracdo da transicdo das zonas porosas (a cinzendo) para zonas de

densidades 1 ou O (a preto ou branco), aplicando filtro das densidades [48]................. 42

XX


file:///C:/Users/Cláudia%20Almeida/Tese/Doc/Texto/Claudia-Almeida-v6.docx%23_Toc57585778
file:///C:/Users/Cláudia%20Almeida/Tese/Doc/Texto/Claudia-Almeida-v6.docx%23_Toc57585778
file:///C:/Users/Cláudia%20Almeida/Tese/Doc/Texto/Claudia-Almeida-v6.docx%23_Toc57585779
file:///C:/Users/Cláudia%20Almeida/Tese/Doc/Texto/Claudia-Almeida-v6.docx%23_Toc57585779
file:///C:/Users/Cláudia%20Almeida/Tese/Doc/Texto/Claudia-Almeida-v6.docx%23_Toc57585780
file:///C:/Users/Cláudia%20Almeida/Tese/Doc/Texto/Claudia-Almeida-v6.docx%23_Toc57585780
file:///C:/Users/Cláudia%20Almeida/Tese/Doc/Texto/Claudia-Almeida-v6.docx%23_Toc57585781

Figura 3. 8 — Selecao da fase de material, para p = 3, na superficie de interpolacdo gerada
pela lei @) DMO; b) SIMP; C) SFP. oot 45

Figura 4. 1 — Superficies de interpolacdo das caracteristicas do material, para os valores

finais dos expoentes de penalizacdo. Adaptado de [18]. .....ccccccevveviiiieiieii e 60
Figura 4. 2 — Representacdo grafica da estratégia de penalizacdo [18]..........cccccvervrennene 61
Figura 5. 1 — Elemento finito barra arbitrario..........c.ccoceviiiiiiiii i 67
Figura 6. 1 — Dados da trelica de 10 Darras. .........ccceeeevieiieircie e 74
Figura 6. 2 — Dados da trelica de 11 DArras. ........ccocevveeeieiienenesieseeeeee s 74

Figura 6. 3 — Dados da trelica de 21 barras (representada por 11 barras e condicOes de

L] (T ) USSP 75
Figura 6. 4 — Dados da treliga de 26 Darras. .........cccceeeeieiverecie e 75
Figura 6. 5 — Dados da treliga de 36 DArras. ...........ccooveeieieniieneeeeee s 76

Figura 6. 6 — Dados da trelica de 110 barras (representada por 55 barras e condigdes de

ST LC] (T ) USSP 76

XXIV


file:///C:/Users/Cláudia%20Almeida/Tese/Doc/Texto/Claudia-Almeida-v6.docx%23_Toc57585942
file:///C:/Users/Cláudia%20Almeida/Tese/Doc/Texto/Claudia-Almeida-v6.docx%23_Toc57585986
file:///C:/Users/Cláudia%20Almeida/Tese/Doc/Texto/Claudia-Almeida-v6.docx%23_Toc57585987
file:///C:/Users/Cláudia%20Almeida/Tese/Doc/Texto/Claudia-Almeida-v6.docx%23_Toc57585987

Indice de Tabelas

Tabela 2. 1 — Exemplos de possiveis variaveis de projeto, funcdo objetivo e
constrangimentos. Adaptado de [12]. .....cccooiiiiiiiiiiieeree e 9

Tabela 2. 2 — Classifica¢do dos problemas de otimizacao topologica consoante o nimero

de fases de material Nmat e o numero total de fases Nf. Adaptado de [18]. ............... 26

Tabela 2. 3 — Selecdo da fase de material através das funcbes de forma do elemento

isoparamétrico, consoante as coordenadas dos Vértices, (xe, 1,x€,2) ...ccccevvrvnererennnn. 33

Tabela 3. 1 — Variaveis de projeto associadas a selecdo de cada uma das trés fases de
material, NAa 181 DMO. ......cciiiiiiie bbb 36

Tabela 3. 2 — Variaveis de projeto associadas a selecdo de cada uma das trés fases de
MaAterial, NA BT SIMP. ... e st eaaee s 38

Tabela 3. 3 — Variaveis de projeto associadas a cada uma das quatro fases de material, na
LTI S SPS TR 40

Tabela 4. 1 — Variaveis necessarias para cada categoria de problemas, por elemento finito,

para a lei SIMP e DMO, para 1, 2, 3 e m fases de material solido. ............c.ccccevverurennne 48

Tabela 4. 2 — NUmero de variaveis de projeto, nv, e de constrangimento, nc, consoante o

Problema CONSIAEIATO. .........covveiiiiecie e re e 52

Tabela 4. 3 — Formulagdo do problema SMTO, utilizando a densidade artificial como

VarTAVE] 08 PrOJELO. ....vevieeiiieiite ittt 53

Tabela 4. 4 — Propriedades do material interpoladas com a lei DMO e SIMP, para SMTO.

LEIA-SE Y COMO 0, E € Gueeveeeieeeee ettt et st 54

Tabela 4. 5 — Formulagéo dos problemas MMTOm, utilizando a densidade artificial como

VarTAVE] 08 PrOJELO. ...vvivieeiiieiite sttt bbb 54

Tabela 4. 6 — Propriedades do material interpoladas com a lei DMO, SIMP e SFP, para
MMTO2 e MMTOS3. Leia-S€ ¥y COMO P, E € G ..eevveeeiiieiieieeie e 55

XXV



Tabela 4. 7 — Formulacédo do problema SMTO, utilizando a &rea como variavel de projeto.

Tabela 4. 8 — Formulacéo do problema MMTO?2, utilizando a densidade artificial e a area

COMO VariAVelS A€ PrOJELO. .....cviiieeie ettt te e e ns 57

Tabela 4. 9 — Propriedades do material interpoladas com as leis DMO e SIMP, para

MMS2. LEeia-Se ¥ COMO P, E € G- .eovvverieeiiesieeie sttt sttt sne e 57

Tabela 4. 10 — Formulacéo do problema MMTO3, utilizando a densidade artificial e a
area ComO Variaveis de PrOJELO. ......coviirieieieiierieerie et 58

Tabela 4. 11 — Propriedades do material interpoladas com a lei DMO e SIMP, para

MMS3. LEeia-SE ¥ COMO P, E € G oecvveeeciieiieeitesie sttt ste sttt e re e 58
Tabela 4. 12 — Variacdo dos expoentes de penalizacdo e parametro epsilon. ................ 59
Tabela 4. 13 — Parametros considerados constantes e respetivos valores ...................... 61

Tabela 5. 1 — Sensibilidade da funcdo objetivo em relacéo as varidveis de projeto....... 64

Tabela 5. 2 — Célculo de sensibilidades do constrangimento de tensdo em relagdo as
variaveis de projeto de densidade € Area ...........ccvcveveeeriereiese e 68

Tabela 6. 1 — Propriedades das fases de material consideradas.............ccocvrvververienennnne. 73

Tabela 6. 2 — Topologia final dos exemplos em estudo, SMTO, para otimizagdo com (1)
densidade e (2) area, separadamente, para cada uma das leis de interpolacdo, DMO e
SIIMP. ettt Rttt e bt n e bt et eneareen 77

Tabela 6. 3 — Valor da funcdo objetivo, massa, e reducdo desta em resultado de se passar
da variavel de densidade para a variavel de area.............cccccevveeiviie i 78

Tabela 6. 4 — Topologia e distribuigdo de material, MMTO?2, dos exemplos em estudo,
para otimizacdo com (1) densidade e (2) densidade + area, para cada uma das leis de
INterpolagdo, DIMO € STIMP. ......oiiiiiiiii e 79

Tabela 6. 5 — Valor da funcdo objetivo, massa, e reducdo desta em resultado de se passar

da variavel de densidade para a variavel densidade + area. ..........c.ccccceveveiieieciecnnne. 80

XXVI



Tabela 6. 6 — Topologia e distribuicdo de material, MMTQO3, dos exemplos em estudo,
para otimizacdo com (1) densidade e (2) densidade + area, para cada uma das leis de
interpolacdo, DMO, SIMP € SFP. .....c.oiiiiiiiiie e 81

Tabela 6. 7 — Valor da funcdo objetivo, massa, e reducdo desta em resultado de se passar

da a variavel de densidade para a variavel densidade + area.............cccccvevverivereernesnenn. 82
Tabela 6. 8 — Parametros constantes da continuation approach utilizada. ................... 83

Tabela 6. 9 — Pardmetros de otimizacdo varidveis utilizados para a lei de interpolagdo

DMO, com a densidade artificial como variavel de projeto..........cccccevvvvevviieivevecnnn, 84

Tabela 6. 10 — Parametros de otimizacdo variaveis utilizados para a lei de interpolagéo

SIMP, com a densidade artificial como variavel de projeto. ..........ccccoveveiniiennincnns 85

Tabela 6. 11 — Pardmetros de otimizacdo variaveis utilizados para a lei de interpolacdo

SFP, com a densidade artificial como variavel de projeto. .........cccovvevviieiieviciieceenns 85

Tabela 6. 12 — Parametros de otimizacao variaveis utilizados para a lei de interpolagéo

DMO e SIMP, com a densidade artificial e a &rea como variavel de projeto. ............... 87

Tabela 6. 13 — Trelica 10 barras: Distribuicdo de material, distribuicdo da violagdo das

tensdes admissiveis, valor das areas das barras e convergéncia da funcédo objetivo. ..... 89

Tabela 6. 14 — Trelica 11 barras: Distribui¢cdo de material, distribuicdo da violacdo das

tensdes admissiveis, valor das areas das barras e convergéncia da funcéo objetivo. ..... 90

Tabela 6. 15 — Trelica 21 barras: Distribuicdo de material, distribuicdo da violagédo das

tensdes admissiveis, valor das areas das barras e convergéncia da funcdo objetivo. ..... 91

Tabela 6. 16 — Trelica 26 barras: Distribuicdo de material, distribuicdo da violacdo das

tensdes admissiveis, valor das areas das barras e convergéncia da funcéo objetivo. ..... 92

Tabela 6. 17 — Trelica 36 barras: Distribuicdo de material, distribuicdo da violagdo das

tensbes admissiveis, valor das areas das barras e convergéncia da funcao objetivo. ..... 93

Tabela 6. 18 — Trelica 110 barras: Distribuicdo de material, distribuigédo da violacdo das

tensdes admissiveis, valor das areas das barras e convergéncia da fungdo objetivo. ..... 94

XXVII






1. Introducao

1.1 Motivagéo

O recente desenvolvimento das tecnologias digitais e de fabrico, a diminui¢do dos
recursos naturais e o aumento da consciencializacdo ambiental traduz-se em enfrentar
desafios mais complexos e exigentes no mundo da engenharia. Assim, a otimizagéo
estrutural, nos tempos modernos, torna-se pertinente e verdadeiramente Util na procura

por solucdes construtivas mais eficientes e sustentaveis.

A estrutura reticulada, ou trelica, é o objeto de estudo nesta dissertacdo e que se
pretende otimizar. Esta estrutura € composta por varios membros de geometria retilinea,
barras, unidos através das suas extremidades. As barras ficam sujeitas apenas a esforcos
axiais, de tracdo ou compressao. Estruturas reticuladas podem ter muitas aplicacGes, por
exemplo, podem ser aplicadas quando se requer uma distribuicao de esforcos ao longo de
distancias consideraveis (pontes, gruas, chassis, coberturas, etc). No entanto, o projeto
deste tipo de estrutura sem qualquer metodologia de otimizacdo pode conduzir a
subaproveitamento dos recursos materiais e, consequentemente, a solucdes mais
dispendiosas e ineficientes. Esse desperdicio pode ser mitigado intervindo ao nivel da
variacdo das areas das secgdes transversais das barras e/ou escolhendo racionalmente
diferentes materiais para as barras. Isto pode levar a uma solucdo construtiva mais leve,

sem deixar de ser resistente através da introducado de critérios de tensao.

Estruturas de baixo peso, mas resistentes, sdo especialmente atraentes em
aplicacdes nas industrias aeronautica e aeroespacial. A resisténcia mecanica € um dos
requisitos mais usados na pratica da engenharia das estruturas. Para tal sdo aplicados
critérios de cedéncia do material, por exemplo, o critério de von Mises, que pode ser
aplicado se o material tiver comportamento elastico e ductil, que € o caso estudado nesta
dissertacdo. Por conseguinte, no processo de otimizacdo estrutural é importante avaliar a
tensdo de cada membro estrutural e garantir que este nao ultrapassa a tensdo de cedéncia
do material de que é construido. Sendo assim, desenvolver no &mbito desta dissertagéo
uma metodologia que permita projetar estruturas, dentro do dominio elastico, mais leves

e resistentes terd interesse e relevancia na area da engenharia das estruturas.
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1.2 Objetivos

Nos Ultimos anos, os trabalhos desenvolvidos no @mbito da otimizagéo topoldgica,
tém apresentado um crescimento exponencial. Esta é uma &rea de grande potencial e que,
por isso, continua a ter espaco para desenvolvimento e possibilidade de explorar novos
desafios. Nesta dissertacdo sdo apresentadas metodologias que visam fazer face ao
desafio de otimizar uma estrutura reticulada fazendo-se simultaneamente alteracdes ao
nivel das dimensdes (areas) e da topologia com selecdo 6tima de materiais utilizados na
sua construcdo. O problema é formulado como a minimizagdo da massa total da estrutura
com constrangimentos de tensdo, obtendo-se assim estruturas leves, mas também

resistentes.

As metodologias em concreto baseiam-se na formulacdo do problema de
otimizacdo de topologia relaxado para que as varidveis de projeto sejam continuas. O
dominio de projeto baseia-se na definicdo de uma ground structure a partir da qual se
procede a identificacdo das conectividades 6timas, areas Gtimas das barras e escolha 6tima
de materiais. Consideram-se problemas de estruturas nesta dissertacdo que podem ter até
trés fases solidas, i.e., fases de material, isto para além da caracterizacdo da fase de vazio
ou de auséncia de material. Para selecionar o material em cada membro estrutural é
necessario recorrer a leis de interpolacéo. Serdo apresentadas trés destas leis com o intuito
de as comparar e concluir sobre a sua eficacia. Ap6s os problemas estarem devidamente
formulados, apresentam-se varios exemplos numéricos de complexidade crescente para

demonstrar a metodologia proposta nesta dissertacéo.

Esta dissertacdo representa uma contribuicdo para a otimizacdo topologica de

estruturas reticuladas nos seguintes diferentes aspetos:

e Incluir as areas como variaveis de projeto a par das variaveis de selecdo de
material (otimizacdo topologica multimaterial). Isto favorece a obtengdo de
estruturas em fully stressed design, sem recorrer a pés-processamento de solugdes;

e Uso de constrangimentos de tensdo que ainda séo pouco apresentados na literatura
no contexto de otimizagdo topologica multimaterial;

e Aplicagdo de uma continuation approach para alguns dos pardmetros dos quais
depende uma boa convergéncia do algoritmo de otimizacao e procura-se também
encontrar uma uniformizacao para os valores desses parametros de modo a tornar

0 algoritmo mais independente do problema a resolver;
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e Consideracdo de até trés fases de material distintas (sem contar com o vazio) de
modo a perceber-se a eficiéncia de cada uma das trés leis de interpolacdo de

material estudadas.

1.3 Estrutura

Esta dissertacdo encontra-se estruturada em sete capitulos. No presente capitulo é

feita uma introducéo sobre o tema apresentado.

No Capitulo 2 comega-se por fazer uma breve introducdo do que é a otimizacdo
estrutural, nomeadamente as suas diferentes categorias. De seguida, aborda-se mais
detalhadamente os algoritmos de otimizacdo, dando-se maior enfase aos utilizados nos
problemas apresentados nesta dissertacdo. Aborda-se a otimizacdo topoldgica e
multimaterial. Nomeadamente, destaca-se o tratamento dos constrangimentos de tensao e
também sdo referidas diferentes leis de interpolacdo de fases de material conforme

apresentadas na literatura.

No Capitulo 3 sdo detalhadas as trés leis de interpolacéo utilizadas na resolucdo
dos problemas apresentados nesta dissertac&o. E ainda realizada uma analise comparativa,

apresentando as vantagens e desvantagens de cada uma.

No Capitulo 4 sdo formulados os problemas de otimizacdo com: (1) apenas a
variavel de densidade; (2) apenas a varidvel area; (3) ambas as variaveis, densidade e
area. Formulam-se ainda estes problemas de modo que se considera, por um lado, apenas
uma fase solida e outra de vazio. Por outro lado, sdo consideradas duas e trés fases solidas

(ou de material), problema multimaterial.

Visto que sdo utilizados algoritmos baseados no gradiente é necessario proceder
ao célculo das sensibilidades das funcdes objetivo e dos constrangimentos, 0 que é

apresentado no capitulo 5.

A resolucdo de seis exemplos numericos € apresentada no Capitulo 6 para

demonstrar a otimizacdo topoldgica multimaterial proposta.

Por fim, no Capitulo 7, sdo retiradas conclusdes do trabalho desenvolvido e sdo

propostos trabalhos futuros.






2. Estado da Arte

2.1 Introducéo

A otimizacdo estrutural tem como propdsito otimizar uma medida de desempenho
de uma estrutura, funcéo objetivo, através da alteragdo de um conjunto de parametros
conhecidos como variéveis de projeto. Este problema de otimizacéo, ndo raro, inclui
constrangimentos, que delimitam um espaco de solu¢des admissiveis para as variaveis

de projeto. A solucdo 6tima € alcancgada recorrendo a algoritmos de otimizacéo.

No final do século XIX surgem os primeiros trabalhos sobre a otimizacdo
estrutural, publicados por Maxwell [1], em 1890 e por Michell [2], em 1904. No entanto,
foi na década de 50, do seculo XX, que a otimizacdo estrutural conheceu um rapido
desenvolvimento devido a trés fatores principais: aparecimento dos computadores
digitais; desenvolvimento dos métodos numéricos de programagdo matematica; método

dos elementos finitos. Esta tese tira partido destas trés valéncias.

2.1.1 Dominios da Otimizacao Estrutural

A otimizacdo estrutural divide-se em trés categorias: (1) dimensional, (2) de forma
e (3) topoldgica. Dependendo do problema a resolver, as variaveis de projeto utilizadas

podem ser do tipo discretas, continuas, mistas ou booleanas.

Quanto a otimizacdo de dimens@es, tipicamente as variaveis de projeto sdo
dimensdes geométricas, como as areas das sec¢des das barras de uma estrutura reticulada,

mantendo-se a forma e a topologia.

Em 1970 surgem as primeiras publicacdes focadas na otimizagéo de forma [3, 4].
Neste tipo de otimizacdo as varidveis estdo relacionadas com a definicdo da fronteira
(linha ou superficie) que delimita o dominio Q ocupado pela estrutura. Apesar de nesta

otimizacdo a forma variar, a topologia permanece inalterada.

A otimizacdo topologica é a mais recente das diferentes categorias, tendo surgido,
em 1980, os trabalhos de investigacdo mais relevantes nesta area [1]. Este método

consiste, na sua esséncia, em procurar, a partir de um dominio inicial, zonas de presenga
5
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e auséncia de material. Assim trata-se de um problema de natureza discreta, sendo que as
suas variaveis sdo do tipo booleano, tomando o valor de O (auséncia) ou 1 (presenga). Por
permitir uma maior liberdade de projeto, as solugdes alcangadas por otimizacdo
topoldgica podem ser as que melhores resultados apresentam. Dorn et al. [5], em 1967,
introduziu uma nova metodologia para otimizacdo de estruturas reticuladas designada
Ground Structure Approach. A ideia consiste em construir uma estrutura do tipo
reticulada (trelica), partindo da definicdo de um certo nimero de nds que se conectam
entre si atraves de elementos do tipo barra ou viga. Este método utiliza variaveis do tipo
booleanas onde o O representa a auséncia de conectividade e o0 1 a conectividade entre
dois nés. Relativamente as conectividades, podem-se considerar apenas as dentro do
mesmo quadrado representativo, ou entdo todas as possiveis, como representado na

Figura 2.1.

o o

Figura 2. 1 — Exemplos de Ground Structure. A esquerda algumas conectividades. A
direita todas as conectividades possiveis. Adaptado de [6].

No final da década de 1980 surge o trabalho pioneiro de Bendge & Kikuchi [7],
onde foi apresentada a otimizacao topologica recorrendo ao método da homogeneizacao,
que resolve de forma continua o problema de otimizacéao de topologia que é na sua génese
discreto. Este método preenche o dominio  com material poroso cujo valor da densidade
estd compreendido no intervalo continuo [0,1]. O valor O identifica vazio, o valor 1
identifica material sélido e qualquer outro valor, intermédio, corresponde a um material

POroso.

Para além das categorias principais de otimizacdo abordadas anteriormente, surge
ainda a otimizagéo de selecdo de material (multimaterial), que consiste em encontrar a
distribuicdo otima de material numa estrutura. Esta otimizagdo vem usualmente também
aliada a uma variacao de topoldgica, sendo que o objetivo neste caso deixa de ser apenas
o de identificar zonas de sélido e vazio, mas passa a ser também o de escolher o material

gue melhor se adequa a cada zona ocupada pela estrutura.



Estado da Arte 7

O projeto de otimizacdo moderno tem-se tornado cada vez mais complexo devido
as crescentes exigéncias no mundo da engenharia. Com a diminui¢cdo dos recursos
naturais e o aumento da preocupacdo ambiental, 0s governos e consumidores procuram
alternativas mais eficientes a nivel energético e monetario. Levando em conta as
industrias aeronautica, aerospacial e automovel, existe a preocupacao de reduzir o peso
dos componentes de modo a reduzir tanto o consumo de combustivel como as emissdes
de carbono. Assim, o projeto de estruturas pode tirar vantagem de se aplicar otimizagéo
nomeadamente de topologia e esta aliada a variacdo de forma ou dimensdes. Por exemplo,
na DTU (Danish Technical University) um grupo de investigadores realizou varias
otimizacBes de topologia que resultaram nas estruturas 6timas que se apresentam no

website https://www.topopt.mek.dtu.dk/.

Por exemplo, o projeto das nervuras de bordo de ataque e das portas de fuselagem
do Airbus A380 foi desenvolvido variando a topologia com o objetivo de minimizar a
compliance (flexibilidade), com constrangimentos de deslocamento, tenséo e
encurvadura. Para tal foi utilizado software de otimizacdo e no final obteve-se uma
estrutura 40% mais leve que a tradicional [8], ver Fig 2.2a. No projeto do automovel
Jaguar o design exterior foi definido com base na sua estética, e foi realizada
posteriormente a otimizagdo topoldgica, ver Fig. 2.2b.

g/ ’l'
&
- =

a) b)

Figura 2. 2 — a) Reforcos do bordo de ataque e fuselagem interna de uma porta de
um Airbus A380. b) Projeto do automdvel de Jaguar Cars Ltd [52].
Muito recentemente, em 2019, Lu et al. [9] aplicaram otimizagdo multimaterial a
estrutura de um autocarro, utilizando varidveis de projeto para selecdo de material,

topologia e dimenséo e dois tipos de constrangimentos, rigidez e frequéncias naturais,
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com o objetivo de reduzir a sua massa. A resisténcia ndo foi utilizada como critério de
projeto. No entanto, otimizar simultaneamente material, topologia e dimensdes ja tem um
elevado custo computacional pelo que foram resolvidos nesse trabalho dois
subproblemas. Primeiro, procedeu-se a otimizacdo topoldgica multimaterial e, depois,
fez-se otimizacdo dimensional. Na primeira otimizagdo, 0s autores conseguiram reduzir
a massa 39,65%, onde 19 das 358 vigas iniciais foram removidas, e algumas passaram a
ser de aluminio. Na segunda otimizacéo, os autores partiram da solucéo 6tima encontrada
no primeiro problema e otimizaram a seccao das vigas conseguindo reduzir ainda mais a

massa anterior em 39,47%. O resultado obtido encontra-se na Figura 2.3.

Aluminium Alloy B8 Void
Il Steel

Figura 2. 3 — Estrutura reticulada (interna) de um autocarro obtida atraves de
otimizacéo topoldgica multimaterial [9].

Também em 2019, Jung et al. [10] realizou uma otimizacdo multimaterial para
um autocarro elétrico que tinha a necessidade de suportar o conjunto de baterias no seu
tejadilho, tendo como objetivo reduzir a massa. Os autores concluiram que utilizando uma
solucdo multimaterial, com aco e aluminio, obtinham um design 8% mais leve do que a

solucéo utilizando apenas um material.

Este conjunto de exemplos mostra como € pertinente utilizar a otimizacao,
nomeadamente topoldgica e de selecdo de material aliada a variacdo de dimensdes de
membros estruturais, para conseguir beneficios significativos nas solucdes estruturais
encontradas para varios tipos de aplicagdes. O enfoque desta tese é precisamente na
aplicacdo deste tipo de otimizacgao que permite selecdo de material, topologia e dimensdes

fazendo-o de forma concorrente e acrescentando critérios de tensdo.
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2.1.2 Formulacéo de Problemas de Otimizacao

Matematicamente e, em termos gerais, um problema de otimizacdo estrutural

apresenta a seguinte formulagéo standard:

min f(x)
gix) <0 ;j=1,..,m (2.1)
s.a he(x) =0 sk=1,..,p

fiSXiS.lCi ;i=1,..,n

Onde, x = (x4, ..., x,) € 0 vetor das n varidveis de projeto, f(x) afuncéo objetivo,
gj(x) os m constrangimentos de desigualdade e h,(x) os p constrangimentos de
igualdade. x; e x; sdo os limites superiores e inferiores das variaveis de projeto,
respetivamente. Como se pode ver na Tabela 2.1, existem varios problemas de otimizacao

que podem ser formulados consoante o objetivo/constrangimento(s) do problema a

resolver.
Tabela 2. 1 — Exemplos de possiveis varidveis de projeto, funcéo objetivo e
constrangimentos. Adaptado de [11].
Variaveis de projeto Funcdo objetivo  Constrangimentos
Dimens&o: Area de seccdes transversais; Peso Deslocamento

Dimensdes varidveis num intervalo Rigidez Tensdo

continuo
Frequéncia natural ~ Frequéncia natural
Forma: Coordenadas nodais
Estabilidade Carga critica
Topologia: Conectividade entre nds;
. L . Custo Fiabilidade
Densidade variavel de material.

Volume
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2.2 Algoritmos de Otimizacao

Os métodos numéricos, como o método dos elementos finitos, potenciados gragas
ao surgimento dos computadores digitais, permitem a resolucao de problemas complexos
de otimizacéo relevantes na préatica da engenharia. A otimizacao aliada ao método dos
elementos finitos é uma ferramenta poderosa de célculo automatico de estruturas. Isto
quer dizer que, uma otimizacdo implica realizar uma série de analises de elementos finitos
onde um algoritmo modifica de forma iterativa valores das variaveis de projeto associadas
ao modelo numérico com vista a melhoria de uma medida de desempenho estrutural.
Algoritmos de otimizacdo dividem-se em duas categorias principais: (1) baseados no

gradiente e (2) ndo baseados no gradiente, conforme detalhado em baixo.

2.2.1 Métodos de otimizacgdo baseados no gradiente

Estes sdo 0os métodos conhecidos por programacdo matematica. Exigem que 0
espaco de projeto seja convexo, fechado e limitado, e que as fungbes objetivo e
constrangimentos sejam continuas e diferenciaveis (pelo menos uma vez), o que se traduz
numa limitacdo na aplicacédo a alguns problemas da vida real, aqueles que poderao ser de
natureza discreta (ou ndao continua). Contudo, estes métodos sdo bastante eficientes na

pesquisa do ponto 6timo, na classe de problemas em que puderem ser aplicados.

Tipicamente, neste métodos, comega-se por identificar um ponto de partida do
espaco de projeto que representa uma estimativa inicial do ponto 6timo e realiza-se uma
analise da funcdo objetivo e constrangimentos. Os resultados obtidos sdo avaliados e
procede-se a tantas iteracGes quantas necessarias até que sejam satisfeitas as condicdes
de optimalidade de KKT (Karoush-Kuhn Tucker). Em cada iteragéo, o algoritmo examina
uma vizinhanca do ponto de projeto atual e sdo avaliadas as fungdes objetivo e dos
constrangimentos bem como o declive e a curvatura dessas mesmas fungdes. O algoritmo
utiliza esta informacdo para escolher um novo ponto no espago de projeto (ou das

solugdes admissiveis) que melhore a fungéo objetivo.

Alguns exemplos de métodos baseados no gradiente de programacgdo matematica
(ndo linear) sdo os seguintes: Método do Declive mais Acentuado; Método do Gradiente
Conjugado; Método de Newton; Algoritmo de Programacéo Linear Sequencial; Método

de Programacdo Quadratica Sequencial (SQP); Método das Direcbes Admissiveis;
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Método das Assintotas Moveis (MMA). Este ultimo foi o algoritmo escolhido para
resolver os problemas apresentados nesta dissertacéo, pelo que sera abordado de seguida

de forma mais detalhada.

Em 1987, Svanberg [12] propGe o Método das Assintotas Moveis (MMA —
Method of Moving Asymptotes). Este algoritmo resolve o problema de otimizagéo original
aproximando-o através de uma sequéncia de subproblemas mais simples, com
propriedades atraentes de convexidade e separabilidade. Com o decorrer das iteracfes a

solucéo destes subproblemas deve convergir para a solucao do problema original.

Para melhor detalhar o MMA, o subproblema de otimizacdo que este método
resolve estd enunciado em (2.2) e também pode ser visto em [13], com m

constrangimentos e n varidveis de projeto, sendo estas x = (xq,..,x,)7,y =

vy, e ym)Te z.

m
1
min fox) +agz + Z (ciyl- + Ediyi2>
i=1

f(x)—aiz—y;<0 ;i=1,..,m (2.2)
s q X" < xp < X ;j=1,..,n

yi=0 ii=1,...,m

z=>0

As funcdes f,(x) e f;(x) representam as fungdes objetivo e dos constrangimentos
originais, respetivamente, e sdo fungdes reais, continuas e diferenciaveis. A variavel x é
a variavel de projeto original, sendo y e z variaveis artificiais criadas pelo algoritmo. Os
parametros a,, a;, c; e d; sao valores reais, e devem satisfazer as condic¢des a, > 0,a; >

0,c;=20,d;=0ec; +d; >0.

Em cada iteracdo k 0 MMA cria um subproblema onde as fungdes originais
fox) e fi(x) sdo substituidas pelas fungbes de aproximacdo (convexas)
fo(k) x) e fi(k) (x), ver (2.3). Estas novas funcdes séo assintoticas e sdo definidas a partir
da informacéo do gradiente das funcdes originais na iteracdo atual, mas também levando
em conta informacao das iteragdes anteriores (histérico de otimizagéo). Partindo do ponto
(x),y®), z(), resolve-se o subproblema e a solugéo 6tima da interagdo k torna-se o

ponto de partida da iteragdo seguinte, (x¥+1, y(k+1) z(k+1)) ‘6 assim sucessivamente.
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m
~ 1
min fo(k) x) +agz + Z (cl-yl- + Ediyi2>
i=1
7 (k) g — L=
(fi x)—az—y; <0 ji=1,..,m (2.3)
K k .
<a a0 < x <" j=1,.,n
y; =0 i=1,...,m
z=0

Em (2.3) os limites aj(k) e Bj(k) asseguram que as variaveis de projeto podem variar
dentro de um intervalo onde ndo se encontra nenhuma assintota da funcdo de
aproximagdo. O parametro c; penaliza a funcdo objetivo de modo a que os
constrangimentos sejam satisfeitos. No entanto, uma penalizacdo demasiado elevada
pode provocar instabilidades numéricas, prejudicando a convergéncia do algoritmo.
Assim, a escolha de valores de ci deve ser criteriosa, comegando-se geralmente com um
valor baixo e, depois, se esse ndo for suficiente para permitir que 0s constrangimentos

sejam satisfeitos, entdo aumenta-se o seu valor.

2.2.2 Métodos de Otimizacdo ndo baseados no gradiente

Apesar dos métodos baseados no gradiente serem bastante eficientes, na classe de
problemas que conseguem resolver (continuos e diferenciaveis), convém chamar a
atencdo para problemas de engenharia onde surge a necessidade de utilizar métodos
capazes de resolver problemas discretos e mistos, i.e. com funcbes e/ou varidveis cuja
continuidade e diferenciabilidade ndo sdo garantidas (ndo é o caso desta tese que resolve

problemas no continuo).

Entre os métodos ndo baseados no gradiente encontram-se as meta-heuristicas,
capazes de procurar solugdes quase Otimas a custo computacional razoavel [14]. No
entanto, estes métodos de pesquisa sdo comparativamente menos exatos. As meta-
heuristicas sdo processos iterativos de geragdo de solugdes, a partir de uma pesquisa numa
vizinhanca de solucBes promissoras. Apesar de serem classificadas como métodos de
otimizacdo local, existem varias estratégias que se podem aplicar com a vantagem de
escapar a 6timos locais e continuar o processo iterativo. No entanto, o alcance do 6timo
global nunca é garantido, e o processo de avaliacdo da fungéo objetivo nos varios pontos

do dominio traduz-se muitas vezes em custos computacionais elevados pois torna-se
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necessario muitas avaliagdes da funcdo objetivo. Tabu Search, Simulated Annealing,
Genetic Algorithms, Evolutionary Methods, Scatter Search, Neural Networks, Variable
Neighborhood Search e Ant Colonies sdo alguns exemplos de meta-heuristicas

encontradas na literatura.

2.2.3 Analise de Sensibilidades

Esta anélise consiste no calculo da sensibilidade (ou variacdo) de uma funcéo em
relagdo a variacdo das variaveis de projeto. Pode recorrer-se essencialmente a dois
métodos para célculo das sensibilidades: analitico (exato) ou diferengas finitas. O
primeiro € mais elaborado ou trabalhoso matematicamente. O segundo é muito simples
de implementar. O custo computacional ou de implementacdo associado a resolucdo de
um problema de otimizacdo deve-se em grande medida ao célculo das sensibilidades, pelo
que é essencial para cada problema ponderar que método usar no célculo das
sensibilidades. O desenvolvimento deste subcapitulo é baseado no livro de Haug et al.
[15].

2.2.3.1 Métodos Analiticos

Na maioria das formulacdes dos problemas de otimizacdo estrutural leva-se em
conta que o dominio da estrutura encontra-se discretizado por elementos finitos. Assim,
por exemplo, o problema de elementos finitos requerido para a analise estatica de uma
estrutura resume-se a um sistema de equacdes que pode escrever-se no seguinte formato

matricial:

K(x)u = f(x) (2.4)

A variavel x é a variavel de projeto. Na verdade, com interesse pratico, escrever-
se-ia vetor, x , das varidveis de projeto, mas para simplificar considera-se nesta sec¢do
apenas como se se tivesse uma variavel de projeto. K(x) é a matriz de rigidez global, f(x)
0 vetor de cargas aplicadas e u o vetor dos deslocamentos. Assumindo entdo uma
formulacéo de elementos finitos, i.e., observando as equacgdes da elasticidade na forma
discretizada em vez de continua, mostram-se de seguida as expressdes para a
sensibilidade de funcdes utilizando o método discreto de derivacdo das equagdes em vez

do método continuo (este ultimo ndo assumiria qualquer discretizagdo das equacdes).
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Considere-se assim uma funcdo genérica W em (2.5) que representa um objetivo
ou constrangimento no problema de otimizacéo, por exemplo, pode representar a fungéo
da tens@o numa estrutura. Note-se que W é, na verdade, um funcional pois € uma funcéo

de funcoes, i.e., neste caso € uma funcdo da varidvel x e da funcéo u dependente de x.

¥ = ¥(x,u(x)) (2.5)

A dependéncia da funcdo W na variavel x é de dois tipos. A dependéncia é
explicita pois, por um lado, esta variavel figura na funcdo W de forma independente. Por
outro lado, a dependéncia é implicita pois a funcdo ¥ varia com uma funcdo u, chamada
também de variavel dependente, que é solucdo do problema de equilibrio em (2.4) e que,
por sua vez, depende de x. Pretende-se entdo calcular a dependéncia ou derivada total da

funcdo W relativamente as variaveis de projeto x, d¥/dx.

Utiliza-se a regra da cadeia para escrever a derivada total, que contempla a

dependéncia explicita e implicita da funcdo W relativamente a variavel de projeto.

dv _o¥ oW du
dx  ox | dudx (2.6)

A dependéncia explicita da fungdo, 0¥ /dx, é normalmente facil de obter através
da derivada analitica simples. A maior dificuldade reside no célculo da parte implicita (2°
termo) nomeadamente a derivada du/dx. Derivando a equacdo (2.4) em ordem a x,

resolvendo-a em ordem a du/dx e substituindo na equacdo (2.6), obtém-se:

u ) (2.7)

No entanto, o célculo direto da matriz de rigidez inversa, K~1(x), é impraticavel,

d¢¥ oJd¥ ¥ aK(x)
dx 0x+0< 1()[

0 que pbe em causa a utilidade da equacédo (2.7). Contudo, existem dois métodos que
podem ser utilizados para contornar esta dificuldade: (1) método da diferenciagéo direta

e (2) método adjunto.
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Método da diferenciacido direta:

Faz-se a diferenciagdo em ordem a x de ambos 0os membros na equacdo de
equilibrio (2.4) pelo que depois é obtida a solu¢do du/dx através da resolugdo do seguinte

sistema de equacdes:

du of 0K )
u

Kﬁa)=q' m“eq=(a;‘5; (2.8)

Resolvendo a equacdo (2.8) em ordem a du/dx, substitui-se o resultado depois na

equacao anterior (2.6).

O custo computacional deste método reside essencialmente no facto de ser
necessario resolver o sistema de equacdes (2.8) para cada variavel de projeto, existindo
mais do que uma variavel de projeto. Assim, num problema com n variaveis é necessario

resolver n sistemas de equacdes.

Método adjunto:

Este método consiste em definir um vetor ou variavel adjunto(a) A, solugdo do

seguinte sistema de equagdes (problema adjunto):

v

T
K(x)A =z, onde z = (E) (2.9)

Onde z é denominado dummy-load vector (vetor de carga ficticia). Cada entrada
deste vetor corresponde a derivada da funcdo W relativamente aos deslocamentos, ui.
Resolvendo a equacdo (2.9) em ordem a variavel adjunta e substituindo o seu resultado

em (2.7) obtem-se:

dv oY of O0K(x
) +ﬂt__ ()l

dx  ox 0x ox (2.10)

Neste caso, a nivel de custo computacional, 0 metodo exige a definicdo de um
vetor adjunto e, por conseguinte, a solugédo de um problema adjunto por cada funcéo
diferente do tipo ¥ que figurar na formulacdo do problema de otimizacdo. Supondo que

0 problema contenha m constrangimentos dados por funcgdes deste tipo entéo, para cada
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constrangimento é necessario resolver um problema adjunto resultando num total de m

problemas adjuntos (ou sistemas de equagdes) do tipo (2.9) para resolver.

Em face do exposto, pode concluir-se que quando n < m € preferivel usar o
método de diferenciacdo direta, enquanto para n > m 0 método adjunto. Em problemas
onde n = m, os métodos mostram-se igualmente eficientes. Contudo, em termos préticos,
um engenheiro projetista pode levar em conta, de entre todos o0s constrangimentos com
funcgdes do tipo W figurando na formulagdo do problema, apenas aqueles que séo criticos
(i.e., que estdo ativos ou proximos de estarem ativos). Neste altimo cenério, justificar-se-

ia entdo usar o método adjunto porque m¢ ¢ < (m = n).

Quando é necessario considerar varios casos de carga, LC, 0 custo associado a
cada um dos métodos aumenta proporcionalmente com LC. No entanto, considerando
novamente apenas 0s constrangimentos criticos, mesmo com LC.m constrangimentos
verifica-se a condicio m* « LC.m =~ LC.n. Perante este cenario, ¢ preferivel a

utilizacdo do método adjunto.

Finalmente, conforme mostrado adiante nesta tese, a possibilidade de sele¢éo de
maltiplos materiais para a estrutura requer o aumento do numero n de variaveis do
problema mantendo-se 0 numero m de constrangimentos. Portanto, isto é claramente a
favor da utilizacdo do método adjunto no contexto de otimizacdo de topologia com

selecdo de material e com constrangimentos de tenséo.

2.2.3.2 Métodos das Diferencas Finitas

Os métodos referidos anteriormente requerem a solucdo do sistema de equacfes
(2.8) e (2.9) que se percebe que tem impacto a nivel do custo computacional. Contudo, a
forma fatorizada da matriz K esta disponivel na solucdo dessas equacdes. Assim, o valor

aproximado de du/dx pelo método de diferencas finitas progressivas é dado por:

du u(x+Ax) —u(x)

— = 2.11
dx Ax ( )

Onde se avalia o valor do deslocamento u(x + Ax) resolvendo a seguinte equacao

de equilibrio:

K(x + Ax)u(x + Ax) = f(x + Ax) (2.12)
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No entanto, o custo computacional associado a calcular a factorizacdo da matriz
de rigidez é mais elevado do que utilizar a matriz rigidez obtida em (2.8) e (2.9). O
problema é também muito dependente da escolha do valor de Ax. Caso este seja muito
reduzido pode causar problemas de instabilidade numérica e caso seja muito elevado
podem levar a aproximacdes grosseiras no calculo das sensibilidades. Posto isto, sO
compensa utilizar este método quando o numero de varidveis de projeto é bastante

reduzido, o que ndo é o caso nesta dissertacao.

2.3 Otimizacédo Topologica

Como abordado anteriormente, a otimizacdo topologica consiste em procurar
dentro de um dominio de projeto zonas de presenca e auséncia de material. Assim trata-
se de um problema de natureza discreta, pois as suas variaveis tomam o valor de 0 ou 1
para identificar auséncia ou presenca de material, respetivamente. Sendo as variaveis de
natureza discreta seria necessario recorrer a algoritmos ndo baseados no gradiente para
resolver problemas de otimizacdo topoldgica. Contudo, a utilizacdo destes métodos é
ineficiente para um elevado nimero de variaveis de projeto. Com o intuito de solucionar
este problema foram desenvolvidas técnicas que permitem reformular o problema de
otimizacdo de topologia de modo a que este passe a estar definido no continuo.
Transformam-se as varidveis do problema original, do tipo discreto, em variaveis

continuas, possibilitando-se assim a utilizacdo de métodos de programacao matematica.

O trabalho de Bendsge & Kikuchi, em 1988 [7] foi pioneiro na introducdo de um
modelo de material compdsito poroso em otimizacao de topologia, onde se utiliza uma
distribuicdo de material com densidade variavel, sendo esta densidade definida como uma
variavel de projeto continua. Para além deste método, conhecido como o método de
homogeneizacdo, surgiram alternativas baseadas na penalizagdo de valores intermédios
da variavel de densidade. Destaca-se o método SIMP (Solid Isotropic Material with
Penalization), proposto por Bendsge em 1989 [16], um dos mais populares que utilizam
a variavel densidade. Outro método é o RAMP (Rational Approximation of Material
Properties) [17]. Para além destes métodos baseados na variavel de densidade, existem
outros métodos usados para otimizagdo topologica como o level-set method (LSM), o

phase-field method (PFM), o método baseado na variavel topologica, entre outros [18].
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De seguida, apresenta-se a génese do problema de otimizacédo topoldgica. Depois
é apresentado o método baseado na variavel de densidade para resolver problemas de
otimizagdo topoldégica no continuo. Posteriormente, observa-se como 0s
constrangimentos de tensdo sdo tratados em otimizacdo de topologia e, por ultimo,
aborda-se a otimizacdo topoldgica multimaterial sendo apresentadas diferentes leis de

interpolagédo de material conforme encontradas na literatura.

2.3.1 Formulacéo do problema discreto

A relagdo entre o tensor das tensoes, o;;, € 0 tensor das deformacdes, &, € dada

pela seguinte lei constitutiva do material (Lei de Hooke generalizada):

0ij = Eijrign (2.13)

Onde E; j; € o tensor da elasticidade ou rigidez, de 4% ordem, e os seus coeficientes
sdo uma medida de como as propriedades do material dependem das direcdes espaciais.
Considerando materiais isotropicos com comportamento linear elastico, existem apenas
duas constantes independentes a fornecer ao tensor para que este fiqgue completamente
definido. Estas constantes sdo 0 modulo de Young, E, e o coeficiente de Poisson, v. Em
particular, a analise de cada barra de uma trelica permite usar uma relacdo entre a tensao
e a deformacdo ainda mais simplificada pois ambas podem estar apenas definidas na
direcdo axial, i.e., eixo da barra, sendo 0 modulo de Young a constante elastica que as

relaciona.

Considere-se agora um dominio de projeto €, o qual podera estar ocupado com
um determinado volume fixo de material, V*. Portanto, dentro deste dominio
reconhecem-se dois subdominios, um de material Qmat e outro de vazio Qvaz, onde Q =
Qmaty Qvaz, A solucdo otima sera a escolha do tensor de rigidez Ej j,; (s), ao longo de todo
0 dominio Q, que minimiza uma dada funcdo objetivo, sendo s a varidvel de posicao
espacial. Por outras palavras, pretende-se descobrir a que subdominio pertence cada ponto

s do dominio inicial Q [16].

A resolucéo deste problema de distribuicdo de material realiza-se tipicamente de
forma iterativa com recurso a analises computacionais, i.e., discretizando o dominio do

problema em NE elementos finitos e correndo uma série de analises de elementos finitos.
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Introduz-se assim uma funcdo degrau ¢(s) (2.14), que atribui a um dado elemento finito

e, a existéncia ou auséncia de material.

(1, ses € Qmat
() =10, sese Qe (2.14)

O tensor de rigidez admissivel, designado aqui de forma simplificada por E, e que
se assume constante no elemento finito e, é dependente do valor da fungdo degrau no

elemento e, ¢,, de acordo com (2.15).

E, =E°+ @ (E' - E°) (2.15)

Onde E? representa o tensor de rigidez de um material sélido isotropico e E°

representa uma rigidez muito baixa atribuida a fase de vazio.

O problema esta ainda sujeito a um valor maximo de volume de material que pode
ser usado dentro do dominio 2, V*. Assim, o volume de 2 ocupado com material, |2™3],

pode ser calculado através de (2.16), onde |2, representa o volume do elemento finito e.

NE
lQmaet| = Z PelQe < V* (2.16)

e=1

O problema da elasticidade, de equilibrio, pode ser apresentado na forma

discretizada atraves do sistema de equacdes (2.17).

K(E.(p))u=1, onde K(Ee(p)) = ) Ke(Be(0e))  (217)

Onde u é o vetor dos deslocamentos nodais e f o vetor das cargas aplicadas. A
matriz de rigidez global do sistema K, depende da rigidez no elemento e, E,, e é obtida a

partir da assemblagem das matrizes de rigidez de cada elemento, K,.

Como exemplo de problema de otimizagéo de topologia, considere-se o problema
classico de minimizagdo da compliance, ¢, com constrangimento de volume, I, ver
(2.18). Este problema procura encontrar a estrutura mais rigida, ou com menor valor
global de energia de deformacéo, para um determinado conjunto de cargas e condic¢des

de apoio previamente definidas.
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min C =fTu
Pe

Ku =f, K=K(E.(¢.))

NE (2.18)
s.a Z(pelﬂle_v*go

e=1

¥, €{0,1}

Este problema (2.18) pode ser resolvido recorrendo a algoritmos de otimizagéo
que lidam com variaveis do tipo discretas. No entanto, como referido anteriormente, estes
métodos podem tornar-se desinteressantes dada a dimensdo elevada do problema a
resolver sendo assim preferivel recorrer antes a algoritmos baseados no gradiente. Para

isso relaxa-se o problema (2.18) ao continuo conforme mostrado na sec¢do seguinte.

2.3.2 Formulacéo do problema relaxado

O problema formulado no continuo enuncia-se da seguinte forma:

min C =fTu
X¢€]0,1]

Ku=f, K=K(E,/(x,
Ku (Ee(xe)) 2.19)

s-a erlﬂle—v*so

e=1

A transformacdo de um problema discreto num problema continuo faz-se com

recurso a introducdo de varidveis de densidade artificial, x,.

A relaxagéo do problema de otimizacdo de topologia a variaveis continuas, como

a densidade, permitira a utilizacdo de algoritmos baseados no gradiente.

A funcéo degrau anterior ¢, de carater discreto, é substituida por uma funcgéo
continua. Esta funcdo depende de uma variavel de densidade ficticia x, que toma valores
no intervalo entre 0 e 1. Valores intermédios de densidade corresponderiam a solugdes de
material de rigidez intermédia que ndo fazem parte da solucdo discreta do problema e,

por isso, para garantir que a solucdo do problema continuo é analoga a solucdo do
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problema discreto, aplicam-se estratégias de penalizacdo que devem desfavorecer a
selecdo dos valores intermédios. Por exemplo, a estrategia de penalizagdo SIMP (Solid
Isotropic Material with Penalization) é uma das mais populares e eficientes utilizadas na
otimizacdo topologica, ver Bendsge [16]. Esta estratégia € uma lei de poténcia, i.e., utiliza
a variavel continua de densidade levantada a um expoente p conforme se observa em
(2.20).

p=1
E, =E°+xP(E'—E®),  onde {x. €]0,1] (2.20)
E1>E°>0

Em (2.20) E e E° mantém o significado conforme visto na equagdo anterior
(2.15). A variavel x, ndo pode tomar o valor nulo para evitar problemas de singularidade
do modelo de elementos finitos, a menos que E° ndo seja mesmo zero. Quanto ao
expoente de penalizacdo p, este toma um valor superior a 1 para tornar as escolha de
valores intermédios menos vantajosa. Escolhendo um expoente grande o suficiente
(usualmente p = 3), mas ndo tdo elevado que resulte em instabilidades numéricas, é
possivel obter solu¢gdes muito proximas das discretas. Observe-se na Figura 2.4 a relacdo
entre as propriedades do material e a variavel densidade (2.20) consoante o valor de p.

E(x)

Figura 2. 4 — Relag&o entre as propriedades de material e a variavel densidade
artificial, consoante a penalizagéo da lei SIMP. Adaptado de [43].

2.3.3 Constrangimento de tenséo

O critério de falha do material utilizado no &mbito desta dissertagéo € o critério de
von-Mises. No entanto, a imposi¢do dos constrangimentos de tensdo na formulagéo dos
problemas de otimizacg&o de estruturas reticuladas representa um grande desafio [19]. De
facto, verifica-se em otimizacdo topoldgica que existem muito menos trabalhos

publicados onde se apliqguem constrangimentos de tensdo do que aqueles onde apenas se
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otimiza a rigidez com constrangimento de volume, problema classico em otimizagédo

topoldgica [20].

A natureza local dos constrangimentos de tensdo traduz-se num elevado custo
computacional, pois ndo se conhece a partida em que pontos do dominio a tensdo é critica.
Assim, num cendrio extremo, pode ser necessario aplicar os constrangimentos em todos
0s pontos do dominio, pelo menos numa fase inicial do processo iterativo da otimizacao.
Em termos de formulacdo de elementos finitos, este cenario significa ter tantos
constrangimentos quanto o numero de variaveis de projeto, assumindo densidade e tensdo

constantes em cada elemento finito.

A variacdo da tensdo no dominio da estrutura pode também ser altamente nédo
linear, 0 que normalmente acontece, sobretudo, em regides com furos ou variagdes
bruscas de geometria. Para melhor captar os valores da tensdo, que s&o criticos quando
associados a estas regides, € importante aplicar refinamento da malha de elementos finitos

0 que se traduz também num aumento do custo computacional.

Na sua forma mais geral, e normalizada, um constrangimento de tens&o é definido

de acordo com a equacdo (2.21).

g=5—1=0 (2.21)

Em (2.21) o, e 7, sdo0 a tensdo lida e a tensdo admissivel no elemento e,
respetivamente. No entanto, no caso de membros estruturais como as barras de uma
trelica, as tensdes podem variar de sinal dependendo se a barra esté sujeita a compressao
ou tracdo. Poder-se-ia pensar em aplicar a fungcdo modulo em (2.21) para evitar variagdo
de sinal, mas as funcdes do problema a tratar devem ser continuas e diferenciaveis em
todos os pontos do dominio para serem utilizados algoritmos de otimizagdo baseados no
gradiente [27]. Para se ter a garantia de continuidade e diferenciabilidade utiliza-se a
funcéo quadrado da tenséo, ficando o constrangimento definido de acordo com a equagéo
(2.22).

AV

g= (_—) -1<0 (2.22)
Ue

Com este tipo de constrangimentos surgem também os problemas de singularidade

[19]. Uma solucgdo 6tima singular corresponde a um ponto singular no espago de projeto
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que é muito dificil ou impossivel de alcancar utilizando os métodos baseados no gradiente
[21], uma vez que esta se situa numa zona degenerada no espaco de solu¢bes admissiveis.
Este fendmeno foi demonstrado pela primeira vez em 1968 por Sved & Ginos [22] e mais
tarde por Kirsch [23] e prende-se com o facto da solucdo 6tima estar conectada ao resto
do espaco de projeto por variaveis com valores perto de zero, que correspondem a
auséncia de material [24, 25, 26]. Pode observar-se este efeito na Figura 2.5 onde a area
a sombreado representa o espago de projeto, e A; e A, as varidveis de projeto que podem

variar entre 0 e 2. O ponto D, onde (4,,4,) = (1,0), é o étimo singular.

Figura 2. 5 — Espaco de projeto e otimo singular. Adaptado de [19].

No entanto existem técnicas de relaxamento que se podem aplicar aos
constrangimentos de tensdo de modo a que a zona degenerada do dominio passe a ser
acessivel pelos métodos de otimizacdo baseados no gradiente. Duas das técnicas mais
abordadas na literatura sdo o e-relaxation [28] e o gp-approach [29], conforme resumidas

de seguida.

2.3.3.1 e-relaxation

Esta técnica foi proposta por Cheng & Guo, em 1997 [28], para otimizacao de
trelicas e foi adotada mais tarde em problemas de otimizacao topoldgica de estruturas
continuas [30, 31]. Consiste em perturbar ligeiramente o constrangimento de tenséo
utilizando o pardmetro ¢ de valor muito baixo, i.e., 0 <e <« 1. Por exemplo,
considerando o constrangimento de tensdo definido em (2.22), o constrangimento é

reescrito como se mostra em (2.23) [29].
AN
g = (__) —-1<c¢ (2.23)
Ue
Assim, relaxa-se a regido admissivel do problema, de modo a tornar alcancavel o

otimo singular.
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Esta técnica permite o relaxamento dos constrangimentos e, consequentemente, 0
aumento da regido de projeto admissivel. No entanto, ao resolver o problema relaxado o
ponto 6timo nédo é exatamente o ponto D da Fig. 2.5, mas sim um ponto proximo deste.
Sendo assim, pode aplicar-se uma estratégia continua (continuation approach) onde o
parametro e tende gradualmente para zero, fazendo-se assim com que o problema
relaxado convirja para a formulagdo inicial [30]. Na Figura 2.6 pode observar-se a
variacdo da regido admissivel com o valor de ¢, onde as linhas a tracejado representam
dois constrangimentos de tensdo genéricos (ndo relaxados) e as linhas sélidas representam

as linhas dos constrangimentos relaxados.

a) b)

Figura 2. 6 — Espaco de projeto utilizando a) ¢ = 0,01 e b) ¢ = 0,001. Adaptado de [19].

Stolpe & Svanberg [32] demonstraram que a trajetdria para encontrar 0 ponto
6timo global pode nédo ser continua, ou seja, encontrar 0 6timo no problema relaxado e
diminuir gradualmente ¢ ndo garante encontrar o verdadeiro 6timo global. Estes autores
demonstraram também que este método é pouco eficaz quando se lida com problemas

com minimos locais.

2.3.3.2 gp-approach

Em 2008, Bruggi & Venini [33] apresentaram uma alternativa ao e-relaxation
denominada de gp-approach. Esta metodologia é baseada num modelo de material
composito laminado poroso, material com microestrutura, onde os valores intermédios de
densidade estéo relacionados com a espessura das laminas dessa microestrutura. A tenséo
local verificada no interior dessa microestrutura o, ¢ amplificada a partir da tensao

macroscopica (o, ), tensdo média, através da varidvel de densidade artificial. Para tal, a
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tensdo deve satisfazer duas condicfes: (1) ser inversamente proporcional a densidade e

(2) convergir para um valor finito quando a densidade tende para zero.

Para satisfazer a primeira condicdo a tensdao local expressa-se de acordo com
(2.24).

<GZ) = pe 'Ec(e.) (2.24)

e

O, =

Onde (o,) € a tensdo macroscopica, média, E, € o tensor de rigidez e (&.) é a
extensdo. Para que a segunda condicdo seja satisfeita, deve ter-se g = p. Contudo, a
obtencdo de uma tensdo diferente de 0 quando a densidade € igual a 0, configura uma
situacdo de singularidade. No entanto, para qualquer g < p tem-se o resultado em (2.25)
e conforme se pode observar, a tensdo tende para zero quando a densidade tende para

Z€ero.
: p—q _
[}:gnope E.(g,)=0 (2.25)

Assim, ao invés de utilizar o constrangimento do problema original (2.22),

substitui-se pela verséo relaxada (2.26).

2

9= (%) —-1<0 (2.26)
Pe Oe

Utilizando esta estratégia de penalizacdo, g < p, o 6timo global do problema

relaxado ndo coincide com o étimo do problema original. No entanto, pode considerar-se

que g4, = p — q € um parametro analogo ao ¢ do e-relaxation e pode aplicar-se também

uma continuation approach para fazer variar o seu valor de forma gradual de modo a

tender para zero.
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2.4 Otimizacao Multimaterial

A otimizacdo abordada até agora determina que pontos do dominio de projeto
correspondem a material ou vazio, sendo esse material sempre o mesmo. No entanto,
pode estender-se esta abordagem a utilizacdo de diferentes materiais, e como € que estes
devem estar distribuidos no dominio ocupado pela estrutura de modo a melhorar ainda
mais o valor da funcéo objetivo [34]. Surge assim a otimizagdo multimaterial, ou MMTO
(Multi Material Topology Optimization), onde o algoritmo procura atingir a distribuicdo
Otima de diferentes materiais, para além de identificar as zonas de vazio. Ao possibilitar
a escolha de véarios materiais, existe maior potencial de melhoria do projeto, ficando os
materiais mais resistentes atribuidos apenas as zonas mais solicitadas da estrutura. No
entanto, aumenta-se também a complexidade de resolugdo do problema, devido ao

aumento da dimensao do espaco de pesquisa.

Os problemas de otimizagdo multimaterial podem ser enquadrados em trés classes
diferentes: SMTO, MMS e MMTOm, com (m > 1), conforme sistematizado na
Tabela 2.2. Nesta tabela Ny representa o nimero total de fases consideradas no problema
(fases solidas mais a de vazio caso exista) e N,,,; 0 nimero de fases consideradas apenas
de material sélido.

Tabela 2. 2 — Classificagdo dos problemas de otimizacdo topoldgica consoante 0
nimero de fases de material N, € 0 numero total de fases Ny. Adaptado de [18].

Tipo de problema Nopat Ny
SMTO (Single Material Topology Optimization) 1 2
MMSm (Multi Material Selection) Ny
MMTOmMm (Multi Material Topology Optimization) =2 Npar +1

O problema SMTO £ o problema cléssico de otimizacgdo topoldgica. Na classe de
problemas MMTO, o algoritmo vai escolher entre N,,,; fases solidas e uma fase de vazio.
Assim, o problema de otimizag&o, para além de ser multimaterial, é também topologico.
No entanto, olhando para a classe MMS, nenhuma das fases de material consideradas

corresponde ao vazio, e por isso tem-se puramente um problema de selecdo de material.
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Para determinar o material atribuido a cada ponto do dominio de projeto utilizam-
se as chamadas leis de interpolacdo de material. Estas sdo leis que tipicamente utilizam
mais do que uma varidvel de densidade em cada ponto do dominio para se conseguir
localmente escolher uma fase de material entre varias fases de material possiveis.
Exemplos destas leis sdo a extensdo do SIMP (Solid Isotropic Material with
Penalization), proposta por Sigmund & Torquato em 1997 [35] e por Gibiansky &
Sigmund em 2000 [36], e o DMO (Discrete Material Optimization) proposto por
Stegmann em 2005 [37, 38, 39]. Em 2011, no trabalho de Gao & Zang [40], fez-se pela
primeira vez a distin¢do entre Recursive Multiphase Materials Interpolation (RMMI),
onde se enquadram as leis SIMP e Uniform Multiphase Materials Interpolation (UMMI)
onde se enquadram as leis DMO. Estas leis fazem a sele¢do do material consoante o valor
da variavel de densidade artificial. Esta varidvel idealmente é de natureza discreta,
escolhendo assim as propriedades de um dos materiais disponiveis. No entanto, nas
abordagens continuas, a obtencdo de um material faz-se penalizando a variavel de modo
a que esta tome um dos valores limites, 0 ou 1. No caso desta penaliza¢do néo ser feita, 0
algoritmo estaria a atribuir propriedades de um material ficticio, ou seja, a juncdo de dois
ou mais materiais. Tipicamente, o nUmero de variaveis de projeto vai ser maior quanto
mais fases de material se quiserem interpolar, apesar de também depender da lei de
interpolagéo que se esteja concretamente a utilizar.

2.4.1 SIMP recursivo

Em 1997, Sigmund & Torquato [35] otimizaram uma microestrutura recorrendo
a duas fases de material solido e uma fase de vazio. Em 2000, Gibiansky & Sigmund [36]

desenvolveram um trabalho semelhante.

Para duas fases de material, Ny = 2, considere-se a lei de interpolagdo expressa

de acordo com (2.27).

Eo=x) E'+ (1 —x,)E?
-~ T (2.27)
W1 W2

A variavel de densidade ficticia x,; toma valores no intervalo entre 0 e 1 e 0

expoente de penalizagéo, p, toma valores iguais ou superiores a 1.

A forma como as funcbes de peso w; estdo construidas garante que ao favorecer

uma fase de material, a outra é automaticamente desfavorecida, levando mais facilmente
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as variaveis de projeto aos seus valores limites, 0 ou 1. A introducdo da poténcia p

também penaliza os valores intermédios das variaveis de projeto [38].

Note-se que esta lei (2.27) permite interpolar ou entre uma fase de material solido
e uma fase de vazio, i.e. se E? = 0 e entéo N,,qc = 1 e Ny = 2, ou entre duas fases de
material solido, i.e. se E? # 0 e entdo Ny, = Ny = 2. Veja-se agora como se constroi a

lei de interpolacdo para trés fases de material, Ny = 3 (2.28).

Ee = xP [xP,E* + (1 —x0,)E?| + (1 — 2P E®

=P %D B +al (1 =xP)E? + (1 — %P, )E® (2.28)

w; wy ws

Para fazer puramente uma otimizacdo de selecdo de material (otimizacéo
multimaterial), considera-se que as trés fases correspondem a materiais solidos, e Ny =
Npaqe- Caso se considere uma fase de vazio e duas fases de material, a otimizacéo é de

selecdo de material e também topoldgica, e neste caso Np = Npqe + 1.

Num problema com NE elementos finitos e Nf fases (pelo menos duas fases, uma
solida e outra vazia ou duas sélidas), o niumero total de variaveis de projeto é
NE(N; — 1). Isto acontece no SIMP recursivo independentemente de se considerar um
problema MMS ou MMTO. O termo recursivo aqui resulta da generalizacdo da lei de

interpolacdo SIMP para um nimero de fases de material arbitrarias superiores a 3 (2.29).

Ny m-—1
E, = Z [(1 — fe,mxf,m) <1_[ xsj) E(Nf—m+1)]'
m=1

=1

(2.29)

Ee,m -

{1,m # N {p >1
0,m=N;" Xem €]0,1]

O aumento do namero de fases de material aumenta a complexidade da lei de
interpolacdo, fazendo com que a sua implementacéo seja bastante desafiante. Para alem
da dificuldade associada ao célculo de sensibilidades, existe ainda o risco das variaveis
de projeto penalizadas, ao aproximarem-se do seu valor inferior, poderem facilmente
atingir valores que provoquem instabilidades numéricas, por serem quantidades muito
pequenas. No entanto, para um nimero de fases relativamente baixo, esta lei apresenta
bons resultados e € amplamente utilizada na resolucdo de problemas de otimizacéo [41,
42, 43, 44, 45].
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2.4.2 DMO — Discrete Material Optimization

Em 2005, Stegmann [39] apresentou uma nova lei de interpolacdo, o DMO
(Discrete Material Optimization) que, & semelhanca do SIMP, baseia-se na variavel de
densidade artificial e o objetivo é encontrar, para todos os elementos estruturais, um
material a partir de um conjunto de candidatos, de modo a minimizar a funcao objetivo
[38]. Esta metodologia foi aplicada pela primeira vez na determinacdo da orientacao
Otima das fibras de materiais compositos laminados, procurando minimizar a compliance
[39].

Na sua esséncia, 0 DMO deriva de métodos de otimizacdo multimaterial, tal como
o SIMP, visto que a propriedade de rigidez, por exemplo, atribuida a um elemento finito,
E,, € obtida através da soma ponderada das propriedades de cada fase de material
disponivel. Na sua forma mais geral, a lei de interpolagdo DMO ¢ definida de acordo com

a equacdo (2.30).

Nimat
E, = Z WiE! = wiEY + -+ wy,  ENmat (2.30)
i=1
Para que as propriedades resultantes tenham significado fisico, as fun¢des de peso
devem assumir valores de 0 ou 1. E por isso indispensavel que, & semelhanca da lei SIMP,
sejam aplicadas estratégias de penalizacdo para garantir que a solugdo do problema

continuo é analoga a solucdo do problema discreto.

A partir desta formulagéo geral derivam versoes diferentes do DMO, apresentadas
de seguida, que diferem nas func@es de peso consideradas. Comparativamente a lei SIMP,
apresentam a vantagem de poderem ser generalizadas para qualquer numero de fases de
material sem aumentar significativamente a sua complexidade em termos de formulacao

matematica.

DMO 1.

O DMO 1 apresenta as funcdes de peso mais simples, adicionando uma variavel
de projeto por cada fase solida ou de material, e pode ser generalizado de acordo com a

equacéo (3.21):
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Nmat

E, = Z XomE™ = xp E* + 42l ENmat, oy, €]01]  (2.31)

m=1
Como cada funcéo de peso é influenciada apenas por uma varidvel de projeto, isto
traduz-se numa fécil implementacdo computacional desta lei e torna o célculo de
sensibilidades mais simples. Independentemente de se considerar um problema MMS ou
MMTO, tendo NE elementos e N,,,; fases de material ou solidas, o nimero total de

variaveis de projeto € NE X Ny, ;-

Note-se que, caso ndo se imponha nenhuma restri¢cdo no somatorio das funcGes de
peso, nada impede que sejam selecionadas varias fases de material para 0 mesmo
elemento, resultando numa mistura ou propriedade total sem significado real. Assim, é

necessario restringir a soma das funcfes de peso para que nao seja superior a unidade,
ie., Zm‘;txgm < 1. Note-se que sendo este um constrangimento de desigualdade,
torna-se possivel a identificacdo da fase de vazio e, por conseguinte, a topologia 6tima,

quando todas as varidveis assumem o valor nulo. Se fosse apenas um constrangimento de

igualdade ter-se-ia um problema apenas de selecdo de material.

DMO 4:

Esta variante € essencialmente uma extensdo do DMOJ, com a particularidade de
todas as variaveis de projeto afetarem as funcdes de peso. Para Ny = 3 € Npyqr = 2, @

variante DMO4 expressa-se de acordo com (2.32):
E, = xg,l(l - xg,z)El + xg,z(l - xg,l)EZ' Xem €]0,1] (2.32)

A vantagem desta lei relativamente ao DMO1 esta na soma das fungdes de peso
ser sempre igual ou inferior a 1, ou seja, a propriedade resultante de um elemento finito

nunca corresponde a soma de varias fases de material sélido.

Independentemente da variante da lei DMO considerada, é recomendavel que o
ponto de partida para os valores das variaveis de densidade seja uniforme, tipicamente a
unidade a dividir pelo nimero de fases presentes, de modo a garantir que nao ha, a partida,

selecdo privilegiada de fases.
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2.4.3 SFP — Shape Function Parameterization

Em 2011, Bruyneel [46] prop6s uma nova forma de interpolar propriedades de
material, baseada nas fungdes de forma de um elemento finito quadrilatero, que
denominou SFP (Shape Function Parameterization). Esta metodologia tem a vantagem
de conseguir interpolar um dado numero de fases de material, recorrendo a menos
variaveis de projeto do que as leis apresentadas anteriormente. Nao obstante, continua a
ser necessario penalizar as varidveis de projeto de modo a que estas tomem um dos valores
limites, 0 ou 1. A estratégia de penalizagdo é feita com recurso ao expoente p, a

semelhanca do que foi apresentado anteriormente.

Atendendo a um elemento isoparamétrico quadrangular no seu referencial natural,
ver Fig 27, o0s vértices sdo tais que as suas coordenadas sdo
(-1,-1),(+1,—-1),(+1,+1) e (—1,+1) e correspondem respetivamente aos nés 1, 2,
3ed.

S
(-1:+1) (L)

1T
NN

(-1;-1) (+1;-1)

Figura 2. 7 — Elemento isoparamétrico no referencial natural. Adaptado de [46].

As funcbes de forma sdo expressas de acordo com (2.33).

(1 =21 -R)(A-S)
h, = (1+R)A—5)
s =2 (1+R)A+5)
(s =7 (1 - R)Y(1+5)

(2.33)

O elemento representado na Figura 2.8 corresponde a translacdo do elemento
isoparamétrico representado na Figura 2.7, de modo a que as suas caracteristicas R e S

passem a variar agora entre O e 1, e correspondam respetivamente a x, ; € x, ,.
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(1115

(0,0) (1,0

Figura 2. 8 — Elemento isoparamétrico representado no novo referencial 0,

e1.Xe2"

Reescrevendo-se as fungdes de forma (2.33) para o novo referencial (2.34).

{1/’1 = (1 - xe,1)(1 - xe,Z)

Y, = xe,1(1 - xe,Z)
Y3 = Xe1Xe 2 (2.34)

Yy xe,2(1 - xe,l)

Com base nas funcdes de forma do elemento isoparamétrico, e considerando que
cada uma das funcdes ; corresponde a funcdo de peso associada a cada propriedade i
que se pretende interpolar € possivel selecionar uma propriedade diferente consoante 0s
valores das variaveis X, i.e., identifica-se um vértice diferente do quadrilatero. Em cada
vértice, uma funcdo de peso é igual a unidade e as restantes sdo nulas. Observe-se, na
Figura 2.9, a representacdo grafica das funcbes de interpolacdo usadas na selecdo das
propriedades das diferentes fases de material.

Figura 2. 9 — Representacéo grafica das funcdes de forma. Adaptado de [49].

Assim, consoante o vértice do elemento isoparamétrico, ou seja, as coordenadas
do ponto (x,1,x.>), € possivel, através das funcbes de forma, selecionar um material

diferente, como sistematizado na Tabela 2.3.
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Tabela 2. 3 — Sele¢do da fase de material através das func6es de forma do elemento
isoparamétrico, consoante as coordenadas dos vértices, (x 1, X, 2)

(0,0) (1,0) (1,1) (0,1)
Y, = (1 - xe,l)(l - xe,z) E* 0 0 0
Y, = xe,1(1 - xe,z) 0 E? 0 0
Y3 = Xe1Xe2 0 0 E?l 0
Y, = xe,z(l - xe,l) 0 0 0 E3

Logo, a propriedade resultante de um elemento pode ser obtida pelo somatorio das
funcBes de forma a multiplicar pela propriedade do material associada a cada fase, ou

seja, a cada fungéo ¥ (2.35).

Ee(xe,l'xe,z) = xe,lxe,zEl + xe,l(l - xe,z)Ez + xe,z(l - xe,l)E3

+ (1= x01)(1 = x0)E* (2.35)

= Xe1[Xe2E' + (1= %e2) E*| + (1 = Xe1)[%e2E® + (1 — xc2) E*|

A vantagem desta lei relativamente as apresentadas anteriormente é que é possivel
interpolar mais fases de material recorrendo a menos variaveis de projeto. Considerando
um problema com NE elementos, onde se pretende interpolar entre quatro fases de
material, Ny = 4, sdo apenas necessarias 2NE variaveis de projeto, duas por cada

elemento.

Por Gltimo, deixa-se aqui apenas a nota de que Bruyneel et al. [47] extrapolou esta
lei para interpolar entre oito fases de material, onde as fungdes de peso de cada fase (2.35)
passaram a ser expressas de acordo com (2.36). Na presente dissertacdo ir-se-a utilizar a
lei de interpolacéo até quatro fases.

Y =5[1xRA+EHALD, i=1..8 (2.36)

| -






3. Leis de Interpolacao

Para realizar uma otimizag&o topoldgica multimaterial é necessario determinar a
que pontos do dominio de projeto € atribuido uma fase de vazio ou um material solido.
Para tal utilizam-se as chamadas leis de interpolacdo de material. Para resolver os
problemas apresentados nesta dissertagdo foram consideradas trés leis de interpolacdo
distintas, DMO, SIMP e SFP. Ao longo deste capitulo sera feita uma anélise detalhada
das mesmas. Estas sdo analisadas aqui na condicdo de terem até duas variaveis de projeto,
X4, X, com o objetivo de se conseguir fazer uma representacdo grafica das mesmas. Este

ntmero de variaveis permite, no caso do DMO e SIMP, interpolar entre trés fases (N =

3) e, para o caso do SFP, interpolar entre quatro fases (Ny = 4).

3.1 DMO

Escolhe-se aqui a primeira variante da lei DMO, DMO 1, visando tirar partido da
sua simplicidade de implementacdo. A funcédo de peso w,,, de cada fase de material sélido
m depende apenas de uma variavel de projeto, x, ,,,. No entanto, &€ necessario garantir que
a soma das funcdes de peso ndo é superior a unidade, traduzindo-se isto na necessidade
de adicionar mais um constrangimento por cada elemento finito onde se considera

definidas as variaveis de densidade.

Para analisar o funcionamento desta lei, considera-se um vetor (3.1) com as
propriedades (modulos de Young) para trés fases distintas, Ny = 3: duas de material
solido, N,,,4+ = 2, aco e aluminio, e outra de vazio. De forma semelhante, poderiam ser
definidos outros vetores para as outras propriedades como a densidade especifica, p, e a

tensdo admissivel, 7.
E=[205 70 0]GPa 3.1)

A primeira entrada do vetor corresponde ao aco, E' = E%°, a segunda ao
aluminio, E? = Eatwminio o 3 yltima & fase de vazio, E® = E°. Considerando a fase de
vazio estamos perante um problema de otimizacdo topoldgica e multimaterial, com duas

35
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fases de material solidas (MMTO2). No entanto, caso se considere uma terceira fase
sélida em vez do vazio, E3 = E™33 entdo o problema passa a ser de otimizagéo

multimaterial, ou de selecdo de material, com trés fases de material sélidas (MMS3).
A rigidez do elemento e é definida pela lei de interpolagio DMO de acordo com
a equacéo (3.2).
E(xy,x;) = E3 + xPEY + xDE? (3.2)
A selecdo do material depende do valor das varidveis de projeto (xq,x,),

conforme esquematizado na Tabela 3.1.

Tabela 3. 1 — Varidveis de projeto associadas a sele¢do de cada uma das trés fases de
material, na lei DMO.

X1 X2 E(xq,%3)

0 0 E3 = vazio

0 1 E? = aluminio

1 0 E! = aco

1 1 E' + E? = Mat. Ficticio

Na Figura 3.1 é possivel observar a superficie de interpolacdo gerada pela lei
DMO (3.1). Consideram-se trés expoentes de penalizacdo diferentes,p = 1,p =3 ep =
4, de modo a aumentar a penalizacdo (curvatura) da superficie de interpolacéo, i.e., a

superficie de interpolacdo torna-se mais concava.

) E0, )

E(IJ E(l)

E(xl,xz)

£ £

POl jas
1 1

Figura 3. 1 — Representacéo gréafica da lei DMO, para interpolacédo de trés fases de
material, utilizando trés expoentes de penalizagdo diferentes.
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Assim, a funcdo de peso da primeira fase de material é w, = x! e da segunda fase
de material é w, = x}. Observe-se na Figura 3.2 a representagdo grafica das funcdes de

peso de cada fase, assim como 0 seu somatorio.

—ib
W, =% Sw

Figura 3. 2 — Fungdes de peso da lei DMO para trés fases de material, com p = 3.

A maior vantagem de utilizar esta lei prende-se na simplicidade associada a
construcdo da mesma. No entanto, tal como pode ser observado na Tabela 3.1, quando
(x1,x,) = (1,1), o material escolhido corresponde a um material ficticio cujas
propriedades sdo a soma das propriedades das duas fases sélidas. Quando néo é colocada
nenhuma restricdo no somatério das funcdes de peso, este pode tomar um valor superior

a unidade, ver Fig. 3.2 (lado direito), logo é necessario constranger o problema de modo

a que 211\,11“;? wp, < 1. Em problemas onde se exija a interpolacdo de fases em muitos
elementos finitos, o incremento do custo computacional associado a este constrangimento

pode ser significativo.

3.2 SIMP

Considere-se novamente o vetor (3.1) com as propriedades de material para trés
fases de material, Ny = 3, e dois materiais sélidos, Ny, =2, aco e aluminio. A

interpolagéo do rigidez do elemento e, recorrendo a lei de interpolagéo SIMP, é feita de
acordo com a equagéo (3.3).

E(xy, %) = x) [x7E* + (1 = x7)E?] + (1 = x5 ) E3 (3.3)
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Note-se que nesta formulacdo a variavel x, pode ser vista como uma variavel
topoldgica, uma vez que permite selecionar a presenca ou auséncia de material, ficando
a variavel x; responsavel pela selecdo da fase sélida. Na Tabela 3.2 estdo apresentados
os valores das variaveis de projeto (x,,x,) que permitem selecionar as diferentes fases
de material.

Tabela 3. 2 — Variaveis de projeto associadas a selecdo de cada uma das trés fases de
material, na lei SIMP.

X1 X2 E(xq,%3)

0 0 E3 = vazio

1 0 E3 = vazio

0 1 E? = aluminio
1 1 E' = aco

A Figura 3.3 representa a superficie de interpolacdo produzida pela lei de
interpolacdo SIMP para trés expoentes de penalizacdo, p = 1,p = 3 e p = 4 e trés fases

de material.

Figura 3. 3 — Representacdo grafica da lei SIMP, para interpolagdo de trés fases de
material, utilizando trés expoentes de penalizagdo diferentes.

Reescrevendo (3.3), obtém-se as funcbGes de peso associadas a cada fase de
material (3.4).

E(xy, %) = xyxVE* + x) (1 — x7)E? + (1 — x} ) E® (3.4)

Assim, a funcdo de peso associada a cada uma das trés fases de material é,
respetivamente, wy, = x5 xP, w, = xP(1 — x?) e w; = (1 — xb). As funcdes de peso w,
e w,, associadas as fases de material sélido, dependem de ambas as variaveis de projeto

X1 € x5, tornando a lei de interpolacdo mais nao linear comparativamente ao DMO.
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Observe-se na Figura 3.4 a representacao grafica das funcdes de peso de cada fase,

assim como o seu somatorio, para a lei SIMP.

cxca o
1'01 Xz Xz

Figura 3. 4 — Funcdes de peso da lei SIMP para trés fases de material, com p = 3.

Contrariamente a lei DMO, o somatorio das funcdes de peso na utilizacdo da lei
SIMP é sempre igual a 1, ver Fig. 3.4. Assim, para qualquer combinacdo de valores das
variaveis de projeto, desde que estes se encontrem nos seus valores limites de 0 ou 1, a
propriedade interpolada corresponde sempre a uma das fases de material consideradas,
dispensando-se assim qualquer tipo de restricdo associada ao somatorio das funcGes de

peso.

3.3 SFP

Considere-se novamente um vetor (3.5) com as propriedades do material, mas
agora para quatro fases, Ny = 4, trés de materiais solidos, Ny, = 3, aco, aluminio e
magnésio, e uma de vazio. A primeira entrada corresponde ao aco, E* = E%°, a segunda
ao aluminio, E? = E®wminio 3 terceira a0 magnésio, E3 = EMagnésio e g yltima ao

vazio, E* = E° = 0.
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E=[205 70 44 0]GPa (3.5)

A interpolacdo da rigidez no elemento e, recorrendo a lei de interpolacdo SFP, é

feita de acordo com a equagéo (3.6).
E(xy,x5) = xV[xFEY+ (1 = xD)E?] + (1 — xP)[xDE® + (1 — xD)E*| (3.6)

A formulacdo desta lei permite que, para cada valor das variaveis de projeto

(x1,x5), seja possivel selecionar uma fase de material diferente, como apresentado na

Tabela 3.3.
Tabela 3. 3 — Variaveis de projeto associadas a cada uma das quatro fases de material,
na lei SFP.
X1 X2 E(xq1,x;)
E* = vazio

E3 = magnésio
E? = aluminio
E' = aco

R =, O O
= O = O

A Figura 3.5 representa a superficie de interpolacdo produzida pela lei de
interpolacdo SFP, para trés expoentes de penalizacdo, p = 1,p = 3 e p = 4 e quatro fases

de material. Cada um dos quatro veértices no plano O, ,, corresponde a uma fase das

quatro fases disponiveis.

Figura 3. 5 — Representacdo gréfica da lei SFP, para interpolacdo de quatro fases de
material, utilizando trés expoentes de penalizagdo diferentes.
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Reescrevendo (3.6), obtém-se as funcGes de peso associadas a cada fase de

material (3.7).

E(xy,x5) = xVxJEY + xP (1 — x))E? + (1 — 2V )xJE3

3.7
+(1-xP)(1 —xDHE* (3.7)

A funcdo de peso associada a cada uma das quatro fases de material é
respetivamente, wy = xPxb, wy, =l (1—x), wa=(1—-xF) e w, = (1 —xP)(1 -
xé’). A semelhanca da lei SIMP, as func@es de peso dependem de ambas as variaveis de

projeto. Na Figura 3.6 observa-se a representacédo gréafica de cada uma destas funcdes de

peso, assim como 0 seu somatorio.

—x Py P =2 P(1-%2
w, =x1x, W, =X P(1- xp) W, =X (1-x5)

Figura 3. 6 — Fungdes de peso da lei SFP para quatro fases de material, com p = 3.
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3.4 Analise Comparativa

A selecdo de cada fase de material é grandemente influenciada pela superficie de
interpolagdo associada a lei que se considere. De seguida pretende-se evidenciar o
andamento da variacdo das propriedades quando se interpola entre as fases presentes, ver
Fig. 3.8. Especificamente, € interessante observar o “caminho” seguido pela interpolagdo
entre cada duas das varias fases presentes pois isso pode ter impacto na qualidade das
solugdes obtidas conforme comentado de seguida.

Quando se faz uma otimizacao de uma estrutura reticulada (tipo trelica), utilizando
uma Ground Structure Approach, cada elemento finito da estrutura (barra) no final terd
inequivocamente uma propriedade associada de entre aquelas que se interpolaram. No
entanto, caso o problema a resolver exija utilizar um filtro (por exemplo de densidades)
para obter uma topologia, o efeito do filtro corresponde a uma zona de cinzento

(densidades intermédias) na solucéo final conforme se observa no exemplo da Figura 3.7.

Figura 3. 7 — Demonstragdo da transicdo das zonas porosas (a cinzendo) para zonas
de densidades 1 ou 0 (a preto ou branco), aplicando filtro das densidades [48].

No caso de haver varias fases de material sélidas envolvidas, o filtro traduz-se
numa zona de cinzento associada a transicéo de fases. Essa transi¢do pretende-se que seja
gradual entre cada duas fases, e apenas entre essas duas, vizinhas uma da outra. Em
problemas sem filtro (como o da trelica) qualquer lei de interpolacdo no final dad um
resultado consistente em termos das fases de material entre as quais se interpola, sendo a
selecdo das mesmas inequivoca. Contudo, caso seja usada uma filtragem num problema,
vao surgir densidades intermédias que fazem uma determinada interpolacéo entre fases
que pode ser diferente de acordo com a lei de interpolagdo em causa. Por exemplo, neste
tipo de situacOes, a lei SFP pode resultar em valores sem sentido. Veja-se a Fig. 3.8 ¢),
na transi¢do entre a fase de material 2 e a fase de material 3, o “caminho” vermelho
representa uma menor diminui¢do da rigidez da estrutura do que o ‘“caminho”
representado a azul. Assim, caso se pretenda uma solucdo de maxima rigidez, o algoritmo
pode escolher fazer uma transicéo tal que, ao se transitar da fase de material 2 para a 3,

passa-se pela fase 1 de material (mais rigida) e isso ndo tem qualquer sentido fisico. O
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resultado € uma modelacdo pobre da zona de interface entre fases discretas de material.
Consequentemente, esta lei pode efetivamente ndo produzir bons resultados na
otimizag&o topoldgica de estruturas continuas baseadas na variavel de densidade onde
uma técnica de filtragem seja utilizada. Este aspeto, em particular, ndo se verifica para a
lei SIMP, ver Fig. 3.8 b).

Relativamente a superficie de interpolacdo produzida pela lei DMO, ver
Fig. 3.8 @), apenas a “metade” inferior ¢ considerada, devido a restrigio imposta ao
somatorio das funcbes de peso. Como o somatorio tem de ser obrigatoriamente igual ou
inferir a unidade, a “metade” de cima da superficie de interpolacdo ndo estd ao alcance
do algoritmo de otimizagéo, pois considerar pontos naquela zona representaria uma
violagdo do constrangimento Y ™etw, < 1. Apesar do incremento no custo
computacional associado a introducdo de muitos constrangimentos deste tipo no
problema, a linearidade das fungdes de peso faz com que a sua implementagdo seja
simples e sem grandes dificuldades para o algoritmo de otimizacao tratar. No entanto, néo
deixa de ser curioso que na transicao entre as duas fases de material, segue-se o trajeto
com valores de densidade intermédios (veja-se a linha diagonal representada) e encontra-
se na funcdo de interpolacdo um minimo local, para o valor da penalizacdo p escolhida.
No entanto, note-se que ao aplicar uma continuation approach a estratégia de
penalizacdo, parte-se de um expoente p = 1, ou seja, de uma superficie ndo penalizada
(plana, sem curvatura, ver Fig 3.1). O valor de p aumenta gradualmente até ao seu valor
final, e s6 se verifica a formacdo de um minimo local numa direcdo da superficie de
interpolacdo a partir de p = 1,2. Até este valor, a superficie de interpolacdo apresenta
uma variacdo mondtona. A possibilidade de o algoritmo ficar retido nesse minimo nao

sucede, pois, as variaveis de densidade sdo forgcadas a tomar os seus valores limite.

Na utilizacdo da lei DMO, a semelhanca do que foi observado para a lei SFP, ao
otimizar problemas onde seja usada uma filtragem de densidades, podem resultar valores
de densidades intermedias sem sentido. Note-se ainda que na maior parte dos problemas
apresentados na literatura onde se utiliza a lei DMO, o objetivo é descobrir a orientagdo
Otima das fibras entre camadas de um compdsito laminado. Neste caso, ndo é pertinente

a utilizacdo de filtragem evitando-se os problemas associados conforme explicado aqui.

Em suma, caso se utilize as leis DMO e SFP, é especialmente necessario garantir
que se se aplique uma continuation approach na estratégia de penalizagdo, i.e., 0s

expoentes vdo aumentando gradualmente para que os resultados ndo sejam téo



44 Capitulo 3

influenciados pela existéncia de minimos locais ao longo de determinadas direcGes no
espaco das superficies de interpolacdo. No entanto, para a lei SIMP verifica-se que a
transicdo entre quaisquer duas fases de material se faz através de uma superficie de

interpolacdo que tem variagdo monotona o que € um aspeto a favor da utilizacao desta lei.

Atendendo agora a superficie de interpolagdo produzida pela lei SIMP, ver
Fig. 3.8 b), veja-se que ndo se impbe qualquer constrangimento de somatorio de pesos.
Contudo, o que se observou no desenvolver dos problemas resolvidos nesta dissertacéo,
é que a escolha do ponto de partida (design inicial) influencia mais o caminho que o
algoritmo percorre até encontrar a solucdo 6tima, principalmente para mais de duas fases
de material, comparativamente ao DMO. Por exemplo, se o ponto inicial for (x;,x,) =
(0,5;0,5), os pesos na lei de interpolacdo assumem os seguintes valores: E = 0,25E +
0,25E% + 0,5E3. Portanto, a partida, favorece-se mais uma das fases do que as restantes.
Este é um aspecto desfavoravel na aplicacdo desta lei. O mesmo acontece para a lei de
interpolacdo SFP, onde, para um nimero de fases de material sélido superior a 3, 0 ponto

de partida tem uma grande influencia na solucéo final encontrada pelo algoritmo
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E(xI .xz)

Figura 3. 8 — Selecdo da fase de material, para p = 3, na superficie de interpolacdo gerada
pela lei a) DMO; b) SIMP; c) SFP.






4. Formulacao dos Problemas

O proposito desta dissertacdo € o desenvolvimento de uma metodologia capaz de
reduzir o peso de estruturas reticuladas variando as dimens@es das &reas das sec¢des com
identificacdo de topologia 6tima e também com selecdo 6tima de material, utilizando-se
constrangimentos de tensdo. A resolucdo dos problemas apresentados é feita com recurso
a algoritmos de otimizagdo baseados no gradiente. Os problemas dividem-se
essencialmente em trés categorias, consoante a variavel de projeto escolhida: (1)
densidade artificial, (2) area da seccdo da barra, (3) ambas as variaveis, densidade
artificial e &rea. Serdo ainda utilizadas uma, duas e trés fases de material solido distintas,
e trés leis de interpolacdo, DMO, SIMP e SFP.

Primeiro, é apresentada a formulacao do problema utilizando a densidade artificial
como variavel de projeto, que é baseada em Pratas (2019) [18]. Consideram-se uma, duas
e trés fases de materiais solidos, correspondendo isto a um problema de SMTO, MMTO?2
e MMTQO3, respetivamente. Sdo ainda utilizadas as leis de interpolacdo DMO, SIMP e
SFP.

Segundo, é apresentada a formulagdo utilizando as areas das sec¢des das barras da
ground structure como variaveis de projeto. Neste caso, pretende-se fazer uma
otimizacdo meramente topoldgica (SMTO), onde a variavel area € encarada como uma
variavel topoldgica que define a presenca (A # 0) ou auséncia (A = 0) de material. Assim

deixa de ser necessario recorrer as lei de interpolacao.

Terceiro, é apresentada a formulacdo que utiliza a densidade artificial e a area
como variaveis de projeto, que permite fazer otimizacdo dimensional, topoldgica e
multimaterial. A variavel area é encarada novamente como a variavel topolégica, ficando
a variavel de densidade artificial responsavel pela selecdo Otima de materiais para a
estrutura, deixando de haver necessidade de modelar a fase de vazio recorrendo a variavel
de densidade artificial. Nesta formulacéo sdo consideradas duas e trés fases de material
solido, e utilizadas as leis de interpolagdo DMO e SIMP. Neste caso o SFP redunda no
SIMP porque na equacdo (3.6) E3 = E° = E™#t3_ S0 seria Util considerar o SFP caso se

estivessem a considerar quatro fases sélidas.

47
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As areas enquanto variaveis de projeto apresentam as seguintes vantagens na

resolucgéo do problema:

A topologia da estrutura passa a estar definida atraves da variavel area, em vez da
densidade, e encontra-se assim uma melhorar racionalizacdo do material;

Com o mesmo numero de variaveis de densidade artificial pode-se interpolar mais
uma fase sélida se a area for utilizada como variavel de projeto. De facto, deixa
de existir a necessidade de modelar a fase de vazio a custa da densidade. As
densidades artificiais passam a ser encaradas apenas como variaveis de selecao de
material;

As solucdes obtidas sdo proximas de um fully stressed design;

Ao contrario da variavel de densidade, a variavel de area ndo precisa de ser
penalizada e esta sujeita a menos constrangimentos, sendo as solugdes obtidas
com recurso a menos iteracdes e mais independentes dos parametros de

penalizacao.

Na Tabela 4.1 sdo apresentadas as variaveis necessarias, nas formulacées sé com

a variavel artificial, s6 com as areas, ou com ambas as variaveis. Neste caso sdo as

variaveis necessarias por elemento finito, para a lei SIMP, DMO e SFP, dependendo

das fases de material s6lido que se pretende utilizar.

Tabela 4. 1 — Variaveis necessarias para cada categoria de problemas, por elemento
finito, para a lei SIMP e DMO, para 1, 2, 3 e m fases de material sélido.

SMTO MMTO2 MMTO3 MMTO4
Xp g)|':\/|/|cl:2 [xpl] [xpl xPZ] [xp1 *p, xp3] [xpl X, Xps xp4]
SFP = SIMP = SIMP %5, %] %0, %, %,
X4 [x4] N/A
XpA gll:\/l/lcl?’ N/A [xA xpl] [xA *py xpz] [xA Yoy Xp, xp3]
SFP = SIMP = SIMP [xA X, xpz]

4.1 Variaveis, Funcdo Objetivo e Constrangimentos

Pretende-se formular o problema de minimizacdo de massa, com

constrangimentos de tensdo. Para ser possivel utilizar um algoritmo baseado no gradiente,
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nomeadamente 0 MMA, as funcGes objetivo e constrangimentos devem ser continuas e
diferencidveis em todos os pontos do dominio. Para selecionar a varidvel de densidade
artificial foram utilizadas trés leis de interpolacdo do material, DMO, SIMP e SFP,
detalhadas no capitulo 3. E necessario adicionar dois constrangimentos que visam garantir
que a solucdo continua da variavel densidade tende para a sua solucao discreta, ou seja,
toma valores de 0 ou 1. Estes constrangimentos serdo abordados adiante. A varidvel area,
por sua vez, é comparativamente menos exigente em termos dos valores que pode tomar

e, portanto, constrangimentos que tem de verificar.

4.1.1 Variaveis

A variavel densidade artificial Xp, é de natureza discreta, e seleciona, para cada

elemento finito e, uma fase de material m. Para a lei DMO e SIMP é necessario definir,
por elemento, uma variavel para cada fase de material solido disponivel, sendo
necessarias n” = NE.N,,,, Vvariaveis de projeto, onde NE representa 0 numero de
elementos e N,,,; 0 numero de fases de material sélido. No entanto, utilizando a lei SFP
é possivel interpolar entre quatro fases utilizando apenas duas variaveis, sendo
necessarias, para trés fases solidas, n” = 2NE variaveis de projeto. A utilizagdo da lei
SFP apenas se torna vantajosa nos problemas desta dissertacdo designados por MMTQO3.
Veja-se como se define o vetor das varidveis de projeto quando se utilizam apenas as

densidades artificiais (4.1):

Xp = [xpl,l' '"’xP1,m’ ""xpe,l' ""xpe,m] (4.1)

A utilizagdo das areas das secgOes das barras como variaveis de projeto, x4, torna
possivel identificar “inexisténcia” de material (barra) pois € possivel que a area seja nula,
na verdade, um valor suficientemente baixo. Assim, para fazer uma otimizacdo apenas
topoldgica, deixa de ser necessario recorrer as densidades. Utilizar a area como variavel
topoldgica representa uma vantagem a nivel computacional, por ser de natureza continua
e ndo estar sujeita aos constrangimentos que as densidades artificiais exigem, conforme
se vera adiante. O vetor das variaveis de projeto areas define-se de acordo com a equagéo
(4.2).

Xa = [Xay, 0 %a,] (4.2)



50 Capitulo 4

Utilizando ambas as varidveis, as areas sao responsaveis pela definicdo da
topologia étima e as densidades responsaveis pela distribuicdo 6tima de material pela
estrutura. Nestes problemas o vetor das variaveis de projeto define-se de acordo com a

equacao (4.3).

Xpa = [x/’1,1’ s Xp o Xagy e Xp e Xp er] (4.3

4.1.2 Funcao Objetivo

Os problemas que se pretendem resolver no decorrer desta otimizacéo tém como
objetivo a reducdo da massa da estrutura reticulada. A equacédo (4.4) permite calcular a

funcdo objetivo.

NE
M(xp,X4) = Z Pe(Xp)Lexy, (4.4)
e=1

Onde p, € a densidade especifica do material no elemento e e depende das
variaveis de densidade artificial, x,, através de uma lei de interpolacdo. L, € o
comprimento de cada barra da estrutura, que corresponde ao comprimento do elemento

finito. Por dltimo x,, € a variavel da area da seccdo do elemento e.

4.1.3 Constrangimentos

As tensdes nas barras da trelica ndo podem ultrapassar os valores admissiveis ou
de cedéncia do material. No entanto este tipo de constrangimentos requer um tratamento
especial. Conforme foi referido no capitulo 2.3.3, aplicam-se algumas estratégias que
permitem obter um constrangimento continuo e diferenciavel, definido de acordo com a

equacao (4.5):

o _ (Ce ?
98 =(2) -1=0 (4.5)

e
Para garantir que a solugdo do problema continuo é an&loga a solugéo do problema
discreto, deve-se penalizar a selecdo dos valores intermédios de densidade artificial, de

modo levar as variaveis para os seus valores limite, 0 ou 1. Para tal foi introduzido um
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constrangimento g¢ que consiste no somatorio de termos quadréaticos, i, normalizado e
controlado por um parametro &. Este constrangimento é aplicado qualquer que seja a lei

de interpolacéo, e é definido de acordo com a equacéo (4.6).

gt = % g_ € _ e=1 271\”171? [(fp B xp:m) (xpe,m B )—Cp)] — ¢ <0 (4.6)

Quanto mais intermédio for o valor de Xp, mais se tende a violar o

constrangimento. A tolerdncia deste constrangimento € ajustada pelo pardmetro &
Quando este toma valores perto de 0, ndo existe tolerancia relativamente a valores
intermédios, o que faz com que as solu¢des admissiveis sejam tendencialmente 0 ou 1,
i.e., idénticas as do problema discreto. Pelo contrario, caso se queira considerar este
constrangimento sempre inativo, o valor de £tem de ser superior a y,,,4, definido em
(4.7), ou seja € = {WYax,com ¢ > 1. Neste caso as solucGes do problema admitem

densidades intermédias.

max = NE (%, = 25 72) (2522 - 5, )|~ WE[(5, - 05) (05 - 5,)] (a7

Relativamente a selecdo das propriedades do material, serdo utilizadas as leis de
interpolacdo DMO, SIMP e SFP. Para a lei DMO, caso ndo seja imposta nenhuma
restricdo no somatério das funcdes de peso, esta pode extrapolar as propriedades em vez
de interpolar devidamente entre as propriedades dos materiais existentes. Por isso, é

necessario introduzir um constrangimento por elemento, g™ (4.8) tal que,

Nmat

g (xp) = ) %, <1 (48)

m=1

Desta forma garante-se que apenas uma das fases de material é selecionada, ou
pode também resultar vazio. No entanto, para evitar singularidades nas matrizes de
rigidez, a variavel de densidade tem um limite inferior proximo de 0. Assim, a soma das
variaveis € sempre ligeiramente superior a 1. O constrangimento passa entdo a ser

definido de acordo com a equacdo (4.9).

Nmat

gglat(xp) = Z xpe,m < (1 + (Njpar — 1)J_Cp) (4.9)

m=1
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Este constrangimento apenas € adicionado quando se utiliza a lei DMO para trés
ou mais fases, ou seja, quando sdo necessarias mais de duas variaveis de densidade

artificial.

4.2 Categorias dos Problemas de Otimizacao

Como referido anteriormente, ha trés grandes categorias onde se vao inserir as
formulacGes analisadas no decorrer deste capitulo: (1) problemas formulados com a
varidvel densidade, (2) problemas formulados com a variavel area, (3) problemas
formulados com as varidveis densidade e area. Apesar das diferentes categorias, 0
problema apresentado é sempre 0 de minimizagdo de massa com constrangimentos de

tenséo.

Na primeira categoria, serdo resolvidos problemas do tipo SMTO, MMTO2 e
MMTO3. Nos dois primeiros problemas serdo utilizadas duas leis de interpolacao
diferentes, DMO e SIMP, e para trés materiais sélidos utiliza-se para além destas leis
ainda a lei de interpolagdo SFP. Na segunda categoria, apenas se resolve um problema
SMTO, ndo havendo necessidade de recorrer as leis de interpolacdo. Na terceira categoria,
resolvem-se problemas do tipo MMTO2 e MMTOS, recorrendo as leis de interpolacdo

DMO e SIMP, onde estas fardo a interpolacédo apenas de fases solidas.

Na Tabela 4.2 esta apresentado um resumo com o ndmero de variaveis, n?, e 0
namero de constrangimentos, n¢, de cada categoria, dependendo da lei de interpolagdo
utilizada. NE e LC sdo o numero de elementos e de casos de carga do problema,

respetivamente.

Tabela 4. 2 — NUmero de varidveis de projeto, n”, e de constrangimento, n¢, consoante
0 problema considerado.

SMTO MMTO2 MMTO3
DMO |SIMP| DMO SIMP DMO SIMP SFP
nv NE ONE 3NE 2NE
X NEXLC | NEXLC | NEXLC
P c
NE X LC + 1 NE X LC + 1
n Tl iNE+1 41 +NE+1 +
v NE
X, N/A
n° | NEXLC
nv 2NE 3NE
X N/A NE XLC | NEXLC =SIMP
PA - e NE X LC + 1
+NE+1 +1
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4.2.1 Formulacdo com variavel densidade artificial

Nestes problemas o nimero de fases consideradas € o nimero de fases sélidas

mais a fase de vazio, ou seja Ny = Npq; + 1.

4.2.1.1 SMTO

Para problemas de single material a formulacdo do problema de otimizagdo com
as leis de interpolacdo DMO e SIMP escreve-se da mesma maneira, e esta apresentada na
Tabela 4.3.

Tabela 4. 3 — Formulagédo do problema SMTO, utilizando a densidade artificial como
variavel de projeto.

NE
min M(x,) = Zpe(xp)LeAe
e=1

xp,xpee]o,l]

S.a.
Kul = fl
2
gey (Xp'“(xp)) = (;:é:;) —1=<0

9¢(x,) = Y2 <0, £ €]0,+oo[

&
Onde:
K=3"EK,; K,=K, (Ee(xp))
ll)(Xp) - ggl ervnnzlalt [(fp N xpe,m) (xpe,m N )—Cp)]
e=1,..,NE m=1,..,Npgy L=1,..LC

Onde e é o numero de elementos finitos que discretiza a estrutura reticulada, m o
namero de fases de material sélidas e [ o nimero de casos de carga. Para um problema de
SMTO existe apenas uma fase solida pelo que se considera m = 1. Em single material

existe apenas uma variavel, Xp ., POT cada elemento, pelo que ndo € necessario considerar

o0 constrangimento g™t no caso da lei DMO.

As quantidades a interpolar sdo p,, E, e d,. As leis de interpolacdo utilizadas para

definir estas propriedades estdo apresentadas na Tabela 4.4. Onde y = p,E, 6 com p =
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D1, P2, D3, respetivamente. y° representa as propriedades da fase de vazio e y! as
propriedades da fase sélida.

Tabela 4. 4 — Propriedades do material interpoladas com a lei DMO e SIMP, para
SMTO. Leia-se y como p,E e G.

Lei Classe Interpolagéo
DMO  SMTO Xe(%,,) = x°+ 27 (' = 2%
SIMP SMTO Xe (xpe,1) B xPZJXl + (1 B xpz,1))(0
4.2.1.2 MMTOm

Para os problemas multimaterial com lei DMO surge a necessidade de adicionar
mais um constrangimento por cada elemento finito. Na Tabela 4.5 € apresentada a
formulacdo para problemas multimaterial, com a varidvel densidade artificial, para a lei
DMO e para as leis SIMP/SFP (estas duas ultimas escrevem-se da mesma maneira).

Tabela 4. 5 — Formulacdo dos problemas MMTOmMm, utilizando a densidade artificial
como variavel de projeto.

DMO SIMP/SFP

NE
min M(x,) = Z Pe(Xp)LeAe,
e=1

xp,xpeE]O,l]

S.a.
Kul = fl
2
98 (xpu(xy)) = (2492) — 120

gg(xp) = ? <0, €€]0,+o[

Nmat

mat — _ — < N/A
ge (xp) mzzl Xpgm (1 + (Npat l)a_cp) <0
Onde:
K= Zleyfl Ke; Ke =K, (Ee(xp))
l/)(Xp) - ngl %n;alt [(fp N xpe,m) (xpe,m N 3—Cp)]

e=1,.., NE m=1,.., Npat l=1,..LC
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As formulacdes para duas ou trés fases de material solido, MMTO2 e MMTO3,
sdo anélogas, alterando-se apenas a interpolacdo dos materiais para incluir mais termos.
Utilizando a lei DMO e SIMP é possivel escrever as expressdes para N,,,: fases de
material arbitrarias, sendo que para a lei SFP 0 mesmo j& ndo é possivel. A lei SFP é

adaptada para resolver problemas apenas com um determinado numero de fases.

As quantidades p,, E, e d, s@o interpoladas de maneira diferente consoante a lei
de interpolacdo utilizada, apresentadas na Tabela 4.6, onde y =p,E,6 com p =
p1,P2, D3, respetivamente. y° representa as propriedades da fases de vazio, y! as
propriedades da fase sélida 1 e y? as propriedades da fase sélida 2.

Tabela 4. 6 — Propriedades do material interpoladas com a lei DMO, SIMP e SFP, para
MMTO2 e MMTOS3. Leia-se y como p,E e &.

Lei Classe Interpolagéo
Nmat
DMO MMTOm Xe(x,) = x°+ Z %t M =x")
m=1
MMTO2 Xe(%p) =%, %52 + (1=, )| + (1= %7, ) 2°
SIMP xe(p) = %57 [, [x? 2+ (1= 32 ) 22|+ (1= 5.2 ,) o]
MMTO3 .
+ (1 - xpzej,s) X
Xe(Xp) = %P [x,P x* + (1 —x,° )x?
SFP MMTO3 G pe'23 p o
+ (1 N xp’e”l) [xp’e"z)( +(1- xpe,z)X ]

4.2.2 Formulacdo com variavel area

A variavel de projeto agora € a area da seccdo do elemento e, x,,, e considera-se
todo o dominio de projeto com o mesmo material sélido. Quanto aos constrangimentos,
agora apenas se aplica o constrangimento de tensdo, g¢;, ja que 0s constrangimentos
anteriores , gt e g€, dependem apenas da variavel densidade ficticia. Como as
caracteristicas do material sdo constantes, ndo h& necessidade de recorrer a leis de

interpolacdo. Note-se que se trata de um problema SMTO pois € uma otimizacao
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meramente topologica. A Tabela 4.7 apresenta a formulacéo final do problema com as

areas como variavel de projeto.

Tabela 4. 7 — Formulacdo do problema SMTO, utilizando a area como variavel de
projeto.

NE
min 1 M(xy) = Z Pelexa,
' e=1

XA,erE]O,A
S.a.
Kul = fl

2
gsi(ukxp) = (2£2) -1<0

Oe

e=1,.. NE l=1,..,LC

4.2.3 Formulagdo com variavel densidade artificial e area

Esta formulacdo permite otimizar estruturas reticuladas a nivel dimensional,
topoldgico (partindo de uma ground structure) e com selecdo de material. O problema
esta ainda sujeito a constrangimentos de tensdo. Esta formulacdo é a que apresenta nesta
dissertacdo o maior potencial. Os problemas resolvidos sdo sempre MMTO pois tem-se
a selecdo no minimo de dois materiais (através da variavel de densidade artificial) sendo
a topologia definida a partir da variavel de area. Comparativamente ao caso de existir
apenas variavel de densidade, o presente caso tem a vantagem de poder utilizar-se uma
variavel de densidade a menos para interpolar entre 0 mesmo nimero de fases sélidas
porque a topologia é definida pela variavel de area. S&o utilizadas as leis DMO e SIMP
para efeitos comparativos. Com duas varidveis de densidade interpolam-se com estas duas
leis até trés materiais diferentes. A lei SFP, também com duas varidveis de densidade,
teria vantagem apenas se fosse necessario interpolar entre quatro materiais o que néo é o

caso considerado nesta dissertacéo.
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4.2.3.1 MMTO2

As leis DMO e SIMP vao interpolar entre duas fases sélidas (problema tipo
MMS), utilizando apenas uma variavel de densidade, ndo havendo por isso necessidade
de adicionar o constrangimento g™t ao utilizar a lei DMO. Na Tabela 4.8 é apresentada
a formulacdo com a densidade artificial e a area como variaveis de projeto, para
problemas com duas fases sélidas disponiveis.

Tabela 4. 8 — Formulacdo do problema MMTO?2, utilizando a densidade artificial e a
area como variaveis de projeto.

NE
in M(xp,X4) = Zpe(xp)L Xa,
xpe ]0 1] e=1
XA ]O,A]
s.a.
Kul = fl
2
93 (xp,u(xp,xA)) = (%) -1<0
9°(x,) =5 <0, € €10, +oo]
Onde:
K= Ieyfl Ke; - K ( (Xp))
l/)(Xp) %malt [(xp xpe,m) (xpe,m B 9—Cp)]
e=1,..,NE m=1,.., Npat l=1,..,LC

As quantidades p,, E. e d, sdo interpoladas de maneira diferente consoante a lei
de interpolacdo escolhida, veja-se a Tabela 4.9, onde y = p,E, G com p = p,,p,, P3,
respetivamente.

Tabela 4. 9 — Propriedades do material interpoladas com as leis DMO e SIMP, para
MMS?2. Leia-se y como p,E e G.

Lei Classe Interpolagéo
DMO  MMS2! Xe(Xp) = x* +x,0 0t =x%)
SIMP  MMS?2 re(x) = %0 "+ (1=, ) 1

L A classe € MMS2, i.e., Multi Material Selection com 2 fases de material solido, porque nio existe fase de
vazio na interpolagéo.
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4.2.3.2 MMTO3

Neste problema, a semelhanca do problema MMTO2, as densidades séo
responsaveis pela selecdo apenas de fases solidas, neste caso a escolha é feita de entre
trés fases disponiveis (problema MMS3). Neste caso, como se utilizam duas variaveis de
densidade, é necessario acrescentar o constrangimento g%t quando se utiliza a lei DMO,
isto para garantir que ndo ha extrapolacdo de propriedades. Na Tabela 4.10 é apresentada
a formulagéo para este caso.

Tabela 4. 10 — Formulacao do problema MMTO3, utilizando a densidade artificial e a
area como variaveis de projeto.

DMO SIMP
. NE
min
X, X4 M(XP' XA) = Z Pe (Xp)Leer
Xp€]0,1] e=1
XA€]0,4;]
S.a.
Kul = fl
2
Oe,1(0)
gg,l (Xp:u(xp’xA)) = ($) —-1<0
QS(XP):IPE_SSO, € €]0, +oo[
Nmat
génat(xp) = Z xpe'm - (1 + (Npmat — 1)3_6,,) <0 N/A
m=1

Onde:
K=K, K, =K, (E(x,))

l/J(Xp) - Ieyfl ervn":lalt [(fp N xpe,m) (xpe,m N J—Cp)]
e=1,.,NE m=1.,Npy Il=1..,LC

As quantidades p., E. e g, sdo calculadas consoante a lei de interpolagéo

utilizada, veja-se a Tabela 4.11, onde y = p, E, @ com p = p4, p,, 3, respetivamente.

Tabela 4. 11 — Propriedades do material interpoladas com a lei DMO e SIMP, para
MMS3. Leia-se y como p,E e G.

Lei Classe Interpolagéo

DMO  MMS3 Xe(xp) =2 +x,0 (' =) + x50 (2 = x%)

SIMP MMS3 | xe(x,) = x,7, ["P’Z,l?fl +(1-x2 )2+ (1- xpzz)xs

el
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4.3 Estratégia de Penalizacéo

A estratégia de penalizacdo consiste num conjunto de técnicas que visam garantir
que a solucéo do problema relaxado tende para a solucdo do problema discreto. Por outras
palavras, estas técnicas sdo responsaveis por encostar as variaveis nos seus valores limite,
Oou 1, i.e., desfavorecem os valores de densidade intermédios. A variacdo dos expoentes
de penalizacdo utilizados nas leis de interpolacdo fazem parte destas técnicas assim como
também o constrangimento g£. Tanto a variagdo dos expoentes de penaliza¢gdo como 0
constrangimento g¢ serdo aplicados utilizando uma continuation approach, o que
também ajuda o algoritmo a escapar mais facilmente a minimos locais. Assim 0s
expoentes vao variar gradualmente com as iteracfes, de um valor inferior, onde o
problema ndo esta penalizado, até a um valor superior de variacdo. Pelo contrario, ¢ vai
comecar num valor suficientemente elevado de modo a que o constrangimento esteja
inativo e, depois, vai sendo gradualmente reduzido até ao valor minimo especificado. A
construcdo da estratégia de penalizacdo proposta nesta dissertacéo é inspirada em Pratas
(2019) [18]. Como valor acrescentado ao trabalho ja realizado anteriormente, destaca-se
a elaboracdo de uma estratégia mais consolidada e mais independente dos problemas a

resolver. De seguida, descreve-se de forma mais detalhada em que consiste esta estratégia.

O intervalo de iteracfes total, I, é dividido em dois intervalos, I; e I,. No
primeiro intervalo apenas vao variar 0s expoentes p que constam na lei de interpolacao
usada de modo que os seus valores partem de um valor minimo especificado até
alcancarem um valor maximo definido e, depois, ficam constantes durante o segundo
intervalo de iteragfes. O constrangimento g¢ apenas é ativado no segundo intervalo, e
durante estas restantes iteracdes o parametro & vai descer até ser atingido o seu valor
minimo especificado. O valores inicial e final dos expoentes p,, p,, ps e €, conforme

usados nesta dissertacédo, estdo apresentados na Tabela 4.12.

Tabela 4. 12 — Variacdo dos expoentes de penalizacdo e parametro epsilon.

Expoente P1 P2 P3 £

Valor inicial 1 1,0a1,1 1 1+ 8, -1
Valor final 1 4 3,5 0,001
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No primeiro intervalo, li, 0s expoentes mantém-se constantes durante uma
percentagem de iteracdes iniciais &q, de modo a que o algoritmo se ajuste ao problema
ndo penalizado. Estipulou-se o valor de 5%, i.e.d, = 0,05I; . A ativagdo do
constrangimento g¢ ¢ feita na iteracdo i = i, onde o valor de & toma o seu valor
inicial, que é o valor y da iteragdo anterior, com uma pequena folga, ou seja

(1 +0)yy;,, -1 Considera-se suficiente § = 0,001. Esse parametro & reduz-se até ao
seu valor minimo na iteracéo if, ;. Considerou-se também i, =, + 1, e il =1, +

0,71,. Assim da-se uma margem ao algoritmo para se ajustar aos valores finais.

O expoente p, € responsavel por penalizar a densidade especifica. Este mantém-
se constante ao longo das iteragcdes pois valores superiores a 1 iriam valorizar valores de
densidade intermédia, o que ndo é o pretendido. O expoente p, penaliza a rigidez para
valores intermédios de densidade e para a maior parte dos exemplos partiu-se de 1,1,
salvo raras excecOes de onde se partiu de 1,0 ou 1,05. Como valor final considerou-se 4.
O expoente p; € usado na interpolacdo da tensdo admissivel e varia entre 1 e 3,5.
Considera-se p; < p, para obter uma relaxacdo apropriada dos constrangimentos de
tensdo, isto surge aqui como uma variante do gp-approach. No decorrer das iteracdes esta
desigualdade é garantida. E de notar que mesmo que ambos 0s expoentes partam de 1, p,

aumenta mais rapidamente que p5, pelo que se mantém a desigualdade.

Na Figura 4.1 pode observar-se as superficies de interpolacdo das propriedades do
material, para duas fases de material, para a lei DMO, com os valores finais do expoente
p de penalizacéo.

Densidade Especifica, p, Modulo de Young, E‘, Tensao admissivel, r’yf

Py=1 p,=4 p, =35

(1), =(2) =
g '+a'-a

I"”‘I"‘V)'l‘“” d L«‘H_ LL'}w[.{”) »

Figura 4. 1 — Superficies de interpolagdo das caracteristicas do material, para os
valores finais dos expoentes de penalizacdo. Adaptado de [18].



Formulagéo dos Problemas 61

Perante esta estratégia de penalizacdo existem varios parametros que podem ser
alterados caso os resultados obtidos ndo sejam satisfatorios. Para a resolucdo dos
problemas apresentados nesta dissertacdo optou-se por uniformizar os valores dos
parametros da estratégia de penalizacdo sempre que possivel. Na Tabela 4.13 sdo
apresentados os parametros que foram considerados constantes em todos os problemas
resolvidos nesta dissertagéo e os seus respetivos valores. Qualquer um destes valores pode
ser ajustado caso os resultados obtidos em outros problemas assim o exijam. Na
Figura 4.2 pode observar-se graficamente a estratégia de variacdo dos expoentes de

penalizagdo e do constrangimento g¢, ao longo das iteracfes (continuation approach

proposta).
Tabela 4. 13 — Pardmetros considerados constantes e respetivos valores.
1€ ;€
I2 8% Lstart lend
11/2,5 0,05 L+1 [1+0,712
I.'.-r.n
* >
.
(1+8)y
4 T &
L
3 34 <
= . w
3 £
w2 8
= - -'.,-""":-- E:
- o
1 T T =
l n nnl
0 |
o 005

Figura 4. 2 — Representacao grafica da estratégia de penalizacdo. Adaptado de [18].






5. Calculo das Sensibilidades

Um algoritmo de otimizagdo baseado no gradiente depende das propriedades de
continuidade e diferenciabilidade das funcdes objetivo e dos constrangimentos. A
informacao de declive e curvatura das funcdes obtém-se através do estudo das derivadas
das fungdes. Assim, quando se resolve um problema de otimizacao utilizando este tipo de
algoritmo, é necessario calcular as sensibilidades destas fungdes em relagdo as variaveis

de projeto do problema.

As sensibilidades da funcdo objetivo, massa, e dos constrangimentos g™%t e g€,
definidos no capitulo anterior, serdo calculadas utilizando as regras de derivacao direta
pois as expressdes analiticas estdo disponiveis e sdo simples. O caso do constrangimento
de tensdo ndo é tdo simples pois existe dependéncia implicita e explicita das variaveis de
projeto. A tensdo é funcdo do campo de deslocamentos que, por sua vez, é solugdo das
equacdes de equilibrio do problema da elasticidade. Estes deslocamentos, por sua vez,

dependem das variaveis de projeto, as densidades ficticias x,, que sdo utilizadas nas leis

de interpolacdo das propriedades elasticas dos materiais e as areas das barras x,. Sendo
assim, utiliza-se a regra da cadeia na diferenciacdo da tenséo e introduz-se também uma
varidvel adjunta (método adjunto) no calculo dessa derivada. Este método analitico
simplifica o calculo de sensibilidades pois o nimero de constrangimentos de tensdo no

problema, embora seja elevado, € inferior ao nimero total de variaveis de projeto.

Neste capitulo utiliza-se uma formulacdo do problema de otimizacdo onde as
equacOes surgem na sua forma discretizada pressupondo-se assim a utilizacdo de uma

malha de elementos finitos para a resolugédo do problema.

5.1 Funcéao objetivo

A funcdo objetivo é a massa total da estrutura reticulada obtida através do
somatorio da massa de cada barra (5.1). Como cada barra da ground structure é
discretizada por um elemento finito, esse somatorio vai até ao nimero total de elementos
finitos, NE.

63
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NE
M(x,,X4) = z Pe(Xp)LeXa, (5.1)
e=1

Onde p.(x,) € L. sdo a densidade especifica do material e o comprimento do

elemento finito e, respetivamente. E necessario calcular a derivada em funcdo da

densidade artificial x,, e da area x4,. A expressao da derivada da fungdo objetivo em

funcdo de cada uma das variaveis de projeto estd apresentada na Tabela 5.1.

Tabela 5. 1 — Sensibilidade da funcéo objetivo em relacdo as variaveis de projeto.

Densidades, 2 Areas, 2L
oM 0p.(X,) oM
= ——F-L.x,, —— = pe(Xp)Le

0%Xpq 1 dx 0xy,

Pem

A densidade especifica p.(x,) a atribuir a cada barra depende da lei de
interpolacdo de material utilizada e, consequentemente, a expressdo da derivada

0pe(X,)/0x,, ., depende dessa lei escolhida conforme se sistematiza de seguida.

5.1.1 DMO

Para a lei de interpolacdo DMO a densidade especifica do material é calculada de

acordo com a equacdo (5.2), sendo a sua derivada calculada de acordo com (5.3).

Nmat
pelxp) =P+ D %7 (0" = ") 52
m=1
0pe(X,) _
—axpem = P1xp§,1m1(/3m -p% (5.3)

5.1.2 SIMP

Utilizando a lei de interpolagdo SIMP ndo é claro definir a densidade especifica

para um namero arbitrario de fases de material.
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Assim, para duas fases de material, Ny = 2, a densidade calcula-se de acordo com

a equacdo (5.4) e a sua derivada de acordo com a equacéo (5.5).

Pe (xpe,1) - xpze”llpl + (1 B x/’ze),11)p2 (5.4)
9pe(Xp,,) _ Pt~ 2
0x,, , Xpes (5.5)

Para trés fases de material, Ny =3, a densidade calcula-se de acordo com a

equacao (5.6) e as suas derivadas de acordo com as equacdes (5.7) e (5.8).

pelxp) = 5% 500t + (1,0 )% |+ (1-%0,) 0" (56
ape(xp) 1
0%,,, =pul,” [0 0" = %) (5.7)
ape(xp) 1
Tx, =l et + (150 ) 0* =) (5.8)

Para quatro fases de material, Ny = 4, a densidade calcula-se de acordo com a

equacéo (5.9) e as suas derivadas de acordo com as equacdes (5.10), (5.11) e (5.12).

i) =5 s i+ (1 22) ]+ (1-52)

(5.9)
4
+(1—xp’;,;)f)
0pe(Xp) _
g, = Py (w0t )] (510
0pe(Xp)
= Py ol [wlet + (1) et =0t s
9p.(Xp)
pxpl‘1 x,P1 xplp + 1—Xp1 p
0x,,, ' Pe [”ez( (1= ) ) (5.12)

+ (1 — xpz,lz) p3 - p4]



66 Capitulo 5

5.1.3 SFP

Para a lei de interpolacdo SFP a densidade do material € calculada de acordo com
a equacdo (5.13), sendo as suas derivadas calculadas de acordo com as equac0es (5.14) e
(5.15).

pe(xp) - xpp1 [x p1 ,0 + (1 - xpp1 )pz]

(1) st + -t .
ag;—Z{:) = vl [t =)+ (1-32,) 0 = ") (5.14)
agj::) = plxg;z_l [ xpt (p* —p?) + (1 - Xpel) (p° - P4)] (5.15)

5.2 Constrangimento de tensao

O célculo das sensibilidades do constrangimento de tenséo € feito utilizando o
método adjunto que é definido de acordo com a equacdo (5.16), recorde-se também
(2.10).

dge age of oK
Ye,l _ Ye,l + T [ ull

dxem B 0Xem B (5.16)

L 0Xem 0Xom

O vetor de carga f é definido a partir das forcas externas aplicadas que nesta
dissertacdo sdo assumidas constantes, i.e., ndo tém dependéncia das variaveis de projeto.

Por isso, a equacdo (5.16) simplifica-se e tem-se:

dge, B dge, a7 0K

dxe,m axe,m et axe,m

u, (5.17)

onde A, € o vetor adjunto que e determinado recorrendo a resolugdo de um problema

adjunto, por cada constrangimento, definido de acordo com (5.18):

09, '
KAy =Zey  Zey= <a—ul> (5.18)

O vetor de carga ficticia, z,; consiste na derivada explicita do constrangimento
de tensdo em ordem aos deslocamentos do elemento ao qual o constrangimento diz

respeito, no sistema de coordenadas global.
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O constrangimento de tenséo ¢ definido de acordo com (5.19).

2
e, (0)
7 (x,,u(x, x == -1<0
ge,l( o u(x, A)) <Ee (Xp)> (5.19)

Onde o, € a tensdo de cedéncia do material, que depende explicitamente da
variavel de densidade ficticia, e varia consoante a lei de interpolacgéo utilizada. Ja a tenséo

g, € atensdo lida no elemento finito, para um determinado caso de carga.

Considerando um elemento finito de barra arbitrario em coordenadas globais,
representado na Figura 5.1.

Vi

Upg

Uy
Figura 5. 1 — Elemento finito barra arbitrario.

A tensdo no elemento pode ser calculada de acordo com a expressao:

ey = Eo(X,)ec(0) (5.20)

Onde a extensdo axial no elemento, ¢,, € calculada fazendo uma transformacéo de

coordenadas de acordo com:

ge(u) = [L]{u'} = [L][TH{u}

_ [1 1] [cosa sena 0 0
L

u v ug vy
L 0 0 cosa sena]{ }

(5.21)

(u; — uy)cosa + (v; — vy )sena
Le

S g (u) =

Logo, substituindo este resultado em (5.20) obtém-se a tensdo no elemento de

acordo com:

(u; — uy)cosa + (v; — vy)sena
» (5.22)

Oc, = Ee (xp)

e 0 constrangimento de tensdo passa estar definido como:
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" E.(x,)e. () 2
Ge1 = (%) -1 (5.23)

E necessario o calculo da parte implicita e explicita da derivada do
constrangimento de tensdo relativamente as variaveis de projeto, primeiro e segundo
termos do segundo membro da equacgéo (5.17), respetivamente. O vetor adjunto ou de
carga ficticia sera o mesmo no calculo da derivada em relacdo as densidades ou areas
porque depende do deslocamento u. Ja a derivada da matriz de rigidez global K e a
derivada explicita de g sdo diferentes dependendo da varidvel de projeto, densidade ou
area. Na Tabela 5.2 esta apresentado o calculo das sensibilidades do constrangimento de
tensdo em funcao das variaveis de projeto, com um formato que da para qualquer uma

das leis de interpolacdo que se escolha.

Tabela 5. 2 — Sensibilidades do constrangimento de tensdo em relacdo as varidveis de
projeto de densidade e area.

mq

Areas
Xp XA
Vetor de carga ficticia, z,:
T 2 cosa
KL =gz  — 09¢, 99, = 2¢,(u) Ee(xp) de.(u) 0dg,(u) _1 sena
foo et =%l =\ ou, )’ ou ¢ G.(x,) dou '’ odu  L|—cosa
9 —sena
o
£ Matriz rigidez global em relacdo as variaveis de pI‘OjetO
0K 0Eo(X,)xa, [ 1 _1] oK _ Ee(xp)[ 1 _1]
ax.De,m X Pem aer -

Explicita

Derivada explicita da tensdo em relacéo as variaveis de projeto, aie’

e

OE () aae(xp) )
agg.l —9 E (XP) axpe,m P) E ( P) em gge'l =0
- X

0Xppm Oc (Xp) . (x p) Ae

A semelhanca do que se observa para a densidade especifica, que consta da funcéo
objetivo, 0 mddulo de Young E, (x,) e a tensdo admissivel 7, (x,,) também dependem da
lei utilizada na interpolagdo do material. Assim, concordemente com a lei utilizada, sdo

apresentadas de seguida as derivadas 0E.(x,)/0x,,,, € 00,(X,)/0%,, . -
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5.2.1 DMO

Para a lei de interpolagio DMO o modulo de Young e a tensdo admissivel do
material sdo calculadas de acordo com a equagéo (5.24), e as suas derivadas calculadas

de acordo com (5.25)

( Nmat
E.(x,) =E° + z xpP2 (E™ — E°)

4 N (5.24)
ge(x,) =% + Z x,b (6™ —&°)

\ =1

axpe’m
(5.25)

5.2.2 SIMP

Utilizando a lei de interpolacdo SIMP nédo é claro como definir o modulo de

Young e a tensdo admissivel do material para um numero arbitrario de fases de material.

Assim, para duas fases de material, Ny = 2, E, e g, calculam-se de acordo com a

equacéo (5.26) e as suas derivadas de acordo com a equacao (5.27).

Ee (xpe,l) - XPZ,Z1E1 + (1 - xpl;zl) E?

(5.26)
Te (xpe,1) - xple’flal + (1 N xpgi) o’
0E, (x,
a)(c e,1) — plez))ez‘l—l(El _ EZ)
Per 5.27
aae(xp 1) p3—l,=1 =2 ( )
ax = p3xpe'1 (O- —0 )
Pe,1

Para trés fases de material, Ny = 3, E, e &, calculam-se de acordo com a equagdo

(5.28) e as suas derivadas de acordo com as equagdes (5.29) e (5.30).
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Ee(x,) = %75 [XPZiEl +(1- xpi’,i) B2+ (1- %7 )

Go(%,) = 2,7, [ X755 + (1 _ xpﬁi) 52] (1 - ) (5.28)
N o
) oy )

S -

Para quatro fases de material, Ny = 4, a densidade calcula-se de acordo com a

equacdo (5.31) e as suas derivadas de acordo com as equacdes (5.32), (5.33) e (5.34).

+(1—x pz)E“‘

(Eo(x) = %72 %82 3,7 B + (1 =72 ) E2| + (1 - x,72 ) E7)

{
- —2
O'e(Xp) - xpe33 [xpez [xpze)iO' + (1 B xpgi) o ] + (1
—_ 4 D 54
L + (1 xpef3> o
JdE, (xp) pa—1
_ P2y P2 (F1 — E2
axpe_l P2%pes [xp 5% e2 (E" - )]
aae(x,,) pa—
_evpl_ p P —
0xp,, = P3¥pe, [xp 3%0e2 G )]
aEe(xl’) p 1 2 3
0 = P2 Pezz xpiz)z?, [xpz,zlE + (1 - "Ple’,zl) E*—-E ]
xpe,z
05.(X)) s

= P3Xp,, *p
: 3
axpe,z €

x,P3 [x p361+(1—x p3)52—53]
Pe1 Pe1

as'_;ij:) pzxg; 1 [xppz (x pz g1 (1 — xpi”z )E ) + (1 — x,P? )E _ g4
) g o (e + (1) )+ (1-5) =

(5.31)

(5.32)

(5.33)
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5.2.3 SFP

Para a lei de interpolacdo SFP o mddulo de Young e a tensdo admissivel do
matéria sdo calculados de acordo com a equacdo (5.35), sendo as suas derivadas

calculadas de acordo com as equacoes (5.36) e (5.37).

([ E.(x,) = xpb? [x . E'+ (1—x," )EZ]

(l—xp )[x 2f’2E3+(1—xp7”2)E4]
< (5.35)
7.(x,) = xpb? [ 5+ (1- xpp3 )G ]

\ ( = xp? )[ p3a +(1—xp’;32)a]

0E,(x
ajf( 2 = P2 5:11[ Xpep (B — E%) + (1 pez)(E2 E4)]
95,5 (5.36)
—* P31\ xPs (5 o p - _
0%p,,, ~ P pjl [ /’63.2 @ -+ (1 - Xp:.z) (6% — 04)]
O
L) g g 610+ (1) )
Pe,2
00e(Xp) (5.37)

= pPax 5:2_1[%1(0 2)+(1—x )(0 —a)]

5.3 Constrangimento para eliminacao de materiais ficticios

O constrangimento g™t para eliminacdo de materiais ficticios, i.e., que evita a
extrapolacdo de propriedades, é exclusivo de problemas onde a lei de interpolagdo DMO
seja usada. Por ser independente da area, dg™4t/dx, é zero. O calculo da derivada em
funcdo da variavel densidade ficticia (5.38) é feito utilizando as regras de derivacao direta,

devido a sua simplicidade.

agmat 0
E Z Xpem ~Xp T 2p | =1 (5.38)
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5.4 Constrangimento de densidades intermédias

O constrangimento usado para a eliminacdo de densidades intermédias também é

independente da area, sendo d g /axpe o= 0. No entanto, este é agora utilizado por todas

as leis de interpolacdo. Devido a sua simplicidade também é possivel utilizar regras de

derivacdo direta (5.39).




6. Resultados

Neste capitulo, as metodologias desenvolvidas sdo testadas para seis exemplos de
estruturas reticuladas, com nivel crescente de complexidade. Numa primeira fase de testes
os exemplos utilizam como variaveis de projeto ou a densidade artificial, x,,, ou a area,
X 4. As trés leis de interpolagéo SIMP, DMO e SFP sdo investigadas. Como principal foco
desta dissertacdo destacam-se os resultados obtidos com a formulagdo que utiliza como
variavel de projeto a area e a densidade artificial, x, 4 combinadas. Consideram-se até
trés fases de material sélido e uma fase de vazio, cujas propriedades estdo apresentadas
na Tabela 6.1.

Tabela 6. 1 — Propriedades das fases de material consideradas.

Densidade Modulo de Tenséo
Material especifica, p Young, E Admissivel, @ cor
[kg/m’] [Pa] [Pa]
Vazio 0 0 0 o
Aco 7850 205 x 109 425x 106 o
Aluminio 2700 70 x 10° 310x 10¢ °
Magnésio 1700 44 x 109 220x 1096 °

Nos problemas SMTO a fase de material sélida corresponde ao aco, em MMTO2
acrescenta-se 0 aluminio e em MMTQO3 consideram-se as trés fases solidas, aco, aluminio
e magnésio. Os exemplos numéricos apresentados variam de uma trelica de 10 barras até
uma trelica de 110 barras. Num dos exemplos sdo ainda aplicados dois casos de carga
diferentes. Estes exemplos também s&o utilizados no trabalho de Pratas (2019) [18].
Considera-se também que a variavel area pode variar entre 0,001 mm? (lower bound) e

o valor de area inicial, 4;, considerado em cada exemplo (upper bound).

O primeiro exemplo é adaptado de [21] e representa uma trelica com 10 barras,
sujeita a dois carregamentos P. O dominio esta discretizado em 10 elementos finitos e 6

nos. Na Figura 6.1 estdo apresentados os dados relativamente a este exemplo.
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A; [mm?] 50
P[kN] 10

Figura 6. 1 — Dados da trelica de 10 barras.

O segundo exemplo apresentado consiste numa trelica de 11 barras, também
adaptada de [21], com a particularidade de ter dois casos de carga. O dominio é

discretizado por 11 elementos finitos e 6 nds. As caracteristicas relativas a este exemplo
estdo apresentadas na Figura 6.2.

A; [mm?] 20
5 P, [kN] 15
i P,[kN] 15

Figura 6. 2 — Dados da trelica de 11 barras.

O terceiro exemplo consiste numa trelica de 21 barras, adaptada de [48]. No
entanto, por ser simétrica, € possivel representar apenas metade da estrutura. Assim seréo

utilizados 11 elementos finitos, 6 nds e trés pontos de apoio. Na Figura 6.3 sdo
apresentadas as caracteristicas relativas a este exemplo.
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‘Ir P l P

n

-
0.5m

A; [mm?] 65

® O a0 (1) ‘ P, [kN] 10

(5)

%

Figura 6. 3 — Dados da trelica de 21 barras (representada por 11 barras e condigdes de
simetria).

(3)

O quarto exemplo é uma trelica de 26 barras, exemplo conhecido também por
gancho ou L-Bracket. Existem 26 elementos conectados por 12 nés, com dois apoios e

uma carga aplicada. Na Figura 6.4 estdo apresentados os dados relativos a este exemplo.

@ (12)

A; [mm?] 60

(10) (13) P; [kN] 7,5

0.5 m

1 P
(5) *

(3) 4)

(24) (19) (25) (20) (26) (21)

(1)

Lrig )]

Figura 6. 4 — Dados da trelica de 26 barras.
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O quinto exemplo numérico trata-se de uma trelica de 36 barras, adaptada de [49],
constituida por 36 elementos conectados por 16 nés. Tem uma carga aplicada e dois
apoios. Os dados relativos a este exemplo estdo apresentados na Figura 6.5.

1m

wy

P,[kN] 6

Figura 6. 5 — Dados da treliga de 36 barras.

O sexto e dltimo exemplo numérico considerado é uma trelica de 110 barras,
adaptado de [50]. Novamente, por ser simétrico, é possivel reduzir este exemplo a um
modelo composto por 55 barras e 21 nds. Veja-se este modelo e as suas caracteristicas na

Figura 6.6.

Figura 6. 6 — Dados da trelica de 110 barras (representada por 55 barras e condi¢des de
simetria).
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6.1 Analise Geral dos Resultados

6.1.1 Resultados SMTO

Na Tabela 6.2 pode-se observar a topologia obtida para cada um dos exemplos,

para uma otimizagdo single material, onde a fase de material sélido € o aco, recorrendo

as variaveis de projeto ora de densidade artificial ora de area.

Tabela 6. 2 — Topologia final dos exemplos em estudo, SMTO, para otimizacdo com (1)
densidade e (2) area, separadamente, para cada uma das leis de interpolacdo, DMO e

Exemplo Lei

SIMP.

Densidade Area

DMO
10 barras
SIMP
DMO
11 barras
SIMP
DMO
21 barras
SIMP
DMO
26 barras
SIMP v
DMO .
36 barras \/\/\/\
SIMP
DMO ~o-
110 barras 43333:’; <<<<

SIMP
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Relativamente as leis de interpolacéo utilizadas, o layout final obtido é semelhante
para as duas leis DMO e SIMP, com excecdo do exemplo das 26 barras. Nos exemplos
das 21 e 26 barras a topologia encontrada através da otimizacdo das densidades é diferente

da topologia encontrada através da otimizacao das areas.

No exemplo das 26 barras com areas otimizadas, apesar da massa ser inferior, a
solucdo apresentada pode nédo ser tdo apelativa de um ponto de vista de construcédo, pois

s80 necessarias mais barras para suportar 0 mesmo carregamento.

No exemplo das 21 barras, algumas das barras na estrutura final com area
otimizada, revelam valores muito baixos (~ 6 mm?). Apesar de nenhuma delas
ultrapassar a tensdo de cedéncia, esta solucdo pode ndo ser viavel do ponto de vista duma
andlise de encurvadura. Uma estratégia que poder-se-ia aplicar, sem introduzir para ja
constrangimentos relacionados com a encurvadura, seria atribuir na formulagdo do
problema um valor minimo para a variagédo da area que fosse suficientemente afastado de
zero. No entanto, tal levaria a que fosse necessario recorrer a variavel de densidade
artificial para conseguir fazer a otimizacdo topologica, i.e., para ser possivel identificar
auséncia de material (ou vazio). Nesse cenério, as varidveis de area serviriam apenas para
efetuar uma otimizacdo dimensional. Todavia, esta estratégia sai fora do &mbito desta
dissertacdo, mas fica aqui a nota de este ser assunto pertinente e que pode ser levado em

consideracdo num trabalho futuro que considere a analise de encurvadura.

Na Tabela 6.3 apresenta-se a massa das trelicas otimizada dependendo da variavel
de projeto utilizada. Também € apresentada a reducdo de massa que se consegue alcancar
passando da otimizacdo com as densidades para a otimizagdo com as areas. Como se pode
verificar, em todos os exemplos hd uma melhoria significativa na funcdo objetivo,

conseguindo-se reducdes de massa entre 21% e 61% dependendo do exemplo.
Tabela 6. 3 — Valor da fungdo objetivo, massa, e reducdo desta em resultado de se
passar da variavel de densidade para a variavel de area.

Massa total dependendo da variavel de Reducéo massa

Trelica projeto utilizada [kg]

Densidade Area Em %
10 barras 10,2381 7,3143 29
11 barras 1,0458 0,8224 21
21 barras 2,4670 1,2209 51
26 barras 3,1223 1,8447 41
36 barras 17,9901 6,9877 61

110 barras 49,7248 17,7344 64
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6.1.2 Resultados MMTOQO2

Na Tabela 6.4 pode observar-se a topologia e distribuicdo 6tima de material obtida

para cada um dos exemplos ora recorrendo as varidveis de densidade (apenas) ora

recorrendo as variaveis de densidade e de area combinadas. As fases de material solido

sdo 0 aco (a vermelho) e o aluminio (a azul).

Tabela 6. 4 — Topologia e distribuicdo de material, MMTQ2, dos exemplos em estudo,
para otimizacdo com (1) densidade e (2) densidade + &rea, para cada uma das leis de

interpolagdo, DMO e SIMP.

Exemplo Lei Densidade Densidade + Area
DMO
10 barras
SIMP
DMO
11 barras
SIMP
DMO / :: ‘ ’ 7
21 barras ) :
SIMP :
DMO
26 barras
SIMP ><\/
DMO .
36 barras \/\/\/\
SIMP \/
T ~_—"L"1<
omo | <K XKD
110 barras <<<<:§
~—~L-L-<
SIMP < <KKES
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Para a otimizacdo feita apenas com a varidvel de densidade artificial, os resultados
obtidos utilizando diferentes leis de interpolacdo sdo diferentes para metade dos
exemplos, ou seja, adicionando mais uma fase de material o algoritmo fica mais suscetivel
a lei de interpolacdo utilizada. No entanto, para a otimizacdo feita com variaveis de
densidade e as area combinadas, x, 4, consegue-se uma harmonizagdo notavel entre
resultados obtidos pelas duas leis de interpolacédo e, para além disso, é ainda possivel

obter estruturas mais leves.

Tal como para o problema de single material, ao otimizar a area da secc¢do das
barras, € possivel que algumas apresentem &reas muito reduzidas. Apesar destas
conseguirem resistir aos esforcos nelas aplicadas evitando a cedéncia do material podem
correr o risco de encurvar. Caso isto aconteca, como ja foi referido anteriormente, o
projetista pode optar por atribuir um valor diferente de O para a area minima das barras,
e recorrer a fase de vazio nas densidades artificiais para realizar a otimizag&o topoldgica.
Esta estratégia pode ter a desvantagem de ndo obter estruturas em FSD e, todavia, ndo

dispensaria uma analise de encurvadura necessaria.

Na Tabela 6.5 apresenta-se a massa otimizada para cada exemplo, assim como a
reducdo de massa que se consegue alcancar fazendo a otimizacdo quando as variaveis de
densidade e a area sdo combinadas. Como se pode verificar, em todos os exemplos
consegue-se uma melhoria da funcéo objetivo, i.e., reducdes de massa entre 10% e 43%.

Tabela 6. 5 — Valor da fungéo objetivo, massa, e reducdo desta em resultado de se
passar da variavel de densidade para a variavel densidade + area.

Massa total dependendo da variavel de Redugéo massa

Trelica Lei projeto utilizada [kg]
" . - 0,
Densidade Densidade + Area Em %
10 barras 5,3893 4,8590 10
11 barras 0,4647 0,4167 10
DMO 1,3275 35
21 barras 0,8590
SIMP 1,4989 43
26 barras DMO 1,6080 1,0702 33
SIMP 1,6615 ’ 36
36 barras 7,8635 4,6297 40
DMO 2
110 barras 6,8808 11,2515 >8

SIMP 26,3148 57
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6.1.3 Resultados MMTO3

Na Tabela 6.6 pode-se observar a topologia e distribuicdo de material obtida para

cada um dos exemplos, para uma otimizacdo multimaterial, onde as fases de material

solido séo o ago (a vermelho), o aluminio (a azul) e 0 magnésio (a verde).

Tabela 6. 6 — Topologia e distribuicdo de material, MMTQ3, dos exemplos em estudo,
para otimizagdo com (1) densidade e (2) densidade + area, para cada uma das leis de

Exemplo

10 barras

Lei

DMO

SFP

SIMP

interpolagdo, DMO, SIMP e SFP.

Densidade Densidade + Area

=2 AN XN

21 barras

DMO

SFP

SIMP

26 barras

DMO

SFP

SIMP

36 barras

DMO
SFP
SIMP

110 barras

DMO

SFP

SIMP
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Verifica-se, mais uma vez, que a adicdo das areas as varidveis de projeto
harmoniza os resultados obtidos utilizando as diferentes leis de interpolagdo. No entanto,
a estrutura obtida no exemplo de 21 barras continua a apresentar barras de espessura

muito reduzida, estrutura essa que pode ser inviavel do ponto de vista pratico.

Quantas mais fases de material séo disponibilizadas ao problema, mais perto de
um fully stressed design se encontram as solugdes, visto que o material menos resistente
é atribuido aos membros estruturais menos solicitados. Ainda assim, a adi¢do das areas
reflete-se numa melhoria da funcdo objetivo. Na Tabela 6.7 apresenta-se a massa das
estruturas otimizadas, assim como a reducdo de massa que se consegue alcancar fazendo
a otimizacdo com as variaveis de densidade e as area combinadas.

Tabela 6. 7 — Valor da fungdo objetivo, massa, e reducdo desta em resultado de se
passar da a variavel de densidade para a varidvel densidade + &rea.

Massa total dependendo da variavel de Reduc&o massa

Trelica Lei projeto utilizada [kg] .
Densidade Densidade + Area Em %
10 barras 5,2141 4,8250 7
DMO/SFP 1,07
21 barras 0765 0,7035 35
SIMP 09771 40
26 barras 1,3182 1,0196 23
36 barras 6,6974 4,2600 36
DMO 21,0576 47
110 barras d 11,0645
SIMP/SFP 24,0855 54

6.1.4 Harmonizacéo dos parametros de otimizacéo

Ao longo das iteracGes do algoritmo de otimizacdo foi adotada uma continuation
approach, que resulta numa penalizagdo progressiva do problema, com o intuido de
melhorar a convergéncia do algoritmo para uma solucdo 6tima e também de evitar
minimos locais. Procurou-se fazer uma harmonizacdo dos valores dos parametros do
problema e do algoritmo de otimizacéo. Isto visa tornar o problema e o algoritmo mais

independentes um do outro, i.e., tem-se uma maior robustez na metodologia proposta.

Os expoentes p,,p, € p; penalizam respetivamente a densidade especifica, o

modulo de Young e a tensdo admissivel. O parametro p, é constante e igual a unidade,
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em todos os exemplos. Também o valor inicial e final do parametro p; tomam sempre 0s
mesmos valores i.e. 1 e 3,5, respetivamente. O valor inicial do parametro p, foi
ligeiramente alterado, em casos muito particulares. O intervalo do namero total de
iteragBes é divido em dois intervalos, 11 e Iz, e propBe-se nesta dissertacdo fazer I, =
I,/2,5. Os expoentes de penalizacdo p; e p, sO6 comecam a aumentar apds uma
percentagem inicial de iteragdes, e estipulou-se essa percentagem em &, = 0,05 que se
mantém em todos os exemplos aqui resolvidos. Estipulou-se ainda que parametro &
comega a diminuir a partir da iteragdo i% .+ = I; + 1 e alcanga o seu valor minio na
iteracdo i5,,; =1, + 0,7 1,. Em resumo, os pardmetros considerados constantes e 0s

valores por eles tomados estdo apresentados na Tabela 6.8.

Tabela 6. 8 — Pardmetros constantes da continuation approach utilizada.

£ ¥
I2 6% Lstart lend p1 P3

11/2,5 0,05 1+ 1 [14+0,7 I2 1 1-35

Consoante o exemplo, varia-se 0 valor do parametro cy;4 de penalizacdo do
subproblema MMA. Podem Considerar-se trés valores diferentes deste parametro de
penalizacdo, i.e. ¢q, ¢, € c3, que penalizam cada um dos constrangimentos g°, g™ e g¢,
respetivamente. Na utilizacdo das leis SIMP e SFP, ndo se considera g™4t, pelo que
também ndo se utiliza c,. Desta forma consegue-se penalizar apenas cada tipo de
constrangimento separadamente quando € necessario, i.e., quando este ndo for satisfeito
aumenta-se o valor da constante de penaliza¢do. Para além da variacdo do parametro
Cuma, € importante também adaptar consoante o problema a resolver o nimero de

iteracGes do intervalo I1 assim como o ponto de partida do algoritmo, x,.

Nos problemas onde apenas é utilizada a densidade artificial como variavel de
projeto ndo é possivel fazer uma harmonizacao total dos parametros de otimizagdo. No
entanto, utilizando a area (em SMTO) ou a area e a densidade artificial (em MMTO), o
algoritmo fica mais independente dos parametros e ndo necessita de tantas iteragdes para

convergir para a solucéo.
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6.1.4.1 Variavel de Projeto: Densidade Acrtificial, X,

Considerando unicamente a densidade artificial como variavel de projeto, foram

utilizadas as leis de interpolagdo DMO e SIMP para problemas com uma, duas e trés fases

de material, e a lei SFP apenas para trés fases de material.

Na Tabela 6.9 estdo apresentados os parametros de otimizacdo considerados em
cada um dos exemplos, paraalei DMO. O ponto de partida considerado foi 0 mesmo para

todos os problemas, ou seja, xo = 1/Np,4¢-

Tabela 6. 9 — Pardmetros de otimizacdo variaveis utilizados para a lei de interpolacéo
DMO, com a densidade artificial como variavel de projeto.

Exemplo i, C, (3
SMTO
10 MMTO2
MMTO3
11 SMTO 102
MMTO2
SMTO
21 MMTO2
MMTO3
SMTO 103
26 MMTO2 108
MMTO3 102
SMTO 103 104 103
36 MMTO2
106
MMTO3
SMTO 102
110 MMTO2 | 10¢ 10% 103
MMTO3 | 103 104 104

|4

1,1-4

1,05-4

1,1-4

1

100

100
150
250

150

250

150
250
150
240
300

350

Na Tabela 6.10 estdo apresentados os parametros de otimizagdo considerados em
cada um dos exemplos, para a lei SIMP. Nesta lei verificou-se que o ponto de partida
influencia a convergéncia do algoritmo, pelo que ndo pode ser considerado 0 mesmo

ponto de partida para todos os exemplos.
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Tabela 6. 10 — Parametros de otimizagdo variaveis utilizados para a lei de interpolagédo
SIMP, com a densidade artificial como variavel de projeto.

Exemplo

10

SMTO
MMTQO?2
MMTQO3

1

11

SMTO
MMTQO?2

21

SMTO
MMTO?2
MMTO3

102

C3 ()

1,1-4

26

SMTO

MMTO2 | 108

MMTQO3

106

103

102

36

SMTO
MMTQO?2
MMTQO3

103

102

104

1,0~ 4

xO I]_

50

1/Nmat
150

250

0,4
[0,40,5] 150
[0,4 0,4 0,7]

110

SMTO
MMTO?2
MMTO3

104

102

102 1,1-4

0,5 250
[0,50,4] 350
[0,50,50,4] | 50

A lei de interpolacdo SFP foi utilizada apenas na resolugédo de problemas

MMTQO3, e os parametros de otimizacdo utilizados estdo apresentados na Tabela 6.11. O

ponto de partida considerado foi 0 mesmo para todos os problemas, x, = [0,4 0,5].

Tabela 6. 11 — Pardmetros de otimizag&o variaveis utilizados para a lei de interpolacéo
SFP, com a densidade artificial como variavel de projeto.

Exemplo Ci C D2 Is
10 MMTO3 102 100
21 MMTO3 1,1-4 | 150
26 MMTO3 103 250
36 MMTO3 | 103 150

102 1,04
110 MMTO3 400
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6.1.4.2 Variavel de Projeto: Area, x,

Os problemas que utilizam apenas as areas como variaveis de projeto sdo
problemas de otimizacdo topoldgica, SMTO. Nestes problemas, como se utiliza apenas
um constrangimento, g, sO é necessario utilizar o parametro ¢; do MMA. Também néo
se consideram os expoentes de penalizacdo p, pois ndo esta envolvida nenhuma lei de
interpolagdo neste caso. Considerou-se ¢; = 10% em todos os exemplos, com excecéo do
exemplo das 36 barras, onde foi utilizado ¢; = 10°. A varidvel area parte do valor inicial
das barras, A; (conforme o exemplo), e diminui ao longo das iteracdes até alcancar o valor
6timo. O namero de iteragcdes no primeiro intervalo foi constante em todos os exemplos
em I, = 20. Verifica-se assim que ao utilizar as areas como variavel de projeto sdo

necessarias apenas 20 iteracfes para o algoritmo convergir para a solucao 6tima.

6.1.4.3 Variaveis de Projeto: Densidade Avrtificial e Area, Xp,4

Considerando ambas as varidveis consegue-se resolver problemas de otimizacgéo
topoldgica (definida pelas areas) e, simultaneamente, de selecdo de duas ou trés fases de
material nesta dissertacdo (através das densidades artificiais). Para o efeito, foram
utilizadas as leis de interpolacdo DMO e SIMP. Verifica-se que utilizando as &reas como
varidveis de projeto chega-se a solucdes mais independentes dos parametros de
penalizacdo, conseguindo-se uma maior harmonizacdo dos mesmos. Os parametros de
penalizagdo p,, p, e p; foram iguais em todos os exemplos, para as duas leis de
interpolacdo, considerando-se p, = 1,1 — 4. Foram também consideradas 50 iteracdes
em todos os exemplos, ou seja, I; = 50. Também o ponto de partida das densidades
artificiais considerado foi 0 mesmo para todos os problemas, x, = 1/N,,,4¢, para ambas
as leis e o da variavel area foi o valor inicial das barras, A; (conforme o exemplo).
Verificou-se que para 0s quatro primeiros exemplos, o valor de ¢4 € constante e igual
a 102. S6 para 36 e 110 barras se utilizaram valores de ¢4 diferentes, sumariados na
Tabela 6.12, dependendo da lei DMO ou SIMP.
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Tabela 6. 12 — Parametros de otimizagdo variaveis utilizados para a lei de interpolagao
DMO e SIMP, com a densidade artificial e a area como variavel de projeto.

DMO SIMP
Exemplo
Ci C» C3 C1 C2

MMTO2 | 108 102 102| 102

3 MMTO3 106
102
110 MMTQO?2 102 106
MMTO3

6.1.5 Discussao de resultados

Conforme seria de esperar, a adicdo das areas as varidveis de projeto permitiu
reduzir a massa das estruturas comparativamente as estruturas otimizadas apenas com a
variavel de densidade artificial. Ao variar as areas torna-se assim possivel obter estruturas
em FSD, independentemente das fases de material consideradas. Para além deste ganho
a nivel da funcdo objetivo, os problemas ficam mais independentes dos pardmetros de
penalizacdo e a solucdo Otima é obtida com recurso a menos iteracbes. Verifica-se
também que a solucdo encontrada por ambas as leis de interpolacdo utilizadas, DMO ou

SIMP, foi coincidente.

Apesar de todas as vantagens gque se ganha ao incluir as areas como variaveis de
projeto, as solucdes obtidas podem nao ser viaveis do ponto de vista pratico quando a area
6tima do elemento é muito reduzida pois pode ocorrer o fenémeno da encurvadura. No
entanto, em todos os exemplos numeéricos testados, apenas se verificaram areas de valor
muito reduzido na trelica de 21 barras. Este aspeto pode ser devidamente tratado impondo
um A, > 0. No entanto, ao fazer esta alteragéo, volta a haver necessidade de modelar
a fase de vazio recorrendo a variavel de densidade artificial. Alternativamente, impdem-

se constrangimentos de encurvadura no problema.

De seguida, serdo apresentados em detalhe as otimizacodes feitas com a densidade
artificial e a &rea como varidveis de projeto. Nomeadamente, € mostrada a distribuicao
Otima de material na estrutura, a distribuicdo de tens&o, o valor final das areas das barras
e 0 historico convergéncia da funcdo objetivo. E de notar que os resultados obtidos

utilizando a lei de interpolagdo DMO ou SIMP sdo os mesmos, diferindo apenas os
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valores no parametro c de penalizacdo do MMA, conforme apresentado anteriormente na
Tabela 6.12.

Verifica-se para todos os exemplos que, independentemente das fases de material
consideradas, a estrutura otimizada encontra-se em FSD, ou muito perto disso. No
entanto, com a adi¢do de duas e trés fases de fases de material, consegue-se obter reducgdes
muito interessantes do valor da massa. Em particular, no Anexo A, estdo apresentados
graficos com o valor da massa da estrutura, otimizada ora s6 com a densidade artificial,
ora com a densidade artificial juntamente com a area, para cada categoria de material,
SMTO, MMTO2 e MMTOS3. Nestes graficos pode-se observar que a adi¢do das areas e

das fases de material traduz-se numa melhoria significativa da fungéo objetivo.
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6.2 Trelica 10 barras

A Tabela 6.13 apresenta a distribuicdo de material e de tenséo pela estrutura de 10
barras, assim como o valor das areas das sec¢des e o historico convergéncia da fungéo
objetivo. Note-se que qualquer que seja o problema (SMTO, MMTO2 ou MMTQO3), a
estrutura encontra-se sempre em FSD.

Tabela 6. 13 — Trelica 10 barras: Distribuicdo de material, distribuicdo da violacdo das
tensGes admissiveis, valor das areas das barras e convergéncia da funcao objetivo.

Dist. Material

Tensdo Admissivel

Areas das Seccgdes

Funcdo Objetivo

SMTO

MMTO2

MMTO3

Areas

Fungiio objectivo

Areas

Ax10% [m?)

Fungio objectivo

1 2 3 4 5 [ 7 8
0° de clementos: 10

Areas

1 2 3 4 3 6 7
n° de elementos: 10

8 g 10

Fungao objectivo

m* =7.3151 m* = 48590 ; m” = 4.8250
18 : : 18 g . 12 - .
10+ 10
2 2
5° 5°
) 2
= -
6 o
s s . . f— gk L . gt ' 3 : L !
0 5 10 15 20 25 0 10 20 30 40 60 0 10 20 30 40 50 60
Iteragdio Iteragiio Iteragao
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6.3 Trelica 11 barras

A Tabela 6.14 apresenta a distribuicdo de material e de tensédo pela estrutura de 11
barras, assim como o valor das areas das sec¢es e o0 historico de convergéncia da funcéo
objetivo. Este problema esta sujeito a dois casos de carga, e apenas foram resolvidos 0s
problemas SMTO e MMTO2. Neste caso, a utilizacdo de duas fases de material produz
uma estrutura mais préxima de um FSD.

Tabela 6. 14 — Trelica 11 barras: Distribuicdo de material, distribuicdo da violacdo das
tensBes admissiveis, valor das areas das barras e convergéncia da funcéo objetivo.

SMTO MMTO2

Dist. Material

[ ]
\ 0.875
. 0.75
o] p . 0.625 . .
4 8 S
0.5 = E=
1% . . e )
[%2] 0.375
c
ﬁ 0.25
0.125
.
0
Areas
o—— AT
18+
wn
(<5}
0
O
(&}
[¢B]
(92]
[%2]
©
©
[%2]
©
(<5}
—
<

12 3 4 5 6 7 & 9 W1
0* de elementos: 11 12 3 4 5 6 7 %8 9 1011
o° de clementos: 11

Fungio objectivo

m* = 0.8228 Funv:‘:n objective
o 167 . m* =0.4167
= :
@ 14+
o — —
o] & =
[®) S ?
=1 o
= 5
Q = Zo
AT 1
O
c
> 08" T T T T
LL 0 5 10 15 20 25 0 o " - -

Iteragio Tteragio




Dist. Material

Tensdo Admissivel

Areas das Seccdes

Funcéo Objetivo
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6.4 Trelica 21 barras

A Tabela 6.15 apresenta a distribuigdo de material e de tens&o na estrutura de 21
barras, assim como o valor das areas das sec¢es e o0 historico de convergéncia da funcéo
objetivo. A estrutura obtida apresenta valores de area das sec¢fes muito reduzidos,
podendo o seu funcionamento ser inviavel do ponto de vista pratico.

Tabela 6. 15 — Trelica 21 barras: Distribuicdo de material, distribuicdo da violacdo das
tensGes admissiveis, valor das areas das barras e convergéncia da funcao objetivo.

SMTO MMTO2 MMTO3

e

Valor [Kg]

Areas

Ax10° [m?)
w

12 3 4 5 6 7 8 9 1011
0° de elementos: 11

1 2 3 4 5 6 7 & % 10 11
1 de clementos: 11

12 3 4 5 6 7 %8 9 10 11
1° de clementos: 11

Funciio objectivo anci P Fungio objectivo
¢ ] Fungio objectivo = 0,5902

m* = 1.2008 m" = 0.8596 5r

L L L s L L L J L
0 5 10 15 20 25 0 10 20 30 40 50 60 o 10 20 30 40 50 60

Tteragfio Iteragio Tteragiio




Dist. Material

Tensdo Admissivel
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6.5 Trelica 26 barras

A Tabela 6.16 apresenta a distribuicdo de material e de tens&o na estrutura de 26
barras, assim como o valor das areas das sec¢des e o0 histdrico de convergéncia da fungéo
objetivo. Apesar de em todos os problemas (SMTO, MMTO2 e MMTO3) se terem obtido
estruturas em FSD pode ser mais interessante, também de um ponto de vista pratico,

utilizar solugGes que impliquem a utilizagdo de menos barras.

Tabela 6. 16 — Trelica 26 barras: Distribuicdo de material, distribuicdo da violacdo das
tensGes admissiveis, valor das areas das barras e convergéncia da funcdo objetivo.

SMTO MMTO2 MMTO3

Areas Areas
601 ¢ - v — &0 . . . . - son Areas

Ax 100 [m?)

0 10 13 0 20
1° de elementos: 26 1 de clementos: 26
Fungiio objectivo Fungao objectivo
m" = 1.8013 m* = 1.0702 Fungio objectivo

7 ' ' n* = 1019

6
=5
=2
wd
=)
25

2

1L : . . . _ .

0 5 10 15 20 25 10 20 30 40 50 60 20 30 40 50

Tteragio Iteragdio Iteracio
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6.6 Trelica 36 barras

A Tabela 6.17 apresenta a distribuigdo de material e de tens&o na estrutura de 36

barras, assim como o valor das areas das sec¢es e o0 historico de convergéncia da funcéo

objetivo. Também, neste exemplo, foi conseguido um FSD independentemente das fases

de material utilizadas e verifica-se novamente que a adi¢do de mais fases de material

melhora o valor da funcdo objetivo.

Tabela 6. 17 — Trelica 36 barras: Distribuicdo de material, distribuicdo da violacdo das
tensBes admissiveis, valor das areas das barras e convergéncia da funcao objetivo.
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6.7 Trelica 110 barras

A Tabela 6.18 apresenta a distribuicdo de material e de tens&o na estrutura de 110
barras, assim como o valor das areas das sec¢es e o0 historico de convergéncia da funcéo

objetivo. Neste exemplo, ndo se conseguiu obter um FSD em nenhum dos problemas, no

entanto, a adicdo de mais fases de material aproximou a estrutura de um FSD.

Tabela 6. 18 — Trelica 110 barras: Distribuicdo de material, distribuicdo da violacdo das
tensGes admissiveis, valor das areas das barras e convergéncia da funcao objetivo.
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7. Conclusoes e Trabalhos Futuros

7.1 ConclusoOes

Esta dissertacdo teve como principal objetivo contribuir para a avango do
conhecimento cientifico na area da otimizacdo topologica multimaterial atraves do
desenvolvimento de uma metodologia capaz de projetar estruturas reticuladas leves e
resistentes, utilizando varidveis de éarea e de selecdo de material e também

constrangimentos de tenséo.

Inicialmente, fez-se uma breve revisdo bibliografica sobre os principais temas de
otimizacdo estrutural relevantes para o0 desenvolvimento desta dissertacdo.
Nomeadamente, o tratamento dos constrangimentos de tensdo, onde foram estudadas as
principais dificuldades inerentes a utilizacdo destes, como a sua natureza local, a
ndo-linearidade e o fendmeno da singularidade, e as estratégias de resolucdo destas
dificuldades foram resumidas. Como variavel de projeto foi introduzida a variavel de
densidade artificial, pelo que se abordou também os conceitos que permitem a utilizacédo
desta varidvel, nomeadamente a formulacdo dos problemas relaxados e as leis de

interpolacdo.

Na formulacédo de problemas de otimizacdo topoldgica e multimaterial, as leis de
interpolacdo representam um papel fundamental na obtencéo da distribuicdo 6tima dos
materiais hum determinado dominio de projeto. Realizou-se um estudo de trés leis de
interpolagéo distintas: DMO, SIMP e SFP, comparando-as de modo a concluir sobre a

sua eficacia.

Conclui-se que, as superficies de interpolacdo das propriedades do material
produzidas pelas leis DMO e SFP podem apresentar uma fragilidade que pode influenciar
a qualidade dos resultados obtidos. Isto prende-se com o facto de surgirem minimos locais
em determinadas dire¢des de pesquisa quando se penaliza demasiado a superficie de
interpolagéo, ficando esta com uma variagdo ndo monotonamente decrescente. Quer isto
dizer que, quando o algoritmo pesquisa valores de densidade para passar de uma fase de
material para outra, pode passar por valores de propriedades sem qualquer sentido fisico.

Quando se faz uma otimizagéo de uma estrutura reticulada (tipo treli¢a), utilizando uma

95
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Ground Structure Approach, cada elemento finito da estrutura (barra) no final tera
inequivocamente uma propriedade associada de entre aquelas que se interpolaram. No
entanto, caso uma filtragem de densidades seja usada como acontece em problemas com
dominios continuos discretizados, véo surgir densidades intermédias no final que podem
resultar em estimar propriedades sem sentido fisico por causa da fragilidade da lei de
interpolacdo mencionada. No entanto, a aplicagdo de uma continuation approach,
conforme proposta nesta dissertacdo, pode ajudar a resolver este tipo de problemas, pelo
menos ao longo das iteragcdes do algoritmo. Isto quer dizer que a otimizagcdo comega com
uma superficie de interpolacdo plana, ndo penalizada, e gradualmente penaliza-se o
problema de modo a que as superficies de interpolacdo s6 se tornam mais ndo-lineares
quando as varidveis de projeto ja estdo perto dos seus valores discretos numa fase

adiantada das iteracdes do algoritmo.

Na lei de interpolacdo SIMP este fendmeno nédo se verifica, sendo o valor da
propriedade a interpolar entre cada duas fases sempre monotonamente crescente ou
decrescente, qualquer que seja o expoente de penalizacdo da superficie. No entanto, tanto
o SIMP como a SFP, apresentam no ambito desta dissertacdo a desvantagem de serem

mais dependentes do ponto de partida.

Depois de estudadas as leis de interpolacdo e 0s constrangimentos de tenséo,
iniciou-se a formulacdo dos problemas para uma, duas e trés fases de material, ou seja,
SMTO, MMTO2 e MMTQO3, respetivamente. Primeiramente, formulou-se os problemas
apenas com a variavel densidade artificial e, posteriormente, foram adicionadas as areas
as variaveis de projeto. Assim, a variavel area é encarada como a variavel topologica,
ficando a variavel de densidade artificial responsavel pela sele¢do 6tima de materiais para
a estrutura, deixando de haver necessidade de modelar a fase de vazio recorrendo a
varidvel de densidade artificial. Esta estratégia apresenta varias vantagens,
nomeadamente: possibilidade de obter estruturas em fully stressed design
independentemente das fases de material consideradas; redugdo do custo computacional,
facilidade de convergéncia do algoritmo; solugdes mais independentes dos parametros de
penalizacdo; interpolacdo através da densidade apenas entre fases de material solido.

A estratégia de penalizacdo utilizada nesta dissertacao foi aplicada de acordo com
uma continuation approach, para garantir que o algoritmo converge suavemente para a
solugdo otima e diminuindo assim a chance de ficar retido em minimos locais. As

variaveis de densidade intermédias foram penalizadas implicitamente, recorrendo a um
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expoente de penalizacdo p, e explicitamente, através da ativacdo de um constrangimento,
g%, que obriga as variaveis a tenderem para os seus valores limite, 0 ou 1. Comecga-se a
otimizagdo com um valor ndo penalizado (p = 1) e aumenta-se a penalizagdo até ao valor
maximo. Apenas quando a penalizagdo implicita esta concluida é que se ativa o
constrangimento g®. As variaveis de &rea sdo de natureza continua, tendo os valores
intermédios sentido fisico, pelo que ndo necessitam de qualquer tipo de penalizacdo. Pelas
razBes apresentadas também se verifica que o custo computacional associado a otimizar

com as areas € muito mais reduzido do que otimizar apenas com as densidades.

Apbs ter os problemas devidamente formulados, testou-se a metodologia
desenvolvida para seis exemplos numéricos, com complexidade crescente, com recurso a
programacdo em linguagem MATLAB. Primeiro, testaram-se os problemas onde apenas
se utiliza a densidade artificial como varidvel de projeto, para uma, duas e trés fases de
material, com a lei DMO, SIMP e SFP. Depois foi resolvido o problema onde a variavel
de projeto é apenas a area das seccdes transversais das barras. Este € apenas um problema
SMTO pois ndo ha interpolacdo de fases de material. Também por isso ndo se utiliza
qualquer lei de interpolacdo. Finalmente, testam-se os problemas que combinam a area e
a densidade artificial nas variaveis de projeto. Estes problemas pertencem as classes
MMTO2 e MMTOS3. Verificou-se que a inclusdo das areas nas variaveis de projeto reduz
substancialmente o custo computacional do problema. E também possivel obter um
resultado em FSD sem ter de recorrer exclusivamente a diferentes fases de material, e

conseguiram-se reducdes de massa até 64 %.

Em geral, conseguiu-se harmonizar os parametros de otimizagdo utilizados na
resolucdo dos problemas. Em particular, nos problemas que utilizam a densidade artificial
como variavel de projeto ndo foi possivel harmonizar os parametros cy 4, I; € p,. NOS
problemas que incluem a area nas varidveis de projeto esta uniformizacdo foi possivel,
tento sido apenas necessario alterar o parametro de penalizacdo do MMA, ¢4, €M dois

dos seis exemplos, mantendo-se todos 0s outros constantes.

Ap0s a avaliacdo dos resultados obtidos, conclui-se que foi desenvolvida nesta
dissertagdo, com sucesso, uma metodologia capaz de projetar estruturas reticuladas leves

e resistentes utilizando variaveis de area e de selecdo de material.
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7.2 Trabalhos Futuros

A curto prazo seria interessante testar esta metodologia para exemplos huméricos
mais complexos, e considerar mais do que trés fases de material. Seria também uma mais
valia explorar a introducédo de critérios de estabilidade na metodologia desenvolvida,
especialmente devido a introducdo das areas das seccOes das barras como variaveis de
projeto. Com o trabalho desenvolvido € possivel calcular o valor minimo que a barra teria
de ter para ndo sofrer encurvadura. No entanto, era interessante futuramente tornar o
calculo de encurvadura parte integrante da formulacdo do problema de otimizacao.
Depois, colocar um algoritmo a encontrar soluc@es de estruturas reticuladas nao sé leves,
mas também resistentes tanto do ponto de vista de ndo exceder-se a tensdo de cedéncia
do material como também da estabilidade.

Para além das estruturas reticuladas encaradas como macroestruturas no &mbito
desta dissertacdo, tem interesse projetar microestruturas reticuladas. Nomeadamente,
abre-se uma porta de oportunidade aqui para trabalho futuro no &mbito dos metamateriais.
Estes sdo materiais artificiais, criados pelo homem para obter propriedades mecanicas
que 0s materiais convencionais ndo possuem. Por exemplo, coeficiente de Poisson
negativo (NPR) e/ou coeficiente de expansao térmica negativo (NTE). Estes materiais
comecaram a ser desenvolvidos em 2007 e apresentam um grande interesse por parte da
comunidade cientifica, pois tém muito potencial num leque vasto de aplicagdes como, por

exemplo, na area da engenharia biomédica, aeroespacial, desporto, microeletrénica, etc.

A obtencdo de indices de propriedades de material negativos, como NPR ou NTE,
estd relacionado com a arquitetura interna desses materiais jA que sdo materiais
caracterizados por terem uma microestrutura interna passivel de ser projetada. Estas
microestruturas podem ser encaradas como estruturas do tipo reticuladas (ground
structure). Note-se ainda que, para obter o comportamento termo-auxético, ou seja,
coeficiente de expansdo térmica negativo, é necessario utilizar dois matérias distintos nas
microestruturas. Assumindo microestruturas do tipo reticulado, os estudos realizados a
nivel computacional até a data de hoje procuram essencialmente otimizar alguns
parametros, como o0 comprimento das barras ou os angulos entre elas. Assim, seria de
todo interesse conseguir aplicar a metodologia desenvolvida nesta dissertacdo para
sistematizar o projeto destes materiais, tornando-o num processo automatico ndo

assumindo a partida qualquer topologia de microestrutura ou geometria pré-definida.
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Anexo A — Reducédo da massa da estrutura otimizada com
adicdo das areas e fases de material
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