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Capitulo 0:  Introducio

A Andlise em Factores Comuns baseia-se num método de estatistica
multivariada que procura simplificar um conjunto de dados através da reducdo
do numero de varidveis necessdrias para os descrever. O seu objectivo
principal € descrever, se possivel, a estrutura da matriz de varidncias-
covarifincias de um conjunto elevado de varidveis originais em funcdo de
outras variaveis, ndo observiveis, ¢ em menor nimero, os chamados factores
comuns. Estas novas varidveis expressam o que existe de comum nas varidveis
originais.

O estudo de modelos dindmicos ¢ a sua aplicagio a problemas econémicos é
uma das éareas, dentro da Analise em Factores, que recentemente mais
interesse tem suscitado junto dos econometristas. A hipdtese subjacente a este
tipo de modelos € a de considerar que o movimento conjunto de um numero
elevado de painéis de séries econdmicas pode ser explicado por um pequeno
numero de factores nfio observaveis.

O objectivo deste trabalho € o de apresentar as ferramentas tedricas
necessarias para compreender o funcionamento dos modelos em Factores
Dindmicos. Dar-se-a énfase as metodologias que utilizam conceitos ligados a
Andlise Espectral. A ideia fundamental subjacente 4 analise no dominio da
frequéncia € de que qualquer processo estaciondrio pode ser visto como a
soma de um numero infinito de componentes periddicas ndo correlacionadas.
A andlise no dominio da frequéncia permite-nos estudar a relacdo entre as
componentes periodicas das variaveis associadas a uma determinada
frequéncia w.

Numa primeira parte (3 primeiros capitulos) serfio delineados os principais
conceitos ligados a Anélise Espectral de Processos Estocasticos Univariados e
Multivariados. De seguida serd apresentado um capitulo dedicado &4 Analise
em Componentes Principais Dindmicas. Finalmente, serd exposto o Modelo
em Factores ou Modelo Factorial Dindmico desenvolvido recentemente por
Mario Forni, Marco Lippi e Lucrezia Reichlin. A metodologia apresentada
neste ultimo capitulo € actualmente utilizada pelo CEPR no célculo de um
indicador coincidente para o ciclo econémico da area euro, o0 ECOIN.

Este trabalho foi financiado pelo Projecto da FCT: POCTI/41502/EC0/2001,
comparticipado pelo Feder.




Capitulo 1: Analise de Fourier

Usualmente, o-estudo de séries temporais é realizado no dominio tempo, recorrendo a
andlise das fungfes autocovariincia e autocorrelagdo. Estas fungdes resultam do
confronto, em termos médios ou esperados, entre valores da sucessdo com diferentes
atrasos. A andlise no dominio frequéncia, que pode ser relacionada com a anilise no
tempo, procura investigar, em que medida, diferentes frequéncias ou componentes
periédicas, com comportamento sinusoidal, contribuem para a variabilidade das
sucessdes cronologicas.

A andlise espectral resulta de uma modificagio da teoria de integrais e séries de Fourier
de forma a que se possa transitar do caso das fungdes deterministicas para o caso dos
processos estocasticos. Comega-se, por isso, por referir alguns conceitos da Analise de
Fourier.

1.1.Introducio

O objectivo desta secgdo é o de mostrar como é que determinadas fungdes podem ser
escritas recorrendo a fungdes com comportamento sinusoidal. De facto, por vezes é
vantajoso representar uma funcio como sendo a combinagdo linear de outras fungdes
elementares que constituem uma base. Ir-se-a utilizar como tais fungdes elementares as
fungdes seno e coseno e as fungdes exponenciais complexas.

Inicialmente, serfo consideradas fungdes ou séries temporais discretas.
1.2.Fun¢des Ortogonais

Sejam ¢, (t) ey, (t) duas fungdes complexas com dominio D < K.

Estas fungdes ¢, (¢) e ¢ ; (t), quando discretas e definidas num conjunto discreto, dizem-
Se ortogonais se:

W Z@%(t)(ﬁ}(t){: % &4

1eD * 0: k= J
onde ¢; () representa o conjugado de ¢ (2).

As fungdes ¢,(t) e ;zij(r), se continuas e definidas num intervalo real, dizem-se
ortogonais se:

=0, k=#j
20, k=j’

2 [ o (0)e; (t)dt{




Neste pardgrafo, sdo considerados dois sistemas equivalentes de fungdes ortogonais,
tteis no estudo das séries temporais.

Admita-se que as fungdes trigonométricas sen(27it/n) e cos(27k/n) estdo definidas
em 1 pontos, # finito. Para k =0,1,2,...,[n/2], onde [x] representa o maior inteiro menor
ou igual a x, o sistema

3) {sen(27kt/n),cos(2rit/n): k = 0,1,...,[n/2]}

contém » fungdes ndo nulas. E possivel demonstrar que o referido sistema é um
conjunto de fungdes ortogonais, pois verificam-se os seguintes resultados:

n, k= j=00un/2(sen par)

4 Z": cos(27it/n)cos(2mt/n) = {nf2, k= j #0en/2(se n par)
= W, hdy
] 0, k=j=0o0un/2(senpar)
(5) > sen(27kt/nsen(27t /n) = nf2, k= j#0en/2(senpar)
= 0, k=j
(6) Zn: sen(27kt/n)cos(27kt/n) =0, Vk, ;.
=1

Recordando a relagio de Euler, e = cos@w+isen®w, e as identidades
senc:):(e"‘”J —e"‘”)/?.f e cosw:(ei‘” +e'[“’)/2, ¢ evidente que o sistema de funcdes
trigonométricas pode ser representado na forma de exponenciais complexas, Nesta
representacio, o sistema toma a seguinte forma:

n-1) n—l)

SkS(

@) {e"z’“’"" :—'—21+1 <k Sgsen for pare-—( se n for impaf}

Neste caso, também existem » fungdes, que constituem um sistema de fungdes
ortogonais, verificando o resultado

ieilfdn/ne—ﬂ:;ir/n — ", k= f
yous 0, k#j
1.3. Representacio de Fourier de Fungdes Temporais Discretas Finitas

Seja Z,,Z,,...,Z, uma sequéncia de » nimeros. Esta sequéncia pode ser considerada
um conjunto de coordenadas de um ponto num espaco de dimensdo n. Qualquer vector




desse espago pode ser escrito como uma combinagdo linear de » vectores que
constituam uma base. Sabe-se que n vectores ortogonais constituem uma base de um
espago de dimensdo 7. Assim sendo, a sequéncia de pontos {Z,} pode ser escrita como

combinagdo linear das n fungBes trigonométricas ortogonais referidas na seccio
anterior:

2]
(9) Z, = ) la, cos(2mt/n)+ b sen(2mkt/n)], t=12,..n.

k=0

A equagdo anterior € chamada série de Fourier da sequéncia Z,. Os coeficientes a, e
b, denominam-se coeficientes de Fourier e sdo dados pelas seguintes expressdes:

lz Z, cos(2addt/n), k=0,ek=n/2senépar
(10) g, ={""

gzn: Z, cos(2mkt/n), k= 1,2,..-,[n - 1J
=] 2

(11) b, =Ei Zsen(2mkt/n),  k =12[i'—2'—1]
h o

As expressdes para @, e b, sio obtidas multiplicando a série de Fourier, de ambos os

lados, por cos(2ﬂkt/n) e sen(Zﬂ‘kt/n), respectivamente, e tendo em conta os resultados,

apresentados na seccfio anterior, que estabelecem a ortogonalidade das fungdes
trigonomeétricas da base.

As [requéncias @, = 27k/n, k= 1,2,...,[#1/ 2], t€m o nome de frequéncias de Fourer.

Usando agora, como base do espaco n-dimensional, o sistema de exponenciais
complexas apresentado na secgdo anterior, pode-se escrever a série de Fourier de {z.}

da seguinte forma:

(n-1)/2

fant

ce™™, se n € impar
k==(n-1)/2
(12) z,={"" :
D™, se 1 & par
k=-nf2+]

sendo os coeficientes de Fourier ¢, dados por:

(13) c, =lz Ze
n 1=l




Pelo exposto, conclui-se que qualquer sequéncia finita pode ser escrita como a
combinagdo linear das fungdes que constituem os dois sistemas de fungdes ortogonais
apresentados na sec¢io anterior.

1.4.Representacio de Fourier de Fun¢Ges Temporais Discretas
Periddicas

Seja f: R — R uma fungdo tal que
(14) fE)=f(x+kP), Vxe R, ke Z

Nestas condicdes, f diz-se periédica. Seja P o menor valor a verificar a relagdo (14).
Entdo, diz-se que a fungdo peridédica f tem perdodo fundamental ou, simplesmente,
periodo P.

Admita-se que a série temporal discreta Z, ¢ periodica com periodo #, ou seja,
Z,., =Z, para todo o ¢ inteiro. Entdio, Z, fica totalmente definida se se conhecer o

seu comportamento num periodo de tempo com duracio igual ao seu periodo, ou
seja, se considerarmos =1,2,...,1.

Usando a representagio de Fourier de uma sequéncia finita de pontos apresentada na
seccdo anterior, pode-se escrever Z,, =1,2,...,n, como a combinagio linear do sistema
de fungdes trigonomeétricas ortogonais:

[ni2]
(15) Z, =Y [a, coswt+bsena,t],  t=12,..n

t 2

k=0 *

iZZt coswt, k=0,ek=n/2senépar

L=

(16) a, = ,
2L n-1
=Y Zcoswt, k=12,.|—
ng 2
17 b, =EZ Zsenwt,  k=12,..|""1]
n o 2

ou como combinagdo linear das fungdes exponenciais complexas ortogonais:




(n-1)/2
Loyt r s
cet, se n e 1mpar

(18) A ;
AT sen é par
k=-nf2+1
]- ; —fant
(19) ey =—) Ze ™,
no

As equagdes anteriores s3o validas para qualquer ¢.

O menor valor n, para o qual é valida a representacdo de Fourier de Z, (14) ou (16), é

chamado periodo fundamental. A correspondente frequéncia 27z/n é a frequéncia
fundamental. Os termos das representacdes (14) e (16) correspondentes ak=1e k=—1
tém ambos periodo fundamental » e s3o os primeiros componentes harménicos. Os
termos correspondentes a £ =j e k= — j tém frequéncia j(25'r/n) € sdo chamados os j-
ésimos componentes harménicos. Assim sendo, todos os componentes harménicos tém
frequéncias miltiplas da frequéncia fundamental.

n
Seja Z Z} aenergia associada a uma série periédica Z, de periodo n.
=l

Usando a representagio de Fourier, a partir das fungdes trigonométricas, é possivel
mostrar que:

llnztysl =

Z(a;+b;), se 11 & par
k=1

=yl . :
a; +b;)+ na,,, se n éimpar .
k=1

=
(5]
o=

nal +
(20) A
+

P
1

2
na,

(S

ou, usando a representagdo de Fourier a partir das funcdes exponenciais complexas:

(n—I)/E 5
n Z |Ck i se n & par
(21) izz .. k==(n-1)/2
=1 { 2 z . ,
n Yled, se 1 éimpar
k=-nf2+]

de |e,|” =c,c]
onde |ck| =CLCp .

Se se considerar a energia por unidade de tempo de uma série periddica, obtém-se a sua
poténcia, sendo esta definida por:




ay += Y (a2 +b} sen é par
(22) Poténcia = Mg, ,
, 1 le=2] g : .
ag +— Zak+bk)+a;/2, se n € impar

ou, de forma equivalente,

(nty2
Z ]c,‘[', se n & par
(23) Poténcia = h;ﬁ,’;_l)"z
Zlck[l, se n € impar
k=-nf2+1

Como ja foi referido, os j-ésimos componentes harménicos incluem os termos para k= j

€ k = - j, uma vez que correspondem i mesma frequéncia j(27r/n). Assim, as
quantidades

, quando n é par

2 2, —
Jo=cy =ay; fn/z = [Copa

(24) 2 2 N 1 S
S =lenl +e =2, =5_'(a5+b5)

representam a contribuicdo para a poténcia total. A quantidade f,, representada como
fun¢do de w,, chama-se espectro poténcia e descreve de que forma a poténcia total se
distribui pelas diversas frequéncias dos componentes de Z -

1.5.Representa¢io de Fourier de Fun¢oes Temporais Discretas Nio
Periddicas — A Transformada de Fourier em Tempo Discreto

Considere-se a sequéncia ndo periddica Z,, de duragdo finita, tal que Z, =0 para
]tl >M . Tomando n = 2M + 1), ¢ possivel definir a seguinte fungio,

(25) Y,

t+jn

=Z, —m-1)/2<1<(-1)/2, j=0%142,.
que, por construgdo, € periddica, de periodo n.

Usando a representagio em série de Fourier, a partir de exponenciais cornplexas, e
sabendo que # ¢é impar temos que:

(n—l)/Z -
(26) V= pgelomr
k=—(n-1)f2




1 (n=t)z

27 ¢ =— D Yt
na:—(n—l)/!
Como
—{n— <t=(n-1)/2
R S
0, c.c.

pode-se escrever,

(29) £} = 1 Z Z, g i2mifn

Ly

Defina-se agora a fungio,
1 & ;

30 W)=— ) Z e,
(30) @)= 2z
E possivel verificar que

2
(1) ¢ = f(kAw)

n

onde Aw =27/n representa a amplitude entre frequéncias. Com base nos resultados
anteriores, obtém-se a expressdo seguinte:

(n=1)/2
(32) V= ) fliaw)e™ Aw.

k=—(n-1)/2

»

Como cada termo do somatdrio representa a darea de um rectingulo de altura
¥ (kAa))e‘“‘" e largura Aw =2x/n, tendo o somatério parcelas, e como, quando
n— o, tem-se ¥, = Z, e Aw— 0, o somatério, em limite, transforma-se num integral
com intervalo de integrago de amplitude 27, ou seja,

(33) Z=limY = lim > flwl™A0= [f(w)}e”do.
k=eeo 2r

N—ytee Aw—0

Sabendo que a fungdo f (a))em' ¢ periddica com periodo 27, pode-se considerar como
intervalo de integragdo qualquer intervalo de amplitude igual ao periodo, em particular
[- 7[,;2']. Nestas condi¢des, temos que:

(34) Z, = [flwkdo, t=04£112,...




e

(35) flo)=—>"Ze™, -TSws.

Nas relacbes anteriores, f (m) € a transformada de Fourier de Z, (em tempo
discreto) e Z, ¢é a transformada de Fourier inversa de f(@) (em tempo discreto). A
transformada de Fourier inversa, tal como definida, decompde a sequéncia Z,
numa soma de sinoséides complexas infinitamente préximas em frequéncia e com
amplitudes | f (a)](a'a)). Assim sendo, a quantidade [ ri (a)], com o nome de espectro,

fornece informacio sobre como as sinoséides em diferentes frequéncias compdem
L s
i

i 2
A energia associada ao processo Z, ¢ dada por Y |Z|*.

J=—ca
A relagdo de Parseval estabelece a relagio entre a energia no dominio tempo e no
dominio frequéncia;

+ea

(36) Ylz| =27 || flw) do.

[=—co

Assim sendo, a energia total pode ser obtida calculando IZ,JZ, ou seja, a energia por

unidade de tempo, e somando ao longo de todo o tempo, ou calculando 272, ¥i (a)xz, ou
seja, a energia por unidade de frequéncia, e integrando ao longo de todas as frequéncias.
A funcido de w, g(cu) = 27:{ i (a)]2 ¢ chamada fungo densidade espectral de energia,

Na dedugdo dos resultados anteriores foi considerado que o processo Z, tinha uma
duragdo finita. No entanto, a sua representacdo de Fourier continua vélida no caso deste
ter uma duragdo infinita. Nesse caso, podemo-nos questionar sobre a convergéncia do
somatério que define f(w), a transformada de Fourier de Z,. Uma condigdo sobre Z,,

que garante a convergéncia do somatério, é que esta sequéncia seja absolutamente
somavel, ou seja:

+ea

(37) e,

I=—a

1.6.Representaciio de Fourier de Fun¢ées em Tempo Continuo

Nos parégrafos anteriores, foram apresentadas as representagdes de Fourier para o caso
de processos discretos exibindo ou nio um comportamento peridédico. Nos parigrafos
seguintes considerar-se-a o caso das fungdes definidas num tempo continuo,



1.6.1. Representaciio de Fourier de Funcdes Periédicas

Considere-se a fungdo f(¢), definida para todo o ¢ real. Considere-se que f(z) &
periddica de -periodo P, sendo por isso completamente caracterizada pelo seu
comportamento num intervalo de amplitude P. E suficiente, portanto, estudar a funcao
no intervalo [~ P/2, P/2].

Como foi referido anteriormente, verifica-se a seguinte relagdo entre o periodo
fundamental P ¢ a frequéncia fundamental W, :

(38) Wy =—.

Associado & frequéncia fundamental, pode definir-se o seguinte sistema de exponenciais
complexas, harmonicamente relacionadas, que se prova ser um sistema periddico, de
periodo P, e ser ortogonal em qualquer intervalo de amplitude P:

(39) e k=0x142,.}

Com base no sistema ortogonal acima definido, pode-se representar a fungdo f (t) como
uma serie de Fourier, da seguinte:

(40) HOE icke“""u’ :

k=~ca

Se a série anterior convergir uniformemente para f (r), o coeficiente de Fourier é dado
por:

P2

1 —ikayt
(1) e, == [l ar.

-Pf2

Para que a representagio de Fourier de f (t) seja valida, ou seja, para que a série de
Fourier convirja uniformemente para f (t) ¢ suficiente que verifique as condigdes de
Dirichelet para fungdes continuas. Essas condigdes dizem que, se f(t) for uma funcio

periédica limitada com periodo P, tiver um ntimero finito de maximos e de minimos
num dado periodo e um mimero finito de descontinuidades, entio a série de Fourier
converge para f (r) em todos os seus pontos de continuidade e converge para a média

dos limites & esquerda e 2 direita de f (r) em cada ponto em que esta seja descontinua.

E possivel mostrar que a relagdo de Parseval para esta representacio de Fourier é dada
por:

P2

(42) Nreyde=pP S,

1) k=—m




1.6.2. Representa¢io de Fourier de Fung¢des Nio Periodicas — A
Transformada de Fourier em Tempo Continuo

Considere-se a seguinte fungdo f(t), nfio periédica, definida para todo o f real e com
duragdo finita, ou seja, f (t)=0, Vlt|>P/2. Defina-se a fungdo g(t), periddica de
periodo P, da seguinte forma:

43) {g(t) =f (ti ~PJ251<Pf2.

glt+jP)=g(t) j=+142,..

E possivel escrever:

(44) g(f): cheikmal
k=—ca
e
1 P2 .
(45) ¢ =5 P_l;;g (e)e™ dr

onde @, =27f—. De acordo com a defini¢do de g(¢) no intervalo [— P/2,P/2], pode

reescrever-se a equacdo (45) da seguinte forma:

(46) o, =il Pff (t)e ™ df = Do Fff (1 )e ™" dyy
e -Pf2 o -p2

de onde, apds a substitui¢io de ¢, na expressio (44), se tem que:

(47) glt)= fcke“‘“’“‘ =l fH(kwu ), ,

Pt 2r =
onde |
|
Pf2 ’
(48) Hlkw,)= [ flu)e™ dy. |
_P‘I'_? \

Cada termo do somatério que define g(t) representa a area de um rectdngulo de altura
H(kew,) e largura @,. Quando P tende para infinito, g(t)— £(t), w,—0 e o
somatorio torna-se um intergral. Assim sendo,

10




(49) f(t)= lim g(t)z—;;TH(w)dw

Pt
5
(50) H(w)= lim H(koy)= [fu)e )y

~c0

Substituindo a expressio de H (a)) na expressao (49), temos que:

(51) )= [F(m)e"“'da)
) 5
(52) F(a))=$ jf(t)e-“"dr.

A fungio F (@) chama-se transformada de Fourier ou integral de Fourier de f(t) e a
f(¢) chama-se inversa da transformada de Fourier ou inversa do integral de Fourier de
i (co)

A relagdio de Parseval para esta representacdo de Fourier é dada por:
i 2 1 5 2
53 Flw) dw=— t) dr.
(53) Y do=2= [1r6)

Nas dedugdes anteriores, considerou-se que f(¢) tinha duragio finita. No entanto, os
resultados continuam vilidos para algumas fungdes de duracdo infinita. As seguintes
condiges de Dirichlet para fungdes ndo continuas constituem um conjunto de
condigdes suficientes para a existéncia de F (a)) para o caso de fung¢des de duragdo
infinita: .

a) f(t) é absolutamente integravel, ou seja, _ﬂ f (t]dt < oo

—oa

b) f(t) tem um nimero finito de méximos e minimos ¢ um nimero finito de
descontinuidades em qualquer intervalo finito.
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Capitulo 2: Analise Espectral de Processos Estacionrios
Univariados '

Os conceitos da analise de Fourier expostos no capitulo 1 permitem o estudo das séries
temporais no dominio frequéncia. Na realidade, o espectro de um processo estacionario
¢ a transformada de Fourier da sua func@o de autocovariincia absolutamente somavel.
No caso da fungio de autocovariincia niio ser absolutamente somdvel, o processo
estocastico continua a ter uma representagio espectral a partir da fungdo de distribuigio
espectral. No entanto, no capitulo anterior a analise foi realizada sobre fungdes fixas,
ndo estocdsticas, enquanto que, no presente capitulo, os resultados serdo generalizados
ao caso dos processos estocdsticos. E, portanto, necessario distinguir entre a
representagdo espectral de uma concretizagdo particular de um processo estocdastico e a
representa¢do espectral de todas as concretizacdes possiveis de um processo estocéstico.

2.1. O Espectro

2.1.1. O Espectro e as suas propriedades

Seja Z,um processo estacionério de valores reais com uma funcdo de autocovariincia
absolutamente somavel , . Pelos resultados da secgdo 1.1.5., a transformada de Fourier

de y, existe e ¢ dada por:

M f@)=5= T pe

Considerando que as fungdes y, e coseno sio pares e a fun¢do seno & impar, temos que:

1 & 1 15
2 w)=—  COSWk =—y, +— coswk, -TSwsrx.
2) £ ) ?.ﬂ'k;“hc ?Jz'yo Eéy!‘

A fungdo y, é recuperavel pela inversa da transformada de Fourier,

(3) By = jf(cu)e‘“*dm.

A transformada de Fourier da funcio de autocovaridncia goza das seguintes
propriedades:

1. f(w) é uma funcio continua, ndo negativa, de valores reais. E muitas

vezes referida como espectro da fungio de autocovaridncia ou do
processo estaciondrio.

2. f (m) € uma funcéo periddica de periodo 27. Além disso, € uma funcio
par, pelo que € usual que a sua representacio grafica se cinja ao
intervalo [O,JI].
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3. Verifica-se a igualdade var(Z,)=y, = J' f(®)dw. Assim sendo, flw)

pode ser interpretada como a decomposicio da varidncia do processo. O
termo f(w)dw & a contribui¢io para a varifincia da componente do
processo com frequéncias no intervalo (a),(u+da)). Um pico no
espectro indica uma importante contribuigio para a varidncia das
componentes com frequéncia no intervalo correspondente.

4. O espectro f (a)) € a autocovaridncia ¥, constituem um par de
transformadas de Fourier sendo uma das fungdes univocamente

determinada pela outra. Deste modo, a abordagem no dominio tempo ¢
teoricamente equivalente 4 abordagem no dominio frequéncia.

2.1.2. A Representa¢io Espectral da Fun¢io de Autocovariincia — A
Fungio de Distribui¢io Espectral

Na secgdo anterior, a representagio espectral de V. apresentada € valida para o caso em

que a fungdo de autocovaridncia ¢ absolutamente somével. De um modo mais geral,
podemos sempre obter a representagio espectral de uma fungdo de autocovariincia,
absolutamente somavel ou nio, em termos do seguinte integral de Fourier-Stieltjes:

T

) Vi = [e™dF (o).

-

A este integral chama-se representagio espectral da fung¢do de autocovariincia Vi ea
F(w) chama-se fungdo distribui¢do espectral.

Como qualquer fungdo de distribuicio estatistica, F (a)) € uma fun¢fo ndo decrescente

que se pode decompor em trés componentes:
1. uma fungdo do tipo degrau que consiste num nimero contivel de saltos finitos;
2. uma fungdo absolutamente continua;
3. uma func¢do singular, sendo esta tltima componente insignificante e ignorada na
maioria das aplicagdes.

Assim sendo, pode-se escrever a fungio de distribuigdo espectral como
) Flw)=F,(0)+F (o)
onde F,(w) ¢ uma funcdo do tipo degrau e F.(w) é uma fungdio absolutamente

continua. Num processo com fungio de autocovaridncia absolutamente somaével,
verifica-se Fw)=F,(w) e dF(0)= f(o)do.
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Deve notar-se que, embora F (a)) seja uma fun¢do ndo decrescente e nio negativa, ndo &
uma verdadeira fungdo de distribuicio, uma vez que,

(©6) JaF(@)=7,.

néo sendo este integral, em geral, idéntico a 1. No entanto, € possivel definir uma nova
fun¢do que satisfaz todas as propriedades de uma fungio de distribui¢io:

(7) Glw)= Flw) .

Yo

Quando dF(w)= f (@)dw, define-se pl@), fungio com as propriedades de uma fungio
densidade de probabilidade no intervalo [— 7[,72‘] e, por isso, referida como fungdo de

densidade espectral (embora o mesmo termo seja usado para referir f (a)) em alguma
literatura):

(8) plw)do = dGlw)= I@d(u.

E assim possivel obter o seguinte par de transformadas de Fourier:

- T
(9) P(w)zﬂk;pke ok :%+;§pk coswk, -Z<@srw
[+
(10) 0, = f plw)e“dw, k=0,£1%2,...

2.1.3. A Representac¢iio Espectral dos Processos Estaciondrios

Tal como uma fungdo de autocovaridncia pode ser sempre representada através do
integral de Fourier-Stieltjes que envolve a funcio de distribuigdo espectral, ima dada
concretizagdo de uma série temporal Z, pode ser escrita como,

n
(11) Z, = [edU(w)

-
onde U ((u) desempenha um papel semelhante ao de F (a)) para essa dada concretizagdo
da série temporal. No entanto, nio ¢ de esperar que, para diferentes concretizagdes, a

fungio U(w) se mantenha inalterada. De facto, a cada concretizagio de Z,
corresponderd uma concretizagdo de U(w). Usando o integral acima definido para
representar o processo Z, em todas as suas possiveis concretizagdes, U (a)) passa a
corresponder a um processo estocistico de valores complexos para cada w. Nessas
condigdes, o integral passa a ser estocdstico, sendo agora a igualdade dada em termos de
média quadratica, ou seja,

2

(12) El|z, - ’]'e"“‘dU(m% =0,
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A relagdo,

(13) Z,= Te’“dU(aJ)

-
¢ chamada representago espectral do processo estaciondrio Z.

Para estudar U{w), considere-se que Z, € um processo estaciondrio de valores
complexos e de média nula. Assim,

(14) EldU(@)]=0,Vao,

definindo-se a fun¢do de autocovaridncia como
(15) =Elzz,|

onde Z,,; ¢ o complexo conjugado de Z,,, .

Usando o facto de que U (a)) € um processo ortogonal, consequéncia da estacionaridade
de Z,, ou seja,

(16) EldU(o)dU* (1)]=0,Yw = A,

obtém-se:

(17) Py= ]-e"""‘E{dU(m]Z}= ”e”"“E{dU(m]z}= Te"“*dF(a;),

onde ’ ” ’

(18) dF(w)= E{dU(a}f }: Eldu(w)au ()], para —~T<@w<7.

A F(w) chama-se funcdo de distribui¢fio espectral de Z,. Se Z, for puramente nio
deterministico, verificando-se F(w)=F (@), vem que:

c

(19) fw)do = dF(0)= Eldv(w)’} para ~7T<w <7
e
(20) ve= [ flwho.

De acordo com esta representagio, pode-se interpretar  f(w)dw como sendo a
contribui¢do para a variincia de Z, atribuivel 4 componente Z,(®) de Z,, com
frequéncias no intervalo (w,w + dw).

Mostra-se que Z, toma valores reais se e s6 se, para todo o @, se verificar,
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(21) dU" (w)=dU(w).

2.2.0 Espectro de alguns Processos Comuns

2.2.1. Representagdes Autorregressiva e de Médias Méveis de Séries
Temporais

Na anélise de séries temporais, sio utilizadas duas representacdes bésicas dos processos.
Uma tem o nome de médias méveis e a outra tem o nome de autorregressiva. A partir
destas pode construir-se 0 modelo autorregressivo de médias méveis.

A representagio em médias méveis do processo Z, consiste em escrevé-lo como uma
combinagdo linear de varidveis aleatérias nio correlacionadas:

(22) Zy=pra tPa, ta L = pt Yy pa,

j=0

r ’ £ s +ea
onde ¥, =1, {a,} é um processo de ruido branco com média nulae ZF" W) < oo,

Definindo Z,=Z, -u e utilizando o operador de atraso B/x, =x,_,, é possivel

_j 3
escrever um processo de médias méveis (MA) da seguinte forma:

(23) Z, =y(B)a,,

m@ww=zz%w.

Mostra-se que:

(24) E(Z)=u,
(25) Var(Z, )=y, =ol 3 v?,
J=0
(26) Ve =02 Wi,
=0
e
@7) m=2%g?n
i=0 Vi

As fungdes de autocorrelacio, P, € de autocovariincia, Y, sdo fungdes apenas do
intervalo de tempo k. Assim sendo, a estacionaridade depende do facto de y, ser finita
ou ndo para cada k. Ora,
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(28) vl =|EZ.2,.) < Var(Z VarZ, ) = 023 w2

j=0

. i - s o] +ea 2
vindo que o processo sera estacionario se Z,—: G < Hee.

Um processo que possa ser representado na forma de médias méveis diz-se puramente
ndo deterministico, pois nio contém uma componente deterministica que possa ser
prevista exactamente a partir do seu proprio passado. Este tipo de processo recebe
igualmente o nome de processo linear.

Para uma dada fun¢fio de autocovariancia Vi k=0,£132 .., a fungio geradora das
autocovaridncias € dada por:

29) y(B)= S y,B*,

fmmon

onde y,, a varidncia do processo, é o coeficiente de B° e a autocovariancia do processo

de desfasamento £, y,, é o coeficiente tanto de B* como de B~*.
Para um processo de médias méveis, a fungio geradora das autocovaridncias ¢ dada por,
, i | e +ea )
(30) v(B)= i (BW(B )= 02w, B’y w8,
J=0 i=0
onde j=i+k e ¥; =0 quando j <0.

A correspondente fung¢io geradora das autocorrelagdes é dada por

(1) o()= 5 oo 12 .

) Yo

Ao escrever um processo Z, de acordo com uma representagio autorregressiva (AR),

faz-se a regressdo do valor de Z, no tempo ¢ sobre 0s seus valores passados mais um
choque aleatério, ou seja,

(32) Z,=mZ  +7Z,  +.+a,
ou, usando uma notagdo abreviada,

(33) n(B)Z, = a,,

4oa . +oa . . r . r
onde ?I(B) =1- Z;:lﬂ: B el+ ZFIIE fl < +ee. Para que o processo seja estaciondrio é

necessario que seja possivel reescrevé-lo como um processo MA, ou seja,
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(34) Z =y =v B,

em que Z:O;Vf <+eo. Tal condigio ¢& satisfeita se as rafzes & de 7(B)=0 se

encontrarem fora do circulo unitrio, ou seja, se ]5’ >1.

Se, na representagdo autorregressiva de um processo, apenas um numero finito dos
coeficientes 7, for ndo nulo, isto &, se =9, = ¢2,...,7rp =¢,e 7, =0,Yk> p,

diz-se que Z, ¢ um processo autorregressivo de ordem P, AR(p) e que pode ser escrito
da seguinte forma:

(35) ¢,(B)Z, =a,,

onde ¢,(B)=(1-¢,B~..—9,B").

De forma andloga, se na representagio em médias moveis de um processo apenas um
nimero finito dos  coeficientes ¥, for ndo nulo, isto & se

Wy ==0.W, =—0,,..1, =—0, ¢ ¥, =0,Vk>gq, diz-se que Z, é um processo de
médias moéveis de ordem g, MA(g), que pode ser escrito da seguinte forma:

(36) Z,=0(B)a,,

onde &, (B)= (I =GB —BqB"). Este processo € sempre estacionario.
Por vezes torna-se necessario incluir na constru¢do de um modelo tanto os termos

autorregressivo como de médias moveis. Dessa forma obtém-se os Processos mistos
autorregressivos de médias méveis, ARMA(p,q), definidos da seguinte forma: »

(37) 8,(B)Z, = 8,(B)a,,

onde ¢,(B)=(1-p,B~..~¢,8") ¢ 6,(8)=(1-6,8 ... ~6,B7).

2.2.2. O Espectro e a Fung¢io Geradora das Autocovariancias

Como foi referido na sec¢do anterior, a fungiio geradora das autocovariincias é dada
por,

(38) ¥(B)= Y 78" .

k=—co

Ora, no caso da fungdo de autocovaridncia ser absolutamente somavel, a funcido de
densidade espectral existe e ¢ dada pela expressio,
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(39) flw)= % i e

k=—ca

Comparando as equagdes (38) e (39), conclui-se que, para um processo com funcdo de
autocovaridncia absolutamente somaével, existe a seguinte relagdo entre a funcdo de
densidade espectral e a fungdo geradora das autocovariancias:

(40) f@)=—rle™).

2.2.3. O Espectro dos Modelos ARMA

Como ja foi visto, um processo linear nio deterministico pode ser escrito na forma
oo

(41) Z, =Y w,a,_ =y(B,
j=0

onde !//(B)= Z:ﬂ w;B 7, w, =1. Sem perda de generalidade, considere-se que o valor

medio do processo Z, é nulo. Como ja foi igualmente visto, a fungdo geradora das
autocovaridncias € dada por,

(42) y(B)=cw(B)w(B™).
Um processo estaciondrio ARMA(p,q) pode ser escrito na forma

- Z = y(5)a, = (8) (1-6,B-..-6,87)
2 . = a, = a, = a,.
¥ 6,(B)" (1-9B-..—9 B")

Assim sendo, a funcdo geradora das autocovariincias de um processo ARMA(p,q) ¢
dada por,

(43) ¥(B)=0o; %ﬁg—%

Quando o modelo € estacionario, a fungio de autocovariincia é absolutamente somavel,
pelo que a fungio de densidade espectral existe e & dada por,

R R A i A i I A G
e s e e |
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2.2.4. O Espectro da Soma de Dois Processos Independentes

Seja Z, um processo resultante da soma de dois processos estaciondrios independentes
X el
(45) Z, =X, +7Y

f ! 1

sendo 7,(B), 7, (B) e ¥v(B) as funcdes geradoras das autocovariincias dos processos.
Usando o facto da covarifincia de varidveis independentes ser nula, temos que:

}’Z(B)= f}’z(k)Bi = iCOV(Xr +K’Xr+k +Y;+t)‘Bk =
(46) e e

=Sy (k)8 + > 7, (68 =7, (B)+7,(8)

k=—ca k=—ca

Da relagdo anterior vem que o espectro da soma de dois processos estacionirios
independentes ¢ a soma dos dois espectros independentes, ou seja:

(47) Sz (m)=fx(a’)‘*'fr(w)-

2.2.5. O Espectro de Filtros Lineares

Seja Z, um processo estacionario de valor médio nulo com funcdo de autocovaridncia
absolutamente somével e espectro dado por,

(48) fz(w)zﬁi}fz(l)e_w.

f—

Defina-se o seguinte filtro linear de Z,:
(49) Y, =Y ez =aB)z,
J=—n

onde a(B)=) " oB e Z:.m,ajl<+°°' Sdo apenas considerados os filtros

lineares invariantes no tempo, ou seja, aqueles cujos coeficientes ; ndo dependem de
L.

Prova-se que as fungdes espectrais de Z ; ¢ de Y, se relacionam da seguinte forma:

(50) fi(@)=lele” ] 1, (),

onde

G e el e )

20




a'(e"” )é a chamada fungfo transferéncia.

Existem diversos tipos de filtros, tais como os filtros de “passa-alta” — que eliminam as
baixas frequéncias (associadas com a tendéncia ou com ondas largas) e preservam as
altas frequéncias —, os filtros de “passa-baixa” — que preservam as componentes de
baixas. frequéncias e atenuam ou eliminam as componentes de altas frequéncias. O
calculo das primeiras diferengas é um exemplo de filtro linear do tipo “passa-alta”,
enquanto que o cilculo de médias moveis é um filtro do tipo “passa-baixa™.

2.3. Estimaciio do Espectro

2.3.1. Andlise do Periodograma

2.3.1.1. O Periodograma e as Suas Propriedades Amostrais

A representacio de Fourier

[n/2
(52) Z, =Y (a, cos Wt +b senaw,t)
=0

E

onde @, =27k/n, k =01,..,[n/2] sdo as frequéncias de Fourier e

lz Z,cosant, k=0,ek=n/2senépar
L=

(53) a={" 1 ,
=Y Z, cosw,t, k=1,2,...,[”— }
L= 2 i
e
(54) b, :Ezzlsena)kt, k :1,2’_”,[’1_—1}
L 2

sdo os coeficientes de Fourier, pode ser utilizada para representar uma série temporal
com n observagdes. No entanto, esta nio serd a representacdo mais adequada, pois
pressupde que o fenémeno estudado seja estritamente periddico, ajustando um modelo
com 7 pardmetros a uma sucessio com # termos.

Uma forma de tornar a representagiio anterior mais adequada e realista consiste em
incluir no modelo um erro ou ruido branco, conduzindo ao modelo de tendéncia ciclica:

[=/2]

(55) Z, =) (a, cosmt+bsenw,t)+e,
k=0

21



onde e, sdo varidveis iid. N (0, 0'2) € 0s restantes pardmetros mantém-se definidos tal

como na representagdo de Fourier para sucessdes discretas e periédicas. O modelo de
tendéncia ciclica pode ser encarado como um modelo de regressdo linear, sendo os
coeficientes de Fourier essencialmente os coeficientes usuais da regressdo, estimados,
por exemplo, pelo método dos minimos quadrados.

Chama-se periodograma & quantidade I{w, ), definida da seguinte forma:

nag, k=0
nf 2

(56) Iw,)= E(ak +62)  k=1...(n-1)2
nay, k=n/2 senépar

Assumindo que Z,, Z,, ..., Z, sioii.d. N(0,0'z), vem

(7 Ela)=2Y E(Z,)cosw,t =0
n 1=
€
(58) Var(a,) ==Y o* (cosw, ) =22,

n? g n
podendo obter-se resultados semelhantes para B

Assim sendo,

25 2 =
(59) By N(O,-—-—“J J e b~ N[O,—-ZJ J k=12, 71
n n 2

mostrando-se além disso que

(60) Cov(ak,bj)z 0,Yk,/,

de onde vem que na;/20%, k=12,.,(n1-1)/2, sdo iid com distribuigio Qui-
quadrado, com um grau de liberdade, tal como 1b] /207 . Além disso, nal[20? e
nb} /267 sio independentes para k = L2,(n=1)/2 & j=12,.,(n-1)/2.

Em consequéncia, as ordenadas do periodograma

I\w, n
e !

para k=1,2,...,(n—1)/2, sdo independentes e tm distribuico Qui-quadrado com 2
graus de liberdade.
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Seguindo o mesmo raciocinio, mostra-se que tanto [ (0)/o* como I (z)/o?, no caso
de n ser par, seguem um distribuicdo Qui-quadrado com 1 grau de liberdade.

Com base nos resultados anteriores, é possivel testar a hipétese de ser m o ntimero de
frequéncias das sinoséides no modelo dado por:

m

(62) Z, =a + Z (a,ﬁ cos @y t+ b, senw, t)+ e,
i=1

onde e sio varidveis aleatérias i.id. N(O,cr2), @, =27k /n e o conjunto

I'={k :i=1..,m} & um subconjunto de {k:k=1.2,..[n/2]}. A hipétese nula do teste
¢ dada por:

(63) Hy:a, =b, =0, i=L..,m

sendo a correspondente estatistica de teste

_ (n—2m - I)Z::l (aé + b,: )

(64) F - 2 2
2’”2;;1 (a} + bf')

que segue uma distribui¢io F, com 2m e n-m-—1 graus de liberdade,
F(2m,n-—2m—l).

2.3.1.2. Testes para a Detec¢do de Componentes Periédicas |

A estatistica de teste apresentada na equagio (64), em geral, ndo € aplicivel na pratica
pois pressupde que as frequéncias @y, sdo conhecidas. No entanto, mesmo que se
acredite que a série temporal contenha componentes periddicas, as frequéncias
subjacentes sdo normalmente desconhecidas. Pode entio utilizar-se o periodograma
para, através da andlise dos seus valores maximos, se detectar tais periodicidades
escondidas, pois ¢ de prever que o periodograma, na frequéncia de Fourier mais perto da
verdadeira frequéncia subjacente, apresente um maximo.

Para se proceder 4 andlise da significincia estatistica dos maximos do periodograma,
toma-se como hipétese nula que as [n/2] estatisticas dadas por

Ilw, :
(65) ( *)=£2-(a; +57), k=1,2,...,B—}
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sdo varidveis aleatérias ii.d. com distribuigio Qui-quadrado com dois graus de
liberdade. Esta hipétese resulta de se admitir que o periodograma foi calculado para

uma realiza¢do de um ruido branco N (0, o’ ), como foi visto no pardgrafo anterior.

A estatistica natural para a realizagio de um teste sobre a significancia estatistica do
maximo das ordenadas do periodograma sera,

(66) 1wy )= max{r(w, )}

onde @y € a frequéncia de Fourier para a qual se obtém a ordenada maxima do

periodograma. Através da distribuigio do médximo de uma amostra de [n/2] variaveis
independentes, sabemos que

)
(67) P{I—(-g@ > g:, =]— (l _ e—(g/:) )[-"f-’-]’
o2

0 que nos vai permitir fazer a deduciio da estatistica de teste proposta em (66). No
entanto, a realizagdo deste teste exacto, usando tal estatistica e o facto das varidveis

I, )/ terem distribuicio X)» implica o conhecimento de ¢*. Ora, na maioria das

vezes tal ndo acontece. Torna-se entio necessirio estimar o?, usando o seguinte
estimador,

(68) o' =

que € centrado, uma vez que

[n/2] (,) Wl .
69 El D) IHw, )| == 20"
(69) Z s M

e € consistente pois, usando o facto que /{w, ), k=12,..., [n/l] serem independentes
vem
(70) Var(crl)——:o 0 quando n — eo.

Deste modo, para amostras de grande dimenséo, a estatistica

7 ([‘”(1) )
1 n/2|
[mjgf(wk)

tem aproximadamente a mesma distribuigdo do que 7 (‘)(wm )/ o’ , ou seja,

(71) V=

(72) P >gl=1-(1- e-(g,'z))[m’zl.
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O teste assim descrito tem 0 nome de teste aproximado de Walker,

Fisher (1929) deduziu igualmente um teste para estudar a significincia do maximo do
periodograma: o teste exacto de Fisher. Este baseia-se na seguinte estatistica,

(73) ro 1Vay)
Z nf2 I( )

k=1 Dy

que, sob a mesma hipétese nula (do teste aproximado de Walker), Fisher mostrou
verificar a seguinte propriedade,

(74) PT>g)=Y (-1 [A.IJ(I e,

j=l J

onde N =[n/2] » >0 e m € o maior inteiro menor que 1/g . Usando apenas o

primeiro termo do somatério j4 se consegue uma boa aproximagdo do seu valor exacto,
que € usada em muitas aplicagdes:

(75) P(T>g)=N(-g)"".

Para valores grandes da estatistica de teste, rejeita-se a hipotese nula, o que implica a
existéncia de uma componente periddica, numa dada frequéncia w. Embora @ nio seja
necessariamente igual a @, esta € uma boa aproximacio da verdadeira frequéncia da

componente periédica, pois Hartley (1949) mostrou que a probabilidade de
la) -, )] > 27t/n é menor que o nivel de significincia do teste.

Sendo 7 (2)((0(2)) a segunda maior ordenada do periodograma, ocorrida na frequéncia de
Fourier @, Whittle (1952) propés a extensio do teste de Fisher ao estudo da

significincia dos maximos de ordem superior a primeira. Para tal, sugeriu a utilizag¢do
da estatistica de teste,

O A )
ii.]f (o, )}—f Vey)

(76) 7

Determina-se P(T 5 > g) substituindo N por N — 1 na expressio de P(T > g). Se o
méximo de segunda ordem for significativo, passa-se ao estudo do de terceira ordem,
substituindo N — 1 por N — 2, e assim sucessivamente, até se obter um resultado nio
significativo. E-se assim conduzido & estimagdo do valor m, o nimero de componentes
periddicas presentes na série temporal.
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2.3.2. O Espectro Amostral

O espectro discreto, associado a um modelo de tendéncia ciclica que, por sua vez,
corresponde a0 caso em que a fungiio de distribuicdo espectral € em forma de escada,
pode ser estudado de forma satisfatéria pela andlise do periodograma. No entanto, os
movimentos oscilatdrios irregulares, tal como costumam ocorrer no dominio da
economia, sdo representados de forma mais adequada por modelos de espectro
continuo, onde nio ¢ uma dada frequéncia que contribui para a varidncia do processo,
mas um intervalo de frequéncias.

Ir-se-4 estudar, nesta secgdo, a estimagdo do espectro para séries temporais com fungio
de autocovaridncia absolutamente somdavel, existindo, portanto, fun¢fio de densidade
espectral, como foi visto, dada por,

1 & ] 1 1&
77 w)=— e =—y +—Yy coswk, -r<w<r.
(77) f() 271',{;“)/'{8 271.?’0 E;J’LCOS

Notando que, para uma série temporal com observagdes, apenas é possivel calcular 7

para k=0,1,.,n-1, a substituigio de Y: por 7, na expressio anterior resulta no
seguinte estimador do espectro,

. n-1) n-1)
f(w):—l' ﬁke_m* :—}—}"fo-f-l(Z)?kcosa)k:
. 2 oy 2z =
(78) n e ,
=—I(¥,+2) 7 coswk
- (an ; 2 J

chamado espectro amostral.

Uma vez que o periodograma pode ser reescrito na seguinte forma,
-] .

(79) Ho)=2{7,+2) 7, cosw, |,
J=1

verifica-se a relagdo que se segue entre o espectro amostral e o periodograma, nas
frequéncias de Fourier,

(80) flw,)= él(a)k), k=12,..[n/2]

excepto no caso em que 7 ¢ par, vindo entdo f (a)"l.2 ) =] (a)"/2 )/ 27 = nay, / 27.

Se Z, for um ruido branco N (0, 0'2), verifica-se que,
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P o? X
81 N P s o [
(81) f@)zﬁz

sendo 0/27 o espectro Z,.

Mostra-se que o estimador do espectro, f' (a)), goza das seguintes propriedades, quando
@ pertence a sucessiio de Fourier:

E um estimador centrado;

° Ndo ¢ um estimador consistente, pois a sua varifincia ndo tende para zero quando
n tende para infinito;

° Apresenta um comportamento irregular e erratico, pois CovU”((ok ) F (a) ; )}= 4
Vo, 2w,.

2.3.3. O Espectro Alisado

Numa tentativa de encontrar um estimador com melhores propriedades estatisticas,
surge a idéia de alisamento, ou combinacio linear convenientemente ponderada dos

estimadores f ().

2.334. Alisamento no Dominio Frequéncia — A Janela Espectral

Uma forma de reduzir a variincia e a irregularidade do espectro amostral consiste em
calcular  uma media  ponderada de m valores do espectro,
a esquerda e 4 direita da frequéncia alvo W, , ou seja,

(82) J.rw(wk)= iWn(a)j)j-(wk_wj)

J==m,

onde @, =2kz/n sio as frequéncias de Fourier, sendo # a dimensio da amostra,
k:O,il,ﬁ,...,i[n/fl] e W, (a)j) ¢ a fungdo de ponderagio que goza das seguintes
propriedades:

53) WACHS
(84) 7, (,)=w,-o,)
[+]

(85) tim 372 (w,)=0.
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A fungdo W, (a) j) assim definida chama-se janela espectral. As frequéncias incluidas na
expressdo de alisamento, @, —w ys~m, £ j<m,, constituem a banda de frequéncias da

janela espectral & o mimero de frequéncias, 2m, +1, esta directamente relacionado com
a largura da janela espectral, conhecida como largura da banda.

Se os valores do “verdadeiro” espectro I (aJ) forem aproximadamente constantes dentro
da banda, temos que,

Aw(wk)]z i%(mj)E'}(mk _wj)]=
(36) J=m, .
=f(@k)j§rWn(a’j):f(wk)

€

®7) arlJ, (@)= [0 )F 3 72(0,).

=-m,

Assim sendo, a variincia do espectro alisado diminui quando m, aumenta, resultando
também desse aumento um estimador mais estdvel. Por outro lado, 4 medida que a
largura da banda aumenta, aumenta o nimero de ordenadas espectrais a ser incluidas na
media ponderada, o que, exceptuando o caso em que f (a)) € constante, resulta num

aumento do enviesamento. Torna-se necessario, portanto, encontrar uma solugdo de
compromisso entre a diminuigdo da varidncia e o0 aumento do enviesamento.

Considere-se agora o caso mais geral em que o espectro amostral estd definido no
intervalo continuo [— 7, 7| e ndo apenas nas frequéncias de Fourier. O espectro alisado
¢ agora dado por:

8) J(@)= [w, (0 0-2)a2 = 7, (0- 221

onde ¥, (/1) € a janela espectral, satisfazendo as seguintes condicdes:

(89) TW (A)di=1,

(90) w,(A)=w,(-4)

[~
1% s

o1 lim— [W}(1)dA=0.
n=yea pp !

Se o espectro for aproximadamente constante dentro da banda considerada, temos que,
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(92) Elfy (@)= (@)

€

0 lf @2 ) .

Coloca-se desta forma a mesma questdo do potencial enviesamento do estimador
quando a largura da banda aumenta de forma a diminuir a variincia do mesmo.

2.3.3.2 Alisamento no Dominio Tempo — A Janela Retardada

Como foi mostrado, o espectro f (cu) e fungfo de autocovaridncia ¥, constituem um

par de transformadas de Fourier. Assim sendo, em alternativa ao alisamento no dominio
frequéncia pode proceder-se ao alisamento no dominio tempo, aplicando uma fungio de
ponderacio W(k) 4 funcdo de autocovaridncia amostral, ou seja,

- 1 (=) L
(94) flo)=— M w(k)p e ™.
@)= 5 2IE

Uma vez que $, é uma funcio par € que para valores grandes de & os estimadores 7
sdo muito imprecisos pois envolvem um ntimero reduzido de pares de observacdes,
W (k) deve ser simétrica e com pesos inversamente proporcionais 4 magnitude de /.

Obtém-se entio:

M

x 1 I
95) J@)== 37, ()™,
27
onde W, (k) ¢ uma sucessdo absolutamente somavel, derivada a partir de uma funcio
par, continua e limitada 7 (x), definida por W, (k)= W(k/M). A fungdo W (x) verifica
as seguintes condicdes:

7(x)<1,

(96) w(0)=1,
W(x) = W(— x),
W(x)=0, [ >1

O valor M € o chamado ponto de truncagem, dependente da dimensdo da amostra, n. A
fungdo W, (k) tem o nome de janela retardada. O estimador resultante da aplicagdo de
uma janela diz-se um estimador alisado do espectro.

Assumindo que M = M,, o ponto de truncagem, € uma fungéo de n tal que M — = e
M/n — e quando n — e e admitindo que se verifica a relagdo Z, = Z;...,,WkX ik S




onde {X,}~ HD(O, o 2), :=__ll/fk"klvz <e e EX, <o, é possivel mostrar que o
estimador alisado do espectro, j4 definido, é consistente no sentido da média quadratica.

Mostra-se que as janelas espectral e retardada verificam as seguintes relagoes:

—L M ol
(97) (@)=~ 2.7, (ke
€
(98) w, (k)= ]’W (@)™ dw, k=0t1,..,4M .

Ou seja, a janela espectral é a transformada de Fourier da Jjanela retardada e a janela
retardada ¢ a transformada de Fourier inversa da janela espectral, constituindo ambas
um par de transformadas de Fourier.

2.3.3.3. Principais Janelas Utilizadas

A dificuldade em decidir qual a melhor janela a utilizar em cada caso concreto é
testemunhada pela existéncia de virias propostas de janelas para o alisamento do
estimador do espectro. Como foi dito, é necessirio encontrar uma solucio de
compromisso entre uma maior estabilidade (menor varidincia) e uma maior resolucio
(menor enviesamento).

De seguida, sdo apresentadas as principais janelas apresentadas na prética.

Janela Rectangular

Esta janela ¢ derivada da seguinte funcio:

L |x<1

0, |x,>1'

(99) w(x)= {
A janela retardada ¢ definida da seguinte forma:

WR(k) = {1, k| < M

0, |H>m"
E a correspondente janela espectral toma a forma:

Ry 1 " R (1) ik A & —1m_i55n(w(M+l/2))
{00 W' ()= 2z k;MW" (kle™ = 2:rrk=z_“e 27 sen(w/2)
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O uso desta janela pode conduzir a obtencio de valores negativos para algumas
frequéncias, resultado indesejavel visto que o espectro € uma fung¢do nio negativa. Esta
janela tem também o inconveniente de apresentar lobulos subsidiarios que levam a uma
ponderagio mais elevada do que o desejével de ordenadas correspondentes a
frequéncias algo afastadas da frequéncia alvo, fenémeno este conhecido por infiltragdo.

Para uma dada janela espectral, com maximo atingido para @ =0, pode considerar-se
que a largura de banda é dada pela distincia entre as frequéncias pertencentes ao l6bulo
principal correspondentes aos pontos onde a janela atinge metade do seu valor maximo.
Ou seja, a largura da banda é dada por 2w, , onde @, étal que

(102) 7 (£,)= 27, (0).

O valor miximo de W,*(w), atingido para w=0, é (2M +1)/27. Os seus zeros

ocorrem para a;=i2j7r/(2M+1), J=12,.... Considerando que o valor de @, pode

ser aproximado pela metade do valor do primeiro zero da janela, vem que a largura de
banda pode ser aproximada pelo valor do primeiro zero, ou seja,

2w

103 20, = )
(162 oM 1

Conclui-se, portanto, que a largura de banda varia inversamente com o ponto de
truncagem. Assim sendo, quando M aumenta, a largura de banda diminui, bem como o
enviesamento do estimador, aumentando, no entanto, a sua variancia.

Nas proximas janelas apresentadas, continua a ser vilida esta relagdo inversa entre a
largura de banda e o ponto de truncagem.

Janela de Bartlett

Esta janela foi proposta por Bartlett ( 1950) e baseia-se na seguinte funcio:

I- ]xl, ,r| <1

(104) W (x)= {0 e

A janela retardada ¢ definida da seguinte forma,

/i
(105) wi(k)=1""ar LR

0, |&| > M

€ a correspondente janela espectral toma a forma
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(106) Wi (w)=-L i [l_ﬂ}g-ﬂ 1 {sen(@M/Z)JZ_

i M " 27M | sen(w/2)
A correspondeﬁte largura de banda pode tomar-se como sendo igual a 37z/M .

A janela espectral de Bartlett ¢ nfio negativa, vindo o estimador alisado resultante &
também ndo negativo. Desta forma, é ultrapassado um dos inconvenientes da janela
rectangular. Além disso, os l6bulos subsididrios da janela de Bartlett s3o menores que
os da janela rectangular, continuando, no entanto, a existir o efeito de infiltracdo.

Os ldbulos laterais da janela espectral sio resultado da transformada de Fourier de
pontos angulosos da janela retardada. Consequentemente, a forma de eliminar o efeito
de infiltragdo consiste em especificar janelas retardadas sem pontos angulosos.

Janela de Blackman-Tuckey
Esta janela foi proposta por Blackman e Tuckey (1958) e deriva da seguinte funcio:

1-2a+2acos(m), [ <1

(107) W(x)= {0 o>

sendo a janela retardada dada por:

n

1-2a+2 7/ M ), k<M
(108) W (k)= a+2acos(zi/ M) X

0, |k > M
€ a correspondente janela espectral dada por:

M

WT(GJ)——1~ [I—2a+2acos(ﬂfc/M)]e““" =

Com k=—df
__a senllo-a/M)M +1/2)] | (1-2a) sen[w(p +1/2)]
— “w sello-zm)y2] T 2w selwa)

__a senl(w+7/M )3 +1/2)]
27 sen[(w+x/M)/2]

A constante a ¢ escolhida tal que 0 <a<0,25 e W (k)=0 paratodoo k. A largura de
banda desta janela &, aproximadamente, 1,33-27/M .

Comparando a expressdo da janela espectral de Blackman-Tuckey com a expressio da
janela espectral rectangular, deduz-se a seguinte relagdo,

(110) W (@)= aW} (@-7/M)+ (1~ 27" (@) + aW * (0 +7/M),
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a partir da qual se pode concluir que a janela de Blackman-Tuckey pode conduzir a
estimativas do espectro negativas.

Para a =0,23 ,. a janela também é conhecida como janela de Tuckey-Hamming e, para
a=0,25, a janela é conhecida como janela de Tuckey-Hanning.

Janela de Parzen

A janela sugerida por Parzen (1961) é baseada na fun¢io

1-6x” +6)y’, <12
(111) W (x)=12(1-[«)’, /2<|q<1.
0, ltl >1

A janela retardada é dada por,

1—6(k/M ) +6(k| /M), K] < /2
(112) W) (i) =12 -|k/m}, Mj2<|k <M.
0, |&| > M

¢ a janela espectral correspondente toma a forma,
M2 (Y HY .

WP ()= — 2, 1—6(—"‘-J +6 14 e 12 ¥ 1—u et =

27 | S M M Mjzkism M

3 [ sen(fwrya) '] 2 (m] i
= 1-=|sen| —

M | (1/2)sen(w/2) 3 2

€, para M grande,

sy 3 sen(a)M / 4) ’
(114) 7/ (@)= R [(1/2)sen(a1/2)} '

+

(113)

Esta janela conduz a estimativas do espectro nio negativas. A sua largura de banda é,
aproximadamente, 1,86-27/M .
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2.3.3.4. Escolha da Janela

A qualidade dos estimadores do espectro alisado depende tanto da forma da janela como
do ponto de truncagem escolhido, sendo, no entanto, este ultimo um factor mais
preponderante nos resultados conseguidos. Como j4 referido, a largura da banda esti
inversamente relacionada com o ponto de truncagem utilizado na janela retardada e, se
por um lado a resolugdo do estimador é fungiio decrescente da largura de banda, por
outro lado, a estabilidade & fungio crescente da largura de banda.

Néo existindo qualquer critério de optimizagiio do ponto de truncagem, existem no
entanto algumas regras de procedimentos a seguir.

Jenkins ¢ Watts (1968) sugerem que se empregue a técnica do sucessivo “fecho da
janela”, consistindo esta na estimagdo do espectro com uma Jjanela com um ponto de
truncagem M relativamente pequeno e proceder, em seguida, a novas estimativas
aumentando progressivamente o valor de M. Deve parar-se o estreitamento da banda
(correspondente ao aumento do valor de truncagem) quando se conseguiu o desejado
aumento de resolu¢do sem grandes prejuizos de estabilidade. Para tal, pode seguir-se as
seguintes regras praticas:

a) Escolhem-se trés valores para o ponto de truncagem, M|, M; e My = 4M{,. Para
cada um destes valores, estima-se o espectro para averiguar se & necessario
alargar o estudo para algum M < M,, para algum M, < M < M ou para algum M
> MJ;

b) Pode escolher-se M, tal que 7(k)=~ 0 para k> M;

¢) Se o nimero de termos da sucessdo, n, ndo for muito elevado, pode tomar-se
M =[n/10];

d) Se, a priori, se tiver conhecimento da existéncia de “picos” do espectro nas
frequéncias 4,,4,,4;,..., pretendendo distingui-los, & necessario que a largura
da banda ndo exceda o intervalo minimo entre “picos” adjacentes. E comum que
se escolha a largura de banda igual a min ‘.|/1,+, -4 ’
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Capitulo 3: Anilise Espectral de Processos Estocisticos
Multivariados '

Até agora, os resultados apresentados aplicavam-se a séries temporais univariadas, no
entanto, em muitos casos, os dados em estudo provém de observagdes de varias
varidveis, existindo uma forte interdependéncia entre diversas séries cronoldgicas.
Nestes casos, torna-se mais indicado considerar que as séries temporais em estudo sdo
componentes de uma série temporal multivariada X,, em que ndo existe apenas

dependéncia sequencial em cada componente X « mas também existe interdependéncia
entre diferentes componentes X, ¢ X -

3.1.Conceitos Gerais

Seja X,=[X;,,X,2,...,Xm], t=0,1,%2,.. uma séric temporal m dimensional,

verificando-se £ (X b )< e para todo o fe todo o i.

As propriedades de segunda ordem de X, sio especificadas pelos vectores valor médio
¢ pelas matrizes de covariincia:

4

(1) o= EX )= a0 ]

@ T+ 60)= B (%, =X, -0 =Dy (o)

Se X, tivesse componentes de valor complexo, entdo as matrizes de covaridncia seriam
dadas por: )

(3) T(t+ k)= B[(X,. = X, =1, )]

L] - , L]
onde  representa o transposto do complexo conjugado. No entanto, nos préximos
resultados, salvo onde indicado, considerar-se-a que as componentes de X, tomam
valores reais.

Diz-se que uma série X,, com valor médio 1, e matrizes de covaridncia F(t+fc,t),
k=0%1,%2,..., é estaciondria se Py & F(t+k,f) sao fungdes independentes de ¢ No
caso das sucessdes estacionarias, usa-se a seguinte notacio:

7’

@ m=EX, )=yt
® (6= B (o ~X, ) | =B 00k, k=052,

35




Como fungdo de k, I'(k) é chamada a fungdo matriz de covaridncia. Para cada i = j,
¥ (k) € a fungdo de autocovaridncia de X aiparaiEj, y, (k) é a fungdo de covaridncia
cruzada entre X, e X »+ Cada componente da série estacionaria multivariada & também
estaciondrio.

A fungéo matriz de correlagdes é definida como:

© plk) =D 1D = o, (1), { (o?i(k() 0) v:j |

onde D = diagly, (0),y,, (0),...7.. (0)] . Para i = J» p,(k) ¢ a fungio de autocorrelagio
de X,;paraizj, p, (k) ¢ a funcdo de correlagdo cruzada entre X, e X e

A fungdo matriz de covaridncias de uma série temporal estaciondria goza das seguintes
propriedades:

) T(k)=T(-k)
@ |r, (6} <l O, O, 1j=1,..,

(iii) y,(k ) € uma fung:ao de autocovarifincia i = 1,..
(iv) Z LY r(j- kh, >0, vne{l,2,. }eal,...,aneR”’.

As propriedades anteriores sio igualmente validas para a fungdo matriz de
autocorrelagdes que goza ainda da seguinte propriedade:

W p,00)=1. .

-~ . i . . g oo
Desde que a fungdo matriz de covariincias verifique a conchgao Iy, ] oo,

i,j=1,..,m, esta tem uma transformada de Fourier, chamada func;ao matriz de
densidade espectral ou espectro, dada por:

(7) f(cu):l ke, -z<ws<r.
2 ==,

Nestas condigdes pode escrever-se:
(8) I(k)= [e*t(w)do

¢ X, também tem uma representagio espectral, dada por:
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©) X, = f]e“a’U(wL |

-

onde {U((l)),—-ﬂ'S(US?Z’} ¢ um processo cujos componentes sdo processos de
incremento ortogonais satisfazendo

fil@do sew=2A

(10) ElaU ,(w)au; (1)) = {0 oeq

Para terminar este pardgrafo, indica-se como uma matriz complexa pode ser escrita as
custas de uma matriz real e de que forma estas se relacionam. Seja Z = [Z ij onde

Zy=ReZ, +ilmZ,. Vem portanto que ReZ=[RerkJ e ImZ=lIrankJ. E
possivel mostrar que a cada matriz complexa Z ;. corresponde uma matriz real

Z('; sx2i)» dada por

- g _| ReZ ImZ
" |-TmZ ReZ

e satisfazendo as seguintes condicdes:

i) se Z=X+Y,entdo Z* = X* + y*®

ii)  se Z=XY,entdo Z* = X*Y*

i)y se Y=2",entdo Y* = (z*)"

iv) DetZ* = ]Det Zfl

v) se Z ¢ Hermitiana, Z* & simétrica

vi)  se Z ¢ unitdria, Z" é ortogonal .

vii)  se os valores e vectores proprios de Z sio Hpa, j=1..,J, entdo os

valores e vectores proprios de Z* sdo

5 Rea, | —Ima, (el T
( ) #j: Imaj b ﬂj’ RE(IJ _]— greey .
3.2.0 Caso Bivariado

Nesta secdio, estendem-se os resultados apresentados no capitulo 2 ao caso de uma
série temporal bivariada estaciondria. As ideias apresentadas para o caso bivariado sdo
estendidas ao caso multivariado na secgdo 3.3..

37




3.2.1. O Espectro Cruzado

Seja X, =[X PR % ]’ uma série temporal bivariada estacionaria, com média nula, 0, e
funcio matriz de covaridncias (k)= [}qj (k)J! g0 Onde (k)=E (X . )

satisfazendo Z:_ml}'g (kx <ee, [, j=1,2, entdo, A fun¢io

(13) Zy,, ok, -n<w<m,

L——w

chama-se espectro cruzado ou densidade espectral cruzada de X' w € X,,. A matriz

(5]

W e Sriges [A) 4]

chama-se matriz de densidade espectral ou espectro de X,.

Deste modo, as representagdes espectrais de Yy (k) ede I (k) sdo:

T

(15) 7y(k)= [ £, (@)dw, i,j=12
. -r
(16) I(k)= ?e'“f(a))da).

A fungdo £, (w) é o espectro da série univariada X «» tal como definido no capitulo 2,
sendo, portanto, real e par. No entanto, como Yy (k), para i #/, ndo é uma fungdo par, o
espectro cruzado toma normalmente valores complexos. As matrizes f (@) sdo
Hermitianas, ou seja, f (cu)=f ‘(cu), e definidas ndo negativas, ou seja, a'f (a))n =0,

VYae C2.

E possivel, entdo, escrever:

(17) flz(a)): Clz(a))_i%z(w)

onde

(18) ¢ (@)= Re{f,, (@ }— — Z ¥, (K )cos ke

. —

(19) _Qu(a))=lm{flz }—_‘ Z}’Iz (kkenak .

v/ —
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A fungdo c,(w) chama-se coespectro de X, e X,,; 4 fun¢do ¢,,(w) chama-se
espectro quadratura.

Exprimindo f, (a)) em coordenadas polares vem:
(20) fiol@)= a, () explig, (@)}
onde a fungdo dada por:

(1) Q, (a))= lflz (CUX =cp (w)+9'|22 (a’)

¢ chamada espectro amplitude e a fungio correspondente a:

@ el s, (m)]=tan_l[—m]

Cll ((U)
€ chamada espectro fase de X, e X ,.

Outras duas fungdes, Uteis para a anilise bivariada no dominio frequéncia, sdo a funcio
de coeréncia e a fungdo ganho. A funcdo de coeréncia (coherence ou squared
coherency) € definida por:

(23) K (a)) = _l_'—

que no fundo € o espectro amplitude estandardizado.

A fungdo ganho é definida como:

3.2.2. Interpretaciio das Funcées Espectrais Cruzadas

Considere-se que X, e U(w) sio os dois processos definidos no pardgrafo 3.1.,

verificando as condi¢des neste indicadas e verificando (9) e (10). Assim sendo, &
possivel escrever:

(25) floYo = £, (0)do = EhdU,_ (w]zj, i= 13
0 o= 5, W)

ag




Ora, E[a’U ()dU} ()]= cov(dU, (w),dU, (w)). Assim sendo, o espectro amplitude,
o, (@ ] i a)X mede a covaridncia entre a componente de frequéncia @ de X g B8
componente de frequéncia wde X,

Da mesma forma, notando que E 'dU ; (w]zj= var[dU ; (a))], i=1,2, vé-se que

v Ua@F ot (o) v @)}
@) K)oV @) vl vt (o]

Consequentemente, K (@) é o quadrado do coeficiente de correlagdo entre a
componente de frequéncia @ de X,, e a componente de frequéncia @ de X ,, sendo

6bvio que 0 < X} (@) < 1. Um valor perto de 1 implica que essas componentes de X' -
e X, tém uma forte relagdo linear.

De forma semelhante, vem:

V(@) |l (@)aus( @)]  feov(av, (w),dU, ()

 Havef] | valau,@)]

(28) Gy (a))z 7 ((U)

© que implica que a fungdo ganho é o valor absoluto do coeficiente de .Y ”(a)) na
regressdo linear de X,Z(a)) sobre X, (Cu) Esta fun¢io representa o ganho de X,, sobre
X, na componente de frequéncia @.

Para interpretar o espectro fase, note-se que para todo o @, dU p (a)), j =12, sio
varidveis aleatdrias que tomam valores complexos, sendo possivel escrever:

(29) dU,(@)=a,(w)explig, ()},

onde o, (a)) e g, (a)) sd0 o espectro amplitude e o espectro fase da série X gid = 12
Entéo,

alz(m)exl){i¢1z( )} ﬁv( ) [dU( )dUz(w)]=
= E[al (w)az( )] [exp{i(gﬁ] (w) =9, (a)))}] ’

assumindo a independéncia do espectro amplitude e do espectro fase.

(30)

Pode entdo considerar-se que o espectro amplitude a,,(®) ¢ o valor médio do produto |
das amplitudes das componentes de frequéncia @ de X i B K

|

l
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O espectro fase representa o desfasamento médio, | (w)- o, (@)], entre as componentes
de amplitude @ de X, e X,,. Indica em que medida uma série & avangada, atrasada ou
coincidente em relagdo a outra. Diz-se que a componente de frequéncia @ de X,
avangada em relac;ao a componente de frequéncia @ de X,, se a fase ¢, (o ) é negativa.
Diz-se que a componente de frequéncia @ de X . € atrasada em relagdo 4 componente
de frequéncia @ de X, se a fase ¢, (@) é positiva. O desfasamento correspondente, no
dominio tempo, é dado por:

31) T=_¢1z(m)_

@

A interpretagdo do coespectro e do espectro quadratura ¢ realizada no paragrafo 3.3.,
relativo ao caso multivariado.

3.2.3. Filtros Lineares Invariantes no Tempo

Considere-se que se aplicam filtros lineares invariantes no tempo, tal como definidos na
secgdo 2.2.5., 4s componentes de X,, vindo:

(32) Y, = Zale:-k,z =a, (B)Xn
=

e

(33) ¥, = Za}:ZXr—k,z =, (B)sz‘

Assim sendo, de acordo com os resultados enunciados para o caso univariado, .

(34) fr@)=le e 1 (@), j=12,

mostrando-se também que

(35) i (@)= a7 ), ) o (@),
onde |
(36) o)=Y a, e, j=12, |

k=—oco
¢ a funcio de transferéncia associada a cada filtro.

Verifica-se que a coeréncia é invariante para as transformagdes lineares invariantes no
tempo.
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Considere-se agora que as componentes de X,, X 1 € X,,, se encontram relacionadas
através de um filtro linear invariante no tempo,

(37) X, = ZakXt—k.[ ,

fmco
onde ) a, <oo.

Neste caso, mostra-se que

(38) f::(m)= iake"'“*ﬂl(w):a(e'm’)ﬂ,(a))

k=—ca

€ que, assim sendo, usando o seguinte resultado para o caso univariado,

(39) fol@)=lale™] 1, (@),

ff |l ol
fn(a))fzz (a)) ]{‘11(6’1163(8_@]2]‘]1(&))

(40) K} (w)= =1.

Ou seja, como seria de esperar, o valor da coeréncia entre Y g eXsel;

3.3.0 Caso Multivariado

Os resultados apresentados no paragrafo anterior sio facilmente generalizades para o
caso multivariado.

Seja X, , t=0,x1,£2,..., uma série r dimensional, estaciondria, com séries componentes

dadaspor X, t+=0,£1,+2,..., Jj=L..,r.

[/

Considere-se que E(X,)=p, E(Xg)=,uj, e que cov[XHk,X,]:l"(k),
cov(XHkI,.,X,j): Yy (k), onde £,k=0+t142,..ei j=1..r.

A representacio espectral de X, ¢ dada por
T

(41) X, = [e"dU(w),

-
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onde dU(a))=[dU,(m),...,dU,(a))]’ e onde os processos dU,(w), j=1,..,r, sdo
ortogonais e ortogonais cruzados.

A representagio espectral da fungio matriz de covaridncias ¢ dada por

(42) r(k)= J_r[emch.m' (m):

verificando-se
43) dF e (0) = E{dU(w)du" ()},

onde F,, (a)) ¢ a fun¢do matriz de distribuigio espectral de X, na frequéncia @. Os

elementos diagonais desta matriz sio as fungdes de distribuigdo espectral de cada
elemento de X,. Os elementos da matriz que estdo fora da diagonal principal

correspondem as fungdes de distribuigfo espectral cruzada entre cada par de elementos
de X,.

Quando cada elemento da matriz fun¢io de covaridncias for absolutamente somdavel, ou

seja, quando i,yﬂ (k] <ee, i, j=1,.,r, verifica-se que:
f=—oo

(44) dF 1 (@) = £ (0)dew .

E possivel definir f i (@), 2 matriz de densidade espectral na frequéncia w da série X,
como

(45) fo ()= é i L(k)e™

k=—ca

onde os elementos da diagonal principal da matriz sio os Ja definidos espectros de cada
série componente de X, e os elementos fora da diagonal principal sdo os igualmente ja

definidos espectros cruzados. Como funcdo de @, a matriz fy (@) & periodica com

periodo 27, Hermitiana e definida ndo negativa. Devido a estas propriedades, o dominio
bisico de defini¢do de f,, (w) ¢ [0,7].

Para cada para par de processos componentes de X, € possivel definir as fungdes

espectrais definidas para o caso bivariado: coespectro, quadratura, espectro fase, fungio
ganho e coeréncia.

Considere-se agora que ¢ aplicado um filtro linear invariante no tempo ao processo X,,

r dimensional, resultando num processo Y,, s dimensional, ou seja,
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(46) Y, =>aX,_  =Ya_X, t=0%142.,

k=—ca k=—co

onde a, ¢ um filtro linear invariante no tempo, (sxr), absolutamente somével, com
fun¢do de transferéncia

47) Alw)= iate'm*.

k=—ca

Neste contexto, a fungdo matriz de densidade espectral de Y, é dada por:

(48) fyy (@)= Alw)f x (@)A" ().

De seguida, por forma a prosseguir a interpretagdo das fungdes espectrais iniciada na
secgdo 3.2.2., considera-se o efeito da aplicagio do filtro (2rx1), com a seguinte fungdo
de transferéncia:

1

(49) Alw) = -

_—isgnwj

Da aplicagio deste filtro, resulta o processo 2~ dimensional dado por:

- {X, (w)} '

X/ (o)

onde X,(w) ¢ a componente de frequéncia w de X,, X (@) é a componente de

frequéncia @ de X[ (matriz transformada de Hilbert' de X,), e cuja matriz de
covaridncia é, aproximadamente, proporcional a

! Mostra-se que, sendo a representagio espectral de X, dada por

X, = jefmdz(m)=_’][cos(m)m(w)+sen(ax)arv(m)]

=T

onde U(a)) = Re{Z(a))} e V(a)) =—Im{Z(w)}, entio
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(51) [ Refy (@) Imfy (m)] |

—Imfy (@) Refy(w)

Assim sendo, a parte real da matriz de densidade espectral na frequéncia @ de X,,
Reff i (w)} € proporcional & matriz de covariincia da componente de frequéncia @ de
X,, X,(), ¢ que a parte imaginaria, Imff,, (w)}, ¢ proporcional i matriz de
covaridncia cruzada da componente de frequéncia @ de X,, X,(®@), com a sua
transformada de Hilbert, X/ (a)) Deste modo, para qualquer par ij de processos
componentes de X, o coespectro de X, com X ,; € proporcional & covariincia da
componente de frequéncia @ da série X, com a correspondente componente da série
X, ; o espectro quadratura € proporcional & covaridncia da transformada de Hilbert da
componente de frequéncia @ da série X, com a componente de frequéncia w da série
X, . Assim sendo, o coespectro e o espectro quadratura sio medidas de grau de
associagdo linear.

3.4.Estimacfio do Espectro Cruzado

’
Considere-se novamente X, = [X, X -] uma série temporal bivariada estaciondria.

Como foi visto no capitulo 2, para uma dada série temporal X, com. p=1.0,
J =12, o seu espectro pode ser estimado pelo espectro alisado dado por

1M

(52) [y @)= l@)== 3w (k) (ke , j=12, )

27 2o,

onde 7, (k) é a fungdo de autocovaridncia amostral, ¥, (k) é a janela retardada e M ; €

0 ponto de truncagem.

De modo semelhante, ¢ possivel estimar o espectro cruzado por:

X! = [lsen(r)du(w) - cos(wr)av(w)

X/ (@)= 2[sen (wrt)dU (@) - cos(wrt)dv (a))],

verificando-se

X, ()+iX] (0)= 26 dz(w)
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1 M,

(53) J;;z (w)za'j‘r‘k_ Wu_(k)ﬁlz(k)e_m* ’

onde 7, (k) é a fungdo de covaridncia cruzada amostral, 7,, (k) ¢ a janela retardada e
M, € o ponto de truncagem.

De forma a estimar-se o coespectro e o espectro quadratura, note-se que, escrevendo

(54) fn-lz (a))z Elz(w)_fé'lz (a)),
vem:
€1 (a-’) = 2i Zu: W, (k)};nz (k)cosa)k =
T k=21,
(55)

- EI,E{%(O)}"’IZ (0)+ g: Wi, ("f)[};u(k)‘?' Pul= k)]coscuk}

e
. 1 My, )
92 (a)) & W, (k)}’lz (k)sena)k =
27 25
(36) LS : .
- 07 O]
T e

O ponto de truncagem e a janela retardada sdo escolhidos de forma idéntica ao caso
univariado.

Para uma dada série temporal vectorial, os pontos de truncagem e respectivas janelas
ndo tém de ser idénticas para a estimacdo de cada espectro e de cada espectro cruzado,
no entanto, de um modo geral, dada a simplificagdo das propriedades amostrais das
estimativas, ¢ isso que acontece.

A estimacdo das restantes fungdes espectrais é feita da seguinte forma:

(57) &, ((")) = [5121 ((z))+ élzz (m)]lﬁ ,

(58) 95[3 (m) = tan™ [_ i (m)/élz ((U)] )

(59 élz(w)= &, (a))/f“(a))

(60) Ki(w)= —lfl(ﬂ— . |
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Note-se que a janela retardada utilizada para o alisamento do estimador do espectro
coloca maior énfase nas covaridncias cruzadas com desfasamento 0. Assim sendo, se
uma série for adiantada em relagdo i outra — o que resulta no facto da fungio de
covaridncia cruzada ndo apresentar um pico no desfasamento 0 — o espectro cruzado
estimado serd enviesado. O enviesamento torna-se especialmente grave no caso da
coeréncia. No entanto, como esta é invaridvel a transformacdes lineares, o enviesamento
pode ser corrigido através de um correcto “alinhamento” das séries, de forma a que o
pico da funcio de covaridncia cruzada ocorra para no desfasamento 0. E de referir que,
quando a coeréncia € baixa, a estimagdo da fungio ganho, espectro amplitude e espectro
fase nfo € feita com um nivel de confianca aceitivel.
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Capitulo 4: Anilise em Componentes Principais Dindmicas

4.1.Introdug_:ﬁo

A técnica de Anélise em Componentes Principais ¢ um método que transforma variaveis
correlacionadas em novas varidveis, que sdo combinagdes lineares das varidveis
originais. Um dos seus principais objectivos ¢ a redugio do niimero de varidveis em
estudo. Assim sendo, sdo retidas as combinagdes lineares das varidveis originais que
permitem que a redugfio da dimensdo dos dados origine a menor perda possivel de
informagao sobre a variabilidade dos mesmos.

Neste capitulo, considera-se o caso da aproximacgiio de uma série por uma versdo
filtrada de si mesma, sendo que esta versdo filtrada é de dimensfo inferior A série
original. Imagine-se que se pretendem transmitir » sinais, correspondentes a uma
concretizagdo de uma série r dimensional X,, existindo, no entanto, apenas g <r
canais de transmissdo disponiveis. Imagine-se entio que, para transmitir 0 maximo de
informagdo possivel sobre X, se constréi a série dada por

0 Z,=)bX,
k

onde {b } ., é um filtro linear. Assim sendo, transmite-se os valores da série q

dimensional Z, sendo necessirio, na recepgdo destes sinais, reconstruir, da forma mais
aproximada possivel, a série original X, , formando a série

—~

(2) X, =p+).¢Z,,,
k

para um vector p., € uma matriz filtro {ct}(m;). O problema que se coloca neste

capitulo € a determinagéio do vector By € dos filtros {b,}(qxr) e {c, }(mq) tais que i{,

aproxime da melhor forma possivel a série original X, .

Comegar-se-4 por relembrar os conceitos da andlise em Componentes Principais
classica, na sec¢dio 4.2.. As componentes principais obtidas por este processo sdo
referidas como Componentes Principais Estiticas. Em seguida, na sec¢do 4.3., &
abordada a andlise em Componentes Principais Dinimicas. Por fim, na secgdo 4.4,
enunciam-se algumas relagdes existentes entre as Componentes Principais Estéticas e as
Componentes Principais Dindmicas.

Neste capitulo, considere-se a série » dimensional X,, t=0,%1,.., estacioniria, com
média

3) EX,)=n,

com fungéo de autocovaridncia absolutamente somavel:
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@ El:(XHF: _p'X)(Xl _p'.\’) ]: F.\?\’(k)i k=0t1$2,..
€ com martriz espectro
® (@)= S0 (K, <o <o,

4.2.Componentes Principais Estiticas

Seja X, o vector definido na secgio anterior. Pretende-se determinar o vector r

dimensional i, a matriz (gxr) B e a matriz (rXq) C que minimizam simultaneamente
todos os valores proprios de

(6) Ekxf—u—CBXJDQ—u—CBXJ}%

E possivel mostrar que estes sdo dados por:

V]'
(7) B=| ! |,
Y
(8) c=lv, - v,]=p
[+
©) p=p, —CBp,

onde V, € o j-ésimo vector préprio da matriz de covariincias I (0), j=1,.,r, sendo

A, o correspondente valor proprio. Verifica-se entio:

(10) ElcilréE{(X, -p-CBX, )X, -p-CBX, )' }= DAV

je
Jj>q

A varidvel Z, =V X, & chamada a j-ésima componente principal de X,, j=1,..,r.

! Minimizar uma funcio de matrizes hermitianas A(B), em relagdo a ¢, corresponde a determinar o
valor & tal que A(ﬁ) > A(@o) para todo o 6. E possivel mostrar que o mesmo valor 4, que minimiza

A(B) , minimiza também o seu determinante, o seu trago, os valores da sua diagonal principal e os seus
valores proprios.
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Verifica-se facilmente que,

0, i#k

(11) bov(v;x,,v;x,)={ ;

12 J=k

Assim sendo, as componentes principais de X, sfo combinagdes lineares nio
correlacionadas de X, . Também se pode caracterizar a J-ésima componente principal de
X, como sendo a combinagio linear Z, =a’X,, onde a’a =1, com variincia méxima
€ que € ndo correlacionada com Z,,,k < j, ou seja, é a combinagdo linear Z, = a’X,
resultante da solugdo do seguinte problema de maximizagio:

max var(a’X, )
(12) sa.: aja=1
cov(u'jX,,a;X,)=0, k<j
Generalizando os resultados anteriores para o caso complexo, vem que o vector r
dimensional p, a matriz (qu) B e a matriz (rxg) C que minimizam simultaneamente
todos os valores proprios de

(13) E{(Xl —H—CBXr)(Xr '_'”'_CBX: )‘}:

sdo dados por:

A
(14) B=| ! |,
¥y .
(15) c=[v, - v ]=F
c
(16) p=p, -CBu,

onde V, ¢ o j-ésimo vector préprio da matriz de covaridncias T w(0), j=1,.,r, sendo

A, o correspondente valor proprio. Nestas condigdes, verifica-se que:

17 Elci'IéE{(X, ~p-CBX,)(X, —p~CBX,)'}=Y 4,v,v/.

i>q

A varidvel Z;, =V X, é chamada a j-¢ésima componente principal de Kos Tl
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Verifica-se que

. . 0, j#k
(18) cov(VIX,,VI'X, )= £, ek

i

Note-se que os resultados expostos, tanto para o caso real como complexo, conduzem a
uma aproximagdo de X, dada por:

(19) my+ARX, —py),

onde A =CB, sendo, no caso real, igual a
(20) A=V,V1'+V2V2’+...+VQV;
e, no caso complexo, igual a

(21) A=VV +V,V;+..+V V.,

O grau de aproximagio conseguido depende directamente de quido proximos de zero
estdo os valores préprios 4, > g.

4.3.Componentes Principais DinAmicas

Considere-se o problema em que se pretende determinar o vector Ky > © filtro {b, }(w)

eofiltro {e, }, , tais que, se

(22) Z,=)b.X,
k
a diferenca
(23) X, -p->¢Z,,
€ minimizada.
A determina¢do dos filtros ¢ do vector acima referidos, a partir de uma andlise no
dominio temporal, implicaria a determinagdo de um ntmero infinito de coeficientes.
Assim sendo, a anélise em componentes principais é feita no dominio das frequéncias.

Seja X, ¢ =0,%1,... um vector r dimensional, estacionrio de segunda ordem com valor

medio p, fungdo de autocovaridncia absolutamente somavel T (k) e matriz de
densidade espectral f,, ().
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Assim sendo, os valores de ) 2 {br}(qu) e {e, }(rxq] que minimizam,

(24) E{[X —n —;ckZ,-kHX, -p- ;ckZ,_kJ}

sdo dados por:

(25) p=py —[gjck][Zkaux,
I

(26) b, =51?; B(w)e™ dw
. -
@27 ¢, =3.ly§ ”C(a))e"“"da),
onde -
\4 (C'))
(28) Blw)=|
v, (@)
(5
(29) Clo)=B@) =[V,(@) - v, (o).

O vector V, (a)) representa o j-ésimo vector proprio de f (a)), J=l..,r,sendo 4, o
correspondente valor proprio. Assim sendo, o minimo obtido é dado por:

(30) j{z A, (a))}da).

-z Jj>q
Assim, a série X, t =0,£1,..., tem a seguinte representagio espectral:
T .
(31) X, = [e“dU (o),
=T

¢ aserie Z, , correspondente aos valores que minimizam a expressao,

(32) E{[X -p- ;ckz,_,cﬂx, —n —; e, Z, }}

toma a forma,

(33) Z, = ]‘B(w)e"‘"dUX ().
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A sua j-ésima componente,

T

(34) z, = [V, (@) e“au (o)

¢ a j-¢sima componente principal dinimica de X,.
A matriz de densidade espectral de Z, é dada por

A (@) 0
(35) )
0 A, ()

ou seja, o espectro de Z,, é dado por A (@) e, cada par Zis Ziyy J#Kk, tem
coeréncia igual a 0 em todas as frequéncias.

Seja ;(, =p+chZ,_k a aproximagio de X, construida a partir dos vectores e
k

matrizes indicados anteriormente; seja £, a sére do erro dada por X, -X,; seja

Alw)= C((u)B(a)), a matriz com caracteristica menor ou igual a g. A representacio
espectral de g, € dada por:

66 T1- Ak, (0)- ']{z v, (@), (w)'}efﬂ'dux @),

- -z Li>q

A série g, tem valor médio 0 e matriz de densidade espectral dada por:

(37) L (m) = Z’:i'j (m)vj (w)vj (Ct))‘ :

Jj>q

Assim sendo, o grau de aproximagio de X, por X, ¢ directamente relacionada com
quao proximos estdo os valores proprios A, (@), > g, de zero. Note-se também que as

matrizes espectrais cruzadas entre €, ¢ Z, e entre & , € X, sio identicamente iguais a 0.

Note-se que as componentes principais dinimicas podem ser definidas como sendo o
resultado de problemas de maximizacdo, tal como as componentes principais estaticas.
Assim, a j-ésima componente principal dinfmica ¢ a série real Z ,,dada por,

G38) 1B, (@)du (o)
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que tem varidncia méxima, sujeita i condigio B j(a))B J.(a))' =1 (B j(cu)(lx,)) el
condi¢do de que tenha coeréncia zero com as séries Z koK < J, j=1..,r. A variincia

mdxima atingida por Z "
(39) [4,(@)do.

Denominando este valor por 4, a varidncia explicada pelas primeiras ¢ componentes
principais dindmicas, passando do dominio frequéncia para o dominio tempo, é dada
por:

A st
(0) At + A,

Refira-se por ultimo, que os valores e vectores proprios de uma matriz de densidade
espectral ndo sdo invariantes sob a aplicagio de um filtro 4 série em estudo. Assim
sendo, séries com maior variabilidade tém maior peso nas componentes principais
obtidas, surgindo problemas quando as séries estio medidas em escalas nido
compardveis. Uma forma de ultrapassar estas dificuldades consiste em realizar os
cilculos sobre a matriz de coeréncia e na sobre a matriz de densidade espectral.

4.4.Relaciio entre a Anilise em Componentes Principais Dinimicas e
em Componentes Principais Estaticas

A anilise em componentes principais estaticas é realizada a partir dos valores e vectores
proprios da matriz de covaridncias I'(0), ou seja, sem considerar todas as possiveis
relagBes entre as diferentes componentes desfasadas de X, . A andlise em componentes
principais dinidmicas permite explorar as relagdes de precedéncia ou antecedéncia
existentes entre as componentes de X, . Ora, considerar todos os avancos e atrasos no
tempo implica a estimagdo de um ndmero infinito de pardmetros. Este problema é
ultrapassado realizando a anélise em componentes principais no dominio frequéncia,
atraves dos valores e vectores proprios da matriz de densidade espectral, e convertendo
posteriormente os parimetros definidos no dominio frequéncia para o dominio tempo.
Note-se, que o estudo realizado para todas as frequéncias ¢ idéntico a realizagio de um
estudo para todos os atrasos e avangos no tempo. Note-se também que o caso estitico
assume implicitamente que T'(k)=0,Yk >0, pelo que s6 faz sentido realizar uma
andlise em componentes principais dindmica quando existirem componentes de X,
correlacionadas em diferentes desfasamentos no tempo.

54




Verifica-se que a anélise em componentes principais de uma série estacionaria X,,
realizada no dominio frequéncia; é idéntica 4 anilise em componentes principais
classica ou estatica realizada sobre as componentes de X, em cada frequéncia e as suas

transformadas de Hilbert. Para tal, considere-se que X, () representa a componente de

frequéncia @ de X, e que f, (w) é a matriz de densidade espectral de X,. Assim
sendo, o vector de dimens#o 2r, dado por:

(@1 [qu

H
X, (@)
tem uma matriz de covaridncias que € dada por:

Refy (@) Imfy (o)
(42) [_ Imfy (@) Refy, (w)J '

A andlise em componentes principais estaticas conduziria 3 determinagdo dos valores e
vectores proprios desta matriz de covariincias;

“3) 4, (cu),[Re Vi (‘”)J A, (a,),[‘ mV, (w)J

ImV, () ReV,(w)
J=L..,r, onde /11.((0) e V, (@) sio os valores e vectores proprios da matriz de

densidade espectral de X, tal como determinados no caso da analise em componentes
principais dindmicas.
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Capitulo 5: Analise Factorial Dindimica Generalizada

S.1.Introduc¢io

O modelo que se segue, o modelo factorial dinimico generalizado, delineado nos artigos
Forni, Hallin, Lippi e Reichlin (2000), Forni e Lippi (2001) e Forni, Hallin, Lippi e
Reichlin (2002), surge numa tentativa de extrair a méxima informagdo possivel de
grandes painéis de dados.

Muitas vezes, em particular no caso de varidveis macroeconomicas, as séries de um
painel de dados apresentam fortes co-movimentos. Nestes casos, a modelagdo
univariada de tais séries resultaria num grande desperdicio da informagio disponivel. Se
o nimero de séries temporais em estudo, , for pequeno, os modelos VAR ou VARMA
sdo adequados para o seu estudo. No entanto, quando » é grande (e nomeadamente
quando ¢ maior que o numero de observagdes por serie, T) estes modelos ndo sdo
indicados, pois implicam a estimacdo de demasiados parimetros. Os modelos factoriais
surgem como uma alternativa, onde cada variavel & representada como a soma de uma
componente comum — dependente de um pequeno ntimero de factores ndo observaveis
comuns a todas as varidveis ~ e de uma componente idiossincratica (ou especifica), que
$80 mutuamente ortogonais. Varios modelos foram propostos em Geweke (1977),
Sargent e Sims (1977), Quah e Sargent (1993), Stock e Watson (1989), Chamberlain e
Rothschild (1983). A metodologia proposta por Forni, Hallin, Lippi e Reichlin difere
das anteriores, uma vez que estes analisam um modelo que € dindmico e permite,
simultaneamente, a existéncia de correlagdo  cruzada entre as componentes
idiossincriticas. Uma caracteristica importante destes modelos é permitirem que a
componente comum tenha uma representacio em médias méveis infinitas, de forma a
possibilitar que as respostas aos factores comuns apresentem tanto a forma de médias
moveis como a forma autorregressiva.

5.2.Modelos Factoriais para a Anilise de Painéis de Dados de Séries
Temporais :

3.2.1. Notacio e Definicdes

Nas secgdes seguintes, serd adoptada a notagdo de seguida indicada, bem como as
hipéteses iniciais formuladas.

Seja P = (Q,F ,P) um espago de probabilidade e seja L, (P ,C)o espaco linear de
todas as varidveis aleatérias de valores complexos, com média nula, de quadrado
integrével, definidas em Q. L,([P ,C) é um espago de Hilbert, quando munido do

produto interno dado por (x, y) = E(x7) = cov(x, y) e da norma || = yvar(x).

Sendo Q um subconjunto de L, (P 16l span(Q) representa o subespaco linear gerado
por Q. Se V for um subespago linear fechado de LP.,C)exe LP ,C), a
projecgdo ortogonal de x em V é representada por proj(x | V).

56




Considere-se a sequéncia x={x,,ie N,se Z}, onde x; € L ,P ,C), pelo que os
momentos de primeira e segunda ordem sdo finitos. Defina-se entio,

°  X=span(x);

° X, & o vector coluna de dimenso infinita dado por (x, %, - x
4

® Xu & o vector coluna #-dimensional (v, x, - %)

o X = ﬁ({xn,s =12,.,nte Z}).

Assuma-se que, para todo o 7 € N, o processo X, € estacionario e possui densidade
espectral. A sua matriz de densidade espectral é representada por Z_(8) ou por LX),

Ge[—ﬂ',ﬂ']. Os seus elementos sio representados por JU(H). Recorde-se que

E(x X, ) r, =2i J'e"”z"(e)de. Seja &' a matriz de dimensdo infinita cuja
7T

nt**nt—k
-

submatriz superior esquerda, de dimensdo nxn, é i

Se a for um vector linha infinito (¢, a, - a, a ), al" representa o vector

n n+l

linha infinito (@, - a, 0 0 ) e a" representa o vector linha n-dimensional

@ - a). "

L3 (@, C,E’), 0= [— ir,yr}, representa o espaco linear complexo de todos os vectores
linha infinitos f = ( fi o, ), tais que: f; ¢ uma fungdo complexa mensurivel

definida em ©; [ £(6)=*(0)f"(6)d6 = lim, [ 17 6)Ez(0) " (0)d46 < oo. Os vectores
f ¢ g slo considerados equivalentes se _Er(f(ﬁ)-—g(ﬁ))ﬂx(6)(f'(9)-g‘(9))d:9:0.

L‘”(@ C Ex) ¢ um espago de Hilbert quando munido do produto, interno

= -21— :[ dB e da norma "f”r. = (f, f):,

O espago L;(®,C) & definido tal como B (@, C,EI), substituindo I* pela matriz de
identidade infinita. O produto interno e a norma em L7(®,C) sio representados,
respectivamente, por (f ) g) € por ”f”

Os espagos L) (@,C,Ej) e L3(®,C) sio definidos de forma equivalente, substituindo os
vectores de dimensdo infinita por vectores #-dimensionais.

Seja 4, a funcdo que associa a cada fe [~ 7, 7] o j-ésimo valor proprio (em ordem

X

z (6) Estas fungdes sdo os valores proprios

n

descendente), real, nio negativo de

dindmicos de I . Defina-se a fungdo A7, para cada /, como sendo A(@)=sup, X' @) .
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Recorde -s¢ que, para uma dada matriz de densidade espectral, E”(@), existem n
vectores de fungdes de valores complexos,

(1) Py 0)=(05,060) p3.06) - pz,(0)), j=lun,
tais que,

)] p"j( ) é um vector proprio linha de E7(#) correspondente a Ay (6’); isto
&, by O)E:(0)= %, ()0} 6). ¥ 0 € [-7,7];
@ G |pr a)] =1,Y/,V 6el-zx];
i) py (@)L (60)=0,Y /55, ¥ O [-m,7];

iv) py (3) é 8 mensurével em [- 7, JZ’]

Os vectores (1) assim definidos sio os vectores proprios dindmicos de 7.

Os vectores proprios dindmicos admitem um desenvolvimento em séries de Fourier,
dado por:

3 2 0)=5- 3 [ [ p3 () a0

77TA

Defina-se o seguinte filtro, de quadrado somavel:

@) P (L)=—l~k_ﬂ[f Py 6’)8'“’0-’9}’4‘

—nf 271'-
A j-ésima componente principal dinimica de x,,, cuja densidade espectral é
) P, (0)%;(0)p;,(6)=4,(6),

¢ dada pelo processo {E; (L), te Z j

T .
Por fim, defina-se x] =(x, )f=l,....n;-'=1.....T’ uma matriz rectangular, nx7 , que se assume

ser uma realiza¢do finita do processo estocastico de valores reais x = {x,,ie N,te ZL

’
Ou seja, onde os processos vectoriais # dimensionais {xm =(x, ex, ) teZ }, neN,

sdo estacionarios, com valor médio 0, e momentos de segunda ordem finitos.
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5.2.2. Breve Descrigiio de Alguns Modelos Factoriais
5.2.2.1. O Modelo Factorial Estitico

Os modelos factoriais tradicionais decompdem um nimero finito 7 de processos {x, }
em duas componentes ndo observaveis: uma componente comum {%.} explicada por q
factores comuns {F i }, J=1..,q, onde g ¢ pequeno quando comparado com #, € uma

componente idiossincratica ou especifica, {£, }. Quando os factores tém impacto apenas
contemporaneamente, o modelo delineado é o modelo factorial estatico:

(6) Xy =X+ &, =a,F, +a,F, +---+a_F '*'é:r: =a,F, +

i ig= gt it

/’

onde a, =(aﬂ,...,a,.q) e F, =(F[,,...,Fq,). Para que o modelo seja identificivel e

estimdvel, sdo assumidas as seguintes hipéteses:

a) Os processos Jlff"j‘,,j =1..,q,t€ Z} e {ér,i =1..,ntE Z} s80 mutuamente
ortogonais, donde resulta que também o sdo os processos {xusi=1..,nte Z}e
{,i=1.,nte Z};

b) Os processos idiossincriticos {£,,te Z} e {¢.,te Z} sio mutuamente

ortogonais para todo " # ",

5.2.2.2. O Modelo Factorial Dinidmico

Sargent e Sims (1977) e Geweke (1977) estenderam o modelo factorial estitico ao caso
em que 0s factores tém um impacto dinidmico e nio apenas contemporineo. Dessa
forma, definiram o modelo factorial dinimico,

M x, =x,+¢, = b, (L)“n +b, (L)Hzr +"'+bfq (L)“q: +£, = b, (L)“: g

onde {1, = (ul, ---uq,) JEE Z} € o vector de choques comuns, um processo de ruido
branco ortonormal de dimensdo ¢ (com g muito pequeno em relagdo a »), nio
observavel, e bﬁ(L)zz:ﬂbﬁ.kﬂ‘, i=l..,n, j=l,..,q, sdo ng filtros de quadrado

somavel. As condigdes a impor ao modelo sio:

a) Os processos {u,,t € Z}e &, i=1..,nteZ } sdo mutuamente ortogonais, pelo
que também o sdo os processos {y,,i=1,..,n,¢€ VAT R S R Z}:

b) Os processos idiossincriticos {£,,re Z} e {£,,re Z} sio mutuamente
ortogonais para todo i =",
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3.2.3. O Modelo Factorial DinAmico Generalizado

Em algumas aplicagdes, a condigdo que impde a ortogonalidade dos processos
idiossincréticos ¢ demasiado restritiva. No entanto, nio se admitindo tal hipétese, para
um # finito, os modelos factoriais estatico e dinimico nio sdo identificdveis.

O modelo proposto por Chamberlain e Rothschild (1983) generaliza o modelo factorial
estatico de forma a admitir uma definicio mais geral da componente idiossincratica,
para o caso em que existe um nimero infinito de séries.

Os modelos propostos por Forni et al. (2000) e Forni et al.(2002), generalizam o modelo
factorial dindmico de forma a que a identificagio do modelo nio dependa da hipétese de
ortogonalidade dos processos idiossincraticos. A componente comum € estimada de
forma consistente e ndo paramétrica quando 7 e T tendem para infinito.

5.2.3.1. Defini¢io do Modelo e Fundamentos Tedricos

Forni e Lippi (1999) analisam o modelo factorial dinimico generalizado de um ponto de
vista puramente tedrico. Assim, os autores determinam as condigdes que a populagiio
deve verificar para que exista uma estrutura factorial dinimica nos dados,

Como foi referido, ndo se requer a ortogonalidade das componentes idiossincraticas
para que o modelo seja identificivel. No entanto, é necessario que a varidncia das
medias ponderadas das sequéncias idiossincraticas tenda para zero, quando a soma do
quadrado dos ponderadores tende para zero. Como tal, antes de se apresentar o modelo
propriamente dito, convém especificar a nogdo de componente idiossincratica adoptada
pelos referidos autores, sendo, para tal, necessario expor outros conceitos relacionados.

Sejafe L7 (@, czrt ) Defina-se f(L)x, da seguinte forma:

(®) £(L)x, =27 (fe"),
onde
%) Q(xm):e".(@n Oy = O )

eo=1seh=kedy=0seh#k

A densidade espectral do processo {f_'(L)x_,,tE Z} ¢ dada por fZ*f". Quando a sua
expansdo em série de Fourier, f (9):2;_‘” Fle™ , onde F =(| /27) [’ £(0)e™da

T

converge em L’;’(@,C,E‘), ¢ possivel definir f(L) como sendo o filiro linear

> _F{L*. Nesta situagiio temos que:
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(10) £(L)x, =lim 3 Efx,,

k=-5

tem varidncia finita e por isso faz sentido em X. No entanto, em geral, (L)x, nio pode

ser representado como a soma de uma série, conforme apresentado em (10), e deve
ser definido como em (9).

Seja a, e L;’(@,C)mL‘;(@, C, E’), VneN. Diz-se que a sequéncia {a,,ne N} & uma
sequéncia ponderadora dindmica (DAS - dynamic averaging sequence) se
a,[=0.

lim,

Seja y, € X. Diz-se que y, é um agregado se existir uma sequéncia ponderadora
dinimica {a,,ne N} tal que lim,a,(L)x, =y,. O conjunto de todos os agregados serd
representado por g‘(x)

Diz-se que x ¢é idiossincritico se lim,a (L)x, =0, para qualquer sequéncia
ponderadora dinimica {a,,ne N}. Nesse caso temos que ¢(x)={0}. E possivel mostrar

que afirmar que x ¢ idiossincritico é equivalente a afirmar que A ¢ essencialmente
limitada'. Mostra-se também que se x for idiossincratico, entio,

(11) sup [A7,(6)d6 = lim [, (6)d6 <.

Apos defini¢do destes conceitos base, ¢ possivel apresentar o modelo factorial dinidmico
generalizado. Seja ¢ um inteiro ndo negativo. A sequéncia x diz-se uma sequéncia de ¢
factores dindmicos, se L,(P ,C) contiver um processo vectorial de ruido branco g-

’
dimensional ortonormal, u ={(u]r U, - uql) e Z}: {u,teZ}, e a sequéncia
E={& ,ieNte Z}, que satisfazem a hipotese de estacionaridade e de existéncia de
densidade espectral, tais que:

(i) VieN,
(12) Y = Xy 64
(13) X =0y (L)”u +.l2f2(L)“2r + "'+qu (L)”q; =b, (L)“n

onde by e Li([-7z,7]C).

(if) Os processos {u,,r € Z} e {r_.’ft.,,i =1..,nte Z} §40 mutuamente ortogonais, donde
resulta que também o sio os processos {rpi=l..,ntez }oe

' Diz-se que / (mensurdvel) é essencialmente limitada se existir c>0 tal que o conjunto {x { If(xl > c}

tem medida nula; e c serd entdo um majorante essencial de '
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dlu,

Jt=k*

{g‘“,i:l,...,n,te Z}, ou seja, Vie N, j=1,2,..q e keZ, verifica-se £

it

donde vem, consequentemente, que & L2, VieN,seNekeZ.

(iif) O primeiro valor préprio dinimico idiossincratico A%, & uniformemente limitado.
Isto ¢, existe um real A tal que A ()< A para qualquer e [— 7, 7z) e qualquer

n€ N . De outra forma, 4 & essencialmente limitado. Isto é, £ é idiossincratico.

(iv) Definindo Z={Z,-,,f e N,te Z}, 0s g primeiros valores proprios dindmicos
comuns divergem quase por toda a parte (q.p.t.p.)* em [—ﬂ',ﬂ']. Isto &,
A7 (8)=ee, q.p.tp. em [-7,7] ou, de outra forma, lim A% (6)=co para j<q,
N—ea
g.p.t.p. em [— 72',71'].

Tal como anteriormente, x e & so, respectivamente, as componentes comum e
idiossincratica do modelo.

A condicdo (iii) da defini¢io do modelo factorial dindmico generalizado garante que a
componente idiossincratica ndo sobrevive 4 aplicagdo de uma sequéncia ponderadora
dindmica, mas permite, por outro lado, a existéncia de alguma correlagdo dindmica
cruzada entre as componentes idiossincraticas, Pelo contrario, a condigdo (iv) garante a
sobrevivéncia da componente comum, ou seja, garante a existéncia de uma correlagio
cruzada minima entre as componentes comuns, estando cada choque comum presente
em infinitas séries, com importincia ndo decrescente.

No artigo referido, mostra-se que x é uma sequeéncia de ¢ factores dindmicos se e 56 se

6] /1;:+1 ¢ essencialmente limitada;

(ii) A (0)=w, qp.tp.em [-7,x].
Mostra-se também que, se x for uma sequéncia de g factores dindmicos, entfio,
(14) span y) = span(u) = ¢x),
€, além disso,
(15) Zu = proj(x, | 6{x)).

A demonstragio destes resultados baseia-se na construgdo de um ruido branco
ortonormal g-dimensional, denominado por ¥, cujos elementos sdo combinagdes

lineares das componentes principais dinimicas de ordem m, 2;] (L)x,,, para

Jj=12,..q, t€Z. Projecta-se y; no espago gerado pelas componentes principais

* Diz-se que uma propriedade vale quase por toda a parte ou em quase fodos os pontos de um certo
conjunto quando s6 deixa de se verificar nalgum subconjunto de medida nula
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dindmicas de ordem n, P_; (L)xn, » J=12,..,q9,t€Z, com n>m. Sejay, essa projec¢io.

Mostra-se entdo que, 3 medida que 7 e m aumentam, a distincia entre Y ey, diminui. E
construida uma sequéncia de vectores de ruido branco g-dimensionais, cujas
componentes sdo sequéncias de Cauchy e convergem para g(x)

Mostra-se entiio que o espago gerado pelas primeiras ¢ componentes principais
dinimicas converge para o espago gerado pelos g factores comuns.

Note-se que, como consequéncia da defini¢io do modelo e dos resultados acima
apresentados, as componentes comum e idiossincratica sdo determinadas de forma
tnica, 0 mesmo ndo acontecendo com o processo w; ou com os filtros b,(L). Além

disso, os filtros Q‘.(L), de acordo com a definigio do modelo, admitem um
representacdo como soma de uma série, tal como em (10y, by (L) = Z;Ubwﬂ‘ , que sdo

nq filtros cujos coeficientes sdo soméveis ao quadrado: Zk“b;k <, Refira-se

também que, se x for uma sequéncia de g factores dindmicos, ¢ ¢ minimal, ou seja, nio
¢ possivel uma representagio de acordo com um modelo factorial dindmico
generalizado com um menor niimero de factores.

5.2.3.2. Identificagio e Estimacdo Bilateral : Forni e al (2000)

Na seccdo anterior, o modelo factorial dindmico generalizado foi exposto na sua
vertente puramente tedrica, identificando-se as condigdes a verificar na populacdo para
que esta apresente uma estrutura de acordo com este modelo.

Nesta sec¢do, apresenta-se a primeira proposta de estimagdo das componentes comum e
idiossincrdtica. Assume-se, portanto, que existe uma estrutura factorial dindmica
generalizada subjacente 4 populagfio, verificando-se todas as hipéteses definidas no
modelo.

A identificagdo da componente comum é realizada em dois passos. No primeiro passo,
devido 4 Lei dos Grandes Numeros, g combinagdes lineares, escolhidas de modo
“apropriado”, das observagdes tornam-se crescentemente colineares com os factores
comuns quando 7 tende para infinito, “eliminando-se” deste modo as componentes
idiossincréticas. Isto implica que o espago gerado por essas ¢ combinagdes lineares das
observagdes converge para o espago gerado pelos g factores comuns. Numa segunda
etapa, projectam-se as observagdes no passado, presente e futuro de tais agregados, de
forma a convergir para a componente comum, identificando-a. Em Forni et al. (2000),
mostra-se que os agregados “apropriados” sdo as ¢ primeiras componentes principais
dinimicas das observagdes. Como visto no Capitulo 4, as componentes principais
dindmicas sdo combinagdes lineares nos avangos e atrasos das varidveis X, . Brillinger

(1981) mostra que a projecdio de X, no presente, passado e futuro das primeiras g
primeiras componentes principais dinimicas (populacionais) constituem, para um dado
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n, a melhor aproximagfio em média quadratica de X, através de ¢ combinagdes lineares
nos avangos e atrasos das observacdes.

Considere-se o espago gerado pelas primeiras g componentes principais dindmicas,
(16) U, =spanlp_ (L)x,,./=1...q,t€ Z)

€ as projecgdes ortogonais

(17) Ziw = proj(x, |U,,).

A expressio explicita de g, , pode ser obtida considerando que:

(18) 1, =p,)p,(6)++p,, @), 0),
donde,
(19) xnt = E:l (L)Enl (L)xnr + ”'+-[.).:m (L)Bm (L)Xm 2

Uma vez que as componentes principais dinimicas sio mutuamente ortogonais para
qualquer avango ou atraso, é possivel escrever,

(20) er,n = _K..ni (L)xn: ?
com,
1) K, (0)= 00, (0)++p,,,0)p,,6).

.
Ou seja, y,, € a soma das projecgdes ortogonais de x; nos avangos e atrasos de cada
uma das primeiras ¢ componentes principais dinimicas. Os coeficientes da Jj-ésima
projec¢do ortogonal sdo os coeficientes do filtro p (L) As observacgoes e formulas
—ny

definidas para a componente y,

it,n?

sao vilidas para £, e para as componentes
principais dinimicas g+1 a n.

Sob as condiges definidas no modelo factorial dindmico generalizado, é possivel
demonstrar que,

(22) 11_{13_ K = Xies

em média quadratica, para quaisquer i e ¢.
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Os filtros _E:II(L)P,.; (L), sio sequéncias ponderadoras dinimicas. A condigdo (iii) do

modelo factorial dindmico generalizado, garante que p;jf(L)E"j (L), tende para zero

quando 7 tende para infinito. Vindo, portanto, que na expressio

(...

n,

3) 2, (e, (), = 5, O, (D + 57, (L)

quando n tende para infinito, apenas o termo P (L)p (Lh, ndo & eliminado

—nf
(sobrevive).

Como ja foi referido, se existir uma estrutura factorial dinimica generalizada de ¢
choques comuns subjacente aos dados, nio é possivel uma representagiio de acordo com
0 modelo definido com um menor niimero de factores, Ora, em situagdes empiricas, ndo
se conhece o valor real de g. E possivel, no entanto, demonstrar que a escolha de um
valor para g superior ao verdadeiro valor nio tem consequéncias graves.

Os resultados anteriores permitem determinar a componente comum de forma
assimptotica. Os filtros K, (L), utilizados na recuperagdo da componente comum, sio
determinados como fungdes da matriz de densidade espectral populacional,
£, (6)= (o*jj (6)), de x,,. Ora, na pritica, esta matriz nio ¢ conhecida, sendo necessario

estima-la, a partir de concretizacio finita de X, ,Ou seja X’ .

Para garantir a consisténcia do estimador da matriz de densidade espectral, é necessirio
que se verifique ainda a seguinte condicio:

(v) O vector x, admite uma representacio dada por

(24) Xy = Z:;_.,, Ckzr—k ’

onde Z; € um rtuido branco » dimensional, com matriz de covariincia ndo
singular, momentos de quarta ordem finitos, verificando-se ainda

(25) Z:=-mlcr;~',k ||k|v2 s 0

para i,j=1,...,n, onde Cjjx é 0 elemento i,j de Cj.

Seja Eﬂ(@)—-—-(a; (6)),96 [—Jr,ﬂ:] um estimador arbitririo da matriz de densidade
espectral E"(9)=(O'U(9)) de x,, baseado na matriz de covaridncias empirica

T

S - i : ) :
Il =(n-k) Do XmX, i - S X, satisfizer a condigdo anterior, este estimador &

consistente, ou seja, converge em probabilidade para a matriz de densidade espectral,
quando T tende para infinito.
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Seja A, (6) o j-ésimo maior valor préprio de Z,(0) e seja pl(6)= (p’:,] 6),.. 8)
o correspondente vector proprio (véctor linha). Os valores e vectores proprios de EI(B)
convergem em probabilidade para os valores e vectores préprios da matriz de densidade
espectral populacional, pois sdo funges continuas das entradas de £7(9). Assim sendo,
K, (8), com i< ¢, é dado por:

(26) K., (0)=pi, O)p5(60)+-+ pl,, (O}, 6),

e tende para K, (6) em probabilidade e uniformemente, para 6e [- JZ',?E], quando T
tende para infinito.

Assim sendo, teoricamente, apés a determinago de I7(8), seria possivel determinar

K (6) e, consequentemente, os coeficientes do correspondente filtro bilateral:

Tir\_ g T k_ 1 T -ito k
(2?) K.n.i (L)— Z-Igm',k[‘ - 272_ Z [_[;an(g)e da]L .

k=—ea f=—ca

Na pratica, no entanto, ndio é possivel obter a projec 4o de x; no espaco gerado pelas
s » p proj p s P
primeiras ¢ componentes principais empiricas,

(28) Ta =KL

nt*

pois, para t <0 e ¢ >T, x,, ndo é conhecido.

Torna-se, pois, necessdrio considerar uma versio truncada dos filtros K:,. (L), da forma
ZM(” K}, L', onde M(T)— o étal que limsup,_ M*(T)/T < e, quandp T tende

k=-M(T)==nik
para infinito. No entanto, mesmo esta versio truncada deve ser ainda alterada, no que
tocaa x,,, quando t < M(T) ou t>7 - M (), resultando no filtro de ordem finita,

min(e=1,M (7))
(29) K,(L)= > - KL

k=max{-(T-f),~M(T))

Ora, devido a esta necessidade de truncagem, para um dado ¢, a componente comum nio
podera ser recuperada, mesmo quando # e T tendem para infinito. Assim sendo, é
possivel recuperar a componente comum apenas na parte central da amostra. De facto, é
possivel mostrar que quando se verificam as hipéteses do modelo factorial dinimico
generalizado e a condigdo (v), dada pelas expressdes (24) e (25) , entdo,

(30) Ve>0,7>0,3N, (e,q):Pu_IgnT; (L), —;g,.,|>ngn,

para todo o 72 N,, para todo o T maior que algum T}, (n, €,17) € para todo o ¢ = t°(T)
satisfazendo a condi¢iio

66




(31) 0<a_<_liminft—1g"—)$limsup%)-sb<1.

T—ea |

Face aos resultados apresentados, é proposto o seguinte estimador bilateral. Para um
dado M =M(T ), calcula-se as matrizes de covariancias Ih, k=0l,..,M, de X; e
X, 4> © s transformadas de Fourier discretas, para 2M+1 pontos, dadas por

M
(32) Enr(eh ) = Z F:ka-’ke—[w" ,

k==

onde T, , =T7,, 6, =27/(2M +1), h=0L,..2M ¢ @, =1-[i/(M +1)] sio os
ponderadores correspondentes a uma janela retardada de Bartlett de dimensio M. A
estimagdo da matriz de densidade espectral é garantida se M(T)—> e e M (T YT —0,
quando T — o,

3 % v y b T s
De seguida, obtém-se os g primeiros vectores proprios, pnj(Bﬁ), J=12,.,q, de
E: (6,,), h=01,..,2M. Note-se que, quando M = 0, estes valores proprios
correspondem aos valores proprios da matriz de covaridncia de X, , reduzindo-se as
componentes principais dindmicas s componentes principais estiticas. Calcula-se,
entdo, KI.(6,)=pl. (6,)p7 (49,,)+---+p:;'j 6,)pL,(6,), h=0,]..2M. Estima-se

K (L), i=1,..,q, através da inversa das transformadas de Fourier discretas:

—ni

1 2M

33 K’ = K18, )" , k=-M,.., M,

( ) =2nik .?.M'f'].; m( n'r)e

vindo .
M

(34) K.(L)= Y KI,I*,

k=-M

A escolha de M, tal que M (T ): D[T A ) , garante a consisténcia da matriz de densidade
espectral assim estimada e a consisténcia da componente comum estimada. Embora

; ; 2 ;
existam outras alternativas, tomar M (T )=rouna’[—3—T " ) funciona bastante bem em

casos de simulacdo.

Ora, até ao momento, considerou-se g conhecido. Na pratica, porém ¢ necessario
determiné-lo. Para tal, toma-se em consideragdo o resultado que afirma que quando a
populagdo apresenta uma estrutura factorial dindmica com g factores comuns, ento os

primeiros g valores proprios de r (6’) divergem g.p.t.p. em [-7,7], enquanto que o
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(gt1)-ésimo estd uniformemente limitado. Assim sendo, se existirem T observagdes
para um numero »n grande de observagGes x;, é possivel estimar as matrizes de

densidade espectral, ], <n, e os respectivos valores proprios dinfmicos, A'., para

R
um dado conjunto de frequéncias. Se os valores proprios calculados apresentarem o
comportamento que se segue, pode considerar-se que os dados foram gerados de acordo
com um modelo factorial dindmico generalizado:

1. a média em & dos primeiros ¢ valores proprios diverge, enquanto que a média do
(g+1)-ésimo € relativamente estavel;

2. tomando-se r = n, existe uma diferenga substancial entre a varidncia explicada
pela g-ésima componente principal e a varidncia explicada pela (g+1)-ésima.

Como j4 referido, a escolha de um ntimero de factores comuns superior ao verdadeiro,
ndo tem consequéncias importantes para a estimagio do modelo.

35.2.3.3. Identifica¢iio e Estimac¢iio Unilateral (2002)

O primeiro método de estimagiio da componente comum, do modelo factorial dinimico
generalizado proposto, —apresenta, no entanto, o seguinte problema: o estimador
definido para a componente comum & baseado no uso de um filtro bilateral sobre as
observagdes, ou seja, de uma combinacdo linear de observagdes passadas, presentes e
futuras. Embora a utilizagdo de observagdes futuras nao seja problemdtica, quando o
que se pretende ¢ a estimagio da componente comum em pontos que nio pertengam aos
cxtremos da amostra, esta torna-se problematica quando se pretende fazer previsdes
para o futuro, uma vez que, para o final da amostra, nio existem, obviamente,
observagdes futuras disponiveis.

De forma a ultrapassar este problema, foi proposto este segundo método de estimagio
da componente comum, baseado no método anterior, de forma a tirar vanfagem da
informagdo sobre a estrutura de covaridncia dinimica existente em todo o painel, e
visando a obtencdo de um estimador unilateral, consistente.

Assim sendo, num primeiro passo, obtém-se as matrizes de covariancias empiricas, em
todos os avangos e atrasos, das componentes comum e idiossincrdtica, a partir das
transformadas de Fourier inversas das correspondentes matrizes de densidade espectral
estimadas. Em seguida, as estimativas das matrizes de covaridncias 580 usadas na
constru¢do de combinages lineares do passado e presente das observagdes que
apresentem menor racio de varidncia idiossincratica - varidncia comum. Os agregados
desejados sdo obtidos através da solugdo de um problema de componentes principais
generalizado.
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5.2.3.3.1. Hipoéteses Adicionais

Para além das hipoteses necessirias para a obtengdo de um estimador bilateral
consistente da componente comum, a determinagdo de um estimador unilateral
consistente implica a imposicio de novas condigdes e alteragdo de outras:

(vi) 'O modelo factorial dinimico é vilido com uma funcdo de transferéncia
VARMA(S,s), ou seja,

(35) X =X +&, =B, (LJA(L)] " u, +E,,

onde B,(L)=B" +B/L+...+B/L' ¢ um polinémio nxgq de ordem s e
A(L)=1-A,L-..—A I’ &um polindmio g %xq de ordem S; mais, todas as
solugdes de det[A(z)]: 0, z € C, estdo fora do circulo unitirio e existe um
valormtalque Bl #0 paran>m e S<s+1.

(vii) Sendo I'Z, a matriz de covaridncia com desfasamento & de A € sendoyy o j-
ésimo valor préprio de '}, limu? =eo, onde r = g(s +1).
H—pea

£
5
ny?

(viii) Sendo I'j, a matriz de covaridncia com desfasamento k de £, ¢sendo u

a . . £ £ . - .
J=l..,n, os valores proprios de I%), o menor deles, M, , € limitado
inferiormente por um valor superior a zero, quando » tende para infinito.

A hipotese (vii) substitui a hipétese (iv) imposta na defini¢do do modelo factorial
dindmico generalizado. Tem a mesma funcio de garantir que os factores comuns nio
influenciam apenas um nimero finito de séries.

Note-se que, na hipétese (vi), escrevendo f, = (f“ fw) para representar [A(L)]'!u: e

F, para representar (f;f,, ---f_ ) , o modelo reduz-se a0 modelo factorial estitico:
(36) X, =B, (L), +, =C,F, +&,

com r = g(s +1) factores e C, = (Bg BY Bf)
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5.2.3.3.2. Estimaciio e Previsio

Tal como foi definido, o modelo assume a ortogonalidade, para todos os avangos e
atrasos, de %, e &,. Assim sendo, o problema da estimagdo e previsdo de x, pode ser

decomposto na estimagio e previsio da componente comum e da componente
idiossincrdtica em separado. Uma vez que o modelo pressupde igualmente que as
componentes idiossincraticas das diferentes séries sejam ortogonais ou apresentem uma
pequena correlagdo cruzada, £, pode ser previsto com base nos métodos usuais das

séries temporais, univariados ou multivariados de pequena dimensdo.

Como ocorria no primeiro método de estimagdo, a questdo principal consiste na
estimagdo e previsio da componente comum. Seja .7{(Z,T) o espago de Hilbert gerado

pelas varidveis {,}: b BT € N}. Desejando-se prever g,.,,, o seu estimador linear
dptimo, no sentido de erro quadratico médio, conhecendo-se #(x,T ), seria a projecgio
de %, ,,, em ][(;{,T):

(37) ¢;‘,T+hf?‘ = proj\ X ren |.7f(,1’,T))= Zbg‘,kpmf G T+h |][(Z:T)):

k=0

q
J=

onde by;; sdo os coeficientes do filtro by (L) definido na formulagio do modelo factorial
dindmico generalizado.

Sendo g(F,r) 0 espago r-dimensional gerado pelas componentes de Fr, k= 1,2,...,r, ¢,
tomando em conta a hipétese a) formulada, a projecgio anterior toma a forma:

(38) ¢i,1‘+h!1‘ = Prof\Xirus IQ(F’T)) =M,F;,

onde My, € um vector r-dimensional, determinavel a partir dos coeficientes de A(L) ¢
dos coeficientes b;;. Ora, as quantidades envolvidas nesta expressdo “ndo sdo
observaveis. Pretende-se entdio construir um estimador que convirja para este estimador
Optimo, quando n e T tendem para infinito. Isto & conseguido em duas etapas: na

primeira, constréi-se um estimador consistente de ¢(F,T), denominado por ¢7(F,T);

na segunda, projecta-se %,,,, em ¢, (F ,T).

A determinacio de gj (F,T ), como se ird mostrar, depende das matrizes de covariancia
das componentes comum e idiossincratica. De forma a que se possa beneficiar do
conhecimento da estrutura de covaridncia dinimica presente nos dados, obtém-se I'% e
I'%, usando a metodologia desenvolvida para a construgdo do estimador bilateral da
componente comum.

Assim sendo, comega-se por calcular as matrizes de densidade espectral empiricas,
Z7(8), tal como indicado para o estimador bilateral.
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Sejam

OO - 50)  00)=(sr.0) - 0 (0).
Defina-se:

(40) Y (6)=P] (6)Diag i, 6).... AL, (6))67 (),

(41) £ (6)=Q} (0)Diag(il,,(6).... 2%, ()} (6),

(42) E(0)=P; (0)Diag(4,,(6)....2,,(0))P, (6)

@ 50)=Q:(0)isliyn @) )00,

onde P,(8) ¢ Q,(f) sdo as correspondentes populacionais de P’(8) ¢ Q7(n),

respectivamente. Sendo satisfeitas as condicdes previstas na constru¢io do estimador
bilateral, as matrizes

(44) Tz =% je"“’sz(e)de e s =7i je"“’zi’” (6)d6

- -

sdo estimadores consistentes, quando T tende para infinito, de

(45) 17 = A e"L(0)de e I = j "X (0)da
2r = o
5.2.3.3.2.1. Problema de Valores Préprios Generalizados

Antes de se passar propriamente & determinagdo de um estimador consistente do espago
r-dimensional G(F,T), é necessria a familiarizagio com o problema de valores
proprios generalizados.

Sendo I" e D duas matrizes nXn, reais, simétricas e semidefinidas positivas,
considerem-se os valores complexos v ; € 0s vectores complexos vj, tais que:

l"‘ir:i = ijv},
(46) v,Dv) =1,

v,Dv, =0, j#m

As solugdes v ; €V, do problema anterior, sio os valores proprios generalizados e os

vectores proprios generalizados, respectivamente, do par de matrizes (T',D).
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Usando os valores e vectores proprios generalizados é possivel enunciar o seguinte
resultado.

Sejam T' e D duas matrizes nxn, reais, simétricas e semidefinidas positivas.
Considerem-se os n problemas de maximizagao:

a,=Argmaxala’

seR"
(47) sa: aDa" =1,

aDa) =0 para 1Ism< j-1

para j = 1,2,..,n. Sendo v; e v;, respectivamente, os valores e vectores proprios

generalizados do par de matrizes (I" D), as solugdes dos problemas de maximizagio

anteriores sdo a,=v,ea, l"a v,.

5.2.3.3.2.2. 1" Etapa: Estimac¢do Consistente do Espago de Factores
Comuns

Para se estimar o espago gerado pelos factores comuns, pretende-se determinar r
agregados lineares de x,,, da forma

(48) Y A k=1,..r,

nt

e mostrar que o espago ¢ (F,T), gerado por W7, W7 converge para ¢(F,T),
quando » ¢ T tendem para infinito.

De forma a que estes agregados maximizem os quocientes das varidncias das
componentes comum e idiossincratica, escolhem-se os ponderadores Z7 s €OmMO sendo
as solugdes, para 1 </ < r, dos seguintes problemas de optimizag¢io:

Z7 = Arg max var(ax;)
(49) sa.. var(a&‘r )=

at‘ém_LZTQ I€m<l, 1<ign

nt?
Ora, estes problemas de optimizagdo podem ser reescritos da seguinte forma;: J

Z, =Argmagcal"fga‘ |
(50) sa.: al'“Ta’ =1

a7zl * =, l<m<l, 1<i<n
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reduzindo-se a problemas de valores proprios generalizados. Assim, como foi visto, os

vectores ij »J = 1,...,n, s80 0s vectores proprios generalizados associados aos valores

proprios generalizados v}, do par de matrizes (F . ), ou s¢ja,

nj= n0 2

(51) Z X =v I T% j=1l,.n
Assim sendo, os agregados pretendidos sdo as componentes principais generalizadas.

o AT = : AT KT T T . il T
Seja w,, a versdo estandardizada de W7, w'' = Z.X,,onde z,, = an/ I+v,, .Os

nr 2 n

vectores wff, k = 1,..,r, formam um sistema ortonormal que gera uma espago da

mesma dimensdo que ¢{F,T). O seguinte resultado estabelece, formalmente, que o
espago gerado pelos agregados assim determinados aproxima o €spago ndo observével
&(F,T).

Sob as hipéteses formuladas, verifica-se:
(52) VYe>0,7>0,3N, =N,(en)T, = Ty (11,.5‘,7]) : Puwfrr - p-rcy"(wffr f g‘(F,t)] > €J5 n

paratodo 1<t <T,n2N,,T2T, el<k<r.

5.2.3.3.2.3. 2* Etapa: Construcio do Estimador Optimo

Para determinar ¥, .., propde-se a estimativa da projecgdo de x,,,, no espago gerado

pelos r agregados W, k=1,...r, isto &,

* —1 .
(53) i = OFur = projl, o, | W ... W7 )= [rf{ z, (Z?Z rZ, ) Z, v]

i
’

ondeZ:=(Z:, zf;).

O seguinte resultado mostra que (zb,.’,}ﬂ,,lr ¢ assimptoticamente equivalente, (quando n e T
tendem para infinito), & melhor estimagio no sentido da média quadrética dada por

¢i,]"+h]7‘ .
Sob as hipéteses formuladas, verifica-se que:

(54 Ve>0.7>0,3N, = N,(e.1)T, = Ty (n,e,): PlpiT >el<n,

LT+HT ¢:.r‘+ﬁ|r

paratodo n2 N, T 2T el<i<N,.
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De forma anéloga, é possivel estimar a componente comum, na parte central da amostra,
projectando x;, ¢ < T, no espago gerado pelos agregados PK,fT, k=1,..,r

. . -1 .
O 2] =8 = prole |0 W )= (P2 T 2,

i

Nas mesmas condigdes que as previstas para o caso da previsdo, este estimador tende
em probabilidade para %, , sendo, desta forma, um estimador unilateral consistente da

componente comum. Deste modo, sdo evitados os problemas do primeiro estimador
proposto (bilateral), sendo ainda possivel explorar o conhecimento da estrutura de
covaridncias dindmicas.

5.2.3.3.3. Variaveis Nio Estacionarias

O caso das varidveis que sdo estaciondrias apenas apos ser retirada a tendéncia ou
calculada a primeira diferenga ¢ igualmente acomodével ao modelo factorial dindmico
generalizado.

No primeiro caso, viria x, =T, +z,, onde 7, é uma tendéncia deterministica. Assim
sendo, os resultados enunciados seriam aplicados & série z;, estaciondria.

No segundo caso, considere-se que x; & I(1). Assim sendo, as séries Yy = (I—L)x“ sdo
estaciondrias. Estando estas novas variaveis nas condi¢des do modelo, é possivel a
representacio:

(56) (I—L)xa =Xu Ty
A = QI(L)U{ :

onde u, € g-dimensional e & é idiossincratico, Como Ja mencionado, os vectores ¥, ¢ &,
sdo Umicos, bem como as suas correspondentes matrizes de densidade espectral. Assim
sendo, partindo da informagfio fornecida pelas matrizes de densidade espectral de x, &
possivel determinar se as componentes comuns e idiossincraticas sio I(1) ou I(0) ou se
existem relagdes de cointegragdo. E possivel, depois, aplicar os resultados enunciados a
série resultante da primeira diferenga e ap6s a subtracgdo da média.

Por vezes, a estacionarizagio das séries pode envolver a aplicacdo de logaritmos. E por
vezes, € necessdrio normalizar as séries, subtraindo a média e dividindo pelo desvio-
padrdo. Também nestes casos & possivel aplicar o modelo factorial dinimico
generalizado as séries estaciondrias.
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