(o]
H
@
2}
<

=

%

Q

[
4%,,88

Tiago Jodo Pascoa Costa

Licenciado em Bioquimica

Principio dos Grandes Desvios para Fluxos
Estocasticos de Fluidos Viscosos

Dissertacao para obtencédo do Grau de Mestre em
Matematica e Aplicacbes

Orientador: Dr Professora Maria Fernanda de Almeida
Cipriano Salvador Marques, FCT-UNL

Membros do juri:
Professora Dra. Ana Bela Cruzeiro
Professor Dr. Manuel Esquivel

FACULDADE DE
CIENCIAS E TECNOLOGIA
UNIVERSIDADE NOVA DE LISBOA

Outubro, 2015









Principio dos Grandes Desvios para Fluxos Estocasticos de Flui-
dos Viscosos

Copyright (©) Tiago Joao Pascoa Costa, Faculdade de Ciéncias e Tecnolo-
gia, Universidade Nova de Lisboa.

A Faculdade de Ciéncias e Tecnologia e a Universidade Nova de Lisboa tém
o direito, perpétuo e sem limites geograficos, de arquivar e publicar esta dis-
sertacao através de exemplares impressos reproduzidos em papel ou de forma
digital, ou por qualquer outro meio conhecido ou que venha a ser inventado,
e de a divulgar através de repositorios cientificos e de admitir a sua copia e
distribuicao com objetivos educacionais ou de investigagao, nao comerciais,
desde que seja dado crédito ao autor e editor.






Agradecimentos

Tanto a escolha de vir para o mestrado de matematica e aplicacoes para
o ramo de anélise numérica e equacoes diferenciais, como a escolha de fazer
a tese de mestrado neste tema foram de facto um desafio. Desafio este, que
dificilmente teria sido possivel se nao fosse por um conjunto de pessoas que
me acompanharam durante todo o processo.

Em primeiro lugar gostaria de agradecer & Professora Dr. Fernanda Ci-
priano, nao s6 por todo o apoio constante e disponibilidade demonstrada,
mas principalmente por sempre estar disponivel para me ensinar transmi-
tindo o seu conhecimento com um interesse e entusiasmo tnicos, que lhe sao
caracteristicos.

Gostaria também de agradecer aos Professores Dr. Paula Rodrigues e Dr.
Fabio Chalub que me orientaram num projeto de investigagao que desenvolvi
em paralelo com a tese. Agradeco pela paciéncia demonstrada, pela oportu-
nidade de trabalhar numa area da matemaética que inicialmente desconhecia
mas onde acabei por descobrir um grande fascinio, e por todo o incentivo e
apoio que me deram forca para continuar o trabalho.

Aos amigos, pela companhia ao longo desta jornada. Em especial ao Da-
vid Soares por todas as discussoes e ideias partilhadas.

Por ultimo mas nao menos importante, queria também agradecer & minha
familia por estarem presentes sempre que precisei.






Resumo

Na literatura existem duas abordagens ao estudo do movimento dos flui-
dos: por um lado, a designada aproximacao Euleriana, que consiste em de-
terminar e estudar as propriedades de certas quantidades fisicas, tais como
a velocidade, pressao, etc. num determinado ponto fixo x do espaco e num
determinado instante ¢; por outro lado, a aproximacao Lagrangeana, onde o
fluido é visto como um conjunto de particulas que partem de posigoes ini-
ciais e & medida que o tempo evolui descrevem trajetorias no plano ou no
espaco. Nesta perspetiva o movimento do fluido é visto como um fluxo de
homeomorfismos ou difeomorfismos sobre a regiao ocupada pelo fluido.

Trabalhos recentes (cf. [2] ) revelam que, para certos fluidos viscosos
incompressiveis, apesar das quantidades fisicas Eulerianas serem determinis-
ticas, o movimento das particulas é intrinsecamente de natureza estocéstica.
Assim, na sua descricao Lagrangeana devem ser considerados fluxos estocésti-
cos definidos como solugoes de equagoes diferenciais estocasticas, cujo drift é
o campo das velocidades definido como solugao da equacao de Navier-Stokes,
e o coeficiente de difusao é proporcional a raiz quadrada da viscosidade.

Um dos problemas centrais em mecanica de fluidos ¢ o fenémeno da tur-
buléncia, que do ponto de vista matematico passa pela compreensao do com-
portamento assimptotico dos fluidos viscosos quando a viscosidade tende para
zero.

No contexto Euleriano, o estudo assimptotico das solucoes da equacao de
Navier-Stokes quando a viscosidade tende para zero ¢ um problema classico,
ainda nao resolvido em dimensao trés e em dimensao dois no caso de condi-
coes de fronteira de Dirichlet. Em dominios bidimensionais com condigoes de
fronteira peridédicas ou de slip, esta provado que a solucao de Navier-Stokes
converge para a solucao da equacgao de Euler, quando a viscosidade tende
para zero.

Neste trabalho é considerada a aproximacao Lagrangeana estocéstica para
fluidos viscosos incompressiveis, e pretendemos estabelecer um teorema de
Schilder para o comportamento assimptético de fluxos estocasticos definidos
pelo campo das velocidades de Navier-Stokes, quando a viscosidade tende
para zero.

Note-se que estamos perante um fluxo definido através da solugao de uma
equacao diferencial estocastica em que o drift, sendo solucao da equacao
de Navier-Stokes, nao satisfaz a condicao de Lipschitz. Por outro lado, o
ruido W considerado ¢ um movimento Browniano em dimensao infinita, mais
precisamente um Browniano cilindrico (construido a partir de um nimero



infinito de movimentos Brownianos). Neste contexto irregular, a existéncia
e unicidade de fluxo nao decorre de métodos classicos. E importante realcar
que na formulagao do principio dos grandes desvios, a existéncia e unicidade
de solucao das equacoes envolvidas é um requisito fundamental.

Assim, no Capitulo 3 vamos usar os método desenvolvidos por [5], [18]
para provar a existéncia e unicidade de solucao da equacao diferencial esto-
castica.

No Capitulo 4 estabelecemos o principio dos grandes desvios. A técnica
utilizada para provar o principio dos grandes desvios é a abordagem através
da convergéncia fraca desenvolvida por R. P. Dupuis e Ellis [8], com base no
principio de Laplace. Estes métodos tém-se revelado altamente eficientes no
caso de equagoes com coeficientes irregulares.

Nos dois primeiros capitulos da tese colecionamos os resultados classicos
que julgamos relevantes para a compreensao do topico estudado e necessarios
para o estudo a desenvolver nos capitulos seguintes. As demonstragoes mais
simples serao apresentadas.



Abstract

In the literature there are two major approaches to the study of fluid move-
ment: firstly, the designated Eulerian approach, which consists in determi-
ning and studying the properties of certain physical quantities such as speed,
pressure, etc. in a certain fixed point x of space and a given time ¢; secondly,
the Lagrange approach, where the fluid is seen as a collection of particles
that leave the initial position and as time progresses describe trajectories
in plane or space. In this perspective the fluid motion is seen as a flow of
homeomorphisms or diffeomorphisms on the region occupied by the fluid.

Recent works (see [2]) show that, for certain imcompressible viscous fluids,
despite the deterministic nature of the physical Eulerian quantities, the mo-
viment of particles is inherently stochastic in nature. Thus, in its Lagragian
description, stochastic flows as solutions of stochastic differential equations
must be considered. In this case the drift the velocity field defined as the so-
lution of Navier-Stokes equation, and the diffusion coefficient is proprotional
to the square root of the viscosity.

One of the central problems in fluid mechanics is the phenomenon of
turbulence, which from a mathematical point of view, involves the unders-
tanding of the asymptotic behavior of viscous fluids when the viscosity tends
to zero.

In Eulerian context, the asymptotic study of solutions of the Navier-
Stokes equation when the viscosity approaches zero is a classic problem,
still unsolved in three dimension and dimension two in the case of Dirich-
let boundary conditions. On bidimensional domain with periodic boundary
conditions, or slip is proven that the Navier-Stokes solution converges to the
solution of the Euler equation when the viscosity tends to zero.

In this work is considered the stochastic Lagrangian approach for incom-
pressible viscous fluids, and aims to establish a Schilder’s theorem for the
asymptotic behavior of stochastic flows defined by the Navier-Stokes field of
velocities, when the viscosity tends to zero.

Note that we are dealing with a flow defined by the solution of a stochastic
differential equation in which the drift, being the solution to the Navier-
Stokes equation, does not satisfy the Lipschitz condition. On the other hand,
the noise W considered is a infinite dimensional Brownian motion, more
precisely a cylindrical Brownian. In this irregular context, the existence and
uniqueness of flow does not follow the classical methods.

It is noteworthy that in the formulation of the principle of large deviati-
ons, the existence and uniqueness of solution of the equations involved is a
fundamental requirement.



Thus, in Chapter 3 we will use the method developed by [5], [18] to
prove the existence and uniqueness of solutions to the stochastic differential
equation.

In chapter 4 we established the principle of large deviations. The techni-
que used to prove the principle of large deviations is the weak convergence
approach developed by Dupuis and Ellis [8], based on the principle of La-
place. These methods have been highly efficient in the case of equations with
irregular coefficients.

In the first two chapters of the thesis we have presented the classical
results that we consider relevant to the understanding of the topic studied
and necessary for the study developed in the following chapters. The simplest
proofs are presented.
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1 Preliminares

1.1 Operadores de Hilbert-Schmidt e de classe traco
Operadores de Hilbert-Schmidt

Seja H um espago de Hilbert separavel, com norma |.| = /(.,.) . Con-
sideramos um operador linear A : H — H e representamos por A* o seu
adjunto.

Teorema 1.1 Sejam {ex} e {dx} duas bases ortonormadas de H, entdo:

o0 o0

> JAer|* =D |Ady? (1)

k=1 k=1

Demonstragao: Temos |Aex|? =Y 0 | [(Aey, d,)|?, entdo

Do lAalr =3 e d)P =) e Ada))

k=1 n=1 k=1 n=1
=) ew, A%dy) P =) A, [
n=1 k=1 n=1

Assim, obtemos
D e =) A (2)
k=1 k=1

Como a igualdade anterior é verificada para quaisquer duas bases ortonor-
madas de H, tomando {e;} = {di} deduzimos que:

Do AdP =) Ay (3)
k=1 k=1

Portanto o resultado (1) é consequéncia imediata de (2) e (3). O

Definicao 1.2 Um operador linear A : H — H diz-se um operador de
Hilbert-Schmidt se para alguma base ortonormada {e,} de H , > 7~ | [Aex]* <
oo. A norma de Hilbert-Schmidt € definida pela sequinte expressao:

. 1/2
1Allms = (Z IAek\2> :
k=1

11



Nota: Pelo Teorema 1.1 a norma de Hilbert-Schmidt de um operador A esta
bem definida, uma vez que nao depende da escolha da base.

Teorema 1.3 Sejam A e B operadores de Hilbert-Schmidt entao, as sequin-
tes afirmacoes verificam-se:

(i) [|1A"|zs = ||Allms;
(i) ||aAl|lgs = |a||Allgs, o € R;

(#11) [|A + Bllus < |Allus + ||Bllus;

) Ax
(i) ||| < || Allus, onde ||A]| = sup 22,
220 ||

Demonstragao: A propriedade (i) deduz-se diretamente do Teorema 1.1 e
(1) resulta trivialmente da defini¢do da norma.

A proposigao (iii) é obtida do facto de |(A + B)z| < |Az| + |Bzx| e da desi-
gualdade de Minkowski:

o 1 oo 1 o 1
(Z o + 5k|2)é < (Z arl*)® + (Z |5k‘2)é.
k=1 k=1 k=1
Para demonstrar (iv) observamos que

o (o) o
Az = [(Az )P =D [, AP < Ave]
k=1 k=1 k=1
oo
= |2[> ) |A%ex)? = |z*[|A*[[3 = |=[*]|Al]3.
k=1

Portanto, |Ax| < |z|||A||gs- O
Vamos entdo denotar L) (H) como o espago dos operadores de Hilbert-
Schmidt de H e por L(H) o espaco dos operadores lineares continuos de H.

Nota: Pelo Teorema 1.3 (iv) temos Lo (H) C L(H). Se H tem dimensao
finita, entdo L) (H) = L(H). Se H tem dimensao infinita nao ¢ verificada a
igualdade. Por exemplo, o operador identidade I de H pertence a L(H) mas
nao pertence a L (H).

12



Definicao 1.4 Sejam A, B € L) (H). Definimos o produto interno de
Hilbert-Schmidt (A, B) s por

o0

<A, B)HS = Z<A6k, B€k>

k=1

Onde {e} € uma base ortonormada de H.

Nota: E imediato que a série anterior converge, pois, (Aey, Bey) <
|Aex|* + |Beg|*. Usando argumentos semelhantes aos do Teorema 1.1, te-
mos também que (A, B)ys esta bem definido.

Teorema 1.5 L) (H) com o produto interno (.,.)ps € um espaco de Hilbert.

Demonstracao: Pelas alineas (ii) e (iii) do Teorema 1.3 verificamos que
L)(H) ¢ um espago vetorial. Temos também que (A, A) = ||A||};5. Portanto
so temos que demonstrar que L) (H) é completo.

Seja {A,} uma sucessao de Cauchy em L) (H) entdo, pela alinea (iv) do
Teorema 1.3 a sucessdo {Ax} é uma sucessao de Cauchy em L(H). Como
L(H) com a norma do operador é um espago de Banach, existe A € L(H) tal
que lim,_, ||An, — A|| = 0. Vamos ver que A € L)(H) e que lim,_,o ||An —
Allgs = 0. Fixemos € > 0, entdo para m, n suficientemente grandes ||A,, —
An||lns < €. Logo

S 1A = Anderl? <114, — Al < €
k=1

para qualquer s e m, n suficientemente grandes. Como lim,,_,, ||A,—A|| =0
fazemos m tender a infinito obtendo

S 1A~ Al < €
k=1

para qualquer s, e n suficientemente grande. Fazendo agora s — oo temos
que

Z (A — Ay)e* < € < 0.
k=1

Portanto, A — A, € L)(H), logo A = A, + (A — A,) € Liy(H) e como
|A — A,||2 < €, para n suficientemente grande, temos que lim, o ||A, —
Allgs = 0.

13



Classe de operadores traco

Vamos agora introduzir algumas definicoes e teoremas necessarios para
definir a classe dos operadores traco.

Definicao 1.6 Um operador A : H — H diz-se compacto se a cada conjunto
limitado de H faz corresponder um conjunto cujo fecho é compacto.

Teorema 1.7 Seja A um operador compacto, entao A € limitado.

Demonstracao: Seja A um operador compacto, denotamos por B(0,1) a bola
em H de centro 0 e raio 1. Temos:

|A|| = sup{|Au| : w € H A |u| <1} = sup{|Au| : u € B(0,1)}.

Como B(0,1) é limitado e A é um operador compacto, o fecho de A(B(0,1))
¢ compacto e portanto limitado. Logo 3k € R : Yu € B(0,1), |Au| < k.
Portanto ||A|| < k.

Definicao 1.8 Um operador compacto A de A: H — H diz-se operador de
0 N o 1
classe trago se Y >~ A, < 00, onde A, sdo os valores proprios de (A*A)z.

14



1.2 Medidas Gaussianas em espacos de Hibert

Dado um espaco de Hilbert H, representamos por Z(H) a o-algebra gerada
pelos conjuntos abertos. Uma medida de probabilidade p definida sobre
o espago mensuravel (H, #(H)) é denominada medida Gaussiana se para
h € H existirem n € R' e ¢ > 0 tais que,

p({z € Hi(h,x) € A}) = A (n,q)(A), VA€ B[R

onde A4 (n,q)(-) denota a medida Gaussiana sobre (R!, Z(R')) de média n
e variancia q :

1 —(z—n)?
N (n,q)(A) = \/m/Ae 2 dx.

Em particular, se p for Gaussiana, os funcionais

H — R, h%/(h,x)u(dm),
H

Hx H— R (hl,hg)%/bT(hl,x)(hg,xm(dx),

estao bem definidos. Vamos agora ver que estes funcionais sao continuos,
para isso vamos introduzir o seguinte lema sobre medidas de probabilidade.

Lema 1.9 Seja v uma medida de probabilidade em (H, B(H)). Vamos as-
sumir que para algum k € N

/ (2, z)|*v(dz) < +o0, Vz € H.
H
Entao existe uma constante ¢ > 0 tal que

‘/(hl,x)...<hk,x>u(d$) < c|hy|...|hg|, hi..hy € H.
H

Demonstracao: Seja U, para n € N o conjunto definido por

U, = {z €H: / (2, 2)|Fv(dr) < n}
H
Por hipotese H = |J,—, U,. Como H é um espago métrico completo e U,
sao conjuntos fechados, pelo argumento de categoria de Baire, existe ny € N,
29 € Uy, € 19 > 0 tal que B(zg,79) C U,,. Logo

/ |{(z0 + y,x>]k’y(dx) < ng, Yye€ B(0,ry).
H

15



Mas para qualquer y € B(0,rg), temos

[ 1aotdn) <2 [ [ padfotdn) +2* [ [0 ulde) < 2,

Assim, para qualquer z € H diferente de 0 podemos aplicar a desigualdade
anterior a y = Toﬁ obtendo

/H (2, 2)[Fr(dx) < 25 ng|z|Frg*.
Pela desigualdade

616 &l < L& l* + 16" + .+ [&I° V(& &, &) € RY,
constatamos que a transformacao
HE S RY (b, he) — / (s, @), 2)0(d)
H
¢ continua.
0

Decorre do lema anterior que se 1 ¢ uma medida Gaussiana, entao existe
um elemento m € H e um operador linear Q, tal que

/H<h,3:),u(dx) = (m,h), Yh e H, (4)

/H<h1, v — m){ha, z — mYp(dx) = (Qhusha), Yha, he € H.  (5)

Ao vetor m chamamos média e a () o operador de covariancia de p. O
operador () é simétrico e como

(Qh, h) = /H<h,x —m)2u(dz) > 0, heH,

também é nao negativo. Resulta de (4) e (5) que o funcional caracteristico
de uma medida Gaussiana g com média m e operador de covariancia @),

N(m, @), é dado por

ﬂ(/\) — / ei(/\,x>#(dx) — €i<>\,m>—%(Q)\7)\>.
H

Portanto i é unicamente determinado por m e (). A medida Gaussiana de
média m e operador de covariancia @) sera denotada por A4 (m, Q).

16



1.3 Processos Estocasticos
1.3.1 Processos com filtracao

Vamos assumir que I = [0,7] e que o espaco de probabilidade (€2,.7,P) esta
equipado com a familia crescente de o-algebras {#;}, t € I, a qual chama-
mos filtragdo. Iremos designar por .%;. a intersec¢ao de todas as %, onde
s < t. Uma filtragao diz-se normal se:

(1) o contém todos os conjuntos A € Z tal que P(A) = 0;
(i1) F = F; para qualquer t € T.

Um processo X diz-se adaptado se para qualquer ¢ € I a variavel aleato-
ria X (t) é Z;-mensuravel.
X diz-se progressivamente mensuravel se para cada t € [0,7] a aplicagdo

0,t] x Q= E, (s,w) = X(s,w)

é A([0,t]) x F-mensuravel. Representamos por .Z, a o-dlgebra de subcon-
juntos de [0, 00) x 2, gerada pelos conjuntos da forma:

(s,t] x F, 0<s<t<oo, FeF,e{0}xF FecZ

Esta o-algebra diz-se o-algebra previsivel e os seus elementos dizem-se con-
juntos previsiveis. A restricdo de %, a [0,T] x € vai ser denominada por
ﬁT.

Uma aplicagdo mensuravel definida no espago ([0, 7] x 2, .Zr) com valores em
(E, B(F)) designa-se um processo previsivel. Um processo previsivel é ne-
cessariamente adaptado. Reciprocamente, referimos um resultado que indica

em que condigdes um processo adaptado é previsivel (cf. [6]).

Teorema 1.10
As sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

(i) Um processo adaptado ® com wvalores em L(U, H) tal que, para v € U
e h € H arbitrdrios o processo (®(t)u,h), t > 0 tem trajetorias continuas &

esquerda, € previsivel.

(17) Seja ® um processo estocasticamente continuo e adaptado no intervalo
[0,T]. Entdo o processo ® tem uma versao previsivel em [0,T].

17



1.4 Processo de Wiener em dimensao infinita

Definicao 1.11 Seja U um espago de Hilbert munido do produto interno
(-,-). Um processo estocdstico W (t), t > 0, com valores em U diz-se um
Q-processo de Wiener se:

(1) W(0) =0,
(11) W tem trajetdrias continuas,
(1ii) W tem incrementos independentes,
(iv) A lei da varidvel aleatoria W(t) —W(s) é 4(0,(t—s5)Q), t>s>0,

onde 3 é um operador traco nao negativo em U, isto é, existe uma base
ortonormada completa {ex} em U e uma sequéncia de nimeros reais nao
negativos {\z} tal que

Z ||Qexl|lv = Z || Arex||lv < oo.

keN keN
Este operador () é denominado operador de covariancia.

Teorema 1.12 Seja W (t) um Q-processo de Wiener. Entdo verificam-se as
sequintes afirmagoes:

(1) W € um processo Gaussiano em U e

E(W(t)) =0, Cov(W(t)) =tQ, t>0.
(17) Para t > 0 arbitrdrio, W admite a expansio
W(t) = VABi(tes, (6)
neN

onde
1

Bi(t) =
VA
sao movimentos Brownianos com wvalores reais mutuamente independentes
em (Q, .7 ,P), e a série (1) é convergente.

<W(t)>€j>7 ] eN

Demonstracao: Seja 0 < t; < ... < t, e seja uy,...,u, € U. Consideremos a
variavel aleatoria Z definida por

Z =3 W th), ue) = (W (k) ) + S (W(t2) = W(t1), ur)

k=1 =
b (W () — W(tasr), ).

18



Como W tem incrementos independentes, Z é Gaussiana para qualquer es-
colha de uy, ..., u, e obtemos (7).

Vamos agora demonstrar (i7). Seja t > s > 0, entao

E(:(1);(s)) =~

E(W (1), e:) (W (s), ;)

- ¥
>
<.

—— = [E(W (1) = W(s), ) W (s). )
FE((W(s), e (W(s), )]

1
= )\i)\4S<Q€i’ej> = S(Sij.

>

<

Portanto, temos a independéncia de ;, ¢ € N. Para provar a representacao
(3) é suficiente observar que para m >n > 1

m 2 m
E Zv)\jﬁj(t)ej :tZ)\j,
j=n j=n
e relembrar que por defini¢ao » 72| A < oo. O

Vamos agora generalizar a definicdo para processos de Wiener num es-
paco de Hilbert U, onde o operador de covariancia () nao é de um operador
traco.

Seja W(t) um processo de Wiener num espago de Hilbert U e @ o seu
operador de covariancia. Entao para cada a € U podemos definir o processo
de Wiener com valores reais W,(t), t > 0, por:

W, (t) = (W(t),a), t>0.

A transformacao a — W, é linear de U para o espaco dos processos estocas-
ticos. E ainda continua no seguinte sentido:

vt <0,{a,} C U, lim a, = a = lim E[W,(t) - W, (&) =0. (7
n—oo

n—o0

Qualquer transformacao linear a — W, satisfazendo (4) é chamada processo
de Wiener generalizado. Entao, existe uma forma bilinear K (a,b), a, b € U
et>s>0tal que:

19



E[(W(2), a)(W(s),b)] =E[(W (1), a) = (W(s),a))(W(s), )]
+E[(W (s),a) (W (s), b)]
=sE[(W(1),a)(W(1),b)] = sK(a,b).

A condicao (4) implica que K é bilinear continua em U, logo existe Q € L(U),
tal que:
E[W,(t)Wy(s)] = s{(Qa,b), t>s>0,a,belU. (8)

O operador () chama-se covariancia do processo de Wiener generalizado a —
W,. Este operador é auto adjunto e definido positivo.

Dado um operador @, é relativamente facil construir um processo de Wiener
generalizado satisfazendo as condigdes mencionadas. De facto, seja {e;} uma
base ortonormada completa de U, {f;} uma sucessao de processos de Wiener
com valores reais, e Uy = Q'/?(U), define-se:

Walt) => (Q7%¢;,a)B;, t>0, acl.

jeN

Como
D 1@ e ) = Q) < oo
jEN
para cada a € U, entao existe uma versao de W, que é um processo de
Wiener.
Temos ainda que

E[W(t), a){(W(s),b)] = SZ(QI/Q% a)(Q"?e;,0) = s(Qab).

Teorema 1.13 Seja U, um espaco de Hilbert, tal que Uy = QY?(U) estd
inserido em Uy por uma inclusao de Hilbert-Schmidt J. Entao
W(t) = QYeB(t), t=0, (9)
neN
define um processo de Wiener com valores em Uy. Além disso, se Q1 for a

covaridncia de W, entao Q}/Q(Ul) e QY2(U) sdo iguais.

Demonstracao: Seja g; = Q1/2ej, j € N, entao {g;} forma uma base orto-
normada completa em U, e portanto

17QY? s =Y |Tg;l, < oo

neN
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Consequentemente (6) define um processo de Wiener em U;. Para a, b € U;
temos:

<Qa7 b>U1 :EKW(l)v a>U1 <W(1>> b>U1] - Z<Jgj7 a>U1 <‘]gj7 b>U1
= Z<gj7 J*&>Uo <gj? J*b>U0 = <J*@> J*b>Uo = <J‘]*a> b>U1>

neN

o que implica JJ* = @);. Em particular,
Qa2 = (J*a, J*a)y, = |J*al%, a €U

Entdo pela proposi¢io A (ver Apéndice) aplicada a QY2 : U — Uj e
J : Uy — U temos Q%/Q(Ul) =J(Uy) =Up e |Qfl/2u|U1 = |u|y,, terminando
assim a demonstracao. O

Entao, admitindo um abuso de linguagem, podemos afirmar que um pro-

cesso de Wiener generalizado em U é um Q)-processo de Wiener num espaco
de Hilbert maior Uj.
Quando o operador () é a identidade, diz-se que este processo é um processo
de Wiener cilindrico ou movimento Browniano cilindrico. Neste caso, temos
um processo de Wiener generalizado com valores num espaco de Hilbert Uy,
tal que Uy = QY?(U) esta "encaixado"em U, pois o operador identidade
I : Uy — Uy nao é um operador traco. Entdao definimos U; como um es-
paco de Hilbert tal que I : Uy — U; seja um operador de Hilbert-Schmidt, e
usamos este operador como o operador J do Teorema 1.13.
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1.5 Integral estocastico em dimensao infinita
1.5.1 Definicao do integral estocastico

Seja W (t) um Q-processo de Wiener em (2,.%,P) com valores num espago
de Hilbert U. Recordamos que W (t) pode ser escrito na forma (6). Com
o intuito de simplificar a notacao vamos supor que A\, > 0 para qualquer
k € N. Vamos também assumir que dada uma filtracao {.%#; }i>0 em Z,

(1) W(t) é {#} - mensuravel,

(17) W(t + h) — W (t) é independente de {%#}, Vh >0, Vt >0,
EW(t 4+ h) = W(t)|F] = E[W(t +h) = W(t)].

Se um Q-processo de Wiener W satisfaz (i), dizemos que W é adaptado
a {-%;}, se também for satisfeita a condi¢ao (ii) dizemos que W & um @ -
processo de Wiener em relacdo a {.#;}.

Nota: Dado um processo estocastico X = {X; : ¢t € T} com valores em
num espago mensuravel (H, X)), a filtragdo natural é definida como

Fr=0({X;'(A): s<t, AeX}).

Um processo estocastico é sempre adaptado relativamente a sua filtracao na-
tural.

Vamos entao definir o integral estocastico para processos elementares. Fi-
xemos T < oo. Um processo ¢(t), t € [0,T], com valores no espago dos
operadores limitados de U — H, L = L(U, H), diz-se elementar se existir
uma sequéncia de tempos, 0 = t; < t; < ... < t = T e uma sucessao
oo, G1, ..., 01 de varidveis aleatoérias com valores em L tomando um niimero
finito de valores tal que ¢,, sao {.%;,, } mensuraveis e

¢<t) :¢m7 t e (tmytm+1], m:O,l,...,k:.

Para processos elementares o integral estocastico ¢ definido por:

k-1

/0 ()W (5) = 3 G (Wi — W)

m=0

e representa-se por ¢.W(t), t € [0,7]. Vamos agora relembrar o subspago
Uy = Ql/Q(U) de U introduzido na seccao anterior, que com o produto interno
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definido por:
EOO l _ in-1/2 ~1/2
/\uek (v, ey = (Q7u, Q@ *v), u,v e U
k=1

¢ um espaco de Hilbert.
Consideramos o espaco dos operadores de Hilbert-Schmidt LO @ = Le y(Uo, H)

de Uy para H. Relembramos que pelo Teorema 1.5, o espaco L tambem é
um espaco de Hilbert equipado com a norma:

P[50 = Z [(Wan, fi)|? Z Al (Wen, fir)

h,k=1 h,k=1

=[1YQ?|[irsw,m = Trl(PQY?)(¥Q'?)",

onde {g;}nen, com g; = \/Aje;j, {€j}nen € {fj}nen sd0 bases ortonormadas
de Uy, U e H, respetivamente.

Seja ®(t), t € [0,T], um processo mensuravel com valores em L?Q), defi-
nimos as normas:

@]l = [E / ||quods]2: [E [ i@y ve o)

Teorema 1.14 Se um processo ® € elementar e |||®|||r < oo entdo o pro-
cesso W € uma martingala continua, de quadrado integravel com wvalores
em H e

E[@.W ()] = [[|®|l[;, 0<t<T. (10)

Demonstracao: Vamos mostrar que (10) é verificado para t = t,, < T.
Define-se (; = W (tj11) — W (t;), j =1,....,m — 1. Entao

m—1
E: ()G
j=1

Vamos focar-nos no termo E 37" "|®(t;)¢)?. Sabemos que a variavel alea-
toria ®*(t;) f; ¢ F, mensuravel e ¢; ¢ uma varidvel aleatoria independente

E|®.W (t,,)]> = E _EZ D ()¢ 242K Z £:)Ci, ®()C;).

1<j=1
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de .7;,. Entao, tem-se

m—1

E[®(t;)G* = ZE (86 1)17) = Y EEI(G, @ (t) ) 1 #2,])

=1

E((QP"(;).fr, @*(t;) f1)])

3
L

=(tjp1 —t;)

I

3

=(tir1 —15) ) E(Q2 0" () fil*) = (tj01 — tj)[|2(t))|7150-

=1

Usando o mesmo argumento deduzimos que

QEZ £:)Gi, ®(t;)¢;)

l<] 1

3 s [ 06 0()6) )| =0

1<j=1

pois W tem incrementos independentes e média 0.

O

Nota: Reparamos que tal como no caso de dimensao infinita, o integral
estocastico & uma isometria do espaco dos processos elementares equipado
com a normal |||.|||7 para o espago .#ZZ(H) das martingalas com valores em

H.

Relativamente & propriedade de martingala, definindo s =t/ < t, temos

E[/th)(u)dW(u)lﬁs} :/Oscp( VAW (u +E[Z@ gw}
_ /0 " O (u)dW (u),

uma vez que W tem incrementos independentes e média 0.

Para estender a defini¢do de integral estocéastico a processos mais gerais
é conveniente interpretar estes processos como variaveis aleatorias, definidas
no espaco produto Qr = [0, 7| x Q, equipado com a o-algebra Z([0,T]) x F
O produto da medida de Lebesgue em [0, 7] e a medida de probabilidade P

denota-se por Pr.

24



Acontece que a o-dlgebra considerada nao é adequada devido & nao adap-
tabilidade dos processos considerados, portanto nao pode ser utilizada. A
escolha correta ¢ a g-algebra & introduzida na Secgao 2.3.1.. Iremos agora
verificar que a classe dos integrandos sao aplica¢oes mensuraveis de (Qr, Zr)

para (L(()Q)7 %<L(()2)))-

Teorema 1.15 As sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

(i) Se uma aplicagio ® : Qr — L, é L-previsivel, entdo ® também ¢ L?Q)—

previsivel. Em particular, os processos elementares sao L?Q)—prem'sz’veis.

(i7) Se ® é um processo L(()z) -previstvel tal que |||P|||r < oo, entdo existe uma
sucessdo {®,} de processos elementares tal que |||® — ®,|||r — 0 quando
n — oo.

Demonstracao: Sejam {e, }nen, {fnlnen bases ortonormadas de U e H res-
petivamente. Como os operadores

fr®eju= filejuy, uel k,jeN

sao linearmente densos em L(()2) e para Tl € L(()Q) arbitrario,
(fr@e;, Ty, = Ai(Tej, fru-

Pela proposi¢do B do Apéndice, fica demonstrado (7).

Vamos agora considerar (iz). Como o espago L é denso em L((]Q) pela propo-
sicao C do Apéndice existe uma sucessao {®, },en de processos elementares
L-previsiveis em [0, T] tal que:

||Cb(t7w) - (Pn(taw)HHSO i Oa

para (t,w) € Qp. Consequentemente |||® — ®,|||r L 0. Entdo é suficiente
demonstrar que para A € Py arbitrario e para qualquer ¢ > 0 existe uma
soma finita I' de conjuntos disjuntos da forma

(s,t] x FO<s<t<T, FeZe{0} xF, Fe% (11)

tal que

Pr{(A\I') U (T'\A4)} < e. (12)
Para mostrar este facto vamos denotar por ¢~ a familia de todas as somas fi-
nitas de conjuntos da forma (11), com s < t < T E facil verificar que .#” é um
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m-sistema (ver Apéndice). Seja ¢ a familia de todos os conjuntos A € Pr que
podem ser aproximados por elementos de JZ". Temos # C ¥ e as condicoes
da Proposi¢ao D do Apéndice sdo verificadas. Portanto o(#) = Pr =¥9. O

Podemos entao estender a definicao de integral estocastico a todos os pro-

cessos previsiveis com valores em L{, ® em que |||®||7 < oo.

Até agora a construcao do integral estocastico foi feita com base na suposicao
de que o operador @) é de classe traco, s6 assim um (-processo de Wiener
tem valores em U. Contudo, é possivel estender a definicio do integral es-
tocastico ao caso dos processos de Wiener generalizados, onde o operador
de covariancia nao é necessariamente de classe traco. Como anteriormente
iremos denotar Uy = Q?(U) com a norma induzida ||ullo = ||Q~Y2(u)||,
u € Uy, e L((JQ) = L(Q)(U(), H)

Comecamos por introduzir um teorema necessario para fazer a generaliza-
¢ao do integral estocastico a processos mais gerais.

Teorema 1.16 Seja Z uma varidvel aleatoria com valores em U, média 0,
e covaridncia @), e R um operador de Hilbert-Schmidt de Uy para H. Se
{R.} C L?Q) for tal que

lim ||R — R,||gs0 =0,

n—o0
existe uma varidvel aleatoria RZ tal que

lim E||RZ — R, Z||% = 0.
n—oo

RZ € independente da escolha de {R,}

Demonstracao: A demonstracao deste teorema é uma consequéncia direta
da identidade
2 /212
E|SZ’ = HSQ / ||HS(U,H)>

valida para operadores lineares limitados S : U — H. O

Estamos entao em condigoes de generalizar a defini¢ao de integral estocastico.
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Seja W,, a € U, um processo de Wiener generalizado, com covariancia
Q. Pelo Teorema 1.13, existe uma sucessao {f;} de processos de Wiener
independentes e uma base ortonormada {e;} em U tal que

(a,Q"%e;)B;(t), a €U, t>0,

NE

W, (t) =

7j=1

€ a expressao
o0

W(t) =2 Q"%;5(t)

j=1

define um processo de Wiener num espaco de Hilbert U; D Uy (com uma
inclusdo de Hilbert-Schmidt). Se ¢ € L(()Q) entao as varidveis aleatorias

W (t), t > 0, sao definidas por
PW(t) =) Q" e;f;(t).
j=1

Portanto a construcao do integral estocéstico

/ti)(s)dW(s), t>0

pode feita no caso em que o trago de Q nao é finito. Basta ter em consideracao
que as variaveis aleatoérias da forma

Dy, (Wi, W)

j+1

sao definidas duma forma tnica quando @, € L?z)-

De seguida, apresentamos trés teoremas que constituem a base do calculo
estocastico.
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1.5.2 Foérmula de It6

Seja ® um processo estocastico integravel em [0, 7] com valores em L?z), %
um processo previsivel integravel em [0, 7] (no sentido de Bochner), P-quase
por toda a parte ([, || X (¢,w)||P(dw) < oo, t € [0,T]), e X(0) uma variavel
aleatoria Zy-mensuravel com valores em H. Entdo o seguinte processo

X(t)=X(0)+ /Ot o(s)ds + /Ot O(s)dW(s), te€0,T]

estd bem definido. Assumindo que a fun¢do F : [0,7] x H — R e as suas
derivadas parciais Fy, F,, F,, sao uniformemente continuas em conjuntos li-
mitados de [0, 7] x H, temos o seguinte teorema:

Teorema 1.17 (Férmula de It6) Nas condicoes acima mencionadas temos
que, para qualquer t € [0,T],
P(t, X(1) = F(0, X(0)) + /O (F(s, X (5)), D (s)dWV (5))
# [ B X6 + (Rl X))
3T [Furs X)) (25 0010 s

1.5.3 Teorema de Fubini

Seja (F, &) um espago mensuravel e & : (t,w,z) — ¢(t,w, z) uma aplica¢ao
mensurével de (Qr x E, Pr x B(E)) para (L, Z(L{,))). Entao para x € E,
®(.,.,z) é um processo previsivel com valores em L?2). Seja ainda p uma
medida finita e positiva em (F,&). Temos a seguinte versao estocastica do
Teorema de Fubini.

Teorema 1.18 (Teorema de Fubini) Assumindo que se verificam as condi-
coes acima mencionadas e supondo ainda que

/E 1@ (., ) [ |rpa(d) < oo,

tem-se, P-quase toda a parte,

/E{/OT¢(t,x)dW(t)]u(dx):/oT {/Ecb(t,x)u(dx)]dw(t),
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1.5.4 Teorema de Girsanov

Teorema 1.19 (Teorema de Girsanov) Seja W (t) um Q-processo de Wiener
em relagao a filtracio {F;} no espago de probabilidade (), % ,P) e U um
processo estocdstico Fi-mensurdvel com valores em Uy tal que

E(efOTOI}(s)vdW(S»O_%fOTI‘II(S)lgdS) — 1
Entao o processo
t
W@=W®—/W@@t€Mﬂ
0

é um Q-processo de Wiener em relagao a filtracao { %} no espago de proba-

bilidade (Q, F,P), onde
dP(w) = elo (YW ©)o=3 i 1¥@)lds gpy(,).

As demonstracoes destes trés teoremas fundamentais podem ser encontradas
em [6].
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2 Principio de Laplace

2.1 Introducao

Neste capitulo abordamos a teoria dos grandes desvios que se ocupa do es-

tudo assimptotico de determinadas esperancgas.

Consideramos uma sucessao de variaveis aleatorias { X", € N} definidas num

certo espago de probabilidade (Q2,.#,P), tomando valores num espa¢o mé-

trico separavel (2, d).

Em vez de uma sucessao, podemos partir de uma familia de variaveis aleato-

rias {X¢, € > 0}. As duas aproximagcoes estdo relacionadas tomando e = 1.
Comecamos por apresentar um dos conceitos fundamentais nesta teoria

que é a nocao de rate function.

Defini¢ao 2.1 Uma fungio I : & — [0,00| diz-se rate function se para
cada M < oo o conjunto de nivel {z € Z : I(z) < M} for um subconjunto
compacto de Z .

Podemos facilmente verificar que qualquer func¢ao com conjuntos de nivel
compactos é automaticamente semicontinua inferiormente e, portanto, o seu
infimo ¢é atingido em qualquer conjunto nao vazio.

Vamos introduzir o principio dos grandes desvios.

Definicao 2.2 Seja I uma rate function em 2. Dizemos que uma sucessao
de varidveis aleatdrias {X"} satisfaz o principio dos grandes desvios em 2
com a rate function I se forem verificadas as sequintes condigoes:

(i) Limite superior dos grandes desvios. Para cada subconjunto fechado
F de &

1
limsup — log P{X" € F'} < —inf I(x).
n

n—00 zeF

(i) Limite inferior dos grandes desvios. Para cada subconjunto aberto

G de )
liminf —log P{X" € G} > — inf I(z).
n—oo N zeG
Nota: Veremos mais tarde que se uma sucessao de variaveis aleatorias satis-
faz o principio dos grandes desvios com uma rate function I, entao essa rate
function é Gnica.
Podemos exprimir o principio dos grandes desvios formalmente pela expres-
sao
P{X" € dz} < exp[—nl(z)]dz,
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permitindo escrever

E{exp[—nh(X™)|} :/ exp|—nh(x)|P{X" € dx} x/ exp|—n(h(z)+1(x))]dx.
Nem sempre é facil ou possivel analisar os limites considerados no principio
dos grandes desvios, sendo muitas vezes mais simples avaliar o comporta-
mento assimptotico de expressoes da forma

%log E{exp[—nh(X™)]|}, (13)

onde h é qualquer funcdo continua e limitada de 2  para R. O estudo
assimptotico destas esperancas conduz-nos ao principio de Laplace.
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2.2 Formulagao equivalente

Nesta seccao vamos introduzir o principio de Laplace, baseado no estudo
do comportamento assimptotico de expressoes do tipo (13) e provar a sua
equivaléncia com o principio dos grandes desvios.

Definicao 2.3 Seja I uma rate function em 2. Dizemos que uma sucessao
{X"} satisfaz o principio de Laplace em 2~ com uma rate function I, se
para qualquer funcao continua e limitada h : 2 — R,

lim = log E{exp[—nh(X")]} = — xlggg/{h(m) +I(x)}.

n—oo 1

O termo limite superior do principio de Laplace refere-se a validade de
1
limsup — log E{exp[—nh(X")|} < — inf {h(z) + I(z)},
n—oo T zeX
enquanto o termo limite inferior do principio de Laplace é referente a vali-

dade de

lim inf 1 log E{exp[—nh(X™)]} > — inf {h(z) + I(z)}

n—oo M e

para qualquer func¢ao continua e limitada h.

Teorema 2.4 Seja {X"} uma sucessio que satisfaz o principio dos gran-
des desvios em X com uma rate function I. Entdo para todas as funcoes
continuas e limitadas h : 2~ — R,

lim 1 log E{exp[—nh(X™)|} = —infreo {h(z) + I(x)}.

n—oo M

Mazis concretamente, temos as sequintes implicacoes:
(1) O limite superior do principio dos grandes desvios implica que

lim sup % log E{eap[—nh(X™)]} < —infocs {h(z) + [(2)}.

n—o0
(17) O limite inferior do principio dos grandes desvios implica que
1
lim inf — log E{exp[—nh(X")|} > —infreo {h(x) + I(x)}.
n—oo M

Demonstracao: (i) Como h é limitada existe um M € (0,00) tal que —M <
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h(z) < M para qualquer z € Z. Seja N um inteiro positivo e j €
{1,2,..., N} vamos considerar os conjuntos fechados da forma

20 — 1)M

FNJ-:{JJE%Z—M—F N

25 M
< —h < M+ —=— 5.
< —h(x) +N}

Pelo limite superior dos grandes desvios obtemos

1
lim sup-— log E{exp[—nh(X")]}

n—oo

< limsup — log (Z /F exp—nh(X")|P{X" € da:})

n—oo 1
2]M
< — M+ —— — inf {I

< max Sup{—h(x)—f()}+ﬂ

-76{12 7777 N}:EGFNJ N

< 53}3{ — h(z) - I(x)} + %

Tomando N — oo, obtemos o limite superior do principio de Laplace,
1
hmsup—logE{ewp[ nh(X™)]} < sup {—h(m)—[(m)} = — inf {h(z)+I1(x)}.
n—00 zeZ e

Agora vamos demonstrar (i7). Seja  um elemento arbitrario de 2" e € > 0.
Se aplicarmos o limite inferior do principio dos grandes desvios ao conjunto
aberto G = {y € 2" : h(y) < h(z) + €}, obtemos:

1 1
lim inf — log E{exp[—nh(X")]} > liminf - log E{¢(X")exp[—nh(X")]}
n—oo

n—oo

> —h(x) —e+ liminfllog P{X" e G}
n—oo 1

o .

> —h(z) — e~ mf{I(z)}

> —h(z) —I(z) —e.

Como x € Z e € > 0, obtemos o limite inferior do principio de Laplace,

lim mf— log E{exp[—nh(X")]} > —xlélyf/{h(m) + I(x)}.

n—o0

O
O resultado que vamos apresentar de seguida corresponde ao reciproco do
resultado expresso no teorema anterior.
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Teorema 2.5 O principio de Laplace implica o principio dos grandes desvios
com a mesma rate function. Mais precisamente, se I é uma rate function
em Z e o limite

lim ~ log E{eap|—nh(X™)]} = — inf {h(z) + I(z)}

n—o00 M, reX

¢ vdlido para qualquer funcao h continua e limitada, entdo {X™} satisfaz o
principios dos grandes desvios em 2 com a mesma rate function I.

Demonstracao: Seja I uma rate function em 2, vamos assumir que para
todas as fungoes h continuas e limitadas temos

lim 1 log E{exp[-nh(X")]} = — ;él;{h(ﬂ?) +I(x)}.

n—oo 1M

Vamos comecgar por provar que para cada conjunto fechado F, a sucessao
{X™} satisfaz o limite superior do principio dos grandes desvios,

1
limsup — log P{X" € F'} < —inf I(x).

Dado um conjunto fechado F' definimos a fun¢ao nao negativa e semicontinua

inferiormente,
0 sex € F
p(r) =

oo sex e Fe

Seja d(z, F') a distancia de z a F. Para j € N definimos
h;(z) = j(d(z, F) A 1).

Entao h; é uma funcao limitada e continua, e h; converge para ¢ quando
J — oo. Portanto

%log P{X"eF}= %bg E{exp[—np(X™)]} < %log E{exp[—nh;(X")]}.

Logo

1 1
limsup — log P{X" € F} <limsup — log E{exp]—nh;(X")]} = — ing{hj(x)—i-l(x)}
n reZ

n—oo N n—00

Completamos a demonstragao referente ao limite superior do principio dos
grandes desvios mostrando que

lim inf {h;(z) + I(z)} = inf I(z).

j—oooxed reX
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Como hj < ¢ temos

inf {y(e) + 1(2)} < inf {(a) + (@)} < inf 1(2).

zeF
Logo
limsup inf {h;(x) + I(x)} < inf I(x).

j—oo TEXL zeF

Portanto s6 resta verificar que

liminf inf {h;(x) 4+ I(z)} > inf I(x).

j—oo e z€F

Pelo limite de Laplace

lim %log E{exp[—nh(X™)]} = —;gﬁfg{h(m) +I(z)}

n—oo

podemos concluir, definindo h(z) = 0 para x € 2, que o infimo da rate
function em A2~ é zero.

Vamos entao assumir que inf,cp I(z) > 0 (0 caso em que inf,ep I(x) =06
trivial). Supomos também que inf,cp I(2) < co. Como h; =0 em F,

inf {hy(2) + I(@)} = min (inf {hy(2) + I(@)}. inf {hy(a) + 1(2)})
= min (;Ielzfr[@)’ xierllfc{hj(x) + I(z)}).

Portanto s6 precisamos de ver que

liminf inf {h;(z)+ I(x)} > inf I(x).

j—oo xzeFe zeF

Suponhamos, com vista ao absurdo, que

liminf inf {h;(z) + I(z)} < inf I(x).

j—oo xz€EF€ zeF

Entao existe um subsucessdo de j € N e € € (0,1 inf,ep I(x)) tal que, para
qualquer j pertencente & subsucessao,

inf {h;(z) + I(z)} < ;1612 I(x) — 2e.

zeFe

Temos também que para cada j existe z; € I tal que

hi(z;) + I(z;) < inﬁ](a:) — €.
S

Entao d(z;, F) — 0 em j, caso contrario h;(z;) = j(d(z;, F) A1) — oo,
o que contraria o facto de inf,cp I(z) < co. A convergéncia d(z;, F) — 0
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implica que existe uma sucessdo {y;} em F' tal que d(z;,y;) — 0. Usaremos
agora o facto que sup; [(z;) < infyep I(z) —e. Como I tem conjuntos de
nivel compactos, existe uma outra subsucessiao e um ponto z* € {x € 2 :
I(z) < inf,epI(x) — €} tal que d(z;,2*) — 0. O facto que d(z;,y;) — 0
implica que d(y;,2*) — 0. Mas como y; € F para qualquer j € N e F ¢
fechado, * € F e portanto I(x*) > inf,epr I(x). Isto contradiz o facto de
e {r e & :I(x) <inf,epI(x) — €}. Esta contradigdo completa a de-
monstracao.

Vamos agora demonstrar que o principio de Laplace implica que se verifi-
que o limite inferior do principio dos grandes desvios.

Seja G um conjunto aberto. Se inf,cq [(x) = 0o entao o resultado estd de-
monstrado. Vamos entdo assumir que inf,eq I(z) < co. Sejax € Ge M >0
tal que I(x) < M. Entao existe § > 0 tal que B(z,d) ={y € 2 :d(y,z) <
d} € um subconjunto de G. Definimos

hy) M(d(y(s’ ) A 1).

Esta fun¢ao é continua, limitada e satistaz h(x) = 0, h(y) = M para y €
B(x,6)¢ e 0 < h(z) < M para qualquer z € Z". Entao temos que

Efexp[—nh(X™)]}
e"MP{X" € B(x,0)°} + P{X" € B(x,0)} < e ™ 4 P{X" € B(z,0)}

e portanto

1 1
max <liminf—log P{X" € B(z,9)}, —M) > lim —log E{exp[—nh(X™)]}

_ —yiélgfl_{h(y) +1(y)}
> —h(z) — I(x)
= —I(x).

Como M > I(z) e B(z.0) C G, temos que

1 1
liminf —log P{X" € G} > liminf — log P{X" € B(z,9)} > —I(x).
n n—oo M

n—oQ
Logo
1
lim inf — log P{ X" > inf [
Tl e PLXT € G 2 L 1)
ficando assim completa a demonstracao do teorema. O
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2.3 Resultados elementares

Nesta seccao vamos ainda apresentar alguns resultados bem conhecidos mas
que julgamos relevantes para a compreensao do principio dos grandes desvios.

Teorema 2.6 Unicidade da rate function - Seja {X™} uma sucessao de va-
ridveis aleatorias satisfazendo o principio dos grandes desvios em Z com
duas rate functions I e J. Entao I(§) = J(§) para qualquer £ € Z.

Demonstragao: Definimos a funcdo continua e limitada h; como h;(z) =
jld(xz, ) A1) com & € & e j € N. Pelo Teorema 2.4, {X"} satisfaz o
principio de Laplace com as mesmas rate functions. Portanto

lim Tim — log E{eap[—nh; (X™)]} = lim inf {h;(z) + I(z)} = 1(¢)

j—oon—oo N, jooxeZ
[§]
o1 e B
Jlim lim -~ log E{exp[—nh;(X")]} = lim inf {h;(z)+J(z)} = J(£),
logo I(§) = J(¢). O

Teorema 2.7 Principio da contracao - Sejam X e % espacos métricos se-
pardveis, I uma rate function em 2, e f : X — % wma funcao continua.
As sequintes proposi¢oes sao verdadeiras:

(i) Para caday € &
J(y) = inf{I(z) 1 x € f(y)}

€ uma rate function em % .

(i1) Se {X"} satisfaz o principio de Laplace em 2~ com uma rate function I,
entio {f(X™)} satisfaz o principio de Laplace em % com uma rate function

J.

Demonstracao: (i) Seja M < oo definimos os conjuntos de nivel

LiM)y={ye? :Jy) <M}teLi(M)={xe Z:I(zx) < M}
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A definicdo de J implica que L;(M) D f(L;(M)). Por outro lado, como
I é uma rate function, para cada y € f(Z") o infimo na defini¢do de J é
atingido num determinado x pertencente ao conjunto fechado f~!(y). Entao
L;(M) C f(Li(M)), o que implica que L;j(M) = f(L;(M)). Como f é con-
tinua e os conjuntos de nivel de I sao compactos temos que, pela conclusao
anterior, os conjuntos de nivel de J sao compactos. Como .J é nao negativa,
temos que J é uma rate function em %,

(17) Para qualquer func¢ao continua e limitada h : % — R, a composi¢ao
h o f & uma funcao continua e limitada de 2" para R portanto,

n—00 reZ yeX

Como na demonstragao da proposi¢ao (7) ja tinhamos concluido que J é uma
rate function, a demonstracdo de (ii) esta concluida. UJ
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2.4 Entropia relativa e representacao variacional do pro-
cesso de Wiener

A entropia relativa vai ter um papel importante na definicao da rate function.
Seja (V, A) um espago mensuravel. Definimos por Z(V) o conjunto das
medidas de probabilidade em (V,A). Para P € Z(V) a entropia relativa
R(.||P) é uma correspondéncia de & (V') para RU {—o00, 400} definido por

ralr) = [ (1052 )

no caso de Q € Z(V) ser absolutamente continua em relacdo a P, caso
contrario R(Q||P) =

Para t € R definimos t~ = —(t A 0). Como s(logs)™ é limitado para s €
[0, 0], quando @ € Z(V) é absolutamente continua em relacdo a P temos

40 dQ [ dQ
1 d log 22} 4P < .
/V<OgdP) @= /dP(O dP) <0

Segue entao que fv (log 3—%) d@ estd bem definido e que

raliP) = [ G2 (1052 )ar
0J

Vamos agora inserir um lema necessario para estabelecer uma formulagao
variacional para o processo de Wiener.

Lema 2.8 Seja (V, A) um espaco mensurdvel e P, Q) medidas de probabili-
dade sobre V.. Entao R(Q||P) >0 e R(Q||P) =0 se e sé se Q = P.

Demonstracao: Para provar a nao negatividade temos apenas de conside-
rar o caso em que R(Q||P) < oo. Como slogs > s — 1, existindo igualdade
apenas quando s = 1 temos

R(Q||P) = /jfﬁ( jfﬁ)dp /V(j_g_l)dp:o

quando d@/dP = 1, quase por toda a parte, ou seja, quando @ = P. O
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Teorema 2.9 Seja (V, A) um espa¢o mensurdvel, k : V — R uma funcao
mensurdvel limitada e P uma medida de probabilidade em V. Verificam-se
as sequintes proposicoes:

(1) Tem-se a representa¢do variacional

~log /V etdp — infv){R(Q||P)+ /V de}. (14)

Qe(

(17) Seja Qo uma medida de probabilidade em V' absolutamente continua em
relacao a P e satisfazendo

dQq L 1
—o (@) =M
P [, e *dP

entao o infimo na equagao (11) é inico e € atingido em Q.

Demonstracao: Para a parte (i) é suficiente mostrar que

—1og/ve—kdp _ inf{R(QHP) +/de@ Qe 2(V), RQ||P) < oo}.

Se R(Q||P) < oo, entao @ ¢ absolutamente continua em relacao a P, como P
é absolutamente continua em relacao a )y, entao () também é absolutamente
continua em relacao a ()y. Logo

R(@!\P)+/dec2

:/‘/<log%>dQ+/‘/de
:/‘/<log%)dQ+A(log%>dQ+/‘/de

R(Q||Qo) — log/ e kdP.

Vv

Como R(Q||Qo) > 0 e R(Q]|Qo) = 0 se e 86 se @ = @y, completamos, nao
s6 a demonstracao de (i), mas de (ii), pois 0 minimo da representacao vari-
acional é a atingido em Q). O
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Terminamos esta sec¢do com um resultado obtido em [1], relativo & repre-
sentacao variacional de um processo de Wiener cilindrico. Aqui, W designa
o espaco de Wiener definido por W; e A representa o conjuntos dos processos
estocésticos com valores no espaco de Cameron-Martin associado.

Lema 2.10 Seja F' uma funcao mensurdvel limitada definida em W com
valores reais, entdao temos que

1
_ —F(W)y _ Loz
log E(e ) }1LI€1£E(F(W +h)+2\|h||H>.
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3 Existéncia e unicidade de Fluxo Estocastico

Neste capitulo vamos definir fluxos estocésticos para equacoes diferenciais
estocésticas com drift e coeficiente de difusao irregulares em que o movi-
mento Browniano considerado é um movimento Browniano cilindrico sobre
um espago de Hilbert adequado. Em [2] é provada a existéncia de fluxo fraco
(no sentido estocéstico) para uma equagao diferencial estocéstica deste tipo,
onde o drift ¢ solucao da equacao de Navier-Stokes. Neste trabalho estabe-
leceremos um teorema geral de existéncia e unicidade de solu¢ao forte (no
sentido estocastico). A nocao de fluxo que vamos apresentar corresponde a
uma generaliza¢ao estocastica da nogao de fluxo (ver [18| ), definido quase
seguramente relativamente & medida de Lebesgue, introduzida por DiPerna
Lions [7], no contexto deterministico, para campos de velocidade em espagos
de Sobolev. O método utilizado em |7] consiste na utilizacdo da equagio
do transporte para provar a existéncia e unicidade do fluxo. Os mesmos
resultados foram obtidos em [5] utilizando uma aproximagdo estritamente
Lagrangeana, em vez da equacao do transporte. Em [18] é adotado este mé-
todo Lagrangeano para provar a existéncia e unicidade de fluxo estocastico
para equacoes diferenciais estocésticas definidas através de um Browniano
em dimensao finita e coeficientes irregulares independentes do tempo. Neste
trabalho seguimos métodos anélogos aos considerados em |[5], [18].

3.1 Formulacao do problema

Sejam Wt’“, Wt'”, ki,ky € Z, movimentos Brownianos independentes com
valores em R, definidos sobre um espago de probabilidade (§2,.%#, P). Consi-
deramos o processo estocastico W; definido da seguinte forma

We= Y Wle + Whey = (.. W W2, )

kez2/{(0,0)} posicao k

onde ex, = (...,0,0, 1,0 ,0,0,...)eex = (...,0,0, 0,1 ,0,0,...) for-
~~ ~—~
posicdo k posicao k

mam uma base ortonormada de (2.

Este processo estocéastico corresponde a um processo de Wiener cilindrico
sobre o espaco de Hilbert 2. O operador de covariancia ) é o operador iden-
tidade em [?. Uma vez que o operador identidade nao é um operador traco,
pelo Teorema 1.13 sabemos que W; toma valores num espaco de Hilbert maior
que [2, mais precisamente W, pode ser considerado como Q-processo de Wi-
ener num espaco de Hilbert (2, tal que [2 D [? e a operacao de inclusdo de [?
em [? seja um operador de Hilbert-Schmidt.
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Vamos definir .%;, , t < T, como a o-algebra gerada por {W, s < t}.

Nota: Daqui em diante a esperanca E € tomada em relacao a medida de
probabilidade P.

Consideremos a seguinte equacao diferencial estocastica
dXt = U(Xt,t)dt + O'(Xt)th, XO =T, TE Tz (15)

onde T? corresponde ao toro bidimensional, o drift u € L? ((0,T); H'(T?)) e
o coeficiente de difusao o esta definido formalmente da seguinte forma:

[, Ap(x), Bi(x), ...
o) = ( A2(z), B(x). ) (16)

onde Aj(r) = BEEED A3 (p) = —MeErd) Bl(p) = LEnEd BY(r) =
—Bsne D com k = (ki k) € Z2/{(0,0)} e B> 3

Vamos verificar que para cada z € T?, o(z) estd bem definido como um
operador de Hilbert-Schmidt de 12 em R2.

Introduzimos algumas notagoes. Dado h € [? representaremos por (o (x), h)
o campo vetorial em R? correspondente a imagem de h por o(z). Uma vez
que o(z) pode formalmente ser identificada com a matriz (16), indicamos por
o;.(x) a linha i e por ¢. j() a coluna j. Assim, podemos escrever

(o(2), h) = ((01,(2), )iz, {02, (7), ) 12)

onde (-, -);2 denota o produto interno usual em /2. No caso em que u, z siao
dois vetores em R?, (u, z) representa o produto interno usual em R2.

Lema 3.1 Seja o(x) definido em (16), entdao tem-se:
(i) o : T? — Loy (1% R?),

(i1) divo.; = 0;0.
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Demonstracao

HO—('T)H%IS = Z ’Allcelﬂ’Q + |Azek1’2 + ‘Bliekzp + ‘Bl%elm’?
kez?/{(0,0)}

1 .
— Z RE (k2 cos(k.x))? + (ko sin(k.z))?)
kez?/{(0,0)}

1 2 . 2
+ W((kl cos(k.z))? + (ki sin(k.x))?)

1 1
S D pmHr) <2> s

kez2/{(0,0)} k40

que converge pois 5 > 3.

A demonstrac¢do da proposigao (i7) sai do directamente do facto que, para
qualquer k € Z*/{(0,0)}

01AL () + D, A2(x) = B, (—’” C|Olf|(/f'x>> — 0, (—kl COS(k"”) —0

O B(1) + 0, Br(x) = 0, (bTZ—f:x)) — Oy (lﬁsm—(“)> =0.

Pelo Lema 3.1 () verificamos que tomando espacgos de Hilbert adequados, o
coeficiente de difusdo da equagao (15) pode ser considerado como um opera-
dor de Hilbert-Schmidt. Assim, o integral estocastico que aparece na equagao
(15) esta bem definido. Estamos perante uma equagao diferencial estocastica
em R?, definida por um movimento Browniano em dimensao infinita e drift

em L*((0,T); H*(T?)).

Vamos agora introduzir alguns lemas preliminares que utilizaremos mais
adiante.

Lema 3.2 Seja 8>3 e x € T?. Definindo

[IVo@)lll = > |V(o(@)ew) +[V(o(@)ew)I,

kez?/{(0,0)}

temos |||Vao(z)||| < C.
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Demonstracao:

2

(ot = | (3440 240)

= |01 45 ()" + 102 AL ()]” + |01 AR (2)* + |02 AR ().

Analogamente temos que

[V (o(@)er,)[* = |01 By(2)* + 02 By (2)* + 01 B () |* + |0: By ().

Logo
INe@lll = S [9(o(0)en) + [V (o(x)er)
k‘GZz/{(0,0)}
= Y AR+ AP + (DA @) + (0,42 ()
kGZQ/{(O,O)}
L IOBL)P + 0Bl + [ B2 (@) + 8B () .
Como
@%@W+@%@W=E%«%+@@mﬂm»
k2
= i

e analogamente

k’2
A @I + A D < Fims,

/{32
|01By(2)* + |02 By () |* < Wﬁ’

k2
OB (@) + 10 B0 < [

temos que

Vo)l < >

kez?/{(0,0)}

1
=2 > |k|26-4°
)}

keZ2/{(0,0

i (2k7 + 2ks)
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Que ¢ uma série convergente

g

Vamos agora observar que para a equacao (15) com o coeficiente de difusao
(16) o integral de Ito coincide com o integral de Stratonovich (cf. [2]).

Lema 3.3 A equacdo (15)

dX}H\  (ui(Xy(x))dt
(i2) - <uz<xt< i)
D ke 0.0y o (AR(Xe(@))dWi (1) + BL(Xi(2))dWE(1))
= D kez2/{(0.0)} # (AR (X (2)dW, () + BR(Xy(2)dWE(t))

pode ser escrita como

dXH\  (uf(Xy(x))dt
(ixh) = i)
N D rezz 00y W (AR (Xe(@)) 0 dW() + Bil(X(2)) 0 dWE (L))
— D kez2/{0.0)} Th ﬁ (A7 (Xy(2)) 0 AW (t) + BY(Xi(x)) o dWR(1)),

ou seja, a contracao de Ité € zero.

demonstracao: Temos

> I |B(A1(Xt( x)) o AWy (t) + By(Xy(x)) o dWE(1))

kez?/{(0,0)}

— Z |
keZ2/{(0,0)}
Py AR (ALCX )b + AR )B4 Xl

keZ2/{(0,0)}
+ % >
kez2/{(0,0)}
e, Vk € Z*/{(0,0)}, verifica-se que
Ap(2)01 (Ag(@)) + Ap(2)02 (Ag(2)) + Byy(x)01 (By(x)) + Bji ()02 (B (x))
_ kikjcos(k.x)sen(k.v) | Kkikgcos(k.x)sen(k.x)

‘ .

(AR (Xe(2))dWi (1) + Bi(Xo(2))dWil (1))

®

K|

‘ .

OO (B0t + B (0)0:(BL X, (o))

»

|kl

|K[? [k[?
kikjcos(k.w)sen(k.x)  kikscos(k.x)sen(k.x) 0
|2 |2 o
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Portanto, obtemos

3 #(A}C(Xt(x)) o dW(t) + Bi(Xi(x)) 0 dWE(1))
ke72/1(0,0))

- % )}#(Aaxt(x))dw;(t)+B;<Xt<x>>dw,3<t>).
kez?/{(0,0
Analogamente, também obtemos
k % )}#(Ai(xtw)odw,i<t>+B,§<Xt<x>>odWﬁ(t))
€72 0,0
- /Z{( )}#(Ai(xxx))dvv;(t)+B£<Xt<x>>dw,3<t>)-
keZ2/{(0,0
]

Definic¢do 3.4 Seja X;(w,x) um processo estocdstico definido em R, x QxT?
com valores em T? . Diz-se que X é um fluzo estocdstico da equagdo (15)
quase por toda a parte se:

(A) Para x € T2, t — X;(z) é um processo estocdstico adaptado a filtra-
cao F; continuo quase por toda parte tal que, VT > 0,

/OT u(X(2), s)|ds + /OT o (Xa(2))? < oo,

e Xi(x) € solugdo da equagao

Xi(x) =2+ /Otu(XS(a:Ls)ds + /Ota(Xs(a:))dWS, vt > 0.

(B) Para qualquer T' > 0 eziste Kr,, > 0 tal que para qualquer ¢ € LT,
onde LT € o espaco de todas as funcoes Borel-mensurdveis nao negativas,
temos
sup IE/ @(Xt(x))dx < KTJ,,J/ o(x)dx.

T2

t€[0,T] T2

Veremos mais tarde que para a equacao diferencial estocastica (15) tem-se
Kryo, =1

Estamos entao em condigoes de introduzir dois lemas que funcionaram como
a base para a demonstracao da existéncia e unicidade.
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Lema 3.5 Sejam X,(z) e X,(x) dois fluzos estocdsticos quase por toda a
parte definidos por (u, o) e (u,d), respetivamente. onde u,t € LQ([O, T}, Hl("ﬂ"z)),
0,6 : T> = L)(I*,R?), e Kryo = Kras = 1. Entao, V6 > 0 3C4, Cy tal

que
su X, (1) — X,(z)]?
E/ log( Prcio.r] | t(g(z) t(2)] —|—1)dm
'JTQ

4 T 2
<< ) =it +{ [ [ o) = ot
0o Jr2
1 /7 o
+ < o —&ll%s | +C2,
5 0 TQ

onde C7 nao depende de u,l,0,0 e
T T 1 T

=Ca [ [ Wiwi+cal [ [ wa@i} vca [* [ nvs@l
o Jr2 0 JT2 0 JT2

Nota: As desigualdades D1 e D2 utilizadas na préoxima demonstracao encontram-
se no Apéndice.

Demonstragio: Seja Zy(x) = X(x) — X,(x), pela formula de Tto temos

ZQ
log(’5t2| +1> =

! (Zs,u(Xs, s) — A<XS7S)> "{Z,, (U(Xs) - A(X ))dWs>
2/ |Z]2+52 d5+2/ |Z|2+52

[lo(X Xo)llizs / (o X)) Z|?
ds — 2 d
/ |Z|2+c52 |Z |2+52 i

= L(t) + Io(t) + I3(t) + Lu(1).

Para I;(t) temos,

" Zs,u(Xs, s) —Q(Xs,s))
[1(t):2/0 Z.2 10 ds
" Zg,u(Xs, 8) — (X, 5)) " Z, 0( Xy, s) —a(X,, s))
— 2 ) Sy S d 2 Sy Sy S d
/ Z]+ 5 o / Z]+ 5 ’
| Z|[u(X, 5) — a(X, 5)| |Z |i(Xs, s) — (X, s)|
< ds + 2 ds.
= / VAERE * Z.P 407 s
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=l 1 || ;
Como Fps <3 e pEeE S \/|$|2 Verlﬁcamos que

Xs; — U Xsa
/ ‘u XS,S XS,S |d8+2/ |U S) U( S)|d8 = Ill(t) +112(t).

/|ZS|2 +52

Seja f*(T') = supeo 7 | f(t)]. Considerando Iy;(t), deduzimos que

T 1 T
/u )| < IE/ (X, )—a(Xt,t)|dt:5/ E [ [u(X,,t) — (X, t)|dt
0 T2

[ [ -

Usando as desigualdades D1 e D2, verificamos que

IE/ / /T (X, 1) — a(Xy, >|dt
T2 |Zt|2 +52

Loum [ [ (Onvalenn + Dval o)

T
<Gy [ B [ MalVal (Xt + [ [MalV (i)

T Do T
<20y [ [ Vil < e [ [ [watnol.

0 T2 0 T2
Para I5(t) temos que pela desigualdade de Burkholder-Davis-Gundy

(E(M;) < CE ([M);) )
/t (Zs, (0(X) = 6(X,))dWs)

B i [ 2P+ e
cof o [ et

Z 2o (X)) — 6(X)|%s }5
< C2 dat s .
{/ / (Z.2 + 022

N|—=

20



Raciocinando como para I; temos

1Z20(X2) — 6(X)|%s }
[* < Cre dt
5 [ 1) {/ / 1Zp <o)
_ Cr 2
T { / / o () —aXt>||Hsdt}
']1‘2
Tz |Z,5|2 +52
_Cp 2
E [ Iy(T) 4 COpdE In(T) .
6 T2 T2

Tal como no caso anterior temos para I (T) que

li [ ) <[] ot - sk}

Para I5(T), usando as desigualdades D1 e D2, obtemos

M

1
D1

oTQ{E [ 122<T>} 2 c;Q{E / ' [, allwsline + [Mmemm)}Q
gcgg{/OTE/W[MRnW&HH(Xt)+/ [z\4ﬂ|||w|||1<fm}é

l

<o f [ [ aiiwetio}) Zesf [ [ 1ot |||}

Vamos agora examinar [5(t).

—— ”U(Xt)_U(Xt)HHS
]E/TQ]?)(T) ]E/ 5 YA dt

< 52 / / lo(X,) — Xt)IIHSdt+E/ HU(Xt)—U(Xt)HHsdt

o Jr2 | Z4]? +

Entao, tal como na estimativa de I5(t) temos:

e[ s —52//”0 ||Hs+023/ | Iva@Il

Uma vez que I4(T") é negativo pode ser desprezado.
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Juntando todas as estimativas obtidas, verificamos que

S X, (x) — X,(z)]?
IE/ log( WPy, | t(;’) +()] N 1)
- 5

< 1/ ) lu(z,t) — a(z,t)] —0—021/ |VU<5’7 t)]

Ll ot - ||HS} +022{/ [ iivta m}
+§/O AQ||g(x)—&(x)||§S+023//|||V6(rc)lll
o] ,u@t)_umu{//ua HHS}é
w3 [l ol ) +

onde C} = max{C7p2,1} e
T

Cr=Cn | |Vu<xt|+om{//|||w |||} +023//||\w Ml
0

Lema 3.6 Seja ¢(w, ) = sup,eoq | Xie(w, x) — Xi(w, z)2. Se existir M > 0

tal que
/ log (¢(°;;x) n 1) dz < M.
TQ

Entao, existe R > 0 tal que

4R2 2 M?2 2
d(w,z)de < — 4+ 0%(e™ —1)|T7|.
- M

Demonstracao: Seja f(w,x) = log (w + 1) o
Aw) = {z €T : f(w,2) > M?)}

temos que:

dw,z)dr = | d(w,z)Lawydr+ [ o(w, )L sw)edr = L (w) + Ir(w)

T2 T2 T2

02



Se f(w,z) < M? entdo ¢(w,z) < 6*(eM* —1), logo
Lw) < / 82 (M — 1)1 ggedr < 6*(M —1)|T?
T2

Para I;(w), como X; : T?> — T? entao existe R > 0 tal que |X;|] < R
vt € [0, 7] logo,
L(w) < 4R? / 1 () d.
T2
Pela desigualdade de Chebyshev obtem-se

4R2 4R? d(w, ) 4R?
I(w) / fwmdm<v T210 ( 52 —I—l)dxgﬂ.

Lema 3.7 Seja u € L2([0,T]; H'(T?)) tal que divu = 0, e o definido em
(16). Entao eziste u,(z,t) € L*([0,T]; C*°(T?)), o,(x) € C®(T?) tal que:

¢
lim |up, —ul =0 hm / o, — o> =0 (17)
T2 T2

sup(/ \Vun|d:c+/ H|Van]|\da:> < 00. (18)
n T2 T2

Demonstracdo: E uma consequéncia direta do Lema 3.1 definindo, o, =
O{|k|<n} € un(xat) = u(m,t) * Qn(x) onde Qn(m) = ndQ(na:) e o c CSO(T2)7
o<1, [o=1

U

Lema 3.8 Sejam 0, = 0(jkj<n} € Un(x,t) = u(x,t) % 0,(x) definidos no lema
anterior. Entao, divu, =0 e divo,.; = 0.

Demonstragao: A condig¢ao divo,.; = 0 é consequéncia da defini¢ao de o,
do Lema 3.1 (¢4). Vamos verificar que divu, = 0. Por hipotese divu = 0,
entao

divu, = div (u* g,)(z) = /?r2 div (u(z — y, 1)) 0n(y)dy = 0.
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3.2 Existéncia e unicidade

Teorema 3.9 Sejam u € L*([0,T]; H'(T?)) tal que divu =0, ¢ o definido
em (16). Entao existe um fluzo estocdstico X, definido quase sequramente
nas vardveis w e x que € solucao da equacao

dXt = U(Xt, t)dt + O'(Xt)dVVt, XO =T (19)

no sentido da Definicao 3.4, cuja constante
Krpo = 1.

Demonstracao: A demonstracao esta dividida em trés partes.

Parte 1. FEzxisténcia. Sejam uy(x,t) e 0,(x) definidos como no Lema 3.7 e
seja X, tal que,

an,t = un<Xn,t7 t)dt + O'n(th)th, Xmg = X.

Vamos assumir que para qualquer funcao ¢ mensuravel e nao negativas se
tem

sup ]E/W@(Xn,t(x))da: §/ o(x)dx. (20)

t€[0,T] T2

Este resultado serd demonstrado posteriormente.
Vamos demonstrar que, para g € [1,2],

lim E/ sup | X, — Xone|%dx = 0. (21)
T

n,m—oo 2 te[07T]

Como para t € [0,T], X,,, : T> — T?, existe R > 0 tal que E|X, 7|* < R.
E entao suficiente provar a seguinte convergéncia em probabilidade, Vn > 0

lim P{w ; / D, 1 (w, x)dr > 77} =0, (22)
T2

n,Mm—00

onde @, ,,(w, ) = sup,c(o 7y [ Xnt(W, ¥) = Xy (w, z) %

Enm(w) = /'JI‘2 log (—(Dn’m;;d’ ?) + 1) dx

e aplicando o Lema 3.5 com

T T 1
5:5n,m:/ / |Un_um|+{/ / ’Un_o-m|2} )
0 T2 0 T2

o4
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obtemos

o, T T 1
B <5 ( [ [ w-wl{ [ [ ook}
n,m 0 T2 0 T2

Ol T 2
|O'n—0'm| +CQ S201+02 SCg,
0 T2

On m
onde ('3 é uma constante independente de n, m.
Portanto, pelo Lema de Chebyshev, existe M; > 0 tal que VM > M; tal que,

P(€um > M) <e

+

para quaisquer n, m € N.
Seja R a constante considerada no Lema 3.6. Podemos escolher M >
2 .
My vV % e n, m suficientemente grandes tal que

0 3
Onm < (2(€M2 — 1)]T2|) '

Assim, pelo Lema 3.6 deduzimos que

Q%m = {w : / D, mdr > 1; Enm < M} =0.
TZ

Observando que para quaisquer mensuraveis A e B se verifica P(A) < P(AN
B) + P(B¢), obtemos

P{w : / D, (w, x)dr > n} < P(Qf\{[m) + P(&m > M) <e.
’[[‘2

Portanto (22) verifica-se. Designamos por X;(w,z) € L*(2 x T% C[0,T]) o
processo limite. Em particular, existe uma subsucessao X, tal que quase
seguramente para todo (w,z) € Q x T?

lim sup ‘Xnk,t(w,x) — Xt(w,x)’ = 0.
N0 ¢0,T]
Parte 2. Solugdo da equag¢ao. Vamos agora ver que X;(w, z) satisfaz a equa-

¢ao (19). Para efeitos de notagdo vamos considerar o indice da subsucessao
Ny COMO 1N.

¢
E/ / |u(Xs, 8) — up (X5, 5)|ds
T2 Jo
t ¢
SE/ / |u(XS,S)—u(Xn,S,s)|ds+]E/ / [u(Xns, $) — un(Xns, s)|ds
T2 Jo T2 Jo

:E/Tzll(t)—l—E/TQIz(t)
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Pela desigualdade de Burkholder-Davis-Gundy temos também que

E / < / E sup
T2 T2  t€[0,T)

<omy{ [ & [ e - an<Xn,s>||zsds}é

T T 1
<+cm)f [ B [ 000 - ouliistr+ [ B [ 100 - 00X st |

:C”('IFQ){IE/TQ I;;(T)+IE/T2 [4(T)}

Para I;(t) vamos definir F'(x,t) = u(z,t). Pelo Teorema de Lusin, dado
€ > 0 existe um conjunto compacto K, C T? x [0,7] com m(K,) > 1 — %,
onde m é a medida produto em T? x [0, T], tal que a restrigao de F' a K, é
uniformemente continua. Entao temos que

/(; ‘(U(XS) - an(Xn,S)) ‘dWs

/0 (0(X0) — 0u(X)) |V,

M

T
E/2 I(t) < E/z/ w(Xe, t) — w( X, ) |[{ 1k (Xe, 8) 1 (X7, 1)
T T2 JO
+ 1g, (X, t) ke (X7 1) + 1ge (X, 8) 1, (X7 1)
+ lgke (Xt,t)lKg (th7t)}dt = I+ Lo+ L1z + L4

Para I;;, usando a continuidade uniforme de F' em K., podemos verificar que

T
]E// [w(Xe, t) — w( Xy, )1k, (Xe, t) 1k, (X7, 8)dt — 0, n — oo.
T2 JOo

Vamos agora considerar [15. Pela desigualdade de Cauchy-Schwartz temos

T
[12 = E/2/ IU(Xt,t) — ’U/(Xn,t,t)’l](é (Xt,t) 1K§ (th,t)dt
T JO

T 3 T 3
< {E/ / lu( Xy, t) —u(Xnvt,t)|2dt} {E/ / 1k, (Xt,t)lKg(Xf,t)dt}
T2 JO T2 JO
T 3 T 3 ¢
g{E// |u(Xt,t)—u(Xm,t>,zdt} {E// 1Kc(Xt”,t)dt} <ct
12 Jo ’ Jo ° 3

Analogamente ao caso de 13 temos que I;3 < C% e I1y < C5. Logo, pela
arbitrariedade de ¢ obtemos

E/ Li(t) = 0, n— oo.
T2
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Para I5(t), temos

t
E/ I(t) :/ E/ |u( X5, 8) — un(Xps, 5)|ds
T2 0o Jr2
T
/ / |u(z,t) — up(z,t)|dt — 0, n — oo,
o Jr2

IN

pelo lema 3.7.

Finalmente para I4(T") temos

T
E / 1(T) = E / / 10(Xns) — 0u(Xn) |Pysclt
T2 T2 Jo

T
N E/ / Z ’Aliek1|2 + ’Aze/ﬂ’Q + ‘Bl}:e/@’Q + ‘Bl%@@’?dt'
o JT? keZ?: |k|>n
Como pelo lema 3.1 ||o(z)||%4¢ < C, e por defini¢ao ||o, (2)||%¢ < |lo(2)||%g
temos que
T
E/ / Z ’Allcelﬂ’Q + |Az€k1’2 + ‘Bliekzp + ‘BlzekQPdt — 0> n — 0.
0 Jr2

keZ?: |k|>n

A demonstracao de que E[fT2 [3(t)} — 0, n — oo é semelhante ao estudo
de E[f']l? [1(t):| .

Colecionando todas estas estimativas, fica demonstrada a existéncia de
solugao da equagao diferencial (19).

Parte 3. Unicidade. Demonstragio:(Unicidade) Sejam X,(x) e X,(z) dois
fluxos estocasticos quase por toda a parte de (19). Raciocinando como na
demonstracao da existéncia deduzimos a seguinte expressao:

X, — X,
E/?TQlog<MTA+l>dx§C.

Como C é independente de 0, tomando 6 — 0, obtemos
|AX'1JL - Xt|2 - O

Portanto provamos a unicidade. O
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Seja ¢ uma funcao mensuravel nao negativa. Vamos demonstrar a pro-
priedade

sup IE/T2 o(Xp(z,t))dx :/ o(x)dx (23)

te[0,T] T2

que assumimos como verdadeira durante a demonstragao.
Definimos

t t
pi(x) == exp{/ div un(Xs(x), s)ds +/ div oy, (ans(x))de} (24)
0 0
onde div o' := 9;0". Temos o seguinte resultado:

Lema 3.10 Seja p'(x) definido como (24), entao

det (VX (z,t)) = p}(z) (25)
det (VX (z,t)) = 1. (26)

Demonstracao: Para efeitos de notacao iremos ignorar os indices n nesta
demonstragao.

Pelo Lema 3.3 temos equivaléncia entre o integral de Itd e o integral de Stra-
tonovich, entdo podemos escrever a equacdo (19) na forma de Stratonovich:

dX = u(X,t)dt + o(X) o dW;, Xy = .
Seja W} a aproximacao linearizada de W, temos a seguinte equagio diferen-

cial ordinéria

dX; = u(Xy, t)dt + o (X)) W/dt.

Pela proposicao G do Apéndice temos

det (VXi(, ) — e:vp{ /0 Cdivu(Xi(z, 5), s)ds + /0 Cdivo(Xi(o. s>)wgds},

portanto pelo teorema do limite, demonstrado em H. Kunita [10], temos que

det (VX (2, 1)) = exp{ /Ot divu(X (2, s), s)ds + /Ot divo (X (z,s)) o dWs}

fica entao demonstrado (25) reescrevendo o integral de Stratonovich como
um integral de Ito.
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Vamos agora definir
Vi@ == [u@nars [Cov @)

onde Wt := W,_, — W,. Entdo Y/}, := X} e tal como no caso anterior

t t

det (VX; ") = det (VX(itl) = exp{ / —div u(X;tl, S)d8+/ div O’(X;tl)Ws}.
0 0

Portanto pelo Lema 3.8 obtemos que

det (VX; ') = 1.

O lema anterior permite-nos concluir que

sup IE/T2 (X, (z,t))dx :/ o(z)d. (27)

t€[0,T T2
Vamos agora provar que no limite ainda é verificada a mesma condic¢ao.

Lema 3.11 Seja X; a solugdo da equagao diferencial estocdstica (19) e ¢ €
C(T?), entdo temos que

sup IE/T2 o(X(z,t))dr = /T2 o(x)d. (28)

te[0,T

demonstracao: Pela equacao temos que

lim sup E /T X, 1))z = / o). (29)

=00 +¢[0,T] T2

Entao, como X, (z,t) — X(x,t) quase seguramente, | X, (z,t)| < R, para
R > 0 independente de n e ¢ é uniformemente continua, pelo teorema da
convergéncia dominada de Lebesgue temos que

lim @(Xn(x,t))dx:/ o(X(z,t))d. (30)

n—0o0 T2 T2

O
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4 Principio de grandes desvios

Neste capitulo estamos interessados em estabelecer um principio dos grandes
desvios para a familia de varidveis aleatorias {X¢, e > 0} definidas como
solugoes das equacoes diferenciais estocasticas

dX;(x) = v (X[ (2),1) dt + Veo (X[ (z))dW, (31)
onde o drift uf(x,t) : T?x[0,T] — R? é solugao da equagao de Navier-Stokes

O+ (u.V)u = eAus + Vp
Vau =0 (32)

ut(x,0) = up(z), uo € H(T?).

Vamos usar a técnica desenvolvida em [8], a qual esta baseada na representa-
¢ao variacionais de certos funcionais do processo X¢, na convergéncia em lei
do processo X¢, e ainda na equivaléncia entre o principio dos grandes desvios
e o principio de Laplace.

O pricipio dos grandes desvios que vamos provar indica que a medida
que € — 0, o fluxo de Navier-Stokes vai-se concentrando a uma velocidade
exponencial em torno do fluxo de Euler X, definido pela equacao diferencial
ordinaria

dXi(z) = u(Xy(z), 1), (33)

onde o campo das velocidades u é solugao da equacao de Euler

% + (u.V)u=Vp
Vu=0 (34)
u(z,0) = up(z), ug € H(T?).

Comecamos por investigar o comportamento assimptotico do drift da equagao
(31) quando a viscosidade tende para zero.

Lema 4.1 Seja u(z,t) solugdo da equacao de Navier-Stokes (32). Entao
u(z,t) € L*((0,T); HY(T?))NC ([0,T]; L*(T?)) e

][ Loo 0,1y (12)) < Oy |0l || Loo (0,111 (12)) < C (35)

onde C' € uma constante independente de €.

Demonstracao: Seja u¢ a solucao da equacao de Navier stokes (32). Re-
cordamos que rotacional de u® estd definido por w® = Oyu§ — Ous. Vamos
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aplicar o operador curl & equagao (32) e deduzir a equagio para o rotacional

we.

Oyw® + 01 (ui01us + u509us) — Oz (uj01us + us0aus)
= ¢(01(07us + D3uy) — Do(OFus + D3us))
< O + 01 (u§O1us + usdausy) — Da(ujdrusy + us0aus)
= eAw". (36)
Como V.u = 0 temos
01 (uj Oy usg + u509us) — Oa(uOrus + usdhug)
= QiSO us + uSO?us + yus0aus + us; Opus
— (Ou{ Oy u + uS 01 0ou + Daus0au + usdius)
= u . Vw® + 01uio us + O1us0rus — Ouioiu] — Oaus0aus
= u . Vw + 0ui(01us — Oouf) + daus(Oruy — daug)
= u".Vw* 4+ V.u(01ug — dhui) = ut.Vur,

Entao w* verifica a seguinte equacao com derivadas parciais
dw® + u.Vuw® = eAw".

Multiplicando ambos os membros da equacao por w*(t) e integrando sobre
T? obtemos

/weatw5+/ uewEVweze/ wAw*
’]T2

T2 T2
1d, .., 1 ,
— sl|wlli:+ 5 [ Vau(w) =- Vuw*
il g [ Varw)? == [ vur
= @) < ol = C
onde w§ = (E)luQ — 82u1) (0). Entao

sup [[w(t)|[72 < C.
t€[0,T]

Como V.u¢ = 0 sabemos que existe uma fungao he(t¢, ) tal que u¢ = (—dqh<, 01h).
Entao
Ah® = w". (37)

Pela teoria classica das equagoes elipticas se w € L?(T?) tem-se h € H?(T?)
e
||h5| |H2(']I‘2) S O/| |’LUE‘ |L2('H‘2) S C,
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o que implica que
|u [ (n2y < [|]|a2(r2) < C.

Portanto, a primeira expressao de (35) verifica-se.
Para deduzir a segunda estimativa de (35) tomamos a derivada no tempo
em ambos os membros da equagio (37) obtendo

AOhe(t) = Oyw(t). (38)
Entao, temos a estimativa
Hathe(t)HL2(T2) < CHGE(t)HH—Q(TQ) q.s. t € (O,T), (39)

onde G¢ = div(—u w)+e Aw*. Pelas estimativas obtidas temos ||G(t)||g-2(q) <
C' e, portanto, a segunda expressao de (35) verifica-se.
0

A existéncia e unicidade da familia de solu¢oes da forma (31) é obtida notanto
que pelo lema 4.1 u¢ € L*((0,T); H'(T?)) para qualquer ¢ > 0 e portanto
podemos aplicar o Teorema 3.9

Convém referir que embora e equagao de Euler corresponda a equacao de
Navier-Stokes com o parametro da viscosidade igual a zero, a demonstracao
de que as solucoes da equacao de Navier-Stokes convergem para as solugoes
da equacao de Euler, quando ¢ — 0, é um problema classico em mecanica
de fluidos. No entanto, no caso de um dominio bidimensional com condigoes
de fronteira periddicas, as estimativas uniformes obtidas no lema anterior
permitem provar esta convergéncia.

Lema 4.2 Sejam (u), € > 0, solugdes da equacao de Navier-Stokes (32),
entdo existe uma subsucessao de (u€) tal que

ut —u fracamente-* em L*((0,7T); H'(T?)), (40)
ut —u fortemente em L*(T? x (0,T)) (41)
e a funcao limite u € solugao da equagao de Euler (34).

Demonstra¢ao: A convergéncia (40) é consequéncia imediata da primeira
estimativa em (35). A convergéncia (40) resulta das estimativas (35) e do
resultado de compacidade no Corolario 4 de [14]. Usando os resultados de
convergéncia (40) e (41) podemos passar ao limite a equagao de Navier-
Stokes, no sentido das distribuicoes, obtendo a equacao de Euler. O
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4.1 Rate function

Seja [? o espaco de Hilbert das sucessdes com valores em R com produto
interno usual (-,-);2 e norma || - ||;2 considerado na Secgao 4.1. Definimos H
como o espaco das fung¢oes absolutamente continuas definidas em [0, 7] com
valores em [2 com o quadrado da derivada integravel, ou seja:

T
Hzmww%zﬁumM<m}

Designamos por A a classe de todos os processos h com valores em [? previ-
siveis para a o-algebra .7;, satisfazendo

T .
E(/ ||h5||l22) < .
0

Seja u solucao da equagdo de Euler (34). Dada uma fungao h € Hi,
consideramos a seguinte equacao diferencial ordinaria, usualmente referida
como equacao de controle deterministica:

t t
dX(z) = m—l—/ (U(Xf(x)),h5>lzds+/ u(X!(2), s)ds. (42)
0 0
Definimos a funcao

S:H— C([0,T]; L*(T?))
h — S(h) = X](z) (43)

onde X[ é solugio da equagao (42). O lema a seguir garante que a fungao S
estd bem definida.

Lema 4.3 Dado h € H, a equacdo (42) tem uma tinica solugcdo X'.

Demonstracao: Comegamos por reparar que o teorema de existéncia e unici-
dade, Teorema 3.9, aplica-se a qualquer equacao cujo drift seja um campo de
vetores em L? ((0,7); H'(T?)) com divergéncia nula, e o coeficiente de difu-
sao seja igual a 0. Portanto, considerando o drift v”(z,t) = (o(x), ﬁt>+u(:c, t)
s6 temos de verificar que

(i) (o(2), hehe € L2((0,T); HY(T?)),

(i7) div (o (), h) = 0.

64



Como divo = 0 e h; é independente de z, temos div (a(:c), hs> = 0. Para
verificar (i) observamos que

T
/ [ lota ht>]dxdt</\|ht|!l2dt o ()| ysda < oo.

Pelo Lema 3.2, deduzimos que

T
/ V(o (x), he) Pdacdt </ HhtHl%dt/ 1|Vo(2)|||dz < oo.
T2 T2
O

Através da funcio S definimos a funcdo I : C([0,T]; L*(T?)) — R como

I(f) = 171 (44)

1 )
2 {hem: S(h) £}

O nosso objetivo é verificar que I é uma rate function (cf. Defini¢ao 2.1).
Neste sentido, comecamos por demonstrar dois lemas auxiliares.

Lema 4.4 VN > 0, o conjunto {S(h) : ||h|la < N} € pré-compacto em
C([0,T]; L*(T?)).

Demonstragao: Seja {5, },>1 uma sucessao de elementos do conjunto {S(h) :
|h|lg < N}. Entdo existe uma sucessao {h,},>1 de elementos de {h :
|h|lg < N}, tal que S, = S(h,). Como H munido da topologia fraca é
localmente compacto, existe uma subsucessao {h,, }»,>1 que converge fraca-
mente para h* pertencente a {h : ||h||g < N}.

Nota: De modo a simplificar a notagao vamos omitir o k, isto é, usamos a
mesma notagao para sucessoes e subsucessoes.

Vamos provar que a subsucessao {Sy }n>1 = {S(hn,)}n>1 tem uma subsuces-
sao de cauchy, ou seja

lim sup | X} — X! 2dx =0 (45)

n,m——400 T2 [O,T]
onde X/ e X' sao solucoes de (42) com campos de velocidades u (z,t) =

(o(x), ha(t)) + u(z,t) e um(z,t) = (o(x), B (1)) + u(z,t), respetivamente.
Para demonstrar (45) é suficiente ver que Ve >0 AN € N: Vn,m > N

/ @hn’hmdx S €
T2
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onde @, ;. = sup|X/™ — X/|2. Vamos entdo definir

0,71
i)
En by, = / log (% + 1) dz.
T2

Tal como na demonstracao do Lema 3.9 temos que para ¢ € L+,

[ e = [ et (16)

Entao podemos aplicar o Lema 3.5 escolhendo

T
0 = Oy = / [l —ulr
0 T2

obtendo

ghn,hmgwo// |Vuh|<1—|—0// Vo, ho)| + |Vu"|

T
< [ [ 190lluslinle + 19 = o
T2 Jo

Onde M, é independente de h,, pois {h,},>1 uma sucessao de elementos de
{h :||h||g < N}. Logo pelo lema 3.6 VM > M, e porque existe R > 0 tal
que | X/"| < R temos

4R?
/Tg@hnhmdx<ﬁ+62( 1)|T2|

Pela convergéncia fraca de {h,} em [? e aplicando o teorema de Lebesgue
obtemos

lim Ju" — u'm| = lim [{o(x), hy — hp)|
n,m—0 0 T2 n,m—0 0 T2
= lim | ((o1.. — h)i2) , (02.(2), hyy — hum) 12|
n,m—0 T2

Podemos escolher M > M, Vv % e n, m suficientemente grandes tal que:

Ehmshm < ( e ‘ )
2(eM?* —1)|T?|
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obtendo

/ q)hn,hmdx <e.
T2

0

Lema 4.5 A aplica¢io h — S(h) é continua sobre H munido da topologia
fraca.

Demonstracao: A demonstracao deste lema é anadloga a demonstracao do
Lema 4.4 tomando uma sucessao {h,},>1 de elementos de {h : ||h|lmg < N}
que converge fracamante para h. OJ

Dispondo dos resultados obtidos nos dois lemas anteriores estamos agora
em condicoes de provar que I ¢ uma rate function.

Lema 4.6 Verificam-se as sequintes proposicoes:

(i) Para qualquer f € C([0,T]; L*(T?)), se I(f) < oo, entdo existe hy € H
tal que 2I(f) = ||ho||3.

(it) I(f) € uma rate function em C([0,T]; L*(T?)).

Demonstracao: (i) Pela definicao de I(f), existe uma sucessao {h,}n,>1 C H
tal que ||h,||Z ¢ 21(f) e S(h,) = f. Seja N := sup, ||h.||z, entdo existe
uma subsucessio {h, } e ho tal que h,, — hg em By. Entao ||ho||3 <
hﬁnghnkH%ﬂ = 2I(f). Pelo Lema 4.5 temos que S(hy) = f, portanto

21(f) = ||hol[f-

(4i) Para cada a < oo, temos que A := {f : I(f) < a} C {S(h);||h||} < 2a}.
Pelo Lema 4.4, para demonstrar (i7) s6 precisamos de ver que A é fechado em
C([0,T]; L*(T?)). Seja {f,} uma sucessao de elementos de A tal que f,, — f
em C([0,T]; L*(T?)). Por (i) podemos escolher h,, € Bo, tal que S(h,) = f,.
Pela compacidade de By, existe uma subsucessao {h,, } e h € By, tal que
hp, — h em By,. Pelo Lema 4.5 temos que f,, = S(hyn,) — S(h), logo
f=S(h) e A é fechado. O

4.2 Representacao variacional

Como ja referimos, para estabelecer o principio dos grandes desvios neces-
sitamos de uma representacao variacional de certos funcionais do processo
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X; definido como solugdo da equagdo diferencial estocastica (31). Esta re-
presentacao é obtida em funcao das solucoes da seguinte equacao diferencial
estocastica:

dX;" = uS (X" ) dt+ (o (XP"), hy)pdt + Veo (XP")dW,, X =z € T2
(47)
onde h € A. Esta equagao tem uma tnica solucao forte Xf’h e ¢ usualmente
referida como a equacao de controle estocéstica.

Lema 4.7 Seja X, € > 0, a solugdo forte de (31). Entao para qualquer fun-
cao limitada f - C’([O, Ty, LQ(TQ)) temos a sequinte representacao variacional

‘ 1
—elogE(e” /D) = inf E(f(Xf’h) + 5||h||§]1). (48)

heA

onde X" ¢ solugio de (47).

Demonstra¢ao: Como X€ é uma solugao forte de (31), existe uma fungao
mensuravel & : C([0,T];1%) — C([0,T]; L*(T?)) tal que

X(z) = ¢(W)(x,t), ¢.s. em T?x[0,T].

Por outro lado temos que

o <W+%) (2,1) :x—l—\/z/oto((be <W+%> (x,s))d(W—i—%) (s)
+/Otu(q>e <W+%) (x,s))ds
:x+\/E/OtU<CI)€ (W+%) (m,s))dWS
T /Ot <a (@6 (W+ %))(x,s)) ,hs>l2 s
+/Otu(q>e <w+%> (s,x)) ds.

Entao, pela unicidade da solugao de (47) temos

h
XMh=o (W+—).
(w+ )
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Aplicando o Lema 2.10, obtém-se

—elogE(e™ ) = —clog B(e™+/°* ")

heA €

1 1
—¢inf R (—foch(W+h) + §||h||1%1)

1
= inf E (fo O(W + h) + —||\/Eh||]%1>
heA 2

: € h 1 2
~ e (foar (W L)+ Jinii)

. ¢ 1
— ot B (X" + ).

4.3 Tightness

Seja Ay :={h € A: ||h(w)|lg < N ¢.s}. Dada uma familia {h¢,e > 0} em
Ay, definimos Xf’he como a solugao da equagao (47) com h¢ na posicao de
h, isto é

{de’he = Ve (XY AW, + (o (X7"), hg)edt + us (X", t) dt

49
X" =, reT? (49)

Estamos interessados em verificar que a familia de variaveis aleatorias
7h6
({1, XY e > 0}

tem uma subsucessao que converge em lei, quando € — 0.

Comecamos por provar alguns lemas com o intuito de demonstrar que as leis
de (h, X}*) com € € [0, €] sdo tight em By x C([0,T]; L*(T?)).

Lema 4.8 Sejam X", € > 0, solugdes de (49), entao existe uma fungao
continua g(-) independente de € tal que

lim g(t) = 0,
e para x,z € T? tem-se

E / sup | XM (2) — X (x 1 2)? < g(J2).
T2 t€[0,7]
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Demonstracao: Seja Zf(z) = |X Ohe(z) — XM (x + 2)|, 0f(z) = eo(z) e
ul(z,t) = {o(x), hS)p + u(x,t). Pela formula de Itd temos

262
10g(| 52' +1) =

{Zg ule (Xt (@), 5) — ule (XM (2 + 2),5))
2/ ds

0 |Z5|* + 62
rp [ ol UG ) o 5t e )

’Ze|2 +52
+/t [lo* (X3 () — o (X" (@ + 2)) s,
| Z¢|? + 02
t |O'€(X6’h6(I — T (XE’hE(I—f—Z))TZEP | |2
2 . . *ds+log | — +1
/ ZP+ o Og(52 )
o2
Dada uma fungdo f denotamos f*(T") := sup |f(¢)|. Tal como na demons-

t€[0,T]
tracao do Lema 3.5 abandonamos I,(t) por ser negativo. Para I5(t) temos

E/W I(T)dx
< cm{ / 'E / MRvaE(Xf’“(x))m+MR|||w(X:’he<x+z>>|||}

3 D2 T 3
<cm{/ /2MRH|WH|} scw{/ / mwm}
0 T2
§C22{60/ |||Va|||} _¢,
0 T2

e para I3(t),

[NIE

T
B[ @ <0n [ B[ Mall Vo (X ()] + Mall Vo (Xe (o + 2)
T2 0 T2

T Do T
§03260/ /MRmvcmscgg//\HVUH\—OB-
o Jr2 0 JT?

Finalmente para I;(t),

70



T
E/ T )dm<C’11/ E MR|VuhE(Xth€(x),t)|+MR|Vuhf(Xf€(m+z),t)|

T
<E// Ve (X (), )|+E/ Ve (XP(z + 2), 1))
T JO T2 JO

Entdo, pela definicdo de u", temos

T
B[ [ 19u (X2
T2 JOo
<E// IVus (X (z + 2), |+IE// o (X (v + 2)), hi)p]
T2 T2

SE/W/O |Vue(XZ“(w+z),t)|+E/Tz/0 eol [V (XD (x + 2)) ||| |17 |-

Uma vez que h € Ay, pelos Lemas 3.2 e 4.1 temos que

T T
]E/TQ 0 |Vu5(Xf‘(x—|—z),t)|+E/W/o ol Vo (X0 (4 2)) 111751

<i [ [T oieas [ { [ Imexees e i)
SEAQ/OTWUE(X[L‘(x—l—Z),tﬂ—|—6OC’\/N{E/TQ/OT|||V0(X[L‘(x—|—z))|H2}é

T T %
:/ |Vu€|—|—eoC’{N/ / |HVU|H2} = (1.
0 T2 0 T2

Analogamente temos
T
B[ [ IVl <o,
T2 Jo

Entao definindo C; = C] + C{ temos que

E/ I;(T)dx < Cy.
'ﬂ‘Q

Juntando as trés estimativas obtém-se

su Xhe () — XEhe (g 4 2) )2 2
]E/ log( pte[O,T]| () 2 ) +1)dx§log <u+1> o)
TZ

5? 52
(50)
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onde C' = C; + Cy + C5 & independente de h,, €.

Pela concavidade da funcao logaritmo e pelo facto de Xf’hs ser limitado,

existe R’ > 0 tal que | X"| < @, temos
€|2 /
SUD¢eo, 1) 1Z| R €
log (T +1) R >log (55 +1) sup |Z]* (51)
t€[0,T]

Portanto pelas equagoes (50) e (51), tomando §2 = |z|?

E/ sup | X" (x) — XP' (x4 2)2 < i (log(2) +C). (52)
T

2 t€0,T log (f;l; + 1>

Entao

E / sup | XM (2) — XM (z + 2)|?
T

2 t€(0,T

Rl
< (log(@)+C) < gllz)) = 0, |2 = 0.

log (I% + 1)

OJ

Lema 4.9 Sejam Xf’hé, e > 0, solugoes de (49), entio existe uma funcgao
continua f(-) independente de € tal que

lim f(t) = 0,

t—0

e para r,t >0 tal que 0 <t <t+r < T, tem-se

E / sup | XEP (@) — XEM () < ().

2 t€[0,7—7]

Demonstragio: Seja Z,(x) = X' (x) — X" (z) tal como na demonstragio
do lema anterior existe R’ > 0 tal que |Z;(z)| < R'. Aplicando a formula de
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Tto a | X/'s, (2) — X} (z)|* obtemos

E [ IXifi (@) - Xl (o)

t+r t+r

_]E/ / (Zs,uhf(Xg’hf,s)Ms—kE// o (XE")
T2 Jt T2 Jt

+IE:/ / (Zs, 0 (X")dW,)

T2 Jt

<E [ L)+ 5(t)+ B()

|Hgdt

Como [0,T] é compacto o supremo em ¢ é atingido. Entao para I;(t), tal
como no lema anterior, podemos escrever

t+r titr
]E/ sup / (Zs, ul (XD, 5))ds < E/ / R|u" (X<, s)|ds
T2 t€[0,7—7] T2
t1+7" t1+7’
<RE / / u (X!, s)|ds + R'E / / o (XD, he)p|
T2 T2
t1+r t14+7r 5
= R’/ |u | + eoR’C’{ / / ||a||§{5}
ti+r t1+r ti+r %
< R’{/ / ]uEIQdS} {/ / 5} +60R'C'"{N/ 1ds}
T2 T2 t1

= 01 |T’| 2, (53)
Para I5(t) deduzimos que

t+r to+r
E/ sup / o (X1)| |7 gt gﬂ-«:/ / o (X]<)
T2 te[0,7—r] Jt T2 Jto

N /11‘2 /t N llo(2))|[7zsdt < || /T2 o ()| %5 = Calr. (54)

st
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Finalmente para I3(t), usando a desigualdade de Burkholder-Davis-Gundy,
derivamos a seguinte estimativa

t+r
]E/ sup / <ZS,O'(XSh€>dWS>§/ E sup
T

2 tel0,T—r] Jt T2  te[0,T—]

t+r
<C’31{/ E sup / | Zs|*||o (X)) |7
2 t€[0,T—r]

t3+r
—cof [E [ 12 P10 \Hsds}
t3+r
< CglR/{/ / o (X)) ]Hsds} — Cylr|=. (55)

Juntando as estimativas (53), (54) e (55), para |r| < 1 obtemos

t+r
/ (Zs, 0 (X)) dWy)
t

};

B[ swp |Xip o) - Xi@)P < Ol
T

2 ¢t€[0,T—7]

Onde C' = C} + C5 + C5 é independente de h,, €. Portanto

B [ 15 (0) = X(@)F < £(rl) 0 Ir] 0.

O
Vamos agora demonstrar trés lemas que quando conjugados provam que as
leis de (h¢, X;") com € € [0, o] sdo tight em By x C'([0,T]; L*(T?)). Vamos
denotar por P¢ a lei de Xf’h‘, definida sobre a o-algebra de Borel do espaco
C([0,T); LA(T2)).

Lema 4.10 Sejam e > 0 ¢ P a lei de Xf’he. Para qualquer n >0 e M > 0,
existem 91(n), 62(n) > 0 tal que,

P(K,) >1-n

onde

K= {ye oz s [ e -ul <o, 14 <),
te[0,T—r];r<dy J T2
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Demonstracao: Pelos Lemas 4.8 e 4.9 temos que

PE(K:?SP{”GQ: sup |X:f:<x+z>—xs’h6<x>|22M}

te[0,T—r] J T2

1
< —E{ sup rx:f;<x+z>—Xf’he<x>’2}

M | e0.7—r) J12

1 €,he €,he 2 €,he €,he 2
< B2 [, sw (I o) - Xk P X 9 - X))

M T2 te[0,7—7]

1
< L (a2 + £(rl).

Entao, podemos escolher 61(n),d(n)s > 0 tais que f(|d1]) < % e (g(log]) <
@. Portanto
P(K;) <1

e como consequéncia
PY(K,) >1—n.

OJ

Vamos agora ver que K, é compacto em C([0,T7]; L*(T?)). Comegamos
por demonstrar o seguinte lema analogo ao Teorema de Ascoli-Arzela.

Lema 4.11 Consideremos o espaco C([O,T]; L2(S)) onde S € um conjunto
limitado de R®. Entao uma famdia de fungées { fi(x)°} € C([0,T]; L*(S)) é
relativamente compacta em C’([O, T}, LQ(S)), se forem satisfeitas as sequintes
condicoes:

(1) Para qualquert € [0,T), [ |ff(x+2)— f{(z)]?dz — 0 quando |z| = 0
uniformemente em e.
(17) ff € equicontinua em €, ou seja,

lim sup ||f5 — fol|z2er2) = 0.

170 ¢ |17 <y
Demonstracao: Comecamos por observar que para t fixo o conjunto
K'= {ff € L*9): \ff(x+2) — fS(z)]* =0 uniformemente}
TQ
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& compacto em L?*(T?). De facto este resultado é consequéncia do Critério
de compacidade de Riesz-Fréchet-Kolmogorov (ver Apéndice proposi¢ao E).
Entao para ¢ fixo, a sucessao {ff(.)} tem uma subsucessao convergente. Por
outro lado como [0, 7] é compacto, existe um subconjunto contavel e denso,
{t,} C [0,T] tal que, para qualquer § > 0, existe um subconjunto finito
{tn; 1 <n < Ek(d)} satisfazendo a condigao

sup inf [t —t;| <4.
te[0,7] 15 <k(5) t=4]

A demonstragao da inequagao anterior ¢ a seguinte. A compacidade de [0, T
implica que este conjunto é totalmente limitado. Ou seja, para qualquer
v > 0 existe um conjunto finito de pontos {t)} pertencentes a [0, 7] tal que
para qualquer ponto de [0, 7] existe um ponto em {t7} cuja distancia entre
estes dois pontos é inferior a 7. Escolhendo v =1,271,371, ..., e guardando
os respetivos conjuntos finitos {¢)}, obtemos a sucessao {t,} considerada na
desigualdade.

Aplicamos entdo o processo diagonal de escolha a sucessao {ff(.)}, para
obtermos uma subsucessao {f*(.)} que converge simultaneamente para t =
t1,ta, ..., tg,.... Pela equicontinuidade de {ff(.)} existe, para cada § > 0
um v = y(0) > 0 tal que |t —¢"| < ~, implica que ||f5 — fi||r2(s) < 0 para
qualquer e. Portanto para qualquer ¢ € [0, 7], existe j, com j < k(d) tal que,

15 = fef ey < WAE = Fifllezes) + 1fef = Foflleees) +1fE = Fitlleees)
<20+ ISk = Fit sy

Portanto, lim sup |[f;* — f;*||z2(s) — 0. -
6;76;:*)00 tE[O,T}

Com recurso ao lema anterior estamos em condi¢oes de demonstrar a
compacidade de K.

Lema 4.12 Seja K, o conjunto definido em (4.10). Entdo temos que K, €
compacto em C([0,T]; L*(T?)).

Demonstracao: Por definicao de k, tomando r = 0 verificamos a condigao

(7) do Lema 4.11 e tomando z = 0 verificamos a condigao (i7) do Lema 4.11.
U
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Lema 4.13 As sequintes proposicoes sao verdadeiras:

(i) As leis de {(he, X" W} em By x C([0,T; L*(T?)) x C([0,T);12) sao
tight.

(17) Existe um espago de probabilidade (S, Z, P), uma sucessio de processos
estocdsticos {(h¢, X", W)} e um processo estocdstico {(h, X}, W)} definidos
neste espaco de probabilidade tomando valores em By X C([O, T}, LQ('HQ)) X
C([0,T];12) tal que:

(a) {(if,f(f’ﬁe,ﬁ/)} tem a mesma lei que {(he, X", W)} para cada e.

(b) {(he, Xe W)} — {(h, X', W)} em By x C ([0, T); LA(T2)) x C([0, T}; 12)

quase seqguramente relativamente a P, quando € — 0.

(c) X" ¢ solugdo da sequinte equacao diferencial (42).

Demonstragio: (i) Os Lemas 4.10 e 4.12 provam que as leis de (h¢, X" W)
com € € [0, €o] s@o tight em By x C([0,T];T?) x C([0,T];12).

(i1) As existéncias de {(h¢, X", W)} e {(h, X!, W)} e (a), (b) sdo con-
sequéncia direta de (i) pela aplicacdo do teorema de representacio de Sko-
rohod. Para (¢) reparando que W tem a mesma lei que W, sabemos que W
¢ um Browniano em (€2,.%, P). Seja ¢ definido como no Lema 4.7. Por (a) e

Xehe = (W + h°) quase sequramente — P

temos que

Xehe = ®(We 4 h°) quase seguramente — P.

Entao, pelo argumento da unicidade, Xehe gatisfaz a equacao diferencial
55740) = e [ o (X)Wt [ (o (R0, st [ o (X270, )t
0 0 0
Entdo, vamos ver que X" satisfaz a equagao diferencial (42). Como
IE/ /to—()?;ﬁe(x))dm <C
T2 J0o

onde C nao depende de € nem de h.. Temos

t = ~
lim\/E]E/ /U(X?hf(x))dwsz().
12 Jo
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Pelo Lema 4.2 (ii) temos que u"(z,t) — u(z,t) em L*([0, 7] x T?). Portanto,
tal como na demonstracao do Teorema 3.9, aplicando o teorema de Lusin
provamos que

t ¢
limIE/ / uhe (Xg’he(x),s)dS:E/ / u(X!(2), s)ds.
=0 Jr2 Jo T2 J0

Voltando a usar argumentos semelhantes aos usados na demonstracao do
Teorema 3.9 como h, — h temos pelo teorema de Lusin

e [ [ @) igeas =5 [ [o(xtw), e

e—0

Portanto, tomando o limite quando ¢ — 0, obtemos que (h, X") satisfaz a
equagao (42). O

4.4 Teorema de Schilder

Estamos entao em condicoes de demonstrar o resultado fundamental deste
capitulo.

Teorema 4.14 Principio de Laplace: {X°} satisfaz o principio de La-
place em C([0,T); L*(T?) com a rate function I(f).

Demonstracao: Seja g uma funcao continua e limitada com valores em
C([0,T7; L*(T?).
Limite inferior do principio de Laplace: Pelo Lema 4.7, temos que

—elog]E(exp { . g(Xé)D — inf E(g(Xe’h) + %Hhu%;ﬁ) (56)

€ heA

Fixemos 0 > 0. Para cada ¢ > 0 existe h° € A tal que

1 1
: €,h - 2 > €,h€ “1REN2 ) ]
}llggJE(g(X )+2HhHH) _E(g(X )+2HhHH) J
Como ¢ ¢ limitada, temos

1 €
S SUpE(|[A|[2) < 2llglloc +
e>0
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Definimos .
= {t €0,7]: / ||h<(s)|[%ds > N}
0

RS (t) == h(t A Ty).
Entao hS(t) € Ay e

2(2/lglloc +6)

P(w : [[hy(w) — h @)l # 0) = P(w : T5(w) < T) < N

Logo

€,h¢ 1 € €,h$ 1 € 2||g||00(2||g||00+5)
B (g (x# )31 ) -5 2 B gy 3 ) - 2=l £0) s

Pelo Lema 4.13,

e—0

nmmm(g(X@“) L sy ||H)
IRT . P Ne,ﬁe -
—hrerl)lgle (g(X N) 4+ Hh HH)

> B (o(5() + 51

> inf + = |h
= {mECOTHLAT) X f=S(h) <g )+l HH)
{9(f) +1(N)}-

IV

inf
feC([0,T];L2(T2))

Portanto, temos

Jim inf — elogE(eXp { _ Q(XG)D

e—0 €

> inf {9(f)+I(f)} — 2|9/l (2]|g]]oc + 9)

)
FEC([0,T];L2(T2)) N

Fazendo entdao N — oo e § — 0 fica provada o limite inferior do principio de
Laplace.

Limite superior do principio de Laplace: Fixemos ¢ > 0. Devido ao facto de
g ser limitada, existe fo € C([0,7]; L*(T?)) tal que

9(fo) +1(fo) < inf  {g()+1()}+0

fecC((0,T];L3(T))
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Entao, escolhemos hy € H tal que 3||ho||3 = I(fo) e fo = S(ho). Por (56) e

pelo Lema 4.13 temos que

lim sup — elogE(eXp[— Q(XG)D

e—0 €

. . . 1
~ limsup ég£E<g(X o Euhuﬁ)

e—0

1
< timsup e (X + 5l

= 9(S(h0)) + & Ihall2 < g(fo) + ()

< inf + 1 + 0.
fGC([O,T];L2((T)2)){g<f) ()}

Considerando § — 0, obtemos o limite do principio de Laplace.

O

Teorema 4.15 Principio dos grandes desvios: {X} satisfaz o princi-

pio dos grandes desvios em C([0,T]; L*(T?) com a rate function I(f).

Demonstracao: A demonstracao deste teorema sai diretamente do teorema
anterior e da equivaléncia entre o principio de Laplace e o principio dos gran-

des desvios demonstrada na secgao 3.2.

30
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5 Apéndice

Proposicao A: Sejam FE, E; e F, espacos de Hilbert e A : By — E, Ay :
Es — E dois operadores lineares continuos. Vamos denotar por A} : £ — E}
e por A5 : E — E, os operadores adjuntos correspondentes

Entao as seguintes afirmacoes sao verdadeiras:

(1) A1(E1) C A2(Es) se e so se existir uma constante k£ > 0 tal que |Ajh| <
k|A%| para qualquer h € E,

(i1) Se |Ath| = |A5h| qualquer h € E, entdo A;(E)) = Ay(Ey) e |AT'h| =
| A5 'h| para qualquer h € Aj(E}).

A demonstracao desta proposi¢ao pode ser encontrada em |6], pagina 429.

Proposigao B: Seja K um espacgo de Hilbert separavel e K; um subconjunto
linearmente denso de K. Se X : Q — K for tal que para k € K; arbitra-
rio, (k, X') é F-mensuravel entdo X é uma variavel aleatoria de (92, .#) para

(K, B(K)).

Proposicao C: Seja E um espaco métrico separavel com uma métrica p e
seja X uma variavel aleatoria com valores em E. Entao existe uma sucessao
{X,»} de variaveis aleatorias simples (tomando um numero finito de valores)
com valores em F, tal que para qualquer w € €2, a sucessao {p(X(w), X;(w))}
¢ monotonamente decrescente para 0.

Demonstragao: Seja FEy = {ex}ren um subconjunto numeravel e denso de
E. Para m € N definimos para w € €2,

Pm(w) = min{p(X (w),ex), k=1...m}
km(w) = min{k <m: pp(w) = p(X(w,ex)}

Xm (w) = ek'rn (UJ)

Obviamente X,, sao varidveis aleatorias simples pois:
Xn(Q) C{er,ea,... em}

Além disso, pela densidade de Fj a sucessao {p,,(w) é monotonamente de-
crescente para 0 para qualquer w € €. Fica entao demonstrada a proposicao
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pois, pm(w) = p(X (W, Xin(w)).

Seja .# uma colecio de subconjuntos de 2. A mais pequena o-algebra em
Q2 que contém %, (0(#"), chamamos a o-algebra gerada por JZ.

Uma colecao # de subconjuntos de Q diz-se ser um 7-sistema se ) € % e
se A, Be ¥ entao ANB e %

Proposicao D: Seja # um m-sistema, e seja ¢ a mais pequena familia
de subconjuntos de €2 tal que:

(i) # C Y9,

(i) Ac¥Y, — A°ecY¥

(iit) A;e9,VieN ed,NA,=0,Vn#m, = U _ A, €9.
Entao 4 = o(X%).

Demonstracao: Como o(£") satisfaz (i), (i1) e (iti), temos que & C o(X).
Para provar a inclusdao contraria basta mostrar que ¢ é um m-sistema, pois
¢ facil de ver que se um 7-sistema satisfaz as condic¢oes (ii) e (iii), entdo é
uma o-algebra. Seja B € 4, definimos,

Gy ={Ac9: ANBc9).

Yp satisfaz (ii), poisse B€ ¥ e ANB € 4 entao ANB* = AN(ANB) € Y.
Além disso é obvio que ¥, satisfaz (iii), e se A € J# a condi¢do (i) tam-
bém é satisfeita. Portanto, para A € %, ¥4 = ¢, e assim provamos que se
Ae X ese Be Y entao ANB € 4. Mas isto implica que £ C Yg, e
consequentemente ¥ = ¢ para qualquer B € ¢.
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Proposigao E: (Critério de compacidade de Riesz-Fréchet-Kolmogorov).

Seja . um subconjunto limitado de LP(RY), para 1 < p < co. Suponhamos
que
Ifltllm l|f(- = h) = f||, =0, uniformemente emf € .7
—0

Entao .Z é relativamente compacto em L] (R™).

Proposicao F: (Teorema de Lusin).

Seja (X, Y, ;) um espaco de Radon mensuravel e Y um espaco topologico
completamente separavel, seja

f: X—=>Y

uma funcao mensuravel. Dado € > 0, para cada A € X de medida finita,
existe um conjunto fechado E com u(A/FE) < € tal que a restricdo de f a F
é continua. Se A for localmente compacto, podemos escolher ' compacto e
encontrar uma funcao continua f. : X — Y com suporte compacto coinci-
dente com f em F.

Proposicao G:(Transformacao Jacobiana)

Dada uma velocidade u(z,t), X(z,t) = (X1, Xa,...,Xn)" é a localizagao
para um determinado tempo ¢, de uma particula do fluido inicialmente co-

locada no ponto, (z1,x2,...,xy). A seguinte equacgao diferencial ordinaria
nao linear
dX

define uma familia indexada no tempo de transformagoes com a seguinte in-
terpretacdo: um dominio inicial I' C RY num fluido evolui no tempo para,
X(I,t) ={X(z,t) : € '}, com um vetor u tangente a trajetoria da parti-
cula.

Consideramos o Jacobiano da transformacao X (z,t),
J(z,t) = det(VX(x,t)) (58)

onde V = [(8/0z1),...,0/0zy]. Vamos introduzir o seguinte lema sobre a
evolucao no tempo do jacobiano:
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Lema 5.1 Seja X(z,t) definido pelo campo de velocidades regular u € RY
como solugao da equagao (57). Entao
dJ

E(m,t) = (divu)|x (a0 (2, 1). (59)

demonstracao: Devido a multi-linearidade do determinante nas colunas pu-
demos calcular a derivada no tempo de J.

d“’—idet[aX ZAdaX >}

dt  dt “dt Ox

onde A’ sdo os menores do elemento X*/dx; da matriz VX. Os menores
satisfazem a identidade ok
X
> e it

¢ &L‘J

onde 6 =1sek=iedF =0, k # 1. Logo, pela equacdo (57), obtemos

;OX* ou &
—_— di
Z : Dz, Dor Z@xk6 J = Jdivu.

OJ
Vamos introduzir algumas desigualdades.
Seja f uma funcio localmente integravel em RY, a funcdo de méximo local é
definida como VR > 0

Mpgf(x) = sup
w0 = S0 B

flz+y)dy.

Desigualdade 1 (D1) Seja f € L}, (RY) tal que Vf € L}, (RY). Entdo
existe Cy > 0 e um conjunto de medida nula A tal que para qualquer x, y €
A com |z —y| < R,

|f(x) = f()] < Calz — y|(ME|V f|(z) + Me|V f](y))-

Desigualdade 2 (D2) Seja f € L7 (R?) com p > 1. Entdo para algum
Cqp > 0 e para qualquer N, R > 0,

([ N(MR|f|>p); <au( [ |frp)’1’.

As referéncias e demonstracoes destas desigualdades podem ser encontra-
das em [9].
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