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Resumo

7

Esta tese é o resultado da andlise de um Produto Financeiro Complexo
construido a partir dos pregos do mercado de futuros de matérias-primas.
Sao apresentadas ideias gerais que contribuiram para o desenvolvimento da
Analise Financeira. Recorre-se a medida AIC para determinar qual dos pro-
cessos, Browniano Geométrico e Ornstein-Uhlenbeck Geométrico, melhor se
adequa tendo em vista o estudo do produto. Procede-se a simulagao dos
precos através do método recorrente das densidades de transicao, e elabora-
se um estudo da evolugao do contrato e uma subsequente andlise de sensi-
bilidade.

Palavras-chave: Futuros, Matérias-Primas, AIC, Browniano Geométrico,
Ornstein-Uhlenbeck Geométrico.
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Abstract

This thesis results from the analysis of a Complex Financial Product built
upon prices from the commodities’ futures market. The general ideas which
contributed to the development of Financial Analysis are presented. The
AIC measure is employed in order to determine which of the following pro-
cesses, Geometric Brownian or Geometric Ornstein-Uhlenbeck, best suits
regarding the study of the product. One proceeds with prices’ simulation
through the recurrent method of transitional densities and elaborates a study
of the contracts evolution followed by sensitivity analysis.

Keywords: Futures, Commodities, AIC, Geometric Brownian, Geometric
Ornstein-Uhlenbeck.
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Nota Introdutoria

A Anaslise Financeira centra-se no estudo da aplicacao de métodos cientificos,
que sao essencialmente matematicos, aos investimentos. Um investimento
define-se como um compromisso sobre recursos com o intuito de obter be-
neficios. Se o recurso em questao for monetdrio, entdo o investimento é
feito tendo em vista a recolha de uma quantia monetaria superior em tempo
futuro. Porém, a teoria de investimentos abrange um caso bem mais in-
teressantes, o estudo do desenvolvimento de fluxos de capital, conhecidos
por fluros-de-caira dispendidos e recebidos durante um periodo de tempo.
Nesta situagao, o investidor tem que se adaptar ao padrao destes fluxos para
que sejam o mais desejaveis possivel. Toda esta actividade é realizada den-
tro de mercados, como iremos ver mais a frente.

Desde o inicio do século passado que a andlise financeira tem vindo a
crescer consideravelmente, tanto em termos de evolugao como de interesse
gerado nos seus intervenientes. Central a todo este estudo encontra-se o
Movimento Browniano. Aplicado hoje as areas da fisica e da engenha-
ria, este processo foi na verdade introduzido do ponto de vista matematico
pela primeira vez por Louis Bachelier numa tentativa de modelar os pregos
das acgoes na bolsa de Paris. Bachelier desempenhou um papel fulcral em
Matematica Financeira moderna e é considerado por muitos como o seu fun-
dador. A especulacao sobre a natureza do preco das acgoes foi motivacao
suficiente para que esta teoria obtivesse bastantes seguidores, determinados
em descobrir formulas de aprecamento. A “jéia da coroa”surge em 1973 pelo
nome de Formula de Black-Scholes, a qual estima o prego de uma op¢do ao
longo do tempo. Uma variante desta férmula é a também conhecida Formula
de Black.

Este trabalho centra-se na andlise de um Produto Financeiro Complexo
construido a partir dos precos do mercado de futuros de matérias-primas. O
aprecamento deste contrato poderia ser feito recorrendo a Férmula de Black,
embora a sua aplicagao esteja fora do dmbito deste trabalho. Contudo, dada
a sua importancia no ambito da matematica financeira, sao expostas as de-
finigOes e teoremas essenciais & obtencao desta férmula. Toda a terminologia
¢é acompanhada pela denominacao anglo-saxdnica tao popular no meio finan-
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ceiro e econdmico.

O texto comega por abordar os mercados financeiros em geral e os
contratos ai aplicados. Segue-se uma exposicao dos aspectos fundamen-
tais a teoria da matematica financeira onde sao feito os “preparativos” para
o aprecamento. S&o estudados os processos mais comummente utilizados
na modelacao dos precos de ativos em matematica financeira, nomeada-
mente o Processo Browniano Geométrico e o Processo Ornstein- Uhlenbeck
Geométrico. E conduzida uma andlise aos dados histéricos relativos aos
precos das matérias primas através da estimagao dos parametros correspon-
dentes aos dois processos, recorrendo-se de seguida a um critério, AIC, com
a capacidade de determinar o que melhor se ajusta aos dados e entao decidir
qual a adoptar no estudo do produto derivado.

Segue-se a simulagao de pregos das matérias primas, que sao, na verdade
varidveis aleatorias correlaccionadas, recorrendo a métodos de aproximacao
numéricos relativos ao modelo que melhor se ajusta ao produto.

Desenvolve-se um estudo estatistico sobre o comportamento do produto
derivado e consequentemente é elaborada uma andlise de sensibilidade para
estudar a possibilidade de proceder a alteracoes ao contrato de modo a ser
mais “apetecivel” do ponto de vista do investidor.

Em anexo, o leitor encontrara resultados recorrentes da andlise estocastica,
que esta por detras de toda a formalizagao da Teoria na Mateméatica Finan-
ceira. A exposicao destes resulta de um interesse pessoal nesta matéria. E
também apresentado um breve ensaio sobre a evolugao historica do cédlculo
estocastico e da matematica financeira.



Capitulo 1

Porqué Mercados
Financeiros?

1.1 Motivacgao

Os mercados financeiros permitem a dotagao eficiente de recursos tendo em
conta o tempo e o estado actual.

O que é que isto quer dizer?

Suponhamos o caso de um empregado com um salario alto que quer gerir
o seu dinheiro da melhor forma. Os mercados financeiros permitem investir
o dinheiro em acg¢ées (stocks) e obrigagoes (bonds) de modo a financiar a
aquisicao de casa prépria, estudos, reforma... hd também a possibilidade
de um dia nao estar na mesma situacao de conforto a nivel monetario, pelo
que pode rentabilizar os recursos de hoje para o futuro. Algum dinheiro é
entao aplicado num investimento que podera ser necessario para uma altura
em que esteja sem emprego; o dinheiro é, por assim dizer, transportado do
estado actual para um infeliz estado futuro em que se verifique a impossibi-
lidade de ganhar dinheiro.

Considere-se agora um agricultor com acesso aos mercados financeiros,
mais propriamente, mercados de derivados (o que é raro acontecer). Este
poderia realizar um contrato de futuros ou um contrato forward para cobrir
(hedge) os pregos dos seus produtos. Dado que uma geada fora da época
pode destruir toda uma plantacao, o agricultor poderd comprar derivados
temporais que sejam liquidados nesta eventualidade e assim proteger (cobrir)
o seu trabalho. Na ausénca de mercados financeiros, o mercado existente é
apenas o mercado spot; o agricultor esta sujeito ao estado natural do mundo
e, por conseguinte, aos precos que predominam naquele periodo de tempo.
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A aplicagao do dinheiro em mercados financeiros é uma boa alternativa
a guardd-lo “debaixo do colchao”. Deste modo, o dinheiro disponivel no
estado actual nao ird trazer quaisquer frutos numa situacao futura, porven-
tura muito menos confortavel financeiramente.

1.2 Mercados Financeiros

Os mercados dividem-se em dois géneros: mercados formais, ou bolsis-
tas!, e mercados informais, ou de balcao? (ver [1] ou [6]). Os contratos
realizados em mercados bolsistas sao, como o proprio nome indica, aplicados
em bolsa. Quer isto dizer que existe uma entidade organizadora que expoe
a todos os investidores involvidos a completa informacao dos produtos em
questao, sejam eles acgdes, matérias-primas ou qualquer outro, e as ofertas
efectuadas sao do cohecimentos geral dos intervenientes; toda a procura e
toda a oferta sao confluidas para um unico local, que pode ser fisico ou
electrénico. Dadas as caracteristicas, este mercado é também referido como
mercado organizado. Um mercado de balcao, denominado ainda de
mercado nao organizado é, por exemplo, um mercado de automoveis.
No processo de aquisicao de um automovel, o comprador pode dirigir-se a
multiplos stands onde negociara bilateralmente com os vendedores.

Numa perspectiva mais abrangente, os mercados financeiros assentam
nestes principios:

e Recolha de informagao: qualquer pessoa que negoceie uma matéria-
prima ou uma acg¢ao, tem estes elementos organizados num mercado;
esta informacao que é passada entre diferentes pessoas, retine-se num
mercado de modo a que todos os intervenientes a possam usar.

e Agregacao de liquidez: toda a procura e oferta é reunida no mercado.

e Promocao de eficiéncia e equidade: procurar que todas as pessoas
tirem beneficios da informacao agregada no mercado; existem enti-
dades reguladoras dentro dos mercados para impedir que alguns dos
intervenientes tenham acesso a informacao confidencial para beneficio
proprio. O mercado deve ser justo, em que todos tenham a mesma
oportunidade, para que se revele eficiente.

Os instrumentos essenciais a existéncia dos mercados sao os contratos
financeiros, também designados de derivados. Naturalmente, os derivados
distinguem-se pelas clatsulas que os compoem, mas também pelo mercado

!Exchange-Traded Markets, na sua terminologia anglo-saxénica.
20ver the Counter Markets, em terminologia anglo-saxénica.
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onde se inserem. Existem quatro derivados tipicos: forward, swap, futu-
ros e opgoes.3

1.3 Sobre os Produtos

Os produtos financeiros tém a seguintes fungdes:

e Cobrir o risco: através de, por exemplo, contratos de futuros ou deri-
vados temporais para cobrir o risco.

Permitir especulagao.

Criar fundos.

e Financiar obrigacoes (de transacgoes passadas).

O nosso espago de estudo é entao constituido por dois subespacgos: o dos
mercados financeiros e o dos produtos.
1.4 Modelacao de Mercados Financeiros

Grosso modo, a modelacao de mercados divide-se em duas categorias (ver

3]):
e Modelos em tempo discreto;

e Modelos em tempo continuo.

Por sua vez, os modelos em tempo discreto subdividem-se ainda em mo-
delos em periodo singular e multi-periodo. Sao mercados em que o
tempo progride em unidades discretas, como um semestre, um meés, um
ano, etc.. A grande vantagem dos mercados em tempo discreto estd na
simplicidade dos métodos a aplicar, quando comparados com a sofisticacao
matematica dos modelos em tempo continuo.

1.5 Temas Centrais da Analise Financeira

Existem trés areas centrais que constituem a analise financeira:

30ptou-se pela denominacio anglo-saxénica destes dois tipos de contratos, bastante
comum na literatura portuguesa e estrangeira, considerados mais simpaticos pelo autor
em oposicao a a prazo e de permutagoes, respectivamente.
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e Aprecamento de Derivados: consiste na atribui¢ao de precos a
activos financeiros (primary derivatives), tais como acgbes ou
matérias-primas (commodities), e a contratos financeiros (derivative
securities), entre os quais forwards, swaps, futuros e opg¢éoes. Nor-
malmente, assume-se um preco para as primary derivatives e usa-se
o principio de nao-arbitragem para o aprecamento dos contratos
financeiros.

e Geracao de Portfolios: escolha de uma estratégia comercial que
maximize a vantagem do consumo do valor final

e Gestao de Risco: reside no entendimento dos riscos inerentes a um
portfolio, ou seja, com base num portfolio poderemos observar o seu
desenvolvimento em diferentes cendrios.

Refira-se desde ja que as areas de aplicagao relacionadas com aprecamento,
portfolios e risco, geraram muitos problemas interessantes de matematica
aplicada e particularmente, de investigacao operacional, tanto a nivel tedrico
como a um nivel computacional.
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Capitulo 2

Derivados Financeiros

2.1 Nocao de activos

Definicao 2.1.1
Chamamos activo (asset) a qualquer instrumento de investimento, i.e. um
instrumento financeiro, que pode ser comprado ou vendido.

2.1.1 Um Conceito Fundamental sobre Activos

Suponhamos que queremos comprar um activo no instante ¢t = 0 e vendé-
lo em ¢t = 1 (podemos definir este intervalo de tempo como um ano, um
semestre, ...). O retorno total R deste investimento (ver [11]) é dado por

=%

em que Xy corresponde a quantia investida (em ¢ = 0) e X; a quantia em
t =1. A taxa de retorno r define-se por

X1 - Xo

r X,

Temos entao a seguinte relacao
r=R-—1,
e podemos ainda observar que

X
R:r+1<:)f1:1—|—7“<:>X1:(1+r)X0,
0

ou seja, a tara de retorno comporta-se como uma taza de juro.

9
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2.2 Nocao de Portfolio

Definigao 2.2.1
Suponhamos que se tém n activos diferentes. Este podem ser combinados e
formar um novo activo, definido como portfolio, ou carteira.

Definindo por Xg;, ¢ = 1,2,...,n o valor do i-ésimo activo no instante
t = 0, entao o valor do portfolio é

n
XO = E X(]i.
i=1
Observando a expressao dada, podemos entao escrever que
X()i = ’UJZ'X(), 1= 1, 2, w1,

onde w; é uma frac¢ao do portfolio, correspondente ao i-ésimo activo; nesta
situacao, dizemos que w; corresponde ao peso do i-ésimo activo no portfolio,
sendo entao > " ; w; = 1.

2.2.1 Um Conceito Fundamenal sobre Retornos

Seja R; o retorno total do activo i; por definicao,

X1
R, = .
" Xo
Entao:
X1 = RiXo & X1y = Riw Xo &
n n
== ZXM = Z Rw; Xg &
i=1 i=1
n
s X = ZRiwiXO <~
i=1
X n
4 ?(1) = Zszz
=1
Sendo X
1
R=21
Xo

concluimos que
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Considerando r; como taxa de retorno do activo i, temos que

X1 — Xoi
Xoi

r; =

riXoi = X1, — Xoi & riw; Xo = X1 —w; Xo &

n n
iS4 ZTZ"LUZ‘X[) =X; *ZwiXo =
i=1 i=1
1

n
X1 — Xo
= Zl rwW; = 7X0 R
1=
e portanto

n
r = E riw;.
i=1

2.3 Derivados Financeiros

Definicao 2.3.1

Um derivado financeiro (derivative security), ou direito contin-
gente (contingent claim), é um contrato financeiro cujo valor o data
de expiracdo se determina através do preco dos activos aos quais se refere,
0s chamados activos subjacentes (naturalmente, subjacentes ao contrato).

Nestes contratos inserem-se os forward, swap, de futuros e as opgoes

(ver [3] ou [5]).

2.3.1 Contratos Forward

Forwards sao contratos que permitem comprar uma matéria-prima ou uma
accao numa data futura e com determinado preco, ambos especificados.

Definigao 2.3.2

Um contrato forward atribui ao comprador o direito e a obrigacdo de
adquirir, no momento presente, i.e. em t =0, uma quantidade especifica de
um activo em determinado tempo futuro T, i.e. a data de maturidade, a um
preco F' especificado em t = 0.

Portanto, situando-nos em t = 0, especifica-se um preco F’; atingida a
data de maturidade, i.e. o momento t = T, efectua-se a compra ao preco
F'. Essencialmente, estd-se a definir o preco da matéria-prima ou acgao no
momento de elaboragao do contrato.

Exemplos
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e (Contrato Forward para a entrega de acgoes com maturidade de 6 me-
ses.

e (Contrato Forward para venda de ouro com maturidade de 1 ano.

e Contrato Forward para converter euros em délares com maturidade de
1 meés.

2.3.2 Contratos Swap

Definicao 2.3.3
Os swaps sdo contratos que permitem trocar um tipo de fluro-de-caiza por
outro.

Exemplos

e Taxas de juro fixas versus taxas de juro flutuantes: uma das partes
recebe a taxa de juro fixa e fica a pagar uma taxa flutuante, sendo que
a outra faz o oposto.

e Swaps de matérias-primas, por exemplo swaps de ouro versus swaps
de petréleo: num determinado periodo, uma das partes recebe o preco
flutuante do ouro e a contraparte recebe um prego fixo; da mesma
maneira, uma pessoa recebe o preco flutuante do petrdleo e depois
paga um preco fixo, durante um determinado periodo de tempo.

e Swaps de moeda.

Os contratos swap surgiram de modo a que se pudesse alterar a natureza
dos fluxos-de-caiza. Querendo fixar o preco do petrdleo para os préximos
5 anos, por exemplo, teremos que contactar alguém que nos pague o prego
flutuante do petréleo, pelo qual pagaremos um preco fixo definido em ¢ = 0,
ou seja, data de celebracao de contrato. Recebido o preco flutuante do
petrdleo, este dinheiro pode ser aplicado no mercado spot para comprar
petréleo e para pagar prego fixo.

2.3.3 Contratos de Futuros

Os futuros, como as opg¢des que veremos a seguir, sao derivados que podem
depender de uma grande quantidade de contratos ou matérias-primas sub-
jacentes (underlying). Inicialmentes, estes contratos foram introduzidos
para gestao de risco mas tém sido utilizados em especulacao uma vez que
permitem controlar grandes fortunas investindo muito pouco capital.

Os contratos de futuros desenvolveram-se como uma generalizacao dos
contratos forward. Como ja foi referido, estes contratos permitem comprar
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ou vender uma matéria-prima a um certo preco e num dado momento, am-
bos especificados. No entanto, apresentam uma grande desvantagem: para
uma mesma data de maturidade, pode verificar-se um prego forward dife-
rente, dependendo de quem elabora o contrato. Como consequéncia, da-se
0 caso em que temos dois contratos com as mesmas opgoes a data de ma-
turidade e com precos distintos. Nesta situagao, dizemos que nao existe
transparéncia nos precos; qualquer pessoa tem o preco que conseguir ne-
gociar e portanto nao hé a possibilidade de determinar qual o preco justo.
Existe a liberdade de cobrar as pessoas pregos diferentes por contratos com
a mesma qualidade dada a falta de transparéncia. Os contratos de futuros
vao evitar precisamente este tipo de situacao, fixando um preco justo para
todos os interessados.

Uma outra desvantagem dos contratos forward é a seguinte: para cada
parte interessada em comprar o activo em questao (tomando a denominada
long position), é necessario encontrar quem a venda (assumindo a short po-
sition). Esta situagao é normalmente resolvida através dum intermedidrio
financeiro, que tem precisamente a funcao de intermedidrio. Esta entidade
garante simplesmente uma relacao contratual entre as partes, assegurando
a sua imparcialidade.

Os problemas inerentes aos contratos forward podem-se evitar quando
aplicados num mercado organizado, i.e., em bolsa, pois sao simplesmente
comprados e vendidos como acgoes.

Definigao 2.3.4
Um contrato de futuros involve um acordo semelhante a um contrato
forward, comercializado em bolsa.

A falta de transparéncia dos precos que, como foi referido, resulta na
oferta de diferentes pregos para contratos com a mesma qualidade, pode
ser resolvida por marking-to-market. Este processo consiste no seguinte:
através de um corretor da bolsa, celebra-se um contrato sem dispender qual-
quer quantia (como nos contratos forward) mas estabelecendo uma conta de
margem com algum capital; & medida que os precos do contrato sao altera-
dos (recorde-se que o preco de um contrato forward flutua), i.e. sempre que
h& lucro ou perda, o corretor credita ou debita na conta. Quando o crédito
da conta de margem se torna insuficiente, ha que depositar dinheiro extra.

2.3.4 Opcgoes

Os contratos acima referidos tém entre si um factor comum: uma obrigacao.
Definidas as clausulas de um contrato, existe a obrigacdo de comprar o pro-
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duto a um determinado prego e em dada altura. As opgoes, que surgem pre-
cisamente pela necessidade de flexibilizar o modelo de um contrato, podem
ser de compra (call option) ou de venda (put option), subdividindo-se
ainda em Europeias e Americanas.

Definicao 2.3.5

e Uma opgao de compra é um contrato que atribui ao comprador o
direito e nao a obrigacdo de comprar 1 unidade do activo subjacente
a um preco especificado K, o preco de exercicio; uma opg¢ao de
compra diz-se Europetia se o exercicio € efectuado a data de matu-
ridade T, especificada no contrato, e Americana quando o exercicio
pode ser efectuado em qualquer altura entre t = 0 (momento de cele-
bragao do contrato) e T'.

e Uma opgcao de venda é um contrato que atribui ao comprador o di-
reito e ndo a obrigagdo de vender 1 unidade do activo subjacente a um
preco especificado K, o preco de exercicio; uma op¢cao de venda
diz-se FEuropeia se o exercicio é efectuado a data de maturidade
T, especificada no contrato, e Americana quando o exercicio pode
ser efectuado em qualquer altura entre t = 0 (momento de celebragao
do contrato) e T.

Portanto, as opcdes de compra e de venda Europeias sao exercidas ape-
nas em t = T, enquanto que nas Americanas os processos de compra ou
venda sao exercidos entre t = 0 e t = T'; se a opcdo é de compra, temos o
direito de comprar, e se é de venda, temos o direito de vender.

Observa-se ainda que as opcdes Americanas sao mais flexiveis que as
FEuropeias, mas ambas sao mais flexiveis que os outros contratos aqui abor-
dados, uma vez que nao existem obrigacoes, apenas direitos.



2.4, REFERENCIAS 15

2.4 Referéncias

[1] A.B.D.P, Introdugao aos Mercados de Futuros e Opgoes, Associagao da
Bolsa de Derivados dos Porto, 1996

[2] Bingham, N. H., Kiesel, R., Risk-Neutral Valuation: Pricing and Hed-
ging of Financial Derivatives, Springer-Verlag, 2004

[3] Bjork, T., Arbitrage Theory in Continuous Time, Oxford University Press
Inc., 2009

[5] Elliott, R. J., Kopp, P. E., Mathematics of Financial Markets, Springer,
2005

[6] Hull, J. C., Options, Futures and Other Derivatives, Pearson Prentice
Hall, 2006

[11] Luenberger, D. G., Investmente Science, Oxford University Press, 1998

[14] Neftci, S. N., An Introduction to the Mathematics of Financial Deriva-
tives, Academic Press, 2000

[15] Oksendal, B., Stochastic Differential Equations, Springer-Verlag, 1992



16

CAPITULO 2. DERIVADOS FINANCEIROS



Capitulo 3

Construcao do Mercado

3.1 O Modelo Geral

3.1.1 Estrutura de Modelagao

Considera-se um espago de probabilidade fixo (2, F,P) que modela todos
os estados possiveis do mercado. O conjunto T = {0, 1, ..., T} define todo o
horizonte comercial em que a actividade econémica é modelada, pelo que os
elementos deste conjunto correspondem as datas de comercializagao. Ana-
lisamos o caso finito, ou seja, modelos de mercado finito, que correspondem
aos mercados reais e podem ser construidos de duas maneiras (ver [5]):

i) Assume-se 2 como um espago de probabilidades finito (i.e. existe um
numero finito de pontos w tais que P[{w}] > 0); neste caso, a o-algebra
F € o conjunto de partes de §2, pelo que qualquer subconjunto de €2 é
F-mensuravel.

ii) Assume-se que a o-dlgebra F relativa a  é finitamente gerada, i.e.,
existe uma particao finita P de €2 em conjuntos Ay, As, ..., Ay, disjuntos
dois a dois e em que P[4;] > 0,i = 1,...,n, cuja uniao é Q) e gera F;
deste modo, F consiste de um numero finito de eventos, precisamente
0s que podem ser expressos em termos de P.

Note-se que a medida P tem como objectivo identificar os acontecimentos
considerados possiveis pelos investidores que podem, contudo, discordar na
atribuicao de probabilidades a esses acontecimentos; no entanto, o compor-
tamento por eles tomado nao vai alterar as probabilidades atribuidas aos
acontecimentos.

A informacao disponivel aos investidores é dada por uma sucessao cres-
cente (finita) de sub-o-dlgebras de F da forma Fop C F; C Fo C ... C Fr =
F, a qual designamos por F. Tem-se entdao que F = (F;)ser é uma filtracao
em (€, F,P). Assume-se que Fy é trivial (i.e. contém apenas os conjuntos de
medida-P 0 ou 1) e que (€2, Fy) é completo (pelo que qualquer subconjunto

17
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de um conjunto de medida nula tem medida nula e que Fy contém todos
os conjuntos nulos-P). Mais precisamente, a o-dlgebra F; contém toda a
informacao disponivel até ao momento t.

Observe-se ainda que cada o-algebra JF; é gerada por uma particao finita
P, de Q e que Py C {Q} C Py C Py C ... C Pr =P. No momento ¢, os
investidores sabem qual a célula de P; que contém o verdadeiro estado do
mercado.

Veremos de seguida as caracteristicas inerentes a modelagao de um mer-
cado geral discreto.

3.1.2 O Modelo do Mercado e Numerario

Seja (2, F,P) um espaco de probabilidades e fixe-se um valor d € IN que
determina a dimensdo do mercado. O processo estocéstico S = {S} : t €
T,i=0,1,....,d}, (d 4+ 1)-dimensional, representa o processo de precos dos
activos ao longo do tempo. Assume-se que o activo 0 é uma obrigacao
sem risco, pelo que o processo de preco SY é determinista; j4 os proces-
sos 81,82, ..., 5% ndo sdao deterministas, cujos d activos correspondentes sio
acgoes de risco.

Considera-se que o processo S é F-adaptado, i.e. Vi < d, S} é Fi-
mensuravel, pelo que no momento ¢, os precos dos activos sao todos co-
nhecidos de 0 a t. Os investidores conhecem entao os valores que preenchem
o vector de pregos (S, : u < t) no momento ¢ e ndo dispdem de qualquer in-
formacao no periodo de tempo que se segue. Note-se que, nesta construgao,
é também frequente assumir a filtracao F gerada pelo processo de pregos
S = (89,8, ...,8%); neste caso, F; = o(S, : u < t) é a menor o-dlgebra
tal que as varidveis aleatérias do conjunto {S, = (89, S} ..., 89), u <t} sdo
JFi-mensuriveis.

Assume-se também que pelo menos um dos processos de pregos, conhe-
cido por numerario, seja estritamente positivo na sua integridade, sendo
que normalmente corresponde ao vector relativo ao preco da obrigacio S°.

3.2 Opcoes sobre Futuros

A chamada Férmula de Black é direccionada para o aprecamento de opgoes
escritas sobre um contrato de futuros, como é o caso do contrato em estudo.
Contudo, do ponto de vista pratico este contrato nao se enquadra na sua
aplicagdo. No entanto, dada a sua relevancia faremos de seguida um breve
enquadramento sobre o aprecamento de produtos derivados num mercado
financeiro, cuja modelagdo permitiu a elaboracao da famosa Fdrmula de
Black-Scholes e da Formula de Black (ver [3]).
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3.2.1 Apregamento e Arbitragem

Definicao 3.2.1

Considere-se um mercado financeiro e seja S o processo de precos. Um de-
rivado financeiro, ou direito contingente, é dado por uma varidvel es-
tocdstica x, Fi-mensurdvel. O pregco do processo denomina-se por I1(t, x).

Podemos observar que, a data de maturidade T', o detentor do contrato
obtera o valor x; este valor é conhecido uma vez que x é Fi-mensuravel, o
que quer dizer que, a data T', x é conhecido.

Queremos entao determinar qual o valor de II(¢, x) para qualquer t < T'.
A Férmula de Black-Scholes permite-nos determinar um preco dnico da
opcao através de algumas assumpcoes, que serao devidamente apresentadas
apés a formalizacao de novos conceitos.

Definigao 3.2.2

Um portfolio é um vector h = (h',...,h"N), N-dimensional, em que h',i =
1,..., N, representa o numero de unidades do activo i compradas no momento
t =0 e mantidas até t = 1. O modelo foi definido de forma a que os activos
sejam comprados com precos deterministas em t = 0 e vendidos em t = 1
com valores estocdsticos. Consequentemente, o processo valor do portfolio
€ um processo estocdstico da forma

N
VI => hiSi=hS, t=0,1.
i=1
Definigao 3.2.3
O portfolio h diz-se um portfolio com arbitragem se:

° Voh :0,.

e VP >0 qe (ie, PV{(w) >0 = 1,i = 1,.... M, em que M € o
dimensdo do espago dos estados).

Por outras palavras, A é um portfolio com arbitragem sempre que se
d4 um aumento estritamente positivo do valor investido, desde o momento
t = 0 ao momento t = T. Consequentemente, h origina um lucro sem risco,
ou seja, sem perda de capital, podendo concluir-se que qualquer mercado
com arbitragem é um mercado em que nao existe equilibrio entre as partes.

Definicao 3.2.4
O portfolio h ¢ auto-financiado se o processo valor V' satisfaz a condi¢do

N
AV = " hi(t)dS;(t), i.e., dVi* = h(t)dS;(t).
=1
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Quer isto dizer que um portfolio diz-se auto-financiado quando todos
os investimentos feitos dependem apenas do capital aplicado a data inicial.
A partir deste momento, serdo os ganhos ou perdas resultantes do valor
investido que permitirao ou nao um préximo investimento.

Definicao 3.2.5
Uma possibilidade de arbitragem num mercado financeiro consiste num
portfolio auto-financiado h que verifica:

° Vbh =0y
e V>0, qc;

° VQ’? >0, g.c..

Uma oportunidade de arbitragem consiste entdao na possibilidade de
obter-se capital sem qualquer risco.

Definicao 3.2.6
Um mercado financeiro diz-se livre de arbitragem quando ndo existem
oportunidades de arbitragem.

Podemos agora uma enunciar uma assumpgao necessaria a formalizacao:

e o0 mercado € eficiente, i.e., € livre de arbitragem.

3.3 O modelo de Black-Scholes

Em 1973 a aplicacao de opgoes em acgoes fez disparar a comercializagao
deste tipo de contratos. Este foi o ano da introdugao da Férmula de Black-
Scholes, e desde entdao o crescimento das opgoes tem sido exponencial. O
método desenvolvido por F. Black e M. Scholes foi destinado ao apregamento
e cobertura de opg¢oes (de compra e de venda) Europeias.

3.3.1 Descricao do Modelo

O modelo assenta em dois tipos de activos, cujos pregos evoluem em tempo
continuo:

e um actiwo sem risco com preco B; no instante t;

e um activo com Tisco com preco S; no instante t.
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Definicao 3.3.1
Um activo sem risco, é um activo cujo processo de precos B tem a
dinamica

dB(t) = r(t)B(t)dt,

sendo r(t) um processo adaptado. No caso em que r(t) € uma constante, o
activo sem risco diz-se uma obrigacgao.

Podemos obter uma expressao para o processo B(t):

dB(t) 486
— =T()BE) < Bd(t) =7r(t) &
t dB(t) t
at = r{s S
ﬁoB(t)dt_/o (s)ds <

t
<:>ln(B(t))|6:/0 r(s)ds &

B(t) :efotr(s)ds N

B(0)
& B(t) = B(0)eh 79 ds

Definigao 3.3.2
Um activo com risco, também denominado de acgcao, é um activo cujo
processo de precos S tem a sequinte dindmica:

dS(t) = S(t)udt + S(t)odW;.
As fungdes p e o sdo constantes e W, é um Movimento Browniano.
Mais & frente poderemos constatar que dS(t) tem solugao
2
Sy = Soelr=TIHoWe

em que Sy representa o prego corrente (preco spot) observado em ¢t =
0. Verificaremos ainda que S; tem distribuicdo Log-Normal, ou seja, este
processo ¢é solucao de

dS(t) = S(t)udt + S(t)odW;
sse log(.S¢) é um Movimento Browniano.

As tazxas de retorno de uma obrigacao e de uma accdo sao da forma

dB(t)
By~ "W
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AWy
dt ’

= p(t,5(t)) +o(t, S(t))
respectivamente.

Observa-se que a taza de retorno de B(t) é localmente determinista, i.e.,
no momento ¢t temos conhecimento completo do retorno. Quanto a taza
de retorno da acgao S(t), esta ndo é determinista, pois embora os termos
wu(t,S(t)) e o(t, S(t)) sejam observaveis a data ¢, dgtvt é um valor aleatério e
portanto S(t) tem uma taxa de desconto estocdstica.

Podemos agora definir o Modelo de Black-Scholes:

Definicao 3.3.3
O Modelo de Black-Scholes é formado por dois activos com dindamicas
de precos

dB(t) = rB(t)dt
dS(t) = pS(t)dt + oS (t)dW;

em que r, | € o sao constantes.

Assumimos que o processo de pregos é dado por II(t) = F(¢,5(t)); o
nosso objectivo serd encontar uma expressao para F' de modo a que o
nosso mercado, dado pelo terno (B(t), S(t),I1(t)) seja livre de oportunidades
de arbitragem.

Teorema 3.3.1 Equacao de Black-Scholes

Considere-se 0o modelo de Black-Scholes num mercado livre de oportunidades
de arbitragem e a fung¢ao da forma F(t,S(t)) = I(t; x). Se F € a solugdo
do problema de fronteira definido em [0,T] x R™ e dado por

2
OF(t,s) +rsaF(t’ s) n 132028 F(t,s)

ot Bs 2 g2 Pt =0,

entao F € a unica func¢ao de aprecamento de um direito contingente x.

A solucao desta equacao corresponde a férmula do preco do derivado
financeiro x, naturalmente dada como funcao do preco do activo subjacente
S. E importante salientar que nao se obteve uma férmula de aprecamento
absoluta para o direito contingente x. O aprecamento dos direitos contin-
gentes é um aprecamento relativo, que é obtido através dos processos pregos
atribuidos aos activos subjacentes.




3.3. O MODELO DE BLACK-SCHOLES 23

A questao central agora estd em conhecer a expressao de F'(t,S(t)). A
conhecida Fquacao de Feynman-Kac permite-nos obter a funcao F', enun-
ciada no teorema seguinte. Contudo, deve-se referir que este resultado é
obtido através de uma mudanca de medida de probabilidade; passamos da
medida natural P para uma medida Q.

Explicitamente, a dindmica de S sera relativa a medida Q,

S(t) = rS(t)dt + S(t)a(t, S(t))dW (t)
em que W (t) é um movimento Browniano relativamente & medida Q.

Definicao 3.3.4
Define-se a medida de probabilidade Q por medida de martingala.

Teorema 3.3.2 Risco Neutro
O prego livre de arbitragem do direito contingente com fung¢ao de contrato

®(S(T)) € dado pela fungao
F(t,s) = e "TVEQ®(S(T))|S; = s],

em que EQ representa a esperanca relativa ¢ medida Q e s é o preco do
activo subjacente a data t.

A mudanca da medida de probabilidade revela-se fulcral num estudo
mais aprofundado sobre aprecamento e arbitragem. Na verdade, sob a nova
medida @ verifica-se que o processo normalizado % é uma martingala re-
lativamente a Q.

Proposicao 3.3.3 Propriedade de Martingala
Considerando o processo de precos II(t) de qualquer activo (derivado ou
subjacente) no modelo de Black-Scholes, teremos o processo normalizado
dado por

0= B

que € uma martingala relativamente a medida Q.

Considerando os resultados obtidos anteriormente, podemos finalmente
enunciar a Férmula de Black-Scholes:

Teorema 3.3.4 Formula de Black-Scholes
O preco de uma opgao de compra Furopeia com preco de exercicio K a
data de maturidade T € dado pela expressdo

F(t,s) = sGn(di(t,s)) —e " T DKGN(da(t, 5))
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em que

Gn corresponde a fungdo de distribuicao de uma Normal reduzida;

di(t,s) = U\/% (ln (%) + <r+ U;) (T—t)> ;
do(t,s) = di(t,s) — oVT —t.

Se considerarmos o aprecamento de uma op¢do de compra Europeia sub-
jacente a um contrato de futuros, poderemos aplicar a Férmula de Black.

Teorema 3.3.5 Formula de Black

O preco no instante t de uma op¢do de compra Europeia com um prego de
exercicio K e data de maturidade T, escrita sobre um contrato de futuros

com data de entrega Ty (T < T), subjacente ao activo com preco S, é dado
por

c=e "T(FGy(di) — KGn(d2))

em que

F € o prego de futuros F(T;T);
Gn representa a fungdo de distribuicao de uma Normal reduzida;

s~ BELLET )

dQ(t, s) = dl(t,s) —oVT —t.
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Capitulo 4

Analise Estocastica

Uma Fquacao Diferencial Estocdstica é uma expressao da forma
dXt = Oé(t, Xt)dt + O'(t, Xt>dBt,

que deve ser interpretada na sua forma integral:

t ¢
X=X, —1—/ a(s, Xs)ds +/ o(s,Xs)dBs, a < t.
a a

B; é um processo Browniano e p e o designam-se por fungoes de tendéncia
e volatilidade, respectivamente.

Analisamos de seguida solugOes para casos particulares deste tipo de
equagoes (ver [9] ou [16]).

4.1 O Processo Browniano Geométrico

O Processo Browniano Geométrico é uma ferramenta fundamental na
modelagao de pregos de activos, sendo tipicamente escolhido na analise do
comportamento do preco das accoes ao longo do tempo.

Definicao 4.1.1
O Processo Browniano Geométrico X; € a solucdo da sequinte equacao
diferencial estocdstica:

dXt == OéXt dt + O'Xt dBt
X() = X0

Qual o valor de X;?

Teorema 4.1.1
A equacdo diferencial linear estocdstica dada por

27
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{ dXy = (f(t) X +g(t)) dt + ((t) Xy + 0(t)) dZy
Xo=1x

em que Zy € uwm processo de Ito, tem solucao

t t t
X = :UeYt—i—/ eV Yeg(s) d8+/ eY17Y50(s) dZs—/ eVt Yo (5)0(s) (dZs)?,

omYi= [ g)as+ [ ots)az, 5 [ 26 @z

Aplicando o teorema anterior para a resolugao da equacao diferencial
dada, temos que
dXt = (iv Xtdt+ ? XtdBt,
f(=) #(t)

pelo que a solugao é dada por
X; = Xoe™.

Calculemos agora valor de Y;, usando as regras do calculo estocastico:

t t 1 t
Yt:/ ads—i—/ast—/ o? (dB,)? =
0 0 2 0

1
=a(t—0)+o(B: — By) — 502@ —0) =
L,
=|a-— 50’ t+ 0By
A solucao da equacao diferencial linear estocéastica é entao
Xt = xoe(a_%a2)t+0—3t_

O Processo Browniano Geométrico pode agora ser definido como se se-
gue:

Definigao 4.1.2 Um processo estocdstico Xy diz-se um Processo Brow-
niano Geométrico se, Vit > 0,

X = )(06(0‘7%‘TZ)tJWBt7

em que By € o movimento Browniano.

4.2 O Processo Ornstein-Uhlenbeck Geométrico

Definicao 4.2.1 A solucao X da sequinte equacdao diferencial estocdstica

dXt = 04(9 — log(Xt))Xtdt + UXt dBt
Xo =z
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define-se por Processo Ornstein- Uhlenbeck Geométrico.

A expressao para o processo Ornstein-Uhlenbeck Geométrico obtém-se
recorrendo a Férmula de Ito.

Definigao 4.2.2
Um Processo de Ité ¢ um processo estocdstico da forma

Xt:Xa+/tg<s>ds+/tf<s>dB<s>,agtgb,

em que X, € Fo-mensurdvel, g € Lqq(Q, L'a,b]) e f € Laa(Q, L?[a,b]).

Nota 4.2.1

° Ead(Q, Ll[a, b]
adaptados h(t,w
[ ] ﬁad(Q, Lz[a, b]
adaptados h(t,w

representa o espaco de todos 0s processos estocdsticos Fy-
tais que f; |h(t)] dt < oo g.s.;
denota o espaco de todos os processos estocdsticos Fi-
tais que f; |h(t)]?dt < 0o g.s..

~—_— L — —

Teorema 4.2.1 Formula de Ité
Sejam Xy um processo de Ité e o(t,x) uma fungdo continua com derivadas

dp O 0?
parciais continuas a—f, a—i e a—;g Verifica-se que @(t, Xy) € um processo
de Ito e que
o(t, Xt) = p(a, X,) / o f(s)dBs+

2

[ (Sexa+ f;% Xa(s) + 556 X020 ) s

cuja expressao € usualmente representada na sequinte forma diferencial:
2

Oy 0
dip(t, Xo) = S5 (8 X0)dt 4+ S5 (8 X)dX, + 55 (¢ X) (X0

Op
ot

Aplicamos a Fdérmula de Ité para resolver a equacdo diferencial ndo-
linear estocdstica.

Seja (t, z) = log(x)e™.

8@ _ at aﬁ - - _
8t (t iL') OélOg( ) ’ ax (t,l’) - T T (t,.ﬁlﬁ) - $2

Pela Formula de Ito:
b eat 1 eat 9
do(t, X)) = alog(X;)e® dt + det +3 X (ax}?) =
at

= alog(Xy)e™dt + % (a(0 — log(Xy)) Xedt + 0 Xy dBy) +
t

1 at
‘ (—;2) (a(8 — log(X0)) Xydt + 0 X, dB,)?
t
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dXt = 06(9 — log(Xt))Xtdt + O'Xt dBt

(dX1)? = (a0 — log(X,)) Xy dt + 0 X dBy)* =

= (a0 — log(X,)) X,)* (dt)? +
0
+ 2a(0 — log(Xy)) X0 Xy dtdB; +(0X;)? (dB;)? =
0 dt
=’ X} dt

at

do(t, X;) = alog(X,)e® dt + %(a(@ —log(Xy)) X, dt + 0 X, dBy)—
t

let o
— -0 X;dt =
2Xx7 1
= alog(Xy)e® dt + e (a6 — log(Xy))) dt + e*'o dBy—

1
— ZeMo? dt =
2

1
= e <a(log(Xt) + 60 —log(X;)) — a2> dt + e*odB; =

2
at 1 2
=e <<a9—20> dt—i—adBt)

2
d (log(X;)e) = e ((a@ — 02> dt + UdBt>

t 2 t
log(Xy)e™ —log(Xg)e™ = / e’ <a9 - J) ds +/ e*®o dBs
0 0

2
o2 t t
log(X¢)e™ = log(zo) + (ozG - 2> / e*ds + a/ e**dBs =
0 0
2 at a0 t
= log(zo) + (ozG - U> £ -° 4 a/ e**dBs =
2 o 0
o2 t
= log(zo) + (0 - ) (e — 1)+ a/ e** dBs
2 0
o2 t
log(X;) = e * log(xg) + ( - 204) (1—e ) + U/ e~ t=5) 4B,
0

A solucéo pretendida é portanto
—at ], (9_02) 1—e—at t —a(t—s) dB
X, = ee og(xo)+ = )(1—e )+Uf0 e s
Podemos agora reescrever a definicao dada acima:

Definicao 4.2.3
Um processo estocdstico Xy diz-se um Processo Ornstein- Uhlenbeck Geométrico
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se, Vt > 0,

2
—at _oZ _e—at t o —a(t—s)
X, = & log(mo)+(0 2a)(1 e ) to [y e st,

em que Bs; € o movimento Browniano.
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Capitulo 5

Simulacao de Trajectodrias

Apresentam-se de seguida dois métodos de simulacdo de EDE’s: o Método
Recorrente das Densidades de Transicao e o Esquema de Euler. Estas apro-
ximagdes constroem-se sobre uma partigdo do intervalo [0,7] : 0 = ty <
hh <t <..<t,= T, e definindo Ati =tiy1 — ;€ AWZ = Wi+1 — VVZ',
Vi=0,1,....,n— 1, sendo W; um processo estocéstico (ver [18]).

5.1 Meétodo Recorrente das Densidades de Transicao

5.1.1 O Caso do Browniano Geométrico

Recorde-se que o Processo Browniano Geométrico foi definido pela expressao
1_2
X, = xoe(u—50 )t+aBt‘
A solugdo X;41 condicional a X; é dada por

) ) o
Xiy1 = Xie(” 29 )Atl—HfABZ, 1=0,1,...,n— 1.

Observe-se que AB; ~ N (0, At;). As trajectdrias serdo entao simuladas
recorrendo ao Processo recursivo

}/;-i-l _ }/ie(p,fédz)Ati+U\/AtiZi

Yo = Xo
em que Z; ~ N(0,1),i=0,1,....,n— 1.
5.1.2 O Caso do Ornstein-Uhlenbeck Geométrico
O Processo Ornstein-Uhlenbeck Geométrico é dado por

X ee’at log(azo)—ﬁ-(@—%) (1—e= ) +0o fot e~ (t=3) 4B
t = .

33
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Note-se que o fg e =) dB, ~ N <0, %(1 - e_zo‘t)). Escrevendo

—adt; . _ 22\ (1_g—alt titl —altiq—s)
Xi_l,-l _ ee 110g(X1)+<9 2a>(1 e Z)Jrgfti e i dBS7

as trajectorias deste processo obtém-se recursivamente por
2 2
Vipy = ¢ " Ior0)+(0-57) (1) 4 B (1me 0.2,

Yo = Xo

com Z; ~ N(0,1),:=0,1,....,n— 1.

5.2 O Esquema de Euler

Nesta seccao obtemos expressoes para simular EDE’s procurando aproximagoes
nao da respectiva solucao, que usualmente nao é conhecida explicitamente,
mas da propria equagao diferencial.

As aproximacoes a X; sdo dadas por Y;, que é obtido recursivamente
através do seguinte método:

Yo = Xo
Yisrn =Y+ p(ts, Vi) At + o(t;, Vi) VAL Z;
em que Z; ~ N(0,1).

5.2.1 O Caso do Browniano Geométrico

A aproximagao de uma trajectdria do processo da forma
dXt =5 ,uXtdt + O'XtdBt

é dada por:

Yir1 =Y + uY;At + oYV ALZ;
Yo = Xo

em que Z; ~ N(0,1).
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5.2.2 O Caso do Ornstein-Uhlenbeck Geométrico

Uma trajectéria do processo
dX; = 06(0 — ln(Xt))Xtdt + o X;:dB;

é aproximada por:

Yir1 =Yi+ a0 —In(V))) YAt + oY,V ALZ;
Yo = Xo

com Z; ~ N(0,1).

5.3 Resumo dos Dois Métodos de Aproximagao

E importante salientar que o método Recorrente das Densidades de

35

Transicao é bastante mais preciso que o Esquema de Euler; no pri-
meiro estamos a recorrer a propria solugao da equacgao diferencial estocdstica
para as simulagoes, enquanto que no segundo é utilizada uma discretizacao

da EDE.
e Processo Browniano Geométrico:

Método Recorrente das Densidades de Transicao:

A A
Esquema de Euler:
Yig1 =Y + pY;At + oYV ALZ,
e Processo de Ornstein-Uhlenbeck Geométrico:

M¢étodo Recorrente das Densidades de Transi¢do:

Voo o oo At log (V)4 (0-52) (1mem 304/ g2 (1—e 20 Z,
i+1 —

Esquema de Euler:

Yivi =Y+ a0 —In(Y)) YAt + oYV ALZ;
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Capitulo 6

Estimacao de Parametros

6.1 Método da Maxima Verosimilhanga

Em Anadlise Financeira utiliza-se tipicamente o logaritmo dos retornos que,
na maioria dos casos, segue uma distribuicao Normal ou aprorimadamente
Normal. Recorde-se que, nesta situacao, as v.a.’s tém uma distribuicao Log-
Normal, que se recorda de seguida (ver [14]).

Seja Y ~ N(u,0). Se Y =In(X), i.e., se X = €Y, entdo

(@) 1 _%un(z);ﬁ
x(r) = ————e o .
vV 2ro?

Diz-se portanto que X tem distribuicao Log-Normal de parametros px

2
€ 0%, € esCreve-se

X ~ LN(,ux,O'g(),

o2 2 2
em que ux = elT7 e ok = T _ 2t

6.1.1 Processo Browniano Geométrico

Na secgao anterior obtivemos a expressao correspondente a solucao condici-
onal (ao instante anterior) do Processo Browniano Geométrico:

XZ‘+1 _ Xie(ﬂ_%0'2)Ati+‘7ABz"
em que Ati = ti+1 - ti, ABz = Bi+1 - Bl‘, 1= 0, 1, e, — 1.
Aplicando a fung¢ao logaritmo temos que

In(X;+1) = In(X;) + <u - ;Uz) At; + 0 AB;

37
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X; 1
ln( X—:1> = <M — 20'2) Ati —i—JABZ

Obtencao da Distribuigao

ou

O processo Browniano Geométrico é dado por (ver [9] ou [16])
Xt _ Xoe(,u—é)t—l-aBt'

Aplicando a funcdo logaritmo a esta expressao ficamos com
2

log(X;) = log(Xo) + <,u - 02> t+ oBy

X o?
In <X;> = (,uQ)tJrUBt
1

e portanto

ln(XiH]Xi = xz) ~ N <1n(a:z) + <,u - ;0’2> Ati, O'ZAti) .

A funcao de densidade dos logaritmos dos precos condicionais é dada
por:

(n(zis1)= (1n(es) + (=3 2) A1)

1 1
f Tir1) = 7675 o2 At =
(@is1) Tip1V2moZ At
1  (n(FE) - (n-30%)a0)°
= —675 o2At

Tip1V2moZ At

Portanto, log(X};) tem distribuicao Normal pelo que X; tem distri-
buicao Log-Normal. Conhecida a distribuigao de X;, podemos agora apli-
car o método da maxima verosimilhanca para tentar obter os estimadores
de mdzima verosimilhanca para os parametros p e o.
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Aplicagao do Método

A funcdo de verosimilhanc¢a correspondente & expressao acima obtém-se da
forma seguinte:

L(p, 0| ) H1 1 oy (T (- 302)ar)”
W, 0°|Zgy ey Tpn—1) = — ¢ 2 o2At =
" i—0 Ti41V 27T02At
In Iifl - —1(72 At 2
I g (oCE) (4

B H?:_Ol Ti+1V 27TO'2At
pelo que podemos calcular a func¢do de log-verosimilhanca:
l()uv O'2|.'L'0, cey .’L‘nfl) =1In (Na 0-2‘1"07 ey :L'nfl)) =
n—1
= _ Z In ($i+1\/ 27r02At) —
i=0
. 2
n-1 <ln ( ”1> — (,u — %02) At)
Z 202At -

7

=0
E 27r02 At) — E In (241)
2 "

1 &, ([ 1 2
- it N Y PR
202Atzz;<ln< " ) <,u 50 )At) .

Os estimadores de ;e o, fi e 62, sdo as solucdes das seguintes equacoes:

o 00|z, 1) _
i i =0

~92 . Ol(p,02|To,...,Tr—
0_2 . (:u'vo' |Ig,2 s3Tn 1) — 0

- Ol(p, 020, e Tp—1)
fi: =

CA:
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n—1

Ol(u, 0|20, ..., Tp_1) — Tit1 o?
e e A =
au 0 & EO s + | 5 t 0 &

)

n

1
= <1n <$H1>> -n
—0 ZT;

o T
H 2 x; ) nAt
=0
1 l Ti+1 0'2
S ou= 1 — =
F= 0 tzn< T; )+ 2
=0
1 S X\ 62
= [ = 1 i+ v
# HAt;n<XZ >+ 2
l 2 ey T
6_2: a(/,b,0'|$[), s I 1):0

Oo?

Note-se que

n—1 2
_ Tit1) , o° o Tiy1
i) 5 = () ae T En (),

pelo que podemos fazer uma substituicao em I(u, 0?|zg, ..., 1) de modo a
simplificar os calculos.

I(u, 02|x0,...,xn,1) ffln 271'02At Zln Tit1)
n—1 2
_%;Atz<1 <$z+1>_zl <$z+1>>
CA: -

n 2rAt n
2927w02At 202

502 (—gln(27m2At)) =—

CA:




6.1. METODO DA MAXIMA VEROSIMILHANCA 41

ol(u, 0%z, ..., Tn_1)
Do?

o n + 1 nil 1 Ti+ 1 n—ll Ti+1
e — n - — n
20'2 20'4At 0 Z; n 4 T;

i=

=0 &

Podemos observar que a expressao dada por j é relativa a uma média
. 52 . < s
usual acrescida do factor %-, sendo que &2 corresponde & férmula usual para
a variancia.

6.1.2 Processo de Ornstein-Uhlenbeck Geométrico

A expressao de aproximacgao condicional do Processo Ornstein-Uhlenbeck
Geométrico, no instante t;11 dado Xj, é:

—alAt, . 7& _e—alt; titl —a t; s
X = (X4 (0-52 ) (1—e o34 ) 4 [41 cmoltis )dBS’
em que At; =t;41 —t;, AB; = Biy1 — B;, i =0,1,...,n — 1, e portanto

—alt; 02 —aAt; ti+1 —altis—
In(Xiy1) =e i In(X;)+(0—— ) (1—e® 1)—{—0/ e tini=s) g,

20 t;
Obtencao da Distribuicao

O processo Ornstein-Uhlenbeck Geométrico é dado por

X, — ee*"‘t log(Xo)—l—(Q—%)(l—e*o‘t)—&-a fg e—a(t=3) 4B,
= .

Aplicando a funcao logaritmo a esta expressao ficamos com

2

t
log(X;) = e “log(Xy) + (0 - ;) (1—e )+ U/ e (t=%) 4B,
@ 0

pelo que condicionando a Xy temos uma distribuicdo Normal, pois sabe-se
que fot f(s) dBs tem distribuicao Normal quando f é determinista.
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2x

t
+E [a / e o(t=s) st] -
0

0

= ¢ “'log(Xo) + <9 — ‘272) (1—eo

E[ln(X;)] =E [e—af log(Xo) + (9 — "2> (1— e—at)] +

«

Var (In(X;)) = Var <e—at log(Xo) + <9 - ;’;) (1- e‘“t)) +

0

¢
+ Var <0’/ e—olt=s) st) =
0
_ . )
=K (o/ e olt=s) st>
i 0
2

(el forren) -

0

i t
=E <a / e—o(t=9) dBS>
0

Aplique-se a Isometria de Ito:

t 2 t 9
(0/ e~ (t=9) st> = 02/ <e_a(t_s)) ds =
0 0

t
_ 02/ e—?a(t—s) ds =
0

2

ag” _ —3s) |t

%6 20(t s)’o _

— 0-72 (1 _ e—QOét)
2c

2

E

Temos portanto

2

2
—OlAti g —a\ i g
In(X; 11| X; =2;) ~ N <e In(x;) + <0 - 204) (1—e 3% | -

(1= )

A funcdo de densidade da distribuicao em causa é da forma
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1,'14_1 - X
—2aAt
Tit1 \/27r2a — e—2aAt)

(ln(I'H»l)* (efaAt In(x;)+ (97%> (1,efaAt)>)2

X e %(1_57204At) _
1

= X

i \/w%(l _ e—20At)
) (1,,(wi+1)7<e_"‘At lrl(xi)+<67%§>(176_&At)))2

%2(17672QAt)

N|=

Aplicagao do Método
A fungao log-verosimilhanca é dada por
l(lu’a O'2|.T()7 ey xn—l) =
n—1
=In H f($i+1)> =
=0
n

-1

= Zlﬂ (f (wit1)) =

1=0
= S In 1 _
i=0 g:l+1\/777(1 e 2aAt)
2 (e (ot (0= )0 - )’
- Z-z:% o2 At -

1 0'2 —2aA
_E |: ].Il .CE,L+1 —21n<a(1—62 t)>:|—
#x
0'2(176701At)

« Z [(m (wi41) <eam In(z;) + <6 - ;’;) (1~ 6““)))1

. 8l(/"v‘7 |0, . Tn—1) __ 0
: 90 =

>

jo)

. al(“vo-zlmO»"-vxn—l) — 0

oda

6.2 . 81(#,02@0,..‘@",1) =0

Jdo
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De modo a resolver o sistema acima, efectuam-se as seguintes substi-
tuicoes:

52 — 5026 (1 _ 6_2aAt)

o2

=60 —.
i 2a

Assim, a fungéo logaritmo de verosimilhanga serd dada por:

W, 02|20, ooy Tp1) = —= ln 2m6?) — Zln Tiy1)—
1= —aAt —alty12
~ 552 Z [ln(xiH) — In(z;)e” 2" — v (1 —e ¢ )]
=0

n
= -5 In(27) — nln(d Zln Tit1)—

n—1

952 Z [ln(fﬁﬂ—l) — ln(:L'Z-)e_O‘At — (1 _ e—aAt)]2
i=0

g =0 & _3 Z [ln(le) _ ln(xi)e_o‘At — (1 _ e—aAt)] «
0
% (1 _e—()éAt) =0 &
1

A Z [In(zig1) (1 — e ) —In(z;)e 2 (1 — e ")) —

1=0
n—1
_ [7 (1 e—aAt)Q] AN
=0
n—1
& [In(zit1) — In(z;)e A — 5 (1- e_o‘m)] =0 &
i=0

—1 n—1
& Z In(zi41) Z ln(xi)efam —ny (1 — efaAt) =0 &

n—1
<= n(l—e aAt (Z In(zi1) Zln(xi)e_o‘m>
i=0
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o _ 0 & —QTil (In(ziy1) — In(z;)e A — (1- efo‘m)) X
da - 252 < i+1 % Y
x (At In(z;)e” @A — ’yAte*aAt) =0 &
n—1
& Z (In(zig1) — In(z;)e A — 5 (1- e_am)) X
=0
x (In(z;) — ) Ate A =0 <
n—1
& Y ((n(zig1) =) = (In(z;) —7) e ) (In(a;) —7) <
=0
n—1
& 3 (i) =) (nfz) =) = e (n(m) = 7)°) ©
=0
o et _ X0 (n(rie1) —7) () ~ )
n—1 2
> iz (In(zi) =)
ol n 1 2
w0 ® _5_2<_53)X
n—1
X (In(ziy1) — In(z;)e A — 5 (1- e_o‘At)]2 =0 &
1
= —g = —gx
n—1
X [In(zit1) — In(z;)e A — 5 (1- e_o‘At)]2 &
=0
n—1
& 6= %Z [In(zis1) — In(z;)e A — 5 (1- eiO‘At)]Q
=0

Para simplificar a notagao, escrevemos:
Sy = Z?gol In(z;) , Sy= Z?gol In(zit1) ,
Sez = Z?:_ol(ln(xi))Q o Sy = 2?2_01 (In(xi41))*
Sey = io In(@i) In(xi41).

De modo a calcular uma expressao para o estimador de -y, fazemos desde
ja as seguintes substituigoes:

B Sy o efozAtSm
T=n (1 — e—oAt)
—aAt _ Sy —Y(Sy + Sz) +nd
Sz — 275z + n'YQ

e
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CA:
e Aty Sz = Suy = V(Szz + Say) + n7*Se
* Spe — 27vSy + ny?
CA:
1 — o—0At _ Szz — 275 + n’72 — Sy + v(Ss + Sy) — n,y2

Sz — 275z + n’72
nSzz — 2nySy + 12y — nSyy + ny(Sy + Sy) — n?y?

1— —aAt —
n( N ) Sza: - 275z + anQ

Obtenha-se entao um estimador para ~:

S _ Sz Szy—7(Sze+Szy)+ny2Se
. Y Szz—27vSz+ny2 .
V= NSpe—2n7Sz+n2v2—nSey +ny(Sz+Sy ) —n2y2
S:cz_Q'YSz"FTVYQ
Snyz_275my+n725y_stxy+7(sxx+smy)_n'y2sw
Sacx_2'75w+n'72
NnSge—2n7Sz+n2y2—nSzy+ny(Sz+Sy) —n3+>
Szz—27vSz+ny?2

_ SySeas = 29Suy + ny2Sy — SuSzy + V(Szz + Say) — nY2 5%
nSzz — 20y Sy + 292 — nSyy + ny(Sy + Sy) — n?y?
= y(nSp — 2nyS, + n’y? — nSgy + ny(Sz + Sy) — n?~?) =
= SySzz — 27Szy + 1v2Sy — SuSuy + ¥(Suz + Suy) — 1V2S: &
& Sy — 20928, — Ny Sey + nv:S, + n’yQSy =
= SySux — 27Szy + 1728y — Sz Suy + VSux + VSzy — NSy
& nySyy —ny2S, — Y Sey + n*yzSy + 27ySzy — n’yZSy — ¥Spr—

=

— VSay + 1728 = SySux — SeSay &

&y (n(Szz — Szy) — (Seoz — Say)) = SySzx — SaSzy &
SySee — SzSzy
n(Szz — Say) — (Szz — Say)

. SySxx — SxSxy

— =
77 W(Sxx — Sxv) — (Sxx — Sxv)

< Y= =

Obtido o estimador de 7, podemos estimar «:

oAt _ Szy — 7(Sz + Sy) + ny?
Szx — 27Sy + ny?
Sy —7(Sz + Sy) + ny?
Sa:ac - 2’YS$ + 77/72

& —aAt:In( &

1 Sey — V(Sz + Sy) +ny?
=——1 Y Y
s« Atn< A~ =
1 —4 y2
S A=t Sxvy ’Y(SXA-F Sy)—{:nv
At SXX—Q'yS)(—i-n’yz
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6.1. METODO DA MAXIMA VEROSIMILHANCA

Obtenha-se agora um estimador para §2:

CA:
(ln(xi-i-l) - hl({l}i)eiaAt — '}/(1 _ e*aAt))2 _
= (ln($i+1) — ln(mi)e—aAt)Q -9 (1n(m2-+1) - ln(miﬂ)e—wt) y
X (1 — e ) 4+ 421 — e A2 =

= (ln(:ﬂ¢+1))2 —21In(xi41) 1n(xi)6—aAt + (ln(xi))Qe—ZaAt_
-9 (':E’L'Jrl _ l,ie—aAt) 7(1 _ e—aAt) + ,72(1 _ e—aAt)Q

1

0% =~ (SYY — 25y Sxe A 4 Sxxe_mm) -
_ 52& ((SY _ Sxe—olAt> (1— e 4 a2 e—ézAt)Q)

n
1
Esta expressdo representa entdo um estimador para §2 e uma vez que

definimos por
o 0 2aAt
0 =_—(1—-e
50, ( )
0 que equivale a
2a 52

um estimador para o2 é
. 2& 1 . o
0-2 = 11— e—Q&At E (Syy — 28}/5}(6 ant + S e 2aAt> —
24 1 . . .
S 27 ((Sy = SxeT ) (1 788 g1 —em08)?)

T 1 _ e—28At ),

No caso de 0, observe-se que
2 2

o

=0-— & 0= —

7 2a T 2a

pelo que, substituindo os pardmetros acima pelos seus estimadores jé calcu-

lados, obtemos um estimador para 6:

Q>
no

0=4+

[\
joN
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Capitulo 7

O Critério AIC

7.1 Sobre o AIC

De modo a estudar a evolucao do produto financeiro, é necessario conhe-
cer qual o melhor processo a ajustar aos pregos futuros das matérias pri-
mas, de entre os tipicamente escolhidos: Browniano Geométrico e Ornstein-
Uhlenbeck Geométrico. O critério AIC é comummente usado para este
efeito.

O AIC (Akaike Information Criterion!) é um critério que mede o
grau de adaptabilidade de modelos estatisticos. Foi desenvolvido segundo
o pressuposto de que a informac¢ao K-L (Kullback-Leibler), uma medida
fundamental em estatistica que mede o ajustamento de duas distribuigoes,
seria fundamental para permitir fazer a escolha do melhor modelo, entrando

deste modo na chamada entropia de informagao.?

7.2 Desenvolvimento do AIC: Ideias Gerais

A informacdo K-L consiste na informagao perdida quando um modelo g é
usado como aproximagao a realidade f e é definida pelo integral

1.0 = [ o (FE0) do

para fungoes continuas f e g. Dado que o melhor modelo é o que tem menor
perda de informacao relativa a outros, este serd entao obtido minimizando
I(f,g) relativamente a g.

Uma vez que nao existe o conhecimento total da realidade dos parametros
6 nos modelos g;(z|0) propostos ao ajustamento, I(f, g) nao pode ser apli-

!Desenvolvido pelo estatistico japonés Hirotugu Akaike no inicio da década de 70.
2Conceito introduzido por Claude E. Shannon no artigo “Uma Teoria Matemética de
Comunicacao”em 1948.

49
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cado directamente no modelo. Existe uma grande diferenga entre os mo-

delos cujos parametros sao conhecidos e aqueles em que é necessaria uma

estimacao dos parametros, cujo grau de incerteza é tipicamente substancial.

Este facto influencia a forma de aplicar a informacao K-L uma vez que se

minimiza, nao a informagao K-L conhecida, mas a informagao K-L estimada.
A partir da informac¢dao K-L, temos que

1.0 = [ Sy e~ [ 5 n(otelo)) de =
— By [In((2))) - B In(g(a0))],

em que se considera a fungao f fixa e portanto E [In(f(x))] é constante para
todos os modelos, pelo que podemos escrever

I(f,g) = c—Ey[In(g(x|0))].

Assim, temos apenas que calcular a esperanca E¢ [In(g(x|0))] relativa a cada
modelo do espaco de modelos dado. Para que o critério de seleccao seja
completamente rigoroso, serd ainda necessario estimar

Ey [Ex [In(o(eld(w))]]

Note-se que E, [ln(g(w\é(y))} corresponde a E [In(g(x|0))], em que 6 é subs-
tituido pelo respectivo estimador de mdzrima verosimilhanga, com base no
modelo em questao g e na amostra y, constituida por valores aleatérios per-
tencentes a mesma distribuicao da amostra x e que lhe sao independentes.
Existe uma relacao entre a informacao K-L e a teoria de verosimilhanca, mais
propriamente, o valor maximizado da funcao de log-verosimilhanga é uma

estimativa de [, [E [ln(g(m\é(y))” Concluiu-se que um bom estimador

de E, [E [ n(g(z|0(y ))H para amostras grandes é dado pela expressao

~

In(L(0|x)) — K.

Assim,
In(L(0|z)) — K = c = E4[I(f, 9)],

em que § = g(-/6).

7.3 Critério de Informacao Akaike

O Critério de Informacgao Akaike, ou AIC, para um modelo M foi entao
definido por
AIC(M) = —2In(L(0|x)) + 2K,
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em que In(L(0|z)) representa o méximo da funcao de log-verosimilhanca, 6
o estimador de maxima verosimilhanca de 8 e K o nimero de parametros do
modelo. O melhor modelo a ajustar tem o menor valor AIC correspondente.
Note-se que o AIC identifica o melhor modelo a adoptar de entre o espago
de modelos e nao determina o grau de qualidade de ajustamento aos dados;
quer isto dizer que o melhor modelo de entre os possiveis é obtido através
deste critério, seja ou nao adequado.

O primeiro termo relativo a expressao que identifica este critério mostra-
se mais favoravel aos modelos mais complexos, com um numero crescente de
parametros, que por sua vez influencia o critério de modo adverso. Um termo
de correccao foi introduzido ao critério, dando origem ao chamado AIC
Corrigido. Este novo critério aplica-se quando o niimero K de parametros
¢ muito grande em relacao a dimensao n da amostra e é dado pela seguinte

expressao:
n
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7.4 Referéncias
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Capitulo 8

O Produto

8.1 Descricao do Produto

Em estudo encontra-se um Produto Financeiro Complezo, cujo retorno esté
indexado a evolucao do valor do contrato de futuros de 3 mercadorias
agricolas, ou matérias-primas: Milho, Acicar e Trigo. O contrato tem o
prazo de 3 anos, sujeito a um mecanismo de reembolso antecipado no final
de cada semestre que podera determinar o seu vencimento antes da sua ma-
turidade. As seguintes cldusulas sdo determinantes a evolucdo do produto,
cujo desempenho serd observado durante os seis semestres decorrentes da
data inicial:

e Se a cotacao de fecho do contrato de futuros da Mercadoria com pior
desempenho for igual ou superior ao seu Valor Inicial, haverd lugar ao
reembolso antecipado do produto ao Valor Nominal, acrescido de um
cupao no semestre de 3,50% sobre o Valor Nominal; i.e., o contrato
termina com um reembolso acrescido de 3, 50% sobre o valor investido.

e Se a cotacao de fecho do contrato de futuros da Mercadoria com pior
desempenho for inferior ao seu Valor Inicial, mas igual ou superior a
65% do seu Valor Inicial, serd pago um cupéao no semestre de 3,50%
sobre o Valor Nominal e o produto continua para o semestre seguinte;
i.e., o contrato continua para o semestre seguinte, com um pagamento
de juro de 3,50% sobre o valor investido.

e Se a cotagao de fecho do contrato de futuros da Mercadoria com pior
desempenho for inferior a 65% do seu Valor Inicial, nao serd pago
qualquer cupao e o produto continua para o semestre seguinte; i.e., o
contrato continua para o semestre seguinte.

A evolugao dos pregos das matérias primas em questdo pode ser obser-
vada pelos gréaficos apresentados nas Figuras 8.1, 8.2 e 8.3.
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Figura 8.1: Evolucao dos Precos do Milho
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Figura 8.2: Evolugao dos Pregos do Agucar

Queremos agora explorar as caracteristicas do produto em si, tendo em
atencao as estatisticas dos valores histéricos das matérias-primas.

Os dados histoéricos correspondem a uma amostra de dimensao [ = 453
dias e foram organizados em vectores da forma

(Ml7Al7ﬂ)7

em que M;, A; e T; correspondem aos precos do milho, do a¢ucar e do trigo
no instante [, respectivamente.
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Figura 8.3: Evolugao dos Precos do Trigo

Foram estimados o vector média e a matriz de covariancias:

I 206.44
p=1 p | = 11.44
B s 627.75
011 012 013 36139.6 —b5.38227 —27646.3
S=| oo o092 o093 | = | —5.38227 1.64088  70.2147
031 032 033 —927646.3 70.2147  34013.2

8.2 Ajustamento dos Modelos e Selecgao

O progresso do contrato em questdao depende do retorno dos precos simu-
lados ao longo de seis semestres em consonancia com as 3 condigoes de
fronteira discriminadas acima.

Procuramos ajustar os precos historicos aos dois modelos apresentados,
pelo que consideramos as 3 variaveis aleatérias

XXX}

que representam os pregos das matérias-primas milho, agucar e trigo, res-
pectivamente, no instante t.
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Em primeira instancia, poderiamos simular os precos individualmente ao
longo do tempo recorrendo ao sistema

dX} = Xldt + o1 X} dB}
dX}? = pp X2dt + o9 X?dB?
dX} = psXpdt + o3 X}dB}

no caso do Processo Browniano Geométrico, ou

dX} = a1(6; — In(X})) X} dt + 01X} dB}
dX? = ag(0y — In(XP)) XPdt + 02 X7 dB?
dX} = as3(03 — In(XP)) X2dt + 03 X}dB}

no caso do Processo Ornstein-Uhlenbeck Geométrico ser o que melhor se
ajusta aos dados. Note-se que B}, j = 1,2,3, é um movimento Browniano.

Contudo, a aplicagao destas féormulas assume o pressuposto de inde-
pendéncia entre as varidveis aleatérias. Uma andlise mais rigorosa obriga ao
uso da funcao de densidade conjunta das trés matérias-primas.

8.2.1 Escolha do Modelo

Procedamos a determinagdo do processo que melhor se ajusta aos dados
histoéricos de modo a iniciar a simulagao. Para tal, recorremos ao AIC, cuja
estatistica se recorda abaixo:

AIC(M) = —2In(L(f|z)) + 2K

In(L(A|z)) é o valor da funcio de log-verosimilhanga, 6 o estimador de
maxima verosimilhanca de 8 e K o nimero de estimadores do modelo M.
Temos entao a calcular os valores AIC(BG) e AIC(OUG), relativos aos
processos Browniano Geométrico e Ornstein-Uhlenbeck Geométrico, respec-
tivamente; opta-se pelo processo cujo valor AIC correspondente seja inferior.

Como ja foi referido, tipicamente em analise financeira simula-se os lo-
garitmos dos precos, ou mesmo os logaritmos dos retornos dos precos, cujas
distribuigoes sao Normais e portanto, conhecidas. Note-se ainda que, uma
vez nao pressuposta a independéncia entre as trés variaveis aleatorias, a
fungao log-verosimilhanca a aplicar no teste obtém-se através da funcao de
densidade de probabilidade conjunta de uma distribuicdo Normal tridimen-
sional. Esta fungao é definida por

1 DO S DR
fxg,xf,xf(%l,x?,x?) = We 2T )P @ =12, 0
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em que:
011 012
1,2 .3
Ly = (I xz’xz) M= (/1’17”2’/‘3)’ Y= 021 022
031 032

J13
023
033

sendo u o vector dos valores médios e 3 a matriz de covariancias.
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A correspondente funcgao log-verosimilhanca obtém-se da forma seguinte:

In <H Fxa xz2 x3( a:“a:?,a?f’)> =

n—1
= > (fxrxz ol adad)) =
1=0
B n—1 1 ) § N
= <ln ((27T)3|Z|) —g@i— W)= (i ) > =
n—1
=——1In ((27T)3|Z’) — %Z(xz _ ,UI)E_I([L‘Z *H)T
=0

Processo Browniano Geométrico

Para j = 1,2, 3, temos que

X7 X7 .
X — =1 — In| | =Y
X5 X
X7 X7 .
X — =2 — In|=2|=Y/
Xi Xi
bel Xj :
X3 — =3 — n(=2|=Y
X X
. X X,
X7 - jn — In ( j" > =Y’
anl anl

Ja vimos que

4 b ¢l o2
Y/ =In ;1 ~N | p— 73 At;, 07 At; =0,...,n—1,j=1,2,3.
7
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Verifica-se entao que
(VLY Y?) ~ N (mpg Spe), i = 1,2,..,n — 1

(e

2
para mpg = (M1, ma, m3), mj = (,uj — 2J> At;, 7=1,2,3 e Xpg a matriz

de covariancias.

Temos entao a fungao log-verosimilhanga dada por

n—1
. (H fw,w<y37y3,y§>) _

i=0
n 1 n—1
=-gh (2m)*ZBal) — 3 Z(& —mpe)Spa(Y — mpe)’
i=0
em que
0.00027105
g = | —0.00084443
0.00103895
€

0.000122449  2.04534 x 10~%  0.0000655499
Ypo=| 204534 x 107  0.00028272  4.64414 x 1076 |,
0.0000655499  4.64414 x 10~ 0.000387376

sa0 os estimadores usuais.

Processo Ornstein-Uhlenbeck Geométrico

A funcao logaritmo aplicada a varidvel aleatéria preco X; tem distribuigao
dada por

2

2
_ . (o _ . g
In(X;41|X; =2;) ~ N <e Bliqn(z;) + <9 - m) (1 — e o) | %

(1= o),

na qual observamos que o termo condicionante In(X;) nao é independente
de ln(XZ-_l).

Seja j =1,2,3.

X{
X; = InXx)) =127

1
_
=
B
<
I
N
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Temos entao que

2 2

. . . ) o2 2
ZijJrl’ZiJ = Zf ~ N <€_ajAtiZg + (9]' - Q()Z) (1 — e_aJ'Ati) , ﬁ (1 — €_2OéjAti)> ’

J J

pelo que o vector para a média é condicional ao do instante anterior, sendo
ainda diferente para as trés varidveis aleatérias (o que nao se verificou no
processo anterior).

(Zi17 Zi27 Zzg) ~ N(mg)UGa Z:OUG’)

Apresentam-se a matriz de covariancias

R 8.72845 0.016993  —0.671576
Yovg = 0.016993  0.0119506 0.00588434
—0.671576 0.00588434  0.07175

e as estimativas v, a, 8 e 6 necessarias a obtencao da lista de vectores para
a média, composta pelos 453 valores correspondentes aos dados histéricos.

. mi
Moyg = m%
i
—0.00878007 0.00393827
¥ = 2.32276 a= | 0.00822981
2.32276 0.00116773
0.0773761 R 9.81483
=1 0.000282109 0= 2.3399
0.000385898 7.44303
A funcao log-verosimilhancga é dada por
n
In <H fz.l,z?,zé’r(zil,%z,z?)) =
i=1
n 1« : ;
=-gln (2m)*[Sovel) - 3 Yz = moye)Eobe(z — move)”
i=1

8.2.2 Aplicacao do AIC

Obtidas as fungoes de log-verosimilhanga para a distribuicdo Normal tridi-
mensional e conhecidas as estimativas de cada um dos processos, procede-
mos & aplicagao do AIC.



60 CAPITULO 8. O PRODUTO

Calculo do Valor AIC

Note-se que foram estimados seis parametros para o Processo Browniano
Geométrico e nove para o Processo Ornstein-Uhlenbeck Geométrico. Os
valores obtidos foram os seguintes:

e AIC(BG)=-7501.68

o AIC(OUG)=-390.234

Dado que o menor valor AIC determina o processo a escolher na si-
mulagao, procedemos entao com o Processo Browniano Geométrico.




Capitulo 9

Analise do Produto

A evolugao do contrato é determinada pelas trés condigoes de fronteira re-
feridas na seccao 8.1, que apresentamos sinteticamente:

A terminus (reembolso+juro);
B continua (juro);

C continua.

9.1 Analise Tedrica

9.1.1 Desenvolvimento do Produto Relativo & Condicao A

Os retornos dos precos dos trés produtos seguem uma distribuigao multinor-
mal de dimensao 3:

Yi = (', Y2 YP) ~ N(m, %), i = 1,...,n.
Verifica-se para o caso tridimensional (&4 semelhanga do unidimensional)

que
n—1

ZYZ- ~ N(nm,nX)

i=0
uma vez que sao variaveis aleatérias independentes. Portanto, uma vez que
se considera que um ano tem 240 dias tteis, para os primeiros 120 dias temos

118 118 118
(Z vLY vy yf) ~ N(1194,1195).
1=0 1=0 =0

De acordo com as condigoes que definem a evolucao do produto, é ne-
cessario analisar o retorno dos precos entre as datas inicial e final do se-

[ X7 .
mestre; por outras palavras, hd que obter o retorno ﬁ, 0 que equivale a
0

. X7
conhecer o logaritmo dos retornos, In <)§§9> Repare-se que
0

61
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X/ X xIx) X o= (XD,
In % =1In o J...% Zln ,3=1,2,3,
XO X X X X118 =0
e portanto

X} X3 X7
XO Xo XO

Defina-se a varidvel aleatéria que representa o retorno entre ¢t = 0 e

t=k:
A X7
M =1In k)
X

A Probabilidade de A ocorrer no 1° semestre, quando k = 119, usando o
Teorema da Probabilidade Total ([14]) é dada por

P [min(Miyg, Mi1g, Miyg) > 0] =
=P [min(Mllwa M1219, ME)IQ) >0 min(M1119a M12197 Mf’lg) = M1119} X
x Pmin(Miyg, Mtrg, Myg) = Miygl+
+P [min(M11197M12197Mi319> >0 min(M11197M1219>Mi319) = M1219} X
x Pmin(Myg, Mtyg, Myg) = Mfigl+
+P [min(M11197M1219vM1319) >0 min(Mlllg’MflgaMfw) = M1319] X
x Pmin(Miyg, Mg, Myg) = Miyo] =
=P [M{yg > 0] Plmin(Myg, M71g, Mi1g) = Mi1o]+
+ P [M}yg > 0] Plmin(M]yg, M71g, Mig) = Mfg]+
+ P [MPyg > 0] Plmin(Mjyg, Mi1g, Miyg) = Mig).

Uma vez que
118 j
j X1119 X'—H ] -
Mg =1n (XJ = z%ln 7 ~ N (119m7,119%) , j = 1,2,3,
1= 1
entao ja vimos que
(Miys, Miyg, M) ~ N(119m, 1195).

Observe-se também que
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X7 o .
n( 5] >0l =P [x7 > x]| =
X -

2
, </J'j_2]>t+ojABt .
=P | XJe > X7 =

- ) =
=P ( ;>t+a]ABt>0 =
2
J

(=9)"
=P |-——FF— < AB;

Podemos entao calcular o valor da probabilidade
P [min(M1119>M12197Mi%19) > 0} ;

dado por

2 ,i
o1 e 240 dxq X

+oo 1
/_<’”7>”° V2407
o1
oo ptoo ptoo 1 1 1 T
—5(@—m)E~ (z—m)
X e 2 dxsdrodri+
/—OO /961 /381 v (2%)3’Z| e

400 o 1 o2
+/ (12~ 2)“’0 adont T e

roo i i L e-m)E @-m)T
— ¢ 2T L) dxsdridre+
/ / i) \/ 27T 3|Z
+00 ) 1
+ _ ——e 21 d:l: X
/ (“3 @i>”° 2407 s
o3

(& xr e ) .Ig .
0 3 V ( )

Recorreu-se a aplicagao dos métodos numéricos do programa Mathema-
tica, que se revelou um processo lento na obtencao da resposta.

A probabilidade de A ocorrer no semestre k = 2 é dada por



64

CAPITULO 9. ANALISE DO PRODUTO

P[min(M{yg, M71g, Mi1g) < 0 A min(Mysg, Misg, M3sg) > 0] =
= P[min(MlllgaMfw:Mng <0 A m1n(M239,M239,M239) > 0|
| min(Myg, Mg, Miyg) = Miyg A min(Mggg, M3sg, Misg) =
x P[min(Miyg, Miyg, Mi1g) = Miyg A min(Myzg, Misg, Mssg) =
+P[min M11197M1219’M119 0 A m1n(M239,M239,M239) > 0]
| min M11197M12197M119 M119 A mm(M2397M2397M239)
x P[min(Miyg, Miyg, Mi1g) = Miyg A min(Myyg, M3, Myyg) =
+ P[min(Miyg, Myg, Mi1g) <0 A min(Mggg, Mizg, Mise) > 0|
M11197M12197M119 M119 A m1n(M239,M239,M239)
M1 A min(Masg, Misg, M3sg) =
0 A mln(M239,M239,M239) >0
9 A min(Myzg, Misg, Mssg) =
fi9 A min(Mygg, Misg, M3sg) =
0 A m1n(M239,M239,M239) >0
Mg A min(Masg, Mg, Misg) =
Mg A min(Mysg, Mg, Misg) =
0 A min(Mysg, Mizg, M3sg) > 0|
Mg A min(Masg, Misg, Misg) =
My A min(Masg, Misg, Misg) =
0 A min(Mygg, Misg, Mssg) > 0
Mg A min(Masg, Mg, Misg) =
Mg A min(Masg, Misg, Misg) =
0 A min(Mygg, Mg, Misg) > 0
Mg A min(Masg, Misg, M3sg) =
Mg A min(Maysg, Misg, Misg) =
0 A mm(M239,M239, M339) > 0]
P19 A min(Mygg, Misg, Misg)
M119 A min(Masg, Misg, Misg) =

) <
( )
( )
( ) <
( )
( )
( ) <
| min( ) =

x P[ min(M{yg, Miyg, Miyg)
+ P[min(Mlllg, M1219, M119)
| min(M{yg, M7, M3g)

X P[min(Mlllgj M12197 M119)
+ ]P’[min(Mlllg, M12197 M119)
| min(M{,g, MEg, M3g)

X }P’[min(Mlllg, M12197 M119)
( ) <

( )

( )

( ) <

( )

( )

( ) <

( )

( )

( ) <

( ) =

( )=

+ P[min(Mj,g, Miyg, Miyg) <
|1f1flilfl M11197M12197M119
x P[ min Mg, Miyg, Mg
+ P[min(M{yg, Mg, Mi1g) <
| min(Miyg, Miyg, Mg
X }P’[min Mg, Miyg, Miig
+ P[min(M{,g, Miyg, MP)g) <
| min(Miyg, Mg, Mg
X P[miﬂ Mg, Miyg, Mg
+ P min Mg, Miyg, Miyg) <
| min(Miyg, Mg, Mg
x P[ min Mg, Miyg, Mg

3 3
=Y P[Mj1y <0 A My >0]x
i=1 j=1

. 1 2 3 ; . 1 2 3
x P min(Mqyg, Miyg, Mig) = Miyg A min(Myzg, Mz, Msg)

lesg] X
M2139] +

M2239] X
M2239] +

M2339} X
M2339] +

M2139] X
M2139] +

M2239] X
M2239} +

M2339] X
M)+

M2139] X
M2139] +

M2239] X
M2239] +

= M2339] X

M2339] =

= M§39]

Podemos desde j4 inferir que este tipo de abordagem faz-se acompanhar
de um certo grau de complexidade. Pensando no célculo seguinte, a proba-
bilidade de A ocorrer no 3° semestre serda dada por uma expressao da forma
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3 3 3
ZZZ [Mi1g <0 A Miyg <0 A Mg > 0]
i=1 j=1g=1
x P

[m1n(M1197M119,M119) = M119 A mln(M239=M22397M§39) = M539 A
A min(Mssg, Misg, Misg) = M),

em que temos a somar 27 parcelas.

Observa-se que o nimero de parcelas a somar no calculo de probabilida-
des semestrais segue uma progressao geométrica da forma 3%, k =1, ..., 6.

Uma vez que os métodos numéricos aplicados na obtencao da probabi-
lidade referente ao 1° semestre sao de resposta lenta e observando a com-
plexidade crescente de calculo ao longo dos restantes semestres e os meios
computacionais disponiveis, conclui-se que esta analise serd muito pouco
vantajosa do ponto de vista pratico.

Decidimos prosseguir a andlise do contrato recorrendo a métodos de
Monte Carlo.

9.2 Anadlise Empirica

9.2.1 Simulacao do Produto

Simularam-se 10000 contratos para os 3 anos correspondentes ao prazo de-
finido. Considerou-se que cada més tem aproximadamente 20 dias tteis e
que existem 5 feriados ao ano. Assim, cada ano terd 240 dias tteis, pelo que
cada semestre é constituido por 120 dias.

Geracao de Vectores Multinormais de Dimensao 3

Recorremos a fungao
MultinormalDistribution[u,]

do programa Mathematica, a qual permite gerar vectores multinormais de
dimensao 3; cada coordenada corresponde ao logaritmo do retorno do preco
de cada uma das matérias-primas.

Aplicagao das Clausulas Referentes ao Contrato

Construiu-se uma lista de 720 vectores por cada simulagao e determinou-se
em cada semestre o valor minimo de entre os trés logaritmos dos retornos
dos precos entre a data inicial e a data referente ao semestre em questao;
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por outras palavras, calculou-se para cada tj tal que tp, = 120k, k =1, ..., 6,
o valor

min <X1120’f Ao Xf?P’f) k=1,..,6.
Xg T X§ X§

Identificou-se a matéria-prima correspondente a cada um destes valores e
foi obtido o seu prego em cada semestre, ou seja, em cada tg, k = 1,...,6.
Estes precos foram analisados tendo em vista as 3 condigoes de fronteira do
contrato.

O processo acima foi efectuado para as 10000 simulagoes realizadas,
construindo-se semestralmente histogramas que descrevem a evolucao do
produto. Criou-se também uma tabela de probabilidades correspondente.

9.2.2 Analise dos Resultados

Observe-se a tabela de probabilidades relativa aos estados A, B e C:

1° 2° 3° 4° 5°
A 1015 0.16 0.14 0.12 0.09
B | 081 050 0.28 0.16 0.09
C 1004 019 0.27 0.28 0.26

Tabela 9.1: Evolugao Percentual Semestral

A probabilidade da situagdo A ocorrer, entre o primeiro semestre e o
terceiro, inclusivé, mantém-se sensivelmente na ordem dos 15 pontos per-
centuais; decresce até aos 8% observados a data de observagao final.

A probabilidade do caso B ¢é bastante elevada a primeira data de ob-
servagao, 81%, decrescendo consideravelmente durante os semestres seguin-
tes; no segundo semestre atinge ainda os 50%, sendo que no ltimo é inferior
a 10%.

A probabilidade de C nao atinge cinco pontos percentuais a primeira
data de observacao, crescendo até ao quarto semestre onde atinge o valor
maximo de 28%; é decrescente no tltimo semestre, terminando nos 26%.

No geral, conclui-se que:

e Ao longo do tempo de vida do contrato, a probabilidade do
produto passar ao semestre seguinte é decrescente. No pri-
meiro semestre é de 85%, onde apenas em 4% dos casos nao
ha qualquer pagamento.
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e No terceiro semestre existe ainda uma probabilidade superior
a 50% do contrato nao terminar, sendo a diferenga entre os
dois valores em questao de apenas 1 ponto percentual.

e O contrato atinge a maturidade em 35% dos casos, 9% dos
quais com pagamento de juro.
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Capitulo 10

Analise de Sensibilidade

10.1 Alteracao dos Limites de Fronteira

Na presente seccao alteramos ligeiramente o contrato, fazendo variar o limite
percentual de fronteira inferior. Analisamos dois casos.

e Percentagem do limite inferior: 60%

As probabilidades de evolugao semestral dos 10000 contratos simulados
podem ser observadas na tabela seguinte:

10 20 30 40 50
A 015 0.16 0.14 0.12 0.09
B |08 058 035 0.20 0.12
C|0.01 011 0.21 0.24 0.23

Tabela 10.1: Evolucao Percentual Semestral

Em A néo se verificam alteragoes relativamente & tabela analisada ante-
riormente uma vez que s6 o limite inferior foi alterado.

Como na situagao anterior, ha uma tendéncia de decréscimo no caso B
durante os 3 anos, sendo bastante acentuada no terceiro semestre, com 35%
de valor. A probabilidade é também muito alta no inicio, sendo que atinge
sensivelmente os 12 pontos percentuais no final no quinto semestre.

A situagdo C tem uma probabilidade quase nula na primeira observacao;
apresenta uma evolucao sensivelmente constante a partir do terceiro semes-

tre, inclusivé, terminando com 23% de probabilidade no quinto semestre.

Concluimos que a reducgao do limite inferior nao gera alteracoes
ao contrato em A. Como seria de esperar, caso B é ligeiramente fa-
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vorecido relativamente ao caso anterior, reduzindo a probabilidade
da situacao C. Contudo, as probabilidades semestrais do contrato
continuar para o semestre seguinte sao exactamente as mesmas
excepto no terceiro semestre, onde ha um pequeno acréscimo de
3 pontos percentuais.

e Percentagem do limite inferior: 70%

Os resultados sao os seguintes:

1° 2° 3° 4° 5°

A 1015 0.16 0.14 0.12 0.09
B |07 043 023 0.13 0.07
C|10.09 026 032 031 0.27

Tabela 10.2: Evolucao Percentual Semestral

Relativamente as duas situagOes analisadas anteriormente, a probabi-
lidade de B ocorrer diminui. No primeiro semestre, atinge ainda sensi-
velmente os 76%, reduzindo para 43% na data de observagao seguinte e
registando-se apenas 7 pontos percentuais no quinto semestre.

Por outro lado, o caso C apresenta maiores niveis probabilisticos, sen-
sivelmente de 10% & primeira data de observacdo e chegando aos 32% no
terceiro semestre; termina nos 27%.

As alteracoes dos valores nas situagoes B e C sdo novamente opostas, o
que ¢é natural uma vez que o caso A nao se altera.

Conclui-se que o aumento percentual do limite inferior favorece
a situagao em que nao ha qualquer pagamento sob a forma de juro
ou reembolso, 0 que se acentua até ao quarto semestre, inclusivé.

Podemos concluir os seguintes factos:

e Nao se verifica qualquer alteragao no caso A; a probabilidade
do contrato terminar nao passa dos 16%, atingindo a4 quinta
data de observagao o valor minimo de 9%.

e A probabilidade de pagamento de juro é sempre muito alta
no inicio do contrato, sendo que diminui acentuadamente a
partir do quarto semestre, inclusivé.

e A partir do terceiro semestre ha uma grande tendéncia para
nao se verificar a situagcao de qualquer pagamento.
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e As probabilidades de ocorréncia dos 3 casos sao praticamente
as mesmas no que diz respeito ao contrato original e as res-
pectivas alteragoes; verifica-se apenas uma pequena flutuagao
de sensivelmente 3 pontos percentuais a terceira e quinta da-
tas de observagao.

e A alteracgao do limite inferior para 70% permite que o niimero
de casos em que nao ha qualquer pagamento de juro seja
ligeiramente superior.

10.2 Alteracao das Volatilidades

Definimos novas matrizes de correlacao, aumentando os valores das variancias
oxXXx, 0vyy, 0zz, pelo que a diagonal da matriz de covariancia é a tinica afec-
tada na geracao dos precos.

O desempenho do contrato é analisado em cada caso ao longo dos 6 se-
mestres.

[ Alteragéo 1: QO'X)(,QO'yy,QO'ZZ

1° 2° 3° 4° 5°
0.15 0.18 0.15 0.12 0.08
0.71 0.40 0.23 0.18 0.11
0.14 0.27 0.29 0.22 0.30

Qw s

Tabela 10.3: Alteragao 1
O caso A mantém-se com valores proximos das situacoes ja analisadas.

No primeiro semestre, os casos A e C apresentam valores muito préximos,
contrariamente ao que acontece as datas restantes.

Verifica-se um descréscimo considerdavel da probabilidade em B entre a
primeira e a segunda datas de observacao; na segunda, atinge um valor de
40%, o que nao se havia ainda verificado.

e Alteracao 2: 3oxx,30yy,302z7

Nesta situagao, nao existem alteragoes a evidenciar relativamente & an-
terior.

[} Alteragéo 3: 5UX)(,5Uyy,50'ZZ
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1° 2° 3° 4° 59
A | 014 019 0.15 0.13 0.09
B | 064 034 0.27 0.11 0.07
C|022 033 025 028 0.23

Tabela 10.4: Alteracao 2

10 20 30 40 50
A 014 0.20 0.17 0.13 0.09
B 053 0.28 0.15 0.09 0.06
C 1033 039 035 0.28 0.23

Tabela 10.5: Alteragao 3

As probabilidades relativas ao caso A no segundo e terceiro semestres
sao ligeiramente superiores aquelas observadas nas situagoes anteriores.

A probabilidade em B estd muito préxima dos 50% ja no primeiro se-
mestre, o que ainda nao se tinha verificado em qualquer uma das situagoes
analisadas; esta probabilidade é novamente decrescente, diminuindo para 28
pontos percentuais ja no segundo semestre e chegando aos 6 na data de ob-
servacao final.

O caso C apresenta inicialmente uma probabilidade superior a 30%, o
que é também algo de novo; atinge uma probabilidade de 35% no terceiro
semestre e termina na ordem dos 23%.

e Alteracgao 4: 100xx,100yy, 10077

10 20 30 40 50
0.14 0.20 0.17 0.13 0.08
0.38 0.20 0.11 0.06 0.04
048 046 0.38 0.30 0.24

QW=

Tabela 10.6: Alteragao 4

O caso A nao apresenta quaisquer alteracoes de relevancia relativamente
a situagao anterior.

O caso B atinge os valores mais baixos registados até agora; nao chega
a atingir os 40% no primeiro semestre, sendo que nas duas ultimas datas

ronda os 5%.

As probabilidades em C' aumentam novamente; na primeira data de ob-
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servagao o valor estd muito proximo de 50%, reduzindo para metade no
quinto semestre, sendo que no terceiro a probabilidade é ainda de 38%.

Conclusoes:

e A medida que os valores das volatilidades aumentam, a pro-
babilidade do contrato atingir a maturidade sem a ocorréncia
de pagamento de juro semestral segue a mesma tendéncia.

e A probabilidade de vencimento do contrato antes da sua ma-
turidade estd sensivelmente entre 8% e 20% em qualquer dos
casos analisados.

e Com excepgao da ultima alteragao contratual, a probabili-
dade de haver pagamento de juro é a mais elevada no primeiro
semestre e superior a 50%; tem tendéncia a decrescer, termi-
nando com um valor inferior a 15% em todas as situagoes.
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Capitulo 11

Consideracoes Finais

Os estudos relativos & Analise Financeira exigem hoje uma grande dedicacao
a nivel intelectual. A grande evolucao do estudo sobre Investimentos, con-
duzido pelo extraordinario desenvolvimento do calculo estocastico, aliada ao
elevado crescimento de informagao e as tecnologias computacionais, levaram
a expansao global da actividade financeira. E um dos temas da actualidade,
objecto de vérios debates que sao amplamente divulgados pela comunicacao
social.

Este trabalho pretendeu dar a conhecer os principios fundamentais que
moldelam os mercados financeiros, sendo analisado um produto financeiro
particular.

A rigorosa teoria exposta assenta em conceitos matematicos, cuja ex-
plicacao é dada a luz da Teoria das Financas. Note-se que esta teoria
expressa-se na sua grande parte em linguagem matematica, sendo que al-
guns dos seus aspectos podem apenas ser representados em terminologia
matematica.

E de salientar a aplicacao da Férmula de It6 no tratamento das equagoes
diferenciais estocdsticas, que proporciona as expressoes dos processos es-
tocasticos que modelam os wvalores dos precos.

Actualmente, segue-se um critério no processo de ajustamento de mo-
delos; seria uma boa aposta futura o desenvolvimento de um método que
atribua um grau de ajustamento aos modelos em questao.

Dada a complexidade do contrato em estudo, nao foi possivel uma analise
puramente tedrica, pelo que se recorreu a simulagao. Os Métodos de Monte-
Carlo permitiram tirar as conclusGes que se seguem sobre a evolucao do
Produto:
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As probabilidades de vencimento antes da maturidade sao
muito préximas, quer no contrato inicial, quer nas subse-
quentes alteragoes; no primeiro semestre é em média de 15%
e chega a atingir os 20 pontos percentuais no segundo, de-
crescendo até rondar os 9%.

A probabilidade semestral de nao haver reembolso antecipado
é superior a 50% até a quarta data de observagao, inclusivé.

A alteragao do limite inferior para 70% aumenta a probabi-
lidade de nao haver pagamento de juro a partir do terceiro
semestre, inclusivé.

E mais provavel que nao haja qualquer pagamento de juro,
desde a primeira data de observagao, quando se da um au-
mento das volatilidades para um valor dez vezes superior ao
inicial.



Apéndice A
Histogramas Obtidos

Apresentam-se os histogramas relativos as Tabelas 9.1 e 10.1 - 10.6, respec-
tivamente. Cada figura é composta por 6 histogramas, correspondentes aos
6 semestres, sendo em cada um apresentadas as frequéncias absolutas dos
estados A, B e C, por esta ordem.

8000

(o

2000

15 20 25 30 35 4cC

Figura A.1: Histograma 1: Produto Simulado

7
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Figura A.2:

APENDICE A. HISTOGRAMAS OBTIDOS

15 20 25

Histograma 2: Limite Inferior: 60%



15 20 25

Figura A.3:

Histograma 3: Limite Inferior: 70%
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Figura A.4: Histograma 4: 20xx,20yy,2022



15 20 25 30 35 4cC

Figura A.5: Histograma 5: 3oxx,30yy,3022
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15 20 25 30 35 40

Figura A.6: Histograma 6: 50xx,50yy,b0z2



15 20 25 30 35 4cC

Figura A.7: Histograma 7: 100xx,100yy, 10022
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Apéndice B

Distribuicao Multinormal

B.1 Definicao e caracteristicas

A distribuicdo Multinormal é muito importante em analise financeira, uma
vez que inclui uma diversidade de aplicacdes nomeadamente mean-variance
analysis e asset allocation, sendo também fulcral ao Movimento Browniano
e a Férmula de Black-Scholes.

Definicao B.1.1 Um wvector n-dimensional X tem distribuicao multi-
normal com vector médio |1 e matriz de covaridncias X sse a sua
funcdo de densidade € dada por

1 1 Ty—1
W€§($—N) X (= ).

fx(@) =
Nestas condicdes, escreve-se
X ~ MN,(u,3X)

sendo que n representa a dimensdo de X.

Se p=0e X =1, ie., quando X ~ MNy(0,1,), dizemos que X tem
distribuicao Multinormal Reduzida. Neste caso, verifica-se que X; sao
independentes uma vez que a distribuicao de densidade conjunta é o produto

2

das distribui¢oes marginais: fx(x) = [/, fx, (@) =[], (271r)" e
Proposicao B.1.1 A func¢ao geradora de momentos de X € da forma

Mx(s) = E[e"¥] = et s+35"%s,
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Proposicao B.1.2 A distribuicao marginal de um vector aleatério mul-
tinormal € normal.

Proposicao B.1.3 A distribuicao condicional de uma distribuicdo mul-
tinormal € também multinormal.

Particularizando novamente, X2|X3 = x3 ~ MN{(u21, ¥21), onde pg; =
p2 4+ Do X (%1 — p1) € Do = To2 + No1 U7 T

Proposicao B.1.4 A combinagao linear AX + B de um vector multi-
normal X tem também distribui¢ao multinormal de vector médio AE[X]+B
e matriz de covariincias ACov(X)AT.

B.2 Simulacao de vectores multinormais

O algoritmo seguinte! permite gerar vectores com distribuicdo Normal de
média p e matriz de covariancias X:

1. Gerar o vector x: z; ~ N(0,1).

2. Obter as matrizes ® e A, m x m. As colunas de ® sdo constituidas
pelos vectores proprios normalizados de X; a matriz A é uma matriz
diagonal construida através dos valores préprios de 3, colocados na
ordem correspondente as colunas de .

3. Calcular y = Qx + p, em que ) = A%<I>; o vector y segue uma
distribuicao multinormal de pardmetros p e 3.

stvan T. Hernddvolgyi, 1998. Generating Random Vectors From the Multivariate
Normal Distribution



Apéndice C
Movimento Browniano

O Movimento Browniano é um processo tipicamente usado em andlise fi-
nanceira, estando por detrds da metodologia da modelagdo da conhecida
férmula de Black-Scholes.

C.1 Definicao

Definigao C.1.1 Seja (Q, F,P) um espaco de probabilidades. Um processo
estocdstico é uma fungdo mensurdvel X (t,w) definida no espago pro-
duto [0,4o00[ x Q.

FEm particular, verifica-se que:

e para cada t fixo, X (t,-) é uma varidvel aleatéria:
X(t,): Q=R

w — X (t,w) é uma variavel aleatéria,

e para cada w fixo, X(-,w) é uma funcao mensuravel, designada de
caminho ou trajectéria:

X(hw): Q=R
t — X(t,w) é uma tragectoria.

Por conveniéncia, o processo X (t,w) escreve-se X (t) ou Xj.

Definicao C.1.2 Um processo estocdstico B(t,w) diz-se um Movimento
Browniano se verifica as sequintes propriedades:

(i) P{w: B(0,w) =0}) =1, i.e., as trajectérias partem em zero q.s.;
(i) VO<s <t Va<b,

1 b 82
27(t — s) Ja
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i.e., a varidvel aleatoria B(t) — B(s) tem distribui¢ao Normal com
média 0 e variancia t — s;

(i) V0 <t; <ty <..<ty, B(t1),B(t2) — B(t1),..., B(tn) — B(tp—1) sdo
independentes, i.e., B(t,w) tem incrementos independentes;

(iv) P({w : B(-,w)continua}) = 1 i.e. as trajectorias B(t,w) sao funcoes
continuas q.s..
C.2 Propriedades do Movimento Browniano

C.2.1 Propriedades Gerais

Seja B(t) um movimento Browniano. As propriedades apresentadas de se-
guida seguem directamente da definicao de movimento Browniano.

Proposicao C.2.1

o V't >0, B(t) seque uma distribuigao Normal com média 0 e variancia

t, i.e., B(t) ~ N(0,1)

e Vs, t >0, E[B(s)B(t)] = min(s,t)

Proposicao C.2.2 Invariancia por Translagao
Para ty > 0 fizo, o processo estocdstico B(t) = B(t + tg) — B(tg) € um
movimento Browniano.

Nota C.2.1 Esta propriedade significa que wm movimento Browniano dd
lugar a um novo movimento Browniano em qualquer momento.

Proposicao C.2.3 Invariancia Escalar
V' A >0 real, o processo estocdstico B(t) = B\(/);) € um movimento Brow-

niano.

Nota C.2.2 Como consequéncia desta propriedade, tem-se queV A > 0, 0 <
t1 < ta < ... < tn, os vectores aleatorios (B(Mt1), B(At2),..., B(Aty)) e
(VAB(t1), VAB(t2), ..., VAB(t,)) tém a mesma distribuicao.

C.2.2 Propriedade de Markov

Sabemos que:
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]P)[B(tl) S al,B(tg), S ag, ...,B(tn), S an] =

1
VD — )i )

an az  rai ,%(ﬁJr(lz*Il)QJr Jr(”n—ﬂcnfl)2>
- S e
X/ / / e ‘1 f2=h noin—l dridzs...dx, =
-0 —o0 J—o0

an a2 ay
= / / / f(th,th_“’th)(:L’l,1:2,...,Z‘n) da:ldxg...dxn
—00 —00 J —00
A Lei da Probabilidade Total diz-nos que:

P[Xt € A] = P[Xt S A|Xt1 = 331,Xt2 = T2, ...,th = $n]><

X P[th =2, th = 9, ...,th = .Tn]
em que Xy é um processo estocastico e t; < to < ... < t,, portanto
]P)[Xt € A‘th = .1‘1,Xt2 = X9, ...,th = ZL‘n] =

_/ foxe, Xy X, X0 (@1, T2, 00, T, Y)
A J(x Xy X)) (@1, B2, 0 )

 Ja f e Xy X X0 (B15 T2, s T, ) dy
f(th,XtQ,,..,th)(xla T2, ..., Tp)

No caso do processo X; ser Browniano, tem-se

P{Bt € B|Bt1 = xlaBtz = T2, ""Btn = xn] =

B I8 fBe, By Buy B (T15 82, ooy Ty y) dy

f(Bi, Biy.Bi) (X1, 22, ..., Tn)

Observe-se agora que
f(Bi, Buy.Buy B (@1, T2, o, T, ) =
1
X
VT (tg — ). (tn — ta—1)(E — t)

to—t tn—ty_ t—tn
X e 2—t1 n—1 ”

e que

f(Bi, Buy...B) (X1, %2, .o, Tn) =
1

V@)t (t — 1) (tn — tno1) 8

2 2 2
1( 21, (z9—21) (zn—zp_1)
_§(ﬁ+ 271 NS n )

to—t tn—ty_
X e 2-1 1=ty 1
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logo
f(BflvBtzv---,Btn,Bt)(-Tl,.%2, ey Ty Y) B 1 eiéw

f(Btlth2 ..... Btn)(l‘l,lEz,...,:pn) o (t—tn)
Dado que
P[Bt € B|Bt =z ] — fB f(Btn,Bt)(xnvy) dy

n — %n] —
/By, (@n)
€ uma vez que
z% (y—zn)
%8_%(7—% = ) L en?

f(Btht)(xm y)  Vem) Pt (t—tn) i

IBs, (zn) ﬁe_%% 21 (t — tp)

s n

conclui-se a seguinte relagao:

]P)[Bt S B|Bt1 = $1,Bt2 =x9,...,B; = .I‘n] =

n

(y—zn)?

t—tn dy =

1
2

AN =nl

=P[B; € B|B;, = ).

Nesta situagao, em que P[B; € B|By, = z1,B, = x2,..., By, = Tp] =

P[B; € B|B, = wy], dizemos que B; satisfaz a Propriedade de Markov.

C.2.3 Propriedade de Martingala

Definicao C.2.1 Seja T um intervalo em R ou o conjunto dos inteiros
positivos. A uma famdlia crescente de o-dlgebras F = {T; : t € T} chama-
mos Filtracao em T'; o processo estocdstico Xy, t € T, diz-se adaptado a

filtracdo F, ou simplesmente F-adaptado, sse tVT X, é Fy-mensurdvel.
€

Definigao C.2.2 O processo estocdstico X¢,t € T diz-se uma Martingala
relativamente a filtracao F se sao verificadas as sequintes propriedades:

1) X é F-adaptado

2) X, € El(Q)

3) s,tveT E[Xt‘}—s] = X5 q.s.

s<t
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Xy, t €T, diz-se uma submartingala ou uma supermartingala, quando
substituimos a ultima expressdo pela desigualdade E[Xy|Fs] > X ou E[X|Fs] <
X, respectivamente.

Prova-se que o movimento Browniano é uma martingala relativamente a
filtragdo Fr = o({B(s) : s < t}):

1) YB(t) é Fi-mensuravel

|B(t)|2d}P’>; </Q 12d]P’)% =

=t

2) Pela Desigualdade de Schwarz, E[|B(t)|] < (
BB = 1
= E[B@) < (E[B®P)*? = (VIB()
3) V. _ E[Bi|F] = E[(Bi—Bs)+Bs|Fs| = E[(B: — Bs) | Fs|+E[ Bs |Fs] =
S—— 4

S~

[V
(SIS

<

8

s, teT
<t .
5= indep de Fs €mFs

E[B; — Bs] +Bs = Bs
0
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Apéndice D

O Integral Estocastico

D.1 Definicao do Integral Estocastico

O nosso objectivo é definir o integral da forma

b
/ £(t) dB(2)

em que B(t;w) é um movimento Browniano e f(t) uma varidvel aleatoria
e ndao uma funcdo determinista, como é o caso do Integral de Wiener. A
abordagem seguida é muito semelhante aquela adoptada para definir este
integral, mas ha que ter em consideracao a diferenca crucial que distingue
estes dois integrais: o facto de f ser, ou nao, uma funcdo determinista.
Fixamos um movimento Browniano B(t) e uma filtracio {F; : a <t < b}
tais que:

o Vi, B(t) é Fi-mensuravel;
e Vs <t, B(t) — B(s) ¢é independente da o-algebra F;.

Definimos também o novo espaco, L2,([a,b] x §2), o qual contém todos os
processos estocasticos f(t,w), a <t < b, w € Q, e que satisfaz:

o f(t,w) é {Fi}-adaptado;

b
. / E[|£(£)[2] dt < oc.

a

b
Vamos entao definir o integral / f(t)dB(t), com f € L2,(la,b] x Q). A

a
analise que se segue relativa a este integral divide-se em trés etapas.
1)
Seja f um processo estocdstico em escada em L2 ,([a,b] x Q); f é da forma

93
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Zfz 1 ﬂ[tl 15ti[ (t)

em que &_1 é F;_1-mensurdvel e E[¢Z ;] < co. Define-se entao

= & 1(B(ti-1) — B(t:))
=1

pelo Integral Estocdstico de f.
Lemma D.1.1 Seja I(f Z& 1(B(ti—1) — B(t;)). Entdo tem-se que:
i) E[I(f)] =0;

b
i) EIIOP) = [ ElA0P d

2)

Lemma D.1.2 Seja f € L2,([a,b] x Q). Entdo existe uma sucessio de
processos estocdsticos em escada {f(t) : n > 1} em L2,([a,b] x Q) tal que

b
lim [ E[|f.(t) — f@®)?] dt =0.

n—oo
3)

Considera-se finalmente o caso f € L2,([a,b] x ), que permite definir o
Integral Estocdstico, também denominado de Integral de Ito:

Definicao D.1.1 Define-se o Integral de Ité de f € L?,([a,b] x Q) pela
exrpressao

b

I(f) = lim [ I(fn)dB(2),

n—oo a

denotado por f; f(t)dB(t).

Nota D.1.1 A aplicacio I1(f), f € L?,([a,b] x Q), € linear, i.e.

I(f+9) =1(f) + 1(g).

v v
abeR fgeL? ([a,b]xQ)
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D.1.1 Resultados Importantes
Teorema D.1.3 O Integral de It6 é uma martingala relativamente a fil-

tracao {F;: a <t < b}

Temos entdao a provar que, se f € L2, ([a,d] x Q), entdo o processo es-
tocéstico Xy = fj f(s)dB(s) é uma martingala relativamente a {F;}.

Seja f € L2, ([a,d] x Q); entdo existe uma sucessao de processos es-
tocdsticos em escada {f,}22, € L2, ([a,d] x ) tal que

fo — f €Ly (Ja,d) x Q)
i.e.

b
[ Bl = F@P] du—0.

t
O integral estocdstico de f, é dado por Xt(n) = / fn(u)dB(u) Vn e IN.

VX X=X - X))+ (xM - x) (i - X)) =

= E[X; — X|Fs] =E [Xt - Xt(n)‘fs] +E [Xt(m B XS(")\]’S} -

E[x{"-x{"]=0
+E X0 - X,|F] =
—E X, - X"|%] +E[x(" - X,|%,]
Se E [X; — X,|Fs] =0 & E[X¢|F] —E[Xs|Fs] =0 & E[X4|F] =

Xs
X, i.e., Xy é uma martingala.

Des. Jensen E[E[X|G]]=E[X]

EUE{Xt—Xt("HfS} 2] ) E[E[‘Xt—Xt(")}Q‘}‘SH ks

) UXt - Xt(”)ﬂ _

=/EWw—hWﬂ§

a

b
S/EWM—RWW—HU

a n— 00
3 E[Xt—Xt(”)\fs} — 0gs.

Utilizando o mesmo processo, verificamos que

E [XS—X§">\f5] — 0gs.

n— oo

Temos entao que E [Xt’]-"s] = X, e portanto X; é uma martingala.
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Teorema D.1.4 Seja f € L2 ,([a,b] x Q). O Integral Estocdstico, dado pelo
processo

t
Xi= [ f(s)B(s)
a
tem trajectdrias continuas quase sequramente no intervalo [a, b].

Seja f, um processo estocastico em escada:

Zfz 1 ]l[tl 1,t; (3);

note-se que &_1 € F;, ,-mensuravel. Temos que

k—1
= &1 (w)(B(t;) = B(ti1)) + &—1(w)(B(tr) — B(tr—1)-
i=1

O movimento Browniano tem trajectorias continuas quase seguramente;
X; é uma combinacao linear de fungoes continuas q.s. e entdo, para quase
todo o w, as trajectérias X()(w) sdo continuas em |[a, b].

Seja agora f € L?,([a,b] x 2); entdo

b
I{fihi2s € Lig(la,b] x Q) lim [ E[|fu(t) - f(t)]°] dt =0

n—o0 a

Sabemos que X/' e X; sao martingalas, pelo que X/* — X; é uma mar-
tingala. Pela Desigualdade de Submartingala de Doob,

< nE[|Xy — Xl

1
P[sup X7 - X > =
a<t<b n

e pela Desigualdade de Schwarz,

NI

E(IX; = X)) < (E[|X5 - X/*])* =

[
([ =l - 1608 &) =0

b
Se ILm / E [|f.(t) — f(t)|*] dt =0, podemos escrever

b
/ E [|fa(s) = f(s)[?] ds < % Vn>1.

Temos entao que
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1 1
P[SUP |X¢ — X > ] <=
a<t<b n n

1
Uma vez que E — < o0, pelo Lema de Borel-Cantelli,
n
n

1
P [ sup | Xy — Xy¢| > — nzp] = 0.
a<t<b n

Observando o complementar do conjunto {A, n.i.p.}, podemos concluir
que

1
P [ sup |X{' — Xy¢| > — n.f.p.] =1.
a<t<b n

Temos entao que 3 : P[Qp] = 1 tal que, Yw € Qq, a partir de certa
ordem N (w),

1
sup | X{'(w) — Xi(w)| < =, Vn > N(w)
a<t<b n

Por outras palavras, X/'(w) converge uniformemente para X;(w) em

[a,b], Yw € Q.

Mas Vn, X (w) ¢ continua q.s., ie. 30, : P[] =1 : X?(w) ¢
continua Vw € (Q,.

Fazendo Qn = NS ($2y,, onde P[Qn] = 1, temos que, Yw € Qn, {XZ?) (W)},
é uma sucessdo de fungoes continuas que converge uniformemente para

Xy (w).

D.2 A Férmula de Ito

Seja f : R2 = R, f € C?; a expansio de Taylor de f é dada por:

f(@) = f(zo) + f'(x0)(x — o) + %f”(fﬂo + Az — m0))(x — 20)%, A €]0,1[.

Note-se que

n

F(B(t) = f(B(a)) = >_ (f(B(t:)) — f(B(ti-1)))

i=1

Aplicando novamente a expansao de Taylor a f(z) em B(t;), temos para
0< A<,
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F(B(t:) = f(B(ti-1)) + f'(B(ti-1))(B(t:) — B(ti-1))+
+ %f”(B(t,-_l) +A(B(t) = B(ti—1)))(B(ti) — B(ti-1))?,
ou seja,
f(B(t:)) = f(B(ti-1)) = f/(B(ti-1))(B(t:) — B(ti-1))+
+ %f”(B(tz‘—l) +A(B(t) = B(ti-1)))(B(t:i) — B(ti-1))*.

Aplique-se o somatdrio em n a expressao anterior:
f(B(1)) Z F1(B(tic))(B(t:) — B(ti-1))+
7 df(B(s))

+Z f” ti1) + A(B(t) = B(ti-1)))(B(t:) — B(ti-1))?

Temos o seguintes resultados:

Zf (1= B(ti)) | = | F(B(5)dB(s) em proba-
bllldade
t
Zf” () NBO-Bl ) Be)-Bl)? | — [ B as

Podemos entao enunciar a Foérmula de Ito:

Teorema D.2.1 Se f € C?, entdo

HB®) - £(Ba) = [ F(B)aBE) + 5 [ 1B ds

em que fat f/(B(s))dB(s) € o integral de Ité e fj f"(B(s))ds ¢é o integral
de Riemann para cada trajectoria B(s).

A Férmula de Ité pode ser expressa de forma analitica:

G (B) = f(BOMBE) + L (BH)dt
No caso f = f(t,x) tem-se:
of of 10%f

df (t,B(t)) = a(t, B(t))dt + %(t, B(t))dB(t) + 5@@’ B(t))dt

Defini¢ao D.2.1 Chama-se Processo de Ité a um processo estocdstico
X da forma

Xt—Xa—i-/at f(s)dB(s)—i—/at g(s)ds
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com t € [a,b], em que f = f(t,w) € Laa(Q, L*([a,b])) e g = g(t,w) €
Lad(QaLl([a’b]))'

Na sua forma diferencial, o processo de It6 X; é dado por

dX, = f(t)dB(t) + g(t)dt.

Teorema D.2.2 Seja X; um processo de Ité e considere-se a funcao @ € C2.
Entao X; € um processo de Ité.

Este resultado diz-nos que, compondo uma funcao de classe C? com um
Browniano, obtemos um Processo de Ito.

Apresenta-se de seguida uma demonstragao simbédlida deste resultado:

Se f = f(t,x), ja vimos que:

_of of 10%f
(e, 80) = 2L 0 By + 2 (1. papase) + 2L B
Neste caso, com 0 = 0(t,z) e X; temos que
a0t %) = 2t xat+ 2L xoax, + 220 0 xar =
s <Xt ot t ox t t 2 O a..2 t
Y
o0 19%9 00
= E(t,X)—I—Qa Q(t Xt) dt—i-a (t Xt)dXt
~————
g(t) f(t)

Aplicando a expansao de Taylor a 6 = 0(t, x), verifica-se que:

o0 00 16%
o —(t, Xy)dt + — 5 (t, X)dX; + = 5 9 (1,

Observe-se agora o seguinte resultado:

do(t, X,) = t, Xi)(dX;)?

X dB(t) dt
dB{t) | dt 0
dt 0 0
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e portanto
do(t, X;) = 29 (t, X;)dt + 29 (t, X)) (F()dB(t) + g(t)dt)+
* 5222 (t, Xo)(f(t)dB(t) + g(t)dt)* =
g@ (t, X,)dt + 29 (t, X)) f(t)dB(t) + gz(uXt)g(t)dH
N 16%

3o (8 X0 (1)t =

00 00 020
X0+ S (1 X0)g(0) + 5 5 (1, X0 | det

g()

+ 24, x) ) aB()
~—

F(t)
Tem-se finalmente que dY; = dO(t, X;) = f(t)dB(t) + g(t)dt.

Teorema D.2.3 Seja f € L2,([a,b] x Q). Entdo o integral de Ité6 dado por
fb f(t)dB; € uma varidvel aleatoria que verifica as duas propriedades:

o E[[”f(t)dB;] =0;

o E [[ fab f(t) dBtﬂ = fabE [17()]?] ds, conhecida por Isometria de
Ité.



Apéndice E

Teorema de Existéncia e
Unicidade

Apresenta-se nesta seccao o Teorema de FExisténcia e Unicidade de uma
FEquacao Diferencial Estocdstica.

Considerem-se o movimento Browniano B(t) e a filtragdo {F; : a <t <
b} tais que:

o B(t) é {F;}-mensuravel V¢,
e B(t) — B(s) ¢é independente de {Fs} Vs <t
Sejam o(t,x) e f(t,z) funcdoes mensuraveis de t € [a,b] e x € R.

A equacdo integral estocdstica, EIF,

t t
Xt:§+/ a(s,Xs)dB(s)—i—/ f(s,X.)ds, a<t<b

pode ser representada pela seguinte equacdo diferencial estocdstica - EDE:

dX, = o(s, X;)dB(t) + f(t, X,)dt, a<t<b.

Definicao E.0.2 Um processo estocdstico Xy, a <t < b diz-se uma solucdo
da EIE acima se satisfaz:

i) o(t, X)) € Laa(Q L2]a.b);
i) as trajectorias de f(t, X;) € L'[a,b] q.s.
iit) X verifica-se q.s.

Considerem-se as seguintes definigoes:

101
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Definicao E.0.3 Condicdo de Lipschitz
Diz-se que uma fun¢do mensurdvel g(t,x) em [a,b] xR satisfaz a condigcdo
de Lipschitz em x se existe uma constante K > 0 tal que

’g(t,l’)—g(t,y)‘ SK‘J)—y‘, va§t§b7 T,y € R

Definigao E.0.4 Condi¢ao de Crescimento Linear
Diz-se que uma fungao mensurdvel g(t,xz) em [a,b] xR satisfaz a condi¢do
de Crescimento Linear em x se existe uma constante K > 0 tal que

lg(t,2)| < K(1+z2]), Va<t<b z € R
Lemma E.0.4 Sejam o(s,z) e f(t,z) fungoes mensurdveis em [a,b] x R
que satisfazem a condicao de Lipschitz; considere-se a v.a. & Fq-mensurdvel

tal que E[¢2] < co. Entdo, a EIE apresentada tem no mdzimo uma solugdo
continua X;.

Sejam X; e Y; duas solugoes continuas da EIE indicada:

XT:§+/t0(s,X5)dB(s)+/tf(s,Xs)ds

Yr :§+/ta(s,}{;)dB(s)—i—/tf(s,YS)ds

e seja

a:&_n:/w@&yw@nwmg+/u@&y¢@mms

E valida a expressao (a + b)% < (a? + b?), pelo que

7} <2 [( / (s, X0) - a(s,n>>dB<s>>2 T

2

+2

([ 650 - s,y as)

2

E[72] < 2F [( / (o5, X)) o5, Y)E() ) | +

([ 6.0 = sy as) ]

o é Lipschitz = |o(s, X5) —o(s,Ys)| < K| X — Y|

+E

f ¢ Lipschitz = | f(s, X,) — f(s,Ya)| < K| X, — Y|
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E

(/at(a(s,Xs) - a(s,}g))dB(S)>2] _

:/ E[(o(s, X.) — o(s, Y,))? ds <

<K|Xs—Ys]

t
g/ E[K?| X, — Y,|*] ds =

t
:KZ/ E[|Zs|?] ds,
pelo que ¢

Des.
Schwarz

/t(f(sa Xi)— f(s,Y2))ds <

([ |1|2ds); ([ rs.x0 —f‘(s,wds>é

e portanto

2

E <

(50 5. v )

<B[(e o) [ ({0 X0) 10195 <

K|Xs—Ys]
<E[(t-a)K*X, - Y|"] =
< (b—a)K*E [|Z,[]
Obtivemos entao a seguinte desigualdade:

E[Z] < 2K*(b—a+1) /tE (22] ds.

Verifica-se que a expressao acima satisfaz a desigualdade dada por

o(t) < f(t)+ ﬁ/ o(s)ds,Vt € [a,b],

em que ¢, f € L'[a,b] e B uma constante positiva. No nosso caso, temos
que:

¢=E[Zf], B=2K*(b-a+1), f(s)=0
Sabemos que, se ¢ satisfaz ¢(t) < f(t) + chf o(s) ds, entao

o(t) < 1(t) + B / £(5)e5E9 ds
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i.e., ¢ satisfaz a Desigualdade de Bellman-Gronwall. Tem-se portanto

t
E[Z2] <0+ 2K%(b—a+1) / 0e2K* (b-at1)(t=5) g

E[Z}] <0 = E[Z}] =0, Vt € [a,b] =
= Z;=0qs.Vt € [a,b] =
<~— d4C;: P[Ct] =1:Vw € Ct, Xt(w) :YE(W)

Uma vez que C} depende de t, o conjunto NCy nao é numeravel, pelo
que nao é necessarimente um conjunto com probabilidade 1. Temos entao a
construir um outro conjunto com probabilidade 1 em que X; = Y;.

Xie=Y; < FJA: P4 =0: Vw € A, Xi(w)=Y(w)

Ora,

w fixo: X; é continua em [a,b] com valores e, R;
w fixo: Y; é continua em [a, b] com valores e, R;

Seja C = NCy : r € Q; uma vez que Q é numerdvel, P[C] = 1 e
portanto, Yw € C, X, (w) = Y, (w),t € [a,b]. Ou seja, Vw € C, X;(w) =
Yi(w),t € QN [a,b]

Por hipétese, X; é um processo continuo, i.e., 3A; : P[A1] =1: Vw €
A1, X()(w) é continuo em |[a, b].

Por hipétese, Y; é um processo continuo, i.e., 34z : P[Ay] =1: Vw €
Az, Y(y(w) é continuo em [a, b].

Seja agora A = C' N A; N Ag; P[A] = 1.

Vw € A, X()(w) é uma fungao definida em [a,b], continua (porque
w € Aj) em [a,b].

Yw € A, Y(y(w) é uma fungdo definida em [a,b], continua (porque
w € Ag) em [a,b].

Xoy(w) =Yy (w) em QN la,b].
Dado que Q N [a,b] é denso em [a, b], entdo X(,)(w) = Y(,y(w) em [a,b].

Obtivemos assim um conjunto A de medida 1 tal que YVw € A, as tra-
jectérias sao iguais.
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Teorema E.0.5 Sejam o(t,x) e f(t,x) fungoes mensurdveis em [a,b] X
R que satisfazem as condigoes de Lipschitz e de crescimento linear em z.
Considere-se a varidvel aleatdria & Fo-mensurdvel tal que E[¢%] < co. Entdo
a EIE tem uma solug¢ao inica continua X;.

Por hipétese, temos que:

o lo(t,x) —o(t,y)| < Clz —y|)slo(t, 2)* < C(1 +2?)

o |f(tx) = f(ty)l < Cllz —yl); |t 2)]* < C(1+2?)

Seja {X o, uma sucessao definida por: continua de processos es-
tocasticos, dada indutivamente por:

oXt(l)Ef
XM — et [Lo(s, XUV dB(s) + [1 (s, X)) ds

Observa-se que Xt(l) € L2,([a,b] x Q) e assume-se, por inducdo, que
xX™ e 12,(ja,b] x Q).

Considerem-se as condigoes de crescimento linear:
ot X" < 1+ (X)) =

b b
— / o (t, XM dt < / O+ (X)) dt =

b
- C(b—a)+C’/ X dt —s

b b Fﬂiﬁm
EU |a(t,Xt(”))|2dt} <C(b-a)+CE [/ |Xt(“)|2dt} e

= —a)+ C’/ |X dt < 00,
uma vez que Xt(n) € L2 ([a,b] x Q);

F XM <o+ (X)) =

= /(LX) <o+ (X)) =
— / (s, X)) ds < / Vou + (x™M)2) ds

que por sua vez,
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b ScLh)'Zfa:'rz
/ Voa s (xthzyas =
b 5 Nz [ b 2 2
= (/ ds) (/ ds) =
b 2 %
— /Clb—a) </ <1+‘X§") > dt) —

= [1sts.x0as < Voo ([ (14 5

dado que

1+ (x{M)?

9 3
> dt) < 00 (.8,

b b
XM € 12 (ja,b] x Q) / E [|X§">y2} dt < 0o & E [/ |Xt(")|2dt} <
b
00 = / |Xt(n)|2dt < 00.

Temos entao que
b t
E [/ |cr(t,Xt("))|2dt] < oo, / £ (s, X)) ds < o0

b
e portanto / o(t, X(n))dB( ) é o integral de Ité e / f(s, XM ds é o in-

tegral de Lebesgue em t para quase todo w € 2.

Logo Xt(nH) é um processo estocdstico continuo adaptado a filtragao

{Fi}

Note-se agora pela expressio |a + b+ c|> < 3(a? + b? + ¢?) que, se

t t
Xﬁ”=s+/owwaM@+/f@X@m8

entao

)Xt("“)f —3 (52 + </:a(s,X§”>) dB(s))2 + </:f(s,X§">)ds)2>

e portanto
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E _’Xt("“)ﬂ _

3 52+E[(/ta(s,Xs(n))dB(s)>2} +E[</tf(s,X§"))ds)2] =

<00 <o

— E UXt("H)ﬂ < o0

b (n+1) ]2 (n+1)
:>/IEDXt ”dt<oo.‘.X e 12, ([a,b] x Q)

Obtivemos, por indugao, a sucessao continua de processos estocasticos

{Xt(n)}:j:l definida no espago L2 ,([a,b] x Q).
2
Vamos agora estimar o valor de E UXt(nH) - Xt(n)‘ ] .

Seja

t
X§"+1):§+/ o(s, XM dB(s /f ") ds = ¢ + v, 4z

t t
em que Y(nH) = / o(s, X™)dB(s) e Zt(nH) = / f(s, X)) ds. Pela ex-

pressio (a + b)? < (a? + b?), tem-se:

(e v ) (e 20| =

_ ‘(thm V) 4 (20— 2 )2 _

-

n+1 n
X X

<9 (’Yt(nﬂ) _y

1

<9 <IE UYt(nH) _y

+ )Zt("“) —zm

E |:‘Xt(n+1) B Xt(n)

2
] +E UZ}”*” —z™

)
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2
- E[
Lipschitz

t 2 i
:/ E [‘U(S,Xs(n))—a(s,Xgnl))‘ ] ds <

E Uyt(nﬂ) _y®

/ta(57X§">) ~ o(s, X D) dB(s)ﬁ _

€ 12 ,([a,b]x Q)

<

=| [ (st = s, x007) s

2 Lipschitz

v
ds) <

Schwarz

X - x{0) ds> <

f(37 Xs(n)) - f(st‘sgnil))

<([
g/at]OFds/at
gCQ(b—a)/:

2 t 2
} < CQ(b—a)/ E UXS(”) —X§"—1>‘ } ds
i) a

Teo
Fubini

X Xgn—”f ds <

x{M - Xs(n_l)’z ds =

— E Uzt(”“) — 2z

Temos entao que

E Uxt("“) —x™

2 t 2
} <C’2(1—i—b—a)/ E ng’” —Xgn—”} } ds

Note-se agora que:

‘X}Z) - Xt(l)’Q -
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e, de modo semelhante,

E (/atf(s,Xs(l))ds>2] = (b—a)C/at(l +E [€%]) ds,

logo

B |5 x| <2ca0-a [araie)as

Repare-se agora que

D R R 33 AR SR (S AR A
= | =y — () - 2 =
=" -y 41z - 2 =

= X=X = 1 - 2 =

< sup |Xt(n+1) — Xt(n)| <
a<t<b
< swp [V, — Y|+ sup |2V -2 =
a<t<b a<t<b

n n 1
= {Sup |Xt(+1)_Xt()|> } -

a<t<b n?
1 ) (n) 1
c {osup YDy Ud sup |ZzMD — 20
{a<tl<)b | t t ‘ 2n2 aStIS)b | t t | 2n2

Verifiquemos esta tdltima implicagao pela passagem a complementar:

1
{ sup |Xt(n+1) - Xt(n)] > 2} -
a<t<b n

1

+ 1 +1) (n)
C su Y(” 1)—Y(n) > U su Z(n -7 >
{a<t1<)b| t ¢ | 2n2 a<t5b‘ t t | 2n2
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(n+1) (n) 1 (n+1) (n) 1
sup |Y, -Y, < —=3%N<K sup |Z — 7 < —3 C
{a<t8b‘ t AR 2n2} {a<tl<)b| t s < 2n2}

n n 1
 { o i< 2

a<t<b n
Considere-se um elemento w tal que:

1

sup ") - ¥ W) < 5 A sup 12 (w) - 20 (w)] < —

a<t<b 2n? << 2n

Observando a desigualdade acima, tem-se:

sup (X" (w) = XM (W) < sup [V (w) — Vi (w) |+

a<t<b a<t<b
+ sup 2" (w) — 2 (W) <
a<t<b
_ 1 1
—9n2 22
o2

= swp X"V (w) - XM (w)| < 5
a<t<b n

A desigualdade de conjuntos é assim valida, pelo que o seu complemen-
tar também o é. Fica assim provada a implicacgao.

Recordem-se agora as desigualdade de Doob e de Chebychev, que serao
aplicadas aos conjuntos obtidos como se segue

1
P | su ‘Y(RH)—Y(R) > - | =
agtgb K 2n2
1 Doob
1
=P | sup ’Y(nJrl)—Y(n) >—| <
Lgtgb ! ! 4n

IE
< dntC? /b]E UXt(”) - Xt(”‘”ﬂ dt <

ﬁn_l(b . a)n

< 4n4C'2p '
n.:
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P [ sup ’Zt(m_l) — Zt(n)
a<t<b

1
9 1 DiOb
4

=P [ sup ‘Zt(n—i_l) — Zt(n)
a<t<b

E
< 4ni(b — a)C? /bE “Xt(“) —Xﬁ”‘”ﬂ dt <

pﬁn—l(b o a)n

n!

< w'E||7"Y -z

< 4n'C%*(b — a)

Temos entao que

n n 1 4 09n b—a)”
P H sup XD _ x5 2}] SQPM
a<t<b n n!

. o <o (b —a)*
e, aplicando o Critério d’Alembert a série Z — verificamos que
n!
n
esta é convergente:
(n+1)*8n+1)(b—a)" 1)
(nt1)! _ e+ 1)Bl-a)
n4pB"(b—a)™ - nd n—o00

n!

Seja agora

A, = {w €Q: sup |Xt(n+1) —Xt(n)| > 12} :
a<t<b n
Pelo resultado anterior, P[A4,] < co. Aplicando o Lema de Borel-Cantelli, te-
mos que P[lim,_,~ sup,, A,] = 0, ou seja, w € A,, para infinitas n ocorréncias
com probabilidade zero; por outras palavras, w pertence g.s. a um numero
finito de A,, i.e., q.s. AN = N(w): ¥n > N, w ¢ A,,.Entao,

1

w: sup |Xt(n+1) - Xt(n)\ < —q.s.
a<t<b n
Temos que
1

sup ‘Xt(nJrl) o Xt(n)| < —
a<t<b n

e n—IQ é uma série numeérica convergente, o que implica que

> =)

n
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é uniformemente convergente em ¢, Vw € B : P[B] = 1, o que por sua vez

implica que Xt(n) ¢ uniformemente convergente em t q.s..
(n)

Defina-se X; = lim,,_,o, X, ’. Note-se agora que

. UXt("H) X } / ‘X(n—l—l _ x| p <
Br(b—a)
<p T
1 n z
2 2 2(b—a)?
‘Xt(n_,_l) _ Xt(n)‘ dP < p% M E
A n!
HXt(n“) —x™ é convergente —>
L2(Q)
ey Z n+1 )) é convergente em Lz(Q) vt

n+1
Temos, com probabilidade 1, que lim, Xt(n
para t € [a,b]. Verifica-se também que, para cada t,

)

= X; uniformemente

Br(b—a)?
HXt||=H€H+Z (T
n+1 n2
pelo que
b
E[/ thPdt] < oo
a
e entao

Xy € L2;([a,b] x Q) C Laq (2, L?[a, b]) .

Aplicando o limite, quando n — oo a expressao inicial

t
X§”+”:§+/ o(s, X™)dB(s /st("

t t
Xt:§+/ U(S,XS)dB(S)+/ f(s,Xg)ds

e portanto esta expressao é uma solucdo da EIE dada.

ficamos com



Apéndice F

Uma Breve Abordagem
Histoérica

F.1 Os Trés Percursores

O Movimento Browniano inicia a nossa pequena abordagem historica so-
bre a matematica financeira, naturalmente desenvolvida sobre a anédlise es-
tocéstica. Sao trés personagens que procuraram modelar o processo Brow-
niano, num estudo independente: Thorvald Nicolai Thiele, Louis Bachelier
e Albert Einstein.

Thorvald N. Thiele, de Copenhaga, criou um movimento Browniano através
da sua andlise de time series em 1880; a sua contibuicao é descrita por G.
A. Hald no seu artigo de 1981 intitulado 7. N. Thiele’s Contributions to
Statistics (International Statistics Review 49 1-20).

Louis Bachelier foi o primeiro matematico a usar este processo no ambito
da matematica financeira. Considerado por muitos como o seu fundador,
o parisiense Bachelier criou um movimento Browniano ao tentar modelar a
dindmica de precos da bolsa de Paris no ano de 1900. Analisando o Teorema
do Limite Central, bem como as suas consequéncias, e conscencializando-se
de que a bolsa deveria ser possuidora da propriedade de falta de memdria,
Bachelier concluiu que os incrementos dos precos das acgoes deveriam ser
independentes e seguir uma distribuicdo normal. Esta ideia foi combinada
com a ja conhecida propriedade de Markov e a teoria de semigrupos; tendo
também conhecimento de que o kernel Gaussiano é a solucao fundamental
da equacao do calor, relacionou o movimento Browniano com esta equagao.
Bachelier modelou entao o comportamento precos da acgoes da bolsa de Pa-
ris através do movimento Browniano.

Albert Einstein modelou o movimento Browniano, numa nomenclatura mo-

113
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derna, como um processo estocdstico com tragectoérias continuas e com in-
crementos gaussianos, independentes e estaciondarios. Esta modelacao, feita
em 1905, destinava-se a descrever o movimento de particulas pequenas sus-
pensas num liquido, o que provaria aos seus colegas a natureza molécular da
matéria.

De entre estas trés propostas de modelagao, foi a iltima que provocou um
impacto imediato, sendo as restantes apenas reconhecidas largos anos apos
as suas publicagoes. Einstein, contudo, nao teve a capacidade de provar a
existéncia do seu modelo para o movimento Browniano como uma entidade
matematica. Terd sido Wiener, em 1923, a construir o Movimento Browni-
ano como um ente matematico, seguindo as pegadas de Einstein e aplicando
séries de Fourier combinadas com o Integral de Daniell. 1 Provou também
muitas das propridades das trajectérias, cujo estudo perdura ainda nos dias
de hoje.

F.2 Novos Desenvolvimentos

O desenvolvimento da teoria de integrag¢do estocdstica foi motivado pela te-
oria dos processos de Markov. Em 1931, Andrey N. Kolmogorov publica o
artigo Sobre Métodos Analiticos na Teorida da Probabilidade, onde refere a
construgao do Movimento Browniano de Bachelier e desenvolve grande parte
da sua teoria de processos de Markov, destacando-se o facto de um processo
de Markov continuo depender esscencialmente de dois parametros: wvolatili-
dade e coeficiente de difusao. Kolmogorov relacionou entao as distribui¢oes
de probabilidade dos processos com as solugoes de equagoes diferenciais par-
ciais, as quais revolveu e sao hoje conhecidas por Fquacdes de Kolmogorov.
Anélise de semigrupo e dos seu gerador infinitesimal. ”Feynman”

A construcao de um diferencial estocdstico para o estudo dos processos de
Markov foi motivacao suficiente para Kyoshi Itd ser conhecido hoje como
o pai da integracdo estocdstica. O artigo de Kolmogorov, citado acima, e
o de William Feller intitulado Sobre a Teoria dos Processos Estocdsticos,
publicado em 1936, tiveram uma contribui¢do fundamental para o seu es-
tudo, como se pode analisar pelas suas préprias paravras: “Nestes artigos vi
um método analitico poderoso para estudar as probabilidades de transicao
do processo, nomeadamente a equacgao parabdlica de Kolmogorov e a sua
extencao por Feller. Mas queria estudar as trajectérias de processos de

'Percy J. Daniell publicou em 1918, o artigo intitulado Uma Forma Geral de Integral
onde abordava uma extencdo do integral de Riemann. A sua construgdo do integral
caracteriza-se essencialmente por nao utilizar teoria da medida e nao ter uma relagao
directa com convergéncia de métricas.
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Markov da mesma maneira que Lévy observava os processos diferenciais.
Observando o pano de fundo intuitivo sobre o qual Kolmogorov derivou a
sua equagao (explicado na introdugao do artigo), apercebi-me de que uma
particula Markoviana representaria um processo de tempo diferencial ho-
mogéneo para futuro infiniesimal em qualquer instante, e cheguei a nogao
de uma equacao diferencial estocdstica que governava as trajectorias de um
processo de Markov que podia ser formularizada em termos de diferenciais
de um tnico processo diferencial”.?

E curioso observar que os métodos usados por Kolmogorov no estudo dos
processos de Markov eram chamados “analiticos”, enquanto que os de Ito
relativos aos diferencias estocdsticos diziam-se “probabilisticos”. Esta si-
tuagdo mereceu a atencao de Joseph Doob, o qual argumentou sobre ambos
métodos serem probabilisticos.

O primeiro artigo sobre integragao estocastica publicado por It6, em 1944,
foi intitulado Integral Estocdstico. 1td6 construiu uma equacdo diferencial
estocdstica da forma

dXt == O'(Xt)th + ,U,(Xt)dt

em que de W; representa um processo de Wiener standard. Numa tentativa
de relacionar as trajectérias de X; com a funcdo de transicao do coefici-
ente de difusao, demonstrou que a distribuicao de Xy é solucao da equacgdo
forward de Kolmogorov. Este estudo culminou numa extensao da férmula
de mudanga de varidaveis da integracdo de Riemann-Stieltjes, a conhecida
Férmula de Ito:

F(X0) = F(X)dX0 + 3 " (X)d(), f € €

Esta expressao é também comummente designada por Lema de It6, devido
a obra de H. P. McKean, Jr., intitulada Integrais Estocdsticos. Publicada
em 1969, este texto teve uma grande influéncia na popularizacao do trabalho
de Kiyoshi It0 e estudos relacionados, pois consistiu na primeira exposicao
literaria onde estes conceitos foram abordados e explicados. A construcao de
McKean enunciava a expressdo f(X¢) = f'(X;)dX¢ + 3 f"(X)d(), f € C?
como um lema, dai este resultado tao fundamental ser também conhecido
por esta nomenclatura.

Um dos aspectos determinantes da andlise estocastica lida com o espaco
onde vivem os factores integrantes; nao é possivel integrar todos os processos
estocasticos continuos dado que o movimento Browniano tem trajectorias de
variagao quadratica nao-limitada quase seqguramente em qualquer intervalo

21t6, K., 1987 Foreword, K. 1t6 Collected Papers, Springer-Verlag, Heidelberg, xiii-xvii.
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de tempo finito. Itd6 admite que os factores integrantes sejam adaptados a
filtracao de o-dlgebras subjacente gerada pelo movimento Browniano, i.e.,
o espaco de integracao é limitado aos factores integrantes que ele chamou
de nao antecipados. A propriedade de independéncia dos incrementoss do
movimento Browniano pode entao ser aplicada, servindo mesmo para provar
a Isometria de Ito para o processo continuo nao-antecipado H:

([ v

Refira-se que a o-algebra natural gerada por factores integrantes simples é
hoje conhecida por o-dlgebra previsivel.

t
E :]E[/ H?ds).
0

A investigacao de It relativa a aplicagao dos processos de Markov como
solucao de equagoes diferenciais estocasticas, que involvia o movimento Brow-
niano e processos de Poisson, motivou bastante a comunidade matematica
no final da década de 60 e inicio dos anos 70.

F.3 Extensao do Integral de Ito

Foi no ano que 1953 que Joseph Doob publicou Processos Estocdsticos. E
uma obra de influéncia notavel para as investigacOes que viriam a surgir
neste ramo e lida precisamente com a extensao do integral estocéstico, i.e.,
o Integral de Ito. O autor fez uso da propriedade de independéncia dos
incrementos do Browniano, que considerava nao ter sido ainda devidamente
explorada, e extendeu o integral estocastico do movimento Browniano a pro-
cessos com incrementos ortogonais em L? e depois a processos com incre-
mentos ortogonais condicionais, conhecidos por martingalas. Doob chegou
ao teorema de decomposicdo de submartingalas tendo em vista a obtencao de
uma martingala M; tal que M7 — F(t) fosse também uma martingala, sendo
processos F(t) crescente e nao-aleatério. Perante o facto de M? ser uma
martingala quando M o é, procurou um resultado de decomposicao analogo
em tempo continuo e extendeu a Isometria de Ito através do resultado dado

por
t 2 t

</ Hdes> :E[/ HszdFs},
0 0

em que Fy é um processo ndo decrescente e ndo-aleatério e sendo M? — Fy
e o integral estocdstico martingalas.

E

Surge entao a hipdtese de extender o teorema da decomposicao de Doob
para submartingalas indexadas de acordo com o tempo, que é devida aos
desenvolvimentos paralelos entre a teoria potencial probabilistica e a teoria
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potencial axiomdtica e também a necessidade da extencao do integral es-
tocdstico para martingalas em geral.

Em 1962, Paul-André Meyer publica o artigo Um Teorema de Decomposicdo
para Supermartingalas, escrito na linguagem da teoria potencial. Meyer
estabelece a existéncia da decomposicao de Doob para submatingalas em
tempo continuo, que se verifica apenas assumindo que a submartingala sa-
tisfaz a Classe (D), expressao cunhada como reconhecimento a Doob sig-
nificando que a submartingala tem uma propriedade uniforme de integra-
bilidade quando indexada por tempos de paragem. Propde também uma
extensao do integral estocdstico de Doob, cujo espago dos factores integran-
tes é constituido por processos conjuntamente mensuraveis e adaptados a
filtracao subjacente de o-algebras. No ano seguinte, o mesmo autor produz
Decomposicao de Supermartingalas: o Teorema de Unicidade. Neste artigo,
faz uma conjectura sobre a unicidade de decomposicao de Doob, provada
como verdadeira através do conceito de martingala local, introduzido em
1965 por Satosi Watanabe e Kiyoshi [t6 através da andlise de funcionais
multiplicativos de processos de Markov. Ficou entao provado que, indepen-
dentemente de pertencer a Classe(D), qualquer submartingala X tem uma
decomposicao unica da forma

Xt:Mt+At

em que M; é uma martingala local, A; é um processo previsivel nao-decrescente
e Ag = 0. Este resultado é hoje conhecido como Teorema de Decom-
posicao de Doob-Meyer. No mesmo artigo, Meyer apresenta também
uma andlise da estrutura de martingalas em L2, que permitiu o desenvolvi-
mento total da teoria de integracao estocastica.

F.4 Desenvolvimentos na Economia

No ano de 1964, o estatistico Jimmie Savage deparou-se, por acaso, com um
pequeno livro por Bachelier durante uma pesquisa na universidade em Chi-
gado. Publicado em 1914, esta obra apresentava estudos sobre especulacao
e investimento. Tanto Kolmogorov como Doob citam Bachelier e é clara-
mente plausivel que It6 conhecesse também o trabalho deste matematico
franceés, pelo que podemos afirmar que esta foi uma redescoberta do estudo
de Bachelier, direccionado agora para as finangas.

Savage comunica a sua descoberta ao economista Paul Samuelson o qual,
fascinado pela direccao que o trabalho de Bachelier poderia levar, percorreu
o pais na década seguinte dando conferéncias sobre aprecamento. Samu-
elson defendia a natureza aleatdéria dos precos das accoes, como Bachelier
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o fez 65 anos antes, e comprovou-o do ponto de vista econémico no artigo
Prova de que os Precos Antecipados Apropriadamente Flutuam Aleatoria-
mente, publicado em 1965. O autor assume o postuado de que os precos
descontados dos contratos de futuros seguem uma martingala, permitindo
demonstrar que as alteracoes dos precos de futuros sao nao correlaccionadas
ao longo do tempo, uma generalizagao do modelo de passeio aleatorio. Esta
proposicao foi extendida a funcoes arbitrarias do preco spot, o que anteviu
uma aplicacdo a imediata as op¢oes. Mais tarde, verificar-se-ia a verificar
que estas ideias e resultados sao o pilar da teoria do aprecamento de opgaes.

E ainda de salientar que este artigo em conjuncao com o do economista
americano Fugene Fama publicado em 1965, O Comportamento dos Pregos
de Accoes, serve de base ao que se conhece actualmente como “a hipétese
do mercado eficiente”. Esta hipotese revolucionou o empirismo financeiro e
¢é ainda hoje debatida.

Samuelson publica ainda em 1965 Teoria Racional de Aprecamento War-
rant e neste artigo teve o apoio de H. McKean Jr., o qual elaborou um
apéndice matematico é descrito que o movimento Browniano é um bom mo-
delo para o aprecamento de precos de acgoes. McKean Jr. colaborou no
mesmo ano com It6 na publicacao literdria Processos de Difusdo e as Suas
Trajectorias e Samuelson, sentindo-se desconfortavel com o novo célculo es-
tocastico, ter-se-4 mais tarde associado a Robert C. Merton na sua pesquisa.
Em Teoria Racional de Aprecamento Warrant, Samuelson expoe as falhas do
modelo de Bachelier, o qual nao assegura que os precos das acgoes sao sempre
positivos e revela-se inconsistente relativamente aos principios econdmicos,
suplantando-as pela aplicacdo do movimento Browniano. E também neste
artigo que sao definidos os termos “Europeia”e “Americana”, referentes aos
contratos de opcoes. Estes termos surgem a partir da seguinte ocorréncia.
Samuelson dirigiu-se a Wall Street para discutir opgoes com profissionais
da area, onde lhe foi explicado que havia dois tipos de contratos de opgoes:
um mais complexo, que poderia ser exercido numa qualquer altura que an-
tecedesse a data de maturidade, e um mais simples, o qual seria apenas
exercido a data de maturidade; comentando-se que apenas uma mente Eu-
ropeia, em oposicdo & mente Americana, teria a capacidade compreender o
contrato complexo, baptizou no seu artigo os dois tipos de opgoes com es-
tes termos, invertendo-lhes a ordem. Samuelson apresenta as férmulas para
estas opgoes, derivadas de modo bastante semelhante a forma usada para
obter a famosa Formula de Black-Scholes quase uma década mais tarde, a
qual se distingue pela aplicacao do principio da nao-arbitragem. Este artigo
destaca-se também pela determinagao do preco de uma opgao Americana
através da relagao desta, feita pela primeira vez, com um problema sem
fronteira para a equagao do calor. Note-se que o apéndice de McKean é
construido através de equacgoes diferenciais, tempos e paragem e técnicas
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da teoria poténcial iniciadas por Gilbert Hunt e desonvolvidas por Evgenii
Dynkin, e curiosamente, o calculo estocastico nao é aplicado explicitamente.

Em 1969, Samuelson e Merton publicam o artigo Um Modelo Completo
para Aprecamento de Garantias que Maximiza a Vantagem. Sao publicadas
aqui resultados que, conjuntamente com os anteriores, permitem a Fischer
Black, Myron Scholes e também ao préprio Merton, desenvolver as férmulas
do aprecamento de opgoes. A estrutura matemdtica segue de perto a que
Samuelson descreve no artigo Teoria Racional de Aprecamento Warrant, re-
ferido acima. Contudo, o postulado invocado neste tltimo, de que os payoffs
descontados de opgoes seguem uma martingala, surge agora como implicacao
de uma decisao de optimizagao, e prova-se que o preco das opgoes pode ser
visto como o seu valor de desconto esperado; este, no lugar de ser calcu-
lado usando as probabilidades conhecidas, é obtido através da vantagem ou
das probabilidades de risco ajustado, as quais se tornariam conhecidas por
probabilidades sem risco e que ja eram familiares a Samuelson desde 1953.
Novamente, o principio da nao-arbitragem nao é enunciado, apesar de co-
nhecido por Samuelson e Merton, e portanto ainda nao foi possivel derivar
a Formula de Black-Scholes. Este principio foi aplicado pela primeira vez
no artigo O Custo do Capital, Corporagao Financeira, e a Teoria do Inves-
timento pelos economistas Franco Modigliani e Merton H. Miller em 1958,
11 anos antes da publicacao de Samuelson e Merton, e destinava-se a pro-
var uma relagao de aprecamento uma diversidade de contratos financeiros.
Modigliani e Miller mostram a equivaléncia entre a divida de duas firmas
diferentes e precos justos, originando o famoso Teorema Modigliani-Miller.
Estava entao aberto o caminho para que Black e Scholes pudessem derivar,
usando a Formula de It6, a equacgao diferencial Black-Scholes-Merton e re-
solvé-la, cuja solugao é dada pela férmula de Black-Scholes. Este resultado
surgiu em 1973 no artigo O Aprecamento de Opcoes e Responsabilidades
Corporativas, o qual foi originalmente rejeitado para publicacdo por duas
vezes, primeiro pela Revista de Economia Politica e depois pelo Jornal de
FEconomia e Estatistica. Motivados pelos comentarios de Miller e Fama, os
autores submeteram uma versao revista do texto novamente a Revista de
Economia Politica, que foi aceite e garantiu o Prémiu Nobel da Economia
atribuido a ambos em 1997.
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