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Resumo

No presente trabalho ¢ apresentado um procedimento para optimizacdo estrutural dos esfor¢os em vigas
e grelhas, em funcio da posicao e rigidez dos seus apoios.

7

A optimizacdo € efectuada com recurso a métodos de optimiza¢do ndo-linear, nomeadamente os
algoritmos de procura directa de Nelder-Mead e os algoritmos genéticos. Ambos os algoritmos estdo
disponiveis na ferramenta de optimizacdo do MATLAB, optimtool.

Para a realizacdo da andlise estrutural foram criados dois algoritmos baseados no método dos elementos
finitos, sendo um para andlise de vigas e o outro para andlise de grelhas. A codificacio do modelo
estrutural foi feita também no programa MATLAB, de modo a facilitar todo o processo de optimizagao.

Foram realizados vérios exemplos de optimizacgdo estrutural com o objectivo de comprovar a utilidade do
processo proposto. Com base nos resultados obtidos, verificou-se que a optimizacao da posicao e rigidez
dos apoios permite uma diminui¢do significativa dos esforcos que actuam nas estruturas.

Palavras chave:

Optimizagdo estrutural; Método de Nelder-Mead; Algoritmos genéticos; Método dos elementos finitos;
Vigas; Grelhas.






Abstract

This dissertation presents a structural optimization procedure of stresses in beams and grid structures.
The design variables are the position and stiffness of the supports.

Non-linear optimization methods are used to perform the optimization procedure, in particular the
Nelder-Mead direct search algorithm and the genetic algorithm. Both of these algorithms are available
in the MATLAB’s optimization tool, optimtool.

Two algorithms have been made for the structural analysis, based in the finite element method, one for
beam analysis and the other for grid analysis. The algorithm code used for the structural model is also in
MATLAB?’s language, in order to ease the optimization process.

Many structural optimization examples were carried out, in order to assess and validate this procedure.

From these examples, it can be seen that the optimization of the position and stiffness of the suports
allows a significant reduction of the stresses in the structure.

Keywords:

Structural optimization; Nelder-Mead’s method; Genetic algorithm; Finite element method; Beams;
Grids.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Enquadramento

Ao longo das ultimas décadas, tem-se assistido a um grande desenvolvimento na area da optimizagao,
tendo esta cada vez maior importincia na resolucdo de multiplos problemas de engenharia. Vérios
autores, como Schmit [35], Arora [2] e Haftka et al [16], desenvolveram trabalhos em que apresentam
procedimentos que permitem optimizar pardmetros das estruturas. De entre os diversos procedimentos,
destacam-se diversos métodos de optimizacdo ndo-linear.

Os métodos de optimizacdo ndo-linear sio métodos numéricos que usam processos iterativos com
0 objectivo de encontrar um minimo de uma fungdo, de uma forma rdpida e eficiente. Com o
desenvolvimento destes métodos, tém surgido soffwares comerciais, nos quais a programacio dos
métodos ja se encontra definida, como € o caso do MATLAB.

Parte do processo de optimizacdo estrutural estd relacionada com a andlise das estruturas. Com a
generalizacdo do uso dos computadores, a andlise estrutural tem sido cada vez mais efectuada a partir de
métodos numéricos, de onde se destaca o método dos elementos finitos (MEF).

Apesar do progresso que se tem verificado no campo da optimizagdo estrutural, existe uma discrepancia
em termos do desenvolvimento tedrico e da sua aplicagdo em termos praticos. Isto deve-se ao facto de
os métodos de optimizacdo se basearem em métodos matemdticos que levam a solugdes "perfeitas”;
no entanto, essas solugdes muitas vezes nao sdo possiveis de serem postas em pratica. Deste modo, o
processo de optimizagdo estrutural faz parte de um processo mais complexo de engenharia [8].

Por norma os problemas de optimizacdo estrutural estdo relacionados com a minimiza¢do do custo
ou peso da estrutura; no entanto, existem outros pardmetros possiveis de optimizar, como os esforcos
actuantes, dos quais podem resultar solug¢des estruturais mais eficientes.

Nesta dissertagdo pretende-se minimizar os esforcos maximos actuantes nas estruturas em funcdo da
localizacdo e rigidez dos seus apoios, supondo que existe total liberdade nos valores que estes parametros
podem tomar. Pretende-se ainda comparar as solucdes dptimas com solugdes que construtivamente sao
mais viaveis.

Apesar da obtencdo de esfor¢os que resultam em estruturas mais rentdveis estar associada, por norma,
a analises plasticas das mesmas, nesta dissertacdo apenas se considera uma andlise estrutural eldstica.
Deste modo, os esfor¢cos maximos a optimizar sdo esforcos eldsticos.



2 CAPITULO 1. INTRODUCAO

1.2 Objectivos

O objectivo da presente dissertacdo prende-se com a optimizacdo dos esfocos eldsticos que actuam em
estruturas, em funcao da posicao e da rigidez dos apoios. As estruturas a optimizar sao vigas continuas
e sistemas de grelhas. Pretende-se desta forma, criar um procedimento capaz de realizar a optimizagdo
destas estruturas o mais eficazmente possivel.

Para tal, € necessario dividir o processo de optimizacdo em duas parte: uma em que ¢ realizada a anélise
estrutural dos sistemas, e outra em que ¢ efectuada a optimizagdo dos parametros desses sistemas.
A andlise estrutural de cada tipo de estrutura serd executada a partir de um programa, criado com
esse proposito, no MATLAB. Este programa tem como base o método dos elementos finitos. Para
a optimizacdo estrutural, pretendem-se aplicar métodos de optmizag¢do ndo-linear, nomeadamente o
algoritmo de Nelder-Mead e os algoritmos genéticos. Estes algoritmos estdo presentes na ferramenta
de optimizagao, optimtool, do MATLAB. Prentende-se também estudar a influéncia da optimizag@o nos

resultados obtidos e estabelecer comparagdes com solugdes construtivas mais correntes.

1.3 Organizacao da dissertaciao
A presente dissertacio encontra-se dividida em cinco capitulos, que se passam a descrever.

No primeiro capitulo € feito um enquadramento ao tema e apresentados os principais objectivos desta
dissertacao.

No capitulo 2 é apresentado o método dos elementos finitos, dado ser o método numérico adoptado para
a andlise estrutural. Inicialmente é feito um enquadramento do método, apresentando os seus principios
e fundamentos. Neste capitulo sdo apresentadas formulacdes e procedimentos para a andlise estrutural de
vigas e grelhas, que sdo necessdrias para a realiza¢io dos algoritmos criados no ambito desta dissertagao.
De referir que, no ambito desta dissertacdo, apenas se realiza uma andlise eldstica das estruturas.

No capitulo 3 € feita uma abordagem geral ao tema da optimizagao estrutural, sendo efectuada uma
pequena introdugdo histérica e mostrados os principais conceitos de optimizagdo. Neste capitulo, sdo
ainda descritos métodos de optimizagdo ndo-linear, em particular o método de Nelder-Mead e os
algoritmos genéticos.

Com base nos fundamentos tedricos expostos nos capitulos anteriores, sdo apresentados no capitulo 4 os
casos de estudos efectuados no ambito da dissertagcdo, expondo as andlises realizadas aos resultados e a
respectiva discussao.

O tltimo capitulo pretende expor, resumidamente, as principais conclusdes obtidas a partir da realizagao
desta dissertacdo e apresentar algumas ideias para desenvolvimento futuro, de forma a dar continuidade
ao tema.



Capitulo 2

Meétodo dos elementos finitos em analise
estrutural

2.1 Principios e fundamentos

No ambito da engenharia, nomeadamente civil, a criagdo de modelos de fendmenos fisicos que
caracterizam os diversos fenémenos da natureza, sempre foi uma actividade de extrema importancia.
Estes fendmenos podem ser descritos por leis fisicas e modelados através de equagdes algébricas,
diferenciais ou integrais.

A caracterizagdo dos fendmenos a partir de descri¢des analiticas é efectuada por modelos matematicos,
que podem ser definidos por um conjunto de equagdes que exprime caracteristicas essenciais do
comportamento de um corpo. A resolugdo de um modelo matemadtico depende essencialmente da sua
complexidade, sendo que para um modelo simples a resolucdo analitica é fécil de obter, enquanto que
para modelos mais complexos a resolugdo analitica pode ser dificil de obter ou até mesmo impossivel.

No entanto, a maior utilizacdo de computadores nos ultimos anos veio possibilitar a resolu¢do de muitos
problemas de engenharia. A utilizacdo de computadores para resolugdo de probelmas matematicos
implica o recurso a métodos numéricos. Dentro dos diversos métodos numéricos adoptados, destaca-se
o método dos elementos finitos (MEF).

Este método foi formalmente introduzido pelos trabalhos de H. Argyris e S. Kelsey [1], € por M. J.
Turner, R. W. Clough, H. C. Martin, e L. J. Topp [40], apesar de trabalhos anteriores de Hrenikoff [18]
e de Courant [12], serem considerados os percursores do método. A designagdo de elemento finito foi
utilizada, pela primeira vez na publicacdo de R. W. Clough [7], em 1960, e desde entdo, o método tem
vindo a ser aperfeicoado por vérios autores.

O MEF ¢ um método numérico em que o dominio do problema é decomposto em véarios subdominios,
designados por elementos finitos, e para cada um dos elementos sdo definidas fun¢des simples, como
polinémios, que aproximam as varidveis do problema. Para solucionar um problema pelo MEF ¢é
necessédrio obter um sistema de equacdes que seja formulado como um integral definido em todo o
dominio do problema, de modo a que todos os subdominios respectivos possam ser definidos por esse
mesmo integral. Assim, a solucdo numa formulacdo pelo MEF consiste em fazer um somatério do
integral em todos os subdominios, obtendo-se desta forma uma aproximagdo da solucdo em todo o
dominio do problema. A equagao diferencial baseia-se em principios variacionais [6].
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No ambito desta dissertac@o, o principio variacional usado é o principio dos trabalhos virtuais (PTV)
[3][14], pois para a andlise estrutural trata-se da formulacdo mais intuitiva, resultando assim numa
formulacdo de elementos finitos baseada em deslocamentos.

O principio dos trabalhos virtuais enuncia que o equilibrio de um corpo ¢ satisfeito se o trabalho virtual
de todas as forcas que nele actuam for nulo, para todo o deslocamento virtual do corpo, ou seja, o trabalho
virtual interno total do corpo tem de ser igual ao seu trabalho virtual externo total. Este principio pode
ser traduzido pela seguinte expressio [14]:

/ sl odV = / sUTtBav + / sUSTES1dSy +Y " 6UTF @2.1)
1% v Sy i

Onde 60U e de sdo os deslocamentos e as deformagGes virtuais, respectivamente, e o sdo as tensdes
do corpo. As forcas f? (forgas de volume), f°f (forcas distribuidas na superficie S 1) € Fi (forgas
concentradas, onde 7 € o ponto de aplicag@o da carga) s@o forcas externas aplicadas ao corpo.

Numa andlise de elementos finitos, o corpo € aproximado a um conjunto de elementos finitos discretos,
que sdo interligados em nds nas fronteiras destes. Considerando o campo de deslocamentos de cada
elemento, pode-se escrever a equagdo (2.1), como uma soma de integracdes sobre o dominio de todos os
elementos finitos:[14]

3 / 5T o) gi(e) Z / SulOTEBE 7@ 1
- V(e (e)
+Z /

(2.2)

su’@Tes(€ g5 1N sul Fi,
(e) Z

Em que e = 1,2,...,k, sendo k£ o nimero de elementos finitos definidos no corpo. De referir que na
equacdo (2.2) os pontos onde as cargas concentradas estio aplicadas sdo pontos nodais discretizados na
malha de elementos finitos.

2

Este principio € vélido para qualquer tipo de elementos que se pretendam utilizar; no entanto, as
expressoes vao sofrendo diferentes modificagdes para cada diferente tipo de elemento finito.

2.2 Elementos finitos de viga de Euler-Bernoulli

Num elemento finito de viga de Euler-Bernoulli [39], considera-se que, apds a deformacdo, as seccdes
mantém-se planas e perpendiculares ao eixo da viga, ndo sendo, deste modo, considerada a deformagado
devida ao corte. Na Figura 2.1 ¢ ilustrada uma deformacgdo de um elemento de viga de Euler-Bernoulli
com dois nos.
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Figura 2.1: Elemento de viga de Euler-Bernoulli (adaptado de [38])

Os deslocamentos v; e vy, representados na Figura 2.1, correspondem aos deslocamentos segundo o
eixo x2, e 01 e 65 correspondem as rotagdes segundo o eixo perpendicular ao plano da viga. Devido ao
facto de o elemento ter quatro deslocamentos nodais, assume-se que o deslocamento segundo xo pode
ser expresso pelo seguinte polinémio:

v(x1) = ag + a1z + agxf + agx{’ (2.3)

A partir da teoria de vigas de Euler-Bernoulli, a rotagdo 6(x1) = dv(x1)/0x1, logo:

0(x1) = Ov(x1)/0x1 = a1 + 2a2x1 + 3a3x% (2.4)

O deslocamento v(z1), pode também ser expresso utilizando fung¢des de forma, H, que relacionam o
deslocamento v (1) com os deslocamentos nodais do elemento:

’U(l‘l) = Hyvy + Ho601 + H3zvo + Hyby = Hu(e) (2.5)

Onde u'® ¢ o vector dos deslocamentos generalizados nos nés do elemento de viga, definido da seguinte
forma:
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U1
u@ = | & (2.6)

U2

02

Considerando as condi¢des de fronteira do elemento da Figura 2.1, € possivel obter o seguinte sistema
de equagdes:

z1=0 = v(0)=ap=1v;

T = = (9(0) =a; = 01

r1=101 = v(l)=ag+al + azl?®+ azl® = vy
1 [ = 9(0) = ay + 2a9l + 3a3l2 =0y

Resolvendo o sistema anterior e substituindo na equacgao (2.5), agrupam-se os termos referentes a vy, va,
01 e 02, obtém-se as fungdes de forma, que correspondem aos polinémios de Hermite, dados por:

2 3
Hy=1-3%+2%

2.7)

No gréfico da Figura 2.2 so representadas as variacdes dos valores das fun¢des de forma hermitianas
ao longo do comprimento do elemento finito. Estas fungdes sdo de classe C, o que significa que tanto
v(x1) como Jv(xy)/Ox; sdo continuas dentro do dominio do elemento.

H

Figura 2.2: Fungdes de forma de Hermite (adaptado de [16])
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Da teoria de vigas de Euler-Bernoulli sabe-se que o deslocamento axial u(z) da viga é dado por:

w(zy) = —as - 87(;(;11) (2.8)
Sabendo que as deformagdes nas vigas sdo dadas pelas seguintes relagdes:
o), Fka)
As deformagoes podem entdo ser relacionadas com as func¢des de forma da seguinte maneira:
c1=x9-B-u (2.10)
Onde,
B — _0*Hy  _0%H, _9%Hs; _ 9*H, 2.11)

ox? ox? ox? ox?
As tensdes na viga de Euler-Bernoulli podem relacionar-se com as deformacdes a partir da lei de Hooke:
o1 =¢1-E=FE-a5-B-u (2.12)

A equacdo (2.1) do PTV, apresentada anteriormente, pode ser escrita para o caso das vigas de
Euler-Bernoulli do seguinte modo:

l 1
//55{01d5dx1 —/ dugpdry (2.13)
0 Js 0

Em que p é o carregamento que actua ao longo do eixo da viga e .S é a superficie da sec¢io transversal
da viga, dada por:

dS'::dwgdxg (214)

Considerando as expressdes anteriores, a equacao (2.13) pode ser entdo expressa por:

l l
EI / B Bdzul® = / H pdz, (2.15)
0 0
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Em que I corresponde ao momento de inércia da sec¢c@o segundo o eixo x3, e € dado por:

I—/xgds
S

A equagdo (2.15) pode ainda ser expressa do seguinte modo:
K©u© = gl

Onde,
!
K© = ET / B Bdz,
0
€ a matriz de rigidez e
!
F©) = / H” pdaxy
0

€ o vector de solicitacao.

(2.16)

2.17)

(2.18)

(2.19)

Resolvendo os produtos de integracdo que surgem na equagdo (2.18), obtém-se a seguinte matriz de
rigidez para um elemento finito, que coincide com a que se obtém a partir dos métodos cldssicos da

teoria das estruturas [15]:

[ 12 6 _12

13 12 13

6 4 _6

(6) 12 l 2
KO=EIl |, & 5

13 12 13
6 2 _6
2 l 2

~o Fo

o

—~l

(2.20)

Assuma-se agora que a viga estd sujeita a uma carga uniformente distribuida, como ilustrado na Figura

2.3.
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D >

Figura 2.3: Carga uniformemente distribuida no elemento viga e respectivas forcas nodais equivalentes (adaptado
de [38])

Os sentidos positivos das for¢as nodais equivalentes considerados s@o os mesmos dos deslocamentos
generalizados. Efectuando os célculos da equacdo (2.19), o vector de solicitagdo passa a tomar a seguinte
forma:

1/2
12/12
1/2
—12/12

F© = — (2.21)

2.3 Elementos finitos de grelha

Uma estrutura em grelha € uma estrutura plana constituida por varias vigas, em que as cargas sao
aplicadas perpendicularmente ao plano da estrutura. Quando as vigas estdo rigidamente unidas entre
si, vao estar sujeitas a momentos de flexdo e de tor¢@o. A Figura 2.4 ilustra um exemplo de uma estrutura
em grelha.
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Ty A
I Iy

~
[y

Ve

Figura 2.4: Estrutura em grelha (adaptado de [14])

Um elemento finito de grelha, como ilustrado na Figura 2.5, apresenta em cada né um deslocamento
transversal ao plano e duas rotacdes segundo os eixos na direccio do plano.

Al’é
)
2%3
& & o o
23 1T, oT, /—\
% g (2
\ 1 N> A
A B [
v Vg

Figura 2.5: Elemento finito do tipo grelha (adaptado de [14])

Desta forma, o vector dos deslocamentos generalizados do elemento finito de grelha é expresso da
seguinte forma:
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(2.22)

Os deslocamentos vy, 61 ., v2 € 02, estdo relacionados com a deformagao da viga devida a flexdo, como
foi indicado no ponto anterior. Os deslocamentos 61, € 62, sdo rotacdes que estdo relacionadas com a
deformacao da viga devida a torcao. Segundo os métodos cldssicos da teoria das estruturas [15] a rigidez
de tor¢do de um elemento de viga € igual a:

(2.23)

Onde J corresponde ao factor de rigidez de tor¢dao e G ao mddulo de distor¢ao [36]. Associando as
equagdes (2.23) e (2.18), e ajustando-as aos respectivos deslocamentos, obtém-se a matriz de rigidez de
um elemento finito para o seu sistema de eixos locais.

12E1 0 6EI 12E1 0 6E1 ]
13 2 3 12
0 GJ 0 0 _GJ 0
] ]
6EI 0 AEI __6EI 0 2E]
i(e) 12 l 12
K™ = 12E1 0 6EI  12EI 0 6E1 (2.24)
E TR 3 T2
o =< 0 0 &l
6EI 2E] 6EI 4E1
= 0 7 -z 0

Esta matriz de rigidez estd associada ao sistema de eixos locais do elemento finito, que pode ndo
corresponder ao sistema de eixos globais da estrutura. Deste modo, é necessario fazer uma transformagao
da matriz que permita passar dos eixos locais para os eixos globais. Para tal, é criada a matriz de rotagdo
R, dada por:

1 0 00 0 O
0 C S0 0 0
0 -S C0 0 0

R=109 0 01 0 o (2.25)
00 00 C S
(0 0 0 0 -8 C |
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Com C = cosf e S = sinf, sendo € o angulo entre o eixo x; € o eixo 2, no sentido anti-hordrio. A
matriz de rigidez do elemento em eixos globais € entdo calculada a partir da seguinte expressao:

K© = RTK'“)R (2.26)

Considerando que o elemento de grelha é também solicitado por uma carga uniformemente distribuida,
como a da Figura 2.3, o vector de solicitagdes nos eixos locais é dado por:

[ 12
0
12/12
1/2
0
| —1?/12 ]

A (2.27)

Como € também necessdria a sua rotacdo de eixos locais para eixos globais, obtem-se:

F©) = RTF/®) (2.28)

2.4 Procedimento geral do método
Qualquer que seja o problema de elementos finitos, este deve ter em conta as seguintes etapas:

1. Definicao do sistema - Neste passo sdo introduzidos todos os principais pardmetros que definem
o sistema estrutural necessarios para a andlise estrutural recorrendo ao MEF, nomeadamente:

Numero total de elementos;

Numero total de nds;

Coordenadas de todos os nds no sistema de eixos global;

Tipo de elementos finitos;

Sao ainda definidos parametros relacionados com o tipo de material, como o mddulo de
elasticidade e o mddulo de distor¢do, e com o tipo de seccdo, como 0 momento de inércia € o
factor de rigidez de tor¢ao.

2. Assemblagem das matrizes e vectores - Apds calcular a matriz de rigidez e o vector de solicitacdo
de cada elemento finito, é necessario fazer a assemblagem das contribui¢des de cada elemento no
sistema global [14], representado pela seguinte equagdo:



2.4. PROCEDIMENTO GERAL DO METODO 13

Ku=F (2.29)

A dimensao da matriz do sistema € igual ao nimero total de graus de liberdade do sistema.

3. Imposicao das condicoes de apoio - As restricdes das condi¢des de apoio sdo impostas através
de um vector que contém os graus de liberdade restringidos. Como os deslocamentos dos graus de
liberdade restringidos deixam de ser incégnitas, sao retiradas do sistema as respectivas parcelas,
impedindo assim que a matriz se torne singular [23].

No caso de os apoios serem molas, o valor da rigidez de cada mola € somado a rigidez do respectivo
grau de liberdade na matriz de rigidez global. Considerando, por exemplo que, num sistema de
elementos finitos, o i-ésimo grau de liberdade estd apoiado numa mola de rigidez K,,, esta rigidez
€ somada ao valor de rigidez da matriz de rigidez global, na posi¢ao (i, 7).

4. Resolucao do sistema - Com os passos anteriores ja efectuados, resolve-se entdo a equagio (2.29),
obtendo os valores dos deslocamentos nodais do sistema.

5. Pés-processamento - Obtidos os deslocamentos, é possivel obter outros pardmetros como as
deformacdes, tensdes, esforcos nos elementos e reaccdes dos apoios.

O valor das reacgdes nos apoios pode ser obtido pela seguinte expressao:

Rapoios =Ku-F (230)

Onde a parcela Ku calcula as forgas externas em todos os nés. Deste modo, € subtraido a parcela
anterior o vector de solicitagdo F, obtendo-se o vector Rypoios, com os valores das reacgdes nos
graus de liberdade respectivos e nos restantes o valor zero.

Os esforcos internos em cada elemento finito podem ser calculados pelo mesmo principio das
reaccdes nos apoios. Desta forma, € calculado um vector para cada elemento, pela seguinte
expressao:

fo© — KOy© _F© 2.31)

Em que cada valor do vector fe representa as forcas internas no elemento finito, nos graus de
liberdade respectivos. Obtidos os valores das forcas é necessario ajustar os sinais para a convengao
de sinais dos esforcos internos pretendida.
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2.5 Implementacao do método em MATLAB

2.5.1 Algoritmo para elementos de viga

De modo a realizar a andlise estrutural de uma viga continua, € criado um algoritmo de cdlculo em
MATLAB, que tem como base uma formulacdo em elementos finitos baseada em deslocamentos. O
algoritmo permite modelar vigas continuas, como ilustrado na Figura 2.6, com um comprimento total
L e sujeitas a uma carga uniformemente distribuida P. O algoritmo permite a andlise de vigas com
diferentes vaos e diferentes tipos de apoio (rigidos ou flexiveis), como se indica na Figura 2.6.

bedd bl bbbl
|

I L 1 I L 2 | | L n°tramos-1 I L n°tramos |
, LtoTAL :
(a) Apoios rigidos

\ \ P
°ap0|os 1 °ap0|os
| L1 | Lo | I L hotramos-1 I L hotramos |

. L TtoTAL .

(b) Apoios flexiveis

Figura 2.6: Viga continua genérica

Como varidveis do problema consideram-se os comprimentos de cada tramo, a excepc¢ao do dltimo, ja
que o seu valor € assegurado pela diferenca entre o comprimento total da viga e o somatério dos restantes
comprimentos dos tramos. No caso de vigas com apoios flexiveis a rigidez de cada apoio também ¢é
considerada como uma varidvel do problema. Deste modo, o nimero de varidveis do problema é obtido
da seguinte forma:
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X = [L;, Kj] comi=1,...,7%amos —1€J=1,...,7%poios

Adicionalmente é também necessario introduzir no algoritmo o médulo de elasticidade do material, F,
bem como o momento de inércia da seccdo, 1.

O cdédigo do algoritmo desenvolvido é apresentado no anexo A

2.5.2 Algoritmo para elementos de grelha

No ambito desta dissertacdo, vao ser estudados dois tipos de grelha (Figura 2.7), e como tal, sdo criados
dois algoritmos de cdlculo em MATLAB com o objectivo de executar a anélise estrutural de cada um dos
tipos de grelha. A formulacdo dos algoritmos assenta numa formulagdo em elementos finitos baseada em
deslocamentos.

As varidveis de projecto nos dois tipos de grelhas sdo os comprimentos de cada tramo na direc¢do x e na
direc¢do y, traduzidos pela seguinte expressao:

. 0 . (o]
X =[Lx;,Ly;] com i=1,....7%amosz € J=1,...,7%ramosy

Para as grelhas do tipo I, o nimero de vigas em cada direc¢do € dado pelo nimero de tramos nessa
direc¢do menos 1. Devido a existéncia de vigas de bordadura nas grelhas do tipo II, o nimero de vigas
em cada direccdo € dado pelo nimero de tramos nessa direc¢do mais 1.

Ambos os tipos de grelha admitem que num certo nimero de vigas descarrega uma carga de superficie,
@ (kN/m?), uniformemente distribuida no painel de laje com as dimensdes LXiprqr X Lytorqr. Para
determinar a quantidade de carga que descarrega em cada viga, € necessario definir a largura de influéncia
de cada viga. Definiu-se entdo, que ao longo de cada viga, a largura de influéncia mantém-se constante
em todo o seu comprimento. Na Figura 2.8 sdo ilustradas as diferentes larguras de influéncia que variam
consoante a localizacdo da viga.

A carga uniformemente distribuida em cada viga, F;, é calculada multiplicando a largura de influéncia
da mesma pela carga (). De notar que este valor deve ser dividido por 2 devido ao facto de a carga ser
distribuida nas duas direcg¢des.

Quanto as condicdes de apoio das grelhas sdo consideradas dois tipos de apoios para as grelhas do tipo I:
simplesmente apoiados (grelha tipo 1.a) e encastrados (grelha tipo 1.b). Nas grelhas de tipo II sdo apenas

considerados apoios simplesmente apoiados.

O cédigo do algoritmo desenvolvido é apresentado no anexo B.
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, Lx .
r 1
| Lxt : Lx2 : Lx3 | ‘ ‘ L Xndivx-1 “Xndivx
- _ \VA NN/ \VA X
Ly1
I 3
Lya
I q
Ly3
Ly 1 [> <]

I‘yndivy-1

I‘yndivy

Lx2 . bxs | I'Xndiv><—1 |'Xndivx

I‘yndivy-1 ‘ ‘

(b) Grelha tipo II

I‘yndivy

Figura 2.7: Sistema de grelhas



2.5. IMPLEMENTACAO DO METODO EM MATLAB 17

Lx2 Lx3 andivx—1 I'Xndivx
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(a) Largura de influéncia das vigas interiores

} b |
| Lx1 I Lx2 % Lx3 | ‘ ‘ I'Xndivx-1 I'Xndivx
\/ \VARRVA \/ \/ x
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y1
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(b) Largura de influéncia das vigas de extremidade

X 1

Lxe | Lxs | L xndivx- Xndivx

'—in{ Lyt /J

| | -

- ||

(c) Largura de influéncia das vigas de bordadura

Figura 2.8: Larguras de influéncia






Capitulo 3

Optimizacao estrutural

3.1 Introducao

A optimizagao estrutural é um conceito introduzido, em 1890, por Maxwell [28], que tem como objectivo
achar o mdximo ou minimo de uma funcdo que estd relacionada com parametros caracteristicos de uma
estrutura. No seu trabalho, Maxwell decidiu optimizar uma ponte, estabelecendo que a solug¢do 6ptima
seria aquela que precisasse de menos material. Para tal, recorreu a métodos de calculos analiticos. Michell
[30], em 1904, retomou a ideia de optimizacdo estrutural introduzida por Maxwell e resolveu vérios
projectos de optimizagdo [26].

Contudo, a optimizacdo estrutural s6 comegou a ser utilizada com mais frequéncia a partir da década
de 50, quando ocorreram desenvolvimentos significativos nos computadores digitais e surgiram métodos
numéricos de programacao matemdtica e de andlise estrutural, como o método dos elementos finitos [6].

A optimizagdo estrutural consiste entdo, em determinar um conjunto de pardmetros de uma estrutura,
designados por varidveis de projecto, de modo a minimizar ou maximizar uma fun¢do, designada por
funcao objectivo, respeitando um determinado nimero de restrigdes.

Normalmente a fun¢do objectivo de um problema de optimizagdo estrutural estd associada ao peso ou
ao custo de uma estrutura. Contudo, existem outros pardmetros como os esfor¢os ou a rigidez de uma
estrutura que podem ter interesse num problema de optimizacao estrutural.

A optimizagdo estrutural recorre a algoritmos de optimizagdo que, através de um processo iterativo,
vio alterando as varidveis de projecto, que por sua vez vao sendo analisadas, em cada iteracdo, por um
modelo numérico de andlise estrutural, do qual sdo obtidos valores da funcdo objectivo. As restricdes
do problema sdo verificadas também pelo modelo numérico, que frequentemente recorre ao método dos
elementos finitos. O processo iterativo termina quando se chega a uma solucio de varidveis de projecto
em que o valor da fungdo objectivo verifica os critérios de convergéncia do algoritmo, atingindo-se
assim a solugdo Optima do problema. Na Figura 3.1 € apresentado um fluxograma que ilustra o processo
iterativo da optimizacdo estrutural [2].

19
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Formulagao do problema
- fungdo objectivo
- variaveis de projecto
- constrangimentos

Vv

Cria¢do do modelo numérico
do sistema

| . . I
. > Andlise do sistema !

Vv

| Verificagdo dos
, constrangimentos

Verifica critério
de
convergéncia?

FIM

| IAlteragao do projecto usando|
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Figura 3.1: Fluxograma do processo iterativo de optimizagao estrutural

A formulac@o matematica de um problema de optimizagao estrutural pode ser escrita da seguinte forma:

minimizar  f(x)

sujeitoa g¢;(x) <0 comj=1,...,m
hi(x) =0 comk=1,...,p
xégxigx;‘ comi=1,...,n

Onde x € o vector das n varidveis de projecto, f(x) é a funcdo objectivo, g;(x) sdo as m restri¢des
de desigualdade, hy(x) sdo as p restri¢des de igualdade, xﬁ e x; sdo os limites inferior e superior das
variaveis de projecto.

Num problema de optimizagdo as fungdes objectivo e das restricdes dependem apenas das varidveis de
projecto, que por sua vez devem ser o mais independentes possiveis umas das outras. O nimero de
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restricdes de desigualdade ndo tem qualquer limite; contudo, € preciso ter cuidado com os seguintes
casos relativos ao nimero de restricdes de igualdade:

e Se p > n - o sistema de equagdes € indeterminado.
e Se p < n - é possivel encontrar a solu¢do dptima do problema.

e p =n - o valor 6ptimo do problema é dada pela solucdo das restri¢des de igualdade.

Deste modo, o nimero de restricdes de igualdade deve ser menor ou igual ao ndmero de varidveis de
projecto (p < n).

3.2 Tipos de optimizacao estrutural

De acordo com os pardmetros que se pretendem optimizar, um problema de optimizagao estrutural pode
ser dividido em trés tipos de optimizagao [2][6][26]:

e Optimizacao de dimensdes (sizing optimization) - Este tipo de optimizagdo consiste em optimizar
parametros geométricos que caracterizam a estrutura, como por exemplo a altura e a espessura.
Deste modo, as varidveis de projecto de um problema de optimiza¢do dimensional sdo as
dimensdes das secgdes transversais dos elementos da estrutura, mantendo a forma e a topologia da
estrutura inalteradas durante o processo de optimizacdo. As varidveis de projecto na optimizagao
de dimensdes sdo frequentemente discretas, pois podem estar associadas a sec¢des normalizadas
disponiveis no mercado. Considere-se o exemplo, ilustrado na Figura 3.2, de uma viga encastrada
com uma carga concentrada aplicada na sua extremidade, em que se pretende optimizar a massa
da estrutura.

Secedo
transversal

da viga

Figura 3.2: Optimizacdo de dimensdes de uma consola (adaptado de [6])

Ao se considerar uma optimizag¢do de dimensdes, as varidveis de projecto sdo os pardmetros h, b,
t e w, enquanto o comprimento da viga, L, se mantém inalterado.

e Optimizacdo de forma (shape optimization) - Este tipo de optimizacdo consiste em variar a
fronteira I' delimitadora do dominio ) que a estrutura ocupa. Esta fronteira pode ser definida
por um conjunto de pontos, linhas ou superficies. Numa optimizacio de forma, as varidveis de
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projecto s@o entdo as coordenadas desses pontos, mantendo inalteradas as dimensdes das seccdes
e a topologia da estrutura. Na optimizagdo de forma as varidveis de projecto sdo continuas e
podem também ser designadas por varidveis geométricas. Tomando como exemplo o caso anterior
da consola, a optimiza¢do de forma modifica as fronteiras do dominio ocupado pela viga, que
inicialmente é rectangular, ou modifica as fronteiras da seccdo transversal, que inicialmente é em
I, como € ilustrado na Figura 3.3.

Secgdo
ransversal
da viga

2222

r 0

Figura 3.3: Optimizacdo de forma de uma consola (adaptado de [6])

e Optimizacao topoldgica (topology optimization) - Este tipo de optimizacdo consiste em encontrar

a topologia da estrutura que minimiza a fung¢ao objectivo, determinando em cada ponto do dominio
da estrutura se deve ou ndo haver material. Usualmente este tipo de optimizagdo recorre a uma
malha de elementos finitos para discretizar o dominio da estrutura; cada elemento vai recebendo ao
longo do processo de optimizacao valores de 1, para um estado de existéncia, e de 0, para um estado
de auséncia. No caso de estruturas discretas procura-se obter a ordem espacial dos elementos,
enquanto, no caso de estruturas continuas procura-se determinar a localiza¢do e geometria 6ptimas
das cavidades do dominio da estrutura. Na Figura 3.4 mostra-se a solucdo 6ptima do exemplo
anterior da consola, para uma optimizacgdo topolégica.

Secedo
iransversal
da viga

Viazios de material

o
.-. 2
Dominio £2 ocapado
pela estrufura

’1_'-""‘.’_{_/,4-
X

RN
W

Figura 3.4: Optimizacdo topolégica de uma consola (adaptado de [6])

De entre os trés tipos de optimizacdo estrutural considerados, a optimizagao topologica é aquela
que consegue obter melhores solucdes quando se pretende optimizar o peso da estrutura.
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Pode-se ainda considerar uma optimizacdo estrutural que utilize pelo menos dois dos trés tipos
apresentados. Este tipo de optimizacdo designa-se por optimizac¢ao hibrida.

3.3 Formulacido de um problema de optimizacao

Uma defini¢do e formulagao apropriadas de um problema de optimizacdo sdo essenciais para que a sua
resolucdo forneca resultados aceitdveis. As solugdes 6ptimas de um problema de optimizagdo serdo tdo
boas quanto a sua formulacio. Deste modo, torna-se indispensavel a defini¢do de um procedimento que
formule um problema de optimizagdo. Arora [2] define um procedimento constituido por cinco passos:

1. Enunciado do problema/projecto

O procedimento comeca com a criagdo do enunciado do problema/projecto, onde sdo descritos os
objectivos gerais e 0s requerimentos a serem cumpridos.

2. Recolha de informacio e dados

Para o desenvolvimento de um problema de optimizagdo, a semelhanca de um problema
matemadtico tradicional, é necessdrio a recolha de dados e informagdes para que seja possivel a
sua compreensdo e resolucao.

3. Identificacao/definicao das variaveis de projecto

Neste passo € necessdrio identificar as varidveis de projecto que descrevem o sistema. As varidveis
de projecto podem ser de diferentes tipos, estando relacionadas com o tipo de problema de
optimizacdo a realizar. Na Tabela 3.1 € feita uma relacio entre os diferentes tipos de varidveis
com os diversos tipos de optimizacio estrutural.

Tabela 3.1: Relagdo do tipo de varidveis com a formulag@o do problema [6]

Tipo de Tipo da variavel Significado fisico Observacao
optmizacio de projecto possivel
Seleccdo de Procura através de
Inteira seccoes uma tabela de
. . transversais varlores normalizados
Dimensional - — —
Dimensoes validas
Real num intervalo de -
variagdo continuo
Posi¢do de nés
Forma ou Geométrica Coordenadas varia entre
configuragdo (real) nodais um limite
inferior e superior
Existéncia ou auséncia
Booleana )
. . de material
Dimensional . -
Densidade do
Real

material variavel
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Como j4 foi referido, as varidveis de projecto devem ser o mais independentes possivel umas das
outras. No entanto, caso haja dependéncia, é necessdrio definir relagdes entre elas. O nimero de
varidveis de projecto deve ser o mais reduzido possivel de forma a facilitar o processo de célculo.

. Identificacao da funcio objectivo

7

Neste passo € identificado o pardmetro que se pretende optimizar, ou seja, identificar a
funcdo objectivo do problema. Uma funcdo objectivo valida deve estar relacionada directa ou
indirectamente com as varidveis de projecto do problema. A funcio objectivo deve ser uma fungdo
escalar da qual € obtido um valor numérico quando sio especificados valores para as varidveis de
projecto. Considera-se que um projecto optimo € aquele que apresenta o melhor valor de fungdo
objectivo.

Os parametros mais usuais que se pretendem optimizar sdo: o custo (minimizar), o lucro
(maximizar), o peso (minimizar), os esfor¢os (minimizar), entre outros. Em algumas situagdes, os
problemas de optimizac¢do podem conter duas ou mais fungdes objectivos a optimizar, designados
por problemas de optimizagcao multiobjectivo.

. Identificacao das restricoes

O ultimo passo do processo de formulagdo € identificar as restri¢gdes a que o problema esta sujeito,
desenvolvendo expressdes para elas. Todas as restricdes tém de depender pelo menos de uma
variavel de projecto.

Como j4 foi referido, as restricdes podem ser de igualdade ou de desigualdade. As restri¢cdes do
problema podem ser lineares, caso sejam fungdes cujos termos das varidveis sejam de primeira
ordem, ou nfo lineares.

Algumas das restri¢cdes sdo bastante faceis de identificar, como por exemplo os valores maximos
e minimos das varidveis. No entanto, existem outras restricdes mais complexas que estdo
relacionadas com as varidveis de forma indirecta. A este tipo de restricdes da-se o nome de
restricdes implicitas, pois estas ndo podem ser expressas em funcdo das varidveis de forma
explicita, sendo necessario a utilizagdo de varidveis intermédias para a formulacdo do problema.

3.4 Minimo global e local

No ambito da optimizacao € relevante apresentar os conceitos de minimos globais e locais de uma funcao.

Uma fungdo f(x) de n vardveis tem um minimo global (absoluto) em x* se

fx) < f(x) VxeS (3.1)

Em que S ¢ a regido admissivel do espago de projecto. Caso f(x*) < f(x), entdo diz-se que x* é um
minimo global forte (estrito) da fun¢do; caso contrdrio trata-se de um minimo global fraco.

Uma fungdo f(x) de n vardveis tem um minimo local (relativo) em x* se
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Fx) < f(x) VxeN (3.2)

Em que N é uma vizinhan¢a pequena de x* no espago admissivel S. A vizinhanca N é definida como o
seguinte conjunto de pontos:

N={x|xe S, ||x—x"|| <d} (3.3)

Para um pequeno 6 > 0. Caso f(x*) < f(x), entdo diz-se que x* é um minimo local forte (estrito) da
fun¢do; caso contrdrio trata-se de um minimo local fraco.

Uma fun¢do pode ter um minimo global estrito em apenas um ponto; no entanto, podera ter um minimo
global em diversos pontos se tiver o mesmo valor nesses pontos. De maneira semelhante, uma fungdo
f(x) apenas pode ter um minimo local estrito num ponto, contudo, poderd ter um minimo local em
diversos pontos em N se o valor da funcio for o mesmo nesses pontos. Na Figura 3.5 é apresentado um
exemplo de uma fun¢do de uma varidvel com um minimo local (ponto A) para a regido N e um minimo
global (ponto B) para a regido S.

fx) &

| S |

Figura 3.5: Exemplo de minimos global e local de uma fung¢éo

3.5 Métodos de optimizacao nao-linear

Neste capitulo abordam-se diferentes métodos de optimiza¢do ndo-linear. Uma optimizacdo diz-se
ndo-linear quando a fung@o objectivo e/ou as restricdes da mesma contém funcdes ndo lineares nas
varidveis.
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Este tipo de optimizacao utiliza métodos iterativos para encontrar solucdes para o problema. Os métodos
iterativos geram uma sucessao de solugdes que se espera que convirja para a solu¢do 6ptima do problema,
ao invés de resolver o problema analiticamente como na optimizacao linear.

Existem diversos métodos de optimizacao ndo-linear, ndo sendo a priori evidente identificar aquele que
melhor permite verificar as condicdes de optimalidade, pelo que a escolha do método a utilizar nem
sempre € facil de tomar. A especificidade do problema de optimizac¢do € também um factor a ter em
conta quando se opta por um método em detrimento de outro. Na Figura 3.6 sdo apresentados diversos
métodos de optimizacao nao-linear.

Métodos de Optimizacgdo

Métodos Métodos
Heuristicos Deterministicos
| | Algoritmos
Genéticos -
Discretos Continuos

| |Particle Swarm)

Optimization ~
Programagdo
| Ants
Colonies
Sem Restrigdes | Com Restrigdes |
, Métodos que
Métodos que q~
utilizam podem ndo
Métodos Métodos Métodos Sem derivadas ou utilizar derivadas
de 22 de 12 Derivadas T nem
aproximagdes ) ~
Ordem Ordem | aproximagoes
| | | —
Métodos Métodos
que de Métodos de Métodos Métodos de
Método Método utilizam Pesquisa Programgéo de | |penalidade e
de Quasi- modelos Directa Quadritica Gradiente -
Newton Newton Sequencial Reduzido Barreira
[
[ |
Métodos Métodos de | | Métodos de Genérica Métodos d
| | de Procura Procura | | Laer:n o:ane;
Pesquisa Directa Directa Admissivel AEmer%tada
Unidim. Simplex Direccional
—|:| Método Método
—de Nelder-| de Hooke-
Mead Jeeves

Figura 3.6: Esquema com diversos métodos de optimizacdo ndo-linear (adaptado de [11])
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De uma forma geral, os métodos de optimizacio ndo-linear classificam-se em:

e M¢étodos de Optimizagdo Heuristicos ou Estocdsticos - Estes métodos recorrem a geracdes
de ndmeros aleatdrios, que por sua vez tentam convergir para a solu¢do 6ptima do problema
inspirando-se em comportamentos existentes na natureza. Segundo Conn et. al [9] estes métodos
devem ser utilizados como ultimo recurso e em problemas onde o universo de solugdes ¢é
necessariamente grande, complexo ou ndo se conhece bem. Contudo, outros autores t€m utilizado
estes métodos com sucesso [11].

e M¢étodos de Optimizacdo Deterministicos - Estes métodos baseiam-se na sua maioria em
algoritmos cldssicos, gerando uma sequéncia deterministica de possiveis solugdes. Nestes métodos
é necessario fornecer um ponto de partida inicial, com o qual o método tentard convergir para um
minimo, que pode ndo ser um minimo global da fun¢do objectivo [11].

Os métodos de optimizacido podem também dividir-se em métodos de procura local, onde estdo inseridos
os métodos de procura directa, nomeadamente o Nelder-Mead [31], e métodos de procura global, como
por exemplo os algoritmos genéticos. Os métodos locais utilizam algoritmos que convergem para um
minimo de uma determinada regido da funcdo, enquanto os métodos globais usam algoritmos que
convergem para o minimo global da funcdo objectivo. No entanto, € possivel achar os minimos globais
da func@o objectivo utilizando apenas métodos de procura local.

3.5.1 Métodos de optimizacao de procura directa

Os métodos de procura directa sdo actualmente muito utilizados, pois ndo necessitam de informagao
sobre o gradiente da fungdo objectivo. Estes métodos surgiram na década de 50, mas mais tarde foram
criticados por parte da comunidade cientifica pois nem sempre garantem a convergéncia da solugdo e por
esta ser geralmente mais lenta quando comparada com os métodos de gradiente.

Existem diversos métodos de optimizacdo de procura directa, mas o procedimento comum que os rege ¢
0 seguinte:

1. Introduzir um ponto inicial que pertenca ao dominio da funcao.

2. Calcular uma quantidade de pontos da funcdo em diferentes direccdes e a uma determinada
distancia do ponto inicial. E neste passo que os diversos métodos diferem uns dos outros.

3. Comparar os valores obtidos com os anteriores; caso o novo valor seja menor que o anterior, o
novo valor passa a ser um ponto inicial; caso contrdrio altera-se a distancia e repete-se a avaliagdo
dos valores da funcdo objectivo.

4. A paragem do método é garantida pelo critério de convergéncia fornecida pelo utilizador. Este
critério relaciona-se com o nivel de reducao da distancia entre o ponto inicial e os pontos que estdo
a ser avaliados.

O principal problema atribuido a estes métodos estd essencialmente relacionado com o facto de estes
frequentemente convergirem para minimos locais. Considere-se por exemplo a funcio de Rastrigin dada
pela seguinte expressao:
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flz,y) =20+ 2?2 +y%—10 (cos (2mx) + cos (27y)) (3.4)

Na Figura 3.7 estd representada graficamente a equacdo de Rastrigin, onde se pode verificar que a fungéo
tem diversos minimos locais e apenas um global no ponto de coordenadas (0, 0).

Global minimum at (0 0]

Figura 3.7: Gréfico da funcdo de Rastrigin (adaptado de MATLAB)

Ao resolver este problema através de um método de procura directa utilizando um ponto inicial fora
do cone onde estd localizado o minimo global, verificar-se-ia que a solucéo iria descer e permanecer
"presa"num minimo local. Desta forma, apenas € possivel atingir a convergéncia global se o ponto inicial
estiver na regido onde estd localizado o minimo global da funcio objectivo. Para solucionar este tipo de
problema pode-se tentar dispersar pontos pela funcdo para garantir uma boa cobertura no dominio da
funcdo, ou entdo optar por utilizar um outro algoritmo de optimizacao.

Outro problema inerente a estes métodos prende-se com a lentiddo da convergéncia, principalmente se
sdo se conhecer o valor adequado do passo a utilizar. Se o valor do passo utilizado for muito pequeno, o
algoritmo precisa de muitas iteragcdes para convergir; no entanto, se for muito grande, os pontos a serem
analisados ficam fora do dominio da fung@o objectivo e o algoritmo néo inicia.

Normalmente estes métodos sdo utilizados para problemas de optimizagdo sem restri¢des e, segundo
Lewis et al [25], podem ser divididos em trés tipos:

e M¢étodos de pesquisa em padrio;
o M¢étodos simplex;

e M¢étodos com conjuntos de direc¢des de pesquisa adaptativas.

No ambito desta dissertacdo apenas serd abordado o método simplex de Nelder-Mead [31].
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Método de Nelder-Mead
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O método de Nelder-Mead [31], também conhecido como downhill simplex ou amoeba, consiste num
método de procura directa sem restricdes, introduzido em 1965 por John Nelder e Roger Mead. Este
método consiste em criar um poliedro, designado de simplex, com n + 1 vértices, em que n é 0 nimero

de varidveis, e contrai-lo ou expandi-lo através do valor que a fun¢do obtém nesses vértices.

Para que seja possivel aplicar o método € necessdrio especificar quatro pardmetros escalares, que sdo os
coeficientes de reflexdo (p), expansdo (), contraccao (y) e encolhimento (o). Segundo os autores tais

parametros devem satisfazer as seguintes condigdes:

p>0, x>1, x>p, 0<y<l e O0<o<1

Segundo Lagarias et al (1998) os valores standard para esses coeficientes sao:

p=1 x=2, v=1/2 e o=1/2

O algoritmo de Nelder-Mead, para uma dada iteracio k pode ser descrito pelos seguintes passos:

1. Ordenacao - Ordenar os n + 1 vértices do simplex satisfazendo a condicao:

fl@1) < flx2) <...< f(@pt1)

2. Reflexao - Calcular o ponto de reflexdo, x,, pela seguinte expressao:

Tr =T+ p(T — Tnt1) = (1 + )T — pTnt1

(3.5)

(3.6)

Em que  é a média dos n melhores pontos do simplex (a excep¢do do ponto n + 1). Avalia-se

fr = f(x,) ecaso fi < fr < fn, 0 ponto € aceite e a itera¢do termina.

3. Expansao - Se f < f1, é calculado o ponto de expansio .,

Te =2+ x(Tr — %) =T + pX(T — Tn+1) = (L + pX)T — pXTnt1

(3.7)

E calcula-se o valor da fun¢@o nesse ponto, fo = f(x.). Caso fo < f,, aceita-se =, e da-se por

terminada a iteragcdo; caso contrdrio, aceita-se ;.

4. Contraccao - Se f, > f,, efectua-se uma contrac¢édo entre e o melhor valor de x,, 1 € z,. A

contrac¢do pode ser:

(a) Para fora - Esta contraccéo ocorre caso f, < f, < fpi1. E entdo calculado:

Te=T+y(@r —2) =T+ 7T — Tng1) = (14 p7)T — pyTps1

(3.8)

E avalia-se o valor f. = f(x.). Caso f. < f,, aceita-se x. e dd-se por terminada a iterag@o,

caso contrario, passa-se para o passo 5.
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(b) Para dentro - Se f, > f,.1, ocorre uma contrac¢io para dentro. E entio calculado:

Tee =T — (T — Tpt1) = (1 — )T + yTpt1 (3.9)

E avalia-se o valor f.. = f(x¢c). Caso fee < fni1, aceita-se .. e dd-se por terminada a
iteracdo, caso contrdrio, passa-se para o passo 5.

5. Encolhimento - Este passo consiste em diminuir as dimensdes do simplex, alterando as
coordenadas de n pontos. As novas coordenadas sdo calculadas da seguinte forma:

vi=x1+o(x; —xy), com i=2,...,n+1 (3.10)

Sao entdo calculados os valores da fungdo objectivo nesses novos pontos e procede-se a nova
iteracdo.

Nas Figuras 3.8 e 3.9 sdo representados os movimentos descritos anteriormente para um simplex
triangular, ou seja, com duas varidveis.

g o R
X

Fa

Figura 3.9: Forma do simplex apds a contracgdo, para fora e para dentro, e encolhimento (adaptado de [24])
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Para uma melhor compreensdo do método, é apresentado na Figura 3.10, um fluxograma que resume o
procedimento do método de Nelder-Mead.

Solugao Inicial
X15 e Xy X1

foooFwlnn

! Ordenagao [€ i

I y I
! Centroide |
1 Xc 1
| Reflexdo _ T i
- f N

X, .
! ™IJr |
! 1
! 1
! N I
X Contracgao .

Expansao
Xes fe

fo S <fon

V !

Para fora Para dentro
Xe fe Xcer fee 1

N | Encolhimento

Vi, fl

Xc ™ Xn41

! fc _)fn+1

| \

i > Avaliagdo [€ 1

Verifica critério? k->k+1 i

FIM

Figura 3.10: Fluxograma do método de Nelder-Mead
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A convergéncia desse método é um assunto algo controverso, pois apesar de Lagarias et al [24] afirmar
em que o método converge para um determinado nimero de funcdes em uma e duas dimensdes,
McKinnon [29] mostra que o método pode convergir para um ndao minimo em diversos problemas.
Contudo, este método € bastante utilizado por cientistas e engenheiros para resolucdo de problemas
de optimizagao.

3.5.2 Métodos de optimizacao heuristicos e meta-heuristicos

Os métodos heuristicos, usualmente também designados como optimiza¢do combinatéria, surgiram
durante o inicio da década de 80, quando comecou a haver um desenvolvimento de métodos
alternativos que fossem capazes de solucionar problemas de optimizacdo discretos, uma vez que a
continuidade da solucdo objectivo ndo ¢ garantida. Estes métodos operam a partir da criagdo de
varidveis pseudo-aleatérias que, através de processos iterativos, tentam atingir a solucdo 6ptima da
funcao objectivo utilizando apenas as informagdes contidas nesta, ndo precisando de informacdes sobre
a sua continuidade ou diferenciabilidade.

Uma heuristica, é entdo, um método que vai calculando o valor de uma funcio objectivo em pontos
promissores, sendo estes identificados e avaliados ao longo de um processo iterativo. Quando este
processo acaba, é encontrada uma boa solugdo (quase Optima), que eventualmente serd o minimo da
funcdo, mas sem garantias disso [6].

Meta-heuristicos sdo uma classe de métodos aproximados, que sdo utilizados em problemas de
optimizacdo complicados onde os métodos heuristicos cldssicos deixam de ser eficazes e eficientes.
Nestes métodos aproximados estdo inseridos os algoritmos genéticos, a pesquisa tabu, as coldnias de
formiga, entre outros. Estes métodos baseiam-se em diversos conceitos como evolugdo das espécies,
inteligéncia artificial, sistema nervoso ou estatistica [32].

Define-se meta-heuristica como um processo iterativo de geracdo de solucdes, que utiliza heuristicas
subordinadas, combinando diferentes conceitos de pesquisa e exploragdo do espago de solugdes com o
objectivo de encontrar uma solugdo quase 6ptima [32].

Alguns dos aspectos que diferenciam as meta-heuristicas das heuristicas s@o os seguintes:

o Uma heuristica é dependente da especificidade do problema que resolve. Uma meta-heuristica tem
um espectro de aplicacdo mais alargado.

e Uma heuristica assenta em procedimentos iterativos que terminam quando nao € encontrada uma
solu¢do que melhore a anterior. Uma meta-heuristica incorpora estratégias de modo a explorar o
espaco de solugdes para além da optimalidade local.

Algoritmos genéticos

Os algoritmos genéticos foram apresentados por Holland [17] e t€m como base de funcionamento a
teoria de Darwin sobre a evolugdo das espécies, a qual afirma que as espécies evoluem de acordo com
a capacidade de adaptagdo dos seus individuos ao meio ambiente que os rodeia, e que aqueles que
estiverem melhor adaptados tém mais hipéteses de se reproduzir e transmitir os seus genes as geracdes
seguintes.
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E comum utilizar-se uma terminologia diferente entre os algoritmos de optimizagdo cldssicos e os
algoritmos genéticos. Na Tabela 3.2 ¢ apresentada a correspondéncia entre as duas terminologias:

Tabela 3.2: Correspondéncia entre terminologias (adaptado de [6])

Optimizacao classica Algoritmos genéticos

Solug¢do no dominio Individuo
Conjunto de solugdes Populagdo
Funcdo objectivo Aptidao

Iteracdo Geracdo

Os algoritmos genéticos operam, em primeira instancia, com uma populacio inicial de individuos
gerada aleatoriamente dentro do dominio da fungdo. Cada individuo contém um cromossoma cuja
informagdo genética é tnica. Nos algoritmos genéticos basicos essa informacgdo é codificada através
de uma codificacdo bindria, na qual os genes que constituem o cromossoma podem tomar o valor de
0 ou 1, como ilustrado na Figura 3.11. Pretende-se que a populacdo inicial esteja bem distribuida no
dominio da funcio de forma a permitir uma pesquisa inicial alargada do mesmo, e deste modo acelerar
a convergéncia do método, uma vez que aumenta as probabilidades de um dos individuos iniciais estar
perto da solucdo éptima.

i, 85— 1010010110306 E:} Populacas de n individoos

(g’ — 1010010111001
G — 0010100001 1001
(g — 0110710 O ER0 1 1l

Figura 3.11: Exemplo de codificac¢@o bindria de uma populacdo de individuos (adaptado de [6])

Com a codificacgdo feita, é entdo efectuada a selec¢do dos individuos da populagdo com melhor aptidao e
com maior probabilidade de se reproduzirem e transmitir os seus genes aos seus descendentes. Diz-se que
um individuo com melhor aptiddo € aquele que apresenta menor valor da fun¢do objectivo. A selec¢do
¢ feita através do operador selec¢do, que funciona de forma a que os individuos com melhor aptidao
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tenham uma maior probabilidade de serem seleccionados para reprodugdo. O operador seleccio agrupa
os individuos aos pares para se dar a reprodugdo.

No operador seleccio, correspondente ao método da roleta, a probabilidade P; do i-ésimo individuo da
populacdo ser seleccionado para reproducgdo € igual a:

F Nr,
Pi=2: Q=) F (3.11)
Q =~

Em que F; é o valor da aptiddo do individuo ¢ e Np € o nimero total de individuos da populagdo. Para
explicar o processo de seleccdo, considere-se o método da roleta ilustrado na Figura 3.12. A roleta
tem Np segmentos que cobrem toda a populagdo e o tamanho de cada segmento é proporcional a
probabilidade P; do respectivo individuo. E gerado um niimero aleatério, w, com o valor entre 0 e 1
e a roleta gira no sentido hordrio, com uma rotagcdo proporcional a w. Quando a roleta acaba de girar,
0 segmento para o qual a seta aponta é seleccionado para reproducdo. No caso ilustrado na Figura
3.12, € o segmento 2 que € seleccionado para reproducdo. Como o tamanho dos segmentos da roleta
¢ definido de acordo com a probabilidade F;, o processo de seleccdo tende para que os individuos com
melhor aptiddo sejam seleccionados. Os individuos seleccionados continuam a ser passiveis de serem
novamente seleccionados, o que faz com que a nova populacio possa conter membros semelhantes e ndo
conter alguns individuos da populagdo anterior. Deste modo, a aptiddo média da populacdo aumenta a
cada geragdo [2].

i

N B
AP,

Posigéo inicial Posicéo rodada

Figura 3.12: Método da roleta para a selec¢@o dos individuos (adaptado de [2])

A reprodugdo é feita com recurso aos operadores cruzamento e mutagdo. A fung¢do do operador
cruzamento € cruzar a informacdo genética de vdrios individuos, permitindo assim que a informagdo
genética dos individuos descendentes contenha parte da informagcdo de cada um dos individuos
progenitores. Na Figura 3.13 sdo ilustradas as formas de funcionamento do operador cruzamento.
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(b) Cruzamento multiponto

Figura 3.13: Funcionamento do operador cruzamento (adaptado de [6])

O cruzamento de ponto tnico é usado nos algoritmos genéticos simples. Neste tipo de cruzamento é
escolhido aleatoriamente um ponto no cromossoma dos progenitores, a partir do qual sdo trocados
os genes, como ilustrado na Figura 3.13(a). Em algoritmos genéticos mais evoluidos. é utilizado um
cruzamento multiponto, em que os cromossomas sdo cortados em varios pontos e ndo em apenas um,
conforme ilustrado na Figura 3.13(b).

Tal como na teoria de Darwin, o nimero da populagdo de individuos nos algoritmos genéticos mantém-se
inalterado ao longo das vdrias geracdes, ou seja, n individuos progenitores reproduzem n descendentes.

A mutagdo déa-se apés o cruzamento e consiste em modificar aleatoriamente os genes dos cromossomas
dos descendentes, utilizando-se para tal o operador muta¢do. O modo de funcionamento do operador
mutagdo dos genes € ilustrado na Figura 3.14.

10111010010101 mutacdo 10111011010101

Figura 3.14: Funcionamento do operador mutagdo (adaptado de [6])

O operador mutagdo introduz alguma diversidade entre os individuos da populacdo, permitindo uma
melhor exploragdo do dominio, algo que com o operador cruzamento, s6 por si, ndo é possivel. No
entanto, a mutacdo dos genes dos individuos tem de ser controlada de modo que a criacdo de novos
individuos ndo impeca a convergéncia do método.



36 CAPITULO 3. OPTIMIZACAO ESTRUTURAL

Em cada iteracdo, o individuo com a melhor aptiddo da populacdo designa-se de lider da populacio.
Se vérios individuos t€ém o mesmo valor de aptiddo, apenas um deles é escolhido como o lider. Deste
modo, este estd salvaguardado da extin¢do (como resultado da reproducio, cruzamento e mutacio) e tem
uma maior probabilidade de ser seleccionado para a reproducao. Uma vantagem de utilizar um lider € de
que o melhor valor de aptiddo da populagdo nunca pode piorar de uma iteragdo para a outra e garante a
sobrevivéncia dos melhores genes [2].

O algoritmo termina quando um dos seguintes critérios de paragem € verificado:
e Quando a variacio da aptidao € menor que ¢ durante as tltimas I iteracdes consecutivas.
e Quando o niimero de iteragdes ultrapassa um valor especifico.

Na Figura 3.15 € apresentado um fluxograma com a estrutura de um algoritmo genético simples, que
resume o funcionamento do método.

Iniciagao

; Avaliagdo da i
, aptidao 1

Verifica

FIM o
critério?

Seleccao

! N2

Cruzamento i

Mutagao |

; Nova populagdo S| gen=gen+1 | |

Figura 3.15: Fluxograma de um algortimo genético simples

Como ja foi referido, a lentidao da convergéncia é geralmente o principal ponto negativo apontado a este
método, pelo que este método sé deve ser utilizado em casos especiais. No entanto, existem formas de
acelerar a convergéncia, apresentadas anteriormente.
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Algoritmos genéticos em problemas restringidos

Para resolver um problema de optimizagcdo com restri¢des usando os algoritmos genéticos é necessario
transform4-lo num problema sem restri¢des, ja que os algoritmos genéticos apenas resolvem problemas
ndo restringidos. Para tal sao utilizados métodos de penalidade [41][2].

Os métodos de penalidade transformam num problema restringido num nao restringido numa de duas
formas [41]. A primeira adiciona um termo de penalidade do seguinte modo:

min f(x) ,caso x € S
f(x) + P(x) ,caso contrario

Em que S é aregido admissivel do problema e P(x) é o termo de penalidade. A segunda forma multiplica
um termo de penalidade do seguinte modo:

min f(x) ,caso X € S
f(x)P(x) ,caso contrdrio

O método de adicdo € bastante mais utilizado que o da multiplicagdo para a resolucdo de problemas de
optimizacao restringidos através de algoritmos genéticos [41].

A finalidade destes métodos € penalizar a funcdo objectivo sempre que sdo violadas as restricdes do
problema. Quanto maior for a violagdo maior € a penalizacdo. Para tal sdo usados pardmetros de
penalidade [2].

Deste modo, os métodos de penalidade transformam um problema restringido, originalmente formulado
do seguinte modo,

minimizar f(x)

sujeitoa ¢;(x) <0 comj=1,....,m
hi(x) =0 comk=1,...,p
b <az;<a2¥ comi=1,...,n

num problema ndo restringido, utilizando uma fungéo de transformacéo ¢(x, r) [2],

minimizar ¢(x,r)
sujeito a atﬁ <z; <z comi=1,...,n

Em que

p(x,1) = f(x) + P(h(x), g(x),7) (3.12)
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onde r é o vector dos pardmetros de penalidade e P € uma funcdo real cujo propdsito de impor a
penalidade na func¢do € controlado por r. Deste modo, P toma o valor de zero caso ndo sejam violadas
as restri¢cdes, ou toma um valor positivo caso a desigualdade € violada (g > 0), ou caso seja violada a
igualdade (h # 0).

O processo do método resume-se inicialmente a estimar uma solucdo inicial x(%) e definir a funcio ¢.
Define-se também os parametros de penalidade r. A funcdo ¢ € entdo minimizada para os valores de x,
mantendo r fixo. Quando o processo acaba, reajusta-se r e o processo repete-se até deixar de ser possivel
melhorar as solucdes [2].



Capitulo 4

Casos de estudo

4.1 Vigas continuas

Nesta sec¢do sao estudados problemas de optimizacdo de vigas continuas, onde se pretende minimizar
o momento flector eldstico maximo em fung¢do da localizacdo e rigidez dos apoios. Para todos os casos
considera-se que a sec¢do da viga € constituida por um perfil de aco IPE 220, tendo-se pois £ = 210
GPae I = 2772 cm®*. Admite-se também que a viga, em todos os casos, tem um comprimento total de
Lot = 10 m e estd sujeita a uma carga uniformemente distribuida P = 20 kN/m.

Para verificar se o perfil adoptado € suficiente para resistir a carga actuante para qualquer disposi¢cao dos
apoios, considera-se a presenca de apenas dois apoios situados nas extremidades. Este trata-se do caso
mais condicionante para qualquer niimero de apoios. Desta forma, o momento flector actuante toma o
seguinte valor:

L2
Mpg = % — 250 kN.m

Considerando a accdo do momento flector como condicionante para a verificagdo da seguranca, esta é
assegurada caso seja satisfeita a seguinte condicao:

Mpgq

<1 @.1)
Mpq

Sendo Mgy o momento resistente do perfil, ¢ dado por:

Mpg = wer - fy 4.2)

Onde f, € a tensdo de cedéncia do ago e w,; € o médulo de flexdo eldstico. Para o perfil em causa o
médulo de flexdo é w,; = 252 cm?® e considera-se uma tensio de cedéncia de fy = 275 MPa. Assim o
valor do momento resistente do perfil é:

Mpq = 69,3 kN.m

39
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Note-se que, como o momento flector maximo actuante € maior que o resistente a seguranga ndo ¢
verificada para a posi¢do dos apoios mais desfavordvel. Contudo, como o objectivo desta dissertacdo é
optimizar o0 momento flector mdximo sem ter em conta restricdes quanto a verificagdo da seguranca, a
escolha de um perfil prende-se apenas com o facto de ser necessdrio atribuir valores de rigidez para que
os métodos numéricos consigam proceder ao respectivo célculo de esfor¢cos. Desta forma, adopta-se o
perfil IPE 220 para todos os casos de vigas continuas analisados em seguida.

4.1.1 Viga com 3 tramos - Caso 3R

O primeiro caso a ser analisado consiste numa viga continua bi-apoiada, ilustrada na Figura 4.1.

10 m

Figura 4.1: Viga continua com 3 tramos - Caso 3R

A solugdo 6ptima para este caso € de facil resolucdo, ja que o menor valor do momento maximo € obtido
quando o momento negativo nos apoios € igual a0 momento positivo a meio vao. Este problema ja foi
estudado em [22] e a sua solugdo € dada na Tabela 4.1. O diagrama de momento flector para a solugao
Optima € apresentado na Figura 4.2.

Tabela 4.1: Dimensionamento 6ptimo - Caso 3R

Ly L
(m)  (m)
2,071 5,858

Tratando-se de um problema de optimizacdo de apenas duas varidveis é possivel também resolver este
problema graficamente. Para tal, é criado um gréfico de isolinhas dos valores da fungéo objectivo para as
diferentes varidveis de projecto, neste caso L e Lo. Na Figura 4.3 é representado um grafico de isolinhas,
em que é possivel observar um minimo global da fungao, para os valores esperados das varidveis.
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Figura 4.2: Diagrama de momento flector para o dimensionamento 6ptimo - Caso 3R
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Figura 4.3: Gréfico de isolinhas da funcao objectivo - Caso 3R

Devido ao facto de se conhecer a solu¢do Optima para este problema, o seu estudo serd util para
testar diversos métodos de optimizacdo pré-programados na ferramenta de optimizagdo optimtool do
MATLAB, que serdo necessarios para realizar a optimizacao dos restantes casos de estudo.

Neste problema de uma viga com trés tramos nao se considera a flexibilidade dos apoios pois a estrutura
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¢ isostdtica, e como tal, por equilibrio os esfor¢os t€ém de ser obrigratoriamente os mesmos para qualquer
rigidez considerada.

Jfminsearch

O primeiro programa a ser testado é o fiminsearch, que utiliza um algoritmo baseado no método de
optimizacdo de procura directa de Nelder-Mead.

Tal como foi referido no ponto 3.5.1, este método necessita de pontos de partida para iniciar o processo
iterativo, dos quais depende a capacidade do método convergir para um minimo global. Como se trata
de um método de optimizacdo ndo-linear sem constrangimentos, os pontos de partida adoptados terdao de
cuidadosamente escolhidos, pois uma escolha errada desses pontos pode levar a solucdes sem significado.
Assim os pontos de partida para este problema devem ser positivos e a sua soma tem de ser menor que o
comprimento total da viga continua.

Devido ao facto de este método ser um método de procura local, vao ser considerados quatro diferentes

conjuntos de pontos de partida, para verificar se as solugdes encontradas correspondem a um minimo
global da funcio objectivo. Na Tabela 4.2 sdo apresentados os pontos de partida considerados.

Tabela 4.2: Pontos de partida considerados - Caso 3R

Pontos de partida [; Lo

(m) (m)
Caso 1 1,0 7,0
Caso 2 3,0 40
Caso 3 0,5 8,0
Caso 4 1,5 6,5

No grafico da Figura 4.4, pode-se observar que todos os conjuntos de pontos convergiram para 0 mesmo
valor e minimo global da funcdo. Pode-se também verificar que, quanto mais afastados forem os pontos
de partida dos pontos Sptimos, maior vai ser o nimero de iteracdes necessdrias para que o método
convirja para a solucdo 6ptima do problema. Na Figura 4.5 ¢é ilustrado o andamento dos valores da
funcdo objectivo para os quatro casos, durante o processo de optimizacao.

A solugdo obtida a partir do programa fminsearch € apresentada na Tabela 4.3.

Tabela 4.3: Dimensionamento 6ptimo de viga com 3 tramos através do fininsearch

Ly L M*
(m)  (m) (kN.m)

2,071 5,858 42,893
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Momento flector maximo (kN.m)

Caso 1
—— Caso 2
Caso 3
Caso 4

Nimero de iteragdes

120 140 160

Figura 4.4: Grafico com a variagio dos valores da fung@o objectivo ao longo do processo iterativo
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Algoritmos genéticos

Outro método de optimizacao que se pretende testar sdo os algoritmos genéticos, que podem ser utilizado
no MATLAB a partir do programa ga. Como jé foi referido no ponto 3.5.2, este ¢ um método de procura
global que, a partir de uma populacdo inicial aleatdria, desenvolve um processo iterativo em busca do
minimo global da fun¢do objectivo.

Para se dar inicio ao algoritmo € necessario introduzir o nimero de varidveis de projecto do problema,
que neste caso € 2, de forma a ser gerada aleatoriamente uma populacao inicial. Esta populagdo inicial
tem um nimero de individuos que se mantém constante ao longo do processo iterativo e € introduzido
pelo utilizador, bem como o intervalo de valores em que estes se inserem.

Para este caso de estudo, considera-se uma populacéo inicial com 20 individuos cujos valores devem
encontrar-se entre 1 e 7 metros, de maneira a nio sobrecarregar a memoria do computador e tornar
a convergéncia mais rdpida. O critério de convergéncia adoptado é aquele que se encontra definido por
defeito do programa MATLAB, ou seja, a variacio do valor da fungio objectivo seja menor que 1 x 1076
durante 50 geragdes.

Na Figura 4.6 pode-se observar a variagdo das populacdes ao longo de algumas geragdes, até atingir a
convergéncia na geracao 51, chegando-se assim a solug@o 6ptima do problema, que pode ser observada
na Tabela 4.4.
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Figura 4.6: Graficos de variacdo da populagdo ao longo do processo iterativo
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Tabela 4.4: Dimensionamento 6ptimo de viga com 3 tramos através de algoritmo genético

Ly Lo M*
(m)  (m) (kN.m)

2,071 5,858 42,893

Comparacio dos métodos

Analisando os resultados obtidos através dos dois métodos de optimizacdo verifica-se que ambos
convergem para o valor de momento flector mdximo esperado. Contudo, existem alguns pontos de
comparagdo que devem ser referidos.

O método de Nelder-Mead , como ja foi referido, fica frequentemente preso em minimos locais. No
entanto, devido a simplicidade do problema, onde a funcdo objectivo apresenta apenas um minimo no
dominio considerado, este método consegue convergir para a solugdo 6ptima de uma forma bastante
répida (Caso 1: 59 segundos; Caso 2: 32 segundos; Caso 3: 1 minuto e 9 segundos; Caso 4: 29 segundos).

Quanto aos algoritmos genéticos verifica-se que apresentam um processo de cdlculo mais lento (7
minutos e 52 segundos). Contudo, este método consegue por norma convergir para solucdes dptimas
que eventualmente serdo um minimos da fungdo, mas sem que se possa garantir tal facto.

Desta forma, para os casos de estudo mais simples (vigas) serd utilizado o método de Nelder-Mead,
enquanto que para os casos mais complexos (grelhas), onde ndo se conhece bem o espaco da fungdo
objectivo, serdo utilizados algoritmos genéticos.

Note-se que os tempos registados foram todos obtidos utilizando o mesmo computador, com um
processador Intel Core 15-2450M (2,5GHz) e com uma memoéria RAM 4GB.

4.1.2 Viga com 4 tramos

Neste caso de estudo pretende-se optimizar os momentos flectores de uma viga continua composta por
quatro tramos. Numa primeira andlise considera-se que a viga estd apoiada em trés apoios rigidos e
as varidveis de projecto sdo os comprimentos dos tramos. Numa segunda andlise, os apoios deixam de
ser rigidos e passam a ser flexiveis, pelo que para além dos comprimentos dos tramos, também serdo
consideradas como varidveis de projecto as rigidezes dos apoios.
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Apoios rigidos - Caso 4R

Na Figura 4.7 € ilustrada a viga em estudo, com as respectivas varidveis de projecto.

10 m

Figura 4.7: Viga continua com 4 tramos - Caso 4R

Pelos motivos apresentados anteriormente, foram efectuados quatro testes com quatro pontos de partida
diferentes, apresentados na Tabela 4.5, para verificar se o minimo encontrado é de facto um minimo
global.

Tabela 4.5: Pontos de partida considerados - Caso 4R

Pontos de partida [, L, Ls

(m) (m) (m)
Caso 1 1,0 40 40
Caso 2 20 3,0 30
Caso 3 1,5 3,5 35
Caso 4 1,2 38 40

Como se pode verificar pelo grafico da Figura 4.8, conseguiu-se obter a convergéncia da solugdo. Os
resultados da solug@o 6ptima podem ser visualizados na Tabela 4.6.
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Figura 4.8: Gréfico da convergéncia das solucdes - Caso 4R

Tabela 4.6: Solucdo 6ptima - Caso 4R

Ly Ly L3 Ly M*
(m) (m) (m) (m) (kN.m)

145 3,55 355 145 21,01

O dimensionamento 6ptimo da viga para a optimizacdo do momento flector maximo é obtido quando os
momentos negativos nos pilares se igualam entre si. Para uma melhor percep¢iao do dimensionamento

optimo da viga, é representado na Figura 4.9 o diagrama de momento flector 6ptimo e as solucdes do
problema.
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Figura 4.9: Diagrama de momento flector para o dimensionamento éptimo da viga - Caso 4R
Como ¢ sabido, na pratica dificilmente se consegue posicionar 0s apoios nas suas localizacdes Sptimas,
0 que provoca variagdes nos esforcos. Para se ter uma no¢do de como varia o0 momento flector maximo

na viga em relacdo ao seu valor 6ptimo, foram introduzidas variacdes nos comprimentos dos tramos em
relacdo as solucdes dptimas. Na Tabela 4.7 sdo apresentadas as diferentes posi¢des consideradas.

Tabela 4.7: Influéncia da variacdo dos comprimentos dos tramos em relagdo aos optimos - Caso 4R

Li Ly Ly Ly
(m) (m) (m) (m)

Casol 14 36 36 14 1,076
Caso2 1,5 35 35 15 1,071
Caso3 1,0 40 40 1,0 1,666
Caso4 20 3,0 3,0 20 1904

M/M*

Pode-se verificar que quando se varia os comprimentos dos tramos em relagdo a solucdo Optima,
arredondando-os aos decimetros (caso 1 e caso 2), existe imediatamente um aumento do momento
flector méximo de aproximadamente 8%, em ambos os casos. Nos casos 3 e 4 os comprimentos sdo
arredondados aos metros, e verifica-se que o valor do momento flector maximo tem um aumento de
67%, para o caso 3, e de 90%, para o caso 4, em relag@o ao seu valor 6ptimo.

Na Figura 4.10 ¢ apresentado um grafico da variagdo do momento flector maximo quando se altera o
comprimento do tramo L; com incrementos de 5 cm, entre os valores de 1 ¢ 2 m, e mantida a simetria
da viga.
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Figura 4.10: Grafico da variacdo do momento flector maximo com o véo L; - Caso 4R

Apoios flexiveis - Caso 4F

Neste caso pretende-se ndo sé optimizar os comprimentos dos tramos, mas também as rigidezes dos
apoios em que a viga continua esta apoiada, aumentando deste modo as varidveis de projecto. Na Figura
4.11 € entdo ilustrada a viga continua apoiada em apoios flexiveis que se pretende optimizar.

10 m

Figura 4.11: Viga continua com 4 tramos apoiada em apoios flexiveis - Caso 4F

Neste caso o programa fminsearch tem alguma dificuldade em achar o éptimo global da fungao. Para
melhorar a performance do programa considera-se a simetria da estrutura, diminuindo deste modo as
varidveis de projecto e aumentando a capacidade do método conseguir achar o minimo global da func¢ao.
Foram entdo considerados os seguintes pontos iniciais:
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Tabela 4.8: Pontos de partida considerados - Caso 4F

Pontos de partida L; Lo = L3 K| = Kj Ky
(m) (m) (x10* kN/m) (x10* kN/m)

Caso 1 1,3 3,6 2,0 0,5

Caso 2 0,5 3,0 5,0 1,0

Caso 3 2,5 2,5 2,0 1,0

Caso 4 1,5 3,0 2,0 1,0

Como se pode verificar pela Figura 4.12, mesmo considerando as simplificagdes por simetria, o método
teve dificuldades em convergir para um minimo global da fun¢do objectivo; contudo, esse minimo foi
encontrado e a solugdo 6ptima é apresentada na Tabela 4.9.
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Figura 4.12: Gréfico da convergéncia das solucdes - Caso 4F

Tabela 4.9: Solucdo éptima - Caso 4F

Ly Ly=L3 Ly K;=K;j K5 M*
(m) (m) (m) (kN/m)  (kN/m) (kN.m)

1,31 3,69 1,31 22116,7 77640 17,06

Como era esperado, os apoios flexiveis permitem aumentar os valores de momentos flectores positivos
nos vaos interiores ¢ diminuir 0os momentos negativos sobre os apoios, diminuindo desta forma os
comprimentos dos vaos das consolas e aumentando os vaos interiores. A solu¢do 6ptima é obtida quando
os valores das varidveis de projecto permitem que os momentos flectores negativos e positivos se igualem
entre si, como ilustrado na Figura 4.13.
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Figura 4.13: Diagrama de momento flector para o dimensionamento 6ptimo da viga com apoios flexiveis - Caso
4F

Comparando esta solu¢do com a solugdo de uma viga continua apoiada em apoios rigidos, verifica-se que
existe uma diminuicdo do momento flector maximo de aproximadamente 19%, quando se consideram as
rigidezes dos apoios como varidveis de projecto. No entanto, € dificil arranjar solucdes construtivas que
permitam simular uma determinada rigidez, pois esta rigidez estd normalmente associada a rigidez axial
dos elementos nos quais a viga se apoia e esta por norma é muito elevada.

4.1.3 Viga com S tramos

Este caso de optimiza¢do é semelhante ao anterior, diferindo apenas no nimero de tramos da viga
continua, que neste caso sdo cinco. A viga continua estd apoiada em quatro apoios que, numa primeira
abordagem, sdo rigidos e que, numa segunda abordagem, se consideram flexiveis. O comprimento total
da viga, as caracteristicas da sec¢do e o material, bem como a carga aplicada, sdo idénticos ao caso
anterior.

Apoios rigidos - Caso SR

Neste caso a viga que se pretende optimizar estd apoiada em apoios rigidos, como ilustrado na Figura
4.14, sendo as varidveis de projecto os comprimentos dos tramos e a fun¢ao objectivo o momento flector
maximo a actuar na viga.
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10 m

Figura 4.14: Viga continua com 5 tramos - Caso SR

Para verificar se o método converge para um minimo global da funcfo, sdo considerados novamente
quatro conjuntos de pontos de partida diferentes, apresentados na Tabela 4.10.

Tabela 4.10: Pontos de partida considerados - Caso SR

Pontosde partida L; Lo L3 L4
(m) (m) (m) (m)

Caso 1 1,0 30 20 30
Caso 2 1,0 25 3,0 25
Caso 3 12 30 1,6 3,0
Caso 4 1.0 25 25 30

Como se pode verificar pelo grafico da Figura 4.15, conseguiu-se obter a convergéncia para a solugao
optima global, apesar de o método ter dificuldades em encontrar o minimo global da fung¢éo, devido a
complexidade desta.

Os valores 6ptimos do problema sdo apresentados na Tabela 4.11. Na Figura 4.16 é apresentado o
diagrama de momento flector para o dimensionamento ptimo da viga.

Tabela 4.11: Solucao 6ptima - Caso SR

Ly Ly Ly Ly Ls M*
(m) (m) (m (m) (m) (kN.m)

1,05 2,82 226 282 1,05 11,12
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Figura 4.15: Gréfico da convergéncia das solucdes - Caso 5R
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Figura 4.16: Diagrama de momento flector para o dimensionamento éptimo da viga continua - Caso SR

Como se pode verificar pela Figura 4.16, o dimensionamento 6ptimo € atingido novamente quando os
momentos flectores negativos sobre os apoios se igualam entre si.

Apoios flexiveis - Caso 5F

Considera-se agora que a viga continua anterior estd apoiada em apoios flexiveis, como ilustrado na
Figura 4.17. Pretende-se neste problema de optimiza¢do minimizar o momento flector maximo, alterando
os comprimentos dos tramos e as rigidezes dos apoios.
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Figura 4.17: Viga continua com 5 tramos apoiada em apoios flexiveis - Caso 5F

Devido ao facto de a funcdo objectivo ser muito complexa, admite-se que o dimensionamento 6ptimo
da viga surge quando os comprimentos dos tramos e as rigidezes dos apoios tomam valores simétricos.
Deste modo, reduz-se o nimero de varidveis de projecto aumentando a performance do método. E usado
novamente o programa fininsearch e considerados 4 conjuntos de pontos de partida, pelas razdes ja
apresentadas. Na Tabela 4.12 s@o apresentados os pontos de partida considerados.

Tabela 4.12: Pontos de partida considerados - Caso SF

Pontos de partida L, Lo=1L; Lj K=Ky Ky = K3
(m) (m) (m) (x10*kN.m) (x10*kN.m)

Caso 1 2,0 2,0 2,0 2,0 1,0
Caso 2 1,0 2,0 4,0 2,0 1.0
Caso 3 1,0 1,0 5,0 2,0 1,0
Caso 4 0,8 2,5 2,5 7,0 1,0

Como se pode observar na Figura 4.18, a convergéncia foi conseguida para um minimo global da fung¢éo
objectivo.

De maneira semelhante ao sucedido no problema de 4 tramos, ao se considerar também as rigidezes dos
apoios como varidvies de projecto, o dimensionamento 6ptimo da viga € atingido quando os momentos
flectores positivos a meio vao igualam os momentos negativos nos apoios. Na Tabela 4.13 € entdo
apresentado a solucdo Optima do problema, e na Figura 4.19 € ilustrado o diagrama de momento flector
para essa solug@o.

Tabela 4.13: Solucdo 6ptima - Caso SF

Li=Ls; Ly=L, Ls K, =Ky Ky = K3 M*
(m) (m) (m) (x10*kN.m) (x10*kN.m) (kN.m)

0,95 2,70 2,70 6,91 1,21 9,10
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Figura 4.19: Diagrama de momento flector para o dimensionamento 6ptimo da viga continua - Caso 5F

Comparando este caso com o caso em que se consideram os apoios rigidos, verifica-se que a flexibilidade
dos apoios permite uma reducgdo de cerca de 18% do valor do momento flector maximo a actuar na viga.

4.1.4 Discussao dos resultados

Analisando os resultados obtidos, verifica-se que o processo de optimizagdo proposto consegue encontrar
a posicao e rigidez dos apoios que permite minimizar o valor do momento flector maximo actuante em
vigas continuas.
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Nas vigas continuas os momentos flectores maximos sao minimizados quando os momentos negativos
dos pilares se igualam entre si, caso os apoios sejam rigidos, ou quando os momentos negativos nos
apoios € 0s momentos positivos nos vaos sio iguais, caso os apoios tenham uma flexibilidade que o
permita.

A consideragdo das rigidezes dos apoios como varidveis de projecto permitiu uma reducdo de
aproximadamente 20% dos momentos flectores maximos em relagdo aos casos onde se consideram os
apoios como rigidos.

4.2 Sistemas de grelhas

Nesta seccdo sdo estudados problemas de optimizacdo de sistemas de grelhas. Nestes problemas o
momento flector eldstico volta a ser a func¢do objectivo, apesar de poder existir tor¢do nos elementos,
e as varidveis de projecto sdo os espacamentos de cada tramo no respectivo eixo. A ndo consideracio da
tor¢do justifica-se pelo facto dos momentos torsores em geral serem bastantes inferiores aos momentos
flectores, pelo que estes tltimos sdo os que normalmente condicionam o dimensionamento. Os sistemas
de grelhas considerados sdo aqueles apresentados em 2.5.2.

A optimizacdo ¢ realizada através dos algoritmos genéticos, recorrendo ao programa ga, presente
na ferramenta optimtool do MATLAB. Devido a complexidade do problema, considera-se que
dimensionamento dptimo € obtido para uma estrutura simétrica em cada eixo. Deste modo, diminui-se o
nimero de varidveis de projecto simplificando o processo de célculo.

Para garantir que as dimensoes totais da grelha ndo se alterem durante o processo de optimizagdo
¢ necessdrio impor restricoes de igualdade ao problema. Assim, considera-se que a soma dos
comprimentos de cada tramo em cada direccdo tem de ser igual ao comprimento total definido nessa
mesma direc¢io:

Z Lx; = Lxiotqr com i =1,...,n° de tramos em 4.3)

Z Ly; = Lyiotar com j =1,...,n° de tramos em y 4.4)

Para evitar que o valor das varidveis convirja para valores negativos, foi definido um limite inferior das
varidveis, I, = 1 x 10~" m.

O ndmero de individuos da populagao inicial (DimPop), o pardmetro de tolerancia do critério de
paragem (¢) e os limites do dominio da populacdo inicial (PIR) sdo definidos separadamente para
cada caso, de forma a melhorar os respectivos resultados. Para os restantes parametros sao utilizados
os valores pré-definidos na optimtool.

Em todos os casos, de seguida apresentados, considera-se que as grelhas sdo constituidas por um sistema
de perfis HEB200 (E = 200 GPa; G = 84 GPa; I = 5696 cm*; J = 59, 28 cm?) e sujeitas a uma carga
de superficie uniformemente distribuida @ = 10 kN/m?.
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Devido ao facto de apenas se considerarem como varidveis de projecto os espagamentos entre vigas, ou
seja, a posicdo dos apoios, este tipo de optimizacdo trata-se de uma optimizacdo estrutural de forma.

4.2.1 Grelha de 10x10 m com 5x5 tramos - Caso G5x5-10x10

O primeiro caso de estudo trata-se de um sistema de grelhas quadrado, com Lxip1q; = Lyiotar = 10 m,
e constituido por 5 tramos em cada direccdo, como ilustrado na Figura 4.20.

. 10m .
| Lx1 ) Lx2 ) Lx3 ) Lx4 ) Lxs )
- L A\VA \VA ARV x
Ly1
1 ]
Ly2
P <
10m I'y(?:
P <
Ly4
TP <
Ly5

Figura 4.20: Grelha caso G5x5-10x 10

Tendo em atencdo a simetria da estrutura, considera-se entdo que o problema tem 6 varidveis de projecto,
que sdo:

X = [Lxy = Las, Lxg = Lay, Las, Lyr = Lys, Lyo = Lys, Lys| 4.5)

E estdo condicionadas pelas seguintes igualdades:

2Lxy +2Lxo + Lxs =10 (4.6)
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2Ly1 + 2Lys + Lys = 10 (4.7)

Devido a dupla simetria da estrutura, a fun¢io objectivo apresenta dois minimos globais.

Na Tabela 4.14 sdo apresentados os valores dptimos para os trés tipos de grelhas em estudo e na Figura
4.21 ¢ ilustrada a disposicao dos elementos da grelha para esses valores.

Tabela 4.14: Solucgdo 6ptima - Caso G5x5-10x 10

M*

Tipo  DimPop PIR € (kN.m) N° de geracdes
Tipo L.a 200 [1;3]  1x1076 12,9934 58
Tipo L.b 200 [1;3] 1x107% 11,5710 51
Tipo I 250 [0.5:4] 1x1076 99988 55

Valores 6ptimos das variavies (ga)

Tipo Lxy=Lxs Lxy=Lry Lrs Lyyv=1Lys Lyx=1Lys Lys

(m) (m) (m) (m) (m) (m)
Tipo L.a 3,4611 4,005x107%  3,0769 1,3200 2,3648 2,6295
Tipo L.b 3,3328 5257x107%  3,3334 1,4159 2,1678 2,8317
Tipo I 3,2056 6,217x107%  3,5883 2,6349 1,1097 2,5114

Como se pode verificar pelos resultados apresentados, o dimensionamento 6ptimo ocorre quando os
perfis numa das direccdes tendem a juntar-se, como é mostrado na Figura 4.22. Ao juntar os perfis
aumenta-se nessa direc¢do a respectiva inércia, fazendo com que a grelha tenha uma maior rigidez de
flexdo numa direcc¢do do que na outra.
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(c) Grelha tipo II
Figura 4.21: Dimensionamento optimo para o caso G5x5-10x 10
Esta solucdo aproxima-se mais da solugdo ideal que seria a colocacdo de apoios nos nés de cruzamento

das vigas, de modo que estes contrabalancassem os momentos positivos dos vaos com os momentos
negativos, como acontece no caso das vigas.
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Figura 4.22: Esquema da juncao dos perfis

A solucdo 6ptima apresentada € a solucdo matematica para o problema; no entanto, € impossivel de
ser concebida. Com o propdsito de tentar encontrar uma solucdo Optima para o problema que seja
construtivamente possivel, sdo alterados os limites inferiores das varidveis para o valor da largura dos
perfis. No caso dos perfis HEB200 a largura é de 200 mm, pelo que se adopta um limite inferior para as
varidveis de [, = 0,2 m.

Na Tabela 4.15 s@o apresentados os valores 6ptimos considerando os novos limites inferiores das
varidveis, e na Figura 4.23 ¢ ilustrada a disposi¢do dos elementos da grelha para esses valores.

Tabela 4.15: Solucao 6ptima - Caso G5 x5-10x 10-construtivo

Tipo  DimPop PIR € (kjl\\?. *m) N° de geracdes
Tipo La 300 [1:4]  1x1071% 153,8940 100
Tipo Lb 300 [1:4]  1x10~®  100,0400 80
Tipo II 200 [0.5;4] 1x10710 96,0060 51

Valores 6ptimos das variavies (ga)

Tipo Lxy=Lxs Lxo=Lxy Lxs Lyi=Lys Ly =Ly, Lys

(m) (m) (m) (m) (m) (m)
TipoLa 27593 2,0393 04019 2,756l 2,0434  0,4001
TipoLb  3,1577 16641 03555  3,1451 1,5383  0,63231

Tipo II 4,1667 0,5677 0,5303 4,1939 0,5873 0,4367
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Figura 4.23: Dimensionamento 6ptimo para o caso G5x5-10x 10-construtivo

Comparando ambos os resultados obtidos anteriormente com a solucdo mais usual, que € aquela em que
os espacamentos dos tramos sao todos iguais, verifica-se que a solugdo inicial, em que nfo se considera a
resticdo da largura dos perfis, apresenta valores de momento flector maximo bastante mais baixos que as
outras duas (aproximadamente 90% para todos os tipos de grelha), no entanto, como ja foi referido,
esta trata-se de uma solucdo impossivel de ser materializada. Comparando apenas as duas solucdes
construtivamente possiveis, verifica-se que, para todos os tipos de grelhas, a solu¢do optimizada consegue
reduzir efectivamente o momento flector maximo (cerca de 7,6% para o tipo L.a, 18,2% para o tipo LLb e
32,5% para o tipo II). Verifica-se também que, dos tipos de grelha considerados, o tipo II é aquele onde a
optimizagdo reduz mais o momento flector méximo. Na Tabela 4.16 é apresentado os momentos flectores
maximos para as trés solucdes estudadas: solucdo sem restricdes (SolMat); solucdo com restri¢des da
largura dos perfis (SolConst); e a solu¢do considerando os tramos igualmente espacados (SolDiv).
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Tabela 4.16: Momentos flectores maximos (kN.m) das diferentes solucdes - G5x5-10x10

SolMat SolConst SolDiv

TipolL.a 12,99 153,89 166,56
Tipolb 11,57 100,04 122,26
TipoIl 10,00 96,00 142,15

4.2.2 Grelhade 10x10 m com 5x8 tramos - Caso G5x8-10x10

E agora estudado um caso em que € mantida a geometria quadrada da grelha (10 x 10 m), mas sdo
acrescentados trés tramos na direc¢@o y, ou seja, sdo acrescentadas trés vigas a grelha, como ilustrado na
Figura 4.24. E esperado que este acréscimo de material diminua os esforcos aplicados.

10m

y1

Ly2

Ly3

Ly4

>
>
>
10m +4 |>
>
>
>

Ly5

Ly6

Ly7

VANIVANIVANIRWANEVANIVANIVAN

Lyg

VANEEVAN VANEERVAN

Figura 4.24: Grelha caso G5x8-10x 10

Desta forma, € acrescentada uma varidvel de projecto em relagdo ao problema anterior, sendo o vector
das variaveis definido da seguinte maneira:

X = [Lxy = Las, Lxg = Lay, Las, Lyr = Lyg, Lys = Lyz, Lys = Lye, Lys = Lys| (4.8)
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O problema fica também sujeito a novas restricdes de igualdade:

2Lx1 + 2Lxy + Lxs =10 4.9)

2Ly; + 2Lys + 2Lys + 2Ly, = 10 (4.10)

Na Tabela 4.17 sao apresentados os valores 6ptimos, obtidos a partir dos algoritmos genéticos, novamente
para os trés tipos de grelhas considerado. Na Figura 4.25 ¢ ilustrada a disposi¢do das vigas para esses
valores.

Tabela 4.17: Solucao 6ptima - caso G5x8-10x10

Tipo DimPop PIR € (kjl\\li.:n) N° de geracdes
Tipo La 200 [0,1;3] 1x1076 17,5576 61
Tipo Lb 200 [0,1;:4] 1x1076  6,7506 57
Tipo II 200 [0,5:4] 1x107% 6,9072 90

Valores 6ptimos das varidvies (ga)

Lz, = Loy = I Lyy= Lyo= Lys= Lys=
Tipo  Las Ly 8  Lazg  Lzy  Lxg  Las
(m) (m) (m) (m) (m) (m) (m)

TipolLa 3,4843 3,590x10°¢ 3,0312 0,7185 1,4257 1,4306 1,4248
TipoIb 3,3361 1,052x10~7 3,3275 08132 1,2801 1,5671 1,3393
TipoIl  3,5869 1,027x10~7 12,8259 11,2813 12209 12740 1,2236
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Figura 4.25: Dimensionamento 6ptimo para o caso G5x8-10x 10

Como se pode verificar pela Tabela 4.17, o dimensionamento 6ptimo ocorre novamente quando as vigas
numa das direc¢des tendem a juntar-se. Neste caso, as vigas que se juntam sdo as vigas com maior
comprimento. Isto deve-se ao facto de os maiores momentos flectores aparecerem nas vigas de menor
vao, o que leva o processo de optimizacdo a dar maior rigidez a direccdo perpendicular, de modo a
minimizar esses momentos.

Procedendo do mesmo modo que o problema anterior, sdo alterados os limites inferiores das varidveis
para o valor da largura dos perfis, de forma a encontrar uma solucido 6ptima construtivamente possivel.
Na Tabela 4.18 sdo apresentados os valores dptimos para essa solucdo, e na Figura 4.26 € ilustrada a
disposicdo dos elementos da grelha para esses valores.
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Tabela 4.18: Solucdo 6ptima - Caso G5x 8-10x 10-construtivo

Tipo  DimPop PIR € (kjl\\I/[.:n) N° de geracdes
Tipo La 300 [0,1;4] 1x107% 95,9807 58
Tipo Lb 200 [1:4]  1x107% 72,8250 74
Tipo I 250 [0,5:4] 1x107% 69,1440 51

Valores 6ptimos das variavies (ga)
L.CCl = LCIZQ = Lxg Ly1 = Lyg = Ly3 = Ly4 =
Tipo Lz Lxy Laxg Ly Lzxg Lzxs
(m) (m) (m) (m) (m) (m) (m)

Tipol.a 0,2572 0,20962 9,0661 1,4387 11,1858 11,1784 1,1968
Tipolb 2,6113 0,3424 4,0916 3,3757 1,0925 0,26641 0,2649
TipoIl 3,5910 11,0879 0,6411 4,3978 0,2016 0,2001 0,2001

Observando novamente as solugdes dptimas obtidas com a solucdo considerando os espacamentos iguais
entre vigas nas respectivas direcgdes (Tabela 4.19), verifica-se que os resultados s@o andlogos aos obtidos
no caso anterior, ou seja, a solu¢do 6ptima sem restri¢des apresenta um valor de momento flector maximo
bastante mais baixo que as restantes solug¢des (aproximadamente 90% em todos os tipos de grelha), e
existe uma reducfo significativa de momentos entre as duas solu¢des construtivamente possiveis (cerca
de 26,5% para o tipo L.a, 24,6% para o tipo L.b e 40,72% para o tipo II). Comparando também este caso
com o anterior, verifica-se que o acréscimo de material (30% para as grelhas tipo I e 21% para a grelha
tipo II) reduz os esforcos aproximadamente entre 20 a 40% para todas as solucdes.

Tabela 4.19: Momentos flectores maximos (kN.m) das diferentes solucdes - G5x8-10x10

SolMat SolConst SolDiv

Tipol.a 7,55 95,98 130,79
Tipol.b 6,75 72,83 96,64
Tipoll 6,91 69,14 116,65
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Figura 4.26: Dimensionamento 6ptimo para o caso G5 x 8-10x 10-construtivo

4.2.3 Grelha de 10x10 m com 5x5 tramos - Caso G5x5-10x15

E agora estudado um caso em que as dimensdes da grelha deixam de ser iguais em ambas as direccdes,
passando a grelha a ser rectangular, mas o ndmero de tramos da grelha € igual em ambas as direc¢des.
Neste caso considera-se que o vao na direc¢do y tem 15 m, permanecendo o vao na direc¢do x com 10
m, como representado na Figura 4.27.
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Figura 4.27: Grelha caso G5x5-10x 15
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Como o nimero de tramos em cada direccdo ¢ 0 mesmo que no primeiro caso de estudo, o vector das

varidveis de projecto, X, ¢ o mesmo. Contudo, as restricdes do problema passam a ser as seguintes:

2Lx1 + 2Lxo + Lxs = 10

2Ly + 2Lys + Lys = 15

4.11)

(4.12)

Devido ao facto das diferencas dos valores obtidos para cada tipo de grelha serem semelhantes aos
obtidos nos dois casos anteriores, apenas sdo apresentados os resultados para a grelha do tipo I.b. Na
Tabela 4.20 sdo entdo apresentados os valores 6ptimos apenas para esse tipo de grelha, e na Figura 4.28
é ilustrada a disposi¢c@o dos elementos para esses valores.
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Tabela 4.20: Solucao 6ptima - Caso G5x5-10x 15

. . M o ~
Tipo DimPop PIR € (kN.m) N° de geracdes
Tipo I.b 200 [1;3] 1x107% 18,2624 63

Valores 6ptimos das varidvies (ga)
LZL‘l = L$5 Laj‘g = L$4 Laj‘3 Lyl = Ly5 LyQ = Ly4 Lyg

Tipo
P (m) (m) (m) (m) (m) (m)
Tipo L.b 3,3329 1,000 x 107 3,3333 2,1863 3,5167 3,5931
2.19
o |
ab 3.52
Lo |
o 3.59
o |
3.52
12 I I
14 2.19
161 3.33 1le-7 333 1e-7 3.33

Figura 4.28: Dimensionamento 6ptimo para a grelha tipo I.b no caso G5x5-10x 15

Novamente, a solugdo 6ptima ocorre quando hé juncio das vigas com maior comprimento, ou seja, as
vigas perpendiculares ao eixo x. Isto ocorre pelos motivos ja explicados no caso anterior.

Assim sendo, é reformulado novamente o problema considerando como limites inferiores das varidveis
o valor da largura dos perfis. Na Tabela 4.21 sdo apresentados os valores 6ptimos dessa solugdo para a
grelha do tipo L.b, e na Figura 4.29 € ilustrada a disposicdo dos elementos da grelha para esses valores.



4.2. SISTEMAS DE GRELHAS 69

Tabela 4.21: Solucdo 6ptima - Caso G5x5-10x 15-construtivo

. . M o ~
Tipo DimPop PIR € (kN.m) N° de geracdes
Tipo Lb 300 [1;5] 1x107% 188,890 51

Valores 6ptimos das varidveis (ga)
LiUl = L.I‘5 Laj‘g = L$4 Lxg Lyl = Ly5 Lyg = Ly4 Lyg

Tipo
P (m) (m) (m) (m) (m) (m)
Tipo L.b 0,2156 4,2334 1,1012 3,8769 3,4524 0,3405
2k 3.88
i |
o 3.45
. i i 0.341
| 3.45
: |
3.88

16 O;]._G 4.23 __1.1__ 4.23 0_2_16

Figura 4.29: Dimensionamento Optimo para a grelha tipo L.b para o caso G5 x5-10x 15-construtivo

Sdo novamente comparados os valores de momento flector maximo obtidos, em ambas as solucdes
Optimas com os da solucdo construtiva mais usual (Tabela 4.22), verificando-se que o momento flector
maximo optimo da solug¢do sem restri¢cdes € bastante inferior (cerca de 90% a 100%) relativamente as
restantes solucdes, e que comparando ambas as solucdes construtivamente possiveis verifica-se que a
optimizacdo reduz significativamente o momento flector maximo (cerca de 27%). Como era esperado
(atendendo ao maior vao), verifica-se também que todas as solugdes deste caso apresentam esforcos
maiores do que as solugdes respectivas do primeiro caso de estudo.

Tabela 4.22: Resumo dos momentos flectores maximos das solucdes - G5x5-10x 15

SolMat SolConst SolDiv

Tipol.b 18,26 188,89 260,88
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4.2.4 Grelha de 10x10 m com 5x8 tramos - Caso G5x8-10x16

O 1ltimo caso a ser estudado para as estruturas em grelha é um caso em que tanto as dimensdes como o
nimero de tramos diferem de uma direc¢do para a outra. Considera-se, desta forma, na direc¢do x cinco
tramos e um Ly, = 10 m, e na direc¢lo y oito tramos e um Ly;o1q; = 16 m, como ilustrado na Figura
4.30.

. 10m .
| Lx1 \ Lx2 \ Lx3 \ Lx4 \ Lxs ,
- AV \VA AV V4 X
Ly1
TP <
y2
1D <
Ly3
TP <
Ly4
16 m 1 [> Q
Ly5
1D <
Lye
1D <
y7
TP <
Lys

Figura 4.30: Grelha caso G5x8-10x 16

O problema de optimizacao tem entdo o seguinte vector de varidveis de projecto:

X = [Lxy = Las, Lvg = Lay, L3, Ly: = Lyg, Lys = Lyr, Lys = Lyg, Lys = Lys] (4.13)

E estd sujeito as seguintes restri¢des de igualdade:



4.2. SISTEMAS DE GRELHAS 71

2Lx1 + 2Lxy + Lxs =10 (4.14)

2Ly1 + 2Lys + 2Lys + 2Lys = 16 (4.15)

Tal como no caso anterior, apenas serdo apresentados os resultados da optimizacdo para grelhas do tipo
L.b, pelos motivos anteriormente apresentados. Na Tabela 4.23 s@o apresentados os valores 6ptimos para
o tipo de grelha considerado e na Figura 4.31 € ilustrada a disposi¢do dos elementos da grelha para esses
valores.

Tabela 4.23: Solugdo 6ptima - Caso G5x8-10x 16

. . M* o -
Tipo DimPop PIR € (kN.m) N° de geracdes
Tipo Lb 200 [1;3] 1x107% 10,911 71

Valores 6ptimos das variavies (ga)
Lz = Lxy = L Lyt = Lys= Lys= Lys=
Tipo  Las Ly 8  Lzs  Lzy  Lwg  Luxs
(m) (m) (m) (m) (m) (m) (m)

TipoLb 3,330 9,875x10~7 3,341 1,146 1,875 2,710 1,999

12 1

ur )

16
3.33 9.88e-7 3.34 9.88e-7 3.33

18-

Figura 4.31: Dimensionamento Optimo para a grelha tipo I.b no caso G5x8-10x 16

Tal como em todos os casos anteriores, o dimensionamento éptimo ocorre quando as vigas numa das
direcgdes tendem a juntar-se. Neste caso sdo novamente as vigas com maior comprimento que se juntam
pelas razdes j4 apresentadas.
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Repetindo o procedimento anterior, é reformulado o problema de optimizacdo alterando os limites
inferiores das varidveis para o valor da largura dos perfis, de forma a obter-se uma solucido Optima
construtivamente possivel. Na Tabela 4.24 sao apresentados os valores 6ptimos dessa reformulagao para
a grelha do tipo L.b, e na Figura 4.32 € ilustrada a disposicao dos elementos da grelha para esses valores.

Tabela 4.24: Solucdo 6ptima - Caso G5x 8-10x 16-construtivo

. . M~ o -
Tipo DimPop PIR € (kN.m) N° de geracdes

Tipo I.b 300 [1;51 1x107% 119,5258 51

Valores 6ptimos das variavies (ga)
Lxy = Lxy= L Lyy= Lys= Lys= Lys=
Tipo Lzxs Lxy 3 Lzxg Laxr Lzxg Lzxs
(m) (m) (m) (m) (m) (m) (m)

Tipol.b 0,4304 0,2013 8,7357 2,2331 11,3953 23497 2,0214

2.23

14

2.35

2.02

2.02

10 !

2.35

|
I 1.4
| .
|

2.23

16F - -l

0.43 8.74 0.43
18- 0.201 0.201

Figura 4.32: Dimensionamento Optimo para a grelha tipo L.b para o caso G5 x8-10x 16-construtivo

Na Tabela 4.25 sdo apresentados os valores dos momentos flectores maximos Sptimos para ambas as
solugdes anteriores e para a solugdo mais usual construtivamente, que apresenta iguais espagamentos
entre vigas em cada direccdo. Comparando todos os valores verifica-se novamente que a solu¢do 6ptima
sem restricdes apresenta um valor de momento flector maximo bastante mais baixo que as outras duas
(cerca de 90% a 100%), e que a solugdo 6ptima construtivamente possivel apresenta também um valor de
momento flector mdximo mais reduzido do que o da solucdo com os espacamentos todos iguais (cerca de
37,2%). Comparando este caso com o anterior, verifica-se que, apesar do pequeno aumento da dimensao
do painel na direc¢do y (7%), este caso apresenta esfor¢os mais baixos entre 26% a 40% para todas as
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solugdes, no entanto, apresenta uma quantidade de material maior que o do caso anterior (28%), para a
grelha do tipo Lb.

Tabela 4.25: Resumo dos momentos flectores maximos (kN.m) das solugdes - G5x8-10x 10

SolMat SolConst SolDiv

TipolLb 10,91 119,53 190,47

4.2.5 Discussao dos resultados

Analisando os resultados obtidos para os casos de grelha considerados, verifica-se que o
dimensionamento éptimo ocorre quando as vigas numa das direc¢des tendem a juntar-se, fazendo com
que a estrutura tenha maior rigidez numa direc¢do do que na outra.

Estes resultados sdo coerentes com os apresentados em [5], em que apesar de o problema de optimizagao
ter como objectivo minimizar o peso de uma estrutura em cruz, variando as secc¢des transversais, a
optimalidade ocorre quando uma das vigas € mais rigida que a outra.

Estas solucdes apresentam valores de momento flector maximo bastante mais baixos (na ordem dos 90%
a 100%) do que aqueles que se obtém nas solugdes Optimas construtivamente possiveis e nas solugdes
com as vigas igualmente espagadas.

Comparando as soluc¢des construtivamente possiveis, verifica-se que o processo de optimizacao consegue
encontrar solucdes construtivamente possiveis em que os valores de momento flector maximo sao mais
baixos cerca de 7% a 44% em comparagdo com os valores obtidos para a solu¢do com as vigas igualmente
espacadas.






Capitulo 5

Consideracoes finais

5.1 Conclusoes

O objectivo desta dissertacdo consistia no desenvolvimento de um procedimento capaz de realizar a
optimizacdo dos momentos flectores em vigas e grelhas, em funcdo da posicdo e rigidez dos apoios. A
partir dos casos analisados, verificou-se que o objectivo foi cumprido, ji que o processo de optimizagao
efectuado permite uma reducio significativa dos esfor¢os que actuam nas estruturas.

Ambos os métodos de optimizagao utilizados nesta dissertacio e apresentados no capitulo 3, conseguiram
apresentar solugcdes 6ptimas para os problemas de optimizacdo apresentados no capitulo 4. O método
de Nelder-Mead, utilizado na optimizagdo de vigas continuas, conseguiu obter minimos globais para
as respectivas fungdes objectivo sem grande dificuldade para os casos mais simples, ou seja, com
poucas varidveis e apoios rigidos. Nos casos em que se consideram apoios flexiveis, ou seja, casos mais
complexos, o método ficou "preso”"em minimos locais mais frequentemente. Contudo, quando foram
efectuadas as simplificacdes de simetria nesses casos, o método de Nelder-Mead conseguiu encontrar os
minimos globais das funcgdes.

Os algoritmos genéticos foram utilizados nos problemas de grelhas, que s@o problemas mais complexos,
onde o nimero de varidveis de projecto é por norma maior. Os algoritmos genéticos conseguiram
efectivamente encontrar minimos para os problemas apresentados; no entanto, devido a complexidade
destes ndo se tem a garantia de que os minimos sejam minimos globais. Constatou-se que a variaciao de
certos pardmetros, como o nimero de individuos da populagao inicial e os limites do dominio da mesma,
tém um papel importante na capacidade do método de encontrar a solu¢do Sptima.

Quanto ao dimensionamento dptimo das vigas, verificou-se que, para o caso das vigas apoiadas em apoios
rigidos, este ocorre quando o comprimento dos tramos toma valores tais que 0s momentos negativos nos
apios se igualam entre si. Para o caso das vigas com apoios flexiveis, o dimensionamento dptimo ocorre
quando o comprimento dos tramos e as rigidezes dos apoios tomam valores que permitam os momentos
positivos nos vaos igualarem os momentos negativos nos apoios. Desta forma, os dimensionamentos com
apoios flexiveis apresentam valores de momento flector médximo mais baixos que os dimensionamentos
com os apoios rigidos.

No que toca aos problemas de optimizacdo de grelhas, verifica-se que o dimensionamento éptimo ocorre
quando as vigas numa das direc¢des tendem a juntar-se. Esta ocorréncia faz com que a grelha tenha
uma maior rigidez numa direc¢do do que na outra, aproximando as solucdes a solucdo ideal que seria

75
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a existéncia de apoios nos nés de cruzamento das vigas, de modo a que estes contrabalancassem os
momentos positivos dos vaos com momentos negativos. No entanto, estas solugdes sdo impossiveis de
serem realizadas, e como tal, reformularam-se os problemas introduzindo limites inferiores as varidveis,
de forma a que o espagamento entre vigas ndo seja menor que a largura dos perfis. Esta reformulagao
permitiu a obten¢do de dimensionamentos Optimos construtivamente possiveis, que apresentam valores
de momento flector maximo mais baixos do que aqueles que surgem quando se consideram solucdes
com vigas igualmente espagadas.

5.2 Desenvolvimentos futuros
Desta dissertac@o poderdo surgir diversos desenvolvimentos, sendo que alguns poderdo ser os seguintes:

e Considerar outros pardmetros como varidveis de projecto para além da flexibilidade e posi¢do dos
apoios, tais como as sec¢des e os materiais a utilizar nas estruturas;

e Aplicar o processo de optimizagdo a outro tipo de estruturas, como por exemplo pdrticos;

e No caso das grelhas, reformular a funcdo objectivo de forma a que ndo sejam apenas minimizados
os momentos flectores mdximos, mas também se tenha em consideragao a influéncia do momentos
torsores;

o Estender a andlise estrutural a uma anélise pléstica, de modo a obter esfor¢os mais reduzidos;
o Utilizar outros métodos de optimizagdo como as coldnias de formigas [32];

e Formular um problema de optimizagdo que relacione os esforcos com o preco e/ou a quantidade
de material.
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Apéndice A

Algortimo para a analise de vigas

A.1 Programa: fobjectivo_vigas.m
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function Mmax = fobjectivo (xi)
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Programa para a analise estrutural
de vigas com apoios rigidos ou flexiveis
baseado no MEF

Guilherme Martins
27945
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11=xi(1l); %introduzir os comprimentos dos tramos no vector das
12=x1i(2); S%Svaridveis de projecto xi, na respectiva posicéo
13=x1(3);

Ltotal = 10;
14 = Ltotal - (11+12+413); %ultimo tramo
1 = [11,12,13,14];

% kl = xi(4); % efectuar o mesmo procedimento dos comprimentos para a
% k2 = xi(5); % a rigidez dos apoios. Caso se considerem os apoios
% k3 = xi(6); % como rigidos meter em comentario

kmola = []; % caso os apoios sejam flexiveis, colocar os respectivos

% valores neste vector a semelhanca dos comprimentos

oe
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o
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o
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o©
oe
o
oe
oe
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oe
o
oe
oe

Propriedades dos materiais

syms x L E I P % assume objectos simbdlicos

E= 210e6; % Médulo de Young 210 GPa
I= 27.72e-6; % Momento de Inércia HEB 200

pP=20; % Carga distribuida (kN/m)

° de tramos

ntramos=length(1l); n
; n® de apoios

napoios=ntramos-1

o° o

ndiv = 1; % numero de EF por tramo
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COORDENADAS DOS PONTOS
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0

laux

’

= laux
l:ntramos
for j

xx (e)
for i

:ndiv

=1

1(i)/ndiv + laux;

laux

laux;

XX (e)

end

end

vector das coordenadas dos nés

o
°

’

XX

Numeracdo dos elementos e nods
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o
o
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o
o
oo
o
o
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o
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ndiv*ntramos; %numero de elementos

nelem

’

zeros (nelem, 2)

element

nelem

=1

for i

o~

element (i,1)

i+1;

element (i, 2)

end

’

element
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CALCULO DA MATRIZ DE RIGIDEZ E VECTOR DAS CARGAS
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snumero de nos
numero de graus de liberdade

’

length (xx)
2*numnode

numnode
ndofs

o)
°

’

$vector dos deslocamentos nodais

$vector das solicitacdes

zeros (ndofs, 1) ;

zeros (ndofs, 1)

U=

’

f
K

zeros (ndofs,ndofs); Smatriz de rigidez

nelem

=1

for i

) ;

element (i,

index

xx (index (2) ) -xx (index (1)) ;

Le



% Matriz funcdes de forma (polindémio de hermite)
N=[1-3*x"2/Le"2+2*x"3/Le"3;x-2*x"2/Le+x"3/Le"2;
3*x72/Le"2-2*x"3/Le"3;-x"2/Le+x"3/Le"2];

% Calculo da matriz de rigidez de cada elemento
Ndd=diff (diff (N),x);

Ke=int (E*I*Ndd* (Ndd'),x,0,Le) ;

%Célculo do vector de carga para carga uniformemente distribuida
Fe=-int (P*N, x, 0, Le) ;

% Assemblagem na matriz de rigidez e no vector das cargas
posgdl=[2*1-1,2*1i,2*i+1,2*1+2];

K(posgdl, posgdl) =K (posgdl, posgdl) +Ke;

f (posgdl, 1) =f (posgdl, 1) +Fe;

end
o) .
% K;
o .
° f,
©0000000000000000000002000000000209090900000200000000000000000000000000020000
OO0OODOOOOOOOOOOODODOOOOOOODODODODOOOOOOOODODODODOOOOOODODODODODOOOOOODOLODODODOOOOOOOODODODOOO©OO™©
o ~ o
s CONDICOES DE FRONTEIRA %
[ele] 0000000000000 00 0.0 0 O 00 000000000000 00000000000000000000000000 0.0 0 O

mofs;
dmofs = 2*mofs-1;

for i = 1l:length(kmola)

Kmola (dmofs (i) ,dmofs(i)) = Kmola(dmofs(i),dmofs(i)) + kmola(i);
end
Kmola;

K = K + Kmola;
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APOIOS RIGIDOS
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cbdigo para que todos os apoios sejam rigidos

o
°

length (1) -1

i=1

= ndiv*e+l;

lofs (e)

end

’

lofs

= 2*lofs-1;

dofs

ndofs] ', [dofs]);

setdiff ([1:

activos

oe

SOLUCAO DO PROBLEMA

oe

K(activos,activos) \f (activos);

U=

zeros (ndofs,1);

Ul=

’

Ul (activos)=U

")

disp('deslocamentos

Ul

disp ('reaccoes

K*U-£

R=

disp ('reaccoes nas molas')

o
o

kmola'.*U(dmofs)

Rm

o

o

ESFORCOS INTERNOS

oe

nelem

=1

for i

1)

element (i,

index

xx (index (2) ) -xx (index (1)) ;

Le

(polinémio de hermite)

Matriz funcdes de forma
N=[1-3*x"2/Le”2+2*x"3/Le"3

o
°

’

’

X-2*x"2/Le+x"3/Le"2

’

3*x"2/Le”2-2*x"3/Le"3

-x"2/Le+x"3/Le"2]

’

Célculo da matriz de rigidez de cada elemento

o
o

diff(diff (N),x);

Ndd=



Ke=int (E*I*Ndd* (Ndd'), x, 0, Le) ;

%Célculo do vector de carga para carga uniformemente distribuida
Fe=-int (P*N, x, 0, Le) ;

fe(:,1i)= Ke*Ul([2*i-1,2*1i,2*i+1,2*i+2])-Fe;
end

fe = double(fe);

1=1;
for i=l:nelem
for j=1:2
V(l)=fe(2*j-1,1); % valor do esf transverso V
if j==
V(1l)=-V(1l); S%Scorreccdo do sinal para V positivo
% (atencdo ao referencial do EF! O sinal +
% deve ser para baixo no né 2 do EF)
else
end
M(l)=fe(2*j,1i); %colhe valor do Momento flector M
if j==
M(1)=-M(l); Scorreccgdo do sinal para M positivo
% (atencdo ao referencial do EF! O sinal +
%deve ser horario no né 1 do EF)
else
end
1=1+1;
end
end
v;
M;

)

% verificacdo se existem maximos momentos interiores do EF
pp=1;

for i=l:nelem

index=element (i, :); %nds do elemento

L = xx(index (2))-xx (index (1)) ;

V0=V (2*i-1);

MO=M(2*i-1);

xint=abs (VO/P) ;

if xint<L
Mint=M0+VO0*xint-P* (xint"2)/2;



else
Mint=0;
end

Mf (pp)=M(2*i-1);
Mf (pp+1l)=Mint;
Mf (pp+2)=M(2*1) ;

pPp=pp+3;
end

Mf; %Svector do M com os valores a meio vdo dos elementos
Mmax = max (abs (Mf)) %Svalor do maximo valor em médulo do M

% guardar os resultados em ficheiros .dat
parametros=[xi(1l),xi(2),xi(3)1;
dlmwrite ('Parametrod.dat',parametros, '-append', 'newline', 'pc')

vobjectivo=[Mmax];
dlmwrite ('obj4.dat',vobjectivo, '-append', 'newline', 'pc')

end






Apéndice B

Algortimo para a analise de grelhas

B.1 Programa: fobjectivo_tipola.m
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dos

.a com apoios rigi

baseado no MEF
Guilherme Martins

Programa para a andlise estrutural

fobjectivo tipola(xi)
de grelhas do tipo I

function Mmax
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Variaveis do problema

% Espacamentos dos apoios segundo x

1x1 = xi(1);
1x2 = x1(2);
1x3 = xi(3)
1x4 = x1(2);
1x5 = xi (1)

o~

o~

%vector com os espacamentos

’

%vector com os espacamentos em x

’

10;

’
’
’
’

[1yl,1y2,1y3,1y4,1y5,1y6,1y7,1y8]

[1x1,1x2,1x3,1x4,1x5]

x1i(4)
x1(5)
x1i(6);
x1(7)
xi(7);
x1(6)
x1(5);
x1(4)

Espacamentos dos apoios segundo y

1xtot
lytot = 16;

1xt
1yl
ly2
1y3
1ly4
1y5
1ly6
1y7
1ly8
1yt

em

o
o©°
o
oo
o°
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o
oo
e
o

Propriedades dos materiais

(GPa)
(m~4)

(GPa)
ao

ao

Médulo de distorcg
da seccg

Médulo de Young
Inércia

o
°
o
o
o
°

’

=210e6;
G=84¢e6;
5696e-8

E
I



(m~4)

Factor de torcéao
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59.28e-8;

J
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Carga aplicada

= 10;

Parea
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Numeracdo dos elementos e nds
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(1+9) + (ndivy+1) *
(1+9) + (ndivy+1) * (1) ;

(ndivy+1) *
(ndivy+1) *

(ndivy+1) * (ndivx-1)+1

(1+3) 7

de elementos finitos da estrutura

de elementos na direccdo y
de elementos na direccdo x

de divisdes em y

de divisdes em x
$matriz com a numeracdo dos nbés em cada

%$elemento finito

o) o
sn
) o
sn
[©) o
sn
o) o
on
[©) o
sn

1l:ndivx-2

zeros (nelem, 2)
l:ndivy

ndivx* (ndivy-1);

nelemx+nelemy;

ndivy* (ndivx-1) ;
element ( (nelemy+1) + (ndivx) * (3j-1)+1i,2)

element ( (nelemy+1) + (ndivx) * (3j-1)+1i,1)

length (1xt);
l:ndivx-1
l:ndivy-1

element ((i-1) *ndivy+3,2)=(ndivy+1)* (i-1)+3+1;

element ((i-1) *ndivy+]j,1)=(ndivy+1l)* (i-1)+73;
element ( (nelemy+ndivx) + (ndivx) * (3j-1),2)

element ( (nelemy+ndivx) + (ndivx) *(j-1),1)
(ndivx-=1)+2+2* (§-1) ;

element ( (nelemy+1)+ (ndivx) * (3-1),2)
(ndivx-2)+1+7;

element ( (nelemy+1)+ (ndivx) * (3-1),1)

+2*(3-1);
for i

ndivx
ndivy = length(lyt);
nelemy
nelemx
nelem
element
for i

for j

end
end
for j

end

(i-1);



end

element
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COORDENADAS DOS PONTOS

o°
o
o
o°
o
o
o
o
o
o

o
o
oo
o
o
o\©
o
o
oo
o
o
oo
o
o
o
oe
o
o
oe
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o

o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
oo
o
o
oo
o
o
oo
o
o
oo
o
o
oo
o
o
oo
o
o
oo
o
o
oo
o
o

coordenadas em x

o
°

0;

1xaux

ndivx

=0

for i

ndivy-1

1

for j

xx ((ndivy+1l) * (ndivx-1)+1+2* (3-1))=0;

end

=1

= ndivx-1 && i>

elseif i <

1xt (e)+1lxaux;

1xaux
for j

ndivy+1

=1

1lxaux;

xx ((ndivy+1) * (i-1)+7)

end

e=e+1;

else

ndivy-1

-1

for j

’

xxX ((ndivy+1l) * (ndivx-1)+2+2* (j-1) )= 1lxt (e)+lxaux

end

end

end

coordenadas em y

o
°

ndivx

=0

for i

e 1
lyaux

= 0;



for j = l:ndivy-1

lyaux = lyt(e)+lyaux;
yy ((ndivy+1l) * (ndivx-1)+1+2* (§-1)) = lyaux;
e =e + 1;

end

elseif i <= ndivx-1 && i>=1

e = 1;
lyaux = 0;

yy ((ndivy+1)*(i-1)+1) = 0;
for j = l:ndivy

lyaux = lyt(e)+lyaux;
yy ((ndivy+1l) * (i-1)+j+1)=1yaux;

e=e+l;
end
else
e = 1;
lyaux = 0;
for j = l:ndivy-1
lyaux = lyt(e)+lyaux;
yy ((ndivy+1l) * (ndivx-1)+2+2* (j-1)) = lyaux;
e =e + 1;
end
end
end
XX}
Yys
©200000000000000000000000000000000900000000000000000000000000000000
OCOO0ODODOOOOOOOO0OO0OOOOOOOOO0OO0O0OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOMOOOOOOOOOOOOOWOOOOOOOO
$%%%%%%% Carga unif distribuida para cada elemento 3%%5%%5%5%%%%
9000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000009
[SRye e e e e e e e e e Ie Iae le e e e e Jare e Jare Jare Jare Jre are Jare Jare Jare Jafe Jare Jure Jare Jare Jre are Jare Jare Jare Jae Jare Jare Jre Jre Iare Jare e Jare Jare Jare Jae Jare Jare Iy Iare Iare are Jare Jare Jare e Jare e e Iac I o]
Pelememt = zeros(nelem,1l); S%Svector com a carga distribuida em cada
%elemento finito
Ainf = zeros (nelem,1); % vector com a area de influencia de cada EF



for j = l:ndivy

Ainf (eee,1l) = 1xt(i)+1xt(i+1)/2;
eee = eee+l;

end
elseif i < ndivx-1 && i>1

for j = l:ndivy

Ainf (eee, 1) = 1lxt(i)/2+1xt(i+1)/2;

eee = eee+l;
end
else
for j = l:ndivy

Ainf (eee, 1) = 1lxt(i)/2+1xt(i+1);
eee = eeetl;
end

end
end

for i = l:ndivy-1

if 1 ==
for j = l:ndivx
Ainf (eee, 1) = 1lyt(i)+1lyt(i+l)/2;
eee = eeetl;
end

elseif 1 < ndivy-1 && i>1

for j = l:ndivx
Ainf (eee, 1) = 1lyt(i)/2+1lyt(i+1)/2;
eee = eee+l;
end
else

for § = l:ndivx



Ainf (eee, 1) = 1lyt(i)/2+1lyt(i+1);
eee = eeetl;
end
end

end

Pelement = Ainf*Parea/2

9929209000090 000000000900090903090000900099000990309920090000903090900
OO0O0OO0OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOODOOOOOOOOOOODOOOODOOOOWOO©O©OO™©
00000000000 2 00000000000
333%%5%5%5%5%%5% Célculo da rigidez e vector de forcgas 3333%5%5%5%5%%5%
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

90900000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000009

o

% iniciacdo das matrizes
numnode=length (xx) ; % numero de nods
numelem=size (element, 1) ;

U=zeros (3*numnode, 1) ;
f=zeros (3*numnode, 1) ;
K=zeros (3*numnode, 3*numnode) ;

for e=l:numelem
index=element (e, :); %ndés do elemento
%gdls respectivos do elemento
indexB=[ (index(l)-1)*3+1 (index(1l)-1)*3+2 (index(1l)-1)*3+3
(index (2)-1) *3+1 (index(2)-1)*3+2 (index (2)-1)*3+3];
xa=xx (index (2))-xx (index (1)) ;
ya=yy (index (2))-yy(index (1)) ;
L=sgrt (xa*xat+ya*vya) ; scomprimento do EF
C=xa/L;
S=ya/L;
wl 12*E*I/ (L*L*L) ;
w2 6*E*I/ (L*L);
w3 = G*J/L;
wé 4*xE*T/L;
w5 = 2*E*I/L;

k= [wl O0Ow2 -wl Ow2 ; Ow3 0O -w3 0 ; S%matriz de rigidez
w2 0 wd -w2 0 wS ; -wl 0 -w2 wl O -w2 ; %local
0 -w3 0 0w3 0 ; w2 0 wS -w2 0 wéd];

R=[100000;0CSO0O0O0; O0-SsCO0QO0GO0 ;%matriz de rotacao
0o0o0100;0000CS; 00O0O0-=-5<cC];

kr = R'*k*R; % matriz de rigidez nos eixos globais
P = Pelement (e, 1); % carga do EF

fe=-(P*L/12)*[6 0 L 6 0 -L]"'; % vector das cargas local



’

vector das cargas nos eixos globais

°

[
’

K (indexB, indexB) +kr

f (indexB, 1) +fr

’

R'*fe
Assemblagem na matriz de rigidez e no vector das cargas

K (indexB, indexB)
f (indexB, 1)

fr

o

end

o
oo
o\©
o
oo
o
o
oo
oe
o
oo
o\°
oe

’

$vector com os nds restringidos
$vector com os gdl restringidos

’

Graus de liberdade restringidos

(ndivy+1) * (ndivx-1)+1+2* (i-1);
(ndivy+1) * (ndivx-1)+2+2* (i-1);

(ndivy+1) * (1i-1) +ndivy+1

(ndivy+1) * (i-1)+1;

ndivx—l
ndivx—l
ndivy—l
ndivy—l

e +1
e +1
(lofs-1)*3+1

=1

=1

1
lofs (e)

=1
lofs (e)

lofs (e)
lofs (e)

i
e
e

’

for
end
for i
end
for 1
end
for 1
end
lofs
dofs

oo
o
o
oo
oo

oo
oo
o
oo
oo
o
oo
o

Solucdao do problema

o
o
o
o

o
o°
o
o
oo
o
o
o

’

’

3*numnode] ', [dofs]);

")

U;

setdiff ([1

’

’

zeros (3*numnode, 1)

K(activos,activos) \f (activos)
Ul (activos)

Ul

disp('deslocamentos

activos
disp('reaccoes
F=K*U-f

U
Ul
U



for e l:numelem
index=element (e, :);
%gdls respectivos do elemento
indexB = [ (index(1)-1)*3+1
(index (2)-1) *3+1 (index(2)-1)*3+2

(index (1) -1) *3+2
(index (2)-1)*3+3];%gdls respectivos do

$nés do elemento

(index (1) -1) *3+3

%elemento

xa = xX(index (2))-xx(index (1)) ;

va = yy(index(2))-yy(index (1))

L = sqgrt(xa”2+ya”2); $comprimento do EF

C = xa/L;

S = ya/L;

wl = 12*E*I/(L"3);

w2 = 6*E*I/(L"2);

w3 = G*J/L;

w4 = 4*E*I/L;

wh = 2*E*I/L;

k= [wl Ow2 -wl Ow2 ; O0Ow3 0O -w3 0 ; % matriz de rigidez
w2 0 wd -w2 0 wh ; -wl 0 -w2 wl 0 -w2 ; % local
0 -w3 0 0 w3 0 ; w20 wS -w2 0 wéd];

R=[100000; 0CSO0O0O0O0; 0-5CO0O0O0; %Smatriz de rotacéado
000100 ; O00O0OO0OCST; O0OO0OO0O-=52<cC31;

$Calculo do vector de carga para carga uniformemente distribuida

P Pelement (e, 1) ;

fe=-(P*L/12)*[6 0 L 6 0 -L]1';

o

% Forga nos elementos finitos
Fe = k*R*U (indexB) ;

EF(:,e) Fe-fe;

end

disp('forcas nos elementos')
EF;

for i=1l:numelem
for j=1:2

V(1)=EF (3*3-2,1);
if §==

V(1)=-V(1);

$correcgdo do sinal para V positivo
% (atencdo ao referencial do EF!

$colhe valor do esf transverso V

O sinal + do



$esforco transverso deve ser para baixo no nd

%2 do EF)
end

M(l)=EF(3*j,i); %colhe valor do Momento flector M

if j==
M(1l)=-M(1l); S%correccdo do sinal para M positivo
% (atencdo ao referencial do EF! O sinal + do
$momento flector deve ser horario no né 1 do
SEF)
end
T(l) = EF(3*j-1,1i); %colhe valor do Momento torsor T
if j==1
T(l)=-T(l); %correccdo do sinal para T positivo
% (atencdo ao referencial do EF! O sinal + do
momento torsor deve ser no sentido do eixo
%$do EF no ndé 2)
end
1=1+1;
end
end
% vectores dos esforcos
v;
T;
M;

% verificacdo se existem maximos momentos interiores do EF

pp=1;
for i=1l:numelem

index=element (i, :); %nds do elemento

xa = xX(index (2))-xx(index (1))
va = yy(index(2))-yy(index (1))
L = sqrt(xa”2+ya™2);

P = Pelement (i, 1);

$verificar se existe variacdo do sinal de V
V0=V (2*1i-1);

MO=M (2*1-1) ;

xint=abs (VO/P) ;

if xint<L

Mint=M0+VO0*xint-P* (xint"2)/2;
else

Mint=0;
end

Mf (pp)=M(2*i-1);
Mf (pp+1l)=Mint;
Mf (pp+2) =M (2*1) ;



pPp=pp+3;
end

Mf $vector do M com os valores a meio vdo dos elementos

oe

criacdo de uma matriz auxiliar com a distribuic¢do dos momentos
flectores em cada elemento finito

oe

for § = l:length(lxt)*3+length(lxt)-1

for i = l:length(lyt)*3+length(lyt)-1

Mstress (i, j) = NaN;
end
end
ee = 1;
for j = l:length(lxt)-1
e = 0;
for jj = l:length(lyt)
Mstress (3*jj-2+e,4*3) = Mf (ee);
Mstress (3*jj-1+e,4*3) = Mf (ee+l);
Mstress (3*jj+e,4*j) = Mf (eet+2);
ee = ee +3;
e =e + 1;
end
end
for j = l:length(lyt)-1
e = 0;
for jj = 1l:length(1lxt)
Mstress (4*j,3*jj-2+e) = Mf (ee);

)
Mstress (4*j,3*jj-1+e) = Mf (ee+l);
Mstress (4*j,3*jj+e) = Mf (eet+2);



ee = ee +3;
e =e + 1;
end

end

Mstress S$Matriz com a disposicdo dos valores de momentos flectores

nos
$nés de extremidade do EF e a meio-vao

Mmax = max (abs (Mf)) %valor do méaximo valor em mdéddulo do MfE

end



B.2. PROGRAMA: FOBJECTIVO_TIPOIB.M 101

B.2 Programa: fobjectivo_tipolb.m



baseado no MEF
Guilherme Martins

Programa para a andlise estrutural

fobjectivo tipolIb (xi)
de grelhas do tipo I.b com apoios rigidos

function Mmax

o d° o° d° d° o o° o°

o\°
oe
o©
o\
oe
o©
o\
oe
o©°
o\
oe
o©
o\°
oe
o©
o\©
oe
o©
o\
oe
o©
o\©
oe
oe
o\
oe
oe
o\©
oe
oe

o A o° AP d° o d° o°

oe

o°
o
oe
o
o
oe
e
o

Variaveis do problema

% Espacamentos dos apoios segundo x

1x1 = xi(1);
1x2 = x1(2);
1x3 = xi(3)
1x4 = x1(2);
1x5 = xi (1)

o~

o~

%vector com os espacamentos

’

%vector com os espacamentos em x

’

10;

’
’
’
’

[1yl,1y2,1y3,1y4,1y5,1y6,1y7,1y8]

[1x1,1x2,1x3,1x4,1x5]

x1i(4)
x1(5)
x1i(6);
x1(7)
xi(7);
x1(6)
x1(5);
x1(4)

Espacamentos dos apoios segundo y

1xtot
lytot = 16;

1xt
1yl
ly2
1y3
1ly4
1y5
1ly6
1y7
1ly8
1yt

em

o
o©°
o
oo
o°

oo
o
oo
e
o

Propriedades dos materiais

(GPa)
(m~4)

(GPa)
ao

ao

Médulo de distorcg
da seccg

Médulo de Young
Inércia

o
°
o
o
o
°

’

=210e6;
G=84¢e6;
5696e-8

E
I



(m~4)

Factor de torcéao

o
°

59.28e-8;

J

o
o
o
o
o
o
o
o©°
o
o
o
o
o
o

o
o
o©°
o
o
o
o
o
o
o
o
o

Carga aplicada

= 10;

Parea

o
o©°
o\°
o
o©°
o\
o
o©°
o\°
o
o©°
oe
o
o©°
o©
o
o©°
o©
o
o©°
o©°
o

o©°
o
o©°
o©°
o
o©°
o©°
oe

o©°
oe
oo
o©°
oe
o
oo
oe

oo
oe
o
oo
oe
o©
oo
o
o©
oo
oe
o
o©°
o©
o
oo
o\
o
o©°
o\°
o
o©°
o\°
o©°
oo

o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o

Numeracdo dos elementos e nds

oo
o
o
oo
o
o
oo
o
o
oo
o
o

(1+9) + (ndivy+1) *
(1+9) + (ndivy+1) * (1) ;

(ndivy+1) *
(ndivy+1) *

(ndivy+1) * (ndivx-1)+1.

(1+3) 7

de elementos finitos da estrutura

de elementos na direccdo y
de elementos na direccdo x

de divisdes em y

de divisdes em x
$matriz com a numeracdo dos ndés em cada

%$elemento finito

o) o
sn
) o
sn
[©) o
sn
o) o
on
[©) o
sn

1l:ndivx-2

zeros (nelem, 2)
l:ndivy

ndivx* (ndivy-1);

nelemx+nelemy;

ndivy* (ndivx-1) ;
element ( (nelemy+1) + (ndivx) * (3j-1)+1i,2)

element ( (nelemy+1) + (ndivx) * (3j-1)+1i,1)

length (1xt);
l:ndivx-1
l:ndivy-1

element ((i-1) *ndivy+3,2)=(ndivy+1)* (i-1)+3+1;

element ((i-1) *ndivy+]j,1)=(ndivy+1l)* (i-1)+73;
element ( (nelemy+ndivx) + (ndivx) * (3j-1),2)

element ( (nelemy+ndivx) + (ndivx) *(j-1),1)
(ndivx-=1)+2+2* (§-1) ;

element ( (nelemy+1)+ (ndivx) * (3-1),2)
(ndivx-2)+1+7;

element ( (nelemy+1)+ (ndivx) * (3-1),1)

+2*(3-1);
for i

ndivx
ndivy = length(lyt);
nelemy
nelemx
nelem
element
for i

for j

end
end
for j

end

(i-1);



end

element

o
o
o\
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o

o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
oo
o
o
oo
o
o
oo
o
o
oo
o
o
oo
o
o
oo
o
o
oo
o
o

o
o
oe
o
oo
oe
o
o
oe
oo
oo
oe
o

COORDENADAS DOS PONTOS

o°
o
o
o°
o
o
o
o
o
o

o
o
oo
o
o
o\©
o
o
oo
o
o
oo
o
o
o
oe
o
o
oe
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o

o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
oo
o
o
oo
o
o
oo
o
o
oo
o
o
oo
o
o
oo
o
o
oo
o
o
oo
o
o

coordenadas em x

o
°

0;

1xaux

ndivx

=0

for i

ndivy-1

1

for j

xx ((ndivy+1l) * (ndivx-1)+1+2* (3-1))=0;

end

=1

= ndivx-1 && i>

elseif i <

1xt (e)+1lxaux;

1xaux
for j

ndivy+1

=1

1lxaux;

xx ((ndivy+1) * (i-1)+7)

end

e=e+1;

else

ndivy-1

-1

for j

’

xxX ((ndivy+1l) * (ndivx-1)+2+2* (j-1) )= 1lxt (e)+lxaux

end

end

end

coordenadas em y

o
°

ndivx

=0

for i

e 1
lyaux

= 0;



for j = l:ndivy-1

lyaux = lyt(e)+lyaux;
yy ((ndivy+1l) * (ndivx-1)+1+2* (§-1)) = lyaux;
e =e + 1;

end

elseif i <= ndivx-1 && i>=1

e = 1;
lyaux = 0;

yy ((ndivy+1)*(i-1)+1) = 0;
for j = l:ndivy

lyaux = lyt(e)+lyaux;
yy ((ndivy+1l) * (i-1)+j+1)=1yaux;

e=e+l;
end
else
e = 1;
lyaux = 0;
for j = l:ndivy-1
lyaux = lyt(e)+lyaux;
yy ((ndivy+1l) * (ndivx-1)+2+2* (j-1)) = lyaux;
e =e + 1;
end
end
end
XX}
Yys
©200000000000000000000000000000000900000000000000000000000000000000
OCOO0ODODOOOOOOOO0OO0OOOOOOOOO0OO0O0OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOMOOOOOOOOOOOOOWOOOOOOOO
$%%%%%%% Carga unif distribuida para cada elemento 3%%5%%5%5%%%%
99000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000009
OO0OO0OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOODODOOOOOOOOODODOOOOOOOOODOOOOOO©OO™O
Pelememt = zeros(nelem,1l); S%vector com a carga distribuida em cada
%elemento finito
Ainf = zeros (nelem,1); % vector com a area de influencia de cada EF



for j = l:ndivy

Ainf (eee,1l) = 1xt(i)+1xt(i+1)/2;
eee = eee+l;

end
elseif i < ndivx-1 && i>1

for j = l:ndivy

Ainf (eee, 1) = 1lxt(i)/2+1xt(i+1)/2;

eee = eee+l;
end
else
for j = l:ndivy

Ainf (eee, 1) = 1lxt(i)/2+1xt(i+1);
eee = eeetl;
end

end
end

for i = l:ndivy-1

if 1 ==
for j = l:ndivx
Ainf (eee, 1) = 1lyt(i)+1lyt(i+l)/2;
eee = eeetl;
end

elseif 1 < ndivy-1 && i>1

for j = l:ndivx
Ainf (eee, 1) = 1lyt(i)/2+1lyt(i+1)/2;
eee = eee+l;
end
else

for § = l:ndivx



Ainf (eee, 1) = 1lyt(i)/2+1lyt(i+1);
eee = eeetl;
end
end

end

Pelement = Ainf*Parea/2

9929209000090 000000000900090903090000900099000990309920090000903090900
OO0O0OO0OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOODOOOOOOOOOOODOOOODOOOOWOO©O©OO™©
00000000000 2 00000000000
333%%5%5%5%5%%5% Célculo da rigidez e vector de forcgas 3333%5%5%5%5%%5%
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

9090000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000009

o

% iniciacdo das matrizes
numnode=length (xx) ; % numero de nods
numelem=size (element, 1) ;

U=zeros (3*numnode, 1) ;
f=zeros (3*numnode, 1) ;
K=zeros (3*numnode, 3*numnode) ;

for e=l:numelem
index=element (e, :); %ndés do elemento
%gdls respectivos do elemento
indexB=[ (index(l)-1)*3+1 (index(1l)-1)*3+2 (index(1l)-1)*3+3
(index (2)-1) *3+1 (index(2)-1)*3+2 (index (2)-1)*3+3];
xa=xx (index (2))-xx (index (1)) ;
ya=yy (index (2))-yy(index (1)) ;
L=sgrt (xa*xat+ya*vya) ; scomprimento do EF
C=xa/L;
S=ya/L;
wl 12*E*I/ (L*L*L) ;
w2 6*E*I/ (L*L);
w3 = G*J/L;
wé 4*xE*T/L;
w5 = 2*E*I/L;

k= [wl O0Ow2 -wl 0 w2 ; O0Ow3 00 -w3 0 ; Smatriz de rigidez
w2 0 wd -w2 0 wS ; -wl 0 -w2 wl O -w2 ; $local
0 -w3 0 0w3 0 ; w2 0 wS -w2 0 wéd];

R=[100000;0CSO0O0O0; 0-SsCO0QO0GO0 ;%matriz de rotacao
0o0o0100;0000CS; 0O0O0O0-=-5T<cC];

kr = R'*k*R; % matriz de rigidez nos eixos globais
P = Pelement (e, 1); % carga do EF

fe=-(P*L/12)*[6 0 L 6 0 -L]"'; % vector das cargas local



’

vector das cargas nos eixos globais

°

[
’

K (indexB, indexB) +kr

f (indexB, 1) +fr

’

R'*fe
Assemblagem na matriz de rigidez e no vector das cargas

K (indexB, indexB)
f (indexB, 1)

fr

o

end

o
o
o\°
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o

o
o
o©
o
o
o
o
o

o
o
o
o
o
o
o
o
o\©
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
oe
o
o
oe
o
o
o
o
o
o
o
o

oe
o
oo
oe
o
oo
o
o
o\©
oe
oe
o\©

o
o\©

o
o\©
o
o
oo
o
o
oo
o
o
oo
o\°
oe

’

tringidos

’
’

’

Graus de liberdade restringidos
6s res

(lofs (i) -1)*3+2
(lofs (i) -1)*3+3

(lofs (i)-1)*3+1

’

(ndivy+1) * (ndivx-1)+1+2* (i-1);
(ndivy+1l) * (ndivx-1) +2+2* (i-1);

(ndivy+1) *(i-1) +ndivy+1

(ndivy+1) * (i-1)+1;

’
’

vector com 0s n

°

%$vector com os gdl restringidos

length (lofs)

ndivx-1
ndivx-1
ndivy-1
ndivy-1

o)

e +1
e +1
el + 3

1

1

1
lofs (e)

1

1

dofs (el+2)

i

lofs (e)
lofs (e)
lofs (e)
dofs (el)
dofs (el+l)
el

e
e

for
end
for i
end
for 1
end
for i
end
el
for i
end
lofs
dofs

o
oo
o
o
o

oo
oo
oe
oo
o°
oe
oo
o

Solugcdao do problema

o
oe
o
oo
oe
o
o
oe
o
o
o
o
o



act
U=K
Ul=
Ul (

dis
U=u

dis
F=K

for

(index (

end

dis
EF;

ivos=setdiff ([1:3*numnode]"', [dofs]);

(activos,activos) \f (activos) ;
zeros (3*numnode, 1) ;
activos)=U;

p('deslocamentos ')
1;

p('reaccoes ')

*U-£;
e = l:numelem
index=element (e, :); %ndés do elemento
%gdls respectivos do elemento
indexB = [ (index(1)-1)*3+1 (index(1l)-1)*3+2 (index(1l)-1)*3+4+3
2)-1)*3+1 (index(2)-1)*3+2 (index(2)-1)*3+3]; %gdls respectivos do
%$elemento
Xa = xxX(index (2))-xx(index (1))
va = yy(index(2))-yy(index (1))
L = sqgrt(xa”2+ya”2); %comprimento do EF
C = xa/L;
S = ya/L;
wl = 12*E*I/(L"3);
w2 = 6*E*I/(L"2);
w3 = G*J/L;
w4 = 4*E*T/L;
w5 = 2*E*I/L;
k= [wl Ow2 -wl Ow2; Ow30O0 -w3 0 ; % matriz de rigidez
w2 0 wd -w2 0 wh ; -wl 0 -w2 wl 0 -w2 ; % local
0 -w3 00 w3 0 ; w2 0w -w2 0 wé];
R=[10000O0; O0CSO0O0O0; O0O-SsCO0QO0GO0; %Smatriz de rotacao

000100; 000O0CSS; O00O0O0-=-sC];
%Calculo do vector de carga para carga uniformemente distribuida
P = Pelement(e,1);
fe=-(P*L/12)*[6 0 L 6 0 -L]';

o

% Forca nos elementos finitos
Fe = k*R*U(indexB) ;

EF(:,e) = Fe-fe;

p('forcas nos elementos')



5555555555555 555555%5%55555555%5555555%5%5%55555%5%5%5%55555%5%5%5%5%555%5%5%%%
5%%%%%%%% Esforcos internos 5%%5%5%%%5%5%%%%
5555555555555 5555555%55555555%5555555%5%5%55555%5%5%5%55555%5%5%5%5%555%5%5%%%
1=1;
for i=l:numelem
for j=1:2
V(1)=EF(3*j-2,1i); %colhe valor do esf transverso V
if j==
V(1l)=-V(1l); %correcgdo do sinal para V positivo
% (atencédo ao referencial do EF! O sinal + do
$esforco transverso deve ser para baixo no nd
%2 do EF)
end
M(l)=EF(3*j,1i); %colhe valor do Momento flector M
if j==
M(1l)=-M(1l); %correccgdo do sinal para M positivo
% (atencdo ao referencial do EF! O sinal + do
$momento flector deve ser hordrio no né 1 do
SEF)
end
T(l) = EF(3*j-1,1i); %colhe valor do Momento torsor T
if j==1
T(l)=-T(l); %correcgdo do sinal para T positivo
% (atencdo ao referencial do EF! O sinal + do
$momento torsor deve ser no sentido do eixo
$do EF no nd 2)
end
1=1+1;
end
end
% vectores dos esforcos
v;
T;
M;

% verificacdo se existem maximos momentos interiores do EF

pp=1;
for i=1l:numelem

index=element (i, :); %nds do elemento

xa = xX(index (2))-xx(index (1)) ;
va = yy(index(2))-yy(index (1))
L = sqrt(xa”2+ya”2);

P = Pelement (i, 1);

Sverificar se existe variacdo do sinal de V
V0=V (2*i-1);



MO=M(2*i-1) ;
xint=abs (VO/P) ;

if xint<L

Mint=M0+V0*xint-P* (xint"2)/2;
else

Mint=0;
end

Mf (pp) =M (2*i-1);
Mf (pp+1l)=Mint;
Mf (pp+2)=M(2*1) ;
pp=pp+3;

end

Mf $vector do M com os valores a meio vao dos elementos

oe

criacdo de uma matriz auxiliar com a distribuicdo dos momentos
flectores em cada elemento finito

o

for j = l:length(lxt)*3+length(lxt)-1
for i = l:length(lyt)*3+length(lyt)-1
Mstress (i, j) = NaN;
end

end

ee = 1;
for j = l:length(lxt)-1

e = 0;

for jj = l:length(lyt)

Mstress (3*jj-2+e,4*j) = Mf (ee);
Mstress (3*jj-1+e,4*j) = Mf (ee+l);

Mstress (3*jj+e, 4*7) Mf (ee+2) ;
ee = ee +3;
e =e + 1;

end

end



for j = l:length(lyt)-1

e = 0;

for jj = l:length(1lxt)

Mstress (4*j,3*jj-2+e) Mf (ee) ;
Mstress (4*j,3*jj-1+e) = Mf (ee+l);
Mstress (4*j,3*jj+e) = Mf (eet+2);
ee = ee +3;
e =e + 1;
end
end
Mstress $Matriz com a disposicgdo dos valores de momentos flectores
$nos noéds de extremidade do EF e a meio-véo

Mmax = max (abs (Mf)) %valor do méaximo valor em mdéddulo do MfE

end
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baseado no MEF
Guilherme Martins

Programa para a anadlise estrutural

fobjectivo tipoIl (xi)
de grelhas do tipo II com apoios rigidos

function Mmax

o d° o° A d° o o° o°

o\°
oe
o©
o\
oe
o©
o\
oe
o©°
o\
oe
o©
o\°
oe
o©
o\©
oe
o©
o\
oe
o©
o\©
oe
oe
o\
oe
oe
o\©
oe
oe

o A o° AP d° o d° o°

oe

o°
o
oe
o
o
oe
e
o

Variaveis do problema

% Comprimentos dos tramos segundo x

1x1 = xi(1);
1x2 = x1(2);
1x3 = xi(3)
1x4 = x1(2);
1x5 = xi (1)

o~

o~

%vector com os comprimentos

Sem

’

%vector com os comprimentos em x

’

10;

’
’
’
’

[1yl,1y2,1y3,1y4,1y5,1y6,1y7,1y8]

[1x1,1x2,1x3,1x4,1x5]

x1i(4)
x1(5)
x1i(6);
x1(7)
xi(7);
x1(6)
x1(5);
x1(4)

Comprimentos dos tramos segundo y

1xtot
lytot = 16;

1xt
1yl
ly2
1y3
1ly4
1y5
1ly6
1y7
1ly8
1yt

oo
o
o
oo
o

oo
o
oe
oo
o

Propriedades dos materiais

(GPa)

ao

(GPa)

Médulo de Young
Mbédulo de distorcg

°
°

o
o

’

’

210e6
G=84e6

E



(m”4)
(m”~4)

ao

da seccg

Inércia

o
°

’

5696e-8

I
J

Factor de torcéo

o
°

59.28e-8;

o
o
o
o
o
o
o
o©°
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o

o©
o
o
o
o
o
o©
o

o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o©°
o
o
o©°
o
o
o
o
o
o
o
o
o

Carga aplicada

oo
o
o
oo
oe
oe
oo
o
o
oo
o
oe

o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o

o
o
o
o
o
o
o
o

o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o

(kKN/m"2)

= 10

Parea

o
o
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o
o
oo
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
oe
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o
o

o
o
o
o
o
o
o
o

o
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o
o
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o
o
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o
oo
o
o
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o
o
oo
o
o
oo
o
o
oo
o
o
oo
o
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oe
o©
o©
oe

o©
oe
oe
o©
o
oe
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Numeracdo dos elementos e nods

o\
oe
o©
o\
oe
o©
o\
oe
o©
o\
oe
o©

o
o
o
o
o
o
o
o
o
oe
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o

o
o
o
o
o
o
o
o

o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o©
o
o
o

de divisdes em x

o) o
sn
[©) o
sn

length (1xt);

length (1lyt)

ndivx

de divisdes em y

’

ndivy

n°® de elementos na direcgédo y

ndivy* (ndivx+1l) ; %
ndivx* (ndivy+1)

nelemx+nelemy

nelemy
nelemx
nelem

de elementos na direccdo x

00
sn

’

de elementos finitos da estrutura

nO

o
0

’

$matriz com a numeracdo dos ndés em cada

zeros (nelem, 2) ;
%$elemento finito

element

ndivx+1

=1

for i

ndivy

=1

for j

element ( (1-1)*ndivy+3,1)=(ndivy+1)* (1-1)+7;

’

element ( (1-1) *ndivy+3,2)=(ndivy+1) * (i-1)+3+1

end

end

ndivy+1

=1

for J

N

element ( (nelemy+1l) + (ndivx)* (j-1),1)

(ndivy+1) +7j

element ( (nelemy+1)+ (ndivx) * (3-1),2)

(ndivy+1l) * (ndivx-1)+7;

(ndivy+1) * (ndivx) +3

element ( (nelemy+ndivx) + (ndivx) *(j-1),1)

’

element ( (nelemy+ndivx) + (ndivx) * (j-1),2)

ndivx-2

=1

for i

() +(ndivy+1l) * (1) ;

element ( (nelemy+1) + (ndivx) * (j-1)+1i,1)

(3)+ (ndivy+1l) * (i+1)

element ( (nelemy+1) + (ndivx) * (j-1)+1i,2)

end

end

element



o
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o
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COORDENADAS DOS PONTOS
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o
o
oo
o
oe

coordenadas em X

o
o

0;

1xaux

ndivx+1

=1

for i

ndivy+1

=1

for j

’

ex + 1

ex

end

= ndivx && i>1

elseif i <

1xt (e)+1lxaux;

1xaux
for j

ndivy+1

=1

Xxx (ex)=1xaux;
ex + 1

ex

’

end

e=e+t+l;

else

ndivy+1

=1

for j

’

1xt (e)+1lxaux

XX (ex)

’

ex +1

ex

end

end

end

coordenadas em y

o
°

o~

ey

ndivx+1

=1

for i



end

XX
Yy

lya

els

els

ey
e:
lya

vy (

end

ux = 0;
for j = l:ndivy

yy (ey) = lyaux;

lyaux = 1lyt (e)t+lyaux;
e = e + 1;

ey = ey + 1;

end

vy (ey) = lyaux;

eif 1 <= ndivx && i>1
e = 1;

lyaux = 0;

ey = ey + 1;
for j = l:ndivy

yy(ey) = lyaux;
lyaux = lyt(e)+lyaux;
e =e¢e + 1;
ey = ey + 1;

end

vy (ey) = lyaux;

e

= ey +1;

1;

ux = 0;

for j = l:ndivy
yy(ey) = lyaux;
lyaux = lyt(e)+lyaux;
e =e + 1;
ey = ey + 1;

end

ey) = lyaux;

% vector com as coordenadas
% vector com as coordenadas

nodais
nodais

em x
em y
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o
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Carga unif distribuida para cada elemento
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$vector com a carga distribuida em cada

zeros (nelem, 1) ;
%elemento finito

Pelememt

vector com a area de influencia de cada EF

o
°

r

zeros (nelem, 1)

Ainf

1;

eee

ndivx+1

1

for i

ndivy

=1

for j

1xt (i) /2

Ainf (eee, 1)

= eee+l;

eee

end

= ndivx && i>1

elseif 1 <

ndivy

=1

for j

= 1xt(i)/2+1xt(1i-1)/2;

Ainf (eee, 1)

= eee+l;

eee

end

else

ndivy

=1

for j

1xt(i-1)/2;

Ainf (eee, 1)

= eee+l;

eee

end

end

end

ndivy+1

=1

for i

ndivx

=1

for j



Ainf (eee,l) = 1lyt(i)/2;
eee = eeetl;

end
elseif i <= ndivy && i>1
for j = l:ndivx

Ainf (eee,1l) = 1lyt(i)/2+1lyt(i-1)/2;
eee = eeetl;

end
else
for j = l:ndivx
Ainf (eee,1l) = 1lyt(i-1)/2;
eee = eeetl;
end
end

end

Pelement = Ainf*Parea/2

©9000900000000090000000009000000000000000000000000000000000000090090000
OCOO0DO0OOOO0OOOO0OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO0OOO0OOO0OOO0O0OOO0OOOOOOOODOOOOOOOOO©OO™©
00000000000 Z o 00000000000
3%5%5%%%5%5%5%%% Calculo da rigidez e vector de forcas 3%5%%%%5%5%5%5%%
0 0000000000000 00000000000000000000 000000000000000000000000000000

% iniciacdo das matrizes

numnode=length (xx) ; $ numero de nds
numelem=size (element, 1) ;

U=zeros (3*numnode, 1) ;
f=zeros (3*numnode, 1) ;
K=zeros (3*numnode, 3*numnode) ;

for e=1:numelem
index=element (e, :); %nds do elemento
%gdls respectivos do elemento
indexB=[ (index(1l)-1)*3+1 (index(1l)-1)*3+2 (index(1l)-1)*3+3
(index (2)-1) *3+1 (index (2)-1)*3+2 (index (2)-1)*3+3];
xa=xxX (index (2) ) -xx (index (1)) ;
ya=yy (index (2))-yy (index (1)) ;
L=sqgrt (xa*xatya*vya); $comprimento do EF
C=xa/L;
S=ya/L;



wl = 12*E*I/ (L*L*L);
w2 = 6*E*I/ (L*L);

w3 = G*J/L;

w4 = 4*E*I/L;

wh = 2*E*I/L;

k= ([wl Ow2 -wl Ow2 ; O0w3 0O0 -w3 0 ; matriz de rigidez
w2 0 wd -w2 0 wS ; -wl 0 —-w2 wl O -w2 ; $local

0 -w3 0 0w3 0 ; w2 0 wS -w2 0 wd];

R=[100000;0CSO0O0O0; O0-SCO0QO0O0 ;%matriz de rotacao
000100;000O0OCS; 00O0O0-=-5<cCI;

kr = R'*k*R; % matriz de rigidez nos eixos globais
P = Pelement(e,1); % carga do EF

fe=-(P*L/12)*[6 0 L 6 0 -L]'; % vector das cargas local
fr = R'*fe; % vector das cargas nos eixos globais
% Assemblagem na matriz de rigidez e no vector das cargas

K (indexB, indexB) =K (indexB, indexB) +kr;
f(indexB,1) = f(indexB,1l)+fr;

end

0000000000000 000000000999000000099900000090000000099000909099203300
6000000000000 0600000606000000606000006060000060606000600606060000060600006606000606060670
9009000000000 990900000000 0000
5000000006000 Graus de liberdade restrll’lgldos 5000000000600 06070
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

e = 1;

for i = l:ndivy+1l
lofs(e) = 1i;
e =e + 1;

end

for i = l:ndivy+1l
lofs(e) = ndivx* (ndivy+1l)+i;
e =e + 1;

end

for 1 = 1l:ndivx-1
lofs(e) = (ndivy+1l)*(i)+1;
e = e +1;

end

for 1 = l:ndivx-1

lofs(e) = (ndivy+1l)*(1i)+1l+ndivy;
e = e +1;
end

lofs $vector com os nds restringidos



dofs = (lofs-1)*3+1 $vector com os gdl restringidos

activos=setdiff ([l:3*numnode]', [dofs]);

U=K (activos,activos) \f (activos) ;
Ul=zeros (3*numnode, 1) ;
Ul (activos)=U;

disp('deslocamentos ')
U=0U1

disp('reaccoes ")
F=K*U-f

for e = l:numelem
index=element (e, :); %ndés do elemento
%gdls respectivos do elemento
indexB = [ (index(1l)-1)*3+1 (index(1l)-1)*3+2 (index(1l)-1)*3+3
(index (2)-1)*3+1 (index(2)-1)*3+2 (index(2)-1)*3+3];

Xa = xx(index (2))-xx(index (1)) ;

ya = yy(index(2))-yy(index (1)) ;

L = sqrt(xa”2+ya"2); $comprimento do EF
C = xa/L;

S = ya/L;

wl = 12*E*I/(L"3);
w2 = 6*E*I/(L"2);
G*J/L;

w4 = 4*E*I/L;

wh = 2*E*I/L;

=
w
Il

-
Il

[wl 0 w2 -wl 0 w2 ; 0 w3 0 0 -w3 0 ; % matriz de rigidez
w2 0 wd -w2 0 wh ; -wl 0 -w2 wl 0 -w2 ; % local
0 -w3 00 w3 0 ; w2 0 wb -w2 0 wd];

R=[10000O0; O0CSO0OO0O0; 0-SsCO0OQO0GO0; %matriz de rotacao
0o0010O0;00O0O0CS]; 00O O0-=-s<cC];

%Calculo do vector de carga para carga uniformemente distribuida
P = Pelement (e, 1l);
fe=-(P*L/12)*[6 0 L 6 0 -L]';

)

% Forca nos elementos finitos
Fe = k*R*U(indexB) ;



EF(:,e) = Fe-fe;
end

disp('forcas nos elementos')
EF;

5555555555555 %%5%5%55%5%55%5%%555%%55%5%5%5%555%%55%5%5%555%5%5%5%5%%555%%5%5%5%5%5%555%5%5%%%
35%%%%5%%%% Esforcos internos 5%%%5%5%%%5%%%%
5555555555555 %555%%5%555%555%5%5%555%5%55%5%5%555%%5%5%5%%5%555%5%5%5%5%5%555%5%5%5%%%%%
1=1;
for i=1l:numelem
for j=1:2
V(1)=EF(3*j-2,1); %colhe valor do esf transverso V
if ==
V(1l)=-V(l); S%correccdo do sinal para V positivo
% (atencdo ao referencial do EF! O sinal + do
$esforco transverso deve ser para baixo no nd
%2 do EF)
end
M(l)=EF(3*j,1); %colhe valor do Momento flector M
if j==
M(l)=-M(1l); S%correccdo do sinal para M positivo
% (atencédo ao referencial do EF! O sinal + do
$momento flector deve ser horario no né 1 do
SEF)
end
T(l) = EF(3*j-1,1i); %colhe valor do Momento torsor T
if j==1
T(l)=-T(l); %correccdo do sinal para T positivo
% (atencédo ao referencial do EF! O sinal + do
$momento torsor deve ser no sentido do eixo
$do EF no ndé 2)
End
1=1+1;
end
end

vectores dos esforcos

=< < oe



% verificacdo se existem maximos momentos interiores do EF
pp=1;
for i=l:numelem

index=element (i, :); %nds do elemento

Xa = xxX(index (2))-xx(index (1)) ;
va = yy(index(2))-yy(index (1)) ;
L = sqrt(xa”2+ya™2);

P = Pelement (i, 1);

$verificar se existe variacdo do sinal de V
V0=V (2*i-1);

MO=M (2*1-1) ;

xint=abs (VO/P) ;

if xint<L

Mint=M0+VO0*xint-P* (xint"2)/2;
else

Mint=0;
end

Mf (pp)=M(2*i-1);
Mf (pp+1l)=Mint;
Mf (pp+2)=M(2*1i);
pPp=pp+3;

end

Mf $vector do M com os valores a meio vdao dos elementos

oe

criacdo de uma matriz auxiliar com a distribuicdo dos momentos
flectores em cada elemento finito

o

for j = l:length(lxt)*3+length(lxt)+1
for 1 = l:length(lyt)*3+length(lyt)+1
Mstress (i, j) = NaN;
end
end

ee = 1;
for j = l:length(lxt)+1

e = 0;



for jj = 1l:length(lyt)

Mstress (3*jj-1+e,4* (j-1)+1) = Mf (ee);
Mstress (3*jj+e,4* (J-1)+1) = Mf (ee+l);
Mstress (3*jj+1l+e,4* (j-1)+1) = Mf (ee+2);
ee = ee + 3;
e =e + 1;

end

end
for j = l:length(lyt)+1

e = 0;

for jj = l:length(1lxt)
Mstress (4*(j-1)+1,3*3j-1+e) = Mf (ee);
Mstress (4* (j-1)+1,3*3j+e) = Mf (ee+l);
Mstress (4* (j-1)+1,3*JJ+1+e) = Mf (eet+2);

ee = ee +3;
e =e + 1;
end
end
Mstress S$Matriz com a disposicgdo dos valores de momentos flectores
$nos ndés de extremidade do EF e a meio-vao

Mmax = max (abs (Mf)) %valor do maximo valor em médulo do Mf

end



