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RESUMO

A presente dissertacao, divididaem duas partes, descreve o trabalho desenvolvido no ano letivo
2022/2023. AParte | consiste no relatério de estagio, onde consta a descri¢do das atividades realizadas
no dmbito do estagio pedagdgico. A Parte |l é dedicada a investiga¢do desenvolvidacom um grupo de
alunos da turma de 10.2 ano associada ao estagio.

O trabalho de investigacdo teve como objetivo compreender que papel desempenham as
conexdes matematicas na compreensdo dos alunossobre os conceitos do topico de fungbes. Por forma
a concretizar este objetivo, teve-se em consideracdo as seguintes questdes de investigacdo:

1. Que estratégias usam os alunos narealizacdo de tarefas que envolvemconexdes matematicas
entre diferentes conceitos, processos e representacdes matematicas?

2. Quais os momentos darealizagdo de tarefas com conexdes matematicas nos quais os alunos
manifestam mais dificuldades ou, em contrapartida, mais destreza?

3. De que forma contribuem as conexdes matematicas paraa compreensao dos alunos sobre os
conceitos do tdpico de func¢des e para a manipulagdo dos mesmos?

O estudo assentanuma metodologia de investigacdo qualitativa com cinco estudos de caso. As
técnicas de recolha de dados utilizadas foram a observagao participante, a entrevista semiestruturada
individual, o diario de bordo e a recolha documental.

A investigacdo permitiu concluir que: os alunos recorrem frequentemente ao uso de
representacdes multiplas de uma mesma situacdo matematica ao realizarem tarefas que envolvam
conexdes matematicas; as dificuldades surgem principalmente na realizagdo de generalizagbes e na
componente analitica das resolu¢des; os alunos revelam destreza na transicdo entre diferentes
representagdes de uma situagdo matematica e na interpretacdo de uma a luz das outras; as conexdes
matemadticas contribuem para a dete¢do de erros e para a associa¢gdo de conceitos reais a conceitos

matemadticos que os representam.

Palavras chave: Estagio Pedagdgico, Conex6es Matematicas, Fung¢des, Tarefas Matematicas.
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ABSTRACT

The present dissertation, divided in two parts, reports the developed work in the 2022/2023
school year. Part | consists of the internship report, in which the activities done in the context of the
pedagogical internship are described. Part Il is dedicated to the developed research with a group of
students from the 10th grade class.

The investigation had the main goal of understanding what is the role of mathematical
connexions in the students' learning of the concepts on the topic of functions. To achieve that goal,
the following investigation questions where considered:

1. What strategies do students use when doing mathematical tasks with mathematical
connexions between different mathematical concepts, processes and representations?

2. Inwhich moments do students exhibit more difficulties or dexterity when doing mathematical
tasks with mathematical connexions?

3. How do mathematical connexions add to the students' understanding on the concepts of
functions and on their capacity to handle them?

The study is settled on a qualitative research methodology with five case studies. The data
collection techniques that were used were the participant observation, the individual semi-structured
interview, the logbook and the documental collection.

The research led to the following conclusions: students frequently resort to the use of multiple
representations of the same mathematical situation when doing tasks with mathematical connexions;
the struggles emerge mainly when making generalizations and on the analytical part of the resolutions;
students show dexterity when switching between representations of a mathematical situation and
wheninterpreting one in the light of the others; mathematical connexionsadd to the error detection

and the association between real concepts and the mathematical concepts that represent them.

Keywords: Pedagogical Internship, Mathematical Connexions, Functions, Mathematical Tasks.
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PRIMEIRA PARTE






1. Pratica Pedagdgica Supervisionada

Na primeira parte, encontra-se descrito o modo de funcionamento da pratica
pedagdgica e as acdes desenvolvidas pelo estagiariono ambito da mesma, que decorreu ao
longo do ano letivo de 2022/2023.

O estagidrio acompanhou duas turmas, uma do 10.2 ano de escolaridade (a turma
principal), na qual foi realizado o projeto de investigacdo, e uma do 9.2 ano de escolaridade (a
turma secundaria). No acompanhamento feito a cada uma das turmas, o estagiario foi
supervisionado pelos professores titulares das mesmas, os professores cooperantes. Foram
lecionadas 14 aulas de 45 minutos na turma principal, e 4 aulas de 45 minutos na turma
secunddria. Ap6s a lecionacao de cada aula procedeu-se a um momento de reflexdo que
envolvia o estagidrio, o professor cooperante e os professores da FCT, Anténio Domingos e
Alexandra Rodrigues, sempre que possivel.

Ao longo do ano letivo, o estagidrio desenvolveu atividades diversas. Nomeadamente,
participou nas reunibes gerais de professores, de grupo de recrutamento, de diretores de
turma, de articulagao curricular, de conselho de turma e de pais; realizou, com os professores
cooperantes e com o colega de estagio, reunies de articulacdo de estdgio frequentes (18 no
total); acompanhou o trabalho de Dire¢cdo de Turma; efetuou planos de tema para cada um
dos temas da disciplina de Matematica A, como exemplificado no Anexo 1; contribuiu paraa
elaboracdo de exercicios para os testes e efetuou a correcdo de testes de cinco alunos, por
cada momento de avaliacdo; redigiu as resolucdes e distribuicdes de cotacao, sob aprovacao
do professor cooperante (Anexo 2); e participou, ainda, em atividades extracurriculares.

1.1 Planifica¢Ges das aulas

O nucleo de estagio era constituido pelos professores cooperantes (titulares de cada
uma das turmas acompanhadas), que acompanharam e orientaram a pratica pedagdgica, e
pelos dois estagiarios. No ambito das reuniGes de articulacdo de estagio, o nucleo escolhia,
agendava e, posteriormente, discutia a planificacdo de cada uma das aulas lecionadas. A
escolha das aulas a lecionar tinha subjacente a iniciativa do estagiario. Efetuada a escolha das
aulas, era elaborada uma planificacdo pelo estagiario que ia a discussdo na reunido de
articulacdode estagio (a titulo de exemplo, é possivel consultar uma das planificacdesde aulas
no Anexo 3). Nesta, o grupo refletia sobre os conteudos abordados, a sequéncia dos
momentos das aulas e a(s) metodologia(s) adotada(s). A planificacdo das aulas passava por
este processo o nimero de vezes considerado necessario até que se tratasse unanimemente
de uma planificagdo consistente, adequada aos objetivos e bem enquadrada.

Na planificacdo estavam contemplados os conteldos a lecionar, a sequéncia dos
momentos das aulas, as metodologias a adotar e, ainda, potenciais obstaculos ao bom
funcionamento das aulas, bem como a sua eficacia. Por ultimo, ja depois de lecionadas as



aulas e feita a reflexdo com o professor cooperante (e com os professores da FCT, quando
estiveram presentes) era redigida uma reflexdo escrita.

1.2 Pratica pedagdgica no 10.2 ano

Durante o ano letivo, como ja referido, lecionaram-se 14 aulas, assistidas pelo nicleo
de estagio. No 1.2 periodo, lecionaram-se trés blocos de duas aulas de 45 minutos nos dias 13
de outubro, 7 de novembro e 6 de dezembro, cujos tépicos foram, respetivamente: a equacao
cartesiana da mediatriz de um segmento de reta; a relagao entre o vetor diretor e o declive
de uma reta e arelacdo entre o paralelismo de retas e a igualdade do declive; e, por ultimo, a
equacdo vetorial e as equacfes paramétricas da reta no espaco. No 2.2 periodo, lecionaram-
se trés blocos de duas aulas de 45 minutos nos dias 2 de fevereiroe 6 e 9 de margo, cujos
tépicos foram, respetivamente: reflexdes e simetrias em graficos de funcdes; a funcdo
quadratica em contextos reais; e, por fim, a funcdo mddulo. Quanto ao 3.2 periodo, foi
lecionado um bloco de duas aulas de 45 minutos a 22 de maio, cujo tépico abordado foi a
resolucdo de exercicios e problemas sobre fungdes com a utilizacdo da calculadora grafica
(Anexo 4).

A turma é caracterizada por uma atitude coletiva de serenidade, por vezes chegando
a apatia. No entanto, quando é fomentado o trabalho a pares, a grande maioria responde e,
independentemente do resultado, ha um esforgo generalizado para ultrapassar os obstaculos,
salva excec¢Ges pontuais. O aproveitamento global da turma é mediano, havendo grandes
concentracdes de alunos com classificacdes bastante elevadas e outras francamente baixas.
Esta ultima realidade deve-se ao desenquadramento de alguns alunos. De resto, é um grupo
unido, sentindo-se um espirito coletivista e de interajuda.

1.2.1 Aulas de 13 de outubro

As aulas de 13 de outubro centraram-se na equacado cartesiana da mediatriz de um
segmento de reta. Segue-se um resumo da planificacdo das aulas (Tabela 1).

Tabela 1 — Resumo da planificagdo das aulas de 13 de outubro

Tema e Topico Geometria Analitica no Plano: Condigdes e conjuntos
Sumario Equacdo cartesiana da mediatriz de um segmento de reta.
o Reconhecer o significado da equacdo da mediatriz de um
Objetivos (AEs)
segmento de reta.
Recursos Manual.




Esclarecimento de duvidas do TPC;

Contextualizagao sobre a mediatrizde um segmento de reta
recorrendo ao seu significado geométrico;

Exemplos de mediatrizes simples que nao exijam o calculo
direto. Nomeadamente, mediatriz de pontos que partilhem
uma das coordenadas ((1,2) e (3,2): x = 2, reta vertical) e
Momentos das aulas | mediatriz de pontos cujas coordenadas sdo simétricas
((=2,2)e (2,—2): y = x, bissetriz dos quadrantes impares);

Exposicdo da férmula da equacdo cartesiana da mediatriz de
um segmento de reta (estabelecendo a ponte com o
significado geométrico, o facto de ser a reta equidistante a
dois pontos, traduz-se numa igualdade de distancias);

Resolucdo de exercicios de aplicacdo.

As aulas foram de carater expositivo, apelando a
participacdo ativa e recorrente dos alunos;

A nivel de conceitos, procurou-se estabelecer pontes com
conhecimentos previamente adquiridos e fornecer varias
lentes sobre as quais os alunos podem encarar os novos

Metodologia adotada ,
conteudos;

Os alunos foram encorajados a resolver os exercicios
autonomamente ou com o colega de carteira e, ainda, a
partilhar as suas resolu¢des no quadro, de modo a gerar um
ambiente de reflexdo coletiva.

Reflexao

Apds a lecionacdo destas aulas, constatou-se que a preparacao foi pouco profunda.
Nao tanto quanto a sequéncia e organizacdao dos momentos das aulas, mas sim na auséncia
do exercicio mental de imaginar as aulas em concreto, o que conduziu a situa¢cdes que
requerem melhoria.

A primeira situacdo prende-se com um dos exercicios contemplados no TPC. Era um
exerciciocom uma subtileza que escapou ao estagiarioaquando do esclarecimentode duvidas
e que carecia de uma revisao dos exercicios anterior a lecionagdo das aulas. Outro ponto que
pediu aperfeicoamento foi a gestdo de tempo, tanto a nivel de planeamento como a nivel de
monitorizacdo. A intervencdo do professor cooperante, no sentido de sugerir que se
avangasse para o seguinte momento, impediu que o esclarecimento de duvidas se alongasse
por muitos minutos, o que foi benéfico pois este levaria a perda de tempo indispensavel a



eficdcia e bom funcionamento das aulas. Por ultimo, segue-se a organizacao do quadro, onde
faltou adotar a perspetiva do aluno, no sentido de tornar clara a estruturacdo dos conceitos.
Em particular, falhou a enumeracdo dos exemplos dados e o realce de aspetos importantes
como a designacao de conceitos novos e o recurso a técnicas matematicas que sdao novidade
para o aluno (em particular, o recurso a um ponto genérico). Um aspeto que ndo foi tido em
consideragao e que passou a ser algo com muita relevancia depois destas aulas foi a gestdo a
fazer entre o esclarecimento de duvidas individual e o progresso das aulas no geral.
Independentemente dos percalgos, sente-se que os alunos responderam bem, empenhando-
se ao longo das aulas.

Esta experiéncia trouxe lucidez e compreensao no que toca a gestdo de tempo, a boa
organizacdo do quadro e a gestdo dos momentos de esclarecimento de duvidas. Ganhou-se,
desta forma: uma abordagem mais focada na perspetiva do aluno no momento do
planeamento das aulas; uma no¢dao de como gerir o tempo disponivel face aos momentos das
aulas pensados; e, por fim, uma atitude de selecdo critica nos momentos de esclarecimento
de duvidas.

1.2.2 Aulas de 7 de novembro

As aulas de 7 de novembro centraram-se na equacdo vetorial de uma reta. Segue-se
um resumo da planificacdo das aulas (Tabela 2).

Tabela 2 — Resumo da planificagdo das aulas de 7 de novembro

Tema e Topico Calculo vetorial no plano

Sumdrio Equacdo vetorial de uma reta.

Relacdoentre as coordenadas de um vetor diretor e o declive

da reta; Paralelismo de retas e igualdade do declive.
Objetivos (AEs)
Reconhecer o significado e aplicar na resolu¢dao de proble-

mas a equagao vetorial de uma reta no plano.

Recursos Manual.

Esclarecimento de duvidas do TPC;

Exposicdo sobre o conceito de vetor diretor (estabelecendo
Momentos das aulas | @ relagdo entre este e o declive de uma reta);

Resolucdo de exercicios de aplicacdo;

Exposicdo da propriedade do paralelismo de retas (a partilha




do valor do declive);

Exposicdo sobre a equacdo vetorial de uma reta (nogdo
intuitiva partindo de varios pontos obtidos partindo de um
ponto A pertencente a reta e da sua adigdo com multiplos do
vetor diretor da reta; posterior formalizacdo do conceito)

Resolucao de exercicios de aplicacdao (nos quais se fez a
introducdo natural do sistema de equac¢bes paramétricas de
uma reta).

As aulas foram de carater expositivo, apelando a
participacdo ativa e recorrente dos alunos;

A nivel de conceitos, procurou-se estabelecer pontes com
conhecimentos previamente adquiridos e fornecer varias
lentes sobre as quais os alunos podem encarar os novos

Metodologia adotada ,
conteudos;

Os alunos foram encorajados a resolver os exercicios
autonomamente ou com o colega de carteira e, ainda, a
partilhar as suas resolugdes no quadro, de modo a gerar um
ambiente de reflexdo coletiva.

Reflexao

Nao foi possivel cumprir a planificacdo. Porém, os ajustes feitos no decorrer das aulas
consideraram-se adequados, mantendo a coeréncia das mesmas, bem como o seu fio
condutor. Sentiu-se haver melhorias a fazer no tocante a parte meramente matematica: a
nivel de notacdo (em operagdes com pontos e/ou vetores) e a nivel de terminologia (ao ter-
se designado, erroneamente, as coordenadas de um vetor por abcissa e ordenada). A
inconsisténcia relativamente aos conceitos matemadticos pode desorientar os alunos no
momento da compreensdao dos mesmos, tornando a aprendizagem menos fluida do que o
pretendido, pelo que este é um aspeto a ter em atencao.

Um outro pormenor a atentar foi o TPC atribuido aos alunos. Tinha sido estipulado a
priori um conjunto de exercicios que, em parte, pressuponham a introducdo de um conceito
(o sistema de equac¢Bes paramétricas da reta). Uma vez que este conceito acabou por ndo ser
introduzido, devido ao alongamento de outros momentos das aulas, realcou-se a importancia
de reajustar os conteldos do TPC previamente estipulado de modo a que estes estejam

circunscritos aos conteudos abordados em aula.
Refletindo de um ponto de vista evolutivo, verificaram-se aspetos positivos, nomeadamente,

na organizacao do quadro e no planeamento mais minucioso e atento.



Por ultimo, relativamente aos exemplos e exercicios pensados para usar em aula, estes
nao tiveram o efeito desejado. Ainda que parecessem adequados no momento do
planeamento, o Exercicio 31 (Figura 1.1) e o Exemplo 11 (Figura 1.2) ndo desempenharam o
papel pretendido: ilustrar e consolidar conceitos e relagdes entre estes.

b) y
Nas figuras seguintes,
representam-se planos 1
munidos de referenciais
o.n. xOy e, em cada um = >
deles, uma reta e 0s respetivos
pontos de interse¢ao com -1 EXEMPLO 11
o0s eixos coordenados. Uma equagio vetorial da reta que passa pelo ponto A(—1, 4) e tem
a dire¢@o do vetor (2, 1) é

(5, y) = (1,4 + k2,1),kER
e uma equacao vetorial da reta paralela a esta que passa pelo ponto
a) % B (4,0), porque tem a diregio de u, &
(x,y) = 4,0+ k2,1, k=R

w4

Determine a equagao
reduzida da reta. c) ¥

Figura 1.2 — Exemplo 11 do manual Dimensdes
(Negra et al., 2015a, p. 61)

) (4] x 4] 2‘\‘:

Figura 1.1 —Exercicio 31 do manual Dimensées
(Negra et al., 2015a, p. 57)

Num cendrio hipotético no qual fosse possivel repetir as aulas, seriam postos de parte
o exemplo e o exercicio acima, sendo possivel dedicar mais tempo a realizacdo de outros
exercicios.

1.2.3 Aulas de 6 de dezembro

As aulas de 6 de dezembro centraram-se na equacao vetorial da reta no espaco. Segue-
se um resumo da planificacdo das aulas (Tabela 3).

Tabela 3 — Resumo da planificagdo das aulas de 6 de dezembro

Tema e Tépico Calculo vetorial no espago

L. Equacdo vetorial da reta no espaco; Sistema de equacdes
Sumario o
paramétricas da reta no espaco.

o Reconhecer o significado da equacdo vetorial da reta no
Objetivos (AEs) espaco

Recursos Manual.




Esclarecimento de duvidas do TPC;

Exposicdo sobre a equacdo vetorial da reta no espaco e o
Momentos das aulas | respetivo sistema de equacdes paramétricas (generalizacdo
natural do caso do plano);

Resolucdo de exercicios de aplicacao.

As aulas foram de carater expositivo, apelando a
participacao ativa e recorrente dos alunos;

A nivel de conceitos, procurou-se estabelecer pontes com
conhecimentos previamente adquiridos e fornecer varias
lentes sobre as quais os alunos podem encarar os novos

Metodologia adotada .
conteudos;

Os alunos foram encorajados a resolver os exercicios
autonomamente ou com o colega de carteira e, ainda, a
partilhar as suas resolu¢des no quadro, de modo a gerar um
ambiente de reflexao coletiva.

Reflexao

As aulas decorreram bem, tanto a nivel da gestao de tempo, como na colaboragao por
parte dos alunos, que trabalharam ao longo das aulas.

Ha a apontar alguns lapsos na resolugao dos exercicios do TPC nos quais havia duvidas.
Tratou-se, essencialmente, de erros de transcricdo e ndo se sente que tenham perturbado a
compreensdao dos alunos, nem o funcionamento das aulas. No entanto, é algo a evitar, no
sentido de prevenir fragilidades na aprendizagem dos alunos.

Relativamente a uma das dificuldades que se previam e que se confirmaram, o
paralelismo de retas no espaco, conclui-se que uma estratégia mais eficaz seria a de abordar
o0 assunto apds a generalizacdo da equacao vetorial da reta e do sistema de equacdes
paramétricas. E uma nota rapida de se fazer e poderd elucidar os alunos numa fase mais
precoce, o que é positivo.

1.2.4 Aulas de 2 de fevereiro

As aulas de 2 de fevereiro centraram-se nas reflexdes e simetrias em graficos de
fungdes. Segue-se um resumo da planificacdo das aulas (Tabela 4).

Tabela 4 — Resumo da planificagdo das aulas de 2 de fevereiro

Fungbes reais de varidvel real: Reflexdes e graficos de

Tema e Topico N
fungdes




Sumario

Reflexdes e simetrias em graficos de fun¢des; Relagcbes entre
o graficode uma fungdo e os graficos das fungdes —f(x) e

f(=x).

Objetivos (AEs)

Reconhecer e interpretar graficamente a relagdao entre o
grafico de uma fungdo e os graficos das fungdes af(x),
f(bx), f(x+c)ef(x)+d, a,b, cednimeros reais,aeb
nao nulos e usa-las na resolucdo de problemas e em
contextos de modelagao.

Recursos

Manual; Calculadora grafica.

Momentos das aulas

Esclarecimento de duvidas do TPC;

Breve recapitulagdo das transformacbes de funcoes
previamente estudadas (translagGes verticais e horizontais e
homotetias verticais e horizontais);

Recurso a uma fungdo f em particular, bem como ao seu
grafico, para ilustrar de forma intuitiva e visual a que
transformacdes correspondem os grdaficos das fungdes

—f(x) e f(=x);
Generalizacao e formalizagdo dos conceitos;

Realizacdo de uma atividade com recurso a calculadora
grafica (Anexo 5).

Metodologia adotada

Estas aulas foram assistidas pelos professores da FCT, os
professores Alexandra Rodrigues e Anténio Domingos.

As aulas foram parcialmente de carater expositivo, apelando
a participacdo ativa e recorrente dos alunos, e de carater
exploratério no momento da realizagdo da atividade;

A nivel de conceitos, procurou-se estabelecer pontes com
conhecimentos previamente adquiridos e fornecer varias
lentes sobre as quais os alunos podem encarar os novos
conteudos;

Os alunos foram encorajados a resolver os exercicios
autonomamente ou com o colega de carteira e, ainda, a
partilhar as suas resolugdes no quadro, de modo a gerar um
ambiente de reflexao coletiva.
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Reflexao

As aulas funcionaram bem na sua generalidade. Os alunos envolveram-se e, apesar de
alguma agitacdo na segunda parte das aulas, esta ndo comprometeu a produtividade dos
mesmos.

Entre os aspetos positivos, verificou-se uma evolugdo na logistica das aulas, mais
especificamente no encadeamento dos diferentes momentos, bem como na gestao temporal,
0 que possibilitou instaurar a dinamica pretendida. Sentiu-se, também, um a vontade
crescente do professor estagiario com o quadro que ndo se tinha manifestado nas aulas
anteriores. A comunicacdo com os alunos, ainda que esteja muito dependente da colaboracdo
dos mesmos, foi outro aspeto positivo.

Havendo a possibilidade de se repetir estas aulas, seria dada uma maior énfase na
introducdo da tarefa final. Despender-se-ia do tempo necessdrio para dar as indicacdes
necessarias para a realizacdo da tarefa, uma vez que a distribuicdo dos enunciados sem fazer
qualquer mencgao prévia instaurou burburinho e desorientacdo que, ndo sé prejudicaram o
momento das aulas que estava a decorrer (a realizagao do Exercicio 33 (Figura 1.3)), como
também a atividade que se seguiu.

A figura seguinte representa
parte do gréfico de uma
fungdo .

Represente graficamente
as fungdes definidas por:

a) f(x) = —h(x)
b) g(x) = —h(x) + 2
c) tx) = —h(x — 2)
d) i(x) = —h(2x)

Figura 1.3 — Exercicio 33 do manual Dimensdes
(Negra et al., 2015b, p. 45)

A nivel das dificuldades sentidas, a busca pelo equilibrio entre o rigor matematicoe a
acessibilidade da linguagem matematica trouxe alguns desafios. A notagdo usada para a
fungdo definida por f(—x), mais especificamente, p*(x), foi infeliz. Esta notagdo dificultou a

apreensdo do conceito matematico por parte dos alunos, sendo algoa reter parauma préxima
vez.
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1.2.5 Aulas de 6 de margo

As aulas de 6 de margo centraram-se na aplicacdo de uma tarefa sobre a fungao
quadratica em contextos semirreais. Segue-se um resumo da planificacdo das aulas (Tabela
5).

Tabela 5 — Resumo da planificagdo das aulas de 6 de margo

Tema e Topico Fungdes reais de variavel real: Fungao quadratica

Reflexdes e simetrias em graficos de fun¢des; Relagcbes entre
Sumdrio o graficode uma fungdo e os graficos das fungdes —f(x) e

f(=%).

Reconhecer e interpretar graficamente a relacdo entre o

grafico de uma fungdo e os graficos das fungdes af(x),
Objetivos (AEs) f(bx),f(x+c)ef(x)+d, a, b, cednimeros reais,aeb
ndo nulos e usa-las na resolucdo de problemas e em
contextos de modelagao.

Recursos Manual; Calculadora gréfica (facultativo).

Aplicacdo de uma tarefa para a recolha de dados a realizar

Momentos das aulas | N° ambito da investigacdo presente no relatorio de estagio.

Esclarecimento de duvidas do TPC e realizacdo de exercicios.

As aulas cingiram-se a realizacdo autonoma da tarefa acima
referida por parte dos alunos. Uma vez que a tarefa estava
enquadrada no projeto de investigacdo, o professor
Metodologia adotada | estagiario adotou o papel de observador participante,
optando por esclarecer duvidas que pusessem em causa a
recolha de dados, abstendo-se de fazer o mesmo para os
conceitos matematicos.

Reflexao

As aulas cingiram-se a realizagcdo de uma tarefa, que durou os noventa minutos das
aulas, ndo havendo oportunidade para o esclarecimentode dividas e realizacdodos exercicios
agendados, que foram adiados para as aulas seguintes.

No que toca ao funcionamento das aulas, os alunos levaram mais tempo na resolucao
de alguns problemas do que se tinha antecipado. Além disso, houve mais troca de impressdes
entre os alunos do que se previa, pelo que as caracteristicas das aulas divergiam do que se
antevia, havendo algum burburinho de fundo. Porém, considerou-se que esta realidade nao
comprometeu nem a realizagdo da tarefa nem o aproveitamento dos alunos.
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1.2.6 Aulas de 9 de marc¢o

As aulas de 9 de marco centraram-se na funcdo maodulo. Segue-se um resumo da
planificacdo das aulas (Tabela 6).

Tabela 6 — Resumo da planificagdo das aulas de 9 de margo

o Estudo de fungdes elementares e operacdes algébricas com
Tema e Tépico N N ,
fungdes: Funcdo maddulo

Sumdrio Funcdo moddulo; Resolucdo de condicdes com maodulos.

Reconhecer, interpretar e representar graficamente fungées
Objetivos (AEs) definidas por ramos e a fungao moddulo e usa-los na
resolucdo de problemas e em contextos de modelacao.

Recursos Manual; Calculadora grafica.

Esclarecimento de duvidas do TPC;

Breve mencdo sobre as fungdes definidas por ramos
introduzidas nas aulas anteriores, visando ao
estabelecimento de uma ponte natural com o caso particular
da fungcdo maddulo;

Apresentacdo do conceito de mddulo sob duas perspetivas:
uma operacao que devolve o valor absoluto do nimero em
causa e a distancia desse niUmero a origem da reta real;

Generalizacdo para um numero real genérico a, com o
Momentos das aulas o a0 p A & B "
objetivo de obter intuitivamente a expressdo que designar-

se-a por funcdao maodulo;
Formalizacdo do conceito de fungdo mddulo;

Realizacdo de exercicios de aplicagdo com vista a introdugao
de ferramentas e procedimentos matematicos: a resolugao
de equac¢Bes com maddulos e a resolucdo de inequagcbes com
modulos (recurso a resolugcdo grafica com auxilio da
calculadora, para motivar a posterior transposi¢cao para a
resolucdo analitica).
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Estas auls foram assistidas pelos professores da FCT, os
professores Alexandra Rodrigues e Anténio Domingos.

As aulas foram parcialmente de carater expositivo, apelando
a participacdo ativa e recorrente dos alunos, e de cardter
exploratdrio no momento da realizacao da tarefa;

A nivel de conceitos, procurou-se estabelecer pontes com
Metodologia adotada | conhecimentos previamente adquiridos e fornecer varias
lentes sobre as quais os alunos podem encarar os novos
conteudos;

Os alunos foram encorajados a resolver os exercicios
autonomamente ou com o colega de carteira e, ainda, a
partilhar as suas resolu¢des no quadro, de modo a gerar um
ambiente de reflexao coletiva.

Reflexao

Na generalidade, asaulas ndo decorreram conforme o pretendido. Ainda que a matéria
tenha sido lecionada, que o primeiro terco das aulas tenha sido produtivo e que parte da
turma tenha tirado partido da mesma, sente-se que ndo se cumpriu com os objetivos.

O ponto de rutura deu-se na exposicdo da resolucdo de equacdes que envolvem
madulos. Em termos praticos, ndo ajudou ter-se partido de imediato do caso geral com um
nuimero real a eum d > 0 quaisquer. Esta abordagem criou confusdo, ndo s6 na compressao
dos alunos, como na dinamica das aulas. Apesar de se ter partido para um exemplo pratico na
tentativa de colmatar a ineficacia do caso geral, ndo foi possivel instaurar um ambiente calmo,
atribuindo-se esta situacdo a falta de assertividade num momento em que era importante
dominar a aula e redirecionar a mesma.

Este ponto de rutura levou a necessidade de suprimir partes das aulas que estavam
previstas, nomeadamente o uso da calculadora grafica e do projetor. Considera-se que foi
tomada a decisdo acertada, uma vez que se tratam de atividades nas quais os alunos tém mais
liberdade, promovendo naturalmente algum burburinho. Tal ndo seria favoravel atendendo
ao estado agitado da turma. Por outro lado, a supressao feita mudou drasticamente as
caracteristicas pensadas para as aulas, que passaram, deste modo, a estar mais centradas nao
sé no quadro, como no professor.

Sente-se que foi enriquecedor experienciar as consequéncias que a imprevisibilidade
das dificuldades que um conceito acarreta tem na dindmica de uma aula. Constatou-se que a
exposicao relativa a resolucdo de equagdes com méddulos seria um momento fulcral a ter em
atencdo. Uma potencial solucdo seria recorrer-se a um exemplo pratico na resolucdo de
equagdes com modulos e ser-se mais assertivo para com a turma no momento em que as
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aulas estavam a tomar caracteristicas indesejaveis. N3ao obstante, constata-se que as
alteracdes feitas no decorrer das aulas foram adequadas a maximizacdo possivel do
aproveitamento dos alunos.

1.2.7 Aulas de 22 de maio

As aulas de 22 de maio cingiram-se a realizacdo de uma ficha de fungdes com uso da
calculadora grafica (Anexo 4). Segue-se um resumo da planificacdo das aulas (Tabela 7).

Tabela 7 — Resumo da planificagdo das aulas de 22 de maio

Estudo de fungdes elementares e operacoes algébricas com

Tema e Topico N ~ .
P fungdes: Fungao maodulo

Realizagao de uma ficha de fungdes com uso da calculadora

Sumario -
grafica.
Tirar partido da utilizagdao da tecnologia nomeadamente
para experimentar (...), comunicar (...).
Objetivos (AEs) Utilizar a tecnologia para fazer verificacGes e resolver
problemas numericamente (...)
Utilizar a tecnologia grafica (...) no estudo de funcgdes (...).
Recursos Calculadora grafica.

Esclarecimento de duvidas do TPC;

Momentos das aulas | Realizagdo de uma ficha de funcdes com uso da calculadora
grafica.

No momento daimplementacdo da ficha de fungcdes com uso
de calculadora gréfica, é necessario apoiar os alunos,
procurando um equilibrio entre a liberdade dada aos
. mesmos na resolucdo dos exercicios e problema e a
Metodologia adotada o - . -

monitorizagao para que a atividade seja benéfica. Nesse
sentido, deve-se prestar auxilio aos alunos que tenham
dificuldades procedimentais relativas ao uso da calculadora

e concetuais no que toca aos conteldos da disciplina.

Reflexao

As aulas decorreram conforme o esperado. Os alunos empenharam-se na realizacdo
das varias questdes contidas na ficha e foi possivel que estes explorassem os conceitos
matematicos e a técnicas matematicas subjacentes as mesmas.
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Mediante o funcionamento natural das aulas, ndo foi possivel realizar a dltima questdo
da ficha. No entanto, considera-se ter sido benéfico que os alunos dispusessem de maistempo
para explorarem ao maximo as questdes realizadas e para redigirem resolu¢des completas e
bem fundamentadas.

Desta forma, foram cumpridos os objetivos previamente estipulados para as aulas e
estas foram ao encontro das competéncias que se pretendia desenvolver.

1.3 Pratica pedagdgica no 9.2 ano

Durante o ano letivo, lecionaram-se 4 aulas de 45 minutos, assistidas pelo professor
cooperante da turma secundaria (do 9.2 ano) e pelo colega de estagio. As 4 aulas foram
lecionadas no 2.2 periodo, nos dias 21 e 28 de margo (um bloco de duas aulas por dia), tendo
como tépico principal a proporcionalidade inversa.

A turma era constituida por 19 alunos. O ambiente era de alguma agitacdo que era,
ainda assim, rapidamente controlada pelo professor cooperante. O aproveitamento da turma
era muito baixo. Ndao obstante, era possivel criar um ambiente de trabalho com a turma,
independentemente de se tratar de uma aula de natureza mais cldssica ou, em oposicao, mais
inovadora.

1.3.1 Aulas de 21 de mar¢o

As aulas de 21 de marco centraram-se no conceito de proporcionalidade inversa.
Segue-se um resumo da planificacdo das aulas (Tabela 7).

Tabela 7 — Resumo da planificagdo das aulas de 21 de margo

Tema e Topico Fungdes: Funcdo de proporcionalidade inversa

Sumario Revisdes sobre a fungao afim; Proporcionalidade inversa.

Representar e interpretar graficamente uma funcao
(incluindo a de proporcionalidade inversa e a do tipo

Objetivos (AEs) 5 ] . o
y =ax*“, a #0), e relacionar a representagao graficacom a
algébrica e reciprocamente.

Recursos Manual. Ficha de suporte a uma atividade pratica.

Revisdo sobre os diferentes casos de fungdo afim: constante,
Momentos das aulas

linear e geral (com énfase na funcdo linear, de

16



proporcionalidade direta, para estabelecer a ponte com o
novo conceito);

Exemplos praticos visando aintrodugdo natural e intuitiva ao
conceito de relacdo de proporcionalidade inversa;

Atividade pratica exploratéria (Anexo 6), na qual os alunos
descobrem por si préprios o comportamento de uma relagao
de proporcionalidade inversa, bem como a forma da
representacdo grafica de uma funcdo de proporcionalidade
inversa;

Generalizacdo e formalizacdo do conceito de fungdo de
proporcionalidade inversa no quadro.

As aulas foram de cardter exploratério quase na totalidade,
pelo que o professor estagiario circulou pelos diferentes
Metodologia adotada | grupos durante a realizagao da atividade pratica, tirando as
dividas pertinentes que n3o comprometessem a
aprendizagem dos alunos.

Reflexao

As aulas decorreram conforme o expectdvel. Grande parte dos alunos esteve
envolvida, tanto no momento de exposi¢do, como no da realizagdo da atividade.

A turma beneficiaria se tivesse havido maistempo para o momento final da segunda
aula, quando foi feita a generalizacdo do conceito, mas considera-se ter havido mais
vantagens ao permitir que os alunos despendessem do tempo necessario para a resolucdo da
tarefa na sua integra.

1.3.2 Aulas de 28 de mar¢o

As aulas de 28 de marc¢o centraram-se, novamente, no conceito de proporcionalidade
inversa, desta vez focando-se na resolucdo de exercicios e/ou problemas. Segue-se um
resumo da planificacdo das aulas (Tabela 8).

Tabela 8 — Resumo da planificagdo das aulas de 28 de margo

Tema e Topico Fungdes: Funcdo de proporcionalidade inversa

Sumdrio Resolucdo de exercicios.
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Representar e interpretar graficamente uma fungdo
(incluindo a de proporcionalidade inversa e a do tipo

Objetivos (AEs) ) . B o
y =ax*, a #0), erelacionar a representacdo grafica com a
algébrica e reciprocamente.

Recursos Manual.

Recordar a expressdo de uma fung¢do de proporcionalidade
inversa (salientando a constante de proporcionalidade e o

Momentos das aulas seu significado);

Resolugdo de exercicios.

As aulas centraram-se quase na totalidade na resolucao de
exercicios na carteira, autonomamente ou com o colega,
Metodologia adotada | pelo que o professor estagiario encontrou-se,
intermitentemente, a circular pela sala a esclarecer duvidas
ou no quadro a apresentar resolucodes.

Reflexao

As aulas decorreram num ambiente calmo e os alunos trabalharam, ultrapassando as
expetativas, principalmente no que concerne aos alunos que revelavam menos empenho nas
aulas da disciplina. Constatou-se que a metodologia, ainda que tenha assentado numa
abordagem classica (comecando com uma curta revisdo do conceito alvo de estudo e
passando posteriormente a realizagao de exercicios) foi eficaz.

Numa hipotética repeticdo das aulas, tentar-se-ia expor algumas das resolucées dos
exerciciosrealizadas pelos alunos, solicitando que estes fossem ao quadro, no sentido de criar
um ambiente de reflexdo e discussdo construtiva que abarcasse toda a turma. Ainda que esta
estratégia conduzisse a uma redugao do numero de exercicios realizados, pensa-se que traria

vantagens.

1.4 Pratica nao letiva

Na presente seccdo, sdo descritas as atividades ndo letivas nas quais o professor
estagidrio participou ao longo do ano letivo.

1.4.1 XLI Olimpiadas Portuguesas da Matemdtica (9 de novembro)

No dia 9 de novembro, dezoito alunos da escola participaram nas XLI Olimpiadas
Portuguesas de Matematica (https://olimpiadas.spm.pt/index.php?id=68&tipo=1). Os
professores estagidrios tiveram a oportunidade de integrar a organizacdao desta iniciativa.
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Num primeiro momento, no seguimento da realizacdo da prova, cada um corrigiu metade das
provas realizadas na escola, sob aprovacdo posterior do professor cooperante.
Posteriormente, criaram o ficheiro com a lista compilada dos participantes e os respetivos
resultados, enviando, por fim, os mesmos para a entidade organizadora.

Foi uma experiéncia gratificante participar nesta iniciativa e colaborar com o professor
dinamizador da mesma na escola em causa.

1.4.2 Concurso Bebras (10 de novembro)

O concurso Bebras — Castor Informadtico (https://bebras.dcc.fc.up.pt) é uma iniciativa

que alberga inUmeros paises e que procura fomentar o desenvolvimento de competéncias
associadas ao pensamento computacional.

No contexto da implementacdo do concurso na escola, os estagiarios fizeram parte do
grupo dinamizador, tomando parte, nomeadamente, na inscricdo dos alunos participantes,
nos momentos de aplicacdo do enunciado, na introducdo das respostas dos alunos na
plataformaindicada para o efeito e na comunicagdo com a entidade organizadora da iniciativa.
Tudo isto sempre sob aval do professor cooperante.

Integrar esta iniciativa interdisciplinar foi enriquecedor, por um lado, pelas vantagens
gue a mesma traz as aprendizagens dos alunos e ao desenvolvimento de competéncias em
especifico (presentes nas recentes Novas Aprendizagens Essenciais de Matematica do Ensino
Secunddrio) e, por outro lado, pela oportunidade de tomar conhecimento da logistica
necessdria a implementacao deste tipo de projeto.

1.4.3 EXPO FCT NOVA (19 de abril)

Os professores estagidrios acompanharam as turmas que foram a EXPO FCT NOVA.
Seguiram de perto a comunicacdo que foi sendo feita entre o professor cooperante e os
organizadores da iniciativa e estiveram presentes na entrega e recolha das autorizacdes dos
Encarregados de Educacao.

No dia da visita de estudo foram com as turmas participantes e os restantes
professores acompanhantes, fazendo o trajeto desde a Escola até a Faculdade de Ciénciase
Tecnologia da Universidade Nova. No local da visita, depois de serem distribuidos os kits a que
os alunos tinham direito, estes foram livres de fazer um de trés percursos, nomeadamente,
Percurso Marie Curie, Percurso Albert Einstein e Percurso Nikola Tesla. Cada um dos percursos
procura despertar o interesse e dar as primeiras luzes de um conjunto de areas do
conhecimento, naturalmente associadas as areas da ciéncia nas quais cada um dos cientistas
gue ddo nome aos percursos se especializou, respetivamente, Quimica, Fisica e Engenharia.
No fim da visita de estudo as turmas e os professores acompanhantes reuniram-se no ponto
de encontro previamente marcado e fizeram juntos o percurso de regresso para a escola.
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Como consequéncia desta visita de estudo, as turmas participantes realizaram um
trabalho de grupo a apresentar perto do final do 3.2 periodo. O trabalho consistia num pdster
cientifico que abordava um tema escolhido pelos alunos em articulacaocom, pelo menos, dois
dos seguintes temas cientificos: o método cientifico; a relacdoentre as ciénciase a tecnologia;
e, por ultimo, os modelos matematicos. Os professores estagiarios estiveram igualmente
presentes na apresentacao dos posteres.

1.4.4 Tarefa de Geometria Sintética no Plano com o GeoGebra (7 de junho)

Os estagidriosredigiram uma tarefa e a respetiva proposta de resolugdo (Anexo 7) para
o Grupo de Recrutamento 500. Esta tarefa aborda um tema que ganhou relevancia
recentemente, ao ser contemplado nas Novas Aprendizagens Essenciais do Ensino
Secunddrio: a Geometria Sintética no Plano.

O objetivo da tarefa, cujo primeiro publico-alvo concerne os professores do Grupo de
Recrutamento 500, é o de familiarizar os docentes com as ferramentas do GeoGebra. Fica
como sugestdo a aplicacdo desta tarefa as turmas dos docentes, com vista a que os alunos
possam, também eles, familiarizar-se com as ferramentas deste software de geometria
dindmica que tras beneficios as suas aprendizagens.

A apresentacdo da tarefa ao Grupo de Recrutamento 500 estava prevista para o dia 7
de junho, tendo sido adiada para data a combinar, devido a reunides mais prementes. A sessao
estd prevista para uma duracdo de uma hora e meia: meia hora para a contextualizacdo da
tarefa (nomeadamente, no que toca as Novas Aprendizagens Essenciais do Ensino Secundario)
e a restante hora para aplicacdo da tarefa e partilha de resolugdes.

Dar esta contribuicdo para o Grupo de Recrutamento 500 acrescentou valor ao estagio
pedagdgico, na medida em que foi possivel compreender de um ponto de vista pratico como
funciona o trabalho colaborativo nesta estrutura escolar.

1.5 Reflexao sobre a Pratica Pedagogica Supervisionada

As vivéncias e o conhecimento acumulados neste ano letivo de estagio pedagogico
foram importantes para a vida docente que se seguird. Foi enriquecedor ter um primeiro
contacto com a vertente mais organizacional do ambiente escolar, no que toca a burocracia,
as reunides e ao funcionamento de cada estrutura escolar. Houve igualmente beneficios na
oportunidade de percecionar a dindmica da carreira docente e vivencid-la de um lugar no qual
hd tempo e espago para reflexdo e se tem o parecer de pessoas experientes. Nomeadamente,
do professor cooperante e dos professores da FCT, a professora Alexandra Rodrigues e o
professor Anténio Domingos.

Considera-se importante o contacto que se teve com as estruturas escolares, como é
exemplo a integra¢do nas diferentes reunides. E certo que cada agrupamento escolar tem o
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seu funcionamento. No entanto, compreender como as informacdes e medidas atuantes vao
chegando e se vao especificando da estrutura mais geral (como o corpo docente) as mais
particulares (como os Grupos de Recrutamento ou, ainda, os Grupos de Articulacdo
Curricular), é benéfico e da significadoa estas estruturas e ao objetivo comum da comunidade
escolar. Os assuntos abordados nas diferentes reuniGes acrescentaram valor a experiéncia
docente, em particular os assuntos tratados nas reunides de conselho de turma. Foram
ilustrativos do impacto que uma agaointegradora pode ter na vida escolar de um aluno, bem
COMO NO Seu sucesso e na sua motivagao.

No tocante as aulas lecionadas, estas constituiram um marco essencial na
aprendizagem do estagiario. Passar pela experiéncia de lecionar uma aula e ter a possibilidade
de refletir, tanto individualmente como com o nucleo de estdgio, considera-se crucial na
desconstrucao de ideias castradoras para o processo ensino-aprendizagem e na fomentacao
de uma atitude inovadora, construtiva e otimista. A carreira docente é repleta de nuances (a
organizacdo, a pedagogia, os lacos estabelecidos com os alunos) e o professor tem a
autonomia de encontrar um equilibrio que favoreca o seu exercicio profissional e a
aprendizagem e bem-estar dos alunos. As aulas lecionadas neste ano letivo, ainda que tenham
consistido numa pequena amostra daquilo que serda vida docente, trouxeram a possibilidade
de experienciar a busca por este equilibrio. Apesar destas aulas terem contemplado
momentos pontuais de atividades exploratdrias, foram maioritariamente de carater
expositivo. Este facto, aliado a percecdo de que esta é uma abordagem menos adequada para
o processo de aprendizagem de alguns alunos, levou a concluir que a pratica profissional que
se avizinha sera caracterizada pela implementacdao de um ensino de indole exploratdria, que
tenha o foco no aluno. Nesta vertente de ensino, o objetivo é levar o aluno a fazer uso dos
conhecimentos previamente adquiridos e a descobrir por si proprio os novos conceitos e as
relagGes entre os mesmos, sob a monitorizacao do professor. Esta abordagem, para além de
ir ao encontro da tese defendida neste projeto de investiga¢ao, tem a vantagem de moldar o
curriculo ao perfil de cada aluno, ao invés do contrario.

As turmas acompanhadas possuiam caracteristicas extraordinariamente diferentes
como, alids, serd de esperar ao longo dos anos que se seguem. Se, por vezes, pode ser
frustrante descobrir as metodologias e/ou medidas atuantes que conquistem e consigam
levar a turma onde se pretende, parece, também, ser a parte mais gratificante e
entusiasmante da vida profissional de um professor. Este ano letivo permitiu o
desenvolvimento das competéncias de organizacdo, de capacidade de raciocinio posicional
(mais concretamente, de encarar a perspetiva do aluno), de conhecimento sobre as praticas
de ensino, de avaliagdo e de classificagdo, ao poder por-se em pratica ideias pessoais ou de
outrem, que foram confirmadas ou desconstruidas.

Desta forma, com todo o conhecimento adquirido e com todo o conhecimento que se
descobriu que estd por adquirir, o estagio pedagodgico foi simultaneamente disruptivo e
edificante, ao clarificar como se processa a vida docente em todas as suas dimensdes.
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1. Introdugao

O tema de estudo escolhido, as conexdes matematicas, sempre conferiu um aspeto de
relevo e de interesse no percurso do investigador, inclusivamente quando este desconhecia o
conceito, realidade que mudou apenas muito recentemente. A multiplicidade de maneiras
que existem de encarar objetos e/ou situacGes matematicas era o propulsor para querer ir
mais além, o que lhe despertava a motivagao intrinseca e o gosto inerente a matematica. A
visdo holistica e enquadrada da matematica, em detrimento da estereotipada visdao isolada e
procedimental, sempre lhe fez sentido. A seguinte passagem, na qual o investigador se vé
refletido, confirma esta inclinagao:

a utilizacdo de estratégias matematicas locais situadas no contexto sdao mais
eficazes do que os algoritmos que sdo em geral ensinados na escola — estes
sdo procedimentos genéricos poderosos mas que acabam por ter dificuldade
em se adequar a muitos contextos extra-escolares (Canavarro, 2017, p. 41).

Na perspetiva de um formando a frequentar formacao para professor de matematica
este interesse foi refinado e o relevo das conexdes matematicas adquiriu outras proporgoes.
Um dos pontos de viragem consistiu num maior fascinio pelas conexdes matematicas externas
a matematica (isto &, as conexdes estabelecidas entre conceitos matematicos e outras areas
do saber), quando na perspetiva de aluno as conexdes internas sempre o haviam cativado
mais (abordar-se-3 estes dois tipos de conexdes em maior detalhe).

Ha, ainda, outros trés aspetos propulsores a escolha do tema, para além do gosto
intrinseco pelo mesmo. Nomeadamente: a procura pela visao holistica do ensino; um processo
ensino-aprendizagem centrado no aluno; e a necessidade de se ter expetativas altas dos
alunos.

O primeiro dos aspetos é algo que surge em qualquer projeto educativo, bem como
nas Aprendizagens Essenciais e no seu enquadramento com o Perfil dos Alunos a Saida da
Escolaridade Obrigatdria. As conexdes matematicas, neste caso as externas, albergam um
enorme potencial para a interdisciplinaridade e para a compreensao da utilidade da
Matemadtica no quotidiano. Canavarro (2017) sintetiza, da seguinte forma, as vantagens do
recurso as conexoes para a aprendizagem dos alunos, referindo que estas conduzem: a uma
compreensdao mais profunda; a uma concecdo da Matemdtica provida de sentido; ao
desenvolvimento de competéncias transversais; a uma visao favoravel sobre a Matematica; e,
por ultimo, a aprendizagem de conteldos que extravasam a disciplina.

O segundo aspeto é de grande importancia, uma vez que o estabelecimento de
conexdes matematicas toma lugar no processo mental de cada um. Ora, se o pretendido é
promover a aquisicdo de conexdes matematicas nos alunos, é importante centrar o processo
nos mesmos e moldar o ensino-aprendizagem em torno destes, nomeadamente na escolha
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e/ou na redacdo de tarefas que desempenhem um papel auxiliar. Falar-se-a dos tipos de
tarefas (bem como das suas caracteristicas) que, até hoje, aparentam ser mais eficientes na
promocao de conexdes matematicas.

Por ultimo, um assunto que traca tangentes no campo da psicologia, mas que ja tem
demonstragdes suficientes da sua veracidade: ter expetativas elevadas de outras pessoas
desencadeia um conjunto de comportamentos que aumenta a probabilidade dessas pessoas
alcangarem bons resultados. O historiador holandés Bregman (2019) aborda este assunto de
forma concisa. Apesar de apresentar a realidade para a generalidade das pessoas, revela
preméncia ao tocar no caso da educacdo, referindo um estudo feito com uma turma (Ellison,
2015). As conclusdes sdo simples: os alunos que foram aleatoriamente escolhidos como
inteligentes tiveram melhor desempenho, uma vez que lhes foi prestado um melhor servico
de ensino. Outros estudos que comprovam a teoria sdo referidos, alguns dos quais extravasam
o campo da educacdo (Eden, 2016; Jussim & Harber, 2005; Silverman, 1988; Weinstein, 2018).

Com vista ao estudo da influéncia e do beneficio do uso de conexdes matematicas na
compreensdo dos conceitos do tépico de fungdes por parte dos alunos, este trabalho de
investigacao foi orientado pelas seguintes questdes de investigacdo:

1. Que estratégias usam os alunos na realizacdo de tarefas que envolvem
conexdes matematicas entre diferentes conceitos, processos e representagoes
matematicas?

2. Quais os momentos da realizacdo de tarefas com conexdes matematicas nos
quais os alunos manifestam mais dificuldades ou, em contrapartida, mais
destreza?

3. De que forma contribuem as conexdes matematicas paraa compreensao dos
alunos sobre os conceitos do tépico de fungdes e para a manipulagao dos
mesmos?

No tocante a organizacdo do documento, apds este breve primeiro capitulo de
introducdo, seguem-se outros quatro capitulos: o segundo, onde estd contemplada a
fundamentacdo tedrica, que constitui o referencial tedrico do trabalho de investigacao e da
analise dos dados; o terceiro, no qual é justificada a metodologia utilizada no ambito da
recolha e do tratamento de dados; o quarto, onde se encontram a descri¢do e a analise dos
dados recolhidos no ambito do presente trabalho de investigacdo; e, por ultimo, o quinto
capitulo, no qual sdo expostas as conclusdes da investigacdo realizada.
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2. Fundamentagdo teorica

Este capitulo procura servir de alicerce a investigacao que teve lugar com o objetivo de
compreender que papel desempenham as conexdes matematicas na compreensdo dos alunos
sobre os conceitos do tépico de funcdes. Neste seguimento, referenciam-se, por um lado,
autores considerados marcantes na evolugdo do conceito de conexdes matematicas e, por
outro, autores cujas ideias inerentes a este conceito salientam a sua relevancia,
fundamentando a recolha e a interpreta¢ao dos dados recolhidos aquando do trabalho de
investigacdo. Para além das conexdes matematicas, que s3ao o epicentro deste trabalho,
fundamenta-se a importancia das tarefas matematicas no processo aprendizagem-ensino,
uma vez que estas sdo indispensaveis para a metodologia estipulada. Parte significativa deste
tépico passa por expor o que se consideram boas caracteristicas observaveis em tarefas
matematicas.

2.1 Conexdes matematicas

Silva (2010) refere que um dos registos mais antigos que faz mencdo do uso de
conexdes matematicas toma forma num trabalho do matematico Felix Klein, datado de 1908.
Como tal, ha evidéncias de que este conceito ja foi introduzido ha, pelo menos, mais de um
século. Por outro lado, Canavarro (2017) menciona a importancia da ado¢do de um termo
especifico para o conceito de conexdes matematicas por parte do NCTM no ano de 2000,
defendendo que esta decisdo atribuiu as conexdes matemadticas um lugar privilegiado,
semelhante ao da resolugdo de problemas ou do raciocinio matematico (Ponte, 2010). Este
autor acrescenta que o NCTM contribuiu para o destaque das conexdes matematicas, ao
afirmar que:

todos os alunos devem: (i) reconhecer e usar conexdes entre ideias matematicas;
(ii) compreender a forma como as ideias matematicas se interrelacionam e se
constroem umas a partir das outras para produzir um todo coerente; e (iii)

reconhecer e aplicara Matematica em contextos exteriores a ela propria (NCTM,
2007, p. 71).

Numa publicacdo posterior, o NCTM (2017) acrescenta que:

um ensino eficaz da matematica envolve os alunos no estabelecimento de
conex0es entre representagbes matematicas, no sentido do aprofundamento
da compreensdao dos conceitos e procedimentos matematicos, e assume-as
como ferramentas para a resolucao de problemas (p. 24).

Por fim, é notavel o crescente valor atribuido as conexdes nos documentos das
Aprendizagens Essenciais de Matematica do Ensino Basico de 2021, que definem que o
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estabelecimento de conexdes matematicas, tanto internas como externas, constitui um dos
objetivos gerais para a aprendizagem da matematica (Canavarro et al., 2021).

Para concretizar o conceito de conexdao matemadtica, € benéfico comecgar por
considerar os diversos tipos de conexdes matematicas. Na comunidade cientifica aparenta
haver uma evolugdo na sua categorizacdo. Primeiramente, surge a seguinte triparticao:
conexdes dentro da prépria matematica, conexdes da matematica com a realidade, conexdes
da matematica com outras areas cientificas (Boavida et al., 2008). Outros autores,
eventualmente, sugerem uma biparticio do primeiro tipo, as conexGes entre ideias
matematicasde um mesmo tema e entre ideias matematicas de temas distintos (Ponte, 2010).
Por fim, autores como Ferreira (2012) sistematizam a categorizacdo da seguinte forma:

1. Conexdes matematicas dentro da matematica
a) entre ideias de um mesmo tema
b) entre ideias de temas distintos

2. Conex0es matemadticas fora da matematica
a) com a realidade
b) com outras areas cientificas

A margem desta categorizacdo, Businskas (2008) apresenta uma definicdo de conexio
matematica de carater mais mental ao estipular que uma conexao consiste num objeto mental
passivel de memorizar e de ser matéria de discussao. Jacinto e Pires (2019) reiteram esta
definicdo e afirmam que este objeto mental pode ser uma ferramenta a usar futuramente em
raciocinios matematicos. Assim, o estabelecimento de conexdes matemadticas consiste, na
Otica da primeira autora, num processo mental que tem por base reconhecer ou estabelecer
ligagOes entre ideias matemadticas (Businskas, 2008). Canavarro (2017) também aborda um
tipo de conexdes sobre as quais afirma ndo ser dado tanto destaque, as conexdes que se
referem as diferentes fases de desenvolvimento das ideias e conceitos matematicos. Este tipo
de conexdes estd intrinsecamente ligado ao processo ensino-aprendizagem e é
frequentemente enunciado como a considerag¢do do conhecimento prévio e/ou adquirido dos
alunos.

Desta forma, para efeitos do estudo realizado, entende-se por “conexao matematica”
uma relagdo passivel de estabelecer entre um conceito matematico e qualquer outro
conceito, seja ele igualmente matematico, situacdo na qual se estd perante uma conexdo
interna, ou ndo matematico, estando-se, neste caso, perante uma conexao externa.

De regresso a categorizagdo acima, Ferri (2010) da particular importancia as conexdes
com a realidade, preconizando que a matematica deve, ao invés de ser vista como uma
colecdode receitas predefinidas, ser sim um potencial catalisador da compreensdo e interacdo
com o mundo que nos rodeia. Esta investigadora salienta, por estes motivos, a importancia da
modelagdao matematica para o estabelecimento de conexdes matematicas.
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Atendendo a visdo da generalidade dos autores, a importancia e o papel de relevo que
as conexdes matemdticas desempenham é inquestionavel. A luz das afirmac¢des contempladas
no documento das Aprendizagens Essenciais do Ensino Basico de 2021, Mendes (2022)
corrobora que:

as conexodes internas auxiliam os alunos a desenvolver uma compreensdo
aprofundada das ideias e conceitos matematicos relacionando os diferentes
temas entre si. Ja as conexdes externas com outras areas do saber ou com
contextos da realidade permitem aos alunos perceber que podem usar ideiase
conhecimentos matematicos para compreender e agir sobre outras disciplinas
ou sobre o meio que os rodeia (p. 6).

Além disso, nas Aprendizagens Essenciais do Ensino Secunddrio, homologadas em
janeiro de 2023, explicita-se que:

aresolucdo de problemas, tal como a modelagdo, devem constituir o contexto
para o estabelecimento de conexdes entre diferentes conceitos e areas da
Matematica, assim como entre a Matematica e outras areas do saber,
permitindo uma abordagem integrada e significativa para os alunos na sua
atividade matematica (Silva et al., 2023, p. 5).

Neste seguimento, as Aprendizagens Essenciais do ensino secundario realcam a
rigueza das conexdes matematicas no desenvolvimento de competéncias como o espirito
critico e o recurso a matematica em contextos reais. O NCTM (2007) também ndo deixa
margem para duvidas ao afirmar que encarar e manipular objetos matematicos sob diferentes
pontos de vista confere a matematica grande parte do seu poder.

E atil, neste momento, tomar alguns exemplos para cada tipo de conexdes, atendendo
a categorizacdo supramencionada, bem como comentar alguns deles, quando pertinente.
Referir-se-dao os tipos 1 e 2 por conexdes intramatemdticas e extramatemdticas,
respetivamente, adotando a terminologia usada por alguns autores (Blum et al., 2007; Noss
et al., 1997).

i. Sobre as conexdes intramatematicas dentro de um mesmo tema surgem exemplos
como as representacdes dos numeros racionais sob as formas decimal e fracionaria ou as
representacoes algébrica e trigonométrica dos nimeros complexos (Ponte, 2010).

ii. No que concerne as conexdes intramatematicas entre temas distintos os espacos
geométricos sdo um bom exemplo, uma vez que relacionam a algebra e a geometria de uma
forma natural. Os nimeros complexos voltam a ser um 6timo recurso de conexdes neste outro
tipo, relacionando a dlgebra com transformacdes geométricas (nas operacdes de numeros
complexos) ou com trigonometria (na transi¢cao entre as diferentes representacdes), havendo
mais relagdes, como salienta Ponte (2010). O surgimento dos nimeros complexos no 10.2 ano
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das novas Aprendizagens Essenciais do ensino secunddario é revelador da importancia que este
tema tem para o estabelecimento de conexdes matematicas e na sua capacidade propulsora
de aprendizagens enriquecedoras.

iii. Quanto as conexdes extramatematicas com a realidade, Ponte (2010) refere que a
estatistica constitui um tema repleto de possibilidades para as trabalhar, reforcando a
vantagem em traduzir por nimeros e/ou graficos situagGes da vida real, inclusivamente
recorrendo a dados atinentes aos alunos. Segundo Mendes (2022), este tipo de conexdes
abarca um grande potencial para associar a matemadtica a cultura ou a histéria. A titulo de
exemplo, os isldamicos, ja no séc. IX, usavam resolucdes de tridngulos para determinarem a
direcdo de Meca e poderem rezar segundo os seus preceitos (Estrada et al., 2000). Além disto,
as conexdes da matematica com a realidade apresentam a face mais utilitaria da mesma, que
contém interesse para alguns alunos. A modelagao e a otimizagao sdo areas da matematica
pertinentes neste tipo de conexdes, bem como o uso das tecnologias (em particular da
calculadora gréfica), uma vez que conduzem a uma aproximacao natural entre o modelo
matematico (...) e o mundo real (Duarte, 2010).

iv. Restam as conexdes extramatemadticas com outras areas do saber. A ligacdo da
matematica com a fisica € uma das mais naturais, surgindo em situa¢des desde a descrigao
matemadtica da cinematica de um corpo, onde se recorre a vetores e a operagées com 0s
mesmos, a questdes relacionadas com erros de aproximacdo. Apesar de se ter invocado a
disciplina mais tradicional de se associar a matematica, pode-se ir mais longe, associando-a a
disciplinas de linguas. Por exemplo, de entre as competéncias necessarias para a estruturacao
de um texto encontra-se o pensamento algoritmico (ou computacional), competéncia
recentemente adicionada as Aprendizagens Essenciais (tanto do ensino basico como do
secundario).

Estes sao alguns dos multiplos exemplos de cada tipo de conexdes matematicas, bem
como do conjunto de competéncias que o seu estabelecimento permite desenvolver. No
entanto, é necessdrio proporcionar experiéncias de aprendizagem conducentes ao
desenvolvimento dessas conexdes, momento onde o papel do professor é crucial (Cebola,
2011). Neste sentido, procurar-se-a explorar os diferentes tipos de tarefas nas paginas
seguintes e, entre estes, quais os mais adequados e férteis para a promocdo do
estabelecimento de conexdes matematicas.

2.2 Tarefas e recursos promotores do estabelecimento de conexées matematicas

O cerne desta seccdo ja foi superficialmente mencionado. Ainda assim, é importante
dedicar-lhe mais algumas linhas, uma vez que as tarefas propostas e os recursos subjacentes
sao prementes nos momentos em que o professor pretende promover o estabelecimento de
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pontes e relacdes entre conceitos, procedimentos e representac¢des (Jacinto & Pires, 2019).
Cavaco (2015) confirma esta realidade, ao afirmar que:

a selecdo das tarefas € um aspeto que se reveste da maior importancia. O
professor deve ser capaz de analisar se uma tarefa é ou ndo adequada aos seus
alunos, deve estar disponivel para os ouvir e interpretar os erros emergentes
e/ou pensamento incompleto dos alunos, de forma a promover o
desenvolvimento das diversas competéncias. Assim, nesta linha de
pensamento, a escolha de cada tarefa exige o conhecimento matematico
especifico, mas também um conhecimento daquilo que os formandos sabem
(p. 70).

Jacinto e Pires (2019) referem que, entre os tipos de tarefas que sdo propicias para
desenvolver pensamento matemadtico e o estabelecimento de conexdes matematicas,
destacam-se os problemas, as exploracoes, as investigacdes ou as tarefas de modelacdo.
Canavarro (2017) destaca a modelagao matematica, descrevendo este tipo de atividade como
um processo que “consiste essencialmente em matematizar, através de um objeto
matematico, uma dada situacdo de modo a ficar tratavel, retirando dessa matematizacdoa
possibilidade de agir sobre a situacdo real, tirando beneficios desse uso da Matematica” (p.
40). Independentemente do tipo de tarefa pelo qual se opta, o professor é o agente mais
importante nos processos de redacdo/escolha e subsequente implementa¢do da tarefa em
busca dos resultados pretendidos (Ponte, 2014).

E expetdvel que uma tarefa considerada boa para a promocio e para o
desenvolvimento de conexdes matematicas albergue determinada(s) caracteristica(s). A
literatura que aborda este assunto é vasta, existindo uma multiplicidade de possiveis
caracteristicas, entre estas ressaltam as seguintes:

i. a presenca de um elevado nivel de exigéncia cognitiva (Stein & Smith, 1998);

ii. a exploracdo de representacdes multiplas e das suas inter-rela¢des (Canavarro,
2017; NCTM, 2017);

iii. 0 recurso a tecnologias, nomeadamente a calculadora grafica, a software de
geometria dindmica ou a sensores (Duarte, 2010; Santos-Trigo, 2004; Silva,
2010; Yao & Manouchehri, 2019);

iv. a presenca de multiplas solugdes (Leikin & Levav-Waynberg, 2007).

Considera-se proficuo expandir o que foi dito para algumasdas caracteristicas listadas.
A primeira destas aparenta ser a mais transversal ao tipo de tarefas promotoras de conexdes
matematicas. Desde a resolucdo de problemas a tarefas de exploracdo, ou do uso de
tecnologias a modelacdo, todos estes tipos de tarefa conferem um elevado grau de exigéncia
cognitiva, quando bem operacionalizadas. Assim, fica a vista um ponto de toque com uma
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realidade abordada na introducdo: a necessidade (ou, pelo menos, o beneficio) de se ter
expetativas elevadas dos alunos.

Sobre a segunda caracteristica, Canavarro (2017) afirma que a representacdo de
conceitos matematicos constitui, por um lado, uma ferramenta de comunicagcdo matematica
e, por outro lado, uma oportunidade para encarar objetos ou conceitos matemdticos sob
diferentes “lentes”, permitindo uma compreensao profunda e diversa dos mesmos. Nao
obstante, a autora reforga que nao é suficiente conhecer diferentes representagbes sobre
uma ideia. A compreensao profunda e significativa dessa ideia advém do estabelecimento de
pontes entre as diferentes representacdes disponiveis e da capacidade de interpretar umasa
luz das outras.

No tocante ao recurso a tecnologias, Paiva (2019) salienta a importancia do feedback
visual providenciado pelo computador, mais especificamente num ambiente de Geometria
Dindamica, no desenvolvimento do raciocinio e conhecimento matematico. Este autor afirma
gue as eventuais dessintonias entre o que é pretendido pelo aluno e o que este observa no
ecra promovem a procura por novas estratégias para a resolugdo da tarefa proposta. Duarte
(2010) sublinha que as tecnologias proporcionam atividades dindmicas e interativas que
evidenciam conexdes matematicas. Estas ferramentas providenciam a quebra de algumas
fronteiras artificiais tipicamente experienciadas entre os diferentes tépicos da matematica
(NCTM, 2007). Além disso, a tecnologia potencia o contacto com e a manipulacdo de distintas
representacdes de uma dada ideia matematica, bem como a capacidade de transitar de uma
(representacdo) paraaoutra. A calculadora grafica é um instrumento avalorizar neste ambito,
aspeto que constitui um ponto de toque com a segunda caracteristica mencionada. O uso de
sensores, fortemente associado a pratica da modelagdo matematica, é uma fonte igualmente
rica de conexdes matematicas, visto que este instrumento proporciona uma ligacao robusta
entre o modelo matematico e o modelo real (Duarte, 2010). O autor afirma, ainda, que o
recurso a sensores conduz os alunos a uma compreensao mais profunda e plena da situagao
real que é alvo de estudo, uma vez que os dados recolhidos sdo muito proximos dos valores
reais.

2.3 Papel desempenhado pelas tarefas matematicas

Abordaram-se tarefas e subjacentes recursos eficazes para o estabelecimento de
conexdes matemadticas. Na presente seccdo discute-se o papel desempenhado por este
instrumento fulcral na aprendizagem matematica: as tarefas matematicas. O NCTM (2017)
expde que a investigacdo relativa ao uso de tarefas matematicas que decorreu nos ultimos
vinte anos culminou em trés conclusdes: que diferentes tarefas proporcionam diferentes
oportunidades a aprendizagem dos alunos; que tarefas que impliquem pensamento e
raciocinio de nivel elevado produzem mais aprendizagem do que tarefas procedimentais; e
que as tarefas de elevada exigéncia cognitiva sdo as de mais dificil implementagao.
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Acrescenta, ainda, que o professor de Matematica deve colocar tarefas aos alunos que sejam
baseadas (i) em Matemadtica correta e significativa; (ii) no conhecimento das compreensdes,
interesses e experiéncias dos alunos; e (iii) no conhecimento das diversas maneiras como
diferentes alunos aprendem Matematica. Além disso, aponta que astarefas a propor devem:

e Envolver os alunos em atividades intelectuais;

e Desenvolver as compreensdes e capacidades matematicas dos alunos;

e Estimular os alunos a fazer ligacoes e a desenvolver um quadro coerente de ideias
matematicas;

e Exigir a formulagdo e resolugdo de problemas e o raciocinio matematico;

e Promover a comunicag¢do acerca da Matematica;

e Representar a Matemdtica como uma atividade humana em constante
desenvolvimento;

e Promover o desenvolvimento da disposicdo de todos os alunos para fazer
Matematica.

As expetativas que um professor tem dos seus alunos é um aspeto importante, como
foi ja mencionado algumas vezes. Quando a comunidade cientifica considera que as melhores
tarefas sdo as que apresentam exigéncias cognitivas de nivel elevado, assistimos a uma
confirmacdo desse aspeto, salientando, por um lado, o interesse da realizacdo de tarefas e,
por outro, a preméncia para que estas possuam boas caracteristicas por forma a serem ricas
para a aprendizagem dos alunos. Neste ambito, Stein e Smith (1998) apresentam uma lista de
fatores associados com a manutengao de exigéncias cognitivas de nivel elevado que pode ser
traduzida nas boas praticas (por parte do docente) abaixo listadas:

e Apoiar o pensamento e o raciocinio do aluno;

e Dar ao aluno os meios necessarios para a avaliagao do seu préprio progresso;

e Estimular justificacdes e generalizacGes através do questionamento e de feedback;
e Contemplar o conhecimento prévio do aluno aquando da redacdo da tarefa;

e Estabelecer conex&es conceptuais (entre a matematica e a realidade);

® Providenciar o tempo necessario a exploracdo da atividade.

Pelas razdes apresentadas nesta secc¢do, o recurso arealizacdode tarefas matematicas
no processo de aprendizagem-ensino revela-se Util e frutifero. Um aspeto frequentemente
destacado prende-se com o tempo e a ponderagao que o professor investe no momento da
redacdo de uma tarefa ou da procura pela mesma. Isto porque ndo basta a aplicacdo de uma
tarefa por si s6, é necessdrio que esta procure enriquecer deliberadamente a aprendizagem
dos alunos e promover o seu desenvolvimento, ndo s6 na esfera do conhecimento
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matematico, mas também de competéncias como o pensamento criticoou o trabalho entre
pares (Canavarro, 2017).

No capitulo seguinte, atinente a metodologia aplicada, tem-se em considera¢do os
aspetos referidos nesta seccdao, nomeadamente no carater das tarefas criadas e escolhidas.
Os dados tedricos presentes na seccdo anterior desempenharam um papel igualmente
importante tanto na interpretacdo dos dados recolhidos, como nas respostas dadas as
questdes de investigacao.
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3. Metodologia

No capitulo que se segue, encontra-se a sustentacdo tedrica que levou a escolha do
tipo de metodologia utilizado no trabalho de investigacdo, bem como os procedimentos
metodoldgicos adotados. Ha a salientar a importancia das intengdes expostas relativamente
as tarefas aplicadas (Anexos 8, 9 e 10), uma vez que estas sdo o objeto principal da recolha de
dados.

Com vista ao estudo da influéncia e do beneficio do uso de conexdes matemadticas na
compreensdo dos conceitos do topico de fungGes por parte dos alunos, este trabalho de
investigacao foi orientado pelas seguintes questdes de investigacao:

1. Que estratégias usam os alunos na realizacdo de tarefas que envolvem
conexdes matematicas entre diferentes conceitos, processos e representagoes
matematicas?

2. Quais os momentos da realizacdao de tarefas com conexdes matematicas nos
quais os alunos manifestam mais dificuldades ou, em contrapartida, mais
destreza?

3. De que forma contribuem as conexdes matematicas paraa compreensao dos
alunos sobre os conceitos do tépico de funcdes e para a manipulacdo dos
mesmos?

3.1 Investigagcao de natureza qualitativa

A metodologia utilizada neste projeto de investigacdo é de natureza qualitativa e de
carater interpretativo (Bogdan & Biklen, 1994), cujas principais caracteristicas (ndo
necessariamente presentes na sua totalidade) seguem abaixo:

1. O ambiente de recolha é natural e o investigador é o agente principal no tocante a
recolha de dados.
Os dados recolhidos sdo de indole interpretativa e/ou descritiva.

3. O enfoque da investigacdo é o processo, ndao o produto final ou os resultados
obtidos.

4. A analise dos dados segue um cariz indutivo, pelo que o estudo estd isento da
obrigacgao de refutar ou confirmar hipéteses.

5. O significado atribuido pelos participantes aos momentos alvo de investigacao
reveste-se de grande importancia.

No presente trabalho de investigacdo as primeiras quatro caracteristicas sao tidas em
conta. O ambiente natural cinge-se a sala de aula.
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3.1.1 Estudo de caso

No que concerne a estratégia utilizada, optou-se por efetuar estudos de caso,
estratégia metodoldgica de indole empirica relativa a um determinado fendmeno que tem
lugar em contexto real (Yin, 2003). Este é o tipo de estudo mais predominante no ambito da
investigacdo sobre a educacdo e o ensino da matematica. Um caso pode ser constituido por
um individuo, um grupo, uma comunidade, etc. Yin (2003) afirma que o estudo de caso se
trata de uma estratégia eficaz quando a investigacdo em causa procura responder a questoes
gue se prendam com o “como” e o “porqué” e quando esta decorre num ambiente real, no
qual o investigador ndo possui controlo sobre os acontecimentos. Desta forma, este é um tipo
de estudo que se adequa a investigacdo realizada, uma vez que esta decorreu em ambientes
naturais, em sessdes que ocorreram ou em ambiente de sala de aula ou numa sala a parte.

Yin (2003) identifica trés tipos de estudos de caso: (i) o exploratério, no qual o tema
em estudo é pouco conhecido e onde os dados ndo procuram adquirir conhecimento, massim
identificar problemas e dar resposta aos objetivos do estudo; (ii) descritivo, no qual sdo
obtidos relatos com detalhe; e (iii) explicativo, no qual os dados evidenciam relacdes de causa-
efeito. Na investigacdo realizada, optou-se pelo terceiro destes tipos de estudo de caso, uma
vez que, por um lado, as conexdes matematicas tém sido um alvo do trabalho de varios
investigadores e, por outro lado, o estudo procura identificar os efeitos do recurso a conexdes
matematicas na compreensao dos conceitos matematicos por parte dos alunos.

Cohen et al. (2007) defendem haver cinco componentes de investigacdo de particular
relevancia aquando da realizacdo de um estudo de caso: (i) as questes de investigacao, que
contribuem para a construcdao de uma boa estratégia de investigacdo. Para evitar desvios do
objetivo do estudo, é necessario clarificar a que questdes o investigador gostaria de obter
resposta; (ii) propostas de estudo, sendo que cada proposta se foca num assunto que deverd
ser tido em atencdo — por exemplo, as consequéncias que algo tem no estudo em causa; (iii)
a unidade de andlise, que define o que é o “caso” no estudo em causa, podendo, como
referido acima, consistir numa pessoa, num grupo, numa comunidade, etc; (iv) a relacdoentre
os dados recolhidos e as propostas de estudo, nomeadamente identificar pontos de toque dos
dados recolhidos para diferentes casos; e, por ultimo, (v) os critérios para interpretar os dados
recolhidos, uma vez que, independentemente da veracidade dos dados recolhidos, alguns
destes podem ser irrelevantes para o estudo, comprometendo a eficacia do mesmo.

3.1.2 Instrumentos de recolha de dados

Face a metodologia adotada, é necessario escolher instrumentos de recolha de dados
gue subsidiem a investigacdo a realizar. Desta forma, os instrumentos de recolha de dados
escolhidos foram os seguintes: i) observacdo; ii) entrevista; iii) didrio de bordo; e iv) recolha
documental (Bogdan & Biklen, 1994).

36



i) Observacao

Neste estudo optou-se por uma observacdo de indole sistematica, tipo de observacao
que alberga uma estrutura bem definida sobre a qual sdo apontados, com tanta minucia
quanto possivel, os acontecimentos e a frequéncia com que estes ocorrem. Além do mais,
optou-se, como dito acima, por uma observacao participante, na qual se pressupde que o
investigador se situa no ambiente natural dos intervenientes do estudo. O observador, devido
a sua caracteristica de participante, estd em condi¢gdes mais favoraveis a compreensao de
todas as nuances do grupo alvo de estudo (habitos, atitudes, interesses, etc.), facto que lhe
confere uma maior imparcialidade no momento da recolha de dados (Richardson, 1999).
Bogdan e Biklen (1994) reforgam as vantagens deste instrumento, afirmando que a
observacdo participante é aquela em que o investigador se introduz no mundo das pessoas
que pretende estudar, tentando conhecé-las e dando-se a conhecer de modo a ganhar a sua
confianca, sendo capaz de elaborar um registo de tudo aquilo que ouve e observa, do modo
mais natural possivel.

O investigador, que desempenhava simultaneamente o papel de professor, interveio
sempre que solicitado pelos participantes, ndao comprometendo a primazia do estudo: que
cadaaluno desenvolvesse e descobrisse por si mesmo o seu caminho na resolugao das tarefas.
O investigador procurou fazer uso da vantagem da confianca que a observacao participante
fomenta entre o investigador e os participantes, mencionada pelos ultimos autores. Procurou-
se instaurar um maior a-vontade por parte dos participantes em ambiente de entrevista, de
maneira a que estes desenvolvessem mais as suas respostas e pontos de vista.

ii) Entrevista

Segundo Poupart (2008), a entrevista enquanto estratégia de uma metodologia
qualitativa, proporciona uma interagdo rica em possiveis interpretagdes. Possibilita, ainda,
conhecer e compreender obstaculos com os quais os entrevistados se deparam, constituindo
este método uma ferramenta de informacdo resultante da experiéncia individual de cada
participante.

Para Yin (2003) a entrevista é uma das fontes de informacdo mais importantes nos
estudos de caso e Bogdan e Biklen (1994) afirmam que esta tem como fungdo averiguar a
forma mediante a qual o entrevistado interpretou os dados fornecidos.

No ambito do estudo realizado, o objetivo principal das entrevistas foi compreender o
raciocinio desenvolvido pelos alunos na resolucdao das tarefas propostas. A escolha de
entrevistas semiestruturadas deve-se a procura pela mitigacdo de possiveis enviesamentos
nos dados recolhidos. Isto porque entrevistas estruturadas, pelo seu carater menos flexivel,
podem conduzir excessivamente os dados ou torna-los menos ricos.

O investigador teve o cuidado de manter a sua imparcialidade, ainda que tivesse uma
relacdo interpessoal com os alunos. Desta forma, procurou-se que as questdes colocadas
tomassem a forma de uma conversa descontraida, fomentando a sinceridade dos
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entrevistados elevando-os a expressarem-se livremente e a fundamentarem as suas opinides,
sem gue estes se sentissem objeto de avaliacdo.

iii) Diario de bordo

Segundo Bogdan e Biklen (1994), o didrio de bordo consiste num relato escrito
minucioso do que o investigador experiencia no decurso da recolha de dados. Este pode ser
acompanhado de reflexdes feitas no momento e a posteriori.

Considerou-se que o diario de bordo seria um instrumento essencial na recolha de
dados uma vez que este permite que qualquer informacdo considerada importante, ou que
possa vir a ser importante no momento da andlise de dados, ndo seja perdida. Além disso, o
cardater cronoldgico desta ferramenta possibilita uma sistematizacdo natural dos dados.

iv) Recolha documental

A recolha documental desempenha, no ambito deste projeto de investigacdo, duas
fungdes. Por um lado, esta consistiu numa pura estratégia de recolha de dados, por outro lado,
como referido na sec¢do seguinte, esta funcionou como uma espécie de triagem para a fase
seguinte de investigacdo. Mais especificamente, a escolha dos entrevistados, mediante as
observacgoes feitas, tanto nos momentos de resolucdo das tarefas, como na analise destas
resolucdes.

3.2 Procedimentos metodoldgicos

Na presente seccdo expde-se as opgdes tomadas relativamente aos procedimentos
metodoldgicos adotados. Aborda-se a escolha dos participantes, que foram alguns dos alunos
da turma principal acompanhada (10.2 ano de escolaridade); a operacionalizacdo dos
instrumentos de recolha de dados; e as tarefas matemadticas, que constituem o objeto central
da recolha de dados.

3.2.1 Escolha dos participantes

A escolha dos participantes teve em consideracdo a diversidade do grupo de alunos
escolhidos, tanto no que respeita ao seu aproveitamento na disciplina, como ao nivel de
envolvimento do aluno durante as aulas de matematica. O investigador considerou uma
caracteristica fundamental que todos os alunos escolhidos tinham de manifestar: uma
predisposicdo para olhar para situacdes e conceitos matematicos com profundidade, em
busca de uma visdao mais ampla e holistica dos mesmos e para encarar essas situacdes e
conceitos de varios prismas. Neste sentido, teve-se em conta a participa¢ao dos alunos nas
aulas, as resolugdes de fichas e de testes e o interesse demonstrado em encarar a Matematica
como uma disciplina articulada com as restantes disciplinas e areas do saber.
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3.2.2 Operacionaliza¢do dos instrumentos de recolha de dados

As trés tarefas foram aplicadas nos dias 6, 9 e 23 de marco. As datas de aplicagdo das
trés tarefas foram previamente combinadas com os alunos. Posteriormente, o investigador
realizou uma entrevista semiestruturada individual.

Conforme o previsto, aquando da realizagao das tarefas, o investigador encontrava-se
em regime de observador-participante. Desta forma, observou os alunos e apontou no diario
de bordo informacdes que considerou relevantes, independentemente destas provirem da
resolucdo escrita ou de comentdrios orais, e, em simultaneo, interveio para esclarecer
eventuais questdes que ndo comprometessem a autenticidade dos dados (por exemplo,
questdes sobre a apresentacdo das respostas) e para clarificar certas partes do enunciado, no
caso da maioria dos alunos ndo compreender o mesmo (algo que poria em causa a recolha de
dados). No fim de cada tarefa procedeu-se a recolha documental: as folhas onde os alunos
escreveram as suas resolucdes e eventuais folhas para a realizacdo de calculos auxiliares. Por
fim, foram realizadas, nos dias 20 a 28 de abril, entrevistas individuais semiestruturadas (uma
entrevista por participante), nas quais o investigador pode recolher informacdo que
complementou os dados contemplados na resolucdo dos alunos. Nomeadamente, nos
motivos pelos quais o aluno efetuou determinado raciocinio.

3.2.3 Tarefas

A recolha de dados tem como objeto central trés tarefas individuais. A primeira, a
aplicar em sala de aula a todos os alunos da turma, por uma questao de abrangéncia, e as
segunda e terceira a aplicar a um grupo reduzido de alunos, numa sala a parte, de modo a
focalizar os dados. No decorrer tanto da aula como dos segundo e terceiro momentos de
aplicacdo de tarefas, o investigador recorreu a observagao direta (participante) e ao didrio de
bordo como instrumentos de recolha de dados. No fim desses momentos, procedeu a recolha
das resolugdes realizadas pelos alunos para posterior andlise (recolha documental). Em dltimo
lugar, realizou entrevistas individuais (semiestruturadas) com as finalidades de compreender
o raciocinio do aluno entrevistado, bem como as decisdes que tomou aquando da resolucdo
da tarefa, e de concluir de que modo o recurso a tarefas que envolvem conexdes matematicas
influenciou a compreensao, a interpretagao e o raciocinio do aluno. Um aspeto a atentar é o
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termo “semirreal”. Umasituacdo semirreal € uma simplificacdo de uma situacdo real de modo
a que esta seja tratavel ao nivel de ensino em questdo (Skovsmose, 2000). A titulo de exemplo,
quando éabordada a queda de um paraquedista seriaimpraticavel considerar conceitos como

a resisténcia do ar ou a velocidade terminal com alunos do 10.2 ano.
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Tarefa 1 — A fung¢do quadrdtica em contextos semirreais

A primeira tarefa (Anexo 8) estabelece pontes entre a fungcdo quadrdtica e a sua
representacdo grafica com situagdes em contextos semirreais. Nomeadamente, com areas de
figuras geométricas, com a expressao da energia cinética e com o problema cldssico do
lancamento do projétil. A tarefa estd dividida em trés pequenos grupos de questbes
relacionadas, respetivamente, com esses trés assuntos.

O primeiro grupo e a primeira parte do terceiro grupo concernem uma resposta
flexivel, onde os alunos tém a possibilidade de providenciar justificacdes, mesmo que a sua
resposta ndo seja a mais intuitiva ou a mais esperada na 6tica do professor/investigador. Sdo
fornecidas quatro representacoes graficas e pede-se ao aluno que escolha qual delas melhor
representa uma funcdo que descreve o arremesso de um objeto (portanto, a sua altura em
funcdo do tempo) e, ainda, que justifique as razdes que o levaram a excluir as restantes
representagdes. Estas caracteristicas valorizam a reflexdo por parte do aluno,
independentemente da resposta fornecida.

O segundo grupo, que encara a energia cinética como uma fungao quadratica, procura
gue os alunos, através da substituicio do parametro m (associado a massa) por diferentes
valores, concluam de que forma o coeficiente do termo quadratico influencia a representacao
grafica de uma funcdo quadrdtica. As caracteristicas deste grupo conferem inumeras
vantagens ao aprofundamento da compreensdo dos alunos. Nomeadamente, estabelece
pontes entre os conceitos fisicos e as suas representacdes matematicas (através do uso de
letras representativas desses conceitos fisicos para as varidveis independente e dependente);
promove o uso de raciocinio de nivel elevado, na associa¢do dos valores que fazem sentido
para as grandezas fisicascom o dominio e o contradominio da fungcao; e fomenta a formulagao
de conjeturas e a realizacdo de extrapolagdes, uma vez que é possivel concluir que o
coeficiente do termo quadratico influencia a proximidade da representa¢ao grafica ao eixo
das ordenadas.

A Ultima questdo, apesar de ter uma componente analitica mais forte e, portanto, ser
um grupo de resposta mais fechada, promove o uso do espirito critico, ao solicitar que o aluno
interprete o resultado dos cdlculos efetuados a luz do contexto semirreal em causa e justifique
a origem concetual desses mesmos cdlculos. Isto permite que um enunciado, ainda que
analitico, conduza a um envolvimento mais profundo na resolucdo das alineas.

Tarefa 2 — A fungdo quadrdtica em resolugéo de problemas e em tarefas de
modelagdo

A segunda tarefa (Anexo 9) é constituida por um problema que aborda uma situacao
em contexto semirreal e por uma pequena atividade de modelacdo. Na resolucdo do
problema, que possui um enunciado extenso com a descricdo minuciosa da situacdo em
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estudo (a marcagdo de um livre num jogo de futebol), o aluno é confrontado com os
obstaculos que situacdes problematicas da vida real podem acarretar, umavez que os aspetos
que influenciam a leitura e resolucao da situacdo sao de uma quantidade muito superior a de
problemas ou exercicios académicos. Esta caracteristica do primeiro grupo da tarefa leva o
aluno a imergir-se no problema, tratando os dados fornecidos e trabalhando-os de forma a
poder compreender a situagao exposta.

Na atividade de modelagao, na qual o objeto de estudo é a equagdo reduzida da fungao
quadratica (y = a(x — h)? + k), os alunos devem encontrar valores para os parametros a, h
e k de tal forma que parte da parabola representativa da fun¢do quadratica se ajuste a uma
porcdo de uma imagem fornecida, mais especificamente, ao arcocentral da Ponte 25 de Abril.
Esta atividade é realizada recorrendo as funcionalidades graficas GeoGebra, usando seletores
para os parametros acima. Terminada esta parte de modelacdo, os alunos devem estabelecer
pontes entre estes parametros e determinadas caracteristicas da fungdo. Nomeadamente, as
coordenadas do vértice da pardbola, o contradominio da funcdo, a equacao do seu eixo de
simetria da parabola e, por ultimo, a existéncia de zeros.

Tarefa 3 — Fungées definidas por ramos em contextos semirreais

A terceira e ultima tarefa (Anexo 10), comeca com um grupo semelhante ao primeiro
grupo da primeira tarefa, na qual o aluno deve escolher uma de quatro representacdes
graficas. Neste caso, a situacdo que a funcdo descreve é o trajeto percorrido por um
submarino que parte da superficie da dgua, desce e torna a subir até regressar a superficie.
Uma vez mais, o aluno deve justificar as razdes que o levaram a excluir as restantes opcgoes.

No segundo grupo, mantendo o contexto semirreal do trajeto descrito por um
submarino, procura-se aprofundar a compreensao da fungdao mdédulo e fortalecer a transicdo
entre a representacdo que recorre ao moédulo e a defini¢dao por ramos. Uma vantagem deste
grupo reside na possibilidade de vdrias estratégias de resolugdo. Mais concretamente, os
alunos podem recorrer ao uso de transformacdes de funcdes sob a funcdo elementar do
madulo ou, por outro lado, podem definir diretamente a fungdo por ramos encarando a subida
e a descida do submarino como fungdes afim.

No ultimo grupo da tarefa, é dado um problema que exige autonomia por parte do
aluno. A situacdo semirreal usada é a da subida (de helicéptero) de um paraquedista e
eventual salto em queda livre. Neste problema, por motivos pedagdgicos, ndo se tem em
conta os fendmenos fisicos da resisténcia do ar e da velocidade terminal. O aluno deve
escolher uma velocidade (constante) de subida do helicéptero, restrita a um valor maximo
pelo enunciado, e deve construir a fungcdo definida por ramos que descreve a situagao,
mediante a velocidade escolhida.

Caracteristicas das tarefas
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Na seccdo 2.2 da fundamentacao tedrica, discorreu-se sobre boas caracteristicas para
tarefas que visam promover o estabelecimento de conexdes matematicas. Na redacdo das
tarefas aplicadas na investigacdo considerou-se estas caracteristicas, que se evidenciam
agora.

Quanto aos tipos de tarefa, Jacinto e Pires (2019) referem que, entre outros, as
exploracbes (presentes nas primeira e terceira tarefas), os problemas e as tarefas de
modelag¢do (ambos presentes na segunda tarefa), encontram-se entre os (tipos de tarefa) que
conduzem ao estabelecimento de conexdes matematicas.

Relativamente as caracteristicas conducentes ao estabelecimento de conexdes
matematicas, a presenca de um elevado nivel de exigéncia cognitiva, referida por Stein e Smith
(1998), estd presente em todas as tarefas. A excecdo do terceiro grupo da primeira tarefa,
todas as questdes envolvem comunicacdo matematica, justificacdo de opg¢des tomadas,
tratamento de dados e o uso de espirito critico.

A exploracdo de representagdes multiplas e das suas inter-relagdes, referida por
Canavarro (2017) e pelo NCTM (2017), encontra-se igualmente em todas as tarefas.
Nomeadamente, na transi¢ao dos contextos semirreais para a linguagem matematica e na
insistente relacdao entre o dominio de uma fungdo, a sua expressao analitica e a sua
representacdo grafica.

O recurso a tecnologias, especificamente a software de geometria dindmica
(GeoGebra), referido por Yao e Manouchehri (2019), encontra-se presente no segundo grupo
da segunda tarefa, no qual é garantida a vantagem do feedback providenciado pelo
computador, mencionado por Paiva (2019), o facto de este promover o desenvolvimento do
raciocinio e do conhecimento matematico. Se, por um lado, a generalizacao pedida na alinea
a) decorre naturalmente dos exercicios mecanicistas realizados pelos alunos, por outro lado,
as generalizagdes pedidas nas alineas seguintes requerem que o aluno recorra a estratégias
como a tentativa erro e a generalizagao partindo do particular.

A presenca de multiplas solucdes, referida por Leikin e Levav-Waynberg (2007), é mais
uma caracteristica presente em todas as tarefas. Nas questGes relacionadas com a escolha de
uma das representacles graficas, ainda que haja uma opcdo mais expetdvel por parte do
professor, é possivel fornecer respostas distintas com argumentos validos. As atividades de
exploracdo, como os grupos dois das primeira e terceira tarefas, e a pequena atividade de
modelacdo da segunda tarefa também viabilizam a presenca de solu¢cdes multiplas. Cada
aluno pode chegar a conclusdes diferentes e apresentar as mesmas de formas distintas, o que
conduz a um enriquecimento da compreensao dos conceitos.
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4. Andlise de dados

No presente capitulo constam a descricdo e subsequente analise dos cinco estudos de
caso da investigacdo realizada. O investigador aplicou trés tarefas, a primeira numa das aulas
lecionadas e as duas seguintes em sessdes fora de contexto de aula com os alunos
participantes. Optou-se pelo uso dos nomes ficticios Mercurio, Vénus, Jupiter, Saturno e
Neptuno por forma a manter o anonimato dos participantes. Nas transcricdes de excertos das
entrevistas, o investigador é identificado pela letra |, ao passo que o entrevistado é
identificado pela inicial do seu nome ficticio, como por exemplo M para Mercurio.

4.1 Estudo de caso: Mercurio

Mercurio é uma aluna com um nivel de aproveitamento muito bom na disciplina de
Matematica e realiza um estudo regular, como refere na entrevista:

I: Fala-me dos teus habitos de estudo especificamente em relacdo a disciplina
de Matematica.

M: Eu costumo fazer os trabalhos de casa que o professor manda e, depois,
mais perto do teste faco fichas de preparacao.

Revela ndo sé destreza na componente mais mecanicista da disciplina, como também
aptidao para interpretar situagdes novas e fora do comum, nas quais faz um uso proficiente
dos conhecimentos adquiridos e procura obter uma compreensdo mais profunda e holistica.

Tarefa 1 — A fun¢do quadrdtica em contextos semirreais

No grupo um desta tarefa, as representacées algébrica e grafica das funcdes em causa
estdo coerentes, incluindo certas mindcias, como os valores do dominio que fazem sentido na
situacdo em causa e a representacdo exata do contradominio. N3o obstante, hda um
preciosismo que escapa na representacdo grafica, onde ndo estdo representadas bolas
abertas nos pontos devidos, como é possivel observar na Figura 4.1.1.

1.2 A 4rea de um retangulo cujos lados medem x e 4 — x.
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Figura 4.1.1 — Representagdo grdfica, expressdo analitica e justificagdo dadas por Mercurio
(Fonte prdpria)
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Quando entrevistada, a aluna detetou rapidamente a incoeréncia entre o dominio
dado e arepresentacao grafica, tendo referido que falta “marcar se é aberto ou fechado”. Ao
ser inquirida se, nesse caso, faria mais sentido colocar bolas abertas na representacao grafica
ou incluir os valores no dominio, defendeu que seria mais adequado colocar as bolas abertas,
uma vez que “a area de um quadrado de lado zero ndo faz sentido, porque o quadrado ndao
existe”.

A parte este pormenor, as justificacdes fornecidas sio completas e estio bem
expostas, como comprova a Figura 4.1.1, o que demonstra a destreza de Mercurio na
articulacdo dos conhecimentos matematicos obtidos em situacdes particulares.

As respostas dadas nos grupos 2 e 3 corroboram estas observac¢des, com a ressalva da
falta de uma generalizacdo na questdao 2.1 (Figura 4.1.2), onde, sendo pedido para estudar
como o valor do parametro m afeta o graficoda funcdo, é de esperar que se chegue a uma
conclusao.

Figura 4.1.2 — RepresentagGes grdficas propostas por Merctrio
(Fonte propria)

Na entrevista, a aluna chegou a uma conclusdao exposta em linguagem corrente: “a
abertura da pardbola fica mais estreita quanto maior for o valor da massa”. Por um lado, esta
afirmacgao evidencia a utilidade do recurso a ferramentas, a ideias e a conhecimentos
matematicos para a compreensao de conceitos de outras areas do saber (Mendes, 2022). Por
outro lado, tratando-se de uma questdo que envolve a conexdo de conceitos fisicos (a energia
cinética e a massa) com o conceito matematico de funcdo quadratica, a conclusdo obtida
revela o beneficio que tarefas ou problemas que envolvam conexdes matematicas trazem ao
aprofundamento da compreensdo de conceitos matematicos, particularmente no tépico de
funcgodes.

Tarefa 2 — A fungdo quadrdtica em resolu¢cdo de problemas e em tarefas de
modelagdo

Na primeira alinea da questdo 1, houve um erro algébrico proveniente da omissao de
passos (Figura 4.1.3). Para a realizacdodesta alinea era necessario determinar as coordenadas
do vértice da parabola associada a fungdo quadratica dada. Para tal, havia duas abordagens
possiveis, ou recorrer as formulas para as coordenadas do vértice da parabola (xV =
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b .
—oa W= f(xv)), ou usar a técnica do completamento do quadrado, como a aluna tentou
fazer. No entanto, como conseguiu observar na entrevista, nao teve em conta a troca de sinal
da parcela 0,32x que decorre da colocacdo do fator —0,01 em evidéncia.
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Figura 4.1.3 — Cdlculos e resposta final dados por Merctrio
(Fonte prépria)

Apesar do erro, que se manteve na resolucao das restantes alineas, Mercurio foi bem-
sucedida nos raciocinios feitos, como sera visto posteriormente. Ao ser questionada sobre o
valor obtido para a abcissa do vértice da pardbola representativa da situacdo semirreal em
estudo, esta disse ter notado de imediato a incongruéncia, uma vez que tal valor implicaria
que a bola se deslocasse no sentido oposto ao do remate, uma atitude que sublinha a riqueza
das conexdes matemadticas para o desenvolvimento do espirito critico (Silva et al., 2023).

Aresolugdo da alinea seguinte é necessario realizar dois calculos. Mediante o contexto
do problema, é preciso avaliar se a bola passa pela barreira —equivalente a saber se f(9,15)
é superior a altura do jogador mais alto da barreira (1,93) — e avaliar se a bola entra na baliza
— equivalente a saber se f(25) é inferior a altura da baliza.

Como ilustra a Figura 4.1.4, a aluna realiza esses calculos e chega a conclusdo certa,
revelando uma incorrecdo na cadeia de desigualdades apresentada (2,44 > 2,09 > 1,93),
uma vez que as desigualdades relevantes sdo “2,09 > 1,93” e “1,75 < 2,44”.
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Figura 4.1.4 — Cdlculos e resposta final dados por Mercdrio
(Fonte prépria)
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Mercurio detetou e corrigiu esta incorrecdo durante a entrevista. E de salientar o
esboco auxiliar realizado pela aluna, uma vez que este evidencia uma compreensao
pluridimensional do problema posto. Mercurio revela nao ter dificuldade nem na transicao
entre cada uma das representagdes, nem na interpretacdao de uma a luz das outras. Esta
competéncia é, para Canavarro (2017), essencial. A aluna consegue, ainda, enriquecer essas
representacdes com os dados fornecidos no enunciado do problema.

No grupo dois desta tarefa, Mercurio demonstra possuir capacidade de generalizagao,
como é possivel aferir observando a Figura 4.1.5 e a Figura 4.1.6.
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Figura 4.1.5 — Janela do GeoGebra fornecida por Mercurio
(Fonte propria)
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Figura 4.1.6 — GeneralizagGes obtidas por Mercurio
(Fonte propria)
A aluna consegue transitar do caso particular, obtido através da realizacdaoda pequena
atividade de modelagdo, para as generalizagdes solicitadas no enunciado, a exce¢ao da alinea
d), que exige um pensamento mais complexo.

Tarefa 3 — Fungdes definidas por ramos em contextos semirreais
Na questdo 1.2 desta tarefa, Mercurio refere ndo ter tido dificuldade na obtencdo da
expressao analitica da funcdo em causa (Figura 4.1.7), ainda que ndo se lembrasse das técnicas
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ou do raciocinio necessdarios para obter a expressao analitica equivalente recorrendo a fungao
maédulo.

Expressdo analitica:
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Figura 4.1.7 — Expressdo analitica e representagdo grdfica propostas por Mercurio
(Fonte propria)
No seguimento deste comentdrio, o investigador relembrou o conceito de
transformacgdes de fungdes. A aluna deduziu autonomamente as operagdes necessarias que
se traduzem nas transformagdes geométricas desejadas, partindo da fungdo maddulo, |x|:

I: Como sabes que a representacado grafica da funcdo pode ser descrita por uma
funcdo maédulo, podes pensar nas transformacdes de funcdes que conheces.
M: Como vai descer num fator de 2 e crescer num fator de 2, fica 2|x|. Agora é
so fazer o vértice, que seria (250,—500).

I: Certo. Que expressao analitica obterias, nesse caso?

M: 2|x — 250| — 500.

Um aspeto que evidencia a apropriagao por parte da aluna de um habito relacionado
com conexdes é o uso da letra p para definir a funcdao de profundidade, sem ter sido
mencionado no enunciado. Este facto pGe em evidéncia a apropriacdo deste tipo de técnica,
algoque fazsentido que tenha ocorrido na ultima tarefa, uma vez que os participantes tiveram
tempo de habituacdo suficiente ao tipo de tarefa realizado.

Quando o investigador colocou uma questdo sobre o uso de letras representativas do
seu significado real para as varidveis independente e dependente, Mercurio deu o seu
parecer:

I: Relativamente ao uso das letras t e v para a varidvel independente das
situagOes descritas, de que forma achas que esse uso impacta a compreensao,
nao so da situacdo descrita, como dos conceitos matematicos?

M: Eu acho que em termos analiticos a letra da varidvel ndo faz muita diferenca.
Mas quando é para comparar com situagOes reais ajuda a transportar o
raciocinio para essa situacdo especifica.
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Esta vantagem que a aluna salienta (isto é, a do aprofundamento da compreensdo da
situacdo semirreal em estudo), situa-se na linha de pensamento de Ferri (2010), quando a
autora refere conexdes com a realidade. Além do mais, Mercurio valoriza o uso de letras
representativas do significado das varidveis. Esta conexdao extramatematica simples acresce
valor a problemas que fagam uso da mesma e revelam ajudar na compreensao da situagao
descrita e da utilizagdo da matematica no estudo da mesma.

Na questdo 1.3, a aluna esquece-se de limitar de forma completa os valores da variavel
t para cada ramo (Figura 4.1.8), indicando apenas, ainda que corretamente, o valor da
transicdo de um ramo para o outro.
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Figura 4.1.8 — Expressdo analitica apresentada por Mercurio
(Fonte prépria)

Em contexto de entrevista, Mercurio deteta a irregularidade:

I: Explica-me a tua escolha para as condi¢des impostas em relacdo ao tempo.
M: Comparando com a alinea 1.2, aqui [no extremo superior do intervalo do
segundo ramo da questdo 1.2] esta 500, sé que aqui [no extremo superior do
intervalo do segundo ramo da questao 1.3] seria diferente porque ele sobe
mais depressa.

I: Certo. No entanto, o submarino nao sobe indefinidamente. Correto? Pelo que
haverd, eventualmente um limite temporal.

M: Sim. Como a velocidade é o dobro, demora metade do tempo, que é 125s.
I: Qual seria, entdo, o limite superior?

M: 375s.

I: E o mesmo se aplica ao primeiro ramo, certo?

M: Sim, comecaria em 0s.

A aluna faz uma transicao proficiente entre os conceitos matematicos de dominio e de
declive para os conceitos fisicos de grandezas e de velocidade, algo que foi, segundo a mesma,
potencializado pelas caracteristicas da tarefa. Nomeadamente, no que toca ao uso constante
de representa¢des multiplas e da relagdao entre as mesmas (Canavarro, 2017) e a presenca de
varias solugdes possiveis (Leikin & Levav-Waynberg, 2007).

Mercurio complementa a sua resposta, referindo que um eventual obstaculo na
determinacdo da mesma esta relacionado com a impossibilidade de fornecer uma expressao
analitica que recorra a fungdo mddulo, em oposicdo a situacdo da questdo 1.2. Paratal, dd um
argumento geométrico, mencionando que “os dois lados ndo seriam simétricos”. Especula,
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por fim, que o recurso a um esboco da representacdo grafica aquando da realizacdo desta
alinea teria sido util, tanto na limitacdo dos valores para t, como na chegada a conclusdo da
impossibilidade de aglutinar os ramos numa fungdo com médulo, sublinhando o que
Canavarro (2017) preconiza, quando menciona que ndo é suficiente tomar conhecimento das
diferentes representacdes de um conceito matemdatico. Com efeito, é necessario saber
interrelaciona-los e interpreta-los a luz uns dos outros. Este comentario da aluna alinha-se
com a resolugdo que apresenta para a uUltima questdo desta tarefa (Figura 4.1.9), na qual ndo
revela qualquer dificuldade na limitacdo dos valores de t para os diferentes ramos, mesmo
tratando-se de uma questdo que apresenta um grau mais elevado de complexidade.

Na questdo 2, Mercurio ndo apresenta cdlculos para a obtencdo dos ramos e das
limitagOes dos mesmos relativamente a variavel independente (Figura 4.1.9).
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Figura 4.1.9 — Representagdo grdfica e expressdo analitica propostas por Mercurio
(Fonte prépria)

No entanto, justifica na entrevista:

I: Quero que me fales da obtenc¢do dos segundo e terceiro ramos.

M: Entdo, este [0 segundo] é constante.

I: E vem donde esse valor?

M: Deve ser o produto do tempo que ele subiu pela velocidade a que ele subia.
I: E por ultimo, o terceiro ramo?

M: E esta express3o [a expressdo quadratica dada pelo enunciado], sé que com
os valores do vértice.
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I: E em relacdo a restricdo do tempo para o terceiro ramo?

M: Entdo, aqui [extremo superior] calculei o zero para poder ver o maximo de
tempo que ele estaria no ar até cair e aqui [extremo inferior] é do tempo
anterior.

Relativamente ao tipo de tarefas realizado e ao que estas podem acrescentar a
aprendizagem matematica, bem como ao aprofundamento das aprendizagens adquiridas, a
aluna partilha a sua visdo:

I: Olhando para o tipo de tarefas que realizdmos, que beneficios ou
desvantagens achas que o uso das mesmas pode trazer, ndo sé para a
aprendizagem, mas também para o aprofundamento da compreensdo das
situagdes matematicas apresentadas?

M: Como nds estamos habituados a fazer as tarefas de uma certa maneira,
quando fizemos as tarefas inicialmente foi um bocado um choque, porque é
diferente do que estamos habituados a fazer e é dificil pensar nas situa¢des
reais. Mas eu acho que, primeiro, torna as coisas mais divertidas e também
ajuda a transportar a matematica para a realidade e ndo é s coisas abstratas.

E mais concreto e é mais facil de visualizar e perceber os conceitos.

E, assim, salientada a importancia da apropriacdo da realizacdo deste tipo de tarefas
por parte dos alunos, para que estes tirem o proveito maximo da atividade no que toca a sua
aprendizagem.

Consideragdes finais

Mercurio mostrou a-vontade na realizacdo das tarefas desde a primeira aplicacdo. E
notdria uma apropriacdo progressiva de estratégias de resolucdo que envolvem conexdes
matematicas, como o recurso a representagdes diversas de uma mesma situa¢ao ou a
utilizacdo de letras representativas do significado semirreal da variavel, e é, também, visivel
uma desenvoltura crescente nas resolugdes apresentadas, evidenciada pelo rigor e minucia
cada vez maiores. Sobre um dos aspetos acima, o recurso a representacdes multiplas de uma
mesma situacdo é um aspeto que sobressai neste estudo de caso. O recurso a diagramas ou
esbogos representativos das situagdes colocadas nos enunciados conduz a uma resolugao
mais completa e reveladora de uma compreensdao mais profunda por parte da aluna
(Canavarro, 2017). Este uso sistematico evidencia, também, um uso proficiente das
ferramentas matematicas.

Nas resolugGes apresentadas por Mercurio, é possivel destacar algumas estratégias
utilizadas pela aluna: o recurso a diagramas auxiliares, verificado na alinea 1b) da tarefa 2
(Figura 4.1.4); a designacdo atribuida a varidveis mediante o conceito que estas representam,
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nas questdes 1.2 e 2 da tarefa 3 (Figura 4.1.7 e Figura 4.1.9), estratégia que a aluna partilha
ser benéfica “quando é para comparar com situa¢des reais”, pois “ajuda a transportar o
raciocinio para essa situacdo especifica”.

A aluna manifesta destreza em momentos como a transicdo entre diferentes
representacdes de uma mesma situacdo matematica e a interpretacdao de uma a luz das
outras, nas questdes 1 da tarefa 1 e 1a) da tarefa 2 (Figura 4.1.1 e Figura 4.1.3); e na obtenc¢ao
de uma fungdo, partindo de um conjunto de dados fornecidos no enunciado, na questao 1.2
da tarefa 3) (Figura 4.1.7). Em oposicao a estes momentos, Mercuriorevela menos proficiéncia
na capacidade de generalizacdo, na questdao 2.1 da tarefa 1 (Figura 4.1.2) e na alinea 2.2d) da
tarefa 2 (Figura 4.1.6).

Por fim, relativamente as contribuicdbes das conexdes matematicas para a
compreensao da aluna sobre os conceitos do tépico de fun¢des, destacam-se a compreensao
da forma como os coeficientes dos termos de uma funcdo quadrdtica afetam a sua
representacdo grafica, na questdo 2.1 da tarefa 1 (Figura 4.1.2); a facilitacdo da detecdo do
erro proveniente do contexto semirreal dado, na alinea 1a) da tarefa 2 (Figura 4.1.3); o
desenvolvimento da capacidade de encarar a mesma situagao matematica de varios pontos
de vista (hnomeadamente, recorrendo a representagdes multiplas), na alinea 1b) da tarefa 2
(Figura 4.1.4) e na questdo 1.2 da tarefa 3 (Figura 4.1.7 e segundo excerto da entrevista); a
promocdo de uma transicao proficiente entre os conceitos matematicos e conceitos doutras
areas cientificas, como a transicdo do dominio e do declive para os conceitos fisicos de
grandezas e de velocidade, presentes na questdo 1.3 da tarefa 3 (Figura 4.1.8 e quarto excerto
da entrevista); e a facilitacdo da visualizacdo e compreensdo dos conceitos, relacionando a
matemadtica com a realidade e tornando as coisas menos abstratas, apontado por Mercurio
no ultimo excerto da entrevista.
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4.2 Estudo de caso: Vénus

Vénus é um aluno dedicado com um nivel de aproveitamento bom na disciplina de

Matematica. A sua zona de conforto estd circunscrita a memorizacdo dos mecanismos

algébricos, bem como das férmulas. O aluno revela menos destreza e seguranc¢a no tocante a

transicdo dos objetos/conceitos matematicos para o seu significado em diferentes contextos

reais.

Vénus refere, na entrevista, como realiza o seu estudo da disciplina de Matematica:

I: Fala-me dos teus habitos de estudo especificamente em relagao a disciplina

de Matematica.

V: Este ano é mais facil de estudar, porque os trabalhos de casa em si, como

sdo muitos, também ajudam um bocado a manter o habito de estudo

recorrente. Mas em altura de testes comego a refazer exercicios, uma semana

antes, talvez. Para além da repeticdo de exercicios uso o caderno de atividades

e a internet, se conseguir arranjar alguma coisa de jeito.

Tarefa 1 — A fung¢do quadrdtica em contextos semirreais

As respostas dadas no primeiro grupo desta tarefa revelam algumas dificuldades por

parte do aluno em trabalhar conceitos matematicos em contextos semirreais. Ha incoeréncias

entre os dominios apresentados e as representacdes graficas providenciadas. Ainda assim, na

justificacdo dada na alinea 1.1, quando afirma que as dreas sao sempre positivas, é

estabelecida uma das conexdes expectaveis nesta alinea (Figura 4.2.1).

1.1 A drea de um quadrado cujo lado mede x.
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Figura 4.2.1 — Representagdo grdfica, express@o analitica e justificagéo dadas por Vénus

(Fonte prépria)

Com efeito, estd em falta a associacdo do conceito fisico que a variadvel independente,

x, representa (neste caso, uma medida), pelo que é possivel recorrer ao mesmo argumento,

uma vez que todas as medidas sdo positivas. Aincongruéncia jareferida entre o dominio dado

e a representacdo grafica é justificada na entrevista:
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I: O que representa o x?
V: Um lado.
I: E 0 x esta relacionado com que eixo e com que conjunto?

V: Com as abcissas e com o dominio.

I: Detetas, entdo, alguma coisa que alterarias?
V: Ok, ja percebi. Eu pus o dominio como R*, mas estava a ver como as

imagens, porque as imagens é que vao ser so positivas. O dominio vai ser R.

Vénus, ainda que ndo detete que x representa uma medida e, logo, que este deve ter
valores positivos, revela ter estabelecido uma conexdo entre a representacdo grafica que
forneceu na sua resolugdo e o novo dominio proposto.

O investigador questiona o aluno sobre o significado da variavel x em contexto real:

I: Detetaste uma incoeréncia entre a representacdo grafica e o dominio. No
entanto, que conceito real representa a variavel x?

V: Teoricamente o x vai ser o lado. Entdo tem de ser sempre positivo também.
I: Nesse caso, o que ajustarias na resolugao?

V: Nesse caso, a representacao grafica é que ndo devia ser assim.

I: Certo. Achas que a componente analitica da resolucdo te fez esquecer do
contexto real que o problema ilustra?

V: Até aodominio ndo. Mas quando passei da expressao analitica para o grafico,
acho que me esqueci do contexto real.

Vénus revela, por um lado, a capacidade de detetar asincorrec¢des da sua resolugao e
associa, ainda, a analiticidade a ndo contempla¢dao do contexto semirreal. Este ultimo facto
confirma uma das conclusdes enumeradas pelo NCTM (2017) relativa a investiga¢do sobre o
uso de tarefas matematicas, mais especificamente, que tarefas que impliguem pensamento e
raciocinio de nivel elevado produzem mais aprendizagem do que tarefas procedimentais.

No segundo grupo, ainda que, na resposta a alinea 2.1, ndo tenha sido estabelecida a
conexdo (extramatematica) da forma como a variacdo do parametro m, associado a massa,
afeta a representagdo grdfica da fungdo E., o aluno revela capacidade para fazer
extrapolagdes. Nomeadamente, na resposta dada na alinea 2.2 (Figura 4.2.2).
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2.2 Atendendo aos valores que fazem sentido para m e para v explica que forma terd o

grafico da fungdo E,.

Figura 4.2.2 — Conclusdo proposta por Vénus
(Fonte prdpria)

Como é possivel observar, partindo dos casos particulares experimentados, Vénus é
capaz de generalizar que formato terd o graficoda fun¢do E., independentemente do valor
de m.

Tarefa 2 — A fun¢bo quadrdtica em resolugcdo de problemas e em tarefas de
modelagdo

No primeiro grupo desta tarefa, Vénus faz uma boa selegao e posterior utilizagao dos
dados fornecidos. Ndo obstante, a resposta dada a pergunta feita na alinea b), ainda que
esteja correta, estd incompleta (Figura 4.2.3).
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Figura 4.2.3 — Cdlculos e resposta final dados por Vénus
(Fonte propria)

O aluno recorre a condicdo que confirma se a bola passa ou ndo por baixo da baliza
nas circunstancias descritas (equivalentemente, se f(25) < 2,44). No entanto, ndo
reconhece que tem dados suficientes para avaliar se a bola passa ou ndo por cima da barreira.
Nao lhe ocorre que poderia, inclusivamente, utilizar uma estratégia analoga a que utilizou para
avaliar se a bola entra na baliza. Na entrevista, com alguma ajuda, Vénus conclui que era
possivel completar a resposta:

I: Vamos olhar para a alinea b). Qual é a ideia do exercicio?

V: Teoricamente, ha condi¢cbes impostas que podem ndo permitir [que o livre
resulte em golo].

I: Certo. E qual é que foi a [condi¢cdo] que tu confirmaste que resultaria?

V: Os impedimentos eram ser impedido pela barreira ou pelo jogador que
estava nela, o mais alto, e entrar na baliza.

I: E tu confirmaste [que aconteceria] o qué?
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V: Confirmei a altura a que a bola entraria na baliza. Ou seja, se a bola entraria
na baliza.

I: E tal aconteceria se passasse na barreira, como mencionaste na tua resposta
final. E a minha pergunta é: ndo poderias confirmar se passa na barreira? (...)
Ndo poderias pegar na mesma estratégia que pegaste aqui [na confirmac¢ao da
condi¢do de passar por baixo da barra]?

V: Ah, claro. Teoricamente, utilizava os 9,15 e calculava f(9,15).

I: Certo, e que condicdo teria de ser verificada por esse valor?

V: Tem que ser superior aos 1,95.

Um aspeto importante na resolucdo apresentada é o factode o aluno ndo ter esbogado
o diagrama representativo da situacao desta alinea. O ndo reconhecimento da possibilidade
de fornecer uma resposta mais completa ou, pelo menos, mais deterministica, reforca a
importancia das representacdes multiplas que Canavarro (2017) afere. Esta observacdo é
realcada com a resolugdo da alinea seguinte.

Na alinea c), Vénus faz o raciocinio geométrico necessario. O aluno recorre a um
diagrama que descreve a situagao, levando-o a compreender o enunciado, a realizar os
raciocinios necessarios e, por fim, a dar uma resposta completa (Figura 4.2.4).
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Figura 4.2.4 — Resolugdo de Vénus
(Fonte prépria)

Como referido hd dois paragrafos, as resolugbes e respostas finais de Vénus
evidenciam a importancia das representa¢des multiplas e como o recurso as mesmas conduz
de forma natural a uma compreensao mais profunda do problema em causa e, logo, a uma
resposta mais completa.

No grupo dois desta tarefa, o aluno encontra valores para os parametros por forma a
gue arepresentacdo grafica dafuncdo modele o arcocentral da ponte (Figura4.2.5), conforme
pedido no enunciado.
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Figura 4.2.5 — Janela do GeoGebra fornecida por Vénus
(Fonte propria)

Quando Vénus procura generalizar o que obteve para qualquer fungcdo quadratica
escrita na forma apresentada, tem sucesso em fazé-lo para a alinea a), como se pode observar
na Figura 4.2.6, apresentando uma incorre¢do, quando refere “o simétrico de h”. Na
realidade, o simétrico de h é o valor que adiciona a x na expressao fornecida (y =
a(x —h)? + k). Porém, a ordenada do vértice da parabola é precisamente h, ndo o seu
simétrico. Este erro reforca o ponto de vista defendido por Ferri (2010), quando a autora
encara a Matemadtica como um catalisador da compreensdao do mundo e ndo uma colecdo de
receitas predefinidas.
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Figura 4.2.6 — Generalizagbes obtidas por Vénus
(Fonte propria)

Em relagdo a alinea b), o aluno refere que o sentido da concavidade da pardbola afeta
o contradominio, mas ndo menciona o papel desempenhado pelo parametro k, isto é, o de
limitar o contradominio. Também n3do traduz matematicamente o que explicou em linguagem
corrente, ainda que ndo tenha sido pedido pelo enunciado. Além disso, mesmo que nao afete
a realizacdo desta tarefa em especifico, Vénus associa o conceito de “declive” ao parametro a
de uma parabola. E certo que este parametro estd, tal como o declive de uma fungdo afim,
relacionado com velocidade com a qual a funcdo varia. No entanto, ndo é correta a designacao
atribuida pelo aluno. Na alinea c), Vénus chega a generalizacdo esperada, mantendo o erro no
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qual incorreu na alinea a), relativo a designacdo do “simétrico de h”. Por ultimo, na alinea d),
o aluno identifica corretamente que a existéncia de zeros depende do valor de k, mas, desta
vez, ndo menciona o papel desempenhado pelo parametro a, uma vez que sé para certas
combinacgdes dos valores de a e de k é verificada a existéncia de zeros.

Por forma a compreender a auséncia da mengdo dos parametros acima referidos, k
para a alinea b) e a para a alinea d), o investigador questionou Vénus:

I: Gostava que fundamentasses a tua resposta na alinea b). Dizes corretamente

gue o parametro a afeta o contradominio. No entanto, a resposta estd

completa?

V: O k também vai afetar.

I: Certo. Tu disseste que a > 0 é um caso e que a < 0 é outro caso. Portanto,

qual sera o contradominio para cada um dos casos?

V: Calma, mas eu nao tenho valores.

I: Exato. O objetivo deste conjunto de alineas é precisamente generalizar, isto

é, dar uma resposta para valores genéricos de cada parametro, tal como fizeste

para a alinea a).

V: Ah, ok. [esboga numa folha o caso para a > 0] Entdo, vai ser [k,+oo].

I: Exato, e nesse caso tens a > 0. Como é para o outro caso?

V: Entdo, fica | — oo, k].

O aluno revela, desta forma, conseguir fazer uma exaustdo dos casos possiveis, com
alguma orientagao do investigador. Conclui-se que possui destreza na identificagao de casos
distintos, mas tem dificuldades na exaustdo dos mesmos. A vantagem sobre as conexdes
intramatematicas proferida por Mendes (2022) é ilustrada na crescente compreensdo do
problema por parte de Vénus, o que mostra a utilidade deste tipo de conexdes para o
desenvolvimento da compreensdo aprofundada das ideias e conceitos matematicos que a
autora refere.

Tarefa 3 — Fungoes definidas por ramos em contextos semirreais

Na resposta dada a pergunta 1.2 (Figura 4.2.7), é cometido um erro de transposicdo
dos dados fornecidos pelo enunciado para os calculos realizados. O enunciado afirma que o
submarino percorre 2 metros de profundidade por segundo na descida e Vénus traduz esta
afirmagao pelo facto do ponto de coordenadas (1, 2) pertencer ao grafico. O lapso repete-se
na tradugcdo matematica da afirmacgdo “atinge uma profundidade maxima de 500 metros”,
onde o aluno aponta, desta vez, que o ponto de coordenadas (250,500) pertence ao grafico
da funcdo em estudo. Estas interpretacdes entram em conflito com a representacdo grafica
apresentada, onde os pontos acima referidos deveriam ser, na realidade, os pontos de
coordenadas (1,—2) e (250,—-500).
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Figura 4.2.7 — Expressdo analitica e representagdo grdfica apresentadas por Vénus
(Fonte prépria)

Com vista a compreensdo do raciocinio realizado pelo aluno, questionou-se o mesmo
em contexto de entrevista:

I: Olhemos, agora, para a tua proposta de resolugdao do problema 1.2.

V: Estava a ver as contas que eu tinha feito no declive. Nao percebo onde fui
buscar aqueles valores. Porque ela parte no instante 0, portanto onde é que eu
fui buscar o [ponto] (1,2)? Ah, ndo. Esta certo!

I: Mais ou menos. Acho que houve um problema na traducdo dos dados do
enunciado para os teus cdlculos. Porque, apesar de se deslocar 2m/s, o
enunciado diz que desce.

V: Ah! Devia ser —2.

I: Exato. E repara nas incoeréncias quando passas para o calculo. De onde
provém essas incoeréncias?

V: Com os pontos (1,2) e (250,500) devia ficar 500 — 2 sobre 250 — 1.

I: Exato. E percebes o porqué de usares —500, de um momento para o outro?
(...) Repara na representacdo grafica que apresentaste.

V: Ah! Sim. Tirei o —500 da representacdo grafica.

I: Sim. E porque é que ndo deu certo?

V: Ah... depois nao fizo mesmocom o —2 e o —1.

Revela-se, com este didlogo, ser intuitivo abordar situacbes semirreais,
independentemente de os dados retirados ndao se encontrarem em conformidade com essa
ideia intuitiva. No caso desta resolucdo, é intuitivo que o submarino inicie o seu deslocamento
na superficie da dgua e que desca, pelo que Vénus apresenta uma representagdo grafica com
o aspeto acima (Figura 4.2.7). No entanto, os dados retirados, como foi ja referido, entram em
conflito com esta representacao, o que conduz ao declive obtido para a funcdo afim de cada
ramo. Esta resolucdo é um bom exemplo da riqueza que provém da reflexdo feita em relacao
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a compreensdo que se tem de um problema. O préprio aluno, ao referir “Nao percebo onde
fui buscar aqueles valores”, evidencia uma atitude critica e explicita a detecdo de uma
irregularidade, competéncias que Silva et al. (2023) propdem ser desenvolvidas atravésdo uso
de conexdes matematicas. Explorar essas irregularidades é benéfico para a aprendizagem dos
alunos e para a compreensdo dos conceitos matemdticos, nomeadamente no tdpico de
fungdes.

Em contexto de entrevista, Vénus partilha o seu parecer relativamente a designagdo
de uma varidvel com recurso a uma letra representativa do seu significado:

I: O uso de v ou de t para avaridvel independente de cada uma das situacdes
descritas cria, na tua 6tica, confusdo ou faz sentido? E em que medida é que
[este uso] ajuda a estudar e compreender situacdes de contexto real?

V: Simplifica um bocado mais as coisas, o uso do v e do t. Porque nds
associamos ot e ja sabemos que é o tempo, € um bocado mais intuitivo do que
tiver 1a o x. Porque o t nds dizemos: ok, ndo ha tempos negativos é a partir do
0. A mesma coisa com as velocidades. Teoricamente, ndo ha velocidades
negativas. Portanto é do 0 para a frente, é o médulo da velocidade, ou seja, nés
sabemos que ali tem que haver uma restricao obrigatdria. No x, como nés
fazemos varios exercicios e que envolvem n situacdes distintas, nds acabamos
se calhar por fazer um bocado de confusdo, e dai cairmos um bocado no erro
como nesta questdo [1.1 da Tarefa 1] aqui atras.

I: Portanto, achas que traz beneficios tanto para a compreensao dos conceitos
das ferramentas matematicas?

V: Sim, traz, por causa disso. Facilita a aprendizagem.

A visdo exposta pelo aluno clarifica a importancia de abordar contextos reais e de
recorrer a técnicas que facilitem a boa transicdo de conceitos especificos para as ferramentas
matematicas as quais recorrer. O facto de Vénus afirmar que a designacdo de uma variavel
com recurso a uma letra representativa do seu significado conduz, de forma natural, as
restricbes a impor aos valores da variavel evidencia uma vantagem importante advinda de um
habito simples, que salientaa importancia da compreensdo de interpretar uma representacao
de um conceito matematico a luz de outras representacdes desse mesmo conceito
(Canavarro, 2017).

Na justificacdo fornecida na pergunta seguinte (Figura 4.2.8), o aluno revela possuir
intuicdo sobre o entendimento da simetria da fungdo maddulo, seja esta mais geométrica
(relacionada com as inclina¢Ges das semirretas) ou mais algébrica (relacionada com os valores
dos declives das semirretas).
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Figura 4.2.8 — Justificagdo proposta por Vénus
(Fonte propria)

Na questdo final desta tarefa, Vénus propde uma resolucdo fundamentada (Figura
4.2.9), tanto a nivel dos célculos auxiliares, como da representacdo grafica e da expressao
analitica fornecidas. Porém, nao refere as restricdes da varidvel independente em dois dos
ramos. Esta situagao ja se verificou nas alineas anteriores e revela alguma falta de proficiéncia
na transicdo entre a representacdo grafica e a expressdo analitica (verificada, ainda, no
primeiro grupo da Tarefa 1).

Justifica as opgdes feitas e os raciocinios realizados.
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Figura 4.2.9 — Representagdo grdfica e expressdo analitica propostas por Vénus
(Fonte prépria)

Como salientado no problema anterior, as incongruéncias verificadas na resolucao
constituem oportunidades ricas para o aprofundamento da aprendizagem. A detecdo de erros
por parte do aluno leva ao fortalecimento das conexdes matematicas estabelecidas, o que
promove a utilizagdo proficiente das diferentes representagdes matemdticas de uma mesma
realidade, ao invés do mero conhecimento de cada uma dessas representa¢des (Canavarro,
2017).

O aluno partilha, ainda, a sua visdo no que respeita a aplicacdo de tarefas como as que
foram realizadas na investigacdo:
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I: Tendo em conta o tipo de tarefas que realizdmos, que beneficios achas que o
uso das mesmas pode trazer, ndo so para a aprendizagem, mas também para o
aprofundamento da compreensao das situacdes matemadticas apresentadas,
que envolver contextos doutras disciplinas?

V: Comegcando com a Matematica relativamente a contextos doutras
disciplinas, neste caso Fisica, facilita bastante. Porque é quase como se nds
tivéssemos o dobro da aprendizagem, tanto em Matematica como também
temos umas luzes de Fisica. Ou seja, acho que é mais facil para nds associarmos
coisas que estdo ligadas a situacOes reais por que ja experimentdmos, ja as
visualizamos em contexto doutras disciplinas. E relativamente as tarefas, eu
acho que a nivel de detalhes acaba por aprofundar mais o conhecimento que
nds temos porque ha aqui pormenores que se calhar tivemos que ligar mais do
gue em contexto normal de exercicios e que faz sentido e que, se calhar, nds
ndo tinhamos visto dessa maneira, porque estamos um bocado formatados. E
muito a base de: “é isto que tens de fazer, é isto que vais fazer e ja sabes que é
assim”. E hd partes e contextos que escapam as vezes e as tarefas tém essa
parte dos detalhes importantes para serem vistos.

I: Tu e os teus colegas nem estavam habituados a fazer este tipo de tarefas.
Imagina que o recurso a tarefas deste tipo passa a ser mais comum no contexto
de aula. Traria também beneficios?

V: Sim, acho que vamos estar mais preparados para exercicios mais dificeis ou
mais detalhados e que exijam mais rigor, também, na resolucdo.

Vénus refere a vantagem de se aprofundar duas dreas do saber em simultaneo, ao
realizar-se tarefas que envolvem conexdes matematicas. A valorizacdo da presenca de
“detalhes” nas tarefas também é de salientar, sobretudo considerando a associagao feita pelo
aluno ao afirmar que é necessario “ligar mais do que em contexto normal de exercicios” e que
estao “formatados”.

Consideragdes finais

As resolucdes apresentadas por Vénus revelam consistentemente algum nivel de
compreensao, independentemente do tipo de problema em causa. O aluno procura ser claro
nas suas exposi¢oes, tanto em linguagem matemadtica, como em linguagem corrente.

Nas resolucdes apresentadas por Vénus, é possivel destacar algumas estratégias
utilizadas pelo aluno: a utilizagdo de pontos especificos para esbogar a representagao grafica
de uma func¢do, na questdo 1.1 da tarefa 1 (Figura 4.2.1); o recurso a diagramas auxiliares, na
alinea 1c) da tarefa 2 (Figura 4.2.4); a utilizacdo de ferramentas associadas a outro tema da
Matematica, quando recorre a geometria na alinea 1c) da tarefa 2 (Figura 4.2.4); a designacao
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atribuida a variaveis mediante o conceito que estas representam, nas questdes 1.2 e 2 da
tarefa 3 (Figura 4.2.7 e Figura 4.2.9).

O aluno manifesta destreza em momentos como a detecdo de erros da sua resolugao
(terceiro excerto da entrevista); a realizacdo de generaliza¢des, na questdo 2.2 da tarefa 1
(Figura 4.2.2); e na sele¢do dos dados fornecidos pelo enunciado, na questdo 1 da tarefa 2
(Figura 4.2.3). Em oposi¢ao a estes momentos, Vénus revela menos competéncia ao trabalhar
conceitos matematicos em contextos semirreais, na questdo 1 da tarefa 1 (Figura 4.2.1) e na
questdo 2 da tarefa 3 (Figura 4.2.7); em manter presente o contexto semirreal quando se
encontra na parte analitica da resolucdo (terceiro excerto da entrevista); na capacidade de
generalizacdo, na alinea 2.2d) da tarefa 2 (Figura 4.2.6); e na transposicdo dos dados
fornecidos pelo enunciado para os cdlculos realizados, na questdo 1.2 da tarefa 3 (Figura
4.2.7). Finalmente, Vénus revela destreza na identificacdo de casos distintos, mas tem
dificuldade na exaustdao dos mesmos, na alinea 2.2b) da tarefa 2 (Figura 4.2.6).

Por fim, relativamente as contribuicbes das conexdes matemadticas para a
compreensdo do aluno sobre os conceitos do tépico de fungdes, destacam-se a promogao da
detecdo de errosda sua resolugao, no terceiro excertoda entrevista e na questdo 1.2 da tarefa
3; e a associagdo das representagcdes matematicas aos conceitos que estas representam, no
sétimo excerto da entrevista.
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4.3 Estudo de caso: Jupiter

Jupiter é uma aluna que investe pouco tempo de estudo na disciplina de Matematica.
A Matemadtica ndo é das disciplinas que lhe desperta mais o interesse e, como é possivel aferir
com a sua partilha na entrevista, o seu estudo é menos regular do que os trabalhos de casa
dados:

I: Fala-me dos teus habitos de estudo especificamente em relagao a disciplina
de Matematica.

J: Ndo consigo estudar todas as semanas, mas ao fim de semana tento estudar
um bocadinho mais. Depois, é quando faco os trabalhos de casa. Mais perto do
teste, estudo ou uma semana antes, quando ha poucos testes, ou trés dias
antes, quando ha mais testes na mesma semana.

Todavia, ainda que apresente um nivel de aproveitamento suficiente na disciplina, é
uma aluna que revela capacidades de perseveranca e de espirito de iniciativa quando

confrontada com desafios.

Tarefa 1 — A fun¢do quadrdtica em contextos semirreais

No grupo um desta tarefa, a resolucdo de Jupiter apresenta, de forma sucinta, as
expressoes analiticas pedidas, bem como a origem destas. No entanto, ndo justifica a
obtencdo dos dominios (Figura 4.3.1), nem indica as bolas abertas.

1.1 A drea de um quadrado cujo lado mede x.

y Expressdo analitica: x>

Dominio: 7/4s}

" Lxy - y*
N=9y0598

xR

1.2 A érea de um retdngulo cujos lados medem x e 4 — x.

y Expressdo analitica:-3 > +4 %

Domfnlo:%m}]()ﬂ]
N Aoy by,

Ry

Figura 4.3.1 — Representagles grdficas, expressdes analiticas e justificagbes dadas por Jupiter
(Fonte propria)
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E possivel detetar uma incoeréncia no dominio fornecido para a alinea 1.2, uma vez
que é apresentado o intervalo aberto no extremo inferior, mas fechado no extremo superior,
algo que evidencia ndo ter havido uma compreensao completa do contexto. Ainda assim, é
natural que seja menos evidente que o extremo superior seja aberto, uma vez que implica
pensar na condicdo para o lado cuja medida é representada por 4 — x, um raciocinio
ligeiramente mais complexo do que o raciocinio analogo para o caso do lado que mede x.

Como a aluna nao justificou a obtengdo dos dominios, o investigador questionou-a na

entrevista:

I: Gostava que me ajudasses a perceber como obtiveste os dominios.

J: Sei que usei a calculadora.

I: Certo. No entanto, a calculadora n3do te mostrava exatamente esta
representacdo grafica, ou mostrava?

J: Ndo. Mas como as dreas sao positivas, tirei a parte negativa.

Desta forma, percebe-se que Jupiter recorreu a calculadora grafica para visualizar a
representacdo grafica da expressdao analitica obtida e, ao transpor para o papel, usou um
conhecimento do contexto semirreal em causa.

No segundo grupo, um grupo consideravelmente mais elaborado e que implica um
raciocinio mais complexo, a aluna demonstra mais destreza na interpretacdo das questdes,
algo que se verifica tanto nos cdlculos como no texto redigido. Comegando pela questao 2.1,
Jupiter apresenta varias representacdes graficas ndo identificadas (Figura 4.3.2).

Figura 4.3.2 — Representagdes grdficas propostas por Jupiter
(Fonte propria)

Em contexto de entrevista a aluna fundamenta a sua resposta:
I: Substituiste o parametro m por varios valores, certo? Mas ndo os

identificaste. Como fizeste para esbogar cada um dos casos?
M: Utilizei a calculadora.
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Jupiter afirmou ndo se recordar de que valores estavam associados a cada uma das
representacdes graficas. Assim, apds o investigador lembrar a aluna, esta conseguiu chegar a
uma conclusdo na entrevista:

I: O objetivo desta alinea é compreender de que forma o valor do parametrom
afeta a representagdo grafica de E.. Agora que sabes que valores de m estdo
associados a cada representacdao grafica, consegues chegar a alguma
conclusdo?

M: Entdo, quando [o valor de m] for maior mais perto do eixo vai ficar.

I: De que eixo?

M: Do eixo dos yy.

Na alinea seguinte é apresentada uma justificacdo que estd parcialmente correta,
havendo um erro na ultima parte (Figura 4.3.3).

2.2 Atendendo aos valores que fazem sentido para m e para v explica que forma teré o

grafico da funcao E,.
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Figura 4.3.3 — Justificagdo apresentada por Jupiter
(Fonte prépria)

Procurando entender como Jupiter chegou a justificagcdo dada, o investigador
questionou-a na entrevista:

I: Na justificacdo que apresentaste dizes que a massa e a velocidade ndo podem
ser negativas, o que é verdade. E dizes, ainda, que a concavidade é voltada para
cima. No entanto, qual dos conceitos é que te leva a concluir isso?

J: E a velocidade. N3o?

I: Nao, pois ndo? O uso do v pode ser algo a que n3ao estas habituada, mas se
fosse a tipica expressdo ax? + bx + c, o que afeta a concavidade?

JEoa.

I: Exato. Entdo, e neste caso?

J: E a massa.

I: Entdo, como complementas a resposta usando a condi¢cdo que deste aos
valores de v?
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J: Fica s6 o lado direito [da parabola].

Desta forma, entende-se que, apesar de haver alguns conflitos na justificacao
fornecida, basta ser dada alguma orientacdo para que o raciocinioda aluna seja redirecionado
e completado. Este didlogo refor¢ca uma afirmacao feita no estudo de caso anterior, quando
foram referidos a dete¢ao de erros por parte da aluna e o fortalecimento das conexdes
matematicas estabelecidas. Estes aspetos acrescentam valor paraa aprendizagem dos alunos,
uma vez que estes passam ater a capacidade de transitar proficientemente entre as diferentes
representacdes de uma mesma situagcdo matematica ou de um mesmo conceito matematico,
ao invés de conhecerem simplesmente cada uma dessas representacdes (Canavarro, 2017).

Tarefa 2 — A fungdo quadrdtica em resolucdo de problemas e em tarefas de
modelagdo

No primeirogrupo desta tarefa Jupiter evidencia muitas dificuldades (Figura 4.3.4). Um
aspeto que sobressai é o esquecimento da técnica do completamento do quadrado na
resolucao da alinea a) (ja descrita no primeiroestudo de caso para este exercicioem concreto).
No entanto, ainda que tenha havido esse esquecimento, considera-se mais importante a
interpretacao realizada na alinea seguinte.
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Figura 4.3.4 — Cdlculos e resposta final dados por Vénus
(Fonte propria)

A interpretacdo feita por Jupiter evidencia que esta ndo teve em consideracdo o
contexto do problema. Ao passo que na resolucdo da alinea a) as dificuldades sentidas
estavam relacionadas com o esquecimento de uma técnica matematica, o obstaculo
verificado na resolucdo da alinea seguinte trata-se da ndo contextualizacdo dos dados
fornecidos e calculados. O recurso a um esbogo da situacdo descrita poderia ajudar a aluna a
concluir que o seu raciocinio estava errado, mesmo se ndo conseguisse chegar ao raciocinio
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correto. Esta resolucdo e a maneira de a colmatar apontam para a importancia da exploracao
das representacdes multiplas (Canavarro, 2017).

No grupo dois desta tarefa, Jupiter revela ter tido dificuldades na interpretacdo do
enunciado, comecando pela obtencdo dos parametros que levam ao melhor ajuste da
representacdo grafica da fungcdo ao arco central da ponte (Figura 4.3.5), visto que a aluna
procurou ajustar a representagao grafica ao primeiro arco.
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Figura 4.3.5 — Janela do GeoGebra fornecida por Jupiter
(Fonte propria)
A Figura 4.3.6, por sua vez, mostra as dificuldades sentidas pela aluna na tentativa de

partir do caso particular, observado na execug¢ao da pequena atividade de modelac¢ao, para a
generalizacdo a qualquer fungdo do mesmo tipo.
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Figura 4.3.6 — Generalizagbes obtidas por Jupiter
(Fonte prépria)

Na alinea a), Jupiter generaliza o que obteve. No entanto, nas restantes alineas, a aluna
fica presa ao caso particular ao qual chegou. No caso do contradominio solicitado na alinea
b), mesmo tendo em conta o k anotado, refere apenas o contradominio de uma funcdo
quadratica cujo parametro a é positivo. Por fim, na alinea c) é apresentado um esbogo, que
revela estabelecer uma relagdao com o caso particular da representagao grafica obtida e, na
alinea d), a resposta fornecida também nao foi ao encontro do que foi pedido, uma vez mais
por ter sido contemplado o caso particular da atividade.
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Tarefa 3 — Fungées definidas por ramos em contextos semirreais

Na questdo 1 desta tarefa, Jupiter exclui as op¢cbes A e B usando o argumento de que
o submarino parte da superficie da agua e, logo, tem de comecar o trajeto nos zero metros.
No entanto, alarga este mesmo argumento a exclusdo da hipétese D, o que demonstra que a
aluna confundiu as variaveis independente, que corresponde ao tempo, e dependente, que
corresponde a profundidade (Figura 4.3.5).
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Figura 4.3.7 — Justificagdo apresentada por Jupiter
(Fonte prdpria)

A aluna revela competéncia no uso da conexdo com o contexto semirreal ao avaliar se
as opcOes A e B fazem sentido. Porém, esquece-se do mesmo quando passa a exclusdo da
ultima opgdo, ndao tendo reparado que, neste caso, ndo era a variavel associada a altura, a
variavel y, mas sim a varidvel associada ao tempo, a varidvel t, que tem o valor diferente de
zero quando o submarino inicia o seu trajeto.

Na questdo 1.2, é notdério haver compreensao do contexto semirreal dado, existindo,
ainda assim, dificuldades na transicao dos dados fornecidos no enunciado para os calculos
efetuados e raciocinios feitos. Nomeadamente, os declives obtidos para as fungdes afim
associadas a cada ramo (relacionados com o dado do problema que refere que o submarino
percorre 2 metros por segundo na descida e na subida) estdo corretamente traduzidos e o
formato da representacdo grdfica da funcdo também é o expetdvel mediante a situacao
descrita (Figura 4.5.6).
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Figura 4.3.8 — Expressdo analitica e representagdo grdfica apresentadas por Jupiter
(Fonte prépria)
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Porém, a abcissa do vértice da funcdo maddulo tem um lapso e verifica-se o recurso a
expressdo reduzida de uma funcdo quadratica, que ndo é o tipo da funcdo em causa, sendo
inclusivamente representada por uma pardbola, ndo por duas semirretas. Apesar do erro, é
posta em evidéncia uma conexado estabelecida, uma vez que o termo “vértice” levou a aluna
a recorrer automaticamente ao tipo de expressdao que estd habituada quando se usa esse
termo, isto é,a recorrer a expressao de uma fun¢do quadratica, algo que reforga a importancia
de se contemplar o conhecimento prévio do aluno (Stein & Smith, 1998).

JUpiter, em oposicdo aos anteriores estudos de caso, sente que o uso de letras
diferentes para a varidvel dependente dificulta a analiticidade. No entanto, considera que esta
estratégia é Util na transicdodo problema exposto para os cdlculos necessarios de fazer, como
se pode notar na entrevista:

I: Relativamente ao uso das letras t e v para a variavel independente das
situacdes descritas, de que forma achas que esse uso impacta a compreensao,
nao so da situagao descrita, como dos conceitos matematicos?

J: Eu acho que ha casos que ajudam e ha outros que baralha um bocadinho.

I: E em que momentos achas que ajuda ou, pelo contrario, que baralha?

J: Euacho que ajuda quando passamos da situacdo para as contas, mas baralha
um bocado quando estamos a fazer contas.

Na questdo 1.3, a aluna faz a alteracdo necessdria e justifica a mesma com um
raciocinio completo e sucinto, independentemente das incorrec¢des da resolucao da questao
anterior perdurarem (Figura 4.3.7).
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Figura 4.3.9 — Expressdo analitica e justificagdo dadas por Jupiter
(Fonte prépria)

Quando questionada sobre a aplicacdo de tarefas com caracteristicas semelhantes as
aplicadas na investigacao, Jupiter d4 o seguinte parecer:

I: Tendo em conta o tipo de tarefas que realizamos, que beneficios achas que o
uso das mesmas pode trazer, ndo so para a aprendizagem, mas também para o
aprofundamento da compreensdo das situacbes matematicas apresentadas?
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J: Eu acho que ajuda a compreender as coisas.

I: Queres desenvolver um bocado mais?

J: Pronto, eu acho que ajuda. Mas, se calhar, fazendo mais vezes este tipo de
fichas ajudava a compreender melhor. As vezes, neste tipo de exercicio troco-
me um bocado. Entdo, se fizermos maisvezes podia habituar-me e ajudar mais.

Jupiter salienta a importancia da apropriacao da realizagdao deste tipo de tarefa para
gue os alunos tirem realmente partido das mesmas, nomeadamente para asua aprendizagem
e para a compreensao dos conceitos matematicos.

Consideragdes finais

Jupiter revelou uma evolucdo positiva nas resolucdes que apresentou ao longo das
tarefas aplicadas. Como referido acima, trata-se de uma aluna caracterizada pela sua
perseveranca e pelo seu espirito de iniciativa quando confrontada com desafios. Esta atitude
refletiu-se na progressiva apropriagao deste tipo de tarefas, ao verificar-se que as respostas
de Jupiter vao sendo cada vez mais fundamentadas e completas.

Nas resolugdes apresentadas pela aluna, é possivel destacar algumas estratégias
utilizadas: a utilizacdo da calculadora grafica para confirmacdo das respostas, no grupo 1 da
tarefa 1 (segundo excerto da entrevista) e na questdo 2.1 da tarefa 2 (terceiro excerto da
entrevista); e o recurso a esbogos auxiliares ao raciocinio exposto, na alinea 2.2c) da tarefa 2
(Figura 4.3.6).

A aluna manifesta destreza em momentos como a interpretacdo de partes do
enunciado, na questdo 2.1 da tarefa 1 (Figura 4.3.2); e a capacidade de generalizacdo, na
questdo 2.2 da tarefa 1 (Figura 4.3.3). Em oposicdo a estes momentos, Jupiter revela menos
proficiéncia na associagdo das varidveis ao conceito real que representam, na questdao 1 da
tarefa 3 (Figura 4.3.7) e no quinto excerto da entrevista; na manipulagao algébrica, na alinea
1a) da tarefa 2 (Figura 4.3.4); na interpretacaode partes do enunciado, no grupo dois da tarefa
2 (Figura 4.3.5); na capacidade de generalizacdo, na questdo 2.2 da tarefa 2 (Figura 4.3.6); na
aplicacdo dos conhecimentos matematicos previamente adquiridos a situacdo exposta, na
questdo 1.2 da tarefa 3 (Figura 4.3.8).

Por fim, relativamente as contribuicbes das conexdes matematicas para a
compreensao da aluna sobre os conceitos do tépico de funcdes, destacam-se aassociacao dos
conceitos reaisem estudo com os conceitos matematicos pelos quais estes sdo representados,
na questdo 1.1 da tarefa 1 (Figura 4.3.1); a fomentac¢ao da realizacdo de generalizac¢des, na
questdo 2.2 da tarefa 1 (Figura 4.3.3 e quinto excerto da entrevista) e na questdo 2.2 da tarefa
2 (Figura 4.3.6); e a facilitacdo da transicdo dos dados fornecidos pelo enunciado para os
raciocinios e calculos apresentados (sexto excerto da entrevista).
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4.4 Estudo de caso: Saturno

Saturno é um aluno dedicado que demonstra consistentemente formas de
pensamento que divergem do comum, fornecendo, muitas vezes, resolucdes “fora da caixa”
e ndo expectdveis. Este aluno procura ir sempre mais longe na busca pela razao de ser das
coisas e ndo se contenta com um sé método de resolucao de determinado problema. Além
disso, o seu nivel de aproveitamento na disciplina de Matematica é muito bom.

Saturno fala sobre os seus habitos de estudo na entrevista:

I: Fala-me dos teus habitos de estudo especificamente em relagao a disciplina
de Matematica.

S: Matematica, ndo estudo |4 muito. S6 estudo quando tenho duvidas e sé
estudo as formulas e, depois, faco exercicios. Eu sé estudo, neste ano, a parte
da Geometria e um bocadinho das Funcdes, sé para saber os nomes e decorar
0s nomes, s0 isso. Depois, faco as vezes os trabalhos de casa.

Tarefa 1 — A fungdo quadrdtica em contextos semirreais

No grupo um desta tarefa, o aluno tem respostas tao corretas quanto possivel, apesar
de ndo apresentar qualquer justificacdo textual (Figura 4.4.1). Desde as expressdes analiticas,
aos dominios e representacOes graficas, as respostas sdo completas e corretas, incluindo o
preciosismo das bolas abertas nas representacdes graficas, que sé falhou na alinea 1.1.

PR |

1.2 A drea de um retangulo cujos lados medem x e 4'— x. Jx a2
y 11y . 3
y y i Expressdo analitica: 7= =Y + %ix A~ v
Dominio: !O 4L x x Pprx)©ix -
g7 [#4
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1.3 A dreade um tridngulo cujas base e altura relativa a3 mesma medem, respetivamente,

xcd-x. ‘1 LAy .
E4 ; Expressdo analitica: 72 Z5 *2x Lﬂ%\— ”"‘L_T[L
Dominio:_:lQ,L o '—t—l +ax
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Figura 4.4.1 — Representagdes grdficas, expressées analiticas e justificagbes dadas por Saturno
(Fonte prépria)

Quando entrevistado, Saturno justifica as suas respostas:
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I: Quero que me expliques a obtencdo dos dominios e a razdo pela qual
esbocaste as representacdes graficas da forma que esbocaste.

S: Aqui [alinea 1.2], como um lado mede x e o outro mede 4 — x, x tem de ser
menor do que 4. Entdo, x tem de ser de 0 aberto a 4 aberto. Para a
representacdo grafica pensei nos zeros e no maximo. Depois, na ultima [alinea
1.3], é igual, mas o maximo é metade, porque na area do triangulo divide-se
por 2.

Na questdo 1 do grupo seguinte verifica-se o mesmo, sendo que a conclusdo redigida
nao é tanto sobre a maneira como o valor do parametro m afeta a representacao grafica da

funcdo, como era pedido, mas sim sobre o modo como este afeta o sistema no geral (Figura
4.4.2).
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Figura 4.4.2 — RepresentacgGes grdficas e justificagdo propostas por Saturno
(Fonte propria)

Esta resposta revela dificuldades em corresponder ao que o enunciado pede, que é
uma interpretacdo grafica partindo dos conceitos fisicos, e ndo uma interpretacdo fisica
partindo da analise gréfica.

Relativamente a questdo 2.2, Saturno completa a resposta dada (Figura 4.4.3) em
contexto de entrevista:

2.2 Atendendo aos valores que fazem sentido para m e para v explica que formaterd o

gréafico da fungdo E,.

ﬂ (nfm) /L» ,-.n'f'(c, Selh M, A' ooy PIIA'LPIA-') JJ i f{mdu-lf
U

Figura 4.4.3 — Justificagdo proposta por Saturno
(Fonte prépria)

I: Fundamenta a tua resposta da alinea 2.2. Ou seja, os argumentos que te
levaram a esta conclusao.
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S: Entdo, o m é o que costuma ser o a. Como ndo ha massas negativas, a
concavidade é voltada para cima. Depois, como a velocidade é positiva, fica sé
no primeiro quadrante.

Verifica-se, assim, uma transicao proficiente entre os conceitos matematicos e o
contexto semirreal em causa. Esta realidade confirma a importancia que Ferri (2010) da as
conexdes extramatemadticas, quando afirma que estas conduzem a uma visdao da Matemadtica
como catalisador da compreensdo do mundo que nos rodeia.

No terceiro grupo, as respostas estdo corretas quase na totalidade. Dd-se um
pormenor interessante da exclusdo do valor O para os instantes da alinea e), abordado na

entrevista:

I: Vamos olhar para a tua resolucdo e resposta final da alinea e). Alterarias

alguma coisa?
S: Poriao 0 e 0 2,18 fechados. Porque é quando a bola ou estd no chdo ou estd

a ser langada, que esta abaixo de 4 metros.

Mais uma vez, tal como ja foi possivel observar nos anteriores estudos de caso,
percebe-se a riqueza que os momentos de detecdo de erros por parte do aluno trazem para a
aprendizagem e o aprofundamento da compreensao de conceitos ou situacdes matematicas.

Tarefa 2 — A fungdo quadrdtica em resolucdo de problemas e em tarefas de
modelagdo

A resolucdo que Saturno apresenta para a questdo 1 estd completa e ilustra uma boa
articulacdo das ferramentas matematicas conhecidas com o que é pedido, como é possivel
aferir na Figura 4.4.4. E usada a técnica do completamento do quadrado de modo a obter-se
a ordenada do vértice da pardbola associada a funcdo quadratica dada, que corresponde,
finalmente, ao maximo da funcao e, logo, a altura maxima atingida pela bola.

\
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Figura 4.4.4 — Cdlculos e resposta final dados por Saturno
(Fonte prépria)
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Quanto a alinea b), um aspeto curioso na resolucdo proposta (Figura 4.4.5) é o facto
de o aluno optar por traduzir o primeiro cdlculo realizado em linguagem corrente, ao passo
gue no segundo cdlculo realizado opta por traduzi-lo por meio de uma condicao.
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Figura 4.4.5 — Cdlculos e resposta final dados por Saturno
(Fonte prdpria)

Estas tradugdes, na realidade, complementam-se uma a outra. Com efeito, o raciocinio
encontra-se quase completo. Por um lado, o primeiro célculo avalia se a bola passa por cima
da barreira e, de seguida, o segundo avalia se a bola passa por baixo da barra da baliza. Era,
no entanto, expetdvel que o aluno apresentasse a desigualdade “2,09 > 1,95", que traduz o
facto da altura da bola ser superior ao jogador mais alto da barreira, para concluir, por fim,
que esta passa por cima da barreira. Em relacdo a segunda parte do raciocinio, era expetavel
que, depois de apresentada a desigualdade “1,75 < 2,44", que traduz que a altura da bola é
inferior a altura da barreira quando esta passa a linha da baliza, fosse tirada precisamente esta
conclusdo. Em entrevista, procurou-se entender se o aluno passou por esse processo
mentalmente, ainda que ndo tenha comunicado na sua resolucdo:

I: Na alinea b), tu fazes esta conta [y = 0,32(9,15) — 0,01(9,15)? chegando
ao valor de 2,09. Concluis, assim, que a bola passa por cima da barreira.
Porqué?

S: Porque, quando se marca um livre, ha uma barreira e os jogadores tinham
uma altura que, ndo me lembro qual era, mas era mais baixa do que 2,09m.
Entdo, a bola passa por cima da barreira e poderd chegar até a baliza.

I: O jogador mais altotinha 1,95m, portanto, como disseste, esta altura é mais
baixa do que 2,09m, que é aaltura a que a bola passa na barreira. Que condigdo
te levou a concluir que passa por cima da baliza?

S:1,95m < 2,09m.
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I: Correto. Olhando para o segundo calculo que fizeste, identificaste a
desigualdade, mas ndo concluiste por linguagem corrente como fizeste no
primeiro calculo. O que podes concluir?

S: Que a bola depois desceu e passou por baixo da [barra da] baliza.

Conclui-se que Saturno realizou todos os passos do raciocinio necessario, embora estes
estejam ausentes na sua resolugao. Desta forma, verifica-se que a sua compreensdo do
problema foi completa e que o aluno fez um tratamento correto dos dados, falhando apenas
na comunica¢cdo matematica escrita.

Na resolucdo apresentada para a alinea c) foi feita uma interpretacdo inadequada do
enunciado (Figura 4.4.6). Foi referido anteriormente que alguns alunos tinham resolvido esta
alinea calculando a distancia da projecdo da bola no solo a linha da baliza, ao invés da distancia
da bola a linha da baliza. Saturno foi um desses alunos, como se pode observar.
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Figura 4.4.6 — Cdlculos realizados por Saturno
(Fonte prépria)

O facto de um aluno que apresenta uma capacidade elevada de articular os dados das
situagOes descritas com o seu conhecimento matematico, bem como a sua posterior utilizacdo
nos raciocinios efetuados, pde a claro uma particularidade importante. Na resolucao
apresentada, em contraste com a maioria das outras, ndo hd nenhum esquema ilustrativo da
situacdo, que poria de imediato em evidéncia a concec¢do errada de Saturno. Isto vem
fundamentar a importancia das representacdes multiplas de uma mesma situacdo
matematica para o aprofundamento da compreensao da mesma (Canavarro, 2017).

Quanto ao segundo grupo desta tarefa, o aluno revela ter tido dificuldades na
interpretacao do enunciado, ainda que nao revele o mesmo erro na obtengdo dos parametros
que levam ao melhor ajuste da representagao grafica da fungao ao arco central da ponte
(Figura 4.4.7).
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Figura 4.4.7 — Janela do GeoGebra fornecida por Saturno
(Fonte propria)

No entanto, quando o enunciado solicita generaliza¢®es, Saturno incorre no erro de
responder apenas a situacdo especifica visualizada no ecrd, no caso das alineas b) e d).
Relativamente as alineas a) e c¢) o aluno obtém as generalizacGes esperadas (Figura 4.4.8).
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Figura 4.4.8 — Generalizagbes obtidas por Saturno
(Fonte propria)
Como é possivel observar, as respostas fornecidas para as alineas b) e d) sdo atinentes

ao caso particular obtido, ndo havendo a contemplacdo do caso em que o parametro a é
negativo, na alinea b), nem, para alinea d), uma separa¢cdao em casos distintos.

Tarefa 3 — Fungées definidas por ramos em contextos semirreais

Saturno, no contexto da questdo 1 desta tarefa, fez um comentario pertinente. Nas
opcOes de representacdes graficas apresentadas pelo enunciado, encontramos fungdes
madulo que tém inicio num segmento de reta ou semirreta descendente transitando, depois,
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para um outro ascendente. Este aluno, ndo objetando a possibilidade de descrever a situacao
semirreal desta forma, pos em hipdtese se ndo seria possivel descrevé-la com uma fungao
madulo cujo primeiro ramo fosse ascendente e o segundo ramo descendente, uma vez que é
possivel pensar-se nos metros de profundidade como quantidades positivas. Esta atitude
critica e exploradora, no sentido de ir em busca de mais maneiras de explicar um mesmo
fendmeno, é precisamente uma das grandes vantagens que as conexdes matematicas trazem
para o aprofundamento da compreensao de conceitos matematicos (Silva et al., 2023).

A proposta de resolucdo do aluno para a questdao 1.2 demonstra um conforto clarona
transicdo entre representacdes diferentes de uma mesma situacao (Figura 4.4.9).
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Figura 4.4.9 — Expressdo analitica, representagdo grdfica e resposta dadas por Saturno
(Fonte propria)

Saturno comecou por obter a representacao grafica recorrendo aos dados fornecidos
pelo enunciado. Relativamente a (primeira) expressdo analitica apresentada, recorreu a
representacdo grafica para a obtencdo da mesma, bem como das restricdes impostas a
variavel independente, esbocando prolongamentos de cada ramo que o auxiliaram,
nomeadamente, na obtencdao do valor do termo independente da expressao do segundo
ramo. Verificam-se, desta forma, dois usos distintos de conex6es matematicas. Primeiro, a
passagem dos dados semirreais descritos para a representagao grafica e, posteriormente, a
traducdo da representacao grafica obtida para a expressdo analitica que lhe estd associada.
Esta resolucdo é demonstrativa de uma compreensdo aprofundada das ideias e conceitos
matematicos (Mendes, 2022).

Quanto a obtencdo da expressdo analitica alternativa, o aluno justifica-a com o uso de
transformacgdes de fungdes na entrevista (o raciocinio encontra-se parcialmente descrito na
margem esquerda da folha (Figura 4.4.9):

I: Explica-me como chegaste a expressao analitica alternativa que deste.
S: Aqui este 500 [apontando para o —500 fora do mddulo] é porque o vértice
encontra-se 500 abaixo, no —500. Depois, 0 2x — 500 no mddulo, é porque o
submarino desce e depois sobe, entdo, num ponto tem que volta a subir.
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I: Isso justifica o modulo certo. Mas e os valores que escolheste para os
parametros?

S: O 2 é porque ele anda 2m/s, entdo a cada segundo ele baixa 2m e depois
sobe.

I: Eem relagdo ao —500?

S: Como antes é aos 250s que ele sobe, tem de ser —500, porque o 2 faz o
madulo encolher para o eixo dos vyy.

O aluno partilha ainda ter visto um ponto especifico para confirmar a sua resposta,
uma técnica importante para a confirmacdo dos resultados.

Questiona-se, posteriormente, o aluno sobre a designacdo de uma varidvel com
recurso a uma letra representativa do seu significado:

I: O uso de v ou de t para a varidvel independente de cada uma das situacdes
descritas cria, na tua otica, confusdo ou faz sentido? Como afeta o estudo da
situagdo descrita?

S: Eu estou tdo habituado a usar o x e 0 y, que as vezes acabo por substituir os
valores [as letras] diferentes de x por x, mas é natural. Se for um t ndo me
causa diferenca nenhuma, é completamente igual. (...) Eu acho que ndo
influencia muito a compreensdo dos contextos.

Saturno, por um lado, acha que o uso de outras letras para as varidveis nao dificulta a
resolucdo e compreensao dos problemas, mas, por outro lado, também nao sente que facilite
as mesmas.

Na questdo 2 desta tarefa, o aluno apresenta uma resolu¢dao que abarca todas as
solugdes possiveis (Figura 4.4.10). A resolugdo mais expetdvel consiste em definir uma
velocidade inicial especifica para a resolucdo do problema. Porém, Saturno opta por
apresentar uma resolucdo que inclui todos os possiveis cenarios, atentando aos “casos limite”,
isto é, aos casos da menor e maior velocidades iniciais possiveis. E notavel o nivel de
generalizacdo atingido pelo aluno.
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Figura 4.4.10 — Resolugdo proposta por Saturno
(Fonte prépria)

O investigador so interveio duas vezes na resolugdo de Saturno, a pedido do mesmo:
a primeira, quando este afirmou n3do ter espaco para esbocar a representacdo grafica
completa, tendo o investigador sugerido que este usasse reticéncias numa parte da
representacdo grafica para demonstrar esse facto, como observavel na Figura 4.4.10; a
segunda, quando o aluno afirmou n3do conseguir explicar através de linguagem matematica
todas as possibilidades para os ramos. Nesta segunda intervencdo, o investigador comegou
por sugerir que o aluno justificasse com linguagem corrente, tendo este mais tarde afirmado
ser-lhe mais dificil. Assim, o investigador deu a ultima sugestdo, que consistiu em recomendar
gue o aluno usasse intervalos para indicar os diferentes valores possiveis para os coeficientes
especificos de cada ramo. Ainda que tenha havido estas duas intervencdes, considera-se que
esta proposta de resolucdo mostra o potencial do recurso a este tipo de tarefas e ao
estabelecimento de conexdes matemadticas. O ponto de partida do problema, sendo mais
sofisticado que os restantes, mantém-se relativamente simples. O facto de ser, ainda assim,
possivel atingir este tipo de resolucdes, so reforca a importancia da aplicacdo deste tipo de
tarefas.

Saturno partilha a sua perspetiva relativamente a aplicacdo de tarefas como as que se
realizaram no ambito da investigacao:

I: Olhando para o tipo de tarefas que realizdmos, que beneficios achas que o

uso das mesmas pode trazer, ndo so para a aprendizagem, mas também para o
aprofundamento da compreensdo das situa¢cdes matematicas apresentadas?
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S: Sim, alguns exercicios, estes de justificacdo [apontando para o primeiro
grupo da Tarefa 1], se calhar eram interessantes, embora eu ndo tenha
justificado. Mas é bom saber que eles [os professores] entendem que nds
percebemos. Porque muitas das pessoas sabem disto, mas ndao percebem o
porqué. Sabem que y = x?2 e depois n3o conseguem raciocinar que pode ser a
area de um quadrado com a aresta. (...) O problema do futebol também foi
engragado, porque remete a uma situacdo real. Portanto, também gostei e é
mais facil de fazer nas aulas [do que a questdo 2].

I: E além de gostares, afeta de alguma forma a compreensdao dos conceitos
matematicos?

S: Para mim nao, porque eu associo muito as coisas, mas para as pessoas que
nao associam tanto as coisas, se calhar, este tipo de problema [o da marcacgao
do livre] abre-lhes mais a mente, porque pensam que, se calhar, pode nao ser
s6 um problema de matematica, também se pode aplicar a outras coisas e isso
pode fazer as pessoas pensar.

O aluno reforga a importancia de “associar as coisas”, que é uma expressao que aponta
para o estabelecimento de conexdes matematicas. Apesar de afirmar que, para ele, ndo lhe
faz diferenca, uma vez que esse estabelecimento |he ocorre naturalmente, revela ter nogcdo
do qudo importante é fazé-lo, ao aferir que, para as pessoas que nao “associam tanto as
coisas” autonomamente, este tipo de tarefas tem o potencial de ajudar na compreensdo dos
conceitos matematicos (Mendes, 2022).

Consideragdes finais

Saturno revelou uma apropriacao precoce do tipo de tarefa que foi aplicado. Nota-se,
ainda assim, uma evolugao nas resolugdes apresentadas pelo aluno, que foram sendo mais
completas e justificadas, seja através de linguagem corrente ou por meio de calculos.

Nas resolucOes apresentadas por Saturno, é possivel destacar algumas estratégias
utilizadas pelo aluno: a utilizacdo de pontos especificos para esbocar a representacao grafica
de uma funcdo, na questdo 1.2 da tarefa 3 (Figura 4.4.9); e o recurso a esbocos auxiliares, na
questdo 1.2 da tarefa 3 (Figura 4.4.9).

O aluno manifesta destreza em momentos como a associacdo dos conceitos reais com
as caracteristicas dos conceitos matematicos que os representam, nas questdes 1.2 e 1.3 da
tarefa 1 (Figura 4.4.1 e segundo excerto da entrevista) e na questdao 2.2 da tarefa 1 (Figura
4.4.3 e terceiro excerto da entrevista); a capacidade de encarar a mesma situa¢ao de varios
pontos de vista distintos, no comentario referido no primeiro paragrafo da analise da tarefa
3; na transicdo entre representacoes diferentes de uma mesma situacdo, na questdo 1.2 da
tarefa 3 (Figura 4.4.9); e na capacidade de generalizacdo, na questdo 2 da tarefa 3 (Figura
4.4.10). Em oposigao a estes momentos, Saturno revela menos proficiéncia na interpretagdo
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do que é pedido no enunciado, na questdo 2.1 da tarefa 1 (Figura 4.4.2); e na comunicacao
matematica do seu raciocinio, na alinea 1b) da tarefa 2 (Figura 4.4.5) e no grupo dois da tarefa
2 (Figura 4.4.8).

Por fim, relativamente as contribuicbes das conexdes matematicas para a
compreensdo do aluno sobre os conceitos do tépico de fungdes, destaca-se o
desenvolvimento da competéncia de comunicagdao matematica, na questdo 2 da tarefa 3
(Figura 4.4.10).
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4.5 Estudo de caso: Neptuno

Neptuno é uma aluna com um nivel de aproveitamento bom na disciplina de
Matematica. Revela destreza nos mecanicismos da disciplina e esforca-se por desenvolver a
capacidade de interpretar situacdes especificas, nas quais faz um uso proficiente dos
conhecimentos previamente adquiridos.

I: Fala-me dos teus habitos de estudo especificamente em relagao a disciplina
de Matematica.

N: TPC, costumo fazer regularmente, que conta como estudo. Para os testes ou
fichas, comeco a olhar [para a matéria] uma semana antes, mas um bocadinho
mais perto é que comego a estudar a sério. Mas pronto, costumo estudar a
fazer os exercicios.

Tarefa 1 — A fungdo quadrdtica em contextos semirreais

As respostas dadas no grupo um desta tarefa estdo completamente corretas e
contemplam todas as nuances do problema, como se pode aferir pela resolugao contemplada
na Figura 4.5.1. Tanto as expressOes analiticas e os respetivos dominios como as
representacdes graficas tém em consideracdo todos os pormenores, que sdo inclusivamente
justificados com o texto apresentado.

1.1 A drea de um quadrado cujo lado mede x.
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Figura 4.5.1 — Representagdes grdficas, expressoes analiticas e justificagdes dadas por Neptuno
(Fonte prépria)
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E enriquecedor o facto de a justificacdo fornecida para a alinea 1.2 nio ser a mesma
gue a da alinea 1.1. Enquanto que a primeira é referente a varidvel independente e ao
significado da mesma (comprimentos ndo podem ser negativos ou nulos) no contexto
semirreal dado, a segunda aborda a varidvel dependente e o seu significado semirreal (areas
sao positivas). A aluna podia cingir-se a primeira justificacdo, aferindo de forma andloga que,
como os comprimentos sao positivos, as expressoes designatdrias inerentes a cada lado tém
de ser maiores que 0.

Na resposta fornecida a questdo final do primeiro grupo, observa-se a conclusdo
esperada (Figura 4.5.2). Esta conclusdo revela uma conexdo forte entre as expressoes
analiticas obtidas, e as respetivas representacdes graficas, e o significado geométrico
associado as mesmas.

E possivel estabelecer algum tipo de relagdo entre as fungdes que descrevem as

situacGes em 1.2 e 1.37 Justifica.
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Figura 4.5.2 — Relagdo estabelecida por Neptuno
(Fonte propria)

O uso do termo “lados” quando a aluna se refere simultaneamente ao tridngulo e ao
retangulo é interessante e leva a pensar que esta imaginou um triangulo retangulo, algo que
faz sentido, tendo em conta a relagdo que se procura estabelecer, ainda que seja
posteriormente generalizdvel a todos os triangulos cujas altura e base tém as medidas
referidas. Quando questionada em ambito de entrevista, a aluna justifica o seu raciocinio:

I: Quando dizes “com os mesmos lados” falando tanto do retdngulo como do
triangulo. O que te levou a fazé-lo?

N: Certo. Devia ser base e altura. Eu pensei em triangulos retangulos, mas
funciona com os outros com a mesma base e altura.

Quanto a questdo 2.1, Neptuno chegou a uma conclusdo que explica realmente como

o valor do parametro m afeta formato da representagao grafica da fungdo em causa (Figura
4.5.3).

83



|
OMade maiev d mayyo a3 0)
oftele  yers o yufe b
ATt Wi ¥ ) anelicy

Figura 4.5.3 — RepresentagGes grdficas e conclusdo propostas por Neptuno
(Fonte propria)

A aluna ndorespondeu a questdo 2.2, mas o investigador optou por abordar a questdao
na entrevista:

I: Ndo respondeste a questdo 2.2, queria-te ouvir falar sobre essa questao.

N: Os valores que fazem sentido para m e v sdo todos valores positivos. Entao,
o graficotem sempre de ser para aqui [aponta para o primeiro quadrante]. Eu
nao consigo explicar isso em texto.

Por fim, no terceiro grupo, os calculos apresentados e os resultados finais estdo
completos e coerentes entre si, sendo revelada por parte da aluna agilidade em estabelecer a
ponte entre a situagdo em causa e 0s mecanismos algébricos. Hd uma incorrecdo na resposta
dada na alinea e), onde houve um esquecimento do contexto semirreal do problema, ao ter
apontado o extremo superior do intervalo como mais infinito, quando este deveria
corresponder ao zero positivo da fungao (Figura 5.5.4 e Figura 5.5.5):
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Figura 4.5.4 — Cdlculos efetuados por Neptuno
(Fonte prépria)
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e) Os instantes em que a altura da bola € inferior a 4 metros (sob a forma de uma unido

de intervalos reais)

Cejeaf v Y7z ;th

Figura 4.5.5 — Resposta final dada por Neptuno
(Fonte prépria)

Ha uma perda evidente do sentido do contexto do problema. Foi contemplado o facto
do tempo nao poder ser negativo, mas deixou-se de parte o facto da bola atingir o solo. Esta
“perda” do contexto do problema da-se na transicdo para a componente analitica da
resolucdo. Este facto da relevo a visao defendida por Ferri (2010) de que a Matematica deve

potenciar a compreensdo do mundo que nos rodeia, ao invés de ser vista como um conjunto
de procedimentos fechados.

Tarefa 2 — A fungdo quadrdtica em resolugéo de problemas e em tarefas de
modelagdo

A semelhanca de casos anteriores, Neptuno recorreu a técnica de completamento do
quadrado para a resolugao da alinea da questao 1 desta tarefa. Quanto a alinea b), na qual a
aluna apresenta uma resolucdo com o raciocinio correto (Figura 4.5.6), verifica-se o que se
deu em casos analisados anteriormente. Isto é, ndo foi escrita qualquer justificacdo que
explicasse o motivo de ter efetuado os calculos.
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Figura 4.5.6 — Cdlculos e resposta final dados por Neptuno
(Fonte propria)
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Em contexto de entrevista, Neptuno explicitou o motivo dos calculos realizados:

I: Explica-me os calculos que fizeste nesta alinea [alinea b].

N: Eu acredito que os fiz na ordem errada. Fiz primeiro o verificar se entrava na
altura da baliza. Teoricamente faria mais sentido eu verificar se passava por
cima da coisa [barreira] e depois verificar se entrava na baliza. Este primeiro
calculo era para verificar se passava na baliza e o segundo se passava por cima
da barreira.

E notdrio o uso imediato da competéncia de espirito critico por parte do aluno. Esta
competéncia, como referem Silva et al. (2023), estd intrinsecamente ligada ao
estabelecimento de conexdes matematicas.

Relativamente ao grupo dois desta tarefa, Neptuno obtém os valores adequados por
forma a que a representacao grafica da funcao se ajuste ao arco central da ponte, como é
pedido no enunciado (Figura 4.5.7).
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Figura 4.5.7 — Janela do GeoGebra fornecida por Neptuno
(Fonte prépria)

Quanto as generalizagdes solicitadas no enunciado, Neptuno da respostas completas
para as alineas a), b) e c), deixando a alinea d) por responder (Figura 4.5.8). A destreza
manifestada pelo aluno nesta proposta de resolugdo, no que toca a generalizacdo feita
partindo de um caso particular, revela um dos beneficios de desenvolver a capacidade de
transitar entre diferentes representacdes de um mesmo conceito matematico (Canavarro,
2017).
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Figura 4.5.8 — Generalizagbes obtidas por Neptuno
(Fonte prépria)
O investigador sugeriu que Neptuno procurasse dar resposta a alinea d), recorrendo a
mesma estratégia que utilizou nas restantes alineas:

I: Olhando para as respostas que deste nas outras alineas, tu pegaste nos
parametros e deduziste quais afetavam cada uma das caracteristicas da fungao
e de que maneira. Pensa, entdo, na existéncia de zeros. Podes comecar pelo
caso que achas mais simples.

N: N3o existe zero quando k é maior do que zero, certo?

I: Mas quando k é maior do que zero, mediante o tipo de concavidade que tens,
poderds ou nao ter zeros, certo?

N: Ah, sim. Quando a concavidade é para baixo e o k é maior do que zero temos
dois zeros.

I: Exato, e que outros casos temos?

N: Se a for maior do que zero e o k for maior do que zero, entdo a fungdo ndo
tem zeros. Se a for maior do que zero e o k for zero, tem um [zero]. E depois
S30 0S €asos inversos.

Assim, a aluna consegue esgotar os casos possiveis na relagcdo dos parametrosa, h e k
com a existéncia de zeros. Ha dois aspetos a notar: o primeiro, que Neptuno chegou ao
pretendido com algumaslinhas orientadoras dadas pelo investigador; o segundo, que a aluna,
apesar de ter esgotado os casos possiveis, ndo tem uma forma sistematica de o fazer.
Nomeadamente, mantendo um dos parametros com a condic¢ao fixa e fazendo variar o outro,
obtendo os casos diferentes de forma mais sistematizada.
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Tarefa 3 — Fungodes definidas por ramos em contextos semirreais

Neptuno, no ambito da realizacdo desta tarefa, fez um comentdrio relativamente a
possibilidade de a representa¢do grafica iniciar-se com o ramo crescente e transitar para o
decrescente, representando os valores positivos da profundidade ao invés dos valores
negativos da altura. Esta atitude critica e exploradora, caracterizada pela procura de varias
maneiras de explicar o mesmo fendmeno, é uma das grandes vantagens que as conexdes
matematicas trazem para o aprofundamento da compreensdo de conceitos matematicos
(Silva et al., 2023).

Na pergunta 1.2, a aluna apresenta uma resolucdo que revela rigor matematico e
algum formalismo, como ilustra a Figura 4.5.7. Neptuno comeca por obter a funcdo mddulo
e, depois, a expressado analitica como funcdo definida por ramos caracterizando a funcdo (isto
é, apresentando o dominio e o contradominio).

Expressdo analitica:

(:f,500] 5[ 5%.°]

x vy 2fx-asel~{po

E possivel escreveres a expressdo analitica obtida de uma outra forma? Se sim, qual?
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Figura 4.5.9 — Expressdo analitica e representagdo grdfica apresentadas por Neptuno
(Fonte propria)

Na entrevista, a aluna clarifica como chegou a expressao analitica apresentada:

I: Como obtiveste as expressdes analiticas que escreveste?

N: Entdo, a primeira foi usar a fungdo mddulo e pensar nas coordenadas do
“vértice”.

I: Certo. E como pensaste para chegar 13?

N: O —250 e 0 —500 sdo a coordenada do “vértice”. E depois tem de se pbr o
2 fora do mdédulo porque o submarino anda 2m/s.

Quando questionada sobre a designacdo de uma varidvel com recurso a uma letra
representativa do seu significado, Neptuno da o seu parecer:
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I: O uso de v ou de t para avaridvel independente de cada uma das situacdes
descritas cria, na tua otica, confusao ou faz sentido? Como afeta o estudo da
situacdo descrita?

N: Eu acho que ndo me confunde. Por outro lado, ajuda ter letras que
descrevam a situa¢do porque é mais facil olhar para aqui e ver, por exemplo, o
tempo as vezes dda para confundir com a distancia. Acho que entre ter um x ou
ter um t ali, sendo que o t faz mais sentido, eu prefiro o t.

I: E a nivel analitico, sentes alguma diferenca?

N: Para mim, a nivel analitico é indiferente. Fazer contas com letras diferentes
vai dar ao mesmo.

A aluna partilha, noutro momento da entrevista, a sua visdo sobre a aplicacdo de
tarefas como as realizadas no ambito da investigacao:

I: Olhando para o tipo de tarefas que realizdmos, que beneficios achas que o
uso das mesmas pode trazer, ndo sé para a aprendizagem, mas também para o
aprofundamento da compreensao das situagdes matemadticas apresentadas?
N: Eu acho que meter assim problemas reais em vez de sé coisas com numeros
e perguntas diretas, ndo sé é um bocadinho mais divertido do que sé perguntas
diretas, como acho que também ajuda a perceber em que é que estas matérias
se podem aplicar.

Neptuno evidencia, assim, sentir a importancia de contextualizar e articular a
Matemdtica com as outras areas do saber, atribuindo-lhe mais significado.

Consideragdes finais

Neptuno apresentou resolucdes consistentemente completas e fundamentada ao
longo da realizacdodas trés tarefasaplicadas. As competéncias que a aluna revela no que toca
a transposicdo dos dados fornecidos pelo enunciado para linguagem matematica e ao uso do
conhecimento previamente adquirido e das ferramentas matemdticas ja conhecidas,
refletem-se numa menor recorréncia a técnicas associadas ao estabelecimento de conexdes
matematicas.

Nas resolugcGes apresentadas por Neptuno, as estratégias utilizadas pela aluna
cingiram-se ao uso de ferramentas de manipulagdo algébrica.

O aluno manifesta destreza em momentos como a justificagaodas suas resolugdes, nas
questdes 1.1 e 1.2 da tarefa 1 (Figura 4.5.1); a divisdo da resolucdo de um problema em
problemas mais pequenos, na alinea 1b) da tarefa 2 (Figura 4.5.6); e a generalizagdo, partindo
de um caso particular, na questdo 2.2 da tarefa 2 (Figura 4.5.8). Em contrapartida, Neptuno
revela menos proficiéncia na competéncia de comunicacdo matematica, na questdo 2.2 da
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tarefa 1 (terceiro excerto da entrevista); e na contemplacdo do contexto semirreal do
problema na parte analitica da resolu¢cdo do mesmo, na alinea 3.2e) da tarefa 1 (Figura 4.5.4
e Figura 4.5.5).

Por fim, relativamente as contribuicbes das conexdes matematicas para a
compreensdo da aluna sobre os conceitos do topico de fungdes, destaca-se o facto de o uso
de conexdes conduzir de forma natural a interpretagdes corretas de um contexto semirreal,
referido no sétimo excerto da entrevista.
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5. Conclusoes

Neste ultimo capitulo, sdo expostas as conclusdes resultantes da investigacao
realizada. Para tal, tem-se em consideracdo o conjunto de estudos de caso apresentados no
capitulo anterior (Mercurio, Vénus, Jupiter, Saturno e Neptuno).

Recorda-se que o estudo contemplado nesta dissertacdo tem como objetivo
compreender que papel desempenham as conexdes matematicas na compreensao dos alunos
sobre os conceitos do tépico de funcgdes.

Recorda-se, ainda, as questdes de investigacao que constituiram a pedra angular do
estudo realizado:

1. Que estratégias usam os alunos na realizagdao de tarefas que envolvem
conexdes matematicas entre diferentes conceitos, processos e representagdes
matematicas?

2. Quais os momentos da realizacdo de tarefas com conexdes matematicas nos
quais os alunos manifestam mais dificuldades ou, em contrapartida, mais
destreza?

3. De que forma contribuem as conexdes matematicas paraa compreensao dos
alunos sobre os conceitos do tépico de fungdes e para a manipulagao dos
mesmos?

5.1 Recontextualizagao da fundamentacgao tedrica e do referencial metodolégico

Recontextualizacao da fundamentacao teodrica

Silva (2010) refere que um dos registos mais antigos que faz menc¢do do uso de
conexdes matematicas toma forma num trabalho do matematico Felix Klein, datado de 1908.
Ponte (2010) acrescenta que o NCTM contribuiu para o destaque das conexdes matematicas.
Canavarro (2017) menciona a importancia da ado¢do de um termo especifico para o conceito
de conexdes matematicas por parte do NCTM no ano de 2000, defendendo que esta decisao
atribuiu as conexdes matematicas “um estatuto igual ao da resolugdo de problemas ou
raciocinio matemdtico” (p. 38). A categorizacdo das conexdes matematicas surge
gradualmente: primeiro, com a triparticdo constituida por conexdes dentro da prépria
matematica, conexdes da matematica com a realidade, conexdes da matematica com outras
areas cientificas (Boavida et al., 2008), mais tarde com a subsequente biparticao do primeiro
tipo, as conexdes entre ideias matematicas de um mesmo tema e entre ideias matematicas
de temas distintos (Ponte, 2010). Autores como Ferreira (2012) sistematizam a categorizacao
em dois tipos e quatro subtipos de conexdes, dois subtipos para cada tipo: 1. conexdes
matematicas dentro da matematica (entre ideias de um mesmo tema e entre ideias de temas
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distintos) e 2. conexdes matematicas fora da matematica (com a realidade e com outras areas
cientificas). Investigadores com Ferri (2010) realgcam a importancia das conexdes com a
realidade, afirmando que a Matematica deve ser um propulsor para a compreensdo e
interacdo com o mundo que nos rodeia. Mendes (2022) reforca o papel de relevo que as
conexdes matemdticas desempenham, aferindo que as conexdes intramatematicas
promovem uma compreensdo profunda das ideias matematicas, ao passo que as
extramatemadticas contextualizam e dado significado a disciplina no ambito doutras areas do
saber e do mundo real. Sdo salientadas competéncias desenvolvidas aorecorrer-se ao uso de
conexdes matematicas, nomeadamente o espirito critico e a proficiéncia na aplicacdo da
matematica (NCTM, 2007). O papel desempenhado pelo professor confere um aspeto
incontorndvel para a boa implementacdo das conexdes no processo ensino-aprendizagem
(Cebola, 2011; Ponte, 2014), além do mais, os recursos promotores de conexdes sdao um
objeto ao qual é necessario dar relevancia e cuja construcdao e implementagcdao devem ser
realizadas de forma premeditada e intencional (Cavaco, 2015; Jacinto & Pires, 2019). Para tal,
ha caracteristicas que uma tarefa deve albergar de modo a que seja, com efeito, uma tarefa
eficaz no estabelecimento de conexdes matematicas. Entre estas, da-se especial destaque a
presenca de um elevado nivel de exigéncia cognitiva (Stein & Smith, 1998); a explorac¢ao de
representacdes multiplase das suas inter-relagdes (Canavarro, 2017; NCTM, 2017); ao recurso
a tecnologias, nomeadamente a calculadora gréfica, a software de geometria dindmicaou a
sensores (Duarte, 2010; Santos-Trigo, 2004; Silva, 2010; Yao & Manouchehri, 2019); e a
presenca de multiplas solucbes (Leikin & Levav-Waynberg, 2007).

Recontextualizacao do referencial metodolégico

A metodologia utilizada neste projeto de investigacao foi de natureza qualitativa e de
carater interpretativo (Bogdan & Biklen, 1994). No que concerne a estratégia utilizada, optou-
se por efetuar estudos de caso (Yin, 2003). Os instrumentos de recolha de dados escolhidos
foram a observacdo-participante, a entrevista, o diario de bordo e a recolha documental
(Bogdan & Biklen, 1994).

A recolha de dados teve como objeto central trés tarefas individuais. A primeira,
aplicada em sala de aula a todos os alunos da turma, por uma questao de abrangéncia, e as
segunda e terceira aplicadas a um grupo reduzido de alunos, numa sala a parte, de modo a
focalizar os dados. No decorrer tanto da aula como dos segundo e terceiro momentos de
aplicacdo de tarefas, o investigador recorreu a observacgao direta (participante) e ao didrio de
bordo como instrumentos de recolha de dados. No fim desses momentos, procedeu a recolha
das resoluges realizadas pelos alunos para posterior andlise (recolha documental). Por fim,
realizaram-se entrevistas individuais (semiestruturadas) com a finalidade de compreender o
raciocinio do aluno entrevistado.
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5.2 Consideragdes finais

Encarando os estudos de caso de forma global, verificou-se uma evolucdo na
apropriagao progressiva, ndao s6 de estratégias de resolugdao que envolvem conexdes
matematicas, como da realizacdo do tipo de tarefas que foi aplicado no contexto da
investigacdo realizada. Nos casos de Mercurio e de Neptuno evidencia-se uma apropriacao
precoce do tipo de tarefas, ao apresentarem resolugdes completas desde a primeira aplicagao,
ainda que Neptuno recorra menos a técnicas que envolvam o estabelecimento de conexdes
matematicas. Nos restantes casos, verifica-se um aumento progressivo na fundamentacdo das
respostas fornecidas.

5.2.1 Estratégias utilizadas pelos alunos

Verificou-se um uso generalizado de raciocinios suportados em conexdes matematicas
estabelecidas, ainda que com claros matizes no nivel de competéncia. Houve um uso
constante de representacdes multiplas de uma mesma situacdo matemadtica (Canavarro,
2017), tanto no recurso a esbogos ou diagramas auxiliares, como na designagao atribuida a
varidveis, mediante o conceito real que estas representam. O recurso a esta estratégia, apesar
de ter sido facilitado pelas caracteristicas das tarefas, também surgiu por iniciativa dos
participantes, sem que esta fosse necessaria para as resolugGes. Jupiter, em particular,
recorreu a calculadora grafica para facilitar a visualizacdo de representacdes graficas de
algumas fungdes. Esta estratégia revelou-se frutifera, na medida em que, quando é feita uma
transposicdo coerente para o papel, as justificacdes e conclusdes obtidas sdo ricas e ndo
comprometem o aprofundamento da compreensdao do aluno. Além disso, como refere o
NCTM (2007), a calculadora grafica ajuda a quebrar fronteiras artificiais entre os diferentes
tépicos da matematica e potencia a manipulacao de representagdes distintas e a capacidade
de transitar entre as mesmas. A utilizacdo de pontos especificos para esbogar a representacao
grafica de uma fungdao também foi recorrente, constituindo uma técnica do uso de casos
particulares por forma, ou a compreender uma dada situagao de forma mais geral, ou a
sustentar a resposta final. No caso de Vénus, verificou-se o uso de ferramentas associadas a
outro tema da Matematica, mais especificamente, a ferramentas do tema de Geometria. O
facto destas estratégias estarem presentes nas resolucdes apresentadas em varios estudos de
caso, independentemente do nivel de aproveitamento e proficiéncia do aluno na disciplina de
Matematica, leva a concluir que estas estdo acessiveis a todos e sdao benéficas a aprendizagem
de uma amplitude vasta de alunos.
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5.2.2 Momentos da realizacdo das tarefas onde os alunos manifestaram mais dificuldades ou
mais destreza

As dificuldades apresentadas ao longo das resolucGes analisadas sdo igualmente
gerais. Considerando as fragilidades apresentadas, as maisgeneralizadasforam em momentos
como: a capacidade de efetuar generalizagdes; a contemplacdo do contexto semirreal da
situacdo descrita quando se encontram na componente analitica da resolucdo; e a exaustdo
de casos distintos de uma situacdo. Outras dificuldades verificadas, ainda que para um ndmero
menos alargado de casos, foram: a transicdo dos dados do problema para a linguagem
matematica representativa dos mesmos, mais concretamente, na associa¢dao das variaveis
com o conceito real que estas representam; a manipulagdo algébrica; a interpretagao do
enunciado, mais especificamente, a transposicao dos dados fornecidos pelo enunciado para
os calculosrealizados; a aplicacdode conhecimentos e ferramentas matematicas previamente
adquiridos; e, por fim, a comunicacdo matematica.

Entre os momentos em que os alunos revelaram possuir mais destreza, o mais
generalizado foi a transicdo entre diferentes representacées de uma mesma situacdo
matematica e a interpretacdo de uma a luz das outras. Outros momentos em que alunos em
particular revelaram competéncia, ainda que possam constituir uma excecao as dificuldades
acima expostas, foram: a obtencdo de uma funcdo, partindo de um conjunto de dados
fornecidos no enunciado; a detecdao de erros nas préprias resolugdes; a realizagdo de
generalizacOes; a selecdo dos dados fornecidos pelo enunciado; a identificacdo de casos
distintos de uma determinada situacao; a capacidade de encarar a mesma situacao de varios
pontos de vista distintos; e a capacidade de dividir a resolucdo de um problema em resolugées
de problemas mais pequenos.

5.2.3 Contribui¢cdes das conexdes matematicas para a compreensdo sobre os conceitos do
tépico de funcdes

Relativamente aos beneficios que o uso de conexdes matematicas acarreta para a
compreensdo sobre conceitos do tépico de fungdes, estes foram ndao sé expostos pelos alunos
participantes no contexto de entrevista, como evidenciados nas resolugées dos mesmos.
Destacam-se, entre estes: a facilitacdo da detecdo do erro proveniente do contexto semirreal
dado e a promocdo da associacdo dos conceitos reais em estudo com os conceitos
matematicos pelos quais estes sdo representados. Ainda foram observadas outras
contribuicdes manifestadas pelos alunos nas suas resolucdes ou partilhadas em ambito de
entrevista, ainda que menos generalizadas: a compreensao da forma como os coeficientes
dos termos de uma funcdo quadrdtica afetam a sua representacdo grafica; o desenvolvimento
da capacidade de encarar a mesma situacdo matematica de varios pontos de vista
(nomeadamente, recorrendo a representa¢cdes multiplas); a promog¢do de uma transicao
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proficiente entre os conceitos matematicos e conceitos doutras areas cientificas; a facilitacdo
da visualizacdo e compreensdo dos conceitos matematicos; a fomentacdo da realizacdo de
generalizacOes; a facilitacdo da transicdo dos dados fornecidos pelo enunciado para os
raciocinios e calculos apresentados; o desenvolvimento da competéncia de comunicacao
matematica; e a facilitacdo de uma interpretacao correta de um contexto semirreal.

5.3 Propostas de futuras investigagoes

O estudo efetuado é relevante e acresce a investigacdao em Educacdo da Matematica,
na medida em que ha uma crescente importancia a ser dada as competéncias desenvolvidas
pelo uso de conexdes matematicas no ensino e na aprendizagem da disciplina. A
interdisciplinaridade e a interacdo com o mundo real sdo, também, aspetos que ddo relevoa
este estudo, algo confirmado pelo rumo que as Aprendizagens Essenciais recentemente
homologadas tomaram.

Para futuras investigacdes, sugerem-se algumas questdes orientadoras que poderao
levar a uma melhor compreensao do impacto que o uso de conexdes matematicas tem para
a aprendizagem da Matematica e ainda a melhor forma de o implementar no ensino:

1. Que tipos de tarefas conduzem os alunos ao estabelecimento de conexdes
matematicas de forma auténoma?

2. Qual é a atitude que o professor deve adotar na aplicacdo de tarefas que
envolvam conexdes matematicas, por forma a catalisar o aproveitamento
dos alunos?

Apds o estudo realizado, o investigador sugere a aplicacdo de tarefas com conexdes
matematicas, nomeadamente envolvendo contextos semirreais, desde o 3.2 ciclo do Ensino
Bdsico. Uma das caracteristicas observadas, tanto nas resolucdes dos alunos, como nos seus
comentarios feitos em ambito de entrevista, foi a falta de apropriacao da realizagcdode tarefas
deste cardater por parte dos alunos. A aplicacdo regular e progressiva deste tipo de tarefas
podera beneficiar as aprendizagens dos alunos e o ensino da disciplina de Matematica.
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Anexo 1 (Plano de tema)

Plano de tema — Fungodes reais de variavel real (14 aulas previstas)
Aula 1l

Conteudos: Generalidades acerca de fungdes reais de varidvel real. Fungdes reais de variavel
real; Funcdes definidas por expressdes analiticas; Zeros de uma funcgao.

Momentos da aula:

o Definicdo de fungbes reais de variavel real, diferenciando estas das do capitulo
passado;

e Definicdo de zeros de uma funcdo, através de um exemplo genérico com fungdes
definidas analiticamente e graficamente (iniciar recurso a calculadora);

e Exemplos para determinar o dominio de uma fungao;

e Exercicios 6 (p. 32) e 8 (p. 33);

e TPC:2,4,9e 10 (pp. 30-33).

Aula 2

Conteudos: Paridade de uma funcdo; Simetria dos graficos das funcdes pares e das funcdes
impares.

Momentos da aula:

e Correcao do TPC;
e Definicao de fungao par;
» Exemplo com expressoes analiticas;
» Exemplo com func¢Ges definidas graficamente (uso da calculadora grafica);
» Exercicio 11 (p. 34) (com calculadora e algebricamente);
» Exercicio 14 (p. 35);
Definicdo de fungdo impar;
» Exemplo com expressdes analiticas;
» Exemplo com fungGes definidas graficamente (uso da calculadora grafica);
» Exercicio 15 (p. 35) (com calculadora e algebricamente);

» Exercicio 18 (p. 36) e exemplos adicionais semelhantes;
Exercicios 12, 16 e 17 (pp. 34-36);
TPC: 13 (p. 34) e 19 (p. 36).
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Aula 3

Conteudos: Relacdo geométrica entre o grafico de uma fungcdo e o da respetiva inversa;
Translacdes de graficos de fungdes; Contracdes/dilatacdes de graficos de funcdes; Relacdo
entre o graficode uma fungao e os graficos das fungdes af(x), f(bx),com a e b reais positivos.

Momentos da aula:

e Corregdo do TPC;
e Relacdo geométrica entre o grafico de uma funcdo e o da respetiva inversa;
» Dar dois exemplos de fungdes definidas analiticamente e pedir a expressdo das
respetivas inversas;
» Representar graficamente os dois pares e averiguar a relagdo;
» Usar dois pontos A e B pertencentes as funcdes e verificar que a reta de
equagao y = x é a mediatriz de [AB].
e Exemplo de um grafico com pontos notaveis para estudar:
» TranslagGes verticais e horizontais de graficos de fungdes;
» ContragGes/Dilatacdes verticais e horizontais de graficos de fungdes;
e Exercicios 28 (p. 42) e 30 (p. 44);

e TPC:20-22, 24, 25 e 27 (pp. 37-41) e 29 (p. 34).

Aula 4

Conteudos: Reflexdes e graficos de funcdes; Relacdo entre o grafico de uma funcdo e os
graficos das fungdes —f (x), f (—x).

Momentos da aula:

e Correcao do TPC;

e Relagdo entre o grafico de uma fungdo e os graficos das fungdes —f (x), f (—x).
» Averiguar relagdo com recurso a calculadora grafica;
» Generalizagao;

e Exercicios 33, 34, 37 (alineas a e b) e 39 (pp. 45-48);

e TPC: 35, 36 e 38 (pp. 45-47).

Aula 5
Conteudos: Aula pratica

Momentos da aula:

e Correcao do TPC;
e Ficha de avaliacdo de conhecimentos (pp. 50-53).
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Aula 6

Conteudos: Intervalos de monotonia de uma fungao real de variavel real. Extremos absolutos
de uma f.r.v.r.

Momentos da aula:

e Exemplode graficode umafuncdao comintervalos em que seja crescente e decrescente
(estritamente ou em sentido lato) e constante e posterior generalizagdo);

e Exemplogenérico com a fun¢do quadratica (y = ax?), de maneira a estudar a relacio
entre a monotonia da fungao com o parametro a.

e Usar o primeiro grafico para estudar:
> Extremos absolutos;
» Quadro de variacao;
» Majorante e minorante;
» Nogdo de fungdo limitada;

e Exercicios 2,3, 7, 8 e 10 (pp. 55-62);

e TPC:1,4-6e9(pp.54-62).

Aula 7
Conteudos: Vizinhanga de um ponto da reta numérica; extremos relativos de uma f.r.v.r.
Momentos da aula:

e Correcao do TPC;

e Exemplode um gréaficoparaestudar os extremos relativos e a vizinhanga de um ponto;
e Exercicios 12, 13 e 14 (pp. 64-65);

e TPC: 11 (p. 63); paginas 70-73 (exceto 7, 8 e 18).

Aula 8

Conteudos: Sentido da concavidade do grafico da funcdo quadratica definida por
f(x) = ax?a € R\{0}.

Momentos da aula:

e Exemplocom um grafico para estudar a relagao entre o sentido da concavidade com o
parametro a;

e Exercicios 7, 8 e 18 (pp. 71-73), 15 e 16 (pp. 67-68);

e TPC:17 (p. 69) e 1 (p. 49, Caderno de Atividades).
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Aula 9
Conteudos: Aula pratica
Momentos da aula:

e Correcao do TPC;
e (Caderno de Atividades) 1-8 (pp. 40-41);

e TPC: (Caderno de Atividades) 1-8 (pp. 38-39).

Aula 10
Conteudos: Aula pratica
Momentos da aula:

e Correcado do TPC;
e Teste 7 (pp. 74-75);

e TPC: (Caderno de Atividades) 1-8 (p. 48) e 4 (p. 49).

Aula 11

Conteudos: Estudo elementar das fungdes quadraticas; Zeros, sinal e concavidade.

Momentos da aula:

e Nocdo de fun¢do quadratica (y = ax? + bx + ¢);
» Dar exemplos;

. -_ . b
e Determinar o vértice V(xy,y, ) de uma parabola, onde v, = — aev = f(v,);

e Problema em contexto real que envolva o vértice, contradominio, zeros e sinal de uma

funcdo quadratica;
e Fazer generalizagao dos conceitos anteriores;

e Exercicios 3 (alineasa e c), 5, 7 e 14 (alineas a e b) (pp. 78-83);

e TPC:1-3,6,8-16 (pp. 78-84).

Aula 12
Conteudos: Aula pratica
Momentos da aula:

e Correcdo do TPC;
e Exercicios 1-4 e 15 (pp. 118-121).
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Aula 13
Conteudos: Inequacdes do 2.2 grau.
Momentos da aula:

e Exemplos de uma inequagao de 22 grau (um com a concavidade voltada para cimae
outro com a concavidade voltada para baixo);

e Problemas em contexto real envolvendo uma inequacao de 22 grau;

e Exercicios 17 e 18 (p. 85);

e TPC: 18 (p. 121).

Aula 14
Conteudos: Aula pratica

Momentos da aula:

e Correcao do TPC;

e Esclarecimento de duvidas para o teste.
9 de Janeiro de 2023

Estagidrios,
David Lima e Guilherme Ferreira
Referéncias:

Negra et al. (2015b).

Negra et al. (2015c).
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Anexo 2 (Resolucdo e distribuicdo de cotacdo de teste)

Versdo A Versdo B

1. 1.

—4 -2 -3

R

) <) ) <5 -
) - ) <) -G

9 9 9 9
100 T 100 100 T 100
2.(B) 2.(A)
\/Ex+x=1<:>(\/§+1)x=1(:> Idem.
1 V2-1

S X = = =

V2+1 (V2+1D)(2-1)

V2 -1
S x = =+v2-1
x=o—p=V2
3. 3
V250-32 532-32 4V2 Idem.
232x23 " slaxa
= =2 =2V4

a 4
4. a
4.1 (B) 41(C)
A€E2.0Qek<0Ak+2>0e Idem.

S k<0Ak>-2oke]-20]

4.2 4.2
AB = \/(k—1)2+ (k +6)2 = AB =\/(k—2)2+ (k+5)2 =

= k2 —2k+1+k?+ 12k +36 = = k2 — 4k + 4+ k? + 10k + 25 =
= 2k? + 10k + 37 =2k? + 6k + 29
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AB =5 2k?+ 10k +37 =5 & (4) AB =5 {2k?+6k+29=5& (4)

©2k?+10k+37 =25 (2) © 2k +6k+29=25o (2)
&2k +10k+12=0& ©2kl+6k+4=0c
Sk?+5k+6=0& (2) Sk*+3k+2=0& (2)

o =—5i@@(4) ®k=_3iW@(4)
ok=-3Vk=-2(4) ok=-2Vk=-1(4)

5. 5.

5.1 (D) (10) 5.1(C) (10)

5.2 (20) 5.2 (20)

A0 = /4% + 22 =20 (5) A0 = /32 + 12 =10 (5)

BO =./(—2)? + 42 =20 (5) BO =/(-1)2+32 =10 (5)
AB=/(4 - (-2)* + (2 - 4?2 =40 (5) AB=(B-(-1D)+(1-3)2=v20(5)

Logo, [ABO] é isésceles, pois AO = BO # AB.(3 + 2) Logo, [ABO] é isésceles, pois AO = BO # AB. (3 + 2)

6.(C) (10) 6. (D) (10)
7. 7.
7.1 (20) Como o centro da circunferéncia é 7.1 Idem. (20)

C(3,1) a equagdo reduzida é da forma:
(x=372+@-1D*=r*(8)

Como A(5,3) pertence a circunferéncia, ent3o,

r=d(4,0)=J5-3)2+(1-3)2=vV8(6)
Logo, a equacdo reduzida da circunferéncia é

(x=32+@-1?=8(6)

7.2 (20) B é um dos pontos de intersecdo da 7.2 Idem. (20)
reta com a circunferéncia:

(x-32+@y-12=8Ay=xo(2)
©x-32+(x-1)2=8¢e (2)
ox2-6x+9+x2-2x+1=8¢o (4)

©2x’-8x+2=0e (2)
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) 4+vV16—4
ox —4x+1=0x="""F7—"—

e (4)

_4EV12

> ox=2+3e

S X

ex=2+V3vx=2-+3(2)

Como se quer o ponto de intersecio com menor
abcissa: xg = 2 — /3. (2)

Logo, B(2 — V3,2 — \/§), visto que B pertence
aretadeequagdoy =x. (2)

7.3 7.3 Idem.
Mediatriz de [AB]:

-5+ -3)?=x-3 "+ -D*e (10)
©x?—10x+25+y°—6y+9=x*—-6x+9+y°-2y+1e(4)
© —4y=4x—-24 & (4)

Sy=—-x+6(2)

8. (20) 8.(20)
X4y —2x—2y+1<0& xP+y?—dx—4y+4<0&
ox-1)2+@-1D+1<1+1e (2) ©x-2+@y-2+4<4+4e (2
ox-1)2+@-1)r<1(2) e @x-2+(y-2*<4(2)
Representar o circulo (4). Representar o circulo (4).
Representar o semiplano (4). Representar o semiplano (4).
Representar a conjungdo (4). Representar a conjungdo (4).
Como o centro da circunferéncia é o ponto Como o centro da circunferéncia é o ponto
(1,1), que pertence a reta y = x, entdo, esta (2,2), que pertence a reta y = x, entdo, esta
divide o circulo em dois semicirculos. Assim, divide o circulo em dois semicirculos. Assim,

1 ,_r 2
Aregino = Errr =3 u.a.(4) Aregizo = Enr =2nu.a.(4)
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Anexo 3 (Exemplo de planificacdo de aula)

Plano de aula de Matematica
10.D — 2022/11/07

Estagidrio Guilherme Ferreira

Capitulo:

Sumério:
Equacéo vetorial de uma reta.

Resolucao de exercicios.

Recursos Disponiveis:
Manual.

OBJETIVOS

ACOES A DESENVOLVER COM OS ALUNOS

Relacdo entre as coordenadas de um vetor diretor e o

declive dareta; Paralelismode retas e igualdade do declive.

Reconhecer o significado e aplicar na resolucdo de
problemas a equacao vetorial de uma reta no plano.

Participacéo ativa dos alunos quando solicitada e por
iniciativa propria.

Resolucéo de exercicios autbnoma e/ou com o
colega de carteira.

Desenvolvimento da aula/Estratégias:

e Esclarecimento de duvidas do TPC (duragdo maxima: 15 minutos);

e Exposicdo sobre o conceito de vetor diretor:

—  Usar a ilustracdo da Tarefa9 (p. 55): determinar os vetores que s&o vetores diretoresda reta, ¢, d e

g, e concluirque um vetor diretor partilha a direg¢do da reta, podendo ter qualquer um dos sentidos e

gualquer norma.

e Declive dareta e vetor diretor:

Estabelecer a relagdo entre o declive da reta e os vetores diretores — calcular um a partir do outro:

Exemplo

Determine um vetor diretor e o declive dareta AB, sendo A e B, respetivamente, 0os pontos de coordenadas

1,3)e (3,6).

Pela férmula do declive m = yB_;'Atem-se:
A

XB—

Agora consideremos o vetor AB:

AB=B—-A-(3-1,6-3)=(23)

Ou seja, dada uma reta de equagéo y = mx + b e um dos seus vetores diretores v(vy, vy):

Nota: Todas as retas paralelas ttm a mesma direcéo, logo partilham os seus vetores diretores.

e Resolver Exercicio 31 (p. 57) no quadro (extra — em cada alinea, determinar um vetor diretor da reta):
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Exercicio 31 (p.57)
a) Considerandoospontos A e B de coordenadas (—2,0) e (0,1), respetivamente,e a reta r,do tipoy =
mx + b, tem-se:
__1-0 _1
TT0—(=2) 2
Como areta r interseta o eixo das ordenadas no ponto (0,1), tem-se b = 1.
Logo,r:y = %x+ 1.

Dois possiveis vetores diretores da reta r sdo #(2,1) e ¥(4,2)

b) Considerandoqueareta s é dotipoy = b e que passa pelo ponto (0,—% ) entdo:m; =0earetasé
dada pela equagéo y = —%.

Dois possiveis vetores diretores da reta r sdo 1(1,0) e ¥(61,0).

c) Considerando os pontos A e B de coordenadas (2,0) e (0,3), respetivamente, e a reta t do tipoy =
mx + b, tem-se:
3-0_ 3
"9 2" 2
Como areta t interseta o eixo das ordenadas no ponto (0,3), tem-se b = 3.
Logo,r:y = —%x + 3.

Dois possiveis vetores diretores da reta r sdo #(—2,3) e (2 ,—-3).

Paralelismo de retas:

Nota: Sabe-se que duas retas sé@o paralelas se, e somente se, tém o mesmo declive.

Exemplo

Consideremos a reta r de equagdo y = 2x + 2 e a reta s com a direcdo de (2 ,4). Averiguemos se r//s.

. . 4 n A .
Como vimos anteriormente, m; = > = 2. Como m; = m,, entdo as retas r e s ttm 0 mesmo declive. Logo,

séo paralelas.

Equacéo vetorial de uma reta:
Consideremos a reta r, o ponto A(0,0) pertencente & reta e um vetor diretor da reta, #(1,2). O ponto
resultante da soma do ponto A com o vetor % é o ponto P(1, 2), ou seja:

P=A+u
Agora, se se quiser um ponto P, na reta r, que se encontre a uma distancia de A trés vezes maior que
aquelaaque se encontra P, umadas possibilidades seria somar trés vezes o vetor i ao ponto 4, ou seja:

PL=A+3uU
Por fim, se se subtrair ao ponto 4 o vetor i, obtém-se o ponto P,, ou seja:

P,=A-U
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Em concluséo, dado um ponto A(xy,y,) € um vetor diretor #(u,,u,) deumareta r, todos os pontos P(x, y)

da reta podem ser representados pela igualdade:

P=A+ku,keR
ou
Ce,y) = (xy,y0) + k(ux, uy) JkER
Esta Ultima designa-se por equacgéo vetorial da reta no plano.

Usar o Exemplo 11 (p. 61) do manual:
Exemplo 11 (p. 61)
Uma equacdo vetorial da reta que passa pelo ponto A(—1,4) e tem a direcdo do vetor #(2,1) é:
() =(-1,9+k(2,1,keR
E umaequagcdo vetorial da reta paralela a esta que passa pelo ponto B(4,0), como tem a direcéo de i, é:
(x,y)=(4,00+k(2,1),keR

Resolver o Exercicio 39 (p. 61) do manual no quadro — objetivo: aprofundara compreenséo do conceito de
vetor diretor e do significado do multiplo k:
Exercicio 39 (p. 61)
39.1
a) Como A(2,—1)pertence aretae AB = B — A — (—2,2) tem a mesma direcéo que esta, entao:
(x,y)=(2,-1)+ k(-2,2),keR
€ uma possivel equacao vetorial da reta AB.
b) Como pretendemos apenas 0s pontos que pertencem a semirreta AB, consideramos apenas os vetores
diretores da reta AB que tém o mesmo sentido de AB. Dito doutra forma, os vetores que s&o multiplos
n&o negativos deste Ultimo. Portanto,
O, y) =(2,-1) +k(=2,2),k €R}
€ uma possivel equacao vetorial da semirreta AB.
c) Destavez queremos apenas os vetores diretores que estdo entre A e B.

Notemos que tanto o ponto A = A + (0,0), como o ponto B = A + AB pertencem ambos a [AB]. Para ter
em conta todos 0s pontos entre estes dois, basta considerarmos todos os multiplos de AB entre 0 e 1.
Assim,
(x,y) = (2,-1) + k(=2,2),k € [0,1]
€ uma possivel equagao vetorial do segmento de reta [AB].
39.2

Obtemos a equagao reduzida da reta AB: m = iz =—1e b =1, pois B(0,1) pertence a reta. Assim, a

equacdo reduzidadareta ABéy = —x+ 1.

Substituindo C(1, 2) naequacdo obtemos:2 = -1+ 1 & 2 =0, que é uma proposicdo falsa.Logo, C ¢ AB.
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Introducgdo ao conceito de equagfes paramétricas — usar a alinea 39.1 a):
39.2 (Outra abordagem)
Desdobrando a equacéo vetorial da reta AB em um sistema de duas equacdes, obtemos:

{x=2—2k

y=-1+2k'FER

Substituindo € (1,2) no sistema, podemos concluir se o ponto pertence, ou ndo, a reta AB:

{1=2—2k@{2k=1 2
2=-1+2k 2k =3 E
2

0 que é impossivel. Logo, C ¢ AB.

— Generalizar para uma reta qualquer:
Ao sistemadas duas equacdesiniciaisdamos o nome de sistemade equagdes paramétricas da

reta AB.

Para o caso geral de umareta r que tem como vetor diretor ﬁ(vx,vy) e que incide num ponto
A(x,,y,) o sistema de equacgdes paramétricas é dado por:
x=x, + kv
{ _ 4 Y keR
Yy =ya+ kv,
Resolugdo autbnoma ou a pares dos exercicios 37, 40 e 38 (pp. 60-62).

Exercicio 37 (p. 60)
(6, y)=(=3,7)+k(-1,-1),keR

Exercicio 40 (p. 62)

Como A(—1,3) pertence areta e AB=B—-A- (5,—5) € um vetor diretor da reta, entao:
{x =1+5k

y=3-5k"’

€ um possivel sistema de equacdes paramétricas de AB.

keR

Exercicio 38 (p. 60)

38.1

Um possivel vetor diretor da reta é ¥(—1,5).

38.2

Porexemplo: P, =(3,1),P, =3, 1)+v=(2,6)e P, = (3,1) — v = (4,—4).
38.3

Comecamos por obter o declive da reta: m = _il = —5. Portanto, a equacéo reduzida da reta é da forma:

y=-=5x+b.
Substituindo um ponto da reta na equacao, obtemos b, que é precisamente o valor pedido.
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Substituindo, por exemplo, P;,vem:1=-53)+ b &b =1+ 15= 16.
Logo tem-se que y = —5x + 16.

Observacdes/Aprendizagem complementar

e Fazer aresolucdo conjunta de alguns exercicios podera gerar confusdo e pode acontecer que apenas 0s
alunos mais fortes ou mais desinibidos participem.

¢ A quantidade de exercicios propostos podera ndo ser adequada ao tempo de aula: no caso de serem em
excesso, deixa-se a quantidade necessaria de exercicios como TPC; caso contrario, far-se-ado alguns dos
exercicios que estéo previstos ficar para TPC.

e A nivel de conceitos, o multiplo k do vetor diretor poderarevelar-se um conceito que crie alguma confusdo
aos alunos, pelo que deve ser reforgada aideia de cada multiplo darum dos pontos dareta e deve usar-se
0 Exercicio 39 (p. 61) para fortalecer a compreensao deste conceito.

Trabalho auténomo (TPC)

Exercicios 32-36, 41 e 42. (pp. 58-62).

Referéncias:

Negra et al. (2015a).
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Anexo 4 (Ficha sobre fun¢cdes com a utilizacdo da
calculadora gréfica)

10.2 ANO — MATEMATICA A

Ficha de fungées com a utilizacdo da calculadora grafica

Objetivos da ficha:
e Aprofundar o dominio sobre as funcionalidades da calculadora gréfica

e Desenvolver a capacidade de transpor os dados visualizados na calculadora para o

papel e de interpretar os dados

Fonte: Espolio pessoal do professor cooperante.

1. Sejam f e g, funcBes reais de variavel real, definidas por:
fO) =5lx-21-4 e gl) =x+1

Representa as fungdes f e g na tua calculadora gréfica e:

1.1. Transpde as representacBes graficas visualizadas para o teu caderno, indicando o
contradominio de cada funcao.

1.2. Determina as coordenadas dos pontos de interse¢cdo de f e de g, assinalando os pontos
relevantes no teu caderno. Utiliza valores arredondados as centésimas para as coordenadas
dos pontos assinalados.

1.3. Tendo por base 1.2., indica o conjunto-solucdo da condicéo:
) <gi)

Apresenta o conjunto-solucéo sob aformade intervalo, com valores arredondados as décimas.
2. Seja h uma fungdo real de variavel real, de dominio R\{2}, definida por:
h(x) =—+1.
xX—2

Representa a fungdo h na tua calculadora gréafica e:
2.1. Transpde a representacao grafica visualizada para o teu caderno, indicando o seu
contradominio.
2.2. Determina os valores exatos das coordenadas dos pontos de interse¢céo da representacéo
grafica de h com os eixos coordenados.
2.3. Determina o conjunto-solucdo da condicdo:
h(x) < x

sob a forma de unido de intervalos, com valores arredondados as centésimas.
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3. Seja f, afuncéo real de variavel real, definida por:
() =12x% —20x% + x + 3
Representa a fungdo f na tua calculadora grafica e transpde a representacdo gréfica visualizada

para o teu caderno, indicando os zeros da funcédo f e estudando o seu sinal.

4. Sabendo que f e g sdo fungBes polinomiais de grau 4 e 3, respetivamente, e que f(1) = g(1) = -2,
obtém uma expressdo analitica para cada uma das funcdes que respeite o quadro de sinais
apresentado em cada uma das alineas seguintes e, recorrendo a tua calculadora gréfica, indica os
extremos relativos de f e de g, se existirem, apresentando, nos valores ndo exatos,

arredondamentos as centésimas.

4.1.
x —o0 -2 0 2 3 +oo
f(x) — 0 + 0 - 0 + 0 -
4.2.
x —o0 -1 3 +o0
gx) + 0 - 0 -

5. A Dona Adelaide foi ao Aquashow e, como tinha algum receio de parques aquaticos, foi
experimentar o escorrega das criangas.
Considera que a Dona Adelaide saiu “disparada” do escorrega no instante t = 2,5s e que, para um
determinado valor real k, que corresponde ao instante em que atingue o solo, a fungéo h, que
descreve a distancia, em metros, a que se encontrou a Dona Adelaide do chdo em fungéo do tempo,

em segundos, é definida por::

t?—4t+4 se 0<t<25

h(®) Z{_5t2+30t—% se25<t<k

Representando a funcéo h na calculadora grafica e transpondo a representagéo grafica visualizada
para o teu caderno, indica:

5.1. A altura do escorrega.

5.2. O valor do instante k.

5.3. A distancia maxima ao chéo atingida pela Dona Adelaide ap6s sair do escorrega.

5.4. Em que instantes a distancia da Dona Adelaide ao chéo foi superior a 1 metro.

Nos valores ndo exatos, apresenta arredondamentos as centésimas.
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Solucdes

1.1. €Dy =[-4,+w[eCD, =R 1.2. 1,(0,83; 1,83) e 1,(3,75; 4,75) 1.3.¢.5.=10,8; 3,8l
2.1. CD; = R\{1} 2.2. 1,(0; 0,5) e 1,(1; 0) 2.3.€.5.=]0,38; 2[ U 12,62, +oo]

3. Os zeros séo —2 i eg, sendo que f é positiva em ]—3%[ U E,+oo[ e é negativa em
3 1 3
e =3lv A
4.1. f(x) = —i(x + 2)(0) (x = 2)(x — 3). Minimo relativo: —2,01. Maximos relativos: 4,32 (max. abs.)

e 0,96.

4.2. glx) = —i (x + D(x —3)%, sendo que o minimo relativo € —2,37 e 0 maximo relativo & 0.

51.4m  52.355s 5.3.1,5m 5.4.t € [0; 1[uU]2,68;3,32]
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Anexo 5 (Atividade comrecurso a calculadora grafica)

e Atividade com recurso a calculadora grafica — Consolidacédo de transformacgdes de fungdes [~35 minutos]

Na figura esta representado num referencial o0.n. xOy o gréafico da fungéo f.

Sabe-se que: ~y
e A expressdo analitica da fungéo é f(x) = x> — 4 \ ‘ /
e A parabolainterseta o eixo Oy no ponto de coordenadas (0, —4)
e Os zeros dafungéo f séo -2 e 2
Representa graficamente as fung¢des definidas por:
a) g)=f)+1 d g0 =72
b) gl)=f(x-2) e g)=—-f()
c) gx) =2f() f) g0 =f(-x)

Confirma as tuas repostas na calculadora grafica.

v

Extra — Indica:
i) Os zeros da funcéo das alineas b), e) e f).
ii) O conjunto de solugdo de g(x) < 0 para a alinea d) (sob a forma de intervalo de nimeros reais).

(Fonte propria)
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Anexo 6 (Atividade pratica exploratéria sobre a
proporcionalidade inversa)

Tarefa — enunciados parciais:

Enunciado introdutdrio: Considera um retangulo de lados x e y com areaigual a 18 m?2.

Enunciado 1: Numa folha quadriculada, desenhem retangulos que possuam a area indicada,

considerando que o lado de cada quadricula mede 1 m.

Enunciado 2: Ap6s desenharem os retangulos, pintem-nos com cores diferentes e recortem-nos.

Enunciado 3: Numa nova folha quadriculada, desenhem um referencial de eixos e coloquem os

retangulos no local devido, colando-os.

Enunciado final: Obtenham uma expressdo que descreva a drea dos retangulos.

(Fonte propria)
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Anexo 7 (Tarefade GeometriaSintéticano Planocomo
GeoGebra)

Tarefa de Geometria Sintética no Plano — 10.° Ano

7 de '|unho de 2023 - Duragéo: 60 minutos

Objetivos da Tarefa:
e Desenvolver a capacidade de visualizar lugares geométricos;
e Aprofundar a manipula¢do das ferramentas do GeoGebra;
e Familiarizar os docentes com os novos conteldos de geometria sintética.
Objetivos programaticos:
e |dentificar circunferéncia, circulo, bissetriz de um angulo e mediatriz de segmento como
lugares geométricos.
Recursos
e (Calculadora gréfica, computador, telemdvel ...

No GeoGebra, resolva os seguintes problemas recorrendo a ferramenta Mostrar traco.

1. Considere o segmento de reta [AP], em que o ponto A é fixo e o ponto P se encontra
a uma distancia fixa de 4 u.m. Fazendo variar o ponto P, esboce e descreva o lugar
geométrico que obtém.

Sugestdo: Utilize a ferramenta “Segmento de reta (Ponto, Comprimento)”.

(Fonte prépria)

2. Um segmento de reta de comprimento 2 desliza da posicdo vertical até a posicdo
horizontal, mantendo-se a extremidade A sobre o segmento de reta [PO] e
extremidade B sobre o segmento de reta [QO] (Figura 1).

P

A

O \B Q

Figura 1

Esboce e descreva o lugar geométrico percorrido pelo ponto médio do segmento de
reta [AB].
Sugestdo: Utilize a ferramenta “Mostrar Trago” no ponto médio do segmento de reta [AB].

Adaptado de Araujo (1998)
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3. llustre que num triangulo qualquer os seis triangulos obtidos unindo o baricentro aos

vértices e aos pontos médios dos lados tém todos a mesma area.
Sugestdo: Marque os seis tridngulos com a ferramenta “Poligono” e meca as suas dreascom a
ferramenta “Area”.

Adaptado de Araujo (1998)

Proposta de resolugdo:
1. Considere o segmento de reta [AP], em que o ponto A é fixo e o ponto P se encontra
a uma distancia fixa de 4 u.m. Fazendo variar o ponto P, esboce e descreva o lugar

geométrico que obtém.
Sugestdo: Utilize a ferramenta “Segmento de reta (Ponto, Comprimento)”.

Passo 1: Marcar o ponto A.

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Passo 2: Obter o ponto P recorrendo a ferramenta “Segmento de reta (Ponto,
Comprimento)”.

Segmento de Reta (Ponto, Comprimento) 3 o
Comprimento 2
T4 a A P
1 o yy )

0 1 2 3 4 5 6
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Passo 3: Utilizar a ferramenta “Mostrar Tra¢o” no ponto P e fazé-lo variar.

s o
5
A P 4 P
‘e
o —o 3
_— = A 2 4
1 2 é- o A [ ] .
A
1 L 4
Duplicar
- -5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 L]
ﬁ Fixar Objeto 4
o* Mostrar Trago +/ 2
@
Animagao b
® G ) =
£ Configuragdes a
Solugdo final:
¢ e
2T
K4
.. 3
[J
& 2
b
i A
1 4
L]
5 5 -4 X 32 ) 1 2 a a .'5 13
. » .
L ] L
L]
* .. -2 L]
.!:' o ome ® #
" Q
"

Resposta: O lugar geométrico obtido é uma circunferéncia de centro em A e raio 4.

Um segmento de reta de comprimento 2 desliza da posi¢cao vertical até a posicao
horizontal, mantendo-se a extremidade A sobre o segmento de reta [PO] e
extremidade B sobre o segmento de reta [QO] (Figura 1).
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Esboce e descreva o lugar geométrico percorrido pelo ponto médio do segmento de
reta [AB].
Sugestdo: Utilize a ferramenta “Mostrar Trago” no ponto médio do segmento de reta [AB].

Passo 1: Tragar os segmentos de reta [OP] e [0Q] (com comprimento superior a 2).

o

(o] Q

0 1 2 3 4 5 6

Passo 2: Tragar uma circunferéncia de raio 2 e centro no segmento de reta [0Q] (ponto
B) e que intersete o segmento de reta [OP] (ponto A).

Passo 3: Tragar o segmento de reta [AB] e marcar o seu ponto médio M.
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Resposta: O lugar geométrico obtido é um quarto de uma circunferéncia de raio 1 e
centro em 0.

Extra (Justificacdo):

Seja M o ponto médio de [AB]. o
Tem-se que as coordenadas de M (x,,,y,,) sao dadas por:

XM
cosf =— = x,, =cos b
1 M

senf =yTM <y, = senb

L ]

Assim, vem:

123



3.

OM? = cos* 6 +sen’ 0 <
& 0M?=1< 0OM = +1

Como OM > 0, entdo OM = 1.

Logo, M descreve uma circunferéncia de centroem O e raio 1.
No entanto, uma vez que M € 12Q, considera-se apenas o quarto de circunferéncia
contido no primeiro quadrante.

llustre que num tridangulo qualquer os seis triangulos obtidos unindo o baricentro aos

vértices e aos pontos médios dos lados tém todos a mesma area.
Sugestdo: Marque os seis tridngulos com a ferramenta “Poligono” e meca as suas dreascom a

ferramenta “Area”.

Passo 1: Construir um triangulo qualquer.

(2]

)

Passo 2: Marcar os pontos médios dos lados, usando a ferramenta “Ponto Médio”.

B

Passo 3: Tragar as retas que unem os pontos médios ao vértice oposto.
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Passo 4: Marcar o baricentro (G), resultante da intersecdo das trés retas.

Passo 7 (verificagdo): Fazer variar os vértices do triangulo, para concluir que as areas
dos seis triangulos permanecem iguais entre si.
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Extra (Justificacdo):
Considere-se o tridangulo [ABC] e os seis tridangulos obtidos unindo o baricentro aos
vértices e aos pontos médios dos lados tém todos a mesma area.

Como AE = CE = i_C eaalturade G relativa aoslados [AE] e [CE] é a mesma, tem-
se que:
AEXh CEXxh
2 2
Portanto,

A[AGE] = A[CGE]

Seja A[AGE] = A[CGE] =a.
Analogamente, considere-se que:

Aiggr = Ajcer) = b
Appgp) = Agep) = ¢
Al4pr) = Alcr)
Assim,
Appe) = Aepgp ©a+2c=a+2b&sSc=b>b
Pelo mesmo argumento, vem

Agcp) = Alaco ©2b+c=2a+cSb=a

Logo, a = b = c. Isto é, a area dos 6 triangulos obtidos unindo o baricentro aos
vértices e aos pontos médios de cada lado é a mesma.

Grupo de estdgio de Matemdtica da ESAD
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Anexo 8 (Tarefal— A funcdo quadratica em contextos
~semirreais)

Nome: Data

Objetivos da tarefa:
e Fomentar o raciocinio matematico no estudo de situagbes em contexto real.

e Aprofundar a capacidade de relacionar a fungao quadrdtica com situagdes reais.

1. Considera cada uma das situacGes abaixo descritas. Esboga o grafico de uma funcao
quadratica que as descreva; indica a sua expressao analitica e o seu dominio. Justifica as

escolhas que feitas ao realizares cada esboco.

1.1 A drea de um quadrado cujo lado mede x.

A

Y Expressdo analitica:

Dominio:

2y

1.2 A 4rea de um retangulo cujos lados medem x e 4 — x.

Ay
Expressdo analitica:

Dominio:

Ry

1.3 Adrea de um triangulo cujas base e altura relativa a mesma medem, respetivamente,

xed —x.

Y Expressdo analitica:

Dominio:

Ry
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E possivel estabelecer algum tipo de relacdo entre as fun¢des que descrevem as

situagdes em 1.2 e 1.3? Justifica.

2. Considera a fungdo quadratica que determina a energia cinética (E.), em joules, de
. A ~ . 1
um sistema mecanico em fungdo da velocidade (v), em m/s: E-(v) = Emvz, onde a

massa (m) é constante.

2.1 Esboga a representacao grafica da fungdo E, para diferentes valores da massa, m,

do sistema em estudo. Aponta as tuas conclusodes.

2.2 Atendendo aos valores que fazem sentido para m e para v explica que forma terd o

grafico da fungao E..
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3. Arremesso de um objeto

3.1 Um objeto é arremessado de um sitio elevado. Na tua opinido, qual das seguintes
representacOes graficas melhor descreve a altura desse objeto em fung¢dao do tempo
passado apds o seu arremesso? Justifica a tua resposta abaixo, nomeadamente,

explicando o que te levou a excluir as restantes representacoes graficas.
(A) (B)

8

/

! ? t/ 0 2 0 %
(9] (D)
~Y y
0 1 10 t\
0 1 t
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3.2 Considera a fungdo h(t) = —5t? + 10t + 2, que descreve a altura (em metros) de

uma bola em fun¢do do tempo (em segundos) decorrido apds o seu arremesso.
Calcula os seguintes dados, explicitando os raciocinios feitos e os calculos efetuados:

a) A altura inicial da bola.

b) A altura maxima da bola.

c) O instante em que a bola se encontra a 7 metros do chao.

d) A duracdo de tempo que a bola esteve no ar.

e) Os instantes em que a altura da bola é inferior a 4 metros (sob a forma de uma unido

de intervalos reais).
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Anexo 9 (Tarefa2 — A funcdo quadraticaem resolucgédo
de problemas e em tarefas de modelac¢do)

Nome: Data:

Objetivos da tarefa:
e Desenvolver o pensamento matematico no ambito da resolugdo de problemas.
e Fomentar a realizagdo de conjeturas e de generalizagdes.

Responde numa folha a parte.

1. Problema do livre direto

Num jogo de futebol vai ser cobrado um livre a 25 metros da Linha da baliza

¥

baliza, tal como esquematiza a Figura 1 ao lado. A barreira

|
: Guarda-redes
|

encontra-se a distancia regulamentar de 9,15 metros da bola.

. s - . Barreira
O plano que contém a trajetdria da bola, indicado a tracejado, —
P . T . ]
é perpendicular a linha da baliza. O« Bola
Figura 1 — Esquema do livre
A bola pode ndo atravessar a barreira ou passar por cima desta. (Retirado de Alves (2018))

Se passar por cima da barreira, a bola segue na direcdo da baliza, fora do alcance do
guarda-redes.
Admite que sé pode acontecer uma das quatro situacdes seguintes:

e Abolando passa a barreira. e Abola bate na barra da baliza.

e Abolasaipor cima da barra da baliza. e A bola entra na baliza.
O jogador mais alto da barreira tem 1,95 metros de altura e a barra da baliza estd a 2,44
metros do chdo.

Admite que, depois de rematada, a bola descreve um

arco, de tal modo que a sua altura relativamente ao

f) i
chdo (em metros) é dada por: f(x) = 0,32x — 0,01x?2, Linha da baliza

onde x é a distancia (em metros) da projec¢do da bola x /
Figura 2 — Esquema do livre bidimensional
no chdo ao local donde esta é rematada (Figura 2). (Fonte propria)

Responde as seguintes perguntas indicando os célculos efetuados e as justificagGes que

consideres necessarias:

a) Qual é a altura maxima atingida pela bola?

b) Nas condig¢des descritas, o livre resulta em golo?

c) A que distancia da linha da baliza se encontra a bola quando esta atinge a altura
mdxima? Apresenta o resultado em metros, arredondado as décimas.

(Adaptado de Alves (2018))
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2. Equacgao reduzida da quadratica

2.1 Recorda a equacdo reduzida da quadratica:
y=alx—h)?+k

onde h, k € Re a € R\{0}.

Considera a seguinte fotografia de perfil da Ponte 25 de abril, em Lisboa.

Figura 3 — A Ponte vista do Padrdo dos Descobrimentos
(Retirado de https.//pt.wikipedia.org/wiki/Ponte_25_de_Abril#/media/Ficheiro:Bridge_Tagus_April_2009-1a.jpg)

Utilizando a equacdo reduzida da quadratica e recorrendo as funcionalidades graficas
do GeoGebra, procura encontrar valores para os parametros a, h e k (recorrendo a
seletores) para os quais a sua representagdo grafica melhor se ajusta ao arco que une

os dois pilares centrais da ponte.

Atengdo: Coloca a imagem no primeiro quadrante, com o lado inferior a coincidir

com o eixo das abcissas e o lado esquerdo com o eixo das ordenadas.

2.2

Tendo em conta o estudo que acabaste de fazer, investiga relagdes entre os parametros
a, h e k e as seguintes caracteristicas da funcdo:

a) as coordenadas do vértice da parabola;

b) o contradominio;

¢) a equacgado do eixo de simetria da parabola;

d) a existéncia de zeros.

Adaptado de Geometria Intuitiva Interativa. (2023). Pontes e pardbolas. Formas e férmulas.
https://www.gi2.pt/galerias/pontes-e-parabolas/

Nota: A curva descrita pelo arco acima é, na verdade, uma catendria. Se tiveres interesse em saber
mais sobre este tipo de curva, podes ver o episédio de “Isto é Matematica” sobre a catenaria
(Episddio 5, Temporada 4. Disponivel em: https://www.youtube.com/watch?v=yBH5ezzY -0)
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Anexo 10 (Tarefa3 — Fun¢des definidas por ramos em
contextos semirreais)

Nome: Data:

Objetivos da tarefa:
e Fomentar o raciocinio matematico no estudo de situagdes em contexto real.

e Aprofundar a capacidade de relacionar fung¢des definidas por ramos com
situagdes reais.

1. Trajeto vertical de um submarino

1.1 Considera o trajeto feito por um submarino. Na tua opinido, qual das seguintes
representac¢des graficas melhor descreve a profundidade do submarino em fungao do
tempo? Justifica a tua resposta abaixo, nomeadamente, explicando o que te levou a

excluir as restantes representag&es graficas.

(A) (B)
Ay Ty
ot

(€) (D)

/\y T y
— t/ \\ ) 3 (3 t/

LS
\\
N
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1.2 Considera uma viagem de submarino na qual este:
e parte da superficie da dgua no instante t = 0 (em segundos)
e percorre 2 metros de profundidade por segundo tanto na descida como na
subida
e atinge uma profundidade maxima de 500 metros
Obtém a expressdo analitica de uma funcdo que descreva esta viagem e esboc¢a a sua

representacdo grafica.

Ay
Expressdo analitica:

il 4

E possivel escreveres a expressdo analitica obtida de uma outra forma? Se sim, qual?

1.3 Considera o caso em que o submarino sobe a uma velocidade diferente da
velocidade da sua descida, por exemplo, a 4 metros por segundo. Encontra uma
expressao analitica que descreva esta nova situacdo, explicitando eventuais obstaculos

na busca pela mesma.
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2. Trajeto de um paraquedista
Considera agora a situacdo na qual um paraquedista vai fazer um salto de queda livre.
O paraquedista é levado de helicéptero até a altura na qual saltard, mantém-se nessa
mesma altura até realizar o salto e, por fim, salta.
Obtém a expressao analitica de uma funcdo, h, definida por ramos que descreva esta
situacdo e esboga a sua representagao grafica, sabendo que:
e 0 paraquedista sobe de helicéptero durante 60 segundos a uma velocidade
vertical constante (menor do que 20 m/s);
e 0 paraquedista mantém-se na altura maxima atingida durante 20 segundos;
e a expressdo analitica do trogo da representacdo grafica relativa a queda do
paraquedista é da forma: h(t) = —4,9(t — h)? + k.

Justifica as op¢des feitas e os raciocinios realizados.
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