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1. Introducao

O problema da p - mediana consiste na ldcalizacéo de p
equipamentos numa rede com n comunidades por forma a minimizar a
soma das distidncias ponderadas de cada comunidade ao equipamento
mais proximo.

Trata-se de um problema com variadas aplicagCes prati-~
cas nomeadamente na localizacdc de equipamentos, armazéns e u-

nidades industriais.

Sendo.um problema "NP-hard”™ (Garey & Johnson, 1979) fo

.ram desenvolvidos diversos metddos .de pesquisa em arvore para a

sua resolucao:

-

e
' ‘ i) uns baseados na formulacdo em Programagao Linear In

teira do problema tais comc os de Spiélberg (1969),

CGarfinkel et al. (1974) e Schrage (1975)

ii) Outros utilizando a estrutura especial do problema
como os de Jarvinen et al. (1972) ,Christofides (1975)

e Captivo et al. (1981}

iii) Os que usam a relaxag¢ac Lagrangeana para O calculo
dos limites inferiores como os de Narula et al . (i977),

Neebe (1978) e Christofides e Beasley {1982).

Neste trabalho apresentam-se dois métodos para o calcu-
lo dum limite inferior, a inserir num processo de pesquisa em ar-
vore, baseados na decomposi¢do da relaxacdo Lagrangeana em subpro

blemas de natureza simples. As propriedades dos subproblemas ga-

-



rantem a obtencio dos multiplicadores de Lagrange Optimos.

A maximizacdo da relaxagdo Lagrangeana & feita pelo mé
todo do subgradiente (1974) ou pelo'método de Fletcher e Reeves
(1964) utilizando o subgradiente de menor norma FEuclideana gquan-

do ndo existe gradiente.

0Os valores iniciais dos multiplicadores em gqualquer das
relaxag¢des sao determinados por um processo heuristico para o du-

al.



2. Formulacao do Problema

0 problema da p - mediana (P) ‘pode ser formilado em termos

de Programacdo Linear Inteira. Seja dij a distancia entre a co

munidade

i e a comunidade j, e considerémos as variaveis

xij'(i'j:‘];--.,n) dadaS POI’

13
0,

1, se a comunidade i é afecta ao servigo

localizado em j

em -caso contrario

O problema P fica entao

min I

n

j=t

n

L X, -=1 r i=1;--.;n

3=t >

ljsxjj ’ jfj=1r:--:n
i#3

n

E X-- - P

j=1 JJ

ij = 1,0 ’ ifj=1r"'rn

(1)

(2)

(3)

(4}

{5}

em que as restricdes (2) garantem que cada comunidade é afecta a

um e um sO servico,

munidades que sejam centro e (4) implica que existem apenas

servigos,

{3) asseqguram que s6 ha afectagbes para co-



Por se tratar de um problema de minimizacao e em virtude
da presenca das restricbes de tipo (2) & possivel substituir as

restricdoes de integridade (5) por

ij = 1,0 ’ j:‘I,aoo'n
(5a)
Xij > 0 o i,j=1,...,n
143

Utilizamos o niodelo (1)—(5) em vez de substituirmos as restricoes

(3) por
n .
I X, .¢ N, X.., J=t1,...,n i (3a)

pois embora estas sejam em menor nimerc, sdo as restrigdes (4) que

definem o envolvente convexo da regidc admissivel.



3. Relaxacdo 1, Decomposicdo e Propriedades dos Subproblemas

Introduzindo os multiplicadores de Lagrange 1i(i=1,...
./n) assoclados 3s restrigdes (2) e "'uij €0 (i,3=1,...,n;1#3)

associados as restrigdes (3) obtemos a relaxac¢ido Lagrangeana

L(,u)=min Z 2 d,. X, . + Z A, (1-E X, . »E wp . (XX .} (6}
X i3 13713 i 17057437y T3 T

14

"'*i""‘ij) x:ij + min £ (d..-).+ L “ij)xij (7)

= E A, + min .z (4
i . ij s JJ 3 3
J X
i {xij}i;éj { jj}:t if}
I X.. =P (4)
ja1 33 ‘
-~ i
Xy4 =0,1 1,3=1,...n ) (5)

Esta & separavel em dois subproblemas, um nas varlaveis xij com

~i# 3 (Pl)eoutro nas varidveis X4 (P2)
0 subproblema P1 & min I (dijuli-gﬁ) xij o - (8)
{X.:} i#3
_ ij
s.a: Xij = 0'1 i'j =1,-..',!'l
143

que se resolve por simples inspeccao fazendo:

xij =0 se dij fli - uij>-0
. L. =A, wl,, =
xiJ indiferente se le i "ij 0



0 subproblema P2 &

. n . '
min - ¢ (d.. ~-A. + I p..)X.. o (9)
{(X..} =1 3] J i#3 13" 1]
33
I X.. =P _ (4)
j=1 J] .
ij = 0'1 7 j=1,...'n

- & um "Knapsack" com coeficientes inteiros que se resolve facilmen

te fazendo xjj igual a um para os P menores

dl- —1. + z., 1-1 u-.
13 ] i#5 ij /

e nulo para os restantes.

Designando por V(.) o valor Sptimo do problema (.} temos

L{x,u)= LA, + V(P1) + V(P2)
— i L .

E facil verificar que a solucdo 6ptimé de qualquer um dos subpro- -

_ 3717 iy

‘mesmo valor para a funcao objectivo fazehdo.xij=1 ou xij=0' Em P2
A,=1 .

3 i#;i]'

se o coeficiente que ocupar a posigao p for igual a pelo menos

blemas pode ndo ser tnica.Em P1 sempre que d;.-2 .=0 obtem-se o
ao colocarmos por ordem nao-decrescente os coeficlentes djj_

um dos seguintes, a soluc¢do Sptima niao & unica.

Também se pode ver que a solucdo Sptima de qualquer um dos
subproblemas ndo se altera se substituirmos as restrigdes -de inte-

gridade por.

-



0€X|“€1 r i'j=1;ao.gn

Isto &, o0s valores optimos de P1 e P2 coincidem com os valores
dptimos das suas relaxacgOes lineares P1 e P2 e, portanto
L(A,ud= EA « V(PT) + V(B2)

i

Substituindo B1 e B7 pelos seus duais, obtem-se

L{A,u)= L} + V(DPT) + V(DPZ}

s 1
ou-séja:
L{,u)= I} + Max I Vig * Zuj +Yp, ” . (10)
- i Y0y i':} . j -
i#3
- 4
S.a: - _
Vig € G35 Ay THyg o i,3=1,...m (1)
it
3T %3 Ty L M Liseon (2)
iy €0 | | (13)
a, €0 14
y (14)

Como pretendemos determinar o melhor limite inferior va-

mos max L(A,u), isto &,

HgO
Max Eh + I v.. + Za.+Yp
: i M
ArprYrary it ] J (1%)



.

‘blemas P1 e P2 que apresentam uma estrutura simples.

's.a:. vig Ay ey < dy o 1,921,000 nlif3) an
a; +Y 4y - iij Mis € Ay + J=1,e..,n " (12)
.vijs.o ' ' - (13)
ay g0 I | (14)

v,.< 0 _ (16}

que coincide com o dual da relaxa¢do linear de P.

Verifica-se assim que os multiplicadores de Lagrange opti-
mos coincidem com os valores Ooptimos das variaveis duais associados
as restricgdes. (2) e {(3) na relaxagdoc linear de’Pf Isto &, dizer.que
L{,y) verifica a progr%edade da integralidade (Geoffrion ,1974) e co-

mo tal

-

V(P) = L(A,u) = max L(A,u) (17)
- ug0 '

Dado que P é um problema de Programacdo Linear de grande
dimensao, mésmo para valores de n pouco elevados, a referida relaxa
¢do ' Lagrangeana oferece um método alternative para a determinacao
de (17) que apresenta vantagens sobre a relaxacdo linear. Enquanto
P é& um éfoblema em n2 variaveis ndo negativas e n2+1 restrigdes, a
optimizacao da relaxagdao oLagrangeana envolve n2 variaveis em gue

apenas algumas tém restricdoes de sinal. Para cada concretizagao das

varidveis (),u) o calculo de L(},u) requer a resclugao dos subpro-



4, Relaxacgdo 2, Decomposi¢do e Propriedades dos Subproblemas

Se mantivermos os multiplicadores de .Lagrange kiﬁ;1,”.,n)
associados ds restricdes (2), mas introduzirmos um multiplicadory asso

ciado a restricdo (4} vamos obter a relaxacao . Lagrangeana

L(2,¥)= min E oz dijxij+ ?'ﬁ_(i“? xij) + Y(Pzg xjj)-
o1 1 J : J.

n n

= LA, +Yp.+ min {2 {d.. =Ax,}X,. =~y X_..} {18)

i i X 521 i=1 ij i"™"ij 7]
‘s.a: Xijsxgij fi,j=1,...,n {(3)

i#3 ’

K
« s = 0,1 ] j‘—"‘;--.;n .
23 . (5a)
ij }0 1 ,i,j_:1;..,‘,n

143

que & geparavel em n subproblemas, cada um dos quais contem apenas uma

variavel ij inteira, isto é :

n . n
Luy) = 2 LMOuy) + I A, +
: 3=1 i=1
seﬁdo'
j n .
I'{x = mi I o(d,, =-A,) X,. -y X..
(A,7) in i=1( i3 ! i35 "7 %55
s.a: Xijé ij ,i=1,...,n{i.f3)
v b - 01
33 !
ij?o !i=1c»--rn(i?€j)



10.

Lj(l,y) resolve-se facilmente por inspeccao desde que se conheca © va

lor de X...
33
Se Xyq = 0 vem X, =0, i=1,...,n {(i#3)
'xij = 1 ' para dij -y <0
Se ij=1=9< Xij =0 ’ para dij —xi> 0
Xij 1nd1ferenﬁe ; para dij —Ai:zo
ou seja
L7 (A,y)=min { © min(0,d . ~r;)=A; -y ,0}
~ j i i
i#3
" pois d.. = 0. ' ' Lo
P~ k] . K
Se ' : I min(0,d,.-A.)=-A.-y <O vem X.. = 1
_ 143 R St LS ‘ 33
e se
£ min (0,d,. ~A.}=A. =y>0 vem X.. = 0
i 4 (©rdyy ~Ay)=dy - 33
Quando I min 10,dij—xi)~xj -~y = 0 & indiferente tomar
i#3]

ij=0 pu 1.

Verifica-se assim que tamb&m nesta relaxagdo, a solugao opti

ma do problema interno da . Lagrangeana nido € Onica.

E facil demonstrar que a matriz das restricgdes de L{},v)



"' & totalmente unimodular e como tal a solucid'ﬁ;naturalmahtq-1nteifa;’o 'E

:'s_éue.significa éue'

,5;:*"f ﬂ,ff' - ﬁax"L(l.Y)=.V(§)
DR o : |

‘tal como na relaxacdo anterior. )

— ..,

- -l. . : - .
L7 ! -
L1} .\ - . ._,"'. >

.. {“
. Lo 1 - .

.." ) i E
LY ) |
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5. Optimizacdo das Relaxagdes Lagrangeanas

- Qualquer um dos métodos gue utilizamos para optimizar
a _lLagrangeana parte duns valores iniciais para os multiplicado-

res e vai procedendo & sua actualizacdo até obter o valor Sptimo.

Para cada concretizagac dos multiplicadores é necessa
_rio determinar uma direccdo ac longo da qual o valor da Lagrange
ana aumente. Ja vimos gue em qualquer das relaxagles a solugao do
problema interno d& Lagrangeana pode ndo ser ﬁniéa. . Quando isto
sucede nio existegéradiente mas apenas subgradientes. A direcgdo que
utilizémos € a do subgradiente de menor norma Euclideana, por ser |
- ;a direcgdo de maior declive ascendente. Quando existeﬁ restricoes &

-

sinal dos multiplicadores, projectamos a direccép’escolhida por for

i

ma a nao violar essa condigao.

1}
- i

Na figura 1 apresenta-se © esquema geral dos métodos u
tilizados para maximizar a relaxacgdo Lagrangeana do problema da p -

mediana.

No método do subgradiente a actualizacao dos multiplica-

dores segﬁe 0 processo esnecificado por Held, Wolfe e Crowder (1974).

0 outro método utilizado é do tipo do de Fletcher e Reeves
(1964} substituindo a direcg¢do do gradiente quando nao existe, pela do
subgradiente de menor norma Euclideana e efectuando a pesguisa univa-

riada na direccao obtida pelo algoritmo de 'Davies Swann e Campey.



INICIALIZACAO DOS MULTIPLICADORES

R =1

Determina-se o valor da Lagrangeana-LR e

o custo da soiucéo correspondente do pri

mal-pR

o

pR €& o valor

dptimo do Pri

7
_Calcula—se‘c;shbgradj.ente-sR da
Lagrangeana e se necessirio pro
jecta~se na regido admissivel

—

'Actualizam—se-os multiplicadores

R'= R+1

Figura 1.

mal
S L PIM
R e o maximo

L

da Lagrangeana

FIM



6. Determinagéo da Solucao Inicial

14.

Na'relaxacdo linear de P pedemos substituir as restrigoes

0 ¢<X.. g1
17

'i'j=1 s e s

por simples restrigbes de ndo-negatividade, pois as restrigdes (2)

garantem que as variaveis ndo sdo superiores a um.

rol

Obtemos assim a relaxagao Linear de P dada por:

n
min E
=1 3

i

p—

; J15%43
=1 , i=1,...n
~
ij‘zo ’ i,j=1;...;n
i#3
=P
,-i,j=1,-..;n

Max T A, + ¥yp
i
s.a: )\i - uijédij r 143
i,j=1,...,n
A, o+ L U, - +‘Y$du- ] j=1'..o,n B
37 ggy 3 33
“ij > 0

(1)

(2)

(3b)

{4)

(19)

(20)

{(21)

(22)

(23



15,

£ facil ver que Ai_zo {i=1,...,n) e ¥ <0 pois as restricdes de tipo

(2) sao equivalentes a

zx ->’1 ’ i=1;;¢.'n

e a restrigdo (4) €& equivalente a I ij <P, > por P ser um problg 

wh

ma de minimizacgdo e dij z 0.

Se (21) e (23) resulta1ij:amax (O,Ai - di.), i1#j para cada

]
conjunto de ﬁ admissiveis. Fazendo ”ij iqgqual ao limite inferior vem:
"ij = maxl(O,li - dij) _ ’ i;g=1,...,n (24)
-’, )
e obtem-se o -dual condensado E
ey
Max I} + yp : o - (20)
s.a: A, + E max (0,h, - d,.) gdss - 321, .0t 2

- Supondo y conhecido este problema coinzide com o dual conden
sado de Erlenkotter (1978), e pode ser aproximado utilizando apenas

a parte heuristica do algoritmo de Erlenkotter.

Comegamos por estimar y , resolvendo por uma regra heuristi
ca o problema P para p e p+1 e atribuindo a ya variac¢io(negativa)
.obtida no valor da funcdo objectivo. Utiliza-se a heuristica de
Erlenkotter para obter os valores de Ai e calcula-se uij pela expres

sio (24). | }

Com estes valores_ é possivel obter uma nova estimativa para



6.

Y utilizando © dual do subnroblema 2 da t1a relaxacao apresentada.
--Entra—se assim num processo iterativo que termina quando-ynao s0 -

'.frer alteracao.
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7. Conclusdes

L

- 0s algoritmos propostos foram programados em Fortran e execu
tados num UNIVAC 1100, para_27 problemas de teste, dos quaiS‘21Iforam
gerados aléatoriamente, com dimensdes desde n=6 até n=100 e varios va-
lores de P.

Dos resultados obtidos podemos concluir que para a 12 relaxa
¢d0 €@ mais rapido optimizar a Lagrangeana por um método de tipo do de
Fletcher e Reeves_do que pelo"método do subgradiente. Na 2a relaxagiao

passa-se exactamente o contrario.

Verifica-se ainda gue a 2a relaxagdo € mais eficiente que a
"15, pois permite obter o Sptimo mais rapidamente. Os resultados  ja
obtidos sao comparaveis aos apresentados por Christofides e Beasley

{1982)., embora ainda_se esteja a aperfeigoar o metodo proposto.
Quanto aos outros algoritmos existentes baseados em relaxa-
¢des Lagrangeanas do problema, ndo é possivel efectuar comparagdoes uma

vez gque sO sdo testados em problemas com ng30.
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