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ReEsumMmo

No modelo dual de risco a probabilidade de ruina tem uma férmula exata para um ho-
rizonte temporal infinito. Por outro lado, para o caso finito, no artigo de Yang e Sendova
(2014) é dada uma expressao exata, mas nao sao apresentados valores para a probabi-
lidade de ruina, devido a complexidade dos calculos. Desta forma, com o objetivo de
desenvolver um algoritmo para o ultimo caso, adaptamos a metodologia descrita por
Cardoso e Egidio dos Reis (2002) para o modelo classico que, recorrendo a cadeias de
Markov, permite considerar varias distribui¢des para o montante dos ganhos individu-
ais sem grandes alteragdes na aplicagao do algoritmo. A fim de dispor de um segundo
algoritmo, a metodologia desenvolvida por De Vylder e Goovaerts (1988) para o modelo
classico também foi adaptada.

Calculamos, assim, aproximacoes para a densidade e distribui¢ao do tempo de ruina.
Os graficos da funcao de densidade do tempo de ruina resultantes da aproximagao, para as
distribuicoes apresentadas, sugerem fun¢des unimodais com assimetria positiva. Também

se verifica que quanto maior é o valor de u, maior é a moda e mais achatada é a curva.

Palavras-chave: probabilidade de ruina; modelo dual; horizonte finito; tempo discreto;

tempo de ruina; algoritmo recursivo; cadeias de Markov.
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ABSTRACT

In the dual risk model the probability of ruin has an exact formula for an infinity time
horizon. On the other hand, for the finite case, in the article by Yang and Sendova (2014),
despite being given an exact expression, no values are presented for the probability of ruin
due to complexity of calculations. Thus, in order to develop an algorithm for the latter
case, we adapted the methodology described by Cardoso and Egidio dos Reis (2002) to the
classical model which, using Markov chains, allows to consider various distributions for
the amount of individual earnings without major changes in the algorithm application. In
order to have a second algorithm, the methodology developed by De Vylder and Goovaerts
(1988) for the classical model was also adapted.

We thus calculated approximations to the time to ruin density and distribution . The
time to ruin density function graphs resulting from the approximation, for the distribu-
tions presented, suggest unimodal functions with positive skewness. We note that the

higher the value of u, the higher the mode and the flatter the curve.

Keywords: probability of ruin; dual model; finite time; discrete time; time to ruin;

recursive algorithm; Markov chains.
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INTRODUCAO

A Teoria da Ruina conta com modelos matematicos para estudar a vulnerabilidade
da reserva de risco de uma seguradora ou de uma determinada carteira a ruina (ou
insolvéncia) ao longo do tempo. Esta vulnerabilidade é medida pela probabilidade da
reserva de risco atingir determinado valor. Usualmente, diz-se que a ruina ocorre quando

a reserva de risco atinge valores negativos pela primeira vez.

No modelo de risco dual, a reserva de risco é caracterizada pela reserva inicial, menos
os gastos constantes, mais os ganhos positivos. Este modelo pode ser aplicado por em-
presas que tém gastos constantes e ganhos ocasionais em momentos aleatdrios, como por
exemplo, farmacéuticas, companhias especializadas em exploragao geoldgica de minerais
e de petroleo, imobiliarias e corretoras. Outra possivel aplicacao sao as rendas vitalicias
ou fundos de pensoes, onde os gastos constantes sao interpretados como os pagamentos
das rendas e os ganhos correspondem ao valor atuarial das rendas ainda por pagar no mo-
mento da morte da pessoa segura ou pensionista. Recentemente, este modelo foi aplicado
no estudo da viabilidade de se participar de um Pool de mineracao, do ponto de vista de
um minerador individual de bitcoin.

Para o modelo dual em horizonte temporal finito, é conhecida uma expressao exata
para o calculo da probabilidade de ruina, apresentada em Yang e Sendova (2014), mas
nao sao apresentados valores numéricos.

Desta forma, com o objetivo de obter valores aproximados para a probabilidade de
ruina em tempo continuo e horizonte finito e consequentemente aproximagdes para a
funcao densidade do tempo de ruina, pretendemos adaptar para o modelo dual a meto-
dologia descrita em Cardoso e Egidio dos Reis (2002), que se mostrou bastante adequada
para a obtengao grafica aproximada da funcao densidade do tempo ruina no modelo
primal. Da mesma maneira, tencionamos adaptar a metodologia descrita em De Vylder e
Goovaerts (1988).

Este trabalho esta dividido em cinco capitulos:

No capitulo 1, temos a presente introdugao.

No capitulo 2, sao introduzidos os modelo primal e dual de risco em tempo continuo,

as suas respetivas reservas de risco, associadas a um processo de Poisson composto, bem



CAPITULO 1. INTRODUCAO

como notagoes e conceitos necessarios. Também sao definidos os tempos de ruina para
cada modelo de risco, assim como as expressoes para a densidade e distribui¢ao de ruina.

No capitulo 3, 0 processo de reserva do modelo primal é discretizado, sdo apresentados
os algoritmo de De Vylder e Goovaerts (1988) e Cardoso e Egidio dos Reis (2002) e uma
breve apresentacao de alguns resultados relacionados com cadeias de Markov, necessarios
para este ultimo algoritmo.

No capitulo 4, comegamos por descrever o processo de reserva do modelo dual em
tempo discreto, de seguida sao apresentados os algoritmos para o calculo dos ganhos
individuais e dos ganhos agregados para as distribui¢des propostas. Finalmente, depois
de uma analise ao processo de reserva, as metodologias de De Vylder e Goovaerts (1988) e
Cardoso e Egidio dos Reis (2002) sao adaptados para o modelo dual, a partir das quais sao
calculados valores numéricos que permitem obter, graficamente, as densidades do tempo
de ruina para as distribui¢oes exponencial de parametro A = 1, gama de parametros a = 2
e p =2 e pareto de parametros @ = 2 e § = 1. Adicionalmente, é estudada a convergéncia
das probabilidade de ruina em horizonte finito e sao obtidos graficos para a probabilidade
de ruina em funcdo da reserva inicial.

No capitulo 5, sao apresentadas as conclusoes.



2

Os MODELOS PRIMAL E DUAL DE RISCO

2.1 Introducao

O modelo Cramér-Lundberg é também designado por modelo classico de risco ou
ainda modelo primal de risco devido a existéncia de um modelo dual. E um modelo que
reduz o calculo da reserva de risco ao acimulo constante de montantes (prémios) e perda
de montantes aleatorios, em momentos aleatorios, desprezando outros fatores que podem
fazer variar a reserva como por exemplo, rendimentos com investimentos, o pagamento
de dividendos e despesas administrativas ou de gestao das apolices.

O modelo dual de risco, assim como o seu primal é um modelo reducionista, mas
que em oposicao a este, considera a diminuigao da reserva como consequéncia dos cus-
tos (fixos) e o seu aumento por meio de ganhos de montantes aleatdrios, ocorridos em
momentos aleatorios.

Este capitulo caracteriza os modelos primal e dual de risco, bem como os processos

de reserva em tempo continuo que lhes estao associados.

2.2 O modelo primal de risco

O modelo classico de risco é adequado para analise de capital de seguradoras que
acumulam montantes, referentes aos prémios, e em determinados momentos perdem
montantes em forma de indemnizagdes, referentes a sinistros envolvendo os segurados
relativos a uma determinada carteira de apolices.

No modelo classico e em tempo continuo, a reserva de risco no tempo (ou momento) ¢
é caracterizada pela soma da reserva inicial com os prémios recebidos, menos as indem-

nizagoes pagas, ver Bowers et al. (1997, pp. 399-401), sendo definida pela expressao:
Up(t)=u+ct—=5(t), t >0, (2.1)
onde,
* 1 =Up(0) >0 é areserva inicial ou a reserva no momento ¢t =0,

* ¢ é uma constante positiva que representa o prémio cobrado por unidade de tempo,

3



CAPITULO 2. OS MODELOS PRIMAL E DUAL DE RISCO

* S(t) é o montante total das indemniza¢des ou o montante das indemnizagdes agre-

gadas, ocorridos até ao momento ¢, dado por
N(t)

s(=) X (2.2)
i=1

sendo,

* {N(t)};5¢ 0 processo estocastico de contagem de sinistros ocorridos até ao momento

t, com distribuicao de Poisson de parametro A;

* {X;};2; uma sequéncia de variaveis aleatorias (v.a.s) nao negativas, independentes e

identicamente distribuidas (i.i.d.s) e independentes de N(t);
* X; o montante da i-ésima indemnizacao individual com valor médio p; < oo .

Desta forma, assumimos um processo que modela as possiveis indemniza¢des numa
carteira de apolices (que apresenta homogeneidade de riscos) e analisamos a carteira
como um todo, isto é, consideramos os sinistros resultantes da carteira de forma global.

O montante das indemnizagoes agregadas € um processo estocastico, {S(t)},-, sendo,
mais propriamente, um processo de Poisson composto de parametro A. Consequente-
mente, a reserva de risco também € um processo estocastico, {Up(t)},. Por defini¢ao de
processo de Poisson, o processo de contagem se inicia no momento zero com valor zero,
N(0) =0, o que faz com que montante das indemnizagdes agregadas seja zero enquanto o
processo de contagem for igual zero.

Uma possivel trajetoria da reserva é mostrada na Figura 2.1. A reserva cresce linear-
mente a uma taxa c, exceto quando ocorrem indemnizagées. Nesta altura, a reserva desce

conforme o valor das indemnizacgoes.

Figura 2.1: Possivel trajetoria da reserva de risco no modelo primal



2.3. O MODELO DUAL DE RISCO

O aumento esperado da reserva por unidade de tempo é
p=c=E[S(1)]=c-Apy,

que assumimos ser um valor positivo.
Seja O > 0 a carga de seguranga, tal que o prémio cobrado por unidade de tempo pode

ser escrito da seguinte forma:
c=(1+06)Ap;. (2.3)

Sem perda de generalidade, toma-se
c=p1=1,

como em Dickson et al. (1995), o que resultaem A =1/(1 + 0).

2.3 O modelo dual de risco

O modelo dual de risco parece ser mais adequado para empresas que tém gastos
constantes e ganhos ocasionais de montantes aleatorios. No caso de farmacéuticas e com-
panhias especializadas em exploragao geologica de minerais e de petréleo, podemos en-
tender estes ganhos como sendo a receita de uma futura invenc¢ao ou descoberta. Avanzi
et al. (2007) também propdem este modelo para negdcios baseados em comissoes, como
corretoras e escritorios de agentes imobilidrios, ou ainda rendas vitalicias e fundos de
pensdes, onde os gastos constantes sao interpretados como os pagamentos das rendas e
os ganhos correspondem ao valor atuarial das rendas por pagar no momento da morte da
pessoa segura ou pensionista.

Recentemente, em Albrecher et al. (2022, Seccao 6), este modelo foi aplicado no estudo
da viabilidade de se participar de um Pool de mineragao, na perspetiva de um minerador
individual de bitcoin.

Assim, no modelo dual em tempo continuo, a reserva de risco Up(t), no momento f,
tem como valor a soma da reserva inicial, menos os gastos constantes efetuados, mais o

montante dos ganhos (positivos), ou seja,
Up(t)=u—ct+S(t),t>0, (2.4)
onde,
* areserva inicial é estritamente positiva, u = Up(0) > 0,
* ¢ é uma constante positiva que representa a taxa de despesas por unidade de tempo,
* {S(t)};>0 € o processo dos ganhos agregados.

A Figura 2.2 mostra uma trajetoria possivel para a reserva no modelo dual. A reserva
diminui a uma taxa c, constante, exceto quando ocorrem ganhos positivos, que fazem a

reserva aumentar pontualmente.



CAPITULO 2. OS MODELOS PRIMAL E DUAL DE RISCO

Up(t)

Figura 2.2: Possivel trajetoria da reserva de risco no modelo dual

O valor esperado do processo de reserva por unidade de tempo é
p=E[S(1)]-c=Ap (2.5)

que admitimos ser um valor positivo, portanto ¢ < Ap;, como em Afonso et al. (2013). Em
outras palavras, no modelo dual a taxa de ganhos esperados é superior a taxa de despesas
por unidade de tempo, o que mostra que este é um modelo viavel em termos financeiros.

Seja 6 uma constante positiva, tal que
c(1+0)=Ap;.

Sem perda de generalidade, vamos assumir, tal como no fizemos no modelo primal,
que
c=p; =1
Assume-se, também, que S(t) = Zi(lt) X;, onde
* {N(t)};>o corresponde ao processo de contagem de ocorréncia de ganhos até ao
momento ¢, com distribuicao Poisson de intensidade A =1+ 6;

* X; representa o montante do i-ésimo ganho individual com valor médio p;, supondo

que sao v.a.s i.i.d.s e ainda independentes de N(t).

2.4 A ruina em tempo continuo

Usualmente, diz-se que a ruina ocorre quando a reserva de risco atinge valores negati-
vos pela primeira vez. No modelo classico, o tempo de ruina, que sera representado por

Tp, é regularmente definido por

inf{t: Up(t)<0,t>0
Tp = {t:Up(t) } ' (2.6)
oo, seUp(t)>0,Vt>0



2.4. A RUINA EM TEMPO CONTINUO

No modelo dual, a ruina resulta da diminuicao constante da reserva a taxa c, assim, a
ruina da-se quase certamente imediatamente ap0s a reserva atingir o valor zero. Nestas

condig¢oes, vamos definir o tempo de ruina, designado por T, da seguinte maneira:

inf{t: Up(t)=0,t>0
I, - {t:Up(t) b 2.7)
oo, se Up () >0, ¥t >0

A probabilidade da ruina ocorrer em horizonte infinito é dada por
() =Pr[T <oo|U(0) = u], (2.8)
e a probabilidade de sobrevivéncia é representada por

o.(u)=1-19(u) (2.9)

onde T representa a v.a. continua tempo de ruina e U (0) a reserva inicial.
A probabilidade da ruina ocorrer, em horizonte finito, até ao momento ¢ é dada pela
expressao
¥ (u,t) =Pr[T <t[U(0) = u], (2.10)

e a probabilidade de sobrevivéncia até ao momento t é representada por
O (u,t)=1-1 (u,t) (2.11)

Denotemos por ¢ (u,t) a fungao densidade de probabilidade imprépria do tempo de
ruina T, tal que

¥ (u,t)=Pr[T <t u<o>=u]=f¢.(u,v>du (2.12)
0

e a fungao de densidade prépria, designada por ¢ (u,t), é dada por

(1) = b.(w, 1)/ (w) (2.13)
As defini¢oes 2.8-2.13 sao validas tanto para o modelo primal como para o modelo
dual em tempo continuo, basta consideramos os tempos de ruina Tp ou Tp, e 0s processos
de reserva Up ou Up, consoante o modelo em questao. Nesta altura serao utilizadas as
notagdes Pp, dp, Pp e Pp para o modelo primal e Pp, dp, ¢p e ¢p para o modelo dual, ao
invés de 1, 5, ¢ e ¢, respetivamente.
Em tempo continuo e no modelo de risco dual, a expressao da probabilidade de ruina
em horizonte infinito é dada por
pp(u) =, (2.14)

sendo R a Unica raiz positiva da equagao

A(fwe_Rxg(x)dx—l)+cR: 0, (2.15)
0

e g(x) a funcao densidade dos ganhos individuais. Esse resultado é demonstrado por
Gerber (1979) e utilizado, por exemplo, em Afonso et al. (2013).
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CAPITULO 2. OS MODELOS PRIMAL E DUAL DE RISCO

Também, para o mesmo modelo, conhecemos a expressao exata da funcao de distri-
buicao (impropria) do tempo de ruina, demonstrada em Yang e Sendova (2014) e que é

dada por

t/\n
J- Fx”_le_’\xg[”](cx—u)dx , t>

et 4y Y
Yplu,t) = ;[ , (2.16)

c

0, t

A
OlR o=

onde gl é a n-ésima convolucio da densidade g consigo mesma, sendo por escolha ¢ = 1.
No entanto, os autores nao apresentaram resultados numéricos, devido a complexidade

dos calculos.



3

ALGORITMOS PARA O MODELO PRIMAL

3.1 Introducao

O propdsito deste capitulo é apresentar os algoritmos recursivos desenvolvidos por De
Vylder e Goovaerts (1988) e Cardoso e Egidio dos Reis (2002) para o modelo primal em
tempo discreto. Assim, sao definidos o processo de reserva em tempo discreto, bem como
o tempo de ruina e as probabilidades de ruina e sobrevivéncia. Também sao apresentadas
algumas nogoes que envolvem as cadeias de Markov, necessarias para a compreensao do
algoritmo de Cardoso e Egidio dos Reis (2002).

3.2 O processo de reserva em tempo discreto

Vamos considerar a abordagem feita por Dickson e Waters (1991), que baseia-se em
discretizar as indemnizagoes individuais e modificar a unidade monetaria e a unidade
temporal de modo a aproximar a probabilidade de sobrevivéncia em tempo continuo,
considerando um processo de risco em tempo discreto. Assim, dada uma reserva inicial

u=0,1,2,..., areserva no tempo t, é dada por
Up(t)=u+t-S*(t),t=0,1,2,.... (3.1)
Assumindo que,

* as indemnizag¢oes individuais sao v.a.s i.i.d.s nao negativas e inteiras com valor

médio inteiro > 1,
* o prémio cobrado por unidade de tempo € 1,

* o numero esperado de indemnizag¢des por unidade de tempo é A = 1/((1 +60)p).

E, ainda, que
t

S*(t) = zy,;‘, (3.2)

n=1

9
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com funcgao distribuicao e funcao probabilidade representadas por F*(x,t) e f*(x,t), res-
petivamente, que por conveniéncia, vamos escrever F; = F*(j,1) e f; = f*(j, 1), para j =
0,1,2,.... Nesta situagao, Y, representa o montante das indemnizagdes agregadas, ocorri-
das durante o periodo n e f; € a probabilidade de Y,; tomar o valor j. Utilizando a formula
recursiva de Panjer (1981) podemos obter {ff};:o’ a funcao de probabilidade de Y,; (ver
Seccao 4.3).

Por sua vez, o periodo n é o intervalo de tempo que se inicia no momento imediata-

mente a seguir ao momento n—1 e termina no momento 7.

3.3 A ruina em tempo discreto

Em tempo discreto, a ruina da-se quando a reserva atinge valores negativos. Conse-

quentemente o tempo de ruina é definido como se segue

. |min{t: Up(t)<0,t=1,2,...}
Tp = . (3.3)
oo, seUp () >0, parat =1,2,...

Todavia, com esta definicao de tempo de ruina, se no fim de um dado periodo, a
reserva em tempo discreto toma valor zero, entdo em tempo continuo ou a reserva atingiu
valores negativos nesse periodo, ou a reserva passou a tomar exatamente o valor zero
durante este periodo. No entanto, este ultimo caso tem probabilidade zero.

O primeiro caso esta ilustrado na Figura 3.1, onde podemos observar que em tempo
continuo ocorreu ruina, pois a reserva desceu para valores abaixo de zero durante o
periodo n + 1. Mas, se observarmos o mesmo caso, agora tempo discreto, apenas veriamos
que a reserva passou de positiva, no fim do periodo n, para zero no fim do periodo n+1,

ou seja, nao houve ruina.

Up(t) Up(t)
| | | | |
| | | | |
| | | | |
\ | | * |
| | | | |
i \ ‘ i *
n | n+1 t n n+1
| | | | |
| | | |
(a) Tempo continuo (b) Tempo discreto

Figura 3.1: Modelo primal de risco. Ocorréncia de ruina.

Assim, apesar de ocorrer ruina no caso continuo, esta pode nao ser detetada no caso
discreto. Por este motivo, Dickson e Waters (1991) apresentaram uma nova defini¢ao para

o tempo de ruina:

min{t: Up(t)<0,t=1,2,...}
Tp = . (3.4)
oo, se Up (t) >0, parat=1,2,...

10



3.4. O ALGORITMO DE DE VYLDER E GOOVAERTS

Portanto, enquanto a reserva de risco for estritamente positiva dizemos que nao ocorre
ruina. Importa referir que no modelo primal ter uma reserva inicial igual a zero nao
implica ruina no momento zero.

Quanto as probabilidades de ruina e sobrevivéncia em horizonte infinito, sao defini-

das, respetivamente, como se segue:

P! (u) =Pr[T" < oo | UT(0) = u] (3.5)
O (u)=1-9(u), (3.6)

onde T" representa a v.a. discreta tempo de ruina e U(0) a reserva inicial.

Em horizonte finito, as probabilidades de ruina e de sobrevivéncia sao dadas por

W (1) = Pr[T" <t U”(0) = u] (3.7)

O (u,t)=1—-9"(u,t). (3.8)

Denotemos por ¢*(u,t) a fungao de probabilidade (improépria) do tempo de ruina T7,
definida por

P, ) =Pr[T" <t[U(0) =u]= ) ¢'(ui), (3.9)

N.
i [\/]H
L

onde
¢ (u,t)=Pr[T"=1t|U"(0) =u]. (3.10)

Designemos por ¢*(u,t) a fungao de densidade (prépria) de T%, tal que

Gty = £,

(3.11)

As defini¢oes (3.5)-(3.11) sao validas em tempo discreto tanto para o modelo primal,
como para o modelo dual, apresentado mais adiante na Seccao 4.2. Substituimos o pro-
cesso de reserva T" por T, ou T} e o tempo de ruina U~ por U, ou Uy, conforme o modelo.
As notagdes 7, &7, ¢* e ¢, serdo serdo substituidas pelas notagdes P}, 85, @5 e §h no

modelo primal e ¢}, &%, ¢}, e ¢}, no modelo dual.

3.4 O algoritmo de De Vylder e Goovaerts

De Vylder e Goovaerts (1988), desenvolveram um algoritmo recursivo para o calculo
da probabilidade de sobrevivéncia que quando aplicado a defini¢ao do tempo de ruina
Tp, resulta ser:

u

Sh(u,1) = ij -F, (3.12)
j=0
u

Sh(u,t) = ijéj)(u+1—j,t—1),t22. (3.13)
j=0

11
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Para t > 2, a sobrevivéncia vem de condicionar a reserva ao fim de um periodo. Com
probabilidade f]-, j=0,1,...,u,areserva toma o valor u + 1 —j e durante os proximos ¢ —1
periodos a probabilidade de sobrevivéncia € 6, (1 +1—j,t—1). Para 6}(u, 1), o raciocinio é
imediato, isto €, so ha sobrevivéncia se a reserva se mantiver estritamente positiva, o que
ocorre com probabilidade F,,.

Das Formulas (3.12) e (3.13) resultam as seguintes expressoes para a probabilidade

de ruina:

Yp(u,1)=1-F,, (3.14)

u
Pplu ) =1=F,+ ) fiphp(u+1-jt-1)t>2. (3.15)
j=0

Dickson e Waters (1991) desenvolveram, a partir deste altimo, um novo algoritmo
recursivo mais rapido, atendendo ao objetivo destes autores, no entanto numericamente
instavel. Pelas razoes apontadas por Cardoso e Egidio dos Reis (2002), este algoritmo nao

parece ser o mais adequado na determinagao da distribui¢ao do tempo de ruina.
A fim de computar 1}, (u, t), pelas Formulas (3.14) e (3.15), precisamos antes calcular

os seguinte valores

Pr(w, 1), w=1,...,u+t-1
Vp(0,2), w=1,...,u+t-2

Yp(w,t=1),w=1,...,u+1.

Assim, sao necessarias (¢ —1)(2u +t)/2 iteragoes para obter cada probabilidade ¢y (u, t).

Por altimo, tal como em Dickson et al. (1995), a aproximagao proposta para este
algoritmo é p(u,t) = pp(up, tp).

3.5 O algoritmo de Cardoso e Egidio dos Reis

O algoritmo recursivo de Cardoso e Egidio dos Reis foi apresentado pela primeira
vez em Cardoso (1997) e mais tarde em Cardoso e Egidio dos Reis (2002). Este algo-
ritmo assenta nos mesmos pressupostos que os algoritmos citados anteriormente, mas
diferencia-se por apresentar o processo de reserva em tempo discreto como uma cadeia
de Markov. De acordo com os autores, o tempo de processamento € inferior aos algoritmos
desenvolvidos por De Vylder e Goovaerts (1988) e por Dickson e Waters (1991), para além

de ser numericamente estavel.

3.5.1 Cadeias de Markov

Parzen (2015, pp. 22-24) define um processo estocastico, do ponto de vista matematico,
como um conjunto de variaveis aleatorias {X(t),t € S} indexadas a um parametro temporal

t, pertencente a um dado subconjunto real S.

12



3.5. O ALGORITMO DE CARDOSO E EGIDIO DOS REIS

Se para uma conjunto de n pontos temporais ¢y, 1,,...,t, pertencentes ao subconjunto
S, tais que t; < t; <... < t,, e para um conjunto de valores v,v,,...,v,, a probabilidade
condicional de X(t,), dados X(t1),X(t;),...,X(t,_1), depende apenas do valor de X(t,_1),
tal que

Pr(X(t,) =v, | X(t;) =v1, X(t2) =vo,..., X(ty—1) = vyq] =

(3.16)
:PI[X(tn) =V | X(tn—l) = Vn—l];

entao, {X(t),t € S} € uma cadeia de Markov, ver Cox e Miller (1965, pp. 76-91). Diz-se que
o processo de Markov ndo tem memdria, pois o seu estado futuro é apenas condicionado
pelo estado presente.

Um estado, pertencente a um espaco de estados, € um possivel valor que o processo
pode tomar e o espaco de estados € o conjunto de todos os possiveis estados.

Seja pT]fl a probabilidade do processo estar no estado j no instante t;, dado que estava

no estado i no instante t,,. Entao,
1 . .
p:"] =Pr[X(t;))=j| X(t,,) =i], m<L (3.17)

Diz-se que uma cadeia de Markov é homogénea ou possui um mecanismo de transi¢ao
estaciondrio quando a probabilidade apresentada anteriormente depende do intervalo de

tempo n, que resulta da distancia t; — t,,,, mas nao dos tempos t; e t,,. Definimos para tal
(n)

cadeia de Markov, a probabilidade de transicao em n-passos, P tal que

(n

Py = Pr(X(tyen) = | X(t) = ], (3.18)

para qualquer inteiro m,n > 0.

As probabilidades de transigdo podem ser representadas em forma de matriz, com um
(n)
i,j
de probabilidades de transi¢ao em n-passos. A probabilidade de transi¢ao em um passo

ntmero de estados finito ou infinito, caracterizada por P = |p ], sendo P a matriz
€ representada simplesmente por p; ; = pg’lj). Por sua vez, a matriz de probabilidades de
transicio em um passo sera representada por P = P(1) = [pi,j]. A matriz P de probabili-
dades de transi¢ao é conhecida como matriz estocastica ou matriz de Markov sendo, por
defini¢ao, todos os seus elementos nao negativos e a soma dos elementos de cada linha
iguala 1.

Se para um dado estado i, temos p; ; = 0 para i # j (ou p; ; = 1), entdo i diz-se ser um
estado absorvente. Isto significa que depois de atingir o estado i o processo vai manter-se
no mesmo estado.

Para as cadeias de Markov homogéneas sao satisfeitas as equagdes de Chapman-
Kolmogorov,

pii =) Pl (3.19)
k
que também podem ser apresentadas na forma matricial,
plm+n) — pm p(n), (3.20)

13
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3.5.2 O algoritmo

O processo de reserva Up(t) € Markoviano, por isso, a reserva de risco no momento

t+ 1 pode ser escrita da seguinte maneira:
Up(t+1)=Up(t)+1 =Yy, t=0,1,2,.... (3.21)

De onde resulta que

Up(t)+1, se Y1 =0
U (t), se V.1 =1

Up(t+1)={ * . (3.22)
Up(t)—1, se Yy =2

O processo €, também, homogéneo. Desta forma, a probabilidade de transicao em um
passo dada por:
prs =Pr[Up(n)=s| Up(n—1)=r]
=Pr[Up(n—-1)+1-Y, =s|Up(n—1)=r]
P " P (3.23)
=Pr[Y,=r+1-5]
= fri1-s
paral <r<u+n-1,1<s<u+n. Ademais, s <r+1, pois a reserva sobe no maximo uma
posicao no fim de cada periodo.

Fazendor=u,s=jen=1, temos,

Pu,j =Pr[Up(1) =j | Up(0) = u] = fus1-j, (3.24)

paral <j<u+1.

Finalmente, a matriz de probabilidades de transi¢ao em um passo, P, dada por:

0 1 2 3 u—1 u u+l u+t—1
o | 1 0 0 0 0
1 1 _Fl fl fo 0 0 0
2 1-F, f2 fi fo 0 0
P= u-1 1-F,o1 fuet fu2 fus o A fo O
u 1-F, fu  fuer fuz o 2 fi So
u+t-1 V=Fysrr fureer fure2 fures o frar o fir - h

Pelo método de Cardoso e Egidio dos Reis (2002), se considerarmos uma reserva inicial
u=20,1,2,..., aruina ocorre no fim do periodo n, para 2 < n < t, quando se verificam as
condicOes seguintes:

14



3.5. O ALGORITMO DE CARDOSO E EGIDIO DOS REIS

1. O processo de reserva se manteve sempre positivo, desde o periodo 1 até ao fim do
periodo n—1, quando passa a tomar o valor j, para 1 < j < u+n-1, cuja probabilidade
é
* . * n 1)
Pr[UP(n_l):]lUP(O) ] pu]
2. O montante das indemnizagoes agregadas no fim do periodo n é maior ou igual a

j+1, com probabilidades

Pr[S*(n) > j+1] = 1-Pr[S"(n) <j+1] = 1 —Pr[S*(n) < j] = 1 - F;.

Assim, a funcao de probabilidade do tempo de ruina para o modelo classico, que

vamos denotar por ¢y (u,t), ¢ dada por

¢o(u,1)=1-F, (3.25)
u+t—1 (t-1)

B, t) = Zpu,]. (1-F;)t=2,3,..., (3.26)
j=1

com fungao de distribuicao, 1, (u, t), tal que,

Wp(u,1)=1-F, (3.27)
t u+n—1

Ph(u,t)=1-F, +ZZp (1-F),t=23,.... (3.28)

Para calcular a densidade do tempo de ruina nao é necessario utilizar toda a matriz de
probabilidades de transicao, pois o nimero maximo de estados que a reserva pode tomar

(t-=1)

até ao momento t—1 é u +t—1. De forma a obter a probabilidade p vamos considerar,

apenas, o u-ésimo vetor linha de cada matriz P"), denotado por P [pL ]] O vetor P( )

¢é retirado diretamente da matriz P,

0 1 2 3 e u—1 u  u+l u+t—1
[1-Fi fu fit fur oo o A fo . O ..} (3.29)

onde podemos observar que os primeiros elementos, até a posi¢ao u + 1, sao diferentes de

zero. Pelas equagoes de Chapman-Kolmogorov, obtemos os restantes vetores fazendo

n-1)

P =P P, n=1,.,t-1. (3.30)

Para computar pL”]).,n =1,...,t—1 vamos ter em conta que

(n-1)

i) ovetor P, ' tem os elementos diferentes de zero até a posicao u+n—1;

ii) as colunas j,j > 2 da matriz P tém elementos nao nulos a partir da posicao j -1,
enquanto que as colunas j = 1 tem apenas o elemento zero nulo e a coluna j = 0 nao
tem elementos nulos. Isto é, a coluna j tem elementos nao nulos a partir da posi¢cao
max(min(j,1),j — 1), que resulta de que para aceder ao estado j, o processo tem de

estar, no minimo, no estado j — 1.
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Assim, a probabilidade de transicao pgf])-, para j < u+n, é dada pela expressao

u+n-1

-1
pi= Y e ey (3.31)
k=max(min(j,1),j—1)

apresentada por Cardoso e Waters (2003, férmula (2)). Por i) multiplicamos P(" 2 , NO

maximo, até ao elemento u +n—1 de cada coluna de P e por ii) limitamos inferiormente

o somatorio do produto a partir de max(min(j,1),j —1). Quando j > u + n, entao p(n)- =0.

1,j
fln]). € probabilidade do processo de reserva, inicialmente no estado u,

Para j = 0,p
estar no estado 0 ao fim de n-passos. E de se atentar que a esta probabilidade inclui a
possibilidade do processo atingir o estado 0 antes do fim do periodo n e uma vez atingido o
estado de ruina, que é absorvente, o processo vai manter-se neste mesmo estado. Portanto,

podemos reescrever a expressao (3.28), de maneira que,

+i—
Pp(u,t) = piyy = Zpuk Prj- (3.32)
k:

A aproximagao considerada para este algoritmo € ip(u,t) = pp(up,tf). Quanto a ob-
tengao da probabilidade de ruina iy (u, t), precisamos calcular as seguintes probabilidades
de transicao:

pf}l;,j: 1,...,u+l,
p(u:):;,j: 1,...,u+2,

(t-1)

u,j =1L, u+t-1,

o que resulta num total de (f — 1)(2u + t)/2 iteragdes.
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4

ALGORITMOS PARA O MODELO DUAL

4.1 Introdugao

Neste capitulo é apresentada uma versao discreta do processo de risco no modelo
dual em tempo continuo, elabora-se uma breve explicagao sobre o calculo dos ganhos
agregados e individuais e procede-se a uma analise do processo de reserva. Com o obje-
tivo de obter valores aproximados para a probabilidade de ruina em tempo discreto, os
algoritmos de De Vylder e Goovaerts (1988) e de Cardoso e Egidio dos Reis (2002) sao

adaptados para o modelo dual. Por fim, sao apresentados exemplos numeéricos.

4.2 O processo de reserva em tempo discreto

De modo a aproximar a probabilidade de sobrevivéncia em tempo continuo e ho-
rizonte finito, considerando o processo de risco em tempo discreto, adaptamos, para o
modelo dual, a metodologia proposta por Dickson e Waters (1991). Assim, dada uma
reserva inicial u = 1,2,..., considera-se o processo de reserva em tempo discreto, descrito

em Cheung e Drekic (2008, Seccao 5), cuja reserva de risco é dada por
Uj(t)=u—-t+S*(t),t=0,1,2,..., (4.1)
onde,

* os ganhos individuais, X, sao v.a.s i.i.d.s, nao negativas discretas e inteiras com

valor esperado inteiro > 1;
* a despesa por unidade de tempo é 1.

O montante dos ganhos agregados ocorridos até ao momento t é um processo de

Poisson composto que pode ser escrito como se segue:
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onde N*(t) representa o numero de ganhos obtidos até ao momento ¢, com valor espe-
rado (1 + 0)/B, por unidade de tempo, e Y, representa os ganhos agregados ocorridos
durante o periodo n, tendo, portanto, uma distribuicdo composta. Assim como no modelo
anterior, continuaremos a designar as func¢oes de distribuicao cumulativa e densidade de
probabilidade de $*(1) por F; e f;, respetivamente.

Em tempo discreto, o momento em que ocorre a ruina é dado por

min{t: U5(t)=0,t=1,2,...
T} = = U b (4.3)
oo, se Uf, (t) >0, parat=1,2,...
sendo as defini¢oes (3.5)-(3.11) validas, com as devidas diferencas, para o modelo apre-
sentado neste capitulo.

Dada uma reserva inicial u > 0, a probabilidade de ruina em tempo continuo, definida
na Férmula (2.10) pode ser reescrita para o modelo dual, atendendo a expressao de Up(t),
tal que

N(n)
¥p (u,t) =Pr[Tp < t| Up(0) = u] =Pr|u—n+ in =0,0<n<t|. (4.4)
i=1

Em tempo discreto, a probabilidade de ruina definida na Férmula (3.7) pode ser

reescrita, para o modelo dual, atendendo a expressao Uy, (t),
N*(n)
W (1,8) = Pr[T}, <t | Up (0) = u] =Pr|u—n+ Z Xi=0,n=1,2..|  (45)
i=1

com X? tomando valores nos inteiros 0, 1,2,....

Com escolhas apropriadas para o parametro do processo de contagem de ocorréncia
de ganhos e para os valores de discretizacao dos ganhos individuais, e adaptando o mé-
todos descrito em Dickson e Waters (1991) e em Dickson (2016, Seccao 7.9.2) podemos
aproximar a probabilidade de ruina em tempo continuo pela sua correspondente em
tempo discreto. O processo de reserva em tempo continuo caracterizado na Secgao 2.3
sera chamado de processo inicial e o processo em tempo discreto esta descrito no inicio

desta seccao.

1. Discretizacao de X;
Seja {1Xf}il uma sequeéncia de v.a.s i.i.d.s, tomando os valores 0,1/8,2/8,..., que subs-
tituird {X;};2,, de forma a que a distribuicao de ; X’ seja uma boa aproximacao da

distribuicao de X; (ver Dickson, 2016, sec¢ao 4.7.1). Assim,

N(n)

1Yp(u,t)=Prlu—n+ ZlX;:0,0<nSt
i=1

é a probabilidade de ruina em tempo continuo, para o processo inicial, mas com as

v.a.s continuas X; substituidas pelas v.a.s discretas | X7.
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4.2. O PROCESSO DE RESERVA EM TEMPO DISCRETO

Se a distribuigao de ; X ¢ uma boa aproximagao da distribuigao de X;, entao
¥p (u,t) =1 Pp (u,1).

Ao discretizar os ganhos individuais, estamos a forcar a reserva de risco a tomar valores

discretos.

. Alterar a unidade monetaria

De seguida, altera-se a unidade monetaria, utilizando uma sequéncia da v.a.s i.i.d.s
[S.¢]
i=

{ZX;} X tomando os valores 0,1,2,..., tal que , X7 = 1 X}.

Seja
N(n)

2p (w,t) =Pr|w—pn+ sz;:o,o<nst .
i=1

Assim,

19p (1,t) =2 Pp (Bu, 1),
e portanto,
¥p (u,t) =5 Pp (Bu,t).
Este passo faz com que os ganhos individuais passem a tomar valores inteiros, possibi-
litando a aplicacao da férmula de Panjer (1981).
. Alterar a unidade temporal

Por altimo altera-se a escala do tempo. Para isso, o processo de contagem N(t) de
parametro A é substituido por um processo de Poisson de parametro A/ = (1 +6)/B,

que vamos denotar por N*(t).

Seja
N*(n)
sPp(w,t)=Prlw—-n+ ZzXf:0,0<n§t. (4.6)
i=1
Entao,
2p (w,t) =3 Pp (w, Bt).
Consequentemente,

¥p (u,t) =3 Pp (Bu, ft).

A probabilidade 33p (1, t) é a probabilidade de ruina em tempo continuo, mas com

ganhos individuais discretos. Assim, fica claro que 7}, (u,t) é a probabilidade de ruina

em tempo discreto correspondente a 3yp(u,t) e que, por sua vez, o processo de risco

resultante da aplicagao dos trés passos descritos anteriormente é o processo de risco em

tempo discreto caracterizado no inicio desta seccao. Desta forma, a aproximacao obtida é

Up (u,t) = Py (Bu, pt). (4.7)
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Quanto a qualidade da aproximacao, esta é determinada pelo parametro de discre-
tizagao 8, uma vez que, intuitivamente, quanto maior é o seu valor, menor o intervalo
entre os pontos temporais nos quais a reserva de risco é "verificada", portanto, melhor é a
aproximacao.

Note-se que podemos escolher qualquer unidade monetaria e temporal, ver De Vylder
e Goovaerts (1988, Seccao 7).

4.3 Os ganhos individuais e agregados

A férmula de Panjer permite-nos obter a funcao de probabilidade do montante total
dos ganhos agregados ocorridos durante um determinado periodo, cujos valores designa-
mos por {f]}io e pode ser aplicada quando a funcao de probabilidade da ocorréncia de

ganhos satisfaz a féormula recursiva

b
pn:(a-k;)pn_l,n:l,z,..., (4.8)

onde p,, = Pr[N*(1) = n], a e b sdo constantes. Sundt e Jewell (1981) mostraram que uma
das distribuigoes que satisfaz a formula anterior € a distribuicao de Poisson com parame-
tro A, sendo a =0 e b = A. E, se os ganhos individuais sao distribuidos nos inteiros nao

negativos, entao

fo=e M%) (4.9)
j

A . .
fj:_-zlfigj—irle'z““’ (410)

]
onde g; € a fungao de probabilidade dos ganhos individuais e G a respetiva funcao de
distribuicao.

Para aplicar a formula de Panjer, Cardoso (1997) pontua que precisamos que a dis-
tribuicao dos ganhos individuais seja discreta, mas nao aritmética, ou sendo aritmética
com um periodo pouco conveniente. Nao sendo esse o caso, reparametrizamos a unidade
monetaria e procedemos a discretizagao da correspondente distribuigao.

Primeiro escolhemos uma nova unidade monetaria para os ganhos individuais, desig-
nando por Z = X/h a nova v.a. reparametrizada dos ganhos individuais e G;(z) = G(zh)
a sua fungao de distribuicao. A discretizagao aplicada é a proposta em De Vylder e Goo-
vaerts (1988), de onde resultam as fun¢oes de probabilidade e de distribui¢ao em tempo

discreto gj e G, respetivamente, tal que

_ j+1
G(j):g_0+g_1+...+g_j:-f Gz(z)dZ, (411)
]

escolhendo convenientemente h = 1/f. Este processo de discretizagao tem a vantagem de
nao alterar o valor esperado da distribuicao apds a discretizagao.
Nos exemplo numéricos, as distribui¢oes dos ganhos individuais e respetivas fung¢oes

de distribuicao reparametrizadas sao as seguintes:
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¢ distribui¢ao Exponencial(A = 1),

Gylz)=1-¢7,2>0; (4.12)
¢ distribuicao Gama(a = 2,4 = 2),

GZ(z)zl—e_% (1+—),z>0; (4.13)

¢ distribuicao Pareto(a =2, =1),

2
GZ(Z)Zl_(li%]'Z>O' (4.14)

Se os ganhos individuais tém distribui¢ao Exponencial(1), por exemplo, entao

§o=1—ﬁ(1—e_%) (4.15)

2
g’jh:/ﬁe‘T(eﬁ—l) ,i=1,2,.... (4.16)

4.4 Analise do processo de reserva em tempo discreto

Pela definigao (4.1) de processo de reserva, no momento t + 1 a reserva de risco é dada
por
Up(t+1)=u—(t+1)+S*(t+1),t=0,1,2,..., (4.17)

e o montante total dos ganhos agregados ocorridos, S*(¢ + 1), pode ser escrito em fungao
de S*(t), ou seja,
S*(t+1)=S"(t)+ Y/, ;. (4.18)

Logo, podemos escrever a reserva no momento ¢+ 1 em fungao da reserva no momento

Un(t+1)= Up(t)+ Y7, —1, (4.19)

de onde resulta que
Up(t)-1, se Y/ ;=0
U5 (t), se Y/, =1

Up(t+1)= b

. (4.20)
Up(t)+1, se Y[ ;=2

Portanto, podemos dizer que este processo de reserva é Markoviano. Assim dizendo,
a reserva disponivel no momento ¢+ 1, U (t + 1), depende exclusivamente da reserva no
momento anterior, U}, (). Ou seja, dados quaisquer valores inteiros ug, uy,..., U1, temos
que
Pr{UL(t+1) =11 |Up(0) = uo, Up(1) = uy,..., Up(t) = us] =

: * * (4.21)
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Se formos além, o montante total dos ganhos agregados nos momentos ¢ +2 e t + 3 sao,

respetivamente
SH(t+2)=S"(t+1)+ Y., =S"(t)+ Y, +Y/ . (4.22)
[
=S*(t+1)
SH(t+3)=S"(t+2)+ Y 3 =S"(t)+ Y + Y/, +Y/. 5. (4.23)
=5*(t+2)

Assim, fica claro que o montante total dos ganhos agregadas no tempo t +n é
n
S*(t+n) :S*(t)+ZYt*+j, (4.24)
j=1

e que a reserva de risco no tempo t + 1 pode ser escrita em fungao de Up(t),
Up(t+n)=u—(t+n)+S*(t+n), t=0,1,2,...

- 4.25
=U5(t)+ZY§ -n, t=0,1,2,.... (423)

+j
j=1

Desta forma, podemos escrever que

Pr{UL(t+n) =y | UH(0) = ug, Up(1) = uy,..., Up(t+n—1) =y, 1] =

4.26
Up(t) = uy|. ( )

n
=Pr|Up(H)+ ) Yy —n=1i,
j=1

Ou seja, este processo de reserva ¢, também, homogéneo.
Uma vez que a ruina nao ocorre enquanto a reserva for estritamente positiva, segundo
a defini¢ao de tempo de ruina T}, vamos considerar apenas os valores positivos para o
processo de reserva. Dada uma reserva inicial u > 0, os possiveis valores (ou estados) que
areserva pode tomar entre o momento 1 e o momento t estao representados na Figura 4.1.
Pela observacao da Figura 4.1 fica claro que no fim de cada periodo, a reserva s6 pode
ter descido, no maximo, uma posi¢ao em relagao ao periodo anterior e que o momento em
que ocorre a ruina tem de ser maior ou igual a reserva inicial, isto é, t > u. Caso contrario,
se t < u, a probabilidade de ruina é zero.
As probabilidades de transi¢ao em um passo, para o processo de reserva sao dadas
por
prs =Pr[Up(n)=s|Uh(n—-1)=r]
=Pr[Up(n-1)+Y,-1=s|Up(n—-1)=r]
=Pr[Y,=s+1-r]

= fs+1—r

(4.27)

comr>les+1>r.
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Upy(n)
t+1+ ° ° ° ° ° ° °
t A ° ° ° ° ° ° °
u+1 + ° e - - - @ ° ° e - - - 0
ue ° ° ° ° ° ° °
u-1+ ° ° ° ° ° ° °
u-2+ ° ° ° ° ° °
24 ° ° ° e - - - 0
1+ ° ° e - - - @
0O 1 2 - u2u-l u u+tl--- ¢ n

Figura 4.1: Possiveis valores positivos que Up,(n) pode tomar até a0 momento t.
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Como ilustrado na Figura 4.2, se no fim do periodo t — 1, a reserva toma o valor
w, no periodo seguinte a reserva pode tomar o valor w — 1, se nao houver ganhos, com
probabilidade fj; w, se o total dos ganhos ocorridos for igual 1 u.m., com probabilidade

fi; w+ 1, se o total dos ganhos ocorridos for igual 2 u.m., com probabilidade f, e assim

sucessivamente.
Up(n)
t °
t_l 4+ . . . e
w+l T - - - e
@ °
(1)_]. 4+ . . . e
(1)_2 4+ . . . e Y ® - - -

St-2 -1t - n
Figura 4.2: Possiveis valores que Uy, (t) pode tomar, supondo que Up(t—1) = w.

Com base nas analises efetuadas para o modelo em estudo, a matriz estocastica de

probabilidades de transicdo em um passo, P, é apresentada da seguinte maneira:

0 1 2
0 1 0 O
1 | fo i f2
2 0 fo f
3 0 0 jb
u—1

P =

u
u+1
t-2

t-1 0 0 O

f3
f2
h

u-2 u-1 u u+l

0 0 0 0

fufZ fufl fu fu+1
fu—3 fu—2 fu—l fu
fu—4 fu73 fufz fufl

fo A £ B
0 fo fi L
0 fo N

t-2
0
fi
fi-3
fr-a

fr-u

ftfu—l
ft—u—Z ft—u—l

h
fo

t—1

fi1
fi-2
fi-3

ft—u+1
Je-u
f2
h

Pelos motivos apresentados aquando da definicao de T7), o estado 0, que representa a

ruina, € um estado absorvente que s6 pode ser acedido a partir do estado 1.
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Por fim, nao precisamos olhar para todos os valores positivos que a reserva pode tomar.
No caso de termos uma reserva inicial 0 < u < t, para que ocorra ruina até o fim do periodo
t, a reserva toma, no maximo, os valores t —# no momento n,n = 1,...,t — 1, como esta
ilustrado na Figura 4.3. Por outras palavras, se no momento # a reserva toma um valor
superior a t —n ja nao ocorre ruina até ao momento t, fazendo com que a probabilidade

de ruina seja zero.

Up(n)
t-1 1 o
t-2 + o o
u+i T ° ¢ - - -0
ue L] ° ° °
u-1+ ° e - - - @ ° °
u-2+ ° ] ] ] ]
2+ ° o ° ° °
1+ ° ° e - - - o °
o 1 2 ---u2u-l u u+l---t-2 t-1 n

Figura 4.3: Possiveis valores positivos que U},(n) pode tomar para que ocorra ruina até ao
momento f.

4.5 Adaptacao do algoritmo de Cardoso e Egidio dos Reis

Neste ponto vamos abordar o desenvolvimento do novo algoritmo recursivo com
cadeias de Markov para o modelo dual. Assim, dada uma reserva inicial u > 0, a ruina

ocorre no fim do periodo n, com 2 <n <t, se se verificarem as seguintes condigoes:

1. o processo de reserva, que se manteve sempre positivo desde o periodo 1 até o fim

do periodo n—1, passa a tomar o valor 1 no periodo n—1, com probabilidade

(n-1)
u,l 7’

Pr{Up(n—-1)=1|Up(0)=u]=p
2. o montante dos ganhos agregados no periodo n é zero, portanto

Pr[Y; = 0] = fo.
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No momento n = 1 s6 existe ruina, com probabilidade f, se a reserva inicial for igual a 1.
Consequentemente a funcao probabilidade (impropria) do tempo de ruina, quando ¢ > u,

pode ser escrita como se segue

dp(L,1)=fo (4.28)
¢5<1, =fo+pyi fo t22 (4.29)
¢p(u,t)=Pr[Ty=t|U(0)=u] = pf;l)fo, u=zl,t>2. (4.30)

E, a funcao de distribuicao do tempo de ruina, para t > u, é dada por

¥p(L,1) = fo (4.31)

vp(Lt)=fo+ P1 fo;f>2 (4.32)
n=2

¥ (u,t) = Pr[T}, < t| U(0) Zpul foru=1,t>2. (4.33)

Antes do momento u, isto €, se t < u, ndo existe ruina, temos ¢p,(u,t) = 0 e P}, (u,t) = 0.

Desta forma, a expressao (4.33) pode ser escrita da seguinte maneira

W (1, 1) = Zpul foou=1,t>2. (4.34)

n=u+1
Tal como no modelo anterior, para obter a probabilidade p(ni, n=1,2,...,t—1, vamos

1) 1)

de cada matriz P, Obtemos P( diretamente da

matriz P, apresentada na secc¢ao anterior, tal que,

considerar apenas o vetor linha P

o 1 2 3 .. wu-2 u-1 u u+l .. -2 t—1

PV= 0000 .. 0 fy A fi o fiud fiu )

com os primeiros elemento iguais a zero, até a posi¢ao u — 2. Para os restantes vetores

fazemos a multiplicagao de matrizes

De modo a simplificar os calculos vamos considerar a matriz P truncada, com as

primeiras t linhas e colunas e, também, que:

i) A partir da posi¢ao u—(n—1), os vetores P,in_l), paral <n-1<u-1,tém os elementos

(n=1)

nao nulos. Por outro lado, os restantes vetores P, ', com n—1 > u, ja nao tém

elementos nulos, pois a partir dai ja pode haver ruina.

ii) Na primeira linha da matriz P, com exce¢ao do primeiro, todos os restante elementos

sao nulos.
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iii) Cada coluna j, j =0,1,...,t -3 da matriz P tem os elementos nao nulos, até a posi¢ao
j+1.Jaascolunas j=t—-2ej=t-1, tém todos os seus elementos nao nulos. Estes
valores resultam da cadeia poder estar, no maximo, no estado j + 1 para se aceder a j.

n)

Consequentemente, a probabilidade de transicao pfw-, para j > max(0,u —n) pode ser

calculada da seguinte maneira:

min(j+1,t-1)
(n

-1
pff])- = Z Pk )pk,j- (4.35)

k=max(min(j,1),u—(n-1))

Assim, de modo a obter Ptﬁn), multiplicamos PL(,nfl) pela matriz P. Por i) e ii), o somatdrio
fica limitado inferiormente em max(min(j, 1), u —(n—1)) e por iii), o limite superior é igual
a j+1. Para j <max(0,u —n), tem-se pff]) =0.

Podemos, ainda, escrever a funcao de distribuicao de ruina (4.34), utilizando direta-

mente a probabilidade de transicao (4.35), fazendo j=0en=t,

1

* t t—1
Ut =pyo= Y puy prot22 (4.36)
k=max(0,u—(t-1))

onde k =1 apenas se u = t, nos restantes casos temos k = 0.
Supondo que queremos calcular a probabilidade de ruina 7, (u, t), precisamos obter
antes as probabilidades de transicao p(u”]).,j =u-n,.,t—nparal<n<u-2e pi”]).,]' =

1,...,t—nparau—-1<n<t-1,istoé,

pfi])-,j:u—l,...,t—l,

pfj).,j:u—Z,...,t—Z
b =2t -2),
(u-1)

by ,j=1,..,t—=(u—-1),
t-2) .

pL,] )I ] - 1; 2)

t-1) .

p(u,j ),J=1

O que resulta num total de (t —u + 1)(t + u — 2)/2 iteragdes.

Para a obtencao de valores numéricos, consideramos a aproximacgao

¥p(u,t) = Pp(up, t).
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4.6 Adaptacao do algoritmo de De Vylder e Goovaerts

Podemos adaptar, para o modelo dual, o algoritmo que De Vylder e Goovaerts (1988)
desenvolveram para o modelo classico, aplicando uma linha de pensamento semelhante.
Dada uma reserva inicial u > 0, se queremos calcular a probabilidade da ruina ocorrer até

ao momento t, entao:

1. condicionamos o valor da reserva no fim do 1° periodo, com probabilidade f;, j =

0,...,t—u, areserva passa a tomar o valor u —1 +j;
2. durante os t — 1 periodos restantes, a probabilidade de ruina sera (. —1+j,t—1).

Assim, resulta que a expressao da probabilidade de ruina , para t > u, é dada por:

p(1,1) = fo (4.37)
t—u

¢B(“rt):ij¢B(”—1+j,t—1),t22 (4.38)
j=0

Da definicao T}, sabemos que se partirmos de uma reserva inicial # = 0 a ruina é
imediata,
Yp(0,t)=1, t>0. (4.39)

Desta forma, para u =1 e t = 1, a ruina tem probabilidade f,

¥p(L1) = fopp(0,0) = fo. (4.40)

Podemos ainda generalizar os casos em que a reserva inicial e o tempo de ruina sao

iguais. Se u = t, entdo a probabilidade de ruina é igual a

Yo (u,u)=(fo)", (4.41)

porque a reserva s6 pode descer uma unidade a cada periodo. Isto também acontece no
algoritmo anterior.

Para obter a probabilidade de ruina 17}, (u, t), € necessario calcular as seguintes proba-
bilidades i, (w, n):

h(w,1), @ =0,1,
Vp(w,2), w=0,1,2,

Yp(w,t—u),w=0,1,2,...,t—u,
Yvplw,t—u+l),w=12,...,t—u+l,
Yplw,t—u+2),w=2,...,t—u+2,

Yvp(w,t-1),w=u-1,...,t-1
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e finalmente calculamos 17}, (u, t). O que resulta num total de (t—u+1)(t+u—2)/2 iteragoes,
onde nao consideramos o calculo de ¥,(0,n),n=1,2,...,t — u, pois ja sabemos que estas
probabilidades sao iguais a 1. A Figura 4.4 ajuda a perceber melhor os valores de ¢}, (w, n)

necessarios para o calculo de ¢y, (u,t), para t —u < u. Para o caso, t —u > u o resultado é

analogo.
w
t-1 1 .
t-2 1 o o
t-u+ly d e o
t-u ° ° ° °
M—l + ® - - - @ ® - - - @ )
u-21 e o - - - @ - - -0
14 ° ° ° ° °
*——eo ——o o e +— ———+—+——»

o 1 ---wu2wul - - -tut-u+tl- - t-2 t-1 n

Figura 4.4: Combinagoes de w e n dos valores de i},(w, ) necessarios para o calculo de
Yh(u,t),set—u>u

Note-se que o diagrama da Figura 4.3 parece ser o espelho do diagrama da Figura 4.4,
assim como acontece no modelo primal. O que parecer sugerir, ja a principio, que os dois

algoritmos obtidos neste capitulo tém o mesmo numero de iteragoes.
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4.7 Exemplos numéricos

Nesta secgao sao apresentadas tabelas e figuras resultantes da aproximacao iy, (uf, tf),
para a probabilidade de ruina ¢p(u, t), e as distribui¢oes exponencial de pardmetro A =1,
gama de parametros @ = 2 e f = 2 e Pareto de parametros @ = 2 e f = 1. Nos calculos
efetuados tomou-se, tal como em Cheung e Drekic (2008), f = 100. Assumiu-se 6 = 0.1,
exceto no estudo da convergéncia da probabilidade de ruina, onde 6, também, tomou os
valores 1 e 2.

As Tabelas 4.1, 4.2 e 4.3 apresentam aproximacgoes de p(u,t), arredondados com 4
casas decimais, calculados utilizando as Férmulas (4.31) e (4.34) do algoritmo de Cardoso
e Egidio dos Reis para o dual e (4.37) e (4.38) do algoritmo de De Vylder e Goovaerts para
o dual. Os valores nulos marcados com (*) sao diferentes de zero se arredondados com
mais casas decimais. Como esperado os dois algoritmos produzem os mesmos resultados.

As Figuras 4.5-4.10 apresentam os graficos da funcao de densidade propria do tempo
de ruina, para as distribuic¢oes referidas anteriormente. Os valores destas fun¢oes foram
estimados como em Dickson e Waters (2002, seccao 5.1), para u e t variados, nos pontos
j/B,j=1,...,tp, a partir da expressao

T )~ W i)
(]")D(u’]/ﬂ)"’ﬁ z,bD(u)

Quanto a forma das densidades obtidas, estas sdao unimodais com assimetria positiva e,

(4.42)

assim como em Cardoso e Egidio dos Reis (2002), verifica-se que quanto maior o valor de
u, mais tarde ocorre a moda e mais achatada é a curva. Note-se que a densidade é igual a
zero até ao momento t < u.

Nas Figuras 4.11-4.16 podemos observar facilmente o comportamento da probabili-
dade de ruina para valores de ¢ fixo e u a variar. A probabilidade de ruina decresce com
o aumento da reserva inicial e tende para zero, a medida que a reserva se aproxima do
tempo de ruina. Estes valores foram obtidos com a adaptagao do algoritmo de De Vylder
e Goovaerts para o dual, Formulas (4.37) e (4.38).

Podemos ver pelas densidades obtidas nas Figuras 4.17-4.25 que os valores aproxima-
dos, obtidos para a probabilidade de ruina em horizonte finito tendem a convergir para
a probabilidade de ruina em horizonte infinito. Verifica-se, também, que quanto maior
o valor de 6, maior é o numero de saltos e mais rapidamente a reserva atinge valores
"elevados", a partir dos quais e para o horizonte temporal definido em estudo, a ruina ja
nao pode ocorrer e, como tal, ha uma convergéncia mais rapida para a probabilidade de

ruina em horizonte infinito.
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Tabela 4.1: ¢p(u,t). Exponencial(1)

u

1 2 3 4 5 10 20 30
1 0.3347 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
2 0.5388 0.1120 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
3 0.6208 0.2770 0.0375 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
4 0.6674 0.3668 0.1374 0.0126 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
5 0.6983 0.4259 0.2083 0.0663 0.0042 0.0000 0.0000 0.0000
10 0.7726 0.5672 0.3905 0.2477 0.1414 0.0000* 0.0000 0.0000

20 0.8230 0.6630 0.5213 0.3987 0.2955 0.0348 0.0000* 0.0000
30 0.8446 0.7041 0.5785 0.4678 0.3718 0.0855 0.0003 0.0000*
40 0.8571 0.7278 0.6119 0.5088 0.4182 0.1273 0.0026 0.0000*
50 0.8654 0.7437 0.6342 0.5365 0.4498 0.1602 0.0072 0.0000*
100 0.8848 0.7805 0.6864 0.6016 0.5255 0.2521 0.0404 0.0034

Tabela 4.2: p(u,t). Gama(2,2)

u

1 2 3 4 5 10 20 30
1 0.3329 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
2 0.4816 0.1108 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
3 05689 0.2203 0.0369 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
4 0.6192 0.3041 0.0972 0.0123 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
5 0.6530 0.3619 0.1552 0.0417 0.0041 0.0000 0.0000 0.0000
10 0.7347 0.5067 0.3229 0.1865 0.0950 0.0000* 0.0000 0.0000

20 0.7904 0.6083 0.4541 0.3275 0.2272 0.0167 0.0000* 0.0000
30 0.8142 0.6521 0.5129 0.3955 0.2983 0.0488 0.0001 0.0000*
40 0.8279 0.6775 0.5475 0.4364 0.3428 0.0788 0.0006 0.0000*
50 0.8369 0.6943 0.5705 0.4641 0.3733 0.1039 0.0022 0.0000*
100 0.8575 0.7328 0.6238 0.5289 0.4465 0.1780 0.0179  0.0008
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Tabela 4.3: {p(u, t). Pareto(2,1))

u

1 2 3 4 5 10 20 30
1 0.3365 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
2 0.6351 0.1132 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
3 0.7224 0.3815 0.0381 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
4 07675 0.4982 0.2194 0.0128 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
5 0.7960 0.5675 0.3303 0.1218 0.0043 0.0000 0.0000 0.0000
10 0.8599 0.7132 0.5638 0.4175 0.2821 0.0000* 0.0000 0.0000
20 0.9002 0.7994 0.6987 0.5994 0.5031 0.1274 0.0000* 0.0000
30 0.9169 0.8340 0.7518 0.6711 0.5923 0.2545 0.0050 0.0000*
40 0.9265 0.8536 0.7817 0.7112 0.6424 0.3379 0.0307  0.0001
50 0.9328 0.8666 0.8014 0.7375 0.6753 0.3957 0.0673  0.0019
100 0.9480 0.8971 0.8474 0.7989 0.7517 0.5359 0.2202 0.0608
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u
0.4 — u

0.3

Figura 4.5: Densidade do Tempo de Ruina. Exponencial(1l), parau =1,3,5
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........ u=5
005 ] JE U:].O
— u=15
- -—— u=20
0.04 —
~ 0.03 —
<)
S |
0.02 —
0.01 —
0.00

Figura 4.6: Densidade do Tempo de Ruina. Exponencial(1), para u = 5,10,15,20
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Figura 4.7: Densidade do Tempo de Ruina. Gama(2,2), parau =1,3,5
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0.04 - ] e u=5
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Figura 4.8: Densidade do Tempo de Ruina. Gama(2,2), para u = 5,10,15,20
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Figura 4.9: Densidade do Tempo de Ruina. Pareto(2,1), parau =1,3,5
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Figura 4.10: Densidade do Tempo de Ruina. Pareto(2,1), para u = 5,10,15,20
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4.7. EXEMPLOS NUMERICOS

W(u,t)

Figura 4.11: Probabilidade de Ruina. Exponencial(1), para t = 10, 20, 30
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Figura 4.12: Probabilidade de Ruina. Exponencial(1), para ¢t = 40,70,100
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4.7. EXEMPLOS NUMERICOS

W(u,t)

Figura 4.13: Probabilidade de Ruina. Gama(2,2), para t = 10, 20, 30
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W(u,t)

Figura 4.14: Probabilidade de Ruina. Gama(2,2), para t = 40,70,100
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W(u,t)
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Figura 4.15: Probabilidade de Ruina. Pareto(2,1), para t = 10, 20, 30

43



CAPITULO 4. ALGORITMOS PARA O MODELO DUAL

W(u,t)

Figura 4.16: Probabilidade de Ruina. Pareto(2,1), para t = 40,70,100
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Figura 4.17: Convergéncia da Probabilidade de Ruina. Exponencial(1), u =5, 6 = 0.1.
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Figura 4.18: Convergéncia da Probabilidade de Ruina. Exponencial(1), u =5,60 =1
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Figura 4.19: Convergéncia da Probabilidade de Ruina. Exponencial(1), u =5, 6 =2
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Figura 4.20: Convergéncia da Probabilidade de Ruina. Gama(2,2), u =5, 6 = 0.1
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Figura 4.21: Convergéncia da Probabilidade de Ruina. Gama(2,2), u =5,60 =1
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Figura 4.22: Convergéncia da Probabilidade de Ruina. Gama(2,2), u =5, 60 =2
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Figura 4.23: Convergéncia da Probabilidade de Ruina. Pareto(2,1), u =5, 0 = 0.1
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Figura 4.24: Convergéncia da Probabilidade de Ruina. Pareto(2,1), u =5,0 =1
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Figura 4.25: Convergéncia da Probabilidade de Ruina. Pareto(2,1), u =5, 60 =2
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5

CONCLUSAO

O objetivo deste trabalho foi o desenvolvimento de um algoritmo para o calculo nu-
mérico da probabilidade de ruina em horizonte finito para o modelo dual de risco. Para
isso, recorremos as metodologias descritas em Cardoso e Egidio dos Reis (2002) e em De
Vylder e Goovaerts (1988) e as adaptamos para o modelo dual. Desta forma, obtivemos
dois algoritmos que produzem resultados iguais e que convergem aproximadamente para

o valor exato de probabilidade de ruina em horizonte infinito.

O namero de calculos necessarios para obter ¢, (u, t) € igual para ambos os algoritmos,
(t—u+1)(t+u—2)/2, assim como acontece no modelo primal. A diferenca é que num
algoritmo estamos a lidar com cadeias de Markov, e consequentemente probabilidades de

transicao a cada iteragao, e no outro com probabilidades de ruina.

No entanto, o primeiro algoritmo adaptado neste trabalho mostrou-se ser o mais
adequado para a obtengao da distribuigao do tempo de ruina, pois calcula ¢y, (u,n), n <t
a cada iteragao até finalmente computar ¢, (u,t). Relativamente ao segundo algoritmo,
este mostrou-se mais adequado para o célculo da probabilidade de ruina em fungao da

reserva inicial, para um t fixo.

Para os mesmo valores de u e t, o tempo de processamento foi aproximadamente o
mesmo para ambos os algoritmos. Tendo o algoritmo de De Vylder e Goovaerts para o
dual se revelado, em pequena escala, mais eficiente do que o algoritmo de Cardoso e
Egidio dos Reis para o mesmo modelo. E claro que o tempo de execugao depende, nio
s0, da capacidade computacional disponivel, como também da maneira que o algoritmo
¢é programado. Este aultimo pode ter gerado a referida variacao nos tempos de execugao

dos algoritmos.

Para o caso em estudo e pelas Figuras 4.17-4.25, vemos que a aproximacao da proba-
bilidade de ruina em tempo continuo, considerando valores elevados de ¢, é superior a
probabilidade de ruina em tempo continuo e horizonte infinito. Como tal, intuitivamente
parece acertado dizer que as aproximacoes obtidas sao superiores as probabilidades de
ruina correspondentes em tempo continuo e horizonte finito. No entanto, os valores para
a probabilidade de ruina em tempo continuo e horizonte finito sao sempre maiores que

os seus correspondentes em tempo discreto.
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Uma possivel explicagdo para termos aproximagoes por excesso passa pela definigcao
do tempo de ruina. Definimos que a ruina ocorre quando a reserva atinge o valor zero,
mas, na realidade em tempo continuo, a ruina da-se imediatamente apds a reserva atingir
o valor zero. Isto significa que podemos estar a considerar que a ruina ocorre com mais
frequéncia em tempo discreto. Para além disso, atendendo a Dickson e Waters (1991, Sec-
¢ao 8), a aproximagao por excesso pode acontecer, até certo ponto, devido a discretizacao
da distribuigao dos ganhos individuais.

Assim sendo, deixamos como sugestao para trabalhos futuros um estudo mais apro-
fundado sobre possiveis motivos que levam as aproximacoes obtidas pelos algoritmos
desenvolvidos no Capitulo 4 serem superiores aos valores exatos da probabilidade de

ruina em tempo continuo.
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