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RESUMO 

A evolução do mercado, da sociedade e da indústria significam que, agora, mais que nunca, as 

empresas devem usar todas as ferramentas ao seu dispor para se manterem competitivas no 

mundo. Desta forma, para garantir a competitividade, as organizações devem realizar o controlo 

da qualidade dos seus produtos e processos. Ao longo do tempo o controlo da qualidade foi 

evoluindo, surgindo no século XX pela mão de Shewhart o Controlo Estatístico do Processo 

(SPC), que visa o controlo de características da qualidade, monitorizando o processo e 

garantindo produção dentro das especificações técnicas estabelecidas. 

De forma a implementar as cartas tradicionais de Shewart, é necessário garantir, entre outros 

pressupostos, a normalidade dos dados. No controlo da dispersão do processo, esse 

pressuposto é violado, o que pode enviesar os resultados e as conclusões a retirar da análise 

dos resultados. Nesse sentido, esta dissertação tem como objetivo verificar a não-Normalidade 

das cartas de controlo da dispersão tradicionais (R e S), bem como realizar a determinação e 

validação dos parâmetros da carta de controlo ln(S2), sugerida por Pacheco (2019). 

O estudo da capacidade do processo é realizado no final da Fase 1 do SPC de forma a garantir 

que o processo tem capacidade de produzir segundo especificação pré-definida de forma 

consistente. Posteriormente, durante a Fase 2 do SPC, o estudo da capacidade do processo não 

tem uma metodologia bem definida, sendo que a periodicidade da realização deste estudo 

depende do responsável pelo controlo estatístico. Nesse sentido, se a periodicidade do estudo 

de capacidade do processo for demasiado longa, pode ocorrer que o processo deixe de ter 

capacidade e, como consequência, o processo deixa de conseguir produzir, de forma 

consistente, dentro dos requisitos impostos, incorrendo assim em prejuízos desnecessários para 

a organização. Nesta dissertação são apresentadas duas metodologias de estudo de capacidade 

do processo em tempo real, durante a Fase 2 do SPC. A primeira metodologia tem como base 

uma modificação dos índices tradicionais, de forma a criar os índices IU e IL, baseados nos índices 

(𝐶𝑝𝑘)𝑆 e (𝐶𝑝𝑘)𝐼. A outra metodologia desenvolvida tem como base a criação de uma carta 

PCIRUN, na qual são calculados os intervalos de confiança dos índices de capacidade 

tradicionais 𝐶𝑝 e 𝐶𝑝𝑘 que são usados para definir se o processo é capaz. 

O último assunto trabalhado na presente dissertação corresponde à elaboração de cartas de 

controlo conjuntas, que possam, em simultâneo, realizar o controlo estatístico dos parâmetros 

de localização e dispersão do processo, vindo esta metodologia contribuir para o aumento de 

ferramentas disponíveis para o controlo estatístico do processo, bem como facilitar a 

implementação do SPC tradicional nas organizações, uma vez que, através desta metodologia, 

não são necessárias duas cartas de controlo, mas apenas uma, que irá controlar estatisticamente 

ambos os parâmetros do processo. 

Palavras-chave: Controlo Estatístico do Processo (SPC), Cartas de Controlo Tradicionais, 

Estudo da Capacidade do Processo em Tempo Real, Cartas de Controlo Conjuntas, Simulação, 

ln(S2). 
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ABSTRACT 

The evolution of the market, society and industry mean that now, more than ever, companies 

must use all the tools at their disposal to remain competitive in the industrial world. Thus, to 

guarantee competitiveness, organizations must carry out quality control. Over time, quality control 

has evolved, emerging in the 20th century by W. Shewhart, the Statistical Process Control (SPC), 

which aims to control quality characteristics, monitoring the process and ensuring that the product 

is being produced within the established specifications. 

To implement the traditional Shewart charts, it is necessary to ensure, among other assumptions, 

that the data follows a Normal distribution. In the control of the dispersion of the process, this 

assumption is violated, which can skew the results and the conclusions to be drawn from the 

analysis of the results. In this sense, this dissertation aims to verify the non-normality of the 

traditional dispersion control charts (R and S), as well as to perform the determination and 

validation of the parameters of the new ln(S2) control chart, suggested by Pacheco (2019). 

Regarding the study of the process capacity, this is carried out at the end of Phase 1 of SPC to 

ensure that the process has the capacity to produce according to a pre-defined specification in a 

consistent manner. Subsequently, during Phase 2 of the statistical control, the study of the 

process capacity does not have a well-defined methodology, and the frequency of carrying out 

this study depends on the engineer responsible for the statistical control. In this sense, if the 

periodicity of the process capacity study is too long, it may happen that the process has no 

capacity and, as a consequence, the process is unable to produce consistently, within the 

imposed requirements, thus incurring losses unnecessary for the organization. In order to solve 

this problem, two methodologies for studying the capacity of the process in real time during Phase 

2 of statistical control are proposed in this thesis. The first methodology is based on the principles 

used in the study of the process capacity in the Short Run charts, having carried out a modification 

of the traditional indices, in order to create the IU and IL, based on (𝐶𝑝𝑘)𝑆 and (𝐶𝑝𝑘)𝐼. The other 

methodology developed is based on the creation of a PCIRUN chart, in which the confidence 

intervals of the traditional capacity indexes 𝐶𝑝 and 𝐶𝑝𝑘 are calculated. Depending on the location 

of the limits of the confidence intervals of these limits, it is possible to study the capacity of the 

process, being that, if the process has capacity, it is possible to study the performance of the 

process (if the process is producing in a statistically centered way in relation to the requirements). 

The last subject worked on in this thesis corresponds to the elaboration of joint control charts, 

which can, simultaneously, carry out the statistical control of the process location and dispersion 

parameters. This methodology contributes to the increase of tools available for the statistical 

control of the process. process, as well as facilitates the implementation of traditional SPC in 

organizations, since, through this methodology, it’s not necessary to create two control charts, 

but only one, which will statistically control both parameters of the process. 

Keywords: Statistical Process Control (SPC), Traditional Control Charts, Real Time Process 

Capacity Study, Joint Control Charts, Simulation, ln(S2). 
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SIMBOLOGIA E NOTAÇÕES 

A, A2, A3 Fatores para construção das cartas de controlo de variáveis para a Carta da 

Média. 

ARL Average Run Length, número médio de observações até a carta sinalizar um 

ponto fora de controlo.  

𝐴𝑅𝐿𝐸m 𝐶ontrolo Número médio de observações até a carta sinalizar um ponto fora de controlo, 

quando o processo está em controlo.  

ARLEC  Versão mais curta de 𝐴𝑅𝐿Em 𝐶ontrolo. 

ARLFC  Versão mais curta de 𝐴𝑅𝐿𝐹ora de 𝐶ontrolo. 

ARLFora de Controlo Número médio de observações até a carta sinalizar um ponto fora de controlo, 

quando o processo já não está em controlo.   

B3, B4, B5, B6 Fatores para construção das cartas de controlo de variáveis para a Carta do 

Desvio Padrão. 

CCE  Software criado por (Nogueira, 2018). 

c1, c2  Fatores para a construção da carta de controlo X e ln(S2). 

c4  Fator para a construção das cartas de controlo de variáveis. 

Cp  Índice de capacidade potencial do processo. 

Cpk  Índice de capacidade do processo. 

Cpm Índice de capacidade potencial corrigido pelo desvio da média em relação ao 

valor nominal. 

Cpmk Índice de capacidade corrigido pelo desvio da média em relação ao valor 

nominal. 

d2  Fatores para construção das cartas de controlo de variáveis. 

Dcrítico  Valor crítico para o teste Kolmogorov-Smirnov. 

D1, D2, D3, D4 Fatores para construção das cartas de controlo de variáveis para a Carta da 

Amplitude. 

Excel  Software de folha de cálculo utilizado na presente dissertação. 

FCC  Nome do software atualizado por (Pacheco, 2019). 

FCT  Faculdade de Ciências e Tecnologia. 

G1,G2,G3,G4 Fatores para construção da carta ln(S2). 

LC  Limite Central. 

LIC  Limite Inferior de Controlo. 



 

xx 

LIE  Limite Inferior de Especificação. 
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𝜎  Desvio padrão da população.  
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1. INTRODUÇÃO 

No presente capítulo são apresentadas as motivações que levaram à realização deste estudo, a 

metodologia adotada, bem como a estrutura da presente dissertação. 

1.1 MOTIVAÇÃO 

O Controlo Estatístico do Processo representa uma metodologia cada vez mais utilizada e 

desenvolvida no mundo industrial, sendo uma metodologia de excelência para fornecer 

informações sobre o controlo da qualidade em processos produtivos, facilitando as tomadas de 

decisão na linha de produção e promovendo um melhor fluxo de comunicação entre quem está 

na linha a produzir e quem toma as decisões sobre alterações no processo. Desde que Walter 

Shewhart apresentou as primeiras cartas de controlo, em 1920, esta técnica tem vindo a ser 

adaptada e desenvolvida de forma a que se torne cada vez mais apropriada para fazer face aos 

elevados desafios industriais, mas, o objetivo principal da metodologia tem-se mantido inalterado 

durante este século de desenvolvimento: monitorização e redução da variabilidade da produção 

de forma a minimizar, e, em última instância, evitar, a produção de produtos não conformes, de 

forma a produzir de forma eficaz e eficiente, maximizando a utilização de recursos disponíveis, 

aumentando o nível de serviço e de competitividade das organizações. 

As cartas de controlo, quer as tradicionais, as especiais, as de Short-Run, como as multivariadas, 

são ferramentas fundamentais no SPC, permitindo detetar as causas especiais de variação, as 

alterações nos parâmetros do processo produtivo, e, através dessas informações, utilizar outras 

ferramentas da qualidade para identificar as causas dessas variações e, por sua vez, proceder 

à sua melhoria. 

Nos primeiros desenvolvimentos do SPC, Shewhart (1931) desenvolveu cartas de controlo que 

se baseavam nos princípios de dados independentes e identicamente distribuídos segundo uma 

distribuição Normal. As cartas relativamente ao controlo estatístico do parâmetro de localização 

do processo, nomeadamente a carta 𝑋̅, respeitam esses pressupostos, o que não pode ser dito 

para as cartas de controlo estatístico da dispersão do processo, onde o pressuposto de 

Normalidade não é garantido. 

As cartas do desvio padrão (carta S) e da amplitude (carta R) são utilizadas com este 

pressuposto, ainda que sendo violado, podendo conferir imprecisões e enviesamento de 

resultados no controlo da dispersão. 

No sentido de continuamente melhorar esta ferramenta da qualidade, torna-se importante 

estudar alternativas que permitam em simultâneo estudar a dispersão do processo e garantir o 

pressuposto de Normalidade. 

Com o desenvolvimento do Controlo Estatístico do Processo, surgiram desenvolvimentos às 

cartas tradicionais, tendo sido desenvolvidas cartas especiais, cartas específicas para Short-

Runs e até cartas de controlo em que pudessem ser estudadas várias características da 
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qualidade em simultâneo (Controlo Estatístico Multivariado do Processo ou MSPC). As cartas Q 

e Z são dois exemplos dos desenvolvimentos realizados nesta área. Ao contrário do que 

acontece nas cartas tradicionais, nestas cartas, o estudo da capacidade do processo, ou seja, a 

aptidão do processo em produzir consistentemente segundo as especificações do cliente, ocorre 

em tempo real. Torna-se então importante estudar métodos que permitam controlar a capacidade 

do processo em tempo real, e não apenas através dos índices de capacidade já existentes. 

A metodologia SPC utiliza, em grande parte, cartas de controlo para fornecer informações sobre 

o processo aos seus clientes. Estas cartas de controlo podem ser utilizadas para estudar o 

parâmetro de localização de determinada característica da qualidade ou para estudar o 

parâmetro de dispersão dessa característica, mas não para estudar, em simultâneo, ambos os 

parâmetros. Assente nesta premissa surge uma oportunidade de desenvolvimento do SPC em 

que se criam cartas de controlo que permitam controlar em conjunto, os parâmetros de 

localização e dispersão de uma característica da qualidade. 

1.2 OBJETIVOS 

A realização da presente dissertação assenta em três objetivos principais: 

• Realizar uma revalidação dos parâmetros da carta de controlo da dispersão ln(S2). Para 

isto são realizadas todas as deduções de forma independente, de forma a corrigir 

imprecisões no desenvolvimento das expressões matemáticas que servem de suporte à 

carta. De seguida, através da utilização de softwares como o MATLAB® e o Excel  

procede-se à simulação da distribuição, bem como de todos os parâmetros necessários 

para a sua construção, de forma a obter valores os mais precisos possíveis. A utilização 

do software MATLAB® também será utilizado para realizar a simulação das estatísticas 

R e S de forma a garantir, através de métodos empíricos, o problema da não-

Normalidade que cria a necessidade da criação da carta ln(S2). 

• Criar uma metodologia de estudo da capacidade do processo em tempo real, de forma 

a garantir que em cada instante do controlo estatístico do processo é possível avaliar e 

quantificar a aptidão que o processo possui para produzir consistentemente segundo a 

especificação técnica. 

• Estudar e desenvolver cartas de controlo conjuntas que permitam estudar em simultâneo 

os parâmetros de localização e dispersão do processo. Nesta fase do desenvolvimento 

da dissertação serão utilizados os conhecimentos adquiridos sobre as cartas de controlo 

da dispersão, em concreto sobre a nova carta ln(S2) de forma a criar uma ferramenta 

mais precisa e robusta no controlo estatístico do processo. 

1.3 METODOLOGIA DE INVESTIGAÇÃO 

Para desenvolver esta dissertação com o mínimo de complicações possíveis, é necessário definir 

um plano de ação, que permita não só estruturar o período temporal para recolha de informação, 
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investigação e análise de dados, bem como definir quais os objetivos que seriam realizados em 

primeiro lugar, permitindo organização e método na realização deste estudo. Nesse sentido, 

foram definidas as seguintes fases para desenvolvimento deste estudo: 

1. Revisão de literatura 

• Esta dissertação baseia-se nos desenvolvimentos que têm vindo a ser realizados ao 

longo dos anos na área do Controlo Estatístico do Processo, pelo que, em primeiro 

lugar, foi necessário recolher toda a informação relevante sobre o tema, de forma a 

obter uma envolvência na área, ferramentas e metodologias utilizadas. 

2. Revalidação dos parâmetros da carta ln(S2) 

a. Estudo da Normalidade das distribuições das estatísticas que constam das 

diferentes cartas de controlo da dispersão 

o Utilização do software Matlab para gerar números pseudoaleatórios e desta 

forma poder estudar as diferentes estatísticas e verificar se o pressuposto 

de Normalidade é respeitado. 

b. Criação de programas informáticos para simulação e determinação dos 

parâmetros da carta ln(S2) 

o Utilização do software Matlab para determinar os percentis correspondentes 

a 0,135% e 99,875% da distribuição, de forma a garantir um nível de 

significância de 0,27%, como sugerido nos estudos de Shewhart. Através da 

determinação por simulação destes valores, é possível determinar as 

constantes necessárias à construção da carta ln(S2). 

c. Tratamento dos dados obtidos 

d. Comparação entre cartas de dispersão como forma de análise da performance 

da nova carta ln(S2) 

o Criação de exemplos práticos para realizar uma comparação entre as 

diferentes cartas de controlo da dispersão, com o intuito de compreender se 

as conclusões teóricas se refletem na prática e se, em última instância, a 

nova carta proposta se apresenta como uma boa alternativa para o controlo 

estatístico da dispersão do processo. 

3. Monitorização da Capacidade do Processo em tempo real 

a. Índices de capacidade 𝐼𝐿 e 𝐼𝑈 

o Desenvolvimento de índices de capacidade, baseados nos índices de 

capacidade tradicionais que permitam, durante a Fase 2 do SPC, realizar o 

estudo da capacidade do processo em tempo real, criando desta forma uma 

metodologia que permita estudar a capacidade do processo de forma 

uniforme por todos os investigadores. 

b. Carta PCIRUN 

o Com base no estudo da capacidade em tempo real durante a fase 2, surge 

a ideia de criar uma carta, que, com base nos intervalos de confiança dos 

índices de capacidade tradicionais permite estudar, não só a capacidade do 
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processo bem como o desempenho do processo relativamente às 

especificações técnicas pré-definidas. 

4. Cartas de controlo conjuntas para controlo dos parâmetros de localização e dispersão 

do processo 

• Desenvolvimento de metodologia para controlo estatístico do processo utilizando 

apenas uma carta de controlo, criando uma estatística G2, que permite estudar, em 

simultâneo, os parâmetros de localização e dispersão do processo. 

1.4 ESTRUTURA DA DISSERTAÇÃO 

Para melhor compreensão da presente dissertação, são, de seguida, apresentados os assuntos 

dos seis principais capítulos deste estudo. 

Capítulo 1 – Introdução; 

Capítulo 2 – Fundamentação Teórica; 

Capítulo 3 – Validação dos parâmetros da carta ln(S2); 

Capítulo 4 – Monitorização da Capacidade do Processo em tempo real; 

Capítulo 5 – Cartas Conjuntas para controlo dos parâmetros de localização e dispersão 

do processo; 

Capítulo 6 – Conclusões e sugestões para trabalhos futuros. 
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2. FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA 

O presente capítulo serve de suporte a todas as técnicas e ferramentas, bem como conceitos 

teóricos relevantes na área do Controlo Estatístico do processo. Primeiramente irá ser abordado 

o conceito e evolução histórica da Qualidade e qual a importância no atual paradigma industrial. 

De seguida serão abordados diversos métodos estatístico de controlo da qualidade, iniciando-se 

pelas Cartas de Controlo Tradicionais, habitualmente descritas como Cartas de Controlo de 

Shewhart, que consistem na base do SPC tradicional. Acerca desta temática irão ser abordadas 

as diversas cartas de controlo desenvolvidas, bem como os pressupostos e condições de 

utilização e aplicação destas Cartas de Controlo. Será também abordada a questão relativa â 

capacidade do processo, extremamente importante no âmbito da verificação do cumprimento 

das especificações técnicas. 

Adicionalmente é realizada a abordagem ao SPC para “pequenas produções”, ou Short Runs, 

uma modificação do SPC tradicional que permite um ajuste aos novos desafios do mundo 

industrial altamente competitivo. Acerca deste tema serão abordadas as condições de 

aplicabilidade, as diversas Cartas de Controlo, bem como questões relativas à capacidade do 

processo. 

Por último, é abordado o SPC Multivaridado, no qual são estudadas diversas características da 

qualidade em simultâneo, permitindo, no mesmo gráfico, analisar mais informação. Acerca do 

SPC Multivariado, serão analisadas as diferentes Cartas de Controlo a utilizar dependendo das 

circunstâncias em que se encontre o processo, bem como o estudo da capacidade multivariada 

do processo. 

2.1 EVOLUÇÃO DO CONCEITO DE QUALIDADE 

Na sua definição de “qualidade”, Shewhart (1931) define dois aspetos importantes, um 

quantitativo e mensurável, relacionado com as características físicas, e outro subjetivo, que se 

relaciona com os sentimentos e aspetos sensoriais transmitidos. 

Crosby (1979) definiu “qualidade” como o cumprimento e conformidade com as especificações 

técnicas do produto, isto é, desde que o produto estivesse contido dentro dos limites de 

especificação do cliente, este tinha qualidade. É importante referir que esta definição é também 

válida para serviços. 

Feigenbaum (1983) define “qualidade” como o “conjunto total de características de um produto 

(..) através dos quais o produto será capaz de satisfazer as expectativas do cliente”, 

características estas que poderiam ser “em termos de marketing, engenharia, produção e 

manutenção”. 

Outro guru da qualidade, Juran (1988), também propôs uma definição para “qualidade”, em 1988, 

classificando a “qualidade” como “aptidão para o uso”. Embora uma definição curta, é concisa e 

aplicável tanto a produtos como a serviços. É uma definição que engloba aspetos como a 
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qualidade na conceção, na conformidade e na disponibilidade. Juran define ainda algumas 

vertentes a serem consideradas para a satisfação do consumidor: 

• Qualidade do projeto – conceção do produto e definição das especificações; 

• Qualidade de conformidade – avalia a conformidade entre o produto produzido e 

projetado; 

• Disponibilidade – questões relacionadas com a fiabilidade e manutibilidade do 

produto; 

• Segurança – identificação do risco que o consumidor pode incorrer ao utilizar um 

produto fora de especificação; 

• Utilização – condições do produto quando é entregue ao cliente, tem em conta não 

só a produção, mas também o embalamento, armazenagem e transporte. 

Juran dá uma abrangência ao significado de “qualidade” que vai muito para além da produção, 

englobando o planeamento, fornecimento, conceção, controlo da produção, inspeção, transporte 

e relacionamento com os clientes (Juran, 1951, 1988). 

Taguchi defende a “qualidade” como o inverso do dano provocado na sociedade por um produto, 

desde a conceção até ao final da utilização, dando, nesta altura enfâse a variabilidade na 

produção, que tem de ser tida em conta. Esta é uma definição que exprime a importância de 

produzir produto segundo a especificação do cliente, pelo que, se deve tomar especial cuidado 

na conceção e desenvolvimento do produto, bem como na definição dos limites de especificação 

e de produção do produto, de forma a garantir que a variabilidade de produção é a menor 

possível, ou pelo menos tão baixa quanto o aceitável pelo cliente (Taguchi et al., 2005; Taguchi 

& Organization, 1986).  

Outra referência importante na definição de “qualidade” é Deming, com a sua abordagem da 

melhoria contínua da qualidade, consolidada nos 14 Pontos da Filosofia de Deming (Deming, 

1986): 

1. Vontade constante de melhorar o produto ou serviço – preocupação com a melhoria 

contínua a longo prazo; 

2. Adoção de uma nova filosofia, onde produtos não-conformes, mão-de-obra não 

qualificada e matéria-prima de baixa qualidade não seriam aceitáveis; 

3. Eliminar a inspeção em massa – inspeção por si só não serve como controlo da 

qualidade uma vez que apenas deteta produto fora de especificação muito tarde e não 

permite corrigir o processo de forma a melhorar a produção; 

4. Terminar a prática de comprar produto (matéria-prima) apenas com base nos preços – 

O preço de um produto está sempre associado ao nível de qualidade associado, logo, 

produtos mais baratos são, geralmente, de qualidade inferior ou com maior variabilidade. 

Começa a filosofia de trabalhar com um número mais reduzido de fornecedores, mas 

mais qualificados, que produzam dentro de certos standards aceitáveis pela empresa; 
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5. Melhorar de forma contínua os sistemas de produção – ponto que vem em linha do que 

é dito no ponto 3: é necessário criar mecanismos de melhoria contínua que permitam 

identificar as causas do produto não-conforme, de forma a serem mitigadas, melhorando 

o processo de produção; 

6. Instituir métodos modernos de formação aos operadores, definindo quais os requisitos 

para qualidade aceitável. Estes métodos de formação devem ainda garantir que os 

operadores, para além de saberem identificar padrões de qualidade, os consigam atingir, 

produzir produto conforme com especificação; 

7. Implementar métodos de supervisão modernos, onde os supervisores devem ter o poder 

e conhecimento necessário para informar a gestão de topo sobre situações que 

necessitam de correção, ainda como garantir que são tomadas as medidas necessárias 

para a correção do problema, investindo sempre no caminho da melhoria gradual, mas 

contínua; 

8. Eliminar barreiras de comunicação, de forma a que a informação flua de forma 

harmoniosa dentro da organização com o objetivo de melhorar as operações e 

procedimentos; 

9. Eliminar barreiras entre departamentos, garantindo trabalho colaborativo dentro da 

empresa, em que todos se esforçam para um objetivo comum, o desenvolvimento e 

melhoria contínua da organização; 

10. Eliminar as metas numéricas para os operadores, uma vez que a melhoria da qualidade 

não depende, em grande parte, dos operadores, mas sim da gestão. A única meta da 

empresa deve ser a melhoria contínua; 

11. Eliminar padrões de trabalho e quotas numéricas, deixando de afirmar a quantidade de 

conformes aceite na produção, mas sim garantindo que todos os esforços estão 

alinhados com a redução de desperdícios e variabilidade, de forma a tornar as linhas de 

produção mais robustas; 

12. Remover todas as barreiras que desmoralizem os trabalhadores, que pode ser 

alcançado através da formação, que permite ao operador produzir dentro de 

especificação e saber quais são os padrões a seguir; 

13. Implementar um plano intensivo de educação e formação, alinhado com o ponto 6, de 

forma a formar operadores capazes de analisar o seu trabalho e de melhorar dia após 

dia; 

14. Criar uma filosofia dentro da gestão de topo que aplique e difunda todos os pontos 

anteriores. 

No seguimento do desenvolvimento destes catorze pontos de Melhoria Contínua da Qualidade, 

Deming dá especial relevo ao ciclo PDCA (Planear, Fazer, Controlar, Atuar) como uma 

metodologia de gestão da qualidade e de melhoria contínua (Prashar, 2017; Sangpikul, 2017; 

Silva et al., 2017). 
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(Deming, 1986) defende ainda que cerca de 85% dos problemas de uma organização são da 

responsabilidade dos gestores, uma vez que eles são os responsáveis máximos pelas decisões 

tomadas. A melhoria contínua do processo passa por duas ações: 

• Redução causas comuns de variação; 

• Eliminação de causas especiais de variação. 

Este é o princípio subjacente ao controlo estatístico do processo e às Cartas de controlo, que 

será desenvolvido mais à frente. 

De forma a garantir a redução das causas comuns e eliminação das causas especiais de 

variação, é necessário identificar essas causas, utilizando para este efeito ferramentas da 

qualidade, como o diagrama de Pareto, diagrama de Ishikawa, fluxogramas, entre outros. 

Uma definição mais recente de qualidade, fruto de toda a investigação feita até esse momento e 

influenciada por todos os gurus da qualidade, é a definição de Montgomery (Figura 2.1). Segundo 

(Montgomery, 2009), a Saída corresponde à satisfação dos clientes, influenciada pelas 

características da qualidade estudadas. Verifica-se que o processo é influenciado por: Entrada, 

que corresponde a matérias primas, materiais, entre outros; Variáveis controláveis que 

correspondem aos fatores do processo que podem ser ajustados e alterados sempre que 

necessário; Variáveis não controláveis, fatores que não é possível controlar, independentes do 

processo produtivo; Ações realizadas sobre a saída, que corresponde muitas vezes ao controlo 

da(s) característica(s) da Qualidade (Montgomery, 2009).  

 

Figura 2.1 - Processo (adaptado de (Montgomery, 2009)) 

Apesar dos autores apresentados terem opiniões ligeiramente diferentes acerca da definição de 

Qualidade, é possível verificar que esta tem múltiplas vertentes e que a orientação da qualidade 

se encontra baseada nas necessidades dos clientes. As necessidades dos clientes são 

variadíssimas e individuais, pelo que cabe à organização decidir quais as dimensões da 

qualidade a que se deve dar mais importância. Relativamente à gestão da qualidade dentro da 

organização, fica vincado o papel fundamental da gestão de topo, que tem de se envolver nos 

processos, a autonomia dos trabalhadores, na qual se possuam ferramentas estatísticas para 

controlar a variabilidade do produto ou serviço, de forma a maximizar a satisfação do cliente. 
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2.2 CONTROLO ESTATÍSTICO UNIVARIADO DO PROCESSO – 

ABORDAGEM TRADICIONAL 

O mercado cada vez mais competitivo leva a que os clientes, cada vez mais exigentes e 

competitivos tenham uma maior variedade de produtos que podem escolher, pelo que, para uma 

empresa manter a sua competitividade no mundo industrial é necessário garantir a estabilidade 

dos processos produtivos, de forma a assegurar o nível de qualidade exigida pelos clientes. De 

forma a aumentar a competência empresarial nesta nova era industrial, surge o Controlo 

Estatístico do Processo (SPC, do inglês, Statistical Process Control), como uma ferramenta que 

permite às organizações ter uma vantagem competitiva sobre a concorrência (Pereira & 

Requeijo, 2012). 

Em 1931, Walter Shewart publica os primeiros estudos sobre o SPC (Shewhart, 1931), cujos 

princípios continuam a ser válidos nos dias de hoje. Esta temática, devido à sua inovação e 

aplicabilidade no mundo industrial, foi sendo desenvolvida e estudada ao longo tempo por 

diversos autores, como Juran (1951), D. J. Wheeler (1995), Quesenberry (1997), Oakland (2003) 

Mitra (2008), D. C. Montgomery (2009), Pereira & Requeijo (2012), entre outros autores 

Um dos principais objetivos do SPC é a redução da variabilidade. A variabilidade de um processo 

é o efeito das várias fontes de variação que se fazem sentir, que podem ser distinguidas entre 

causas comuns e especiais de variação. As causas comuns de variação, que correspondem às 

fontes de variação que afetam o processo quando este se encontra sob controlo estatístico, 

devem ser reduzidas, enquanto que as causas especiais de variação, causas esporádicas que 

fazem com que o processo fique fora de controlo estatístico, devem ser eliminadas (Pereira & 

Requeijo, 2012). 

O SPC permite monitorizar o processo ao longo do tempo, reduzir a variabilidade e estimar os 

parâmetros do processo, verificando se este tem capacidade, ou seja, se é capaz de cumprir as 

especificações técnicas. 

Estudos de sensibilidade afirmam que as cartas tradicionais são indicadas para detetar 

alterações superiores a 2,5σ na média do processo, pelo que para alterações mais pequenas 

(pequenas ou moderadas alterações) estas cartas apresentam um desempenho insuficiente. De 

forma a monitorizar processos cujas alterações nos parâmetros são pequenas ou moderadas, 

surgem as denominadas Cartas de Controlo Especiais, como sejam as  cartas CUSUM (Somas 

Acumuladas) e EWMA (Médias Moveis Exponencialmente Amortecidas), para controlo de 

alterações da média do processo e as cartas H81-CUSUM, EWMS, CUSUM-ln(S2) e EWMA- 

ln(S2) para o controlo da dispersão do processo (Pereira & Requeijo, 2012; Freitas et al., 2019; 

Mukherjee et al., 2019; Zaman et al., 2019). 
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 PRINCÍPIOS DAS CARTAS DE CONTROLO 

Uma Carta de controlo, representada na Figura 2.2, corresponde à representação gráfica da 

evolução temporal de uma estatística (ω) referente a uma característica da qualidade. Esta 

representação temporal é realizada através dos pares de pontos (t, ω), os quais servem de base 

para a análise estatística do processo. No gráfico são ainda representados os limites superior 

(LSC) e inferior (LIC) de controlo estatístico e a linha central do processo (LC). 

 

Figura 2.2 - Carta de Controlo 

Um processo considera-se sob controlo estatístico se se os valores recolhidos da estatística ω 

estiverem contidos entre os limites superior e inferior de controlo e não haja comportamentos 

não aleatórios ou tendências sistemáticas dos dados recolhidos. 

Sempre que exista um par (t, ω) fora dos limites de controlo, ou que se detete um comportamento 

não aleatório, diz-se que o processo está fora de controlo estatístico, tendo sido detetada uma 

causa especial de variação, que deve ser investigada de forma a implementar ações no processo 

no sentido de corrigir essa causa de variação no processo. 

O controlo estatístico do processo através de cartas de controlo é um processo iterativo, no qual 

se distinguem duas fases na sua implementação: a Fase 1, na qual se desconhecem os 

parâmetros do processo, sendo o intuito desta fase estimar esses parâmetros, sendo 

habitualmente denominada de controlo preliminar ou retrospetivo, e a Fase 2, na qual já se 

conhecem os parâmetros do processo (estimados na Fase 1), cujo intuito corresponde à 

monitorização e controlo do processo. 

Um dos pressupostos das cartas de Shewhart corresponde à Normalidade da variável                      

ω ~ N(μω, σ2
ω). Desta forma, os limites de controlo e a linha central das cartas de Shewhart são 

dadas por: 

 

𝐿𝑆𝐶𝜔 = μ𝜔 + 3σ𝜔  

𝐿𝐶𝜔 = μ𝜔                  

𝐿𝑆𝐶𝜔 = μ𝜔 − 3σ𝜔  

(2.1) 

 



   

11 

Constata-se então que os limites das cartas de Shewhart situam-se localizados a ±3 σω da linha 

central. Visto que ω é Normalmente distribuída, existe uma probabilidade de 99,73% de qualquer 

ponto estar contido nos limites de controlo. 

De acordo com o princípio exposto no parágrafo anterior, pode deduzir-se que existe um risco 

de um ponto se situar fora dos limites de controlo. Segundo Shewhart, sempre que um ponto não 

esteja incluído nos limites de controlo, gera uma causa especial de variação, considerando que 

esse ponto não pertence à distribuição normal de ω. Ainda assim existe um risco α de esse ponto 

pertencer à distribuição (considerar-se o processo fora de controlo estatístico quando este se 

encontra controlado estatisticamente), denominado de risco do produtor, nível de significância 

ou probabilidade de cometer o erro do tipo I. Existe então, analogamente um risco β de se 

considerar que o processo está controlado estatisticamente, quando na realidade não está, 

também denominado de risco do consumidor ou probabilidade de cometer o erro do tipo II 

(Pereira & Requeijo, 2012). 

Qualquer ferramenta industrial é exposta a uma avaliação de desempenho, sem exceção, pelo 

que as cartas de controlo também têm medidas para avaliar o seu desempenho, sendo a mais 

utilizada o ARL (Average Run Lenght), que corresponde ao número médio de pontos 

representados na carta de controlo até que se detete um ponto fora dos limites de controlo. 

Deseja-se que o ARL quando o processo está sob controlo estatístico (ARLEC) seja o maior 

possível, minimizado, desta forma, o número de falsos alarmes, enquanto que o ARL quando o 

processo está fora de controlo estatístico (ARLFC) seja o menor possível, garantindo assim que 

se detetam alterações nos parâmetros do processo de forma rápida e eficaz (Lima-Filho et al., 

2019; Weiß et al., 2018). Obtêm-se então as seguintes expressões matemáticas para o ARLEC e 

para o ARLFC: 

 𝐴𝑅𝐿𝐸𝐶 =
1

𝛼
=

1

0,0027
= 370 (2.2) 

 𝐴𝑅𝐿𝐹𝐶 =
1

1 − 𝛽
 (2.3) 

Uma vez que os limites das cartas de Shewhart estão sempre posicionados a ±3 σω da linha 

central, o valor de ARLEC das cartas de Shewhart é sempre 370, o que significa que, em média, 

a cada 370 pontos existe um falso alarme, isto é, a cada 370 pontos pressupõem-se, 

erradamente, que o processo está fora de controlo estatístico (Pereira & Requeijo, 2012). 

É ainda importante afirmar que para a o mesmo valor da dimensão da amostra (n), não é possível 

em simultâneo aumentar ARLEC e diminuir ARLFC, sendo então necessário fazer um compromisso 

entre os dois (nas cartas de Shewhart esse compromisso é realizado através da fixação do 

ARLEC) (Pereira & Requeijo, 2012; Weiß et al., 2018; Lima-Filho et al., 2019). 

 DETEÇÃO DE CAUSAS ESPECIAIS DE VARIAÇÃO 

Um processo pode considerar-se sob controlo estatístico relativamente a ω se não for detetada 

nenhuma causa especial de variação. Segundo a norma ISO 7870-2:2013 (ISO 7870-2:2013 - 
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Control charts — Part 2: Shewhart control charts, 2013), as regras a adotar de forma a detetar 

uma causa especial são as seguintes: 

 Regra 1 – Um qualquer ponto fora dos limites de ação (±3 σω); 

 Regra 2 – Nove pontos consecutivos na zona C, do mesmo lado da linha central; 

 Regra 3 – Seis pontos consecutivos a ascender ou descender; 

 Regra 4 – Catorze pontos consecutivos crescendo e decrescendo alternadamente; 

 Regra 5 – Dois de três pontos consecutivos na zona A, do mesmo lado da linha central; 

 Regra 6 – Quatro de cinco pontos consecutivos nas zonas A ou B, do mesmo lado da 
linha central; 

 Regra 7 – Quinze pontos consecutivos na zona C, acima e abaixo da linha central; 

 Regra 8 – Oito pontos consecutivos de ambos os lados da linha central, sem nenhum na 
zona C. 

Na Figura 2.3 é possível ver a representação gráfica das 8 regras para deteção de causas 
especiais 

 

Figura 2.3 - Padrões não aleatórios responsáveis por causas especiais de variação 

A aplicação simultânea das 8 regras pode aumentar significativamente o número de falsos 

alarmes, aumentando os custos da qualidade. Para além disto, a utilização de todas as regras 

pode comprometer a simplicidade de utilização das cartas de controlo, pelo que (Pereira & 

Requeijo, 2012) defende que as regras são úteis na fase inicial de implementação do controlo 

estatístico, quando o processo ainda não se encontra estabilizado, mas o uso frequente das 

regras, com vista ao aumento da sensibilidade das cartas, deve ser evitado. Uma alternativa para 

aumentar a sensibilidade das cartas de controlo, para pequenas alterações, pode passar pela 

implementação de cartas de controlo CUSUM ou EWMA, que se demonstram mais eficazes a 

detetar causas especiais de variação, para variações inferiores a 2,5σ no parâmetro do processo 

(Pereira & Requeijo, 2012; Zaman et al., 2019; Freitas et al., 2019; Mukherjee et al., 2019). 

 RECOLHA DOS DADOS 

A recolha de dados é uma etapa de extrema importância na implementação do SPC, uma vez 

que se esta recolha não for realizada devidamente, pode incorrer-se no risco de todas as 

conclusões retiradas das cartas de controlo e do controlo estatístico estarem erradas, indicando 

padrões e causas especiais de variação que na realidade podem não estar a ocorrer. Neste 
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sentido e com o objetivo de fornecer conclusões que espelhem a realidade do processo, deve 

ter-se especial atenção na definição da dimensão da amostra (n), do número de amostras (m) e 

da frequência da amostragem (Pereira & Requeijo, 2012). 

Por forma a recolher amostras corretamente, Shewhart introduziu  o princípio dos subgrupos 

racionais, que consiste na recolha de amostra de tal forma que se maximize a probabilidade de 

serem detetadas diferenças entre subgrupos e se minimize a probabilidade de serem detetadas 

diferenças dentro dos subgrupos (Montgomery, 2009). 

Para garantir que este princípio é assegurado, procura-se que a constituição das amostras seja 

o mais homogénea possível, sendo que dentro de cada amostra, as unidades devem ser 

produzidas consecutivamente e de forma análoga. Para além disto é importante que as amostras 

sejam recolhidas em intervalos de tempo regulares. Aplicando estas técnicas, pretende-se que 

a variação dentro das amostras se deva a causas aleatórias e que a variação entre amostras 

seja um reflexo das causas especiais de variação. Ao aplicar este procedimento é ainda possível 

alcançar uma melhor estimativa do desvio padrão, quando se efetua o controlo de variáveis 

contínuas. 

De uma forma geral, dimensões da amostra mais elevadas tornam mais fácil a deteção de 

pequenas alterações nos parâmetros do processo, pelo que se o objetivo for detetar alterações 

maiores, pode ser uma dimensão da amostra mais reduzida. Uma alternativa ao aumento da 

dimensão da amostra de forma a detetar pequenas alterações nas cartas de controlo tradicionais, 

pode passar pela utilização de cartas de controlo especiais, como a CUSUM e EWMA, que para 

pequenas alterações nos parâmetros do processo se demonstram mais eficazes (Montgomery, 

2009; Pereira & Requeijo, 2012). 

No mundo industrial, a dimensão amostral utilizada no controlo de variáveis contínuas é 

relativamente pequena, devido a questões económicas e operacionais. Ainda assim, geralmente 

utilizam-se amostras de dimensão 4 ou 5, uma vez que pelo Teorema do Limite Central é 

garantido que a distribuição das médias é aproximadamente Normal para dimensão igual ou 

superior a 4, mesmo que os valores individuais não sigam uma distribuição Normal (Pereira & 

Requeijo, 2012). 

Em alguns casos, devido a limitações do processo produtivo, pode não ser possível ou viável 

recolher amostras, pelo que se tem de recorrer a uma análise baseada em observações 

individuais. Uma vez que neste caso não é possível calcular a dispersão amostral, cria-se uma 

medida da dispersão denominada Amplitude Móvel, que se calcula através da diferença entre o 

valor da observação atual e o valor da observação imediatamente anterior (Pereira & Requeijo, 

2012). 

Na Fase 1 do SPC para controlo de variáveis, é prática comum recolher entre 25 a 30 amostras 

de dimensão 4 ou 5, de forma a que hajam no mínimo 100 valores individuais (Pereira & Requeijo, 

2012). 
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Contudo, Quesenberry discorda do valor supramencionado, afirmando que o critério não é 

suficiente. (Quesenberry, 1997) estabelece então uma relação entre a dimensão da amostra e o 

número de amostras a serem recolhidas na Fase 1 do controlo estatístico. 

 𝑚 ≥
400

(𝑛 − 1)
 (2.4) 

O autor refere ainda que no caso de observações individuais (n=1), devem ser recolhidas 300 

observações na Fase 1. 

 CONDIÇÕES DE APLICABILIDADE 

Para que a aplicação das cartas de controlo seja correta e rigorosa, os dados utilizados devem 

cumprir alguns requisitos. Com o intuito de não enviesar as conclusões do estudo, os dados 

recolhidos para realização do Controlo estatístico do processo devem ser aleatórios, 

independentes e devem seguir uma distribuição (aproximadamente) Normal. 

2.2.4.1 ALEATORIEDADE 

A aleatoriedade dos dados apresenta a incapacidade de prever o comportamento desses 

mesmos dados. Esta pode ser comprometida ao serem misturados dados de populações 

diferentes, através da correlação entre observações consecutivas ou desfasadas no tempo, entre 

outras. Os métodos mais utilizados na verificação da aleatoriedade dos dados são o Teste das 

Sequências, Teste das Sequências Ascendentes e Descendentes e o Teste Modificado do 

Quadrado das Médias Sucessivas (Pereira & Requeijo, 2012). 

2.2.4.2 INDEPENDÊNCIA 

A independência dos dados é outro pressuposto que necessita ser verificado para 

implementação das cartas de controlo. Afirmar que os dados recolhidos são independentes 

significa que o valor que a variável X assume num determinado instante t não depende do valor 

da variável no instante desfasado k instantes (t-k), com k≥1. Se tal não acontecer quer dizer que 

os dados não são independentes, ou seja, são dados Auto-Correlacionados. Para verificar este 

pressuposto devem ser aplicadas as Funções de Autocorrelação (FAC) e de Autocorrelação 

Parcial (FACP) (Montgomery, 2009; Pereira & Requeijo, 2012). 

2.2.4.3 NORMALIDADE 

O pressuposto da Normalidade dos dados implica que os valores relativos à característica da 

qualidade a estudar sigam uma distribuição Normal de média μ e variância σ2. Numa fase inicial 

pode elaborar-se um histograma para se verificar de forma visual se os dados seguem uma 

distribuição aproximadamente normal. O passo seguinte é a utilização do teste estatístico de 

Kolmogorov-Smirnov (KS) ou o teste do Qui-Quadrado para verificar a Normalidade dos dados 

(Pereira & Requeijo, 2012). 
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2.2.4.3.1 TESTE DE KOLMOGOROV-SMIRNOV 

O teste de Kolmogorov-Smirnov, desenvolvido pelos matemáticos Andrey Nikolaevich 

Kolmogorov e Vladimir Yvanovich Smirnof, consiste na verificação do ajustamento da Função de 

distribuição amostral, para uma determinada variável aleatória X. Neste estudo apenas se fará 

menção à aplicação do teste K-S à distribuição Normal. 

Sendo S(x) a Função de Distribuição amostral e F0(x) a Função de Distribuição Normal, a 

metodologia para aplicação deste teste consiste nas seguintes hipóteses: 

𝐻0: 𝑆(𝑥) = 𝐹0(𝑥), 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑡𝑜𝑑𝑜𝑠 𝑜𝑠 𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑥 

𝐻1: 𝑆(𝑥) ≠ 𝐹0(𝑥), 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑎𝑙𝑔𝑢𝑚 𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟 𝑑𝑒 𝑥 

O passo seguinte consiste em retirar-se da população uma amostra aleatória constituída por n 

elementos, ordenados por ordem crescente do seu valor, designando por x(i) a observação de 

ordem i, onde x(i+1)>x(i). 

Determinam-se os valores de S(x), F0(x) e |S(x)-F0(x)|, para i=1, 2, …, N, em que N≤n. De seguida 

define-se a estatística de teste: 

𝐷 = 𝑠𝑢𝑝𝑥𝑟𝑒𝑚𝑜 |𝑆(𝑥)−𝐹0(𝑥)| 

Ao estabelecer o nível de significância (α), determina-se o valor de Dcrítico.  

O critério utilizado para rejeição da Hipótese Nula (H0) é o seguinte, para um nível de significância 

α: 

𝐷 > 𝐷𝐶𝑟í𝑡𝑖𝑐𝑜 

A rejeição da Hipótese nula permite concluir que, para um nível de significância α, a distribuição 

amostral não segue uma distribuição Normal, pelo que, se não se rejeitar a Hipótese nula, não 

existem evidências estatísticas para garantir que a distribuição amostral não seja 

estatisticamente semelhante à distribuição Normal, com nível de significância α, admitindo-se 

então que a distribuição amostral é aproximadamente Normal. 

 TIPOS DE CARTAS DE CONTROLO 

As cartas de controlo utilizadas para realizar o controlo estatístico univariado de um processo 

podem ser classificadas em duas categorias distintas: cartas de controlo de variáveis e cartas de 

controlo de atributos. 

Estas cartas diferem no tipo de característica que está a ser estudada. As cartas de controlo de 

variáveis são utilizadas para controlar características mensuráveis e que possam ser expressas 

através de um espetro contínuo de valores, alguns exemplos sendo o peso, comprimento, 

densidade, entre outras. Quando a característica é do tipo contínuo, devem ser construídas duas 

cartas, uma para controlar o parâmetro de localização e outra para controlar o parâmetro de 

dispersão. Se, por outro lado, a característica estudada for do tipo discreto, como exemplo o 

número de defeitos por unidade ou o número de unidades não-conforme, então, são utilizadas 
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cartas de controlo de atributos. Neste caso, é apenas necessário construir uma carta, uma vez 

que o desvio padrão (dispersão) apenas depende da média (localização) e da dimensão da 

amostra. 

A Tabela 2.1 e a  

Tabela 2.2 resumem as cartas de controlo tradicionais mais utilizadas no controlo de variáveis e 

atributos, respetivamente, sendo que, seguidamente, apenas irão ser abordadas as cartas de 

controlo de variáveis, tendo em conta que serão estas as abordadas neste estudo de caso. 

Tabela 2.1 - Cartas de Controlo de variáveis 

Cartas de Controlo de Variáveis 

Tipo de Carta de Controlo Contexto de Aplicação 

Carta 𝑋̅ e Carta R Média e Amplitude 

Carta 𝑋̅ e Carta S Média e Desvio Padrão 

Carta 𝑋̅ e Carta S2 Média e Variância 

Carta 𝑋̃ e Carta R Mediana e Amplitude 

Carta X e Carta MR Observações Individuais e Amplitudes Móveis 
 

Tabela 2.2 - Cartas de Controlo de atributos 

Cartas de Controlo de Atributos 

Tipo de Carta de Controlo Contexto de Aplicação 

Carta p Proporção de unidades não conformes 

Carta np Número de unidades não conformes 

Carta c Número de defeitos 

Carta u Número de defeitos por unidade 

 CARTAS DE CONTROLO DE VARIÁVEIS 

As Cartas de controlo de variáveis são utilizadas para controlar estatisticamente características 

que se expressem através de uma gama contínua de valores. De forma a conduzir um estudo 

objetivo e rigoroso, o controlo estatístico deve ser iniciado com a verificação dos pressupostos 

de aleatoriedade, normalidade e independência dos dados, como referido mais 

aprofundadamente no subcapítulo 2.2.4. 

É ainda importante manter presente a existência de duas Fases no controlo estatístico do 

processo: Fase 1, uma análise retrospetiva do processo, na qual são recolhidos e analisados os 

dados, tendo como objetivo garantir a estabilidade do processo; e Fase 2, onde os parâmetros 

do processo já são conhecidos, onde o objetivo principal se foca com a monitorização do 

processo. 

 FASE 1 – LIMITES DE CONTROLO E LINHA CENTRAL 

2.2.7.1 CARTAS DE CONTROLO DA MÉDIA E DA AMPLITUDE 

São recolhidas m amostras de dimensão n. Para cada amostra, é calculado o valor da média 𝑋̅𝑖 

e amplitude 𝑅𝑖, calculados segundo as seguintes equações: 
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 𝑋̅𝑖 =
∑ 𝑋𝑖𝑗

𝑛
𝑗=1

𝑛
 (2.5) 

 𝑅𝑖 = 𝑋𝑚á𝑥 − 𝑋𝑚𝑖𝑛 (2.6) 

 

Nesta fase, os parâmetros do processo são desconhecidos, pelo que, de forma a calcular os 

limites de controlo e a linha central das cartas da média e da amplitude, recorrem-se as equações 

seguintes: 

 

𝐿𝑆𝐶𝑋̅ = 𝑋̿ + 𝐴2𝑅̅ 

𝐿𝐶𝑋̅ = 𝑋̿ =
∑ 𝑋̅𝑖

𝑚
𝑖=1

𝑚
 

𝐿𝐼𝐶𝑋̅ = 𝑋̿ − 𝐴2𝑅̅ 

(2.7) 

 

 

𝐿𝑆𝐶𝑅 = 𝐷4𝑅̅ 

𝐿𝐶𝑅 = 𝑅̅ =
∑ 𝑅̅𝑖

𝑚
𝑖=1

𝑚
 

𝐿𝐼𝐶𝑅 = 𝐷3𝑅̅ 

(2.8) 

 

Os valores das constantes 𝐴2, 𝐷3 e 𝐷4 correspondem a valores tabelados, que dependem da 

dimensão da amostra, podendo ser consultados através da tabela no Anexo A. 

2.2.7.2 CARTAS DE CONTROLO DA MÉDIA E DO DESVIO PADRÃO 

Nas Cartas de controlo da Média e do Desvio Padrão, o cálculo dos limites de controlo bem como 

a linha central dependem do cálculo do desvio padrão amostral, para cada amostra i, que se 

calcula através da seguinte fórmula: 

 𝑆𝑖 = √
∑ (𝑋𝑗 − 𝑋̅𝑖)

2𝑛
𝑗=1

𝑛 − 1
 (2.9) 

Tendo o valor do desvio padrão amostral calculado para cada amostra, podem ser calculados os 

limites de controlo e a linha central para as Cartas de Controlo da Média e do Desvio Padrão, 

com recurso às equações 2.10 e 2.11, respetivamente: 

 

𝐿𝑆𝐶𝑋̅ = 𝑋̿ + 𝐴3𝑆̅ 

𝐿𝐶𝑋̅ = 𝑋̿ =
∑ 𝑋̅𝑖

𝑚
𝑖=1

𝑚
 

𝐿𝐼𝐶𝑋̅ = 𝑋̿ − 𝐴3𝑆̅ 

(2.10) 

 

 

𝐿𝑆𝐶𝑆 = 𝐵4𝑆̅ 

𝐿𝐶𝑆 = 𝑆̅ =
∑ 𝑆𝑖̅

𝑚
𝑖=1

𝑚
 

𝐿𝐼𝐶𝑆 = 𝐵3𝑆̅ 

(2.11) 
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Os valores das constantes 𝐴3, 𝐵3 e 𝐵4 podem ser consultados na tabela do Anexo A. 

2.2.7.3 CARTAS DE CONTROLO DA MÉDIA E DA VARIÂNCIA 

Nas Cartas de controlo da Média e da Variância, o cálculo dos limites de controlo bem como a 

linha central dependem do cálculo da variância amostral, para cada amostra i, que se calcula 

através da seguinte fórmula: 

 𝑆𝑖
2 =

∑ (𝑋𝑗 − 𝑋̅𝑖)
2𝑛

𝑗=1

𝑛 − 1
 (2.12) 

 

Tendo o valor da variância amostral calculado para cada amostra, podem ser calculados os 

limites de controlo e a linha central para as Cartas de Controlo da Média e do Desvio Padrão, 

com recurso às equações 2.13 e 2.14, respetivamente: 

 

𝐿𝑆𝐶𝑋̅ = 𝑋̿ + 3√
𝑆̅2

𝑛
 

𝐿𝐶𝑋̅ = 𝑋̿ =
∑ 𝑋̅𝑖

𝑚
𝑖=1

𝑚
 

𝐿𝐼𝐶𝑋̅ = 𝑋̿ − 3√
𝑆̅2

𝑛
 

(2.13) 

 

 

𝐿𝑆𝐶𝑆2 =
𝑆̅2

𝑛 − 1
𝜒2

(𝛼 2⁄ ;𝑛−1) 

𝐿𝑆𝐶𝑆2 = 𝑆̅2 =
∑ 𝑆𝑖̅

2𝑚
𝑖=1

𝑚
 

𝐿𝑆𝐶𝑆2 =
𝑆̅2

𝑛 − 1
𝜒2

(1−𝛼
2⁄ ;𝑛−1) 

(2.14) 

 

Os valores de 𝜒2
(𝛼 2⁄ ;𝑛−1)

 e 𝜒2
(1−𝛼

2⁄ ;𝑛−1)
 correspondem aos valores críticos superior e inferior da 

distribuição do Qui-Quadrado (𝜒2), respetivamente, com (n-1) graus de liberdade. Estes valores 

correspondem aos percentis à direita e são calculados com nível de significância α. 

2.2.7.4 CARTAS DE CONTROLO DA MEDIANA E DA AMPLITUDE 

Nas Cartas de Controlo da Mediana e da Amplitude, são utilizadas, em geral, amostras com 

número ímpar de observações, fator que facilita o cálculo da mediana amostral, bem como uma 

dimensão da amostra igual nas diversas amostras recolhidas. Esta carta geralmente pode ser 

utilizada como alternativa à carta da média quando a dimensão da amostra é inferior ou igual a 

10 observações. 
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De forma a calcular os limites de controlo destas cartas começa-se por calcular a mediana média, 

que irá corresponder à linha central da Carta da Mediana (𝑋̃), assim como a amplitude média, 

que, por sua vez, irá corresponder à linha central da Carta da Amplitude (𝑅), que são calculados 

com base nas equações 2.15 e 2.16, respetivamente: 

 𝐿𝐶𝑋̃ = 𝑋̅̃ =
∑ 𝑋̃𝑖

𝑚
𝑖=1

𝑚
 (2.15) 

 𝐿𝐶𝑅 = 𝑅̅ =
∑ 𝑅𝑖

𝑚
𝑖=1

𝑚
 (2.16) 

Uma vez calculados os valores da mediana média e amplitude média, é possível calcular os 

limites de controlo das cartas, segundo as seguintes equações: 

 
𝐿𝑆𝐶𝑋̃ = 𝑋̅̃ + 𝐴̃2𝑅̅ 

𝐿𝐼𝐶𝑋̃ = 𝑋̅̃ − 𝐴̃2𝑅̅ 
(2.17) 

 

 
𝐿𝑆𝐶𝑅 = 𝐷4𝑅̅ 

𝐿𝐼𝐶𝑅 = 𝐷3𝑅̅ 
(2.18) 

As constantes 𝐷3 e 𝐷4 podem ser obtidas através da tabela presente no Anexo A. Em relação 

aos valores da constante 𝐴̃2, podem ser obtidos através da Tabela 2.3, para dimensão da 

amostra n = 3, 5, 7, 9. 

Tabela 2.3 - Valores da constante 𝐴̃2 

n 3 5 7 9 

𝐴̃2 1,187 0,691 0,508 0,412 

2.2.7.5 CARTAS DE CONTROLO DE OBSERVAÇÕES INDIVIDUAIS E AMPLITUDES 

MÓVEIS 

Quando não é possível recolher amostras com diversos valores, devido a questões económicas 

ou limitações do processo de produção, a amostra é constituída por observações individuais. O 

facto de o estudo ser baseado em observações individuais inviabiliza o cálculo de uma estatística 

que forneça informações sobre a dispersão. No sentido de colmatar este problema, recorrem-se 

a amostras fictícias, constituídas por observações consecutivas, entre as quais se calcula uma 

Amplitude Móvel, como é possível verificar na equação 2.19: 

 𝑀𝑅𝑖 = |𝑋𝑖 − 𝑋𝑖−1| (2.19) 

Uma vez obtida uma estatística para a dispersão do processo, pode proceder-se ao cálculo dos 

limites de controlo e da linha central das Cartas de Controlo das Observações Individuais e das 

Amplitudes Móveis, segundo as equações 2.20 e 2.21, respetivamente. 

 

𝐿𝑆𝐶𝑋 = 𝑋̅ + 3
𝑀𝑅̅̅ ̅̅̅

𝑑2

 

𝐿𝐶𝑋 = 𝑋̅ =
∑ 𝑋𝑖

𝑚
𝑖=1

𝑚
 

(2.20) 
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𝐿𝐼𝐶𝑋 = 𝑋̅ − 3
𝑀𝑅̅̅ ̅̅̅

𝑑2

 

 

 

𝐿𝑆𝐶𝑀𝑅 = 𝐷4𝑀𝑅̅̅̅̅̅ 

𝐿𝐶𝑀𝑅 = 𝑀𝑅̅̅̅̅̅ =
∑ 𝑀𝑅𝑖

𝑚−1
𝑖=2

𝑚
 

𝐿𝐼𝐶𝑀𝑅 = 𝐷3𝑀𝑅̅̅̅̅̅ 

(2.21) 

 

Os valores das constantes 𝑑2, 𝐷3 e 𝐷4 são calculados através da tabela do Anexo A. É importante 

notar que estes valores são calculados para dimensão da amostra, n, igual a dois, uma vez que 

é essa a dimensão da amostra fictícia utilizada para criação da estatística da dispersão do 

processo. 

 FASE 1 – ESTIMAÇÃO DOS PARÂMETROS DO PROCESSO 

Depois de construídas as Cartas de Controlo e de ser garantida a estabilidade do processo, 

eliminando as causas especiais de variação e recalculando os limites de controlo, é, nesta altura, 

possível estimar os parâmetros do processo, média (𝜇̂) e desvio padrão (𝜎̂). 

Na Tabela 2.4 é exposto um resumo dos estimadores para os parâmetros do processo, de acordo 

com as Cartas de Controlo utilizadas. 

Tabela 2.4 - Estimação dos parâmetros das cartas de controlo de atributos (Fase 1) 

Carta Média Desvio Padrão 

Cartas 𝑋̅ e R 

𝜇̂ = 𝑋̿ 

𝜎̂ = 𝑅̅ 
𝑑2

⁄  

Cartas 𝑋̅ e S 𝜎̂ = 𝑆̅ 
𝑐4

⁄  

Cartas 𝑋̅ e S 𝜎̂ = 𝑆2̅̅ ̅ 

Cartas 𝑋̃ e R 𝜇̂ = 𝑋̅̃ 𝜎̂ = 𝑅̅ 
𝑑2

⁄  

Cartas X e MR 𝜇̂ = 𝑋̅ 𝜎̂ = 𝑀𝑅̅̅ ̅̅̅ 
𝑑2

⁄  

 FASE 2 – PARÂMETROS DO PROCESSO CONHECIDOS 

Uma vez finalizada a Fase 1, o processo encontra-se sob controlo estatístico e estão estimados 

os parâmetros do processo, pelo que o principal objetivo da Fase 2 é monitorizar o processo. 

Enquanto que os valores dos limites de controlo e da linha central na Fase 1 eram calculados 

com base nas amostras recolhidas na Fase 1, na Fase 2, esses limites são calculados com base 

na dimensão da amostra e parâmetros estimados na Fase 1. Na Tabela 2.5 é apresentado um 
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resumo dos limites de controlo e linha central para as Cartas de Controlo de Variáveis, quando 

os parâmetros do processo já são conhecidos. 

Tabela 2.5 - Parâmetros das cartas de controlo de variáveis (Fase 2) 

  LIC LC LSC 

Cartas 𝑋̅ e R 

Carta 𝑋̅ 𝜇 − 𝐴𝜎 𝜇 𝜇 + 𝐴𝜎 

Carta R 𝐷1𝜎 𝑑2𝜎 𝐷2𝜎 

Cartas 𝑋̅ e S 

Carta 𝑋̅ 𝜇 − 𝐴𝜎 𝜇 𝜇 + 𝐴𝜎 

Carta S 𝐵5𝜎 𝑐4𝜎 𝐵6𝜎 

Cartas 𝑋̅ e S2 

Carta 𝑋̅ 𝜇 − 𝐴𝜎 𝜇 𝜇 + 𝐴𝜎 

Carta S2 
𝜎2

𝑛 − 1
𝜒2

(1−
𝛼
2
);𝑛−1

 𝜎2 
𝜎2

𝑛 − 1
𝜒2

(
𝛼
2
);𝑛−1

 

Cartas 𝑋̃ e R 

Carta 𝑋̃ 𝜇 − 𝐴𝜎 𝜇 𝜇 + 𝐴𝜎 

Carta R 𝐷1𝜎 𝑑2𝜎 𝐷2𝜎 

Cartas X e MR 

Carta X 𝜇 − 3𝜎 𝜇 𝜇 + 3𝜎 

Carta MR 𝐷1𝜎 𝑑2𝜎 𝐷2𝜎 

 

Note-se que todas as constantes utilizadas podem ser calculadas através da tabela do Anexo A. 

 CAPACIDADE UNIVARIADA DO PROCESSO 

Os engenheiros da qualidade desenvolvem as cartas de controlo com o intuito de controlar 

estatisticamente um determinado processo. Estas cartas de controlo, apesar de fornecerem 

muita informação relevante e indispensável ao controlo do processo, demonstram-se ineficazes 

na identificação da capacidade que o processo tem em produzir consistentemente de acordo 

com as especificações técnicas definidas. 

A capacidade do processo reflete a variação devido às causas comuns de variação, ou seja, um 

processo pode estar sob controlo estatístico (no sentido em não existem causas especiais de 

variação), mas a distribuição que caracteriza o processo pode possuir uma variabilidade elevada 

relativamente às especificações estabelecidas (Oakland, 2003; Pereira & Requeijo, 2012). 

Assim, é possível ter processos controlados estatisticamente e que estejam a produzir fora dos 

limites de especificação, ou seja, sem capacidade. Isto significa que uma carta de controlo pode 

apenas conter causas comuns de variação e apesar disso, não estar a cumprir os requisitos de 

especificação (Oakland, 2003). A Figura 2.4 demonstra a influência que a variabilidade tem na 

capacidade do processo. 
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Figura 2.4 - Influência da variabilidade na capacidade do processo (adaptado de (Oakland, 2003)) 

Se um processo estiver controlado estatisticamente, mas não for capaz de produzir segundo a 

especificação necessária, devem ser aplicadas medidas para diminuir a variabilidade do 

processo, ajustar a média, ou ambos. Nestes casos, o Desenho de Experiências e os Métodos 

de Taguchi podem desempenhar um papel fundamental (Pereira & Requeijo, 2012). 

São vários os fatores que podem influenciar a correta análise da capacidade do processo, como 

exemplo a independência dos dados e Normalidade. Torna-se fundamental distinguir duas 

metodologias a seguir de forma a analisar os dados de forma correta. Neste sentido foram 

desenvolvidos índices de capacidade para avaliar a capacidade de processos cujos dados 

seguem distribuições Normais, bem como índices de capacidade para processos não-normais. 

 ÍNDICES DE CAPACIDADE DO PROCESSO 

Assumindo que o processo em estudo pode ser modelado segundo uma distribuição Normal, a 

análise da capacidade do processo tem como referência uma variação aceitável para o processo 

de 6σ, assumindo que os dados seguem uma distribuição Normal de média μ e desvio padrão 

σ. Isto significa que 99,73% dos dados se encontram no intervalo μ±3σ (Montgomery, 2009; 

Pereira & Requeijo, 2012). 

O estudo da capacidade do processo tem vindo a ser estudada e desenvolvida há muitos anos, 

podendo, atualmente ser considerados três gerações de índices de capacidade, tendo a primeira 

geração de índices de capacidade sido desenvolvida em 1974 por Juran (Juran, 1988), definida 

como índice Cp. 

O índice Cp é definido, para processos com especificação bilateral por: 

 𝐶𝑝 =
𝐿𝑆𝐸 − 𝐿𝐼𝐸

6𝜎
 (2.22) 

Na literatura, Cp é designado por índice de capacidade potencial, considerando-se, para 

processos já existentes e com especificação bilateral, Cp = 1,33 como um valor aceitável. Este 

índice de primeira geração é apenas aplicável a processos que possuam especificação bilateral. 

Através de uma análise cuidada da fórmula deste índice é possível verificar que este apenas 

relaciona a amplitude da especificação (numerador) com a amplitude do processo 
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(denominador), pelo que nada informa sobre a localização do processo. Isto significa que o 

processo pode ter um Cp > 1,33 e estar a produzir produto não conforme porque a média do 

processo não está centrada com o valor nominal da especificação. 

Os índices de capacidade de segunda e terceira geração surgiram para complementar o índice 

de Capacidade Potencial, considerando não só a dispersão do processo, mas também a média 

do mesmo. Os índices de segunda geração desenvolvidos correspondem ao Cpk e ao Cpm. 

O índice de segunda geração, Cpk, introduzido por (Kane, 1986), é calculado através da equação 

2.23. 

 𝐶𝑝𝑘 = min ((𝐶𝑝𝑘)𝑠
, (𝐶𝑝𝑘)𝐼

) (2.23) 

Em que, 

 

(𝐶𝑝𝑘)𝑠
=

𝐿𝑆𝐸 − 𝜇

3𝜎
 

(𝐶𝑝𝑘)𝐼
=

𝜇 − 𝐿𝐼𝐸

3𝜎
 

(2.24) 

 

O processo é considerado capaz de produzir dentro de especificação se 𝐶𝑝𝑘≥1,33 para 

processos com especificação bilateral ou 𝐶𝑝𝑘≥1,25 para processos com especificação unilateral 

(Montgomery, 2009). Quanto maior for o valor destes índices, maior é a capacidade de o 

processo produzir dentro de especificação. O processo diz-se centrado se 𝐶𝑝𝑘 = (𝐶𝑝𝑘)𝑠
= (𝐶𝑝𝑘)𝐼

. 

O índice Cpm, desenvolvido por Taguchi & Hsiang (1985) adota um principio semelhante ao índice 

𝐶𝑝, diferenciando-se deste ao considerar no intervalo de tolerância natural do processo o desvio 

da média relativamente ao valor nominal (T) da característica. Este índice só é possível ser 

calculado quando a especificação é bilateral. O índice Cpm é definido por: 

 𝐶𝑝𝑚 =
𝐿𝑆𝐸 − 𝐿𝐼𝐸

6√𝜎2 + (𝜇 − 𝑇)2
 (2.25) 

Analisando a fórmula para o cálculo do índice Cpm é possível verificar que quanto maior for o 

desvio da média (𝜇) relativamente ao valor nominal (T), maior será o valor do denominador, e 

consequentemente menor o valor global de Cpm, sendo então desejável que o valor do índice 

seja o maior possível, desta forma garantindo a redução da variabilidade do processo. 

Por último, surge o índice de terceira geração, 𝐶𝑝𝑚𝑘, introduzido por (Pearn et al., 1992). Este 

índice calcula-se segundo a equação 2.26 e é semelhante ao índice 𝐶𝑝𝑘, diferenciando-se deste 

da mesma forma que o Cpm se diferencia do Cp, considerando-se o desvio entre a média e o valor 

nominal da característica. 

 𝐶𝑝𝑚𝑘 = 𝑚𝑖𝑛((𝐶𝑝𝑚𝑘)𝑆, (𝐶𝑝𝑚𝑘)𝐼) (2.26) 

Em que, 
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(𝐶𝑝𝑚𝑘)𝑆 =
𝐿𝑆𝐸 − 𝜇

3√𝜎2 + (𝜇 − 𝑇)2
 

(𝐶𝑝𝑚𝑘)𝐼 =
𝜇 − 𝐿𝐼𝐸

3√𝜎2 + (𝜇 − 𝑇)2
 

(2.27) 

Após identificar todos os índices de capacidade, é importante definir critérios de forma a definir 

se o processo tem ou não a capacidade de produzir produto continuamente dentro de 

especificação. Vários estudos foram realizados no sentido de definir quais os valores a partir dos 

quais se pode considerar que um processo tem capacidade. Alguns desses autores são (Kane, 

1986; Kotz & Johnson, 1993, 2002; Somerville & Montgomery, 1996; Spiring et al., 2003; 

Montgomery, 2009). Mais recentemente, a introdução da metodologia Seis-Sigma pressupõe 

uma capacidade igual a 2 no início do estudo (Pereira & Requeijo, 2012). 

Na Tabela 2.6, são apresentados os valores mínimos dos índices de capacidade, segundo os 

estudos de (Montgomery, 2009), de acordo com o tipo de processo e característica e tipo de 

especificação. 

Tabela 2.6 - Valores mínimos para garantir capacidade do processo 

 
Especificação 

Bilateral 
Especificação 

Unilateral 

Processos existentes 1,33 1,25 

Novos Processos 1,50 1,45 

Características de Segurança, 
Resistência ou Críticas em Processos 

Existentes 
1,50 1,45 

Características de Segurança, 
Resistência ou Críticas em Processos 

Novos 
1,67 1,60 

2.3 CONTROLO ESTATÍSTICO UNIVARIADO DO PROCESSO – 

PEQUENAS PRODUÇÕES 

Com a industrialização e o mercado cada vez mais personalizado, as empresas vêm-se 

obrigadas a produzir lotes de pequena dimensão, o que se demonstra um problema para as 

cartas de Shewhart, uma vez que com a escassez dos dados não se torna possível a estimação 

dos parâmetros do processo. Com esta premissa em mente, Quesenberry desenvolve as Cartas 

Q, baseadas nos princípios de Shewhart, mas em que é possível fazer o controlo do processo, 

monitorização e estimação dos parâmetros em simultâneo, colmatando assim essa fraqueza das 

Cartas de Shewhart. As cartas Q, em conjunto com as Cartas Z (também uma alteração às cartas 

de Shewart para produção em lotes de pequena dimensão ou produção de lotes de grande 

dimensão mas nos quais a produção ocorre muito rapidamente em termos temporais, nos quais 

os dados são suficientes para a estimação dos parâmetros do processo), surge o Controlo 
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Estatístico de “Pequenas Produções” (Short Run, na terminologia inglesa) (Pereira & Requeijo, 

2012). 

Segundo Pereira & Requeijo (2012), entende-se por “Pequena Produção” aquela em que: 

• O número de unidades produzidas, de cada vez, é reduzido (< 20), com tempo entre 

produções elevado; 

• O número de unidades produzidas é suficientemente grande (> 100), mas a produção 

ocorre rapidamente em termos temporais; 

• Produção por lotes limitados ao longo do tempo. 

À semelhança do que acontece com as cartas tradicionais, deve ser garantida a independência 

e Normalidade dos dados recolhidos. Da mesma forma que Shewhart realizava o controlo de 

variáveis e atributos nas cartas tradicionais, o mesmo é possível ser realizado em situação de 

Short Run. Para uma leitura mais completa sobre o controlo estatístico de Short Run, aconselha-

se a leitura da seguinte bibliografia: ( Wheeler, 1992; Castillo et al., 1996; Quesenberry, 1997;  

Wise & Fair, 1998; Montgomery, 2009; Pereira & Requeijo, 2012; Montgomery & Runger, 2013). 

 TIPOS DE CARTAS DE CONTROLO DE VARIÁVEIS PARA SHORT RUNS 

Existem várias Cartas de Controlo de Variáveis que podem ser utilizadas em situação de Short 

Run, podendo estas ser divididas em dois grupos relacionados com a existência ou não de dados 

suficientes para estimar os parâmetros do processo. Assim sendo, Pereira & Requeijo (2012) 

sugere a seguinte caracterização das Cartas de Controlo de variáveis, visível na Tabela 2.7. 

Tabela 2.7 - Cartas de Controlo de Variáveis para Short Runs 

 Tipo de Carta 

Dados suficientes para estimar os 
parâmetros do processo 

• Cartas D 

• Cartas Z e W 

Dados insuficientes para estimar os 
parâmetros do processo 

• Cartas Q 

• Cartas CUSUMQ ou 
EWMAQ 

Neste estudo apenas serão abordadas e utilizadas as Cartas Z e W, no caso de o número de 

dados ser suficiente para a estimação dos parâmetros do processo e as Cartas Q, caso contrário.  

 CARTAS DE CONTROLO Z E W 

As Cartas de Controlo Z e W são utilizadas para controlar estatisticamente diferentes 

características da qualidade numa única carta, independentemente do valor das variâncias dos 

diferentes processos. De forma a possibilitar que sejam estudadas várias características na 

mesma carta é realizada uma adimensionalização das estatísticas em estudo, realizando este 

procedimento para os valores da média, variância, desvio padrão ou amplitude de cada uma das 

características em análise. A grande vantagem que as cartas Z e W fornecem ao Controlo 

Estatístico do Processo corresponde ao facto de não ser necessário realizar uma carta para 
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monitorizar cada característica, mas, desta forma todas as características ficam aglomeradas em 

um único documento (duas cartas: uma para monitorizar o parâmetro de localização e outra para 

monitorizar o parâmetro da dispersão). Desta forma é aumentada a eficiência e eficácia da 

organização, conseguindo garantir a monitorização dos processos e ao mesmo tempo facilitando 

a análise para todos os intervenientes. 

As transformações efetuadas aos dados são realizadas através das estimativas dos parâmetros 

dos processos obtidos através da aplicação da Fase 1 do SPC, pelo que estas cartas são 

utilizadas, de um modo geral, na Fase 2 do Controlo Estatístico do Processo. 

Segundo Pereira & Requeijo (2012) as cartas Z e W apresentam uma grande vantagem 

relativamente às cartas de Diferenças D, uma vez podem ser representadas, na mesma carta de 

controlo, todas as estatísticas de qualquer produto (devido à transformação dos dados, 

transformando-os em valores adimensionais), pelo que, defendem que ainda que as variâncias 

dos processos não sejam significativamente diferentes, se devem utilizar as cartas Z e W em 

detrimento das cartas D. 

Relativamente aos princípios subjacentes a estas cartas, estes mantêm-se os mesmos das 

cartas de Shewhart, ou seja, a recolha de dados, frequência de amostragem adequada ao 

processo, bem como o nível de significância (α = 0,27%). Todas as regras de deteção de padrões 

não aleatórios presentes na (ISO 7870-2:2013 - Control charts — Part 2: Shewhart control charts, 

2013) são aplicáveis às cartas Z e W. 

2.3.2.1 CARTAS DA MÉDIA E AMPLITUDE 

Relativamente à característica em estudo, X, são recolhidos dados e agrupados em m amostras 

de dimensão ni. Determinam-se os respetivos valores das médias e amplitudes amostrais. Os 

valores das estatísticas Z e W, em cada instante i, são determinados com base nas seguintes 

equações. 

 (𝑍𝑖)𝑗 = [
𝑋̅𝑖 − 𝜇

𝜎𝑋̅

]
𝑗

= [
𝑋̅𝑖 − 𝜇
𝜎

√𝑛𝑖
⁄

]

𝑗

 (2.28) 

 (𝑊𝑖)𝑗 = [
𝑅𝑖

𝑑2𝜎
]
𝑗

= [
𝑅𝑖

𝑅̅
]
𝑗
 (2.29) 

Em que, 

(𝑛𝑖)𝑗  - dimensão da amostra i, para o produto j 

(𝑋̅𝑖)𝑗 - média da amostra i para o produto j 

(𝑅𝑖)𝑗 - amplitude da amostra i para o produto j 

(𝜇)𝑗 - média do processo, relativamente à característica X, para o produto j 

(𝜎)𝑗 - desvio padrão do processo, relativamente à característica X, para o produto j 

A constante 𝑑2 é calculada através da tabela do Anexo A. 
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Como referido anteriormente, as cartas Z são, geralmente, utilizadas na Fase 2 do Controlo 

Estatístico, pelo que os valores da média, μ, e desvio padrão, σ, do processo, são estimados a 

partir das cartas de controlo tradicionais, previamente construídas na Fase 1. 

Os limites de controlo e respetiva linha central das cartas Z e WR são definidos pelas seguintes 

equações. 

 

𝐿𝑆𝐶𝑍 = 3 

𝐿𝐶𝑍 = 0 

𝐿𝑆𝐶𝑍 = −3 

(2.30) 

 

 

𝐿𝑆𝐶𝑊𝑅
= 𝐷4 

𝐿𝐶𝑊𝑅
= 1 

𝐿𝑆𝐶𝑊𝑅
= 𝐷3 

(2.31) 

Os valores das constantes 𝐷3 e 𝐷4 são calculados através da tabela apresentada no Anexo A. 

Uma vez calculadas as estatísticas e limites de controlo, é altura de construir as cartas de 

controlo, que são construídas por ordem cronológica, representando os valores das variáveis 

(𝑍𝑖)𝑗 e (𝑊𝑖)𝑗 nas cartas, independentemente do produto a que se referem. Como é possível 

analisar, os limites de controlo da carta Z são independentes da dimensão da amostra, o que 

não pode ser dito em relação à carta W, pelo que, se aconselha a utilização de amostras com a 

mesma dimensão de forma a mitigar a variação dos limites de controlo na carta W (Pereira & 

Requeijo, 2012). 

2.3.2.2 CARTAS DA MÉDIA E DESVIO PADRÃO 

Estas cartas têm um procedimento de construção bastante semelhante às Cartas da média e da 

amplitude, sendo que neste caso, ao invés de se determinarem os valores de médias e 

amplitudes amostrais, determinam-se os valores de médias e desvios padrão amostrais. Desta 

forma, a estatística e os limites de controlo da variável Z são calculados de acordo com as 

equações 2.28 e 2.30, enquanto que a estatística WS e os respetivos limites de controlo e linha 

central são definidos pelas seguintes equações. 

 (𝑊𝑖)𝑗 = [
𝑆𝑖

𝑐4𝜎
]
𝑗

= [
𝑆𝑖

𝑆̅
]
𝑗

 (2.32) 

Em que, 

(𝑆𝑖)𝑗 - desvio padrão da amostra i para o produto j 

(𝑆𝑖̅)𝑗 - média dos desvios padrão amostrais para o produto j 

A constante 𝑐4 é calculada através da tabela do Anexo A. 

Todas as considerações tecidas anteriormente sobre a média e o desvio padrão do processo, 

mantém-se válidas nestas cartas, pelo que estes parâmetros se consideram estimados através 

das cartas tradicionais utilizadas na Fase 1 do SPC. 
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Os limites de controlo da carta WS são determinados por: 

 

𝐿𝑆𝐶𝑊𝑆
= 𝐵4 

𝐿𝐶𝑊𝑆
= 1 

𝐿𝑆𝐶𝑊𝑆
= 𝐵3 

(2.33) 

Os valores das constantes 𝐵3 e 𝐵4 são calculados através da tabela no Anexo A e dependem 

exclusivamente da dimensão amostral, pelo que se aconselha o uso de dimensão amostral 

constante em todos os produtos de forma a que os limites de controlo da carta WS sejam 

constantes. De igual forma às cartas da média e da amplitude, estas cartas devem ser 

construídas cronologicamente, independentemente do produto. 

2.3.2.3 CARTAS DE OBSERVAÇÕES INDIVIDUAIS E AMPLITUDE MÓVEL 

Quando não é possível recolher amostras para controlo estatístico, devido a limitações da 

produção, ou à grande diversidade de produtos, tem de recorrer-se a observações individuais. 

Neste caso, as variáveis Z e W são definidas por: 

 (𝑍𝑖)𝑗 = [
𝑋𝑖 − 𝜇

𝜎
]
𝑗
 (2.34) 

 (𝑊𝑖)𝑗 = [
𝑀𝑅𝑖

𝑑2𝜎
]
𝑗

= [
𝑀𝑅𝑖

𝑀𝑅̅̅̅̅̅
]
𝑗
 (2.35) 

Em que, 

(𝑀𝑅𝑖)𝑗 - amplitude móvel no instante i para o produto j 

(𝑀𝑅̅̅ ̅̅̅)𝑗 - média das amplitudes móveis para o produto j 

A constante 𝑐4 é calculada através da tabela do Anexo A. 

Neste caso, os limites de controlo das cartas Z e WMR são obtidos através das seguintes 

equações: 

 

𝐿𝑆𝐶𝑍 = 3 

𝐿𝐶𝑍 = 0 

𝐿𝑆𝐶𝑍 = −3 

(2.36) 

 

𝐿𝑆𝐶𝑊𝑀𝑅
= 𝐷4 

𝐿𝐶𝑊𝑀𝑅
= 1 

𝐿𝑆𝐶𝑊𝑀𝑅
= 𝐷3 

(2.37) 

 

As constantes 𝐷3 e 𝐷4 é calculada através da tabela do Anexo A. 

Uma vez que as constantes utilizadas dependem da dimensão da amostra (neste caso 

dependem do número de observações individuais utilizadas para a criação da estatística MR), é 

possível que os limites da carta W sejam variáveis. Desta forma, e de acordo com o que se 
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pratica no panorama industrial, utilizam-se duas observações individuais para a determinação da 

amplitude móvel. 

 CAPACIDADE DO PROCESSO (NAS CARTAS Z) 

A análise da capacidade do processo tem como intuito principal compreender se o processo em 

estudo tem robustez para produzir continuamente segundo uma especificação pré-definida. Uma 

vez que as cartas Z se aplicam, na generalidade dos casos, à Fase 2 do SPC, está garantido 

que os processos estejam sob controlo estatístico, pelo que nesta faze se fará a monitorização 

do processo. Quando se estudam “pequenas produções”, a análise da capacidade do processo 

torna-se mais ambígua, uma vez que se torna necessário estudar a capacidade do processo em 

tempo real, à medida que estão a ser recolhidos os dados. Desta forma Pereira & Requeijo (2012) 

sugere a utilização de dois índices, designados por ZI e ZS, que são calculados em todos os 

instantes em que são recolhidos dados e representados na carta Z. Estes índices representam 

uma transformação dos índices (𝐶𝑝𝑘)𝑠
 e (𝐶𝑝𝑘)𝐼

. Um processo bilateral é considerado capaz de 

produzir consistentemente segundo as especificações pré-definidas se: 

 

(𝑍𝐼)𝑗 = (
𝐿𝐼𝐸 − 𝜇

𝑘 𝜎
)
𝑗
≤ −3 

(𝑍𝑆)𝑗 = (
𝐿𝑆𝐸 − 𝜇

𝑘 𝜎
)
𝑗
≥ 3 

(2.38) 

No caso de o processo apenas possuir especificação unilateral, o critério de decisão passa a 

corresponder exclusivamente ao índice de capacidade respetivo (apenas limite de especificação 

unilateral inferior utiliza apenas (𝑍𝐼)𝑗, e limite de especificação unilateral superior utiliza apenas 

(𝑍𝑆)𝑗). 

Em relação à constante 𝑘, Pereira & Requeijo (2012) defende que se deve utilizar 𝑘 = 1,33 para 

especificações bilaterais e 𝑘 = 1,25 para especificações unilaterais. 

As estimativas, em cada instante, dos índices de capacidade, são obtidas através das estimativas 

dos parâmetros do processo nesse mesmo instante, sendo que o valor dos parâmetros 

estimados (𝜇̂)𝑗 e (𝜎̂)𝑗 sofre um processo de constante atualização, à medida que são recolhidos 

novos dados produtivos. Assim sendo, os índices, calculados em cada instante r, são calculados 

de acordo com as seguintes equações: 

 

(𝑍̂𝐼)𝑗 = (
𝐿𝐼𝐸 − 𝜇̂𝑟

𝑘 𝜎̂𝑟

) 

(𝑍̂𝑆)𝑗 = (
𝐿𝑆𝐸 − 𝜇̂𝑟

𝑘 𝜎̂𝑟

) 

(2.39) 

As estimativas dos parâmetros do processo dependem das cartas que são utilizadas, sendo que 

de seguida são apresentados os cálculos para todas as cartas apresentadas. 

 𝜇̂𝑟 = 𝑋̿𝑟 (𝑎𝑚𝑜𝑠𝑡𝑟𝑎𝑠) 𝑂𝑈 𝜇̂𝑟 = 𝑋̅𝑟 (𝑂𝑏𝑠. 𝐼𝑛𝑑𝑖𝑣𝑖𝑑𝑢𝑎𝑖𝑠) (2.40) 

 𝜎̂𝑟 =
𝑆𝑟̅

𝑐4

 𝑂𝑈 𝜎̂𝑟 =
𝑅̅𝑟

𝑑2

 𝑂𝑈 𝜎̂𝑟 =
𝑀𝑅̅̅̅̅̅

𝑟

𝑑2

 (2.41) 
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Em que, 

 𝑋̿𝑟 =
1

𝑟
((𝑟 − 1)𝑋̿𝑟−1 + 𝑋̅𝑟) , 𝑟 = 2, 3, … (2.42) 

 𝑋̅𝑟 =
1

𝑟
((𝑟 − 1)𝑋̅𝑟−1 + 𝑋𝑟), 𝑟 = 2, 3, … (2.43) 

 
𝑆𝑟̅ =

1

𝑟
((𝑟 − 1)𝑆𝑟̅−1 + 𝑆𝑟), 𝑟 = 2, 3, … 

(2.44) 

 
𝑅̅𝑟 =

1

𝑟
((𝑟 − 1)𝑅̅𝑟−1 + 𝑅𝑟), 𝑟 = 2, 3, … 

(2.45) 

 
𝑀𝑅̅̅̅̅̅

𝑟 =
1

𝑟
((𝑟 − 1)𝑀𝑅̅̅ ̅̅̅

𝑟−1 + 𝑀𝑅𝑟), 𝑟 = 2, 3, … 
(2.46) 

Uma particularidade destes índices corresponde à possibilidade de perceber se os processos, 

para além de terem capacidade, se estão centrados com a especificação técnica, tal acontece 

quando (𝑍𝐼)𝑗 e (𝑍𝑆)𝑗 são simétricos. 

Quando são detetadas causas especiais de variação, não são calculados os índices de 

capacidade, nem são utilizados os valores recolhidos para realizar a estimação dos parâmetros 

do processo, uma vez que foram esses os dados que contribuíram para a causa especial e se 

fossem utilizados, poderiam enviesar de forma significativa as estimativas dos parâmetros do 

processo. 

 CARTAS DE CONTROLO Q 

A forte evolução industrial que se tem vindo a desenvolver ao longo das décadas teve impacto 

tanto na forma como as empresas e organizações planeiam o controlo da qualidade bem como 

na exigência da sociedade como clientes. Cada vez mais as organizações têm de garantir que 

cada cliente tem exatamente o produto que procura, uma vez que a feroz competição industrial 

significa que cada vez existem mais alternativas entre as quais os clientes podem escolher. Desta 

forma, muitas vezes e cada vez mais, as organizações efetuam as produções em pequenos 

lotes, ou até mesmo, em certos casos, em produção unitária, o que, para o Controlo Estatístico 

do Processo, é um problema, uma vez que desta forma pode não ser possível estimar os 

parâmetros do processo, que, por sua vez, inviabiliza a utilização de cartas Z e W (e das 

tradicionais cartas de Shewhart). 

Atento aos desenvolvimentos da indústria e verificando uma clara inviabilidade nos métodos de 

SPC desenvolvidos até então, Quesenberry (1997) desenvolve uma nova metodologia que 

consiste na transformação das estatísticas referentes a uma característica da qualidade X em 

variáveis Q. Esta transformação garante que a variável Q segue aproximadamente a distribuição 

Normal reduzida (média zero e variância unitária). Uma das condições de aplicabilidade desta 

metodologia é que os dados referentes à característica da qualidade X sejam independentes e 

identicamente distribuídos de acordo com uma distribuição Normal, 𝑋~𝑁(𝜇; 𝜎2). 

Uma vez que não é possível realizar uma estimativa dos parâmetros do processo anteriormente 

ao início do estudo, com a aplicação desta metodologia está a ser realizada, em simultâneo a 

estimação dos parâmetros, bem como a monitorização do processo. 
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2.3.4.1 CARTAS Q PARA A MÉDIA E VARIÂNCIA 

Quando, apesar de não existirem dados suficientes para estimação dos parâmetros do processo, 

os dados recolhidos correspondem a amostras de dimensão igual ou superior a dois, são 

utilizadas as cartas 𝑄(𝑋̅) e 𝑄(𝑆2). Desta forma, define-se, através da média amostral, a 

estatística 𝑄(𝑋̅), definida pela seguinte equação: 

 𝑄𝑖(𝑋̅𝑖) = Φ−1 (𝐺𝑛1+⋯+𝑛𝑖−1
(𝜔𝑖)) = Φ−1 (𝐺𝑣1+⋯+𝑣𝑖

(𝜔𝑖)) , 𝑖 = 2, 3, … (2.47) 

Em que 𝑣𝑖 = 𝑛𝑖 − 1. 

A construção da Carta 𝑄(𝑋̅) é construída através do par (𝑖, 𝑄𝑖(𝑋̅𝑖)).  

O controlo do parâmetro de dispersão é realizado através da carta 𝑄(𝑆2), cuja estatística se 

baseia nas variâncias amostrais e é calculada segundo a seguinte equação. 

 𝑄𝑖(𝑆
2
𝑖) = Φ−1 (𝐹𝑛𝑖−1;𝑛1+⋯+𝑛𝑖

(𝜃𝑖)) = Φ−1 (𝐹𝑣1+⋯+𝑣𝑖−1
(𝜃𝑖)) , 𝑖 = 2, 3, … (2.48) 

Em que 𝑣𝑖 = 𝑛𝑖 − 1. 

2.3.4.2 CARTAS Q PARA OBSERVAÇÕES INDIVIDUAIS E AMPLITUDES MÓVEIS 

 𝑄𝑟(𝑋𝑟) =  Փ−1 [𝐺𝑟−2 (√
𝑟 − 1

𝑟
(
𝑋𝑟 − 𝑋̅𝑟−1

𝑆𝑟−1

))] , 𝑟 =  3,4,5,⋯ (2.49) 

 𝑄𝑟(𝑀𝑅𝑟) =  Փ−1 [𝐹1;𝜈 (
𝜈𝑀𝑅𝑟

2

𝑀𝑅2
2 + 𝑀𝑅4

2 + ⋯+ 𝑀𝑅𝑟−2
2)] , 𝑟 =  4, 6,⋯ (2.50) 

 𝜈 =
𝑟

2
− 1 (2.51) 

 𝑀𝑅𝑖 = |𝑋𝑖−1 − 𝑋𝑖| (2.52) 

 CAPACIDADE DO PROCESSO (NAS CARTAS Q) 

À semelhança do que foi dito acerca do estudo de capacidade do processo das cartas Z, nas 

cartas Q os índices de capacidade também são determinados através de uma transformação do 

índice de capacidade tradicional 𝐶𝑝𝑘. Nas cartas Q o estudo da capacidade é realizado em tempo 

real, de forma a detetar o mais rapidamente possível quaisquer faltas de capacidade que possam 

colocar em risco a habilidade do processo produzir consistentemente produto conforme. 

De forma a determinar a capacidade do processo, surgem então os índices 𝑄𝐼 e 𝑄𝑆, que são 

calculados e é verificada a capacidade do processo, segundo as seguintes equações. 

 (𝑄𝐼)𝑗 = (
𝐿𝐼𝐸 − 𝜇

𝑘 𝜎
)
𝑗
≤ −3 (2.53) 

 (𝑄𝑆)𝑗 = (
𝐿𝑆𝐸 − 𝜇

𝑘 𝜎
)
𝑗
≥ 3 (2.54) 
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A constante k utilizada corresponde a 1,33 no caso de especificações bilaterais e 1,25 para 

especificações unilaterais. As restantes considerações relativamente aos índices de capacidade 

apresentados na secção 2.2.11 permanecem válidas para os índices de capacidade Q. 

Como foi exposto anteriormente, os índices de capacidade são calculados em tempo real, em 

cada instante que são recolhidos dados, pelo que, naturalmente, as estimativas dos parâmetros 

do processo também vão sendo atualizadas sempre que são recolhidos dados. É importante 

notar que no caso dos dados recolhidos não se encontrarem dentro dos limites de controlo do 

processo, então esses dados não serão utilizados nas estimativas dos parâmetros uma vez que 

estariam a enviesar e trazer erro para o controlo estatístico. Deste modo, os valores dos índices 

de capacidade, estimados em cada instante j, são dados pelas seguintes equações. 

 (𝑄̂𝐼)𝑗 = (
𝐿𝐼𝐸 − 𝜇̂𝑟

𝑘 𝜎̂𝑟

)
𝑗

 (2.55) 

 (𝑄̂𝑆)𝑗 = (
𝐿𝑆𝐸 − 𝜇̂𝑟

𝑘 𝜎̂𝑟

)
𝑗

 (2.56) 

As estimativas dos parâmetros do processo, são calculadas através das seguintes equações. 

 𝜇̂𝑟 = 𝑋̿𝑟 (𝑎𝑚𝑜𝑠𝑡𝑟𝑎𝑠) 𝑂𝑈 𝜇̂𝑟 = 𝑋̅𝑟 (𝑂𝑏𝑠. 𝐼𝑛𝑑𝑖𝑣𝑖𝑑𝑢𝑎𝑖𝑠) (2.57) 

 𝜎̂𝑟 =
𝑆𝑝,𝑟

𝑐4

  (𝑎𝑚𝑜𝑠𝑡𝑟𝑎𝑠) 𝑂𝑈  𝜎̂𝑟 =
𝑆𝑟

𝑐4

 (𝑂𝑏𝑠. 𝐼𝑛𝑑𝑖𝑣𝑖𝑑𝑢𝑎𝑖𝑠) (2.58) 

Em que, 

 𝑋̿𝑟 =
1

𝑟
((𝑟 − 1)𝑋̿𝑟−1 + 𝑋̅𝑟) , 𝑟 = 2, 3, … (2.59) 

 
𝑋̅𝑟 =

1

𝑟
((𝑟 − 1)𝑋̅𝑟−1 + 𝑋𝑟), 𝑟 = 2, 3, … 

(2.60) 

 

𝑆𝑝,𝑟 = √
(𝑛1 − 1)𝑆1

2 + ⋯+ (𝑛𝑖 − 1)𝑆𝑖
2

𝑛1 + ⋯+ 𝑛𝑖 − 1
 

(2.61) 

 

𝑆𝑟 = √(
𝑟 − 2

𝑟 − 1
) 𝑆𝑟−1

2 +
1

𝑟
(𝑋𝑟 − 𝑋̅𝑟−1)

2, 𝑟 = 2, 3, … 

(2.62) 

A constante 𝑐4 é calculada com base na tabela presente no Anexo A. Ao contrário do que 

acontece com as cartas Z, quando um processo não apresenta capacidade procede-se ao 

reinício do estudo, enquanto que nas cartas Z apenas se agia sobre o processo e se ignoravam 

esses dados para a realização das estatísticas dos parâmetros do processo. 

2.4 CONTROLO ESTATÍSTICO MULTIVARIADO DO PROCESSO 

As cartas de controlo multivariadas correspondem a outro desenvolvimento na temática do SPC, 

que vêm colmatar uma das fragilidades do SPC univariado (Cartas de Shewhart, Cartas de 

Controlo Especiais e Controlo Estatístico de “Pequenas Produções”) que corresponde ao facto 

destas cartas de controlo apenas permitirem analisar uma característica da qualidade. 
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Através do SPC multivariado (MSPC) é possível monitorizar e controlar várias (p) características 

da qualidade em simultâneo. Este desenvolvimento torna o SPC uma ferramenta mais complexa, 

mas mais robusta para o mercado industrial, sendo a sua utilização facilitada pelo poder 

computacional que existe atualmente à disposição das organizações. 

Como referido anteriormente, na exposição do Controlo Estatístico tradicional, quando se estuda 

uma característica da qualidade, existe uma probabilidade de 0,27% de existirem falsos alarmes, 

o mesmo significa que existe uma probabilidade de 0,27% de um ponto estar fora dos limites de 

controlo, valor ao qual se atribui a designação de risco do tipo I, ou α. Quando um processo está 

controlado estatisticamente, mas estão a ser controladas duas características da qualidade, o 

risco do tipo I, ou seja, o risco de, simultaneamente, as variáveis se encontrarem fora dos limites 

de controlo é de (1- (1-0,0027)(1-0,0027) = 0,0054, ou seja 0,54%, valor este superior ao risco 

do tipo I em SPC univariado. 

Consoante o número de características em estudo (p) vai aumentando, o valor de α vai sendo 

alterado, podendo, então, ser calculado em função do risco do tipo I de cada característica 𝛼𝑖: 

𝛼 = 𝑃(𝑒𝑟𝑟𝑜 𝑑𝑜 𝑡𝑖𝑝𝑜 𝐼) = 1 − ∏(1 − 𝛼𝑖)

𝑝

𝑖=1

 

A probabilidade de todos os pontos das p características pertencerem, em simultâneo, ao 

intervalo definido pelos limites de controlo é dada por: 

𝑃 = 𝑃(𝑝 𝑝𝑜𝑛𝑡𝑜𝑠 𝑑𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜 𝑑𝑜𝑠 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑜𝑙𝑜) = ∏(1 − 𝛼𝑖)

𝑝

𝑖=1

 

À semelhança do que é realizado no SPC univariado, tembém no MSPC se distinguem duas 

fases distintas: a Fase 1, onde se realiza um estudo retrospetivo do processo e se procede à 

estimativa dos parâmetros do processo; e a Fase 2, onde ocorre a monitorização, em tempo real, 

do processo em estudo. 

 CARTAS DE CONTROLO MULTIVARIADAS TRADICIONAIS 

O Controlo Estatístico Multivariado foi introduzido pela primeira vez por Alt (1985), tendo-se 

baseado no conceito da estatística T2 desenvolvida por Hotelling (1947).De forma análoga ao 

controlo estatístico univariado, o MSPC também se pode dividir em duas fases, a Fase 1 e a 

Fase 2. Na Fase 1 são recolhidos dados referentes às características da qualidade em estudo. 

Segundo Pereira & Requeijo (2012) devem ser recolhidos em simultâneo pelo menos 100 

medições por cada característica em estudo. Através destes dados é possível proceder à 

estimativa dos parâmetros do processo, ou seja, o vetor média e a matriz das covariâncias do 

processo. Posteriormente, é implementada a Fase 2 do MSPC, no qual se procede, em tempo 

real, à monitorização do processo, com base nos parâmetros estimados na Fase 1. Após 

recolhidas amostras suficientes (m) que pertençam ao intervalo definido pela equação 2.63, 

inicia-se o controlo estatístico através de uma nova carta, a carta 𝜒2 (Pereira & Requeijo, 2012). 
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800𝑝

3(𝑛 − 1)
≤ 𝑚 ≤

400𝑝

𝑛 − 1
 (2.63) 

A metodologia a seguir quando se pretende implementar o MSPC encontra-se explicada, 

sinteticamente no seguinte fluxograma: 

 

Figura 2.5 - Metodologia para implementação do Controlo Estatístico Multivariado do Processo (MSPC) 

A aplicação destas cartas de controlo pressupõe os princípios de aleatoriedade, independência 

e Normalidade dos dados recolhidos, conceitos e técnicas a utilizar abordados na secção 2.2.4. 

Pressupõe-se ainda que a distribuição das p características em estudo seja modelada por uma 

distribuição Normal multivariada Np (μ, Σ), com o vetor média μT = (μ1, μ2, … , μp) e a matriz das 

covariâncias Σ. 

 TIPOS DE CARTAS DE CONTROLO 

2.4.2.1 AMOSTRAS 

Fase 1 – Carta T2 

Na Fase 1 da implementação da carta multivariada T2, procede-se à recolha de m amostras de 

dimensão n, para cada uma das p características da qualidade em estudo. As médias, variâncias 
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e covariâncias amostrais são calculadas com base nas observações individuais 𝑋𝑖𝑗𝑘  (𝑖 =

1, 2, … , 𝑛; 𝑗 = 1, 2, … , 𝑝; 𝑘 = 1, 2, … ,𝑚), sendo calculadas através das seguintes equações: 

 𝑋̅𝑗𝑘 =
1

𝑛
∑ 𝑋𝑖𝑗𝑘

𝑛

𝑖=1

 (2.64) 

 
𝑆2

𝑗𝑘 =
1

𝑛 − 1
∑(𝑋𝑖𝑗𝑘 − 𝑋̅𝑗𝑘)

2
𝑛

𝑖=1

 
(2.65) 

 
𝑆𝑗ℎ𝑘 =

1

𝑛 − 1
∑(𝑋𝑖𝑗𝑘 − 𝑋̅𝑗𝑘)(𝑋𝑖ℎ𝑘 − 𝑋̅ℎ𝑘)

𝑛

𝑖=1

; 𝑗 ≠ ℎ 
(2.66) 

De forma a calcular o vetor média (𝑿̿) e a matriz das covariâncias (S) procede-se ao cálculo das 

médias amostrais, variâncias e covariâncias amostrais, respetivamente, através das seguintes 

expressões: 

 𝑋̿𝑗 =
1

𝑚
∑ 𝑋̅𝑗𝑘

𝑚

𝑘=1

 (2.67) 

 
𝑆𝑗̅𝑗 = 𝑆̅2

𝑗 =
1

𝑚
∑ 𝑆2

𝑗𝑘

𝑚

𝑘=1

 
(2.68) 

 
𝑆𝑗̅ℎ =

1

𝑚
∑ 𝑆𝑗ℎ𝑘

𝑚

𝑘=1

; 𝑗 ≠ ℎ 
(2.69) 

Assim, torna-se possível determinar o vetor média e a matriz das covariâncias, que são definidos 

por: 

 𝐗 = (𝑋̿1, 𝑋̿2, … , 𝑋̿𝑝)
𝑇
 (2.70) 

 𝐒 = [

𝑆1̅1 ⋯ 𝑆1̅𝑝

⋮ ⋱ ⋮
𝑆𝑝̅1 ⋯ 𝑆𝑝̅𝑝

] (2.71) 

O vetor 𝐗𝑘 é determinado pelas médias das p características da amostra k: 

 𝐗𝑘 = (𝑋̅1𝑘 , 𝑋̅2𝑘, … , 𝑋̅𝑝𝑘)
𝑇
 (2.72) 

Em cada instante k, a estatística que será controlada e representada graficamente na carta de 

controlo é denominada de Hotelling T2 e é definida através da seguinte expressão: 

 (𝑇2)𝑘 = 𝑛(𝐗̅𝑘 − 𝐗)
𝑇
𝐒−1(𝐗𝑘 − 𝐗̿) (2.73) 

De forma a representar graficamente a carta de controlo T2, é necessário definir os limites de 

controlo, os quais são calculados através das seguintes expressões: 

 𝐿𝑆𝐶𝑇2 =
𝑝(𝑚 − 1)(𝑛 − 1)

𝑚𝑛 − 𝑚 − 𝑝 + 1
𝐹𝛼;𝑝,𝑚𝑛−𝑚−𝑝+1 (2.74) 

 𝐿𝐼𝐶𝑇2 = 0 (2.75) 

Deteta-se uma causa especial de variação sempre que o valor, no instante k, da estatística T2 

seja superior ao limite superior de controlo da carta. Sempre que seja detetada uma causa 

especial de variação, as amostras relativamente aos pontos fora dos limites são retiradas da 
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carta, recalculando-se os valores de 𝐗 e 𝐒. Quando todos os pontos fora dos limites de controlo 

forem retirados da carta T2, considera-se que o processo se encontra sob controlo estatístico, 

podendo nesta altura ser realizada a estimativa dos parâmetros do processo, sendo 𝐗 o 

estimador de μ e S o estimador de Σ. 

Fase 2 – Carta T2 

Nesta fase, considera-se que o processo está sob controlo estatístico, pelo que, a partir deste 

momento será realizado o controlo do processo em tempo real, a partir dos dados provenientes 

da Fase 1, sendo T2 a estatística utilizada e sendo esta calculada segundo a equação 2.73. Nesta 

carta os limites de controlo são determinados através das seguintes expressões: 

 𝐿𝑆𝐶𝑇2 =
𝑝(𝑚 + 1)(𝑛 − 1)

𝑚𝑛 − 𝑚 − 𝑝 + 1
𝐹𝛼;𝑝,𝑚𝑛−𝑚−𝑝+1 (2.76) 

 𝐿𝐼𝐶𝑇2 = 0 (2.77) 

A deteção de causas especiais de variação é realizada de forma análoga à utilizada na Fase 1. 

Sempre que seja detetada uma causa especial de variação, deve ser identificada a variável (ou 

variáveis ou covariância entre variáveis) responsável por essa situação, procedendo-se de 

seguida à tomada de ações corretivas no processo 

Fase 2 – Carta 𝝌𝟐 

Quando o processo permanece sob controlo estatístico durante um longo período de tempo, 

pode considerar-se que este tem vindo a demonstrar garantias de estar sob controlo estatístico. 

Nesse caso, os parâmetros μ e Σ são dados como conhecidos e estáveis. Deste modo, o controlo 

estatístico pode passar a ser representado através da estatística 𝜒2, que é calculada, em cada 

instante k, através da seguinte equação: 

 (𝜒2)𝑘 = 𝑛(𝐗𝑘 − 𝛍)𝑇𝚺−1(𝐗𝑘 − 𝛍) (2.78) 

Os limites de controlo desta carta são dados por: 

 
𝐿𝑆𝐶𝑇2 = 𝜒𝛼;𝑝

2  

𝐿𝐼𝐶𝑇2 = 0    
(2.79) 

De forma semelhante ao que ocorre na Fase 2 da Carta T2, sempre que é detetada uma situação 

de causa especial de variação, ou seja, falta de controlo estatístico, deve ser identificada a 

variável (ou variáveis, ou covariância entre variáveis) responsável por essa causa especial, de 

modo a serem tomadas medidas corretivas no processo. 

2.4.2.2 OBSERVAÇÕES INDIVIDUAIS 

Fase 1 – Carta T2 

Na Fase 1 da implementação da carta multivariada T2, procede-se à recolha de m observações 

individuais, para cada uma das p características da qualidade em estudo. As médias, variâncias 

e covariâncias são calculadas com base nas observações individuais 𝑋𝑗𝑘  (𝑗 = 1, 2, … , 𝑝; 𝑘 =

1, 2, … ,𝑚), sendo calculadas através das seguintes equações: 
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 𝑋̅𝑗 =
1

𝑚
∑𝑋𝑗𝑘

𝑛

k=1

 (2.80) 

 
𝑆2

𝑗 =
1

m − 1
∑(𝑋𝑗𝑘 − 𝑋̅𝑗)

2
𝑛

k=1

 
(2.81) 

 
𝑆𝑗ℎ =

1

m − 1
∑(𝑋𝑗𝑘 − 𝑋̅𝑗)(𝑋ℎ𝑘 − 𝑋̅ℎ)

𝑛

k=1

; 𝑗 ≠ ℎ 
(2.82) 

De forma, tem-se que o vetor média (𝑿̅) e a matriz das covariâncias (S), são dados por: 

 𝐗̅ =

[
 
 
 
𝑋̅1

𝑋̅2

…
𝑋̅𝑝]

 
 
 

 (2.83) 

 

𝑺 = [

𝑆11 ⋯ 𝑆1𝑝

⋮ ⋱ ⋮
𝑆𝑝1 ⋯ 𝑆𝑝𝑝

] 

(2.84) 

O vetor 𝐗𝑘 é determinado pelas observações das p características no instante k: 

 𝐗𝑘 = (𝑋1𝑘 , 𝑋2𝑘, … , 𝑋𝑝𝑘)
𝑇
 (2.85) 

Em cada instante k, a estatística que será controlada e representada graficamente na carta de 

controlo é denominada de Hotelling T2 e é definida através da seguinte expressão: 

 (𝑇2)𝑘 = 𝑛(𝐗𝑘 − 𝐗)𝑇𝐒−1(𝐗𝑘 − 𝐗̅) (2.86) 

De forma a representar graficamente a carta de controlo T2, é necessário definir os limites de 

controlo, os quais são calculados através das seguintes expressões: 

 𝐿𝑆𝐶𝑇2 =
(𝑚 − 1)

𝑚
𝛽

𝛼;
𝑝

2⁄ ,
m−𝑝−1

2⁄
 (2.87) 

 𝐿𝐼𝐶𝑇2 = 0 (2.88) 

Deteta-se uma causa especial de variação sempre que o valor, no instante k, da estatística T2 

seja superior ao limite superior de controlo da carta. Sempre que seja detetada uma causa 

especial de variação, as observações relativas aos pontos fora dos limites são retiradas da carta, 

recalculando-se os valores de 𝐗 e 𝐒. Quando todos os pontos fora dos limites de controlo forem 

retirados da carta T2, considera-se que o processo se encontra sob controlo estatístico, podendo 

nesta altura ser realizada a estimativa dos parâmetros do processo, sendo 𝐗 o estimador de μ e 

S o estimador de Σ. 

Fase 2 – Carta T2 

Nesta fase, considera-se que o processo está sob controlo estatístico, pelo que, a partir deste 

momento será realizado o controlo do processo em tempo real, a partir dos dados provenientes 

da Fase 1, sendo T2 a estatística utilizada e sendo esta calculada segundo a equação 2.86. Nesta 

carta os limites de controlo são determinados através das seguintes expressões: 

 𝐿𝑆𝐶𝑇2 =
𝑝(𝑚 + 1)(m − 1)

𝑚(𝑚 − 𝑝)
𝐹𝛼;𝑝,𝑚−𝑝 (2.89) 
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 𝐿𝐼𝐶𝑇2 = 0 (2.90) 

A deteção de causas especiais de variação é realizada de forma análoga à utilizada na Fase 1. 

Sempre que seja detetada uma causa especial de variação, deve ser identificada a variável (ou 

variáveis ou covariância entre variáveis) responsável por essa situação, procedendo-se de 

seguida à tomada de ações corretivas no processo 

Fase 2 – Carta 𝝌𝟐 

Quando o processo permanece sob controlo estatístico durante um longo período de tempo, 

pode considerar-se que este tem vindo a demonstrar garantias de estar sob controlo estatístico. 

Nesse caso, os parâmetros μ e Σ são dados como conhecidos e estáveis. Deste modo, o controlo 

estatístico pode passar a ser representado através da estatística 𝜒2, que é calculada, em cada 

instante k, através da seguinte equação: 

 (𝜒2)𝑘 = 𝑛(𝐗𝑘 − 𝛍)𝑇𝚺−1(𝐗𝑘 − 𝛍) (2.91) 

Os limites de controlo desta carta são dados por: 

 
𝐿𝑆𝐶𝑇2 = 𝜒𝛼;𝑝

2  

𝐿𝐼𝐶𝑇2 = 0    
(2.92) 

De forma semelhante ao que ocorre na Fase 2 da Carta T2, sempre que é detetada uma situação 

de causa especial de variação, ou seja, falta de controlo estatístico, deve ser identificada a 

variável (ou variáveis, ou covariância entre variáveis) responsável por essa causa especial, de 

modo a serem tomadas medidas corretivas no processo. 

 INTERPRETAÇÃO DE CAUSAS ESPECIAIS DE VARIAÇÃO 

Analogamente ao que acontece no estudo univariado, é detetada uma causa especial de 

variação sempre que o valor da estatística em estudo se situa, num determinado instante, fora 

dos limites de controlo. Mas, ao contrário do estudo univariado, quando se estudam várias 

características em simultâneo, a causa especial de variação pode estar associada a uma ou mais 

variáveis ou à alteração da correlação entre duas ou mais variáveis, pelo que, de forma a tomar 

ações corretivas no processo, é necessário compreender o que está a causar a causa especial 

de variação. 

Existem diversos métodos utilizados para interpretar, nas cartas multivariadas, quais as variáveis 

ou alterações nas correlações entre variáveis, dos quais se destacam:  

• Utilização de gráficos com limites de controlo baseados nas desigualdades de 

Bonferroni, utilizados para reduzir o número de falsos alarmes (Alt, 1985);  

• Decomposição da estatística em estudo em componentes principais (Jackson, 1980); 

• Decomposição da estatística em estudo em componentes ortogonais (Mason et al., 

1997); 

• Estatística d (Runger et al., 1996; Montgomery, 2009); 

• Cartas univariadas com limites de diagnóstico (Nedumaran & Jr, 1998); 

• Método do Ponto Crítico (Hayter & Tsui, 1994); 
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 CAPACIDADE MULTIVARIADA DO PROCESSO 

2.4.4.1 ÍNDICES DE CAPACIDADE PARA PROCESSOS COM ESPECIFICAÇÕES 

TÉCNICAS BILATERAIS 

Depois de garantida a estabilidade do processo, deve proceder-se ao estudo da capacidade do 

processo produzir, de forma consistente, dentro dos limites de especificação. 

Diversos estudos explicitam diversos índices de capacidade para o estudo da capacidade 

multivariada do processo, sendo que, os estudos de Shahriari et al. (1995) sugerem o estudo de 

um vetor composto por três índices de capacidade (CpM, PV, LI). 

Nesta abordagem, o índice CpM compara os volumes das regiões correspondentes à 

especificação e ao processo, tendo um comportamento semelhante ao índice de capacidade 

potencial univariado Cp. 

O índice PV compara a localização do vetor média do processo, μ, com a localização do vetor T 

dos valores nominais de especificação. 

Por último, o vetor LI analisa a localização das regiões definidas pela especificação e pelo 

processo, verificando se a região do processo está completamente contida na região de 

especificação, condição necessária para considerar o processo capaz. 

O índice CpM é definido por: 

 𝐶𝑝𝑀 = (
𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒 𝑑𝑎 𝑟𝑒𝑔𝑖ã𝑜 𝑟𝑒𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑡𝑒 à 𝑒𝑠𝑝𝑒𝑐𝑖𝑓𝑖𝑐𝑎çã𝑜

𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒 𝑚𝑜𝑑𝑖𝑓𝑖𝑐𝑎𝑑𝑜 𝑟𝑒𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑎𝑜 𝑝𝑟𝑜𝑐𝑒𝑠𝑠𝑜
)

1
𝑝

 (2.93) 

A especificação técnica é definida por uma região p-retangular, ou seja, no caso de p=2, essa 

região é um retângulo, para p=3, essa região é um prisma, e para p>3, um p-retângulo. De uma 

forma análoga, a região referente ao processo, corresponde a um p-elipsoide, desde que o 

processo multivariado seja considerado Normal estatisticamente Np(μ,Σ). O denominador deste 

índice corresponde ao volume modificado da região referente ao processo, o que corresponde 

ao menor p-retângulo que contenha o p-elipsoide do processo. A Figura 2.6 permite visualizar 

um exemplo gráfico das áreas correspondentes para p=2, ou seja, para o controlo simultâneo de 

duas características da qualidade.  

 

Figura 2.6 - Exemplo do cálculo de áreas para estudo da capacidade multivariada do processo 
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Desenvolvendo a expressão anterior para o índice, e considerando os limites do processo (LIP 

e LSP), bem como os limites de especificação do processo (LIE e LSE), obtém-se a seguinte 

expressão: 

 𝐶𝑝𝑀 = (
∑ (𝐿𝑆𝐸𝑖 − 𝐿𝐼𝐸𝑖)

𝑝
𝑖=1

∑ (𝐿𝑆𝑃𝑖 − 𝐿𝐼𝑃𝑖)
𝑝
𝑖=1

)

1
𝑝

 (2.94) 

Em que, 

 𝐿𝑆𝑃𝑖 = 𝜇𝑖 + √
𝜒2

𝛼;𝑝𝑑𝑒𝑡(𝚺𝑖
−1)

𝑑𝑒𝑡(𝚺𝑖
−1)

;      𝑖 = 1, 2, … , 𝑝 (2.95) 

 𝐿𝐼𝑃𝑖 = 𝜇𝑖 − √
𝜒2

𝛼;𝑝𝑑𝑒𝑡(𝚺𝑖
−1)

𝑑𝑒𝑡(𝚺𝑖
−1)

;      𝑖 = 1, 2, … , 𝑝 (2.96) 

 

Nas equações anteriores considera-se: 

Ʃ  - matriz das covariâncias 

𝚺𝑖  - matriz das covariâncias desprezando a coluna i e linha i da matriz Ʃ 

𝑑𝑒𝑡(𝚺𝑖
−1) - determinante da matriz inversa de 𝚺𝑖 

𝜒2
𝛼;𝑝  - percentil à direita, para uma probabilidade α, da distribuição 𝜒2 com p graus de 

liberdade 

Para processos em que todas as características apresentem especificações bilaterais, 

considera-se CpM > 1,33 uma condição necessária (mas não suficiente) para garantir a 

capacidade de um processo multivariado. 

O índice PV baseia-se no facto do centro da especificação técnica (vetor T) ser considerado o 

alvo para o centro do processo, sendo então desejável que a média do processo (vetor μ) se 

encontre tão próximo quanto possível desse vetor. Este índice é calculado segundo a seguinte 

equação: 

 𝑃𝑉 = 𝑃 (𝑇2 >
𝑝(𝑁 − 1)

𝑁 − 𝑝
. 𝐹𝑝,𝑁−𝑝) (2.97) 

Onde a estatística T2 é calculada com base nas estimativas do vetor média (𝛍̂), da matriz das 

covariâncias (𝚺̂) e ainda no vetor T que caracteriza a especificação técnica, da seguinte forma: 

 𝑇2 = 𝑛(𝝁̂ − 𝑻)′𝜮−1(𝝁̂ − 𝑻) = 𝑛(𝑿̅̅ − 𝑻)
′
𝑆−1(𝑿̅̅ − 𝑻) (2.98) 

Uma vez que o índice PV fornece informação sobre a centralidade do processo, considera-se 

que o processo está centrado se PV for aproximadamente igual a um (correspondendo esse 

valor ao percentil à direita da distribuição de Fisher). 

O índice LI é um índice binário que analisa se existe alguma região do processo que não esteja 

contida na região de especificação do processo, sendo definido por: 
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𝐿𝐼 = {
1 , se a região modificada do processo está contida na especificação

0, caso contrário                                                                                                 
 

Concluindo, um processo em que estejam a ser controladas várias características da qualidade 

em simultâneo, considera-se capaz quando se verificam, em simultâneo, as seguintes condições: 

𝐶𝑝𝑀 > 1,33 ∩ 𝑃𝑉 ≅ 1 ∩ 𝐿𝐼 = 1 

2.4.4.2 ÍNDICES DE CAPACIDADE PARA PROCESSOS COM ESPECIFICAÇÕES 

TÉCNICAS UNILATERAIS 

De forma a analisar a capacidade do processo de processos com especificações técnicas 

unilaterais, Perakis & Xekalaki (2012) sugerem a utilização das equações 2.99 e 2.100, 

respetivamente, quando se desejam valores tanto-maiores ou tanto menores quanto possível e 

sendo r o número de características em estudo. 

 𝑀𝐶𝑃𝐼 = (∏|𝐶𝑃𝐼𝑌𝑖|

𝑟

𝑖=1

)

1
𝑟

 (2.99) 

 𝑀𝐶𝑃𝑆 = (∏|𝐶𝑃𝑆𝑌𝑖|

𝑟

𝑖=1

)

1
𝑟

 (2.100) 

Onde os valores 𝐶𝑃𝐼𝑌𝑖 e 𝐶𝑃𝑆𝑌𝑖 representam os valores dos índices (Cpk)I e (Cpk)S. No caso de se 

estar a estudar um processo onde todas as variáveis apresentem especificação técnica lateral à 

esquerda, é necessário calcular o índice MCPI. De forma análoga, caso todas as variáveis 

apresentem especificação técnica lateral à direita, é necessário calcular o índice MCPS. De 

forma a concluir que o processo é capaz, é necessário garantir que os valores sejam superiores 

a 1,33. 

2.4.4.3 ÍNDICES DE CAPACIDADE PARA PROCESSOS COM ESPECIFICAÇÕES 

TÉCNICAS BILATERIAS E UNILATERIAS 

Desenvolvimentos de Jalili et al. (2012) 

Jalili et al. (2012) sugerem a utilização de um índice para controlar estatisticamente processos 

multivariados em que as especificações das características a estudar sejam unilaterais e/ou 

bilaterais. Para realizar este estudo, os autores sugerem a definição da região do processo, PR 

(Process Region), que se irá dividir em duas partes, CV (Conformance Volume) e NCV (Non 

Conformance Volume). A primeira parte corresponde ao rácio do processo que se insere na 

região tolerada modificada do processo, enquanto que a segunda parte corresponde ao rácio do 

processo que não se insere na região tolerada modificada do processo. 

A distância entre o processo e o alvo é dada por: 

 𝐷 = (1 + (𝛍 − 𝐓)T𝚺−1(𝛍 − 𝐓))
1

2⁄  (2.101) 

Assim, em casos com duas variáveis com especificações bilaterais tem-se que: 
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 𝑀𝐶𝑃𝑁𝑉𝐶 = [
𝜆. 𝑃𝑅 + 𝐶𝑉 + 𝛽

𝑃𝑅 + 𝑁𝑉𝐶
,
1

𝐷
] (2.102) 

Onde, 

𝜆 - Parâmetro de sensibilidade do processo, variando no intervalo [0, 1] 

𝛽 - Parâmetro para aumentar a sensibilidade de 𝜆. Pode tomar o valor de 0,1 ou, se o 

volume da região modificada for inferior a 1, deve adotar-se a multiplicação de 𝛽 = 0,5 

pelo valor do volume. 

Em processos com duas variáveis com especificações unilaterais, a determinação do índice 

𝑀𝐶𝑃𝑁𝑉𝐶 faz-se através da seguinte expressão: 

 𝑀𝐶𝑃𝑁𝑉𝐶 = [
𝜆. 𝑃𝑅 + 𝐶𝑉 + 𝛽

𝑃𝑅 + 𝑁𝑉𝐶
,
1

𝐷′
] (2.103) 

Onde: 

 
1

𝐷′
= (1 + 𝐷1).

1

1 + 𝐷2

 (2.104) 

Onde, 

𝐷1 - Distância entre o LIE da segunda variável e a linha paralela ao LIE da primeira variável, 

passando pela média do processo; 

𝐷2 - Distância entre a linha paralela do LIE ou LSE de Y1 e do ponto (
(𝐿𝑆𝐸𝑌1+𝐿𝐼𝐸𝑌1)

2
, 𝐿𝑆𝐸𝑌2) e 

a média do processo. 

De seguida, apresenta-se a figura 2.7 com o objetivo de clarificar as variáveis 𝐷1 e 𝐷2. 

 

Figura 2.7 - Exemplo de D1 e D2 (extraído de Jalili et al., 2012) 

Em processos com a especificações unilaterais e b especificações bilaterais, os autores sugerem 

que se adotem as seguintes expressões: 

 
1

𝐷′
= 𝑘𝑎.

1

(1 + 𝐷𝑖2)
𝑏
 (2.105) 

Onde: 
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 𝑘 = {

1 + 𝐷𝑖1, 𝜇𝑖 ≤ 𝐿𝑆𝐶(𝑌𝑖), 𝜇𝑖 ≥ 𝐿𝐼𝐶(𝑌𝑖)
1

1 + 𝐷𝑖1

, 𝜇𝑖 ≥ 𝐿𝑆𝐶(𝑌𝑖), 𝜇𝑖 ≤ 𝐿𝐼𝐶(𝑌𝑖)
 (2.106) 

Sabendo o valor de 𝐷′, aplica-se a equação 2.103, com o recurso ao valor das áreas ou volumes 

de PR, CV e NCV. 

Desenvolvimentos de Gu et al. (2015) 

Para realizar o estudo da capacidade do processo, Gu et al. (2015) apresentam nos seus estudos 

o índice MECpk, que deve ser utilizado sempre que o estudo de capacidade do processo incida 

sobre um processo multivariado cujas características da qualidade apresentem especificações 

técnicas unilaterais e/ou bilaterais. 

De forma a estudar a capacidade do processo, os autores sugerem então a aplicação da seguinte 

metodologia: 

1. Estimação dos parâmetros do processo 𝛍̂ e 𝚺̂; 

2. Depois de confirmar que os dados seguem uma distribuição normal multivariada, 

determina-se a função densidade através de: 

 

 𝑓𝑝(𝐱, 𝛍, 𝚺) =
1

2π
p

2⁄ |𝚺̂|
1

2⁄
. exp [−

1

2
(𝐱 − 𝛍̂)T. 𝚺−1. (𝐱 − 𝛍̂)] (2.107) 

 Assim, tem-se: 

 𝜂 = ∫ 𝑓𝑝(𝐱, 𝛍, 𝚺)

𝐿𝑆𝐸

𝐿𝐼𝐸

 d𝐱 = ∫
1

2π
p

2⁄ |𝚺̂|
1

2⁄
. exp [−

1

2
(𝐱 − 𝛍̂)T. 𝚺−1. (𝐱 − 𝛍̂)]

𝐿𝑆𝐸

𝐿𝐼𝐸

 d𝐱 (2.108) 

Onde |𝚺̂| corresponde ao determinante da matriz das variâncias-covariâncias. Assim, se 

alguma das p características possuir uma especificação unilateral, têm-se os seguintes 

casos: 

• 𝐿𝑆𝐶𝑖 = +∞, no caso da característica ser limitada à esquerda; 

• 𝐿𝑆𝐶𝑖 = −∞, no caso da característica ser limitada à direita; 

Para o cálculo do integral apresentado, pode utilizar-se o programa MVNCDF, de 

linguagem C++ (atualmente também já foram criados programas semelhantes noutras 

linguagens, em particular em MATLAB), para processos multivariados com até quatro 

características. Este programa apresenta erros de cálculo na ordem 10-15 no caso de se 

trabalhar com duas ou três características e erros na ordem 10-6 se se estiverem a 

controlar estatisticamente quatro características. 

3. Depois de determinado o valor de 𝜂, calcula-se: 

 𝜂 = Φ(1,5 + Ψ) − Φ(1,5 − Ψ) (2.109) 

4. Assim, torna-se possível calcular o índice 𝑀𝐸𝐶𝑝𝑘, através da seguinte equação: 

 𝑀𝐸𝐶𝑝𝑘 =
Ψ

3
− 0,5 (2.110) 
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2.5 A ATUALIDADE DO CONTROLO ESTATÍSTICO DO 

PROCESSO 

Com a evolução do mundo industrial e com a crescente exigência dos mercados, o Controlo 

Estatístico do Processo como metodologia de controlo da qualidade das organizações tem vindo 

a sofrer alterações, evoluções e desenvolvimentos de forma a manter-se uma técnica atualizada, 

útil e apropriada à realidade de cada organização. Desde os primeiros desenvolvimentos, 

apresentados por (Shewhart, 1931), denominados por SPC tradicional, ao Controlo Estatístico 

para Pequenas Produções, mais adequado a linhas de produção cada vez mais multifacetadas, 

em que se produzem vários produtos, estudado, entre outros autores, por Quesenberry (1997) e 

Pereira & Requeijo (2012), passando pelas cartas de controlo especiais, como as cartas CUSUM, 

EWMA, bem como todas as variantes destas, culminando no SPC multivariado, em que é 

possível controlar estatisticamente diversas características. Todo este desenvolvimento é 

possível devido à facilidade desta técnica ser adaptada à realidade de cada organização, linha 

de produção e caso de aplicação, pelo que esta secção deste estudo tem como principal objetivo 

estudar alguns desenvolvimentos mais recentes desta técnica, verificando as tecnologias que 

têm sido associadas a esta metodologia, bem como quais os casos de estudo a que esta 

metodologia tem sido aplicada. 

A utilização do Controlo Estatístico do Processo em ambiente hospitalar demonstra a robustez e 

adaptabilidade desta metodologia. Estudos recentes mencionam a utilização de diversos tipos 

de SPC em vários ramos da medicina.  

No estudo de Keller et al. (2019) é utilizado o SPC para estudar os efeitos do tempo de 

permanência no hospital (TPH) após cirurgia colorretal, cujas conclusões indicam que o TPH 

pode ser modelado como uma variável estável, variabilidade decrescente ao longo do tempo e 

fácil deteção de outliers (apresentam TPH estatisticamente superior aos restantes casos), que 

apresentaram mais complicações pós-cirurgia, readmissões e operações subsequentes, 

tornando a identificação destes outliers uma ótima forma de localizar potenciais melhorias na 

qualidade do serviço. 

Outra aplicação médica do SPC pode ser encontrada nos estudos de Rukhsar et al. (2019), com 

a utilização do MSPC para predição de convulsões epiléticas, cujos resultados apontam para 

uma sensibilidade de 91,30% e  falsos positivos de 0,39 h-1, o que segundo os autores, 

correspondem a valores promissores. A utilização deste método de predição de convulsões 

epiléticas através do estudo do eletrocardiograma e eletroencefalograma pode auxiliar os 

pacientes, diminuindo a sua dor e a administração de medicamentos tóxicos ao organismo. 

Outra área da medicina onde o SPC é utilizado é a radiologia, onde recentemente surgiram na 

comunidade científica dois estudos, um sobre a utilização de SPC para estudar a performance 

de dispositivos de controlo da constância dos dispositivos radiológicos (Pal et al., 2020) e o outro 

acerca da monitorização de mudanças anatómicas de pacientes durante radioterapia no cérebro 

e pescoço através de SPC (Lowther et al., 2019). Nos estudos de Pal et al. (2020) foram utilizadas 
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cartas tradicionais de Shewhart e cartas especiais (CUSUM e EWMA) para detetar perdas de 

controlo nas variáveis em estudo (perdas de controlo da constância do aparelho radiológico). De 

seguida foram desenvolvidos diagramas de Ishikawa para determinar as possíveis causas para 

perda de controlo da constância. 

Os desenvolvimentos de Lowther et al. (2019) concluíram que através da utilização do SPC foi 

possível detetar alterações anatómicas sistemáticas nos pacientes submetidos a radioterapia 

nas primeiras quatro semanas de tratamento. O estudo tem algumas reservas, sendo necessário 

realizar investigação do impacto dosimétrico nos desvios observados de forma a evidenciar a 

eficácia do SPC, com o intuito de indicar uma adaptação ao tratamento. 

Os estudos de Jaffray (2020) sugerem a criação de cartas de controlo para análise das 

consequências em cirurgia infantil. De uma forma geral, um cirurgião, ou hospital, rastreiam a 

proporção de pacientes que sobrevivem ou a proporção de pacientes de sofrem complicações 

no seguimento de cirurgia, utilizando esse valor para comparar com a norma, verificando se estão 

dentro de limites aceitáveis. Este estudo sugere que esta abordagem pode levar a erros de 

julgamento acerca da performance, uma vez que o desempenho do cirurgião pode alterar-se ao 

longo do tempo ou a cirurgia em causa ter uma baixa frequência, sendo assim estatisticamente 

difícil proceder-se a uma avaliação robusta. Desta forma, é sugerida a criação de cartas de 

controlo de atributos (“sucessos” e “insucessos”) para avaliar e monitorizar o desempenho das 

cirurgias médicas, desta forma fornecendo aos cirurgiões uma ferramenta de escrutínio do seu 

trabalho. Este estudo aponta para a dificuldade na determinação de valores aceitáveis para 

percentagens de sucessos e insucessos. 

A farmacêutica industrial é uma das indústrias que utiliza o SPC de forma a otimizar, controlar e 

monitorizar os processos de fabrico, sendo visível em Tôrres et al. (2018) a utilização de MSPC 

para monitorizar e detetar alterações nos processos de fabrico de produtos farmacêuticos. Neste 

estudo foram controladas em simultâneo 7 características da qualidade (peso, dureza, 

friabilidade, desintegração, dissolução, uniformidade e conteúdo do princípio ativo) de forma a 

verificar se o processo de produção apresentava variabilidade excessiva e se cumpria as normas 

de produção exigidas. Segundo os autores deste estudo, os resultados foram positivos, tendo a 

aplicação da metodologia sido um sucesso e os resultados adequados de acordo com as normas 

da qualidade, tendo o MSPC sido implementado nessa organização como uma ferramenta de 

controlo da qualidade do processo. 

Outra aplicação na industria farmacêutica surgiu através dos estudos de Duran-Villalobos et al. 

(2020) em que foram aplicadas técnicas de MSPC e controlo preditivo de modelos para 

otimização do processo de fabrico por lotes de penicilina, controlando, estudando e reduzindo a 

variabilidade de produção dentro e entre os lotes. 

A elevada competição entre empresas, aliada ao avanço tecnológico sofrido ao longo das últimas 

décadas, significam que cada vez mais se procura melhorar e aprimorar técnicas já existentes, 

sendo que o Controlo Estatístico do Processo, como ferramenta de controlo da qualidade, não é 

exceção. Nos últimos anos têm vindo a ser estudadas novas cartas de controlo, a utilização da 
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inteligência artificial, algoritmos de redes neuronais e a utilização de fuzzy logic como 

potenciadores desta metodologia, pelo que, de seguida, são apresentados alguns dos mais 

recentes estudos realizados nesta área. 

Nos estudos de Bezerra et al. (2018) os autores sugerem uma nova carta de controlo de atributos 

para monitorização da variabilidade, com base na estatística GS
2. De forma a avaliar a 

performance desta carta, fez-se uma análise comparativa com a carta S2, verificando os custos 

associados à inspeção e controlo estatístico das duas cartas. 

Os autores otimizaram os parâmetros para satisfazer um determinado ARLEC e minimizar o valor 

de ARLFC. A comparação entre esta nova carta e a carta comummente utilizada no controlo 

estatístico da variabilidade do processo (S2) foi realizada através do valor de ARLFC e custos de 

implementação. Os autores concluem que a comparação direta entre os valores de ARLFC 

favorecem sempre a carta S2, uma vez que a medição de uma característica da qualidade fornece 

sempre mais informação do que a classificação segundo atributos. Por outro lado, o controlo de 

atributos é mais rápido e fácil, pelo que se pode aumentar a dimensão amostral no controlo de 

atributos de forma a diminuir o ARLFC e garantir que a carta GS
2 se demonstre como uma 

alternativa viável à tradicional carta S2. 

Os estudos de Bezerra et al. (2018) evidenciam de forma clara as vantagens e desvantagens 

das cartas de controlo de variáveis e de atributos, pelo que um desenvolvimento interessante 

poderia passar pela tentativa de interligar o que de melhor existe em cada tipo de cartas, de 

forma a desenvolver uma nova metodologia, que mantivesse a eficiência e grau de detalhe do 

controlo de variáveis aliado à facilidade de implementação e baixo custo do controlo de atributos. 

De seguida são apresentados alguns estudos nesse sentido, em que são desenvolvidas novas 

cartas com o intuito de responder a esta questão. 

As cartas de controlo, como já foi abordado na presente dissertação, podem ser classificadas 

em cartas de controlo de atributos e cartas de controlo de variáveis, dependendo da 

característica da qualidade que se pretenda estudar. Cada uma delas apresenta, no âmbito da 

sua aplicação, vantagens e desvantagens, sendo que as cartas de atributos apresentam 

menores custos operacionais e de implementação que as cartas de variáveis, que, por sua vez, 

são mais eficazes e eficientes na deteção de variações nos parâmetros do processo. Desta 

forma, Ho & Aparisi (2016) propõem nos seus estudos a criação de duas novas cartas que 

permitam controlar a média do processo, aliando o que de melhor as cartas de variáveis e de 

atributos têm para oferecer. De seguida é apresentado um fluxograma que explica a metodologia 

associada a estas cartas.  
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Figura 2.8 - Metodologia para implementação da metodologia ATTRIVAR 

Como é possível analisar através da Figura 2.8, em primeiro lugar são aplicados os princípios 

das cartas de atributos, como análise preliminar do processo. De seguida são aplicados os 

princípios das cartas de variáveis, deste modo controlando efetivamente o parâmetro de 

localização do processo. 

Deste estudo, os autores concluíram que através da utilização destas cartas de controlo é 

possível obter resultados semelhantes em termos de performance das cartas (em termos de 

valores de ARL) relativamente às cartas 𝑋̅, conseguindo uma redução significativa dos custos 

operacionais de implementação desta técnica uma vez que utilizando as cartas ATTRIVAR, é 

necessário recolher o valor da característica da qualidade a estudar um menor número de vezes. 

Desta forma as cartas ATTRIVAR demonstraram-se, segundo Ho & Aparisi (2016) uma ótima 

alternativa às cartas tradicionais, reduzindo custos de amostragem e mantendo bons valores de 

performance na deteção de alterações dos parâmetros do processo. 

No mesmo âmbito de pesquisa, Simões et al. (2019) continuaram a desenvolver as cartas 

ATTRIVAR, desenvolvendo variantes da carta com o âmbito de aumentar a sua performance, 

tornando estas cartas mais úteis e robustas para aplicações industriais. Deste estudo, os autores 

concluíram que a versão trinomial da carta ATTRIVAR, desenvolvida e estudada por estes 

autores, é mais eficiente que as carta desenvolvidas por Ho & Aparisi (2016), especialmente para 

dimensões amostrais baixas (n≤5). 
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No âmbito da investigação e desenvolvimento desta técnica, têm surgido, durante os últimos 

anos, diversos autores que têm vindo a estudar a técnica, aplicando-a em simbiose com outras 

metodologias de forma a resolver complexos problemas industriais. Sánchez-Fernández et al. 

(2018) sugerem, nos seus estudos, uma nova metodologia de deteção de falhas com recurso a 

modelação de séries temporais, utilizando séries temporais como a autorregressiva (AR), médias 

móveis (MA), autorregressiva e médias móveis (ARMA) e autorregressiva e médias móveis 

quando o sistema não é estacionário (ARIMA), por forma a obter o melhor modelo descritivo, 

linear ou não linear para modelar cada variável. Do pré-processamento e processamento dos 

dados, são originados resíduos, estes analisados através de técnicas de Controlo Estatístico do 

Processo (univariado caso os resíduos sejam analisados de forma individual, ou multivariado 

caso os resíduos sejam analisados globalmente). Esta metodologia foi aplicada em duas 

indústrias, sendo que a metodologia em que os resíduos eram analisados individualmente 

(através de cartas EWMA) proporciona bons resultados, mas não melhores a outras técnicas já 

utilizadas para este problema. No caso da aplicação da metodologia em que os resíduos eram 

analisados através de MSPC, esta mostrou-se uma metodologia muito eficaz, fornecendo o 

maior número de falhas detetadas com o menor tempo de deteção (delay). Desta forma, no ponto 

de vista dos autores deste estudo, esta metodologia demonstrou ser um sucesso na deteção de 

falhas para processos dinâmicos e não lineares. 

Outro dos desenvolvimentos realizados nesta área foram fruto dos estudos de Haanchumpol et 

al. (2019) que sugerem a utilização de cartas de controlo multivariadas de médias móveis 

exponencialmente amortecidas com spatial signed rank (SSRM) para deteção de pequenas 

variações nos parâmetros do processo para distribuições não-normais e gama. 

Os estudos demonstram através de testes comparativos que a carta SSMR tem uma 

performance significativamente superior às cartas MEWMA e d-MEWMA (Multivariada de médias 

móveis exponencialmente amortecidas e Multivariada de médias móveis duplamente 

exponencialmente amortecidas). Um dos estudos comparativos entre as diversas cartas é 

demonstrado na Figura 2.9. 

 

Figura 2.9 - Estudo Comparativo entre as cartas SSMR, SSMdR, EWMA e d-MEWMA 
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Assim, os autores deste trabalho defendem esta nova carta como uma ótima ferramenta que 

pode ser aplicada em diversas indústrias, uma vez que é uma carta apropriada para o estudo de 

dados não normais. 

Filho & Valk (2020) propõem a utilização de uma série temporal de vetor autorregressivo (VAR) 

considerando a estrutura tripartida dos dados dos processos por lotes (Nº lotes; Nº variáveis; 

instante temporal). Os estudos desenvolvidos até à publicação deste artigo, acerca deste método 

apenas se focavam na análise dos resíduos do VAR, pelo que este artigo vem propor uma 

mudança de paradigma, propondo que que o controlo e monitorização dos processos se foque 

nos coeficientes do VAR e não na análise dos seus resíduos. 

De forma a implementar este modelo, os autores sugerem a utilização de dados históricos de 

lotes em controlo estatístico para estimar os parâmetros e coeficientes do VAR, de forma a criar 

duas cartas multivariadas para monitorizar novos lotes. 

A aplicação deste modelo apresenta resultados positivos, mas os autores referem que ainda 

existem dificuldades na aplicação deste modelo e que, por isso, ainda deve ser refinado de forma 

a tornar este modelo mais prático e utilizável. 

A área da inteligência artificial, logica fuzzy e redes neuronais também se tem aliado ao mundo 

do Controlo Estatístico do Processo, tendo sido publicados diversos estudos nesse sentido. De 

forma a aprofundar esses temas, sugere-se a leitura de artigos como os de Alaeddini et al. 

(2009), Shu & Wu (2011), Şentürk et al. (2014), Khormali & Addeh (2016), Costa & Fichera 

(2017), Kaya et al. (2017), Addeh et al. (2018), De la Torre-Gutiérrez & Pham (2019), Xu et al. 

(2019), Hryniewicz et al. (2019), Fuqua & Razzaghi (2020),Ahsan et al. (2020), Chou et al. (2020), 

Sales et al. (2020) e Zaman et al. (2020). 

A indústria alimentar tem vindo a utilizar diferentes técnicas de controlo estatístico para melhorar 

a eficiência e eficácia dos seus processos, sendo que, alguns dos estudos mais significantes 

neste campo de ação e os quais se aconselha a leitura e análise para uma melhor compreensão 

do tema são, entre outros, Grigg et al. (1998), Ittzés (2001), Srikaeo & A. Hourigan (2002), 

Escudero-Gilete et al. (2005), Srikaeo et al. (2005), Mataragas et al. (2012), , Lim et al. (2014), 

Lim & Antony (2016), Munir et al. (2017), Knauer et al. (2018). 
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3. VALIDAÇÃO DOS PARÂMETROS DA CARTA LN(S2) 

Neste capítulo será realizada uma revisão da carta ln(S2), introduzida e estudada por Pacheco 

(2019), com o intuito de efetuar um estudo mais aprofundado, de forma a validar as constantes 

anteriormente determinadas, efetuar novas simulações das cartas da dispersão R, S e ln(S2), 

com o intuito de verificar as suas diferenças e a necessidade de criação da nova carta. 

Por forma a criar todas estas simulações, foi utilizado o software MATLAB®, cujas funções 

criadas, esquemas de programação e pensamento crítico para desenvolvimento destas 

simulações, serão explicados em maior detalhe, mais à frente. 

3.1 CARTAS DE CONTROLO DA DISPERSÃO 

Como já abordado anteriormente, os pressupostos para aplicação e implementação de cartas de 

controlo correspondem à aleatoriedade, independência e normalidade dos dados (ou seja, dados 

que sigam uma distribuição estatística Normal, de média μ e variância σ2). 

Estes pressupostos das cartas de controlo, em específico o pressuposto da Normalidade dos 

dados, permitem fixar os limites de controlo das cartas em ±3 desvios padrão da estatística em 

estudo. Estudos indiciam a não-Normalidade das cartas R e S, fator que pode afetar a eficiência 

e introduzir erros na análise dos dados provenientes do Controlo Estatístico do Processo 

(Woodall, 2000).  

 Carta R 

Os limites de controlo da carta R baseiam-se na normalidade dos dados, daí serem definidos 

como uma função de 𝜇𝑅 ± 3𝜎𝑅, em que 𝑍𝛼/2 = 3, para α=0,27%. Assim sendo, são apresentados, 

com base nesta linha de pensamento, os limites de controlo e a linha central da carta R, nas 

seguintes equações. 

 𝐿𝑆𝐶𝑅 = 𝜇𝑅 + 3𝜎𝑅 = 𝑅̅ + 3𝑑3𝜎̂ = 𝑅̅ + 3𝑑3

𝑅̅

𝑑2

= 𝑅̅ (1 +
𝑑3

𝑑2

) = 𝐷4𝑅̅ (3.1) 

 𝐿𝐶𝑅 = 𝜇𝑅 = 𝑅̅ (3.2) 

 𝐿𝐼𝐶𝑅 = 𝜇𝑅 − 3𝜎𝑅 = 𝑅̅ − 3𝑑3𝜎̂ = 𝑅̅ − 3𝑑3

𝑅̅

𝑑2

= 𝑅̅ (1 −
𝑑3

𝑑2

) = 𝐷3𝑅̅ (3.3) 

 

Como é possível verificar da análise das equações 3.1 a 3.3, os limites de controlo estão 

localizados à mesma distância da linha central, admitindo a normalidade dos dados. As 

constantes 𝐷4 e 𝐷3 apenas dependem da dimensão da amostra e são calculadas através das 

equações no Anexo A. 

O facto de os limites de controlo estarem localizados a ±3𝜎𝑅 pode significar que o limite inferior 

de controlo seja negativo, situação não possível, pelo que se justifica o valor nulo da constante 

𝐷3 para dimensões da amostra n≤6. 
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No entanto, os estudos de Woodall (2000) e Pacheco (2019) sugerem que a estatística R não 

aparenta seguir uma distribuição Normal, pelo que, é apresentado de seguida o resultado da 

simulação dessa estatística para diferentes dimensões da amostra de forma a verificar o 

comportamento da estatística R. 

Estatística R 

n=2 

 

n=5 

 

n=10 

 

n=20 

 
Figura 3.1 - Distribuição de R para diferentes dimensões da amostra e distribuição populacional N (1000; 400) (valores 

obtidos por simulação) 
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O procedimento de simulação desta estatística será explicado em maior detalhe na secção X, 

mas é importante salientar que por forma a gerar estas estatísticas foram gerados um milhão de 

dados, de forma a que os resultados provenientes desta simulação fossem os mais aproximados 

da realidade possíveis. 

Como é possível verificar através da Figura 3.1, torna-se evidente a não-Normalidade da 

estatística R, em especial para valores pequenos da dimensão da amostra (n≤5). Quanto maior 

a dimensão da amostra, menor é o efeito da não-Normalidade nesta carta, o que vai de encontro 

aos resultados dos estudos de Pacheco (2019). No Anexo B é possível verificar a simulação 

realizada para as dimensões da amostra 𝑛 = {3,4,6,7,8,9,20,50} . 

Na literatura, sempre que a carta R é utilizada para o controlo estatístico da dispersão de um 

processo, considera-se que o pressuposto de normalidade não é violado, o que se prova uma 

prática que enviesa as conclusões que dessa carta se retiram, uma vez que a distribuição é 

altamente assimétrica, apresentando uma cauda à direita mais acentuada que a cauda à 

esquerda. Assim sendo, na dedução dos limites de controlo desta carta, deveria ser tomada em 

conta a não-Normalidade dos dados, de forma a garantir uma análise rigorosa. 

 Carta S 

De forma semelhante à carta da amplitude, a carta do desvio-padrão também é construída sobre 

o pressuposto da Normalidade, pelo que, os limites de controlo desta carta se situam em 𝜇𝑆 ±

3𝜎𝑆, em que 𝑍𝛼/2 = 3, para α=0,27%. Desta forma, os limites de controlo e a linha central da carta 

S são definidos da seguinte forma: 

 𝐿𝑆𝐶𝑆 = 𝜇𝑆 + 3𝜎𝑆 = 𝑆̅ + 3
𝑆̅

𝑐4

√1 − 𝑐4
2 = 𝑆̅ (1 +

3

𝑐4

√1 − 𝑐4
2) = 𝐵4𝑅̅ (3.4) 

 𝐿𝐶𝑆 = 𝜇𝑆 = 𝑆̅ (3.5) 

 𝐿𝐼𝐶𝑆 = 𝜇𝑆 − 3𝜎𝑆 = 𝑆̅ − 3
𝑆̅

𝑐4

√1 − 𝑐4
2 = 𝑆̅ (1 −

3

𝑐4

√1 − 𝑐4
2) = 𝐵3𝑅̅ (3.6) 

Como é possível verificar da análise das equações 3.4, 3.5 e 3.6, os limites de controlo estão 

localizados à mesma distância da linha central, admitindo a normalidade dos dados. As 

constantes 𝐵4 e 𝐵3 apenas dependem da dimensão da amostra e são calculadas através das 

equações no Anexo A. 

O facto de os limites de controlo estarem localizados a ±3𝜎𝑆 pode significar que o limite inferior 

de controlo seja negativo, situação não possível, pelo que se justifica o valor nulo da constante 

𝐵3 para dimensões da amostra n≤6. 

Analogamente ao estudo realizado para a carta R, procedeu-se à simulação, em MATLAB®, 

desta estatística, de forma a confirmar se esta respeita o pressuposto de Normalidade. Os 

resultados apresentam-se na Figura 3.2. 
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Estatística S 

n=2 

 

n=5 

 

n=10 

 

n=20 

 
Figura 3.2 - Distribuição de R para diferentes dimensões da amostra e distribuição populacional N (1000; 400) (valores 

obtidos por simulação) 

O procedimento de simulação adotado na carta S é semelhante ao adotado anteriormente para 

realização da simulação da estatística R e será igualmente esclarecido em maior detalhe na 

secção 3.3. 

Uma análise crítica da Figura 3.2, permite observar claramente a não-Normalidade da estatística 

S, especialmente para dimensões de amostra mais baixas (n≤5). Uma análise mais cuidada 
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permite, no entanto, concluir que, apesar de não ser uma estatística cuja distribuição se 

assemelhe à Normal, uma vez que a cauda à direita é maior que a cauda à esquerda, esta 

estatística é menos assimétrica do que a estatística R, pelo que, ainda que enviesando os 

resultados, deve ser utilizada esta estatística em detrimento da estatística R. É ainda importante 

salientar que o efeito da não-Normalidade é atenuado à medida que se aumenta a dimensão da 

amostra. 

No Anexo C é possível verificar a simulação realizada para as dimensões da amostra                     

𝑛 = {3,4,6,7,8,9,20,50} . 

3.2 CARTAS DE CONTROLO 𝑿̅ E LN(S2) 

De forma a minimizar os erros associados à não normalidade das cartas R e S, (Pacheco, 2019) 

sugeriu uma nova abordagem, na qual, a estatística utilizada para estudar a dispersão 

corresponde à transformação logarítmica natural da variância. Foram analisados os seus 

estudos, os quais apontam para os desenvolvimentos de Crowder & Hamilton (1992), nos quais 

são apresentadas deduções sobre a transformação logarítmica para controlo da dispersão, como 

se apresenta de seguida: 

 ln (𝑆2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = ln(𝜎2) −
1

𝑛 − 1
−

1

3(𝑛 − 1)2
+

2

15(𝑛 − 1)4
 (3.7) 

 𝜎2
ln (𝑆2) =

2

𝑛 − 1
−

2

(𝑛 − 1)2
+

4

3(𝑛 − 1)3
−

16

15(𝑛 − 1)5
 (3.8) 

De seguida serão aprofundados estes estudos, tendo como objetivo, determinar os limites de 

controlo desta carta, realizando um trabalho retificativo aos estudos de Pacheco (2019). 

 CARTA LN(S2) - FASE 1 

Nesta fase, os parâmetros do processo são desconhecidos, sendo o objetivo principal desta fase 

determinar as estimativas desses parâmetros. Nesse sentido, os limites de controlo e a linha 

central são obtidos através das seguintes expressões: 

 𝐿𝑆𝐶ln (𝑆2) = 𝜇̂ln (𝑆2) + 𝑘1𝜎̂ln (𝑆2) = ln(𝑆2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + 𝐺4 (3.9) 

 𝐿𝐶ln (𝑆2) = 𝜇̂ln (𝑆2) = ln(𝑆2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  (3.10) 

 𝐿𝑆𝐶ln (𝑆2) = 𝜇̂ln (𝑆2) − 𝑘2𝜎̂ln (𝑆2) = ln(𝑆2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ − 𝐺3 (3.11) 

Ao invés do que acontece nas cartas R e S, nesta carta são utilizadas constantes 𝑘1 e 𝑘2 para 

determinar a localização dos limites de controlo. Isto deve-se ao facto da própria distribuição de 

ln(S2) não ser completamente normal, sendo que, a utilização destas constantes permitirá 

garantir, através da simulação em MATLAB®, que os limites de controlo se situam nos percentis 

de 0,135% e 99,865%, garantindo, desta forma, o valor de α=0,27%. 

Os parâmetros do processo são, nesta altura, estimados da seguinte forma: 

 𝜇̂ln (𝑆2) = ln (𝑆2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ =
∑ ln (𝑆2)𝑚

𝑖=1

𝑚
 (3.12) 
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 𝜎̂ln(𝑆2) = √
2

𝑛 − 1
−

2

(𝑛 − 1)2
+

4

3(𝑛 − 1)3
−

16

15(𝑛 − 1)5
 (3.13) 

Onde 𝑚 corresponde ao número de amostras recolhidas e 𝑛 corresponde à dimensão da 

amostra. 

Através do manuseamento das equações 3.9 a 3.13, é possível chegar às equações 

matemáticas dos parâmetros 𝐺3 e 𝐺4, os quais são determinados da seguinte forma: 

 𝐺4 = 𝑘1𝜎̂ln (𝑆2) = 𝑘1√
2

𝑛 − 1
−

2

(𝑛 − 1)2
+

4

3(𝑛 − 1)3
−

16

15(𝑛 − 1)5
 (3.14) 

 𝐺3 = 𝑘2𝜎̂ln (𝑆2) = 𝑘2√
2

𝑛 − 1
−

2

(𝑛 − 1)2
+

4

3(𝑛 − 1)3
−

16

15(𝑛 − 1)5
 (3.15) 

 CARTA LN(S2) - FASE 2 

Na Fase 2, onde os parâmetros do processo já são conhecidos, estimados através da Fase 1, o 

controlo do processo passa de retrospetivo para monitorização em tempo real, no qual, os limites 

de controlo e a linha central são determinadas através das seguintes expressões: 

 𝐿𝑆𝐶ln (𝑆2) = 𝜇ln (𝑆2) + 𝑘1𝜎ln (𝑆2) = ln(𝜎2) − 𝑐2 + 𝑘1𝜎ln(𝑆2) = ln(𝜎2) + 𝐺2 (3.16) 

 𝐿𝐶ln (𝑆2) = 𝜇ln (𝑆2) = ln(𝜎2) − 𝑐2 (3.17) 

 𝐿𝑆𝐶ln (𝑆2) = 𝜇ln (𝑆2) − 𝑘2𝜎ln(𝑆2) = ln(𝜎2) − 𝑐2 − 𝑘2𝜎ln(𝑆2) = ln(𝜎2) − 𝐺1 (3.18) 

Onde,  

 𝑐2 =
1

𝑛 − 1
+

1

3(𝑛 − 1)2
−

2

15(𝑛 − 1)4
 (3.19) 

 𝜎2
ln (𝑆2) =

2

𝑛 − 1
−

2

(𝑛 − 1)2
+

4

3(𝑛 − 1)3
−

16

15(𝑛 − 1)5
 (3.20) 

Pelo que, as constantes 𝐺1 e 𝐺2 são determinadas por: 

 𝐺2 = −𝑐2 + 𝑘1𝜎ln(𝑆2) = −𝑐2 + 𝑘1√
2

𝑛 − 1
−

2

(𝑛 − 1)2
+

4

3(𝑛 − 1)3
−

16

15(𝑛 − 1)5
 (3.21) 

 𝐺1 = 𝑐2 + 𝑘2𝜎ln (𝑆2) = 𝑐2 + 𝑘2√
2

𝑛 − 1
−

2

(𝑛 − 1)2
+

4

3(𝑛 − 1)3
−

16

15(𝑛 − 1)5
 (3.22) 

 CARTA 𝑿̅ - FASE 1 

Ao contrário das cartas da dispersão, a carta da média não apresenta problemas relativamente 

à normalidade, uma vez que, garantindo a normalidade dos dados recolhidos, garante-se que as 

médias desses dados seguem uma distribuição Normal. De forma a determinar os limites de 

controlo e a linha central desta carta, é necessário conhecer os estimadores dos parâmetros do 

processo: 

 𝜇̂𝑋̅ = 𝑋̿ (3.23) 
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 𝜎̂𝑋̅ =
𝜎̂

√𝑛
 (3.24) 

Onde: 

 ln(𝑆2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = ln(𝜎̂2) −
1

𝑛 − 1
−

1

3(𝑛 − 1)2
+

2

15(𝑛 − 1)4
 ⇔ (3.25) 

 ln(𝜎̂2) = ln(𝑆2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ +
1

𝑛 − 1
+

1

3(𝑛 − 1)2
−

2

15(𝑛 − 1)4
⇔ (3.26) 

 𝑒ln(𝜎̂2) = 𝜎̂2 = 𝑒
ln(𝑆2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅+

1
𝑛−1

+
1

3(𝑛−1)2
−

2
15(𝑛−1)4 ⇔ (3.27) 

 𝜎̂2 = 𝑒ln(𝑆2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
. 𝑒

1
𝑛−1

+
1

3(𝑛−1)2
−

2
15(𝑛−1)4 (3.28) 

Com: 

 𝑐1 = 𝑒
1

𝑛−1
+

1
3(𝑛−1)2

−
2

15(𝑛−1)4 (3.29) 

Temos: 

 𝜎̂2 = 𝑒ln(𝑆2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
. 𝑐1 (3.30) 

Assim sendo, os limites de controlo e a linha central da carta da média, na Fase 1 são calculados 

com base nas equações seguintes: 

 𝐿𝑆𝐶𝑋̅ = 𝜇̂𝑋̅ + 3𝜎̂𝑋̅ = 𝑋̿ + 3
𝜎̂

√𝑛
= 𝑋̿ + 3

√𝑒ln(𝑆2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
. 𝑐1

√𝑛
= 𝑋̿ + 3

√𝑐1

√𝑛
√𝑒ln(𝑆2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

= 𝑋̿ + 𝐴4
√𝑒ln(𝑆2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

 

(3.31) 

 𝐿𝐶𝑋̅ = 𝜇̂𝑋̅ = 𝑋̿ (3.32) 

 𝐿𝐼𝐶𝑋̅ = 𝜇̂𝑋̅ − 3𝜎̂𝑋̅ = 𝑋̿ − 3
𝜎̂

√𝑛
= 𝑋̿ − 3

√𝑒ln(𝑆2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
. 𝑐1

√𝑛
= 𝑋̿ − 3

√𝑐1

√𝑛
√𝑒ln(𝑆2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

= 𝑋̿ − 𝐴4
√𝑒ln(𝑆2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

 

(3.33) 

Em que: 

 𝐴4 = 3
√𝑐1

√𝑛
 (3.34) 

Como é possível verificar através da análise das equações 3.31 e 3.33, uma vez que a carta da 

média não apresenta quaisquer problemas em relação à Normalidade, os limites de controlo 

situam-se à mesma distância (3 desvios padrão amostrais, que irão garantir o valor de α=0,27%) 

da linha central. 

 CARTA 𝑿̅ - FASE 2 

Na Fase 2 do Controlo estatístico, com os parâmetros do processo conhecidos, através da sua 

estimação na Fase 1, é possível monitorizar o processo, com os seguintes limites de controlo e 

linha central: 

 𝐿𝑆𝐶𝑋̅ = 𝜇𝑋̅ + 3𝜎𝑋̅ = 𝜇 + 3
𝜎

√𝑛
= 𝜇 + 𝐴𝜎 (3.35) 
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 𝐿𝐶𝑋̅ = 𝜇𝑋̅ = 𝜇 (3.36) 

 𝐿𝐼𝐶𝑋̅ = 𝜇𝑋̅ − 3𝜎𝑋̅ = 𝜇 − 3
𝜎

√𝑛
= 𝜇 − 𝐴𝜎 (3.37) 

O valor da constante 𝐴 pode ser calculado através da tabela no Anexo A. 

3.3 SIMULAÇÕES MATLAB® 

De forma a estudar as diferentes estatísticas utilizadas para estudar a dispersão do processo foi 

escolhido o programa MATLAB®. Desta forma foi possível criar funções que permitiram através 

da geração de números pseudo-aleatórios, gerar as estatísticas desejadas, bem como realizar 

as simulações dos parâmetros necessários para a determinação das constantes da carta ln(S2). 

Em primeiro lugar, o MATLAB® foi utilizado para estudar o comportamento das estatísticas R e 

S, pelo que foi necessário gerar essas estatísticas. Para tal, foram criadas duas metodologias, 

sendo que a segunda, apesar de apresentar resultados estatísticos semelhantes, permite uma 

enorme redução do tempo computacional de tratamento dos dados, sendo assim uma melhoria 

importante ao primeiro algoritmo. Esta melhoria aconteceu ao utilizar uma matriz de dupla 

entrada (dimensão da amostra e número de amostras) ao invés de uma matriz de tripla entrada 

(dimensão da amostra, número de amostras e número de corridas). Para realizar esta alteração, 

as variáveis “dimensão da amostra” e “número de corridas” foram agrupadas numa só. Em 

termos de geração dos dados esta alteração não produz nenhuma alteração, uma vez que o 

número de dados gerados é exatamente o mesmo, garantindo assim que são utilizados 1 milhão 

de valores amostrais para as simulações, mas ao substituir uma matriz de tripla entrada por uma 

matriz de dupla entrada, é mais simples realizar o processamento de dados. 

O algoritmo para simulação das estatísticas é explicado através do fluxograma da Figura 3.3. 

Depois de criado este esquema, foram escritas as três funções, uma para cada estatística, de 

forma a criar as simulações. 

Uma vez que nestas simulações testam-se dimensões da amostra 

= 2,3,4,5,6,7,8,9,10,15,20,50n , são realizadas 12 simulações por cada distribuição estatística, 

perfazendo 36 repetições no total, em que o tempo de simulação varia significativamente à 

medida que a dimensão da amostra aumenta. Por exemplo, 1 milhão de valores amostrais 

corresponde a 2 milhões de números aleatórios para n = 2, enquanto que para n = 50 

corresponde a 50 milhões de números aleatórios.  
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Figura 3.3 - Algoritmo para desenvolvimento das simulações 

Depois da realização das simulações, guardam-se os histogramas resultantes, por forma a 

analisar graficamente o formato das curvas, com intuito de verificar se as distribuições 

estatísticas seguem uma distribuição Normal. É importante salientar que esta verificação é 

realizada de forma empírica, apenas através da observação visual, sem a confirmação 

matemática, uma vez que o principal objetivo é a visualização do formato das curvas das 

distribuições. 

Por último, de forma a determinar os valores das constantes G1, G2, G3, G4, bem como k1, k2, c1, 

c2 e A4, utiliza-se uma variação do código escrito para criar as distribuições estatísticas, no qual 

para além da criação do histograma, fornece informação sobre a linha central da distribuição 

(valor médio) bem como dos limites superior e inferior que garantem, respetivamente, os 

percentis de 0.135% e 99.865%. Na Figura 3.4 é apresentado um exemplo prático do output 
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desta função, que serve de input a um ficheiro EXCEL® programado para obter os valores das 

constantes, através dos limites de controlo e da linha central. Neste exemplo é apresentada a 

simulação realizada para n = 25. 

 

Figura 3.4 - Output da simulação dos parâmetros da carta ln(S2) 

Como é possível verificar através da Figura 3.4, é apresentado um gráfico, correspondente à 

simulação da estatística ln(S2), acompanhada de uma matriz na linha de comandos, “limites_de 

controlo = [4.9431 , 5,9496 , 6,7306]”, que correspondem respetivamente aos limites de controlo 

e linha central para dimensão da amostra igual a 25 e a um número de amostras utilizadas 

(variável “d” no esquema X) igual a 1.000.000. 

Para uma análise mais profunda dos resultados de cada simulação, são apresentados, no Anexo 

D, os outputs das simulações para todas as dimensões da amostra testadas. 

3.4 CONSTANTES 

As constantes determinadas para construção das cartas ln(S2) e 𝑋̅ são dadas pela Tabela 3.1. 

O ficheiro EXCEL® utilizado para auxiliar a determinação e cálculo destas constantes é 

apresentado no Anexo E. 
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Tabela 3.1 - Constantes para construção da carta da média e da carta ln(S2) 

Dimensão 

amostra 

(n) 

CARTA ln(S2) CARTA X 

Fase 1 Fase 2 Fase 1 Fase 2 

G4 G3 c2 G2 G1 c1 A4 A 

2 3,597 11,537 1,200 2,397 12,737 3,320 3,865 2,121 

3 2,469 6,064 0,575 1,894 6,639 1,777 2,309 1,732 

4 2,019 4,238 0,369 1,651 4,607 1,446 1,804 1,500 

5 1,764 3,360 0,270 1,494 3,631 1,310 1,536 1,342 

6 1,594 2,813 0,213 1,381 3,026 1,238 1,362 1,225 

7 1,462 2,504 0,176 1,286 2,679 1,192 1,238 1,134 

8 1,363 2,208 0,150 1,213 2,357 1,161 1,143 1,061 

9 1,281 2,022 0,130 1,150 2,152 1,139 1,067 1,000 

10 1,215 1,864 0,115 1,099 1,979 1,122 1,005 0,949 

11 1,159 1,738 0,103 1,056 1,841 1,109 0,952 0,905 

12 1,110 1,633 0,094 1,016 1,727 1,098 0,908 0,866 

13 1,069 1,546 0,086 0,983 1,631 1,089 0,868 0,832 

14 1,029 1,472 0,079 0,950 1,551 1,082 0,834 0,802 

15 0,998 1,400 0,073 0,924 1,473 1,076 0,803 0,775 

16 0,969 1,337 0,068 0,901 1,405 1,071 0,776 0,750 

17 0,936 1,289 0,064 0,872 1,353 1,066 0,751 0,728 

18 0,912 1,238 0,060 0,852 1,298 1,062 0,729 0,707 

19 0,891 1,200 0,057 0,835 1,257 1,058 0,708 0,688 

20 0,866 1,155 0,054 0,813 1,209 1,055 0,689 0,671 

21 0,849 1,124 0,051 0,798 1,175 1,052 0,672 0,655 

22 0,829 1,094 0,048 0,781 1,142 1,050 0,655 0,640 

23 0,812 1,067 0,046 0,766 1,113 1,047 0,640 0,626 

24 0,794 1,031 0,044 0,750 1,075 1,045 0,626 0,612 

25 0,781 1,007 0,042 0,739 1,049 1,043 0,613 0,600 

3.5 ESTUDO COMPARATIVO 

Nesta secção, o objetivo principal foca-se na comparação das diversas estatísticas utilizadas no 

controlo estatístico tradicional para controlo da dispersão (estatísticas R e S), com a nova 

abordagem sugerida, através da carta ln(S2). Na Figura 3.5 é possível verificar uma comparação 
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entre as três estatísticas, para dimensões da amostra iguais a 5, 10 e 20, permitindo ainda 

verificar a sua evolução. 

 Estatística R Estatística S Estatística ln(S2). 

n=5 

   

n=10 

   

n=20 

   
Figura 3.5 - Estudo comparativo das distribuições de R, S e ln(S2), para n = 5, 10, 20 

Para dimensões baixas da amostra, as cartas R e S demonstram de uma forma clara a sua não-

Normalidade, sendo possível verificar a cauda acentuada para a direita, pelo que, se torna 

enviesada a sua utilização. 

A nova carta ln(S2), apesar de também não apresentar uma simetria perfeita, logo, não sendo 

perfeitamente normal, os parâmetros utilizados para definir os limites de controlo estão de acordo 

com essa não-Normalidade, argumentos que permitem afirmar esta carta como uma boa 

alternativa às utilizadas pelo controlo estatístico tradicional. O efeito da não-Normalidade e as 

diferentes dimensões da amostra foram tidas em consideração aquando da realização destas 

simulações em MATLAB®. 

3.6 EXEMPLO PRÁTICO DE APLICAÇÃO 

Por forma a comparar as diferentes cartas de controlo da dispersão, são apresentados nesta 

secção, diferentes cartas de controlo, obtidas através da geração de dados Normais, com 

diferentes médias e variâncias, estudando diferentes dimensões da amostra, com o intuito de 

verificar, em casos de aplicação práticos, como se comportam as cartas e de que forma a não-

Normalidade das distribuições associadas às estatísticas pode afetar a performance das diversas 

cartas. 

Para realizar este estudo foram criados três ficheiros EXCEL®, em que foram gerados dados de 

três distribuições Normais – N(125,42), N(250,102), N(1000,202) – para os quais foram criadas as 

cartas de controlo R, S e ln(S2). Em cada carta são estudados 40 valores amostrais, com 

dimensões da amostra 𝑛 = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 15, 20, 25}. 

Na Figura 3.6, Figura 3.7 e Figura 3.8 são apresentados, respetivamente, três destes casos, 

correspondentes às seguintes comparações: 
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• n=5 e N(250,102); 

• n=10 e N(1000,202); 

• n=25 e N(125,42). 

 

Figura 3.6 - Cartas de controlo da média e cartas de controlo R, S e ln(S2) para n = 5 e N(250; 102) 
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Figura 3.7 - Cartas de controlo da média e cartas de controlo R, S e ln(S2) para n = 10 e N(1000; 202) 
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Figura 3.8 - Cartas de controlo da média e cartas de controlo R, S e ln(S2) para n = 25 e N(125; 42) 
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Na Tabela 3.2 é apresentado um resumo das causas especiais detetadas pelas diferentes cartas 

de forma a compreender de forma mais explícita as diferenças em performance das mesmas. 

Como é possível verificar, tanto para dimensões da amostra mais baixas (n=5), como para 

dimensões de amostra elevadas (n=25), a carta ln(S2) apresenta uma performance superior às 

restantes cartas, detetando causas especiais de variação que as restantes cartas não detetam, 

demonstrando ser mais restritiva que as restantes. Para além deste fator importante, a carta 

ln(S2) demonstra uma verdadeira vantagem na deteção de causas especiais de variação 

relacionadas com a diminuição de dispersão. Este facto pode dever-se em especial ao facto de 

na elaboração desta carta se ter tomado em conta o efeito da não-Normalidade da distribuição 

ln(S2) o que não acontece nas restantes cartas, pelo que, apesar dos limites não serem 

simétricos em relação à linha central, são coerentes com a distribuição em causa, não 

enviesando os resultados e fornecendo um meio de controlo estatístico mais preciso. 

Tabela 3.2 - Síntese da comparação de desempenho entre as cartas de controlo 

Dimensão da 
amostra 

Causa especial de 
variação 

Carta S Carta R Carta ln(S2) 

5 
Aumento da dispersão t = 35 t = 35 t = 35 

Redução da dispersão ⎯ ⎯ t = 17 

10 
Aumento da dispersão ⎯ ⎯ ⎯ 

Redução da dispersão ⎯ ⎯ t = 37 

20 
Aumento da dispersão t = 27 t = 27 t = 27 

Redução da dispersão ⎯ ⎯ t = 17 
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4. CAPACIDADE DO PROCESSO EM TEMPO REAL 

O Controlo Estatístico do Processo é uma metodologia que tem como objetivo principal controlar 

as causas de variação de um processo, mitigando as causas especiais de variação e controlando 

as causas comuns de variação. Na realização destes objetivos, as cartas de controlo são 

utilizadas como ferramentas de excelência para garantir a produção de bens e serviços que 

correspondam aos limites de especificação implementados. Uma parte importante do SPC tem 

que ver com a Capacidade do Processo, que tem como objetivo verificar se um determinado 

processo consegue produzir, de forma consistente segundo as especificações, ou seja, se é 

estável ao longo do tempo e não apresenta causas especiais de variação. No estudo da 

capacidade do processo no SPC tradicional são utilizados diversos índices, como o Cp e Cpk. Um 

dos problemas inerentes ao estudo da capacidade do processo corresponde à dificuldade em 

definir momentos temporais onde estudar a capacidade. O estudo e desenvolvimentos realizados 

nesta secção pretendem elaborar um método que permita não só estudar a capacidade do 

processo no final da Fase 1, mas também ao longo da Fase 2, em tempo real, fornecendo ainda 

mais informação vital sobre o processo. 

Nesta secção da dissertação serão discutidas duas propostas para monitorização da capacidade 

do processo em tempo real: a primeira, mais simplista, tem como base o estudo da capacidade 

do processo em tempo real, de forma análoga ao que é realizado nas cartas de controlo de Short 

Runs, onde se criam índices, cujo limiar de aceitação se definem com base nos limites de 

controlo das cartas, desta forma sendo possível, em simultâneo, na mesma carta analisar causas 

especiais de variação e a capacidade do processo; a segunda, mais complexa, na qual existe a 

necessidade de criação de outra ferramenta de auxílio, o gráfico PCIRUN, que, na Fase 2 do 

SPC permitirá verificar e analisar em tempo real os valores dos índices de capacidade Cp e Cpk, 

bem como os seus intervalos de confiança. 

4.1 CAPACIDADE DO PROCESSO EM TEMPO REAL – 

ABORDAGEM 1 

Nas cartas de controlo de Short Runs, designadamente, cartas Z e Q, a capacidade do processo 

é estudada em tempo real, através de índices de capacidade desenvolvidos para serem 

calculados através de estimativas em tempo real dos parâmetros do processo.  

Considere-se o instante t=0 como o momento temporal em que se estabelece a diferenciação 

entre a Fase 1 e a Fase 2 do SPC. Nesse instante considera-se que o processo está controlado 

estatisticamente, são estimados os parâmetros do processo e procede-se ao estudo da 

capacidade do processo relativamente à especificação técnica. Se o processo for apto, ou seja, 

se apresentar capacidade, passa à Fase 2, definindo-se então cartas de controlo com limites de 

controlo que dependem das estimativas dos parâmetros do processo, definidos na Fase 1. Na 

Fase 2, o que se propõe é a realização de uma análise em tempo real dos índices de capacidade, 

utilizando os valores das observações da Fase 2 para realizar uma estimativa mais alargada dos 
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parâmetros do processo e assim podendo controlar instante a instante o processo e a sua 

capacidade. Na Tabela 4.1 é apresentada uma ilustração gráfica da alternativa proposta para 

estudar a capacidade do processo. 

Tabela 4.1 - Alternativa para estudo da capacidade do processo em tempo real (índices de capacidade) 

 Fase 1 Fase 2 

t - k + 1 - k + 2 
. . 
. 

- 1 0 1 2 . . . j . . . 

X  1+−kx
 2+−kx

 
. . 
. 1−x

 0x
 1x

 2x
 

. . . jx
 

. . . 

R  R -k+1 R -k+2 
. . 
. 

R -1 R0 R 1 R 2 . . . R j . . . 

S S -k+1 S -k+2 
. . 
. 

S -1 S0 S1 S2 . . . S j . . . 

ln(S2) ln(S2)-k+1 ln(S2)-k+2 
. . 
. 

ln(S2)-1 ln(S2)0 ln(S2)1 ln(S2)2 . . . ln(S2)j . . . 

̂
 

⎯ ⎯ ⎯ ⎯ 0̂  1̂  2̂  
. . . j̂

 
. . . 

̂  ⎯ ⎯ ⎯ ⎯ 0̂  1̂  2̂  . . . j̂
 

. . . 

Índices 
capacidade 

⎯ ⎯ ⎯ ⎯ ( )
0

ˆ
pkC

 

(𝐼𝑈)1 

(𝐼𝐿)1 

(𝐼𝑈)2 

(𝐼𝐿)2 
. . . 

(𝐼𝑈)𝑗 

(𝐼𝐿)𝑗 
. . . 

Como é possível verificar, na Fase 2 do SPC são recalculados os valores dos parâmetros do 

processo através das estimativas que incluem os valores da Fase 1 (estimativas dos parâmetros 

do processo que servem de base para a Fase 2) e os valores da Fase 2 até ao instante em que 

o processo se encontra. 

 DESENVOLVIMENTO DOS ÍNDICES DE CAPACIDADE DO PROCESSO 

Nesta seção será realizado um desenvolvimento teórico dos índices de capacidade que se 

pretende adotar para controlar a capacidade do processo instante a instante durante a Fase 2 

do SPC tradicional. 

Da mesma forma que nas cartas de Short Runs, nas quais os índices de capacidade definem-se 

de acordo com limites que são coerentes com os limites de controlo das respetivas cartas de 

controlo, nesta abordagem pretende-se que o limiar de aceitação dos índices de capacidade seja 

coerente com os limites de controlo da carta em causa, desta forma facilitando uma análise visual 

da capacidade do processo. Assim sendo, torna-se importante identificar os limiares de aceitação 

para os índices de capacidade. Como abordado na secção 2.2.7.1, os limites de controlo da carta 

de controlo 𝑋̅, para a Fase 2 do controlo estatístico, são os seguintes: 

 𝐿𝑆𝐶𝑋̅ = 𝜇 + 𝐴𝜎 (4.1) 

 𝐿𝐼𝐶𝑋̅ = 𝜇 − 𝐴𝜎 (4.2) 
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Desta forma, os índices de capacidade que serão desenvolvidos têm de respeitar estes limites 

como os limiares de aceitação de capacidade do processo. Assim, desenvolvem-se os seguintes 

índices, através dos índices tradicionais (Cpk)S e (Cpk)I: 

 

(𝐶𝑝𝑘)𝑆 =
𝐿𝑆𝐸 − 𝜇

3𝜎
≥ 𝑘 

⇒ ((𝐶𝑝𝑘)𝑆)𝑟
=

𝐿𝑆𝐸 − 𝜇𝑟

3𝜎𝑟

≥ 𝑘 

⇔
𝐿𝑆𝐸 − 𝜇𝑟

3𝑘𝜎𝑟

≥ 1 ⇔ 𝑈𝑟 ≥ 1 

⇔ 𝑈𝑟 . (𝜎𝑋̅)0 ≥ 1. (𝜎𝑋̅)0 

𝑆𝑒 (𝑟𝑒𝑓)𝑈 = 𝐿𝑆𝐶𝑋̅ ⇒ 𝑈𝑟 . (𝜎𝑋̅)0 + (𝑟𝑒𝑓)𝑈 ≥ 1. (𝜎𝑋̅)0 + (𝑟𝑒𝑓)𝑈 

⇔ 𝐿𝑆𝐶𝑋̅ + 𝑈𝑟 . (𝜎𝑋̅)0 ≥ 𝐿𝑆𝐶𝑋̅ + (𝜎𝑋̅)0 

⇔ 𝐿𝑆𝐶𝑋̅ + 𝑈𝑟 . (𝜎𝑋̅)0 ≥ 𝜇0 + 4. (𝜎𝑋̅)0 

(4.3) 

Assim sendo, através deste desenvolvimento, torna-se possível fazer a análise da capacidade 

do processo, em tempo real, através das seguintes condições: 

• Se 𝑈𝑟 > 1, então o processo é considerado capaz; 

• Se 𝑈𝑟 < 1, então o processo é considerado não capaz. 

Apesar de em termos teóricos não haver problema com a aplicação desta metodologia, o certo 

é que por forma a ser uma metodologia eficaz, deve ser de prática utilização, bem como de fácil 

compreensão por parte dos utilizadores. Através da manipulação matemática realizada, torna-se 

difícil, em termos gráficos visualizar as situações possíveis (processo ser capaz ou não capaz). 

De forma a resolver este contratempo, sugere-se a afetação do segundo termo do primeiro 

membro da equação 4.3 através de um fator γ (e.g. γ=2) que vai facilitar a visualização gráfica, 

uma vez que valores de γ superiores a 1 irão provocar um afastamento do índice da linha de 

referência, quer o processo seja capaz ou não. 

Desta modificação, surge o índice superior que permitirá monitorizar a capacidade do processo 

em tempo real, denominado de IU (índice upper), que pode ser expresso da seguinte forma: 

 𝐼𝑈 = 𝐿𝑆𝐶𝑋̅ + 𝛾. [𝑈𝑟 . (𝜎𝑋̅)0] ≥ 𝜇0 + 4. (𝜎𝑋̅)0 (4.4) 

Os mesmos desenvolvimentos foram realizados para o índice de capacidade inferior, com base 

no índice tradicional (Cpk)I, que resultaram nas seguintes expressões: 

 

(𝐶𝑝𝑘)𝐼 =
𝜇 − 𝐿𝐼𝐸

3𝜎
≥ 𝑘 

⇒ ((𝐶𝑝𝑘)𝐼)𝑟
=

𝜇𝑟 − 𝐿𝐼𝐸

3𝜎𝑟

≥ 𝑘 

⇔
𝜇𝑟 − 𝐿𝐼𝐸

3𝑘𝜎𝑟

≥ 1 ⇔ 𝐿𝑟 ≥ 1 

⇔ 𝐿𝑟 . (𝜎𝑋̅)0 ≥ 1. (𝜎𝑋̅)0 

⇔ −𝐿𝑟 . (𝜎𝑋̅)0 ≤ −(𝜎𝑋̅)0 

𝑆𝑒 (𝑟𝑒𝑓)𝐿 = 𝐿𝐼𝐶𝑋̅ = 𝜇0 − 3. (𝜎𝑋̅)0 

(4.5) 
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⇔ 𝐿𝐼𝐶𝑋̅ − 𝐿𝑟 . (𝜎𝑋̅)0 ≤ 𝐿𝐼𝐶𝑋̅ − (𝜎𝑋̅)0 

⇔ 𝐿𝐼𝐶𝑋̅ − 𝐿𝑟 . (𝜎𝑋̅)0 ≤ 𝜇0 − 4. (𝜎𝑋̅)0 

Assim sendo, através deste desenvolvimento, torna-se possível fazer a análise da capacidade 

do processo, em tempo real, através das seguintes condições: 

• Se 𝐿𝑟 > 1, então o processo é considerado capaz; 

• Se 𝐿𝑟 < 1, então o processo é considerado não capaz. 

De forma a facilitar a análise gráfica deste índice, sugere-se novamente a afetação do índice por 

um fator γ. 

O índice de capacidade resultante destes desenvolvimentos pode definir-se por IL (índice lower), 

que pode ser expresso da seguinte forma: 

 𝐼𝐿 = 𝐿𝐼𝐶𝑋̅ − 𝛾. [𝐿𝑟 . (𝜎𝑋̅)0] ≤ 𝜇0 − 4. (𝜎𝑋̅)0 (4.6) 

Por forma a considerar o processo capaz, em qualquer instante r, este tem de obedecer às 

seguintes restrições: 

 (𝐼𝑈)𝑟 ≥ 𝜇0 + 4. (𝜎𝑋̅)0 (4.7) 

 (𝐼𝐿)𝑟 ≤ 𝜇0 − 4. (𝜎𝑋̅)0 (4.8) 

Relativamente aos parâmetros 𝜇𝑟 e 𝜎𝑟, estes são estimados através das seguintes expressões: 

 𝜇̂𝑟 =
1

𝑟
((𝑟 − 1)𝑋̿𝑟−1 + 𝑋̅𝑟) (4.9) 

 𝜎̂𝑟 =
𝑅̅𝑟

𝑑2
⁄  𝑜𝑢  𝜎̂𝑟 =

𝑆𝑟̅
𝑐4

⁄  (4.10) 

 𝑅̅𝑟 =
1

𝑟
((𝑟 − 1)𝑅̅𝑟−1 + 𝑅𝑟) (4.11) 

 𝑆𝑟̅ =
1

𝑟
((𝑟 − 1)𝑆𝑟̅−1 + 𝑆𝑟) (4.12) 

Uma vez definidos os indicadores a utilizar, passa-se à definição de metodologia de 

implementação desta técnica de controlo da capacidade do processo em tempo real, para a qual 

se sugere a implementação do seguinte procedimento: 

1. Considere-se que no instante 0 da Fase 1 o processo se encontra estabilizado e com 

capacidade. São estimados os parâmetros do processo através das seguintes estimativas: 

1.1. 𝜇̂0 = 𝑋̿; 

1.2. 𝜎̂0 = 𝑅̅
𝑑2

⁄  ou 𝜎̂0 = 𝑆̅
𝑐4

⁄ . 

2. Determinam-se, com base nos parâmetros do processo estimados, os índices de capacidade 

Cp e Cpk com o objetivo de verificar se o processo é capaz. Caso o processo seja capaz, 

passa-se ao ponto 3, caso contrário deve parar-se o Controlo Estatístico do Processo, 

estudar a causa da falta de capacidade do processo e implementar medidas corretivas de 

forma a garantir que o processo apresente capacidade de acordo com a especificação 

técnica. 

3. Recolher a amostra correspondente a t=1 (r) (primeiro instante (r-ésimo instante) da Fase 2) 

e determinar as estatísticas necessárias 𝑋̅1 e 𝑅1 ou 𝑆1. 
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4. Verificar se o processo continua sob controlo estatístico no instante t=1 (r). 

5. Estimar os novos parâmetros do processo, para o instante 1 (r), dados por: 

5.1. 𝜇̂𝑟 =
1

𝑟
((𝑟 − 1)𝑋̿𝑟−1 + 𝑋̅𝑟) 

5.2. 𝜎̂𝑟 =
𝑅̅𝑟

𝑑2
⁄  ou 𝜎̂𝑟 =

𝑆𝑟̅
𝑐4

⁄  

5.2.1. 𝑅̅𝑟 =
1

𝑟
((𝑟 − 1)𝑅̅𝑟−1 + 𝑅𝑟) 

5.2.2. 𝑆𝑟̅ =
1

𝑟
((𝑟 − 1)𝑆𝑟̅−1 + 𝑆𝑟) 

6. Estimar os valores dos índices de capacidade 𝐼𝐿 e 𝐼𝑈, para o instante 1 (r), dados pelas 

equações 4.4 e 4.6; 

7. Verificar as condições necessárias para considerar o processo capaz no instante 1 (r), que 

são definidas pelas equações 4.7 e 4.8. 

8. Se o processo não apresentar capacidade, no instante 2 (r+1), deve parar-se o processo, 

uma vez que não tem capacidade, reestruturar o processo de fabrico de forma a que se torne 

robusto a produzir dentro de especificação e reiniciar o controlo estatístico na Fase 1. Caso 

o processo apresente capacidade, devem continuar a ser seguidos os passos 3 a 8, de forma 

a controlar e monitorizar, em tempo real, a capacidade do processo. 

 EXEMPLO DE APLICAÇÃO 

Nesta secção é apresentado um exemplo de aplicação desta nova metodologia, onde é 

apresentada a Fase 1 do SPC, onde se irá verificar a estabilidade do processo e realizar a 

estimação dos parâmetros. Com o final da Fase 1, é possível obter um processo livre de causas 

especiais de variação, ou, seja, sob controlo estatístico. Desta forma é possível estimar os 

parâmetros do processo e verificar a capacidade deste processo produzir, de forma consistente, 

segundo as especificações definidas. Após estes procedimentos, passa-se à Fase 2 do Controlo 

Estatístico, fase de monitorização do processo, onde se irão implementar as metodologias de 

controlo da capacidade abordadas nesta dissertação. Desta forma, na Fase 2 são criadas as 

cartas de controlo para monitorização do processo, onde serão também incluídos os índices de 

capacidade em tempo real 𝐼𝐿 e 𝐼𝑈 de forma a verificar se para além de o processo estar 

estabilizado, se este continua a manter capacidade de produzir segundo a especificação. 

Neste exemplo de aplicação, foram utilizadas 50 amostras de dimensão 5 para estimar os 

parâmetros do processo. São apresentadas, de seguida, as cartas de controlo resultantes da 

análise deste exemplo. 
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Figura 4.1 – Exemplo da aplicação da nova metodologia de estudo da capacidade do processo em tempo real (Fase 1) 

Após uma análise cuidada da Figura 4.1, é possível verificar que não existem causas especiais 

de variação, pelo que podem ser estimados os parâmetros do processo, os quais são 

apresentados na Tabela 4.2. 

Tabela 4.2 - Estimação dos parâmetros do processo 

 Média Desvio Padrão 

Cartas 𝑋̅ e S 
𝜇̂ = 𝑋̿ 𝜎̂ = 𝑆̅

𝑐4
⁄  

992,456 9,8446 

Finalizando a Fase 1 do SPC, é então altura de verificar se o processo tem capacidade de 

produzir segundos as especificações definidas. Neste processo os limites de especificação 

considerados aceitáveis para produto conforme, situam-se no intervalo [950; 1050]. Sabendo os 

limites de especificação e com os parâmetros do processo já estimados, torna-se possível 

realizar o estudo à capacidade do processo, através dos índices Cp e Cpk, calculados através das 

equações 2.22, 2.23 e 2.24, cujos valores são apresentados na Tabela 4.3. 

Tabela 4.3 - Índices de capacidade do processo 

Cp 1,693 

Cpk 1,438 

(Cpk)S 1,948 

(Cpk)I 1,438 

Uma vez que estamos perante um processo com especificação bilateral, o critério utilizado para 

garantir a capacidade do processo exige que ambos os índices de capacidade possuam valores 

superiores a 1,33. Neste caso, Cp e Cpk são ambos superiores a esse valor, logo considera-se 

um processo capaz. Torna-se, nesta fase, ainda importante salientar que, uma vez que Cp e Cpk 

possuem valores diferentes, este processo não se encontra perfeitamente centrado. Através da 

análise dos índices (𝐶𝑝𝑘)𝑠
 e (𝐶𝑝𝑘)𝐼

 é possível afirmar que a média do processo está descentrada 
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com tendência para o limite inferior de especificação, daí o índice inferior de capacidade 

apresentar um valor mais baixo. Ainda assim, o processo possui capacidade, condição suficiente 

para se avançar para a Fase 2 do Controlo Estatístico. 

Na Fase 2 do SPC, são recolhidas amostras de dimensão 5 e realiza-se a monitorização do 

processo, procedendo adicionalmente ao controlo de capacidade através dos índices 

desenvolvidos na secção anterior desta dissertação. As cartas de controlo desta Fase do SPC 

são apresentadas na Figura 4.2. 

 

Figura 4.2 - Exemplo da aplicação da nova metodologia de estudo da capacidade do processo em tempo real (Fase 2) 

Como é possível verificar, não existem causas especiais de variação a salientar, pelo que se 

conclui que o processo se mantém sob controlo estatístico. 

Relativamente aos índices de capacidade, é importante salientar algumas conclusões: 

• Em primeiro lugar, uma vez que o índice 𝐼𝐿 é sempre inferior ao valor de referência 

inferior (𝜇0 − 4. (𝜎𝑋̅)0) e o índice 𝐼𝑈 é sempre superior ao valor de referência superior 

(𝜇0 + 4. (𝜎𝑋̅)0), podemos concluir que o processo se mantém capaz ao longo da segunda 

fase do SPC. Se em algum instante um destes pressupostos fosse violado, o processo 

seria considerado com falta de capacidade, pelo que teria de se investigar a causa dessa 

falta de capacidade, implementar ações corretivas no processo e reiniciar o controlo 

estatístico do processo. 

• Por outro lado, os índices apresentam distâncias distintas dos respetivos valores de 

referência, verificando-se que o índice 𝐼𝑈 apresenta uma maior “folga” relativamente ao 

valor de referência, logo em relação ao limite superior, este processo é “mais capaz” do 

que relativamente ao limite inferior, o que vai de encontro ao que já foi exposto nas 

conclusões tecidas sobre a Fase 1 relativamente à média do processo não estar 

centrada com a especificação imposta. Uma vez que a média tende para o limite inferior 

de especificação, é natural que o processo seja “menos capaz” aos olhos do índice 
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inferior de capacidade do que do índice superior de capacidade. De qualquer das formas, 

ambos os índices apresentam valores superiores (no caso do índice superior) e inferiores 

(no caso do índice inferior) aos seus limites, pelo que se conclui que o processo se 

mantém com capacidade durante o período analisado. 

4.2 CAPACIDADE DO PROCESSO EM TEMPO REAL – 

ABORDAGEM 2 

De forma análoga ao apresentado na abordagem 1, o que se propõe é a realização de uma 

análise em tempo real dos índices de capacidade, utilizando os valores das observações da Fase 

2 para realizar uma estimativa mais alargada dos parâmetros do processo e assim podendo 

controlar instante a instante o processo e a sua capacidade. 

Ao contrário da primeira abordagem, em que foram desenvolvidos novos índices de capacidade 

que poderiam ser comparados com os respetivos valores de referência (secção 4.1), de forma a 

poder analisar em simultâneo as causas especiais de variação e a capacidade do processo, 

nesta abordagem, o que se sugere é a utilização dos índices de capacidade tradicionais. Para 

isto adaptam-se os índices ao estudo da capacidade em tempo real, através das estimativas dos 

novos parâmetros do processo, alargando a estimativa a todos os valores das estatísticas 

recolhidas na Fase 1 e Fase 2. Desta forma, é possível, em cada instante, determinar os 

intervalos de confiança para os índices de capacidade e assinalá-los num gráfico de controlo que 

será designado como “Carta PCIRUN” (Process Capability Indexes), que é a base para analisar 

e controlar a capacidade do processo em tempo real. 

Na Tabela 4.4 é apresentada uma ilustração gráfica da alternativa proposta para estudar a 

capacidade do processo. 

Tabela 4.4 - Alternativa para estudo da capacidade do processo em tempo real (carta PCIRUN) 

 Fase 1 Fase 2 

t - k + 1 - k + 2 . . . - 1 0 1 2 . . . j . . . 

X  1+−kx  2+−kx  . . . 1−x  0x  1x  2x  . . . jx
 

. . . 

R  R -k+1 R -k+2 . . . R -1 R0 R 1 R 2 . . . R j . . . 

S S -k+1 S -k+2 . . . S -1 S0 S1 S2 . . . S j . . . 

ln(S2) ln(S2)-k+1 ln(S2)-k+2 . . . ln(S2)-1 ln(S2)0 ln(S2)1 ln(S2)2 . . . ln(S2)j . . . 

̂  ⎯ ⎯ ⎯ ⎯ 0̂  1̂  2̂  . . . j̂
 

. . . 

̂  ⎯ ⎯ ⎯ ⎯ 0̂  1̂  2̂  . . . j̂
 

. . . 

Índices 
capacidade 

⎯ ⎯ ⎯ ⎯ (𝐶̂𝑝)0
 (𝐶̂𝑝)1

 (𝐶̂𝑝)2
 . . . (𝐶̂𝑝)𝑗

 . . . 

⎯ ⎯ ⎯ ⎯ (𝐶̂𝑝𝑘)0
 (𝐶̂𝑝𝑘)1

 (𝐶̂𝑝𝑘)2
 . . . (𝐶̂𝑝𝑘)𝑗

 . . . 
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⎯ ⎯ ⎯ ⎯ ⎯ Carta PCIRUN 

Como é possível verificar, na Fase 2 do SPC são reestimados os valores dos parâmetros do 

processo através das estimativas que incluem os valores da Fase 1 (estimativas dos parâmetros 

do processo que servem de base para a Fase 2) e os valores da Fase 2 até ao instante em que 

o processo se encontra. 

 DESENVOLVIMENTO DA METODOLOGIA DE ESTUDO DA CAPACIDADE DO PROCESSO ATRAVÉS DE 

INTERVALOS DE CONFIANÇA DOS ÍNDICES DE CAPACIDADE 

Nesta secção são abordados todos os princípios necessários à construção da carta PCIRUN, 

cujo objetivo corresponde à análise da capacidade do processo em tempo real (monitorização) 

através dos intervalos de confiança dos índices de capacidade tradicionais. De forma a realizar 

estes desenvolvimentos, serão abordados e explorados os fundamentos matemáticos 

subjacentes aos intervalos de confiança dos índices, bem como a realização de deduções acerca 

das estimativas necessárias para os parâmetros do processo e ainda o desenvolvimento de um 

procedimento de implementação para a construção e análise da carta PCIRUN. 

O intervalo de confiança bilateral para o índice Cp pode ser calculado, segundo Kotz & Johnson 

(2002), através da seguinte equação: 

 𝐶̂𝑝
√

𝜒2
(1−

𝛼
2
);𝑁−1

𝑁 − 1
≤ 𝐶𝑝 ≤ 𝐶̂𝑝

√
𝜒2

(
𝛼
2
);𝑁−1

𝑁 − 1
 

(4.13) 

Onde 𝐶̂𝑝 corresponde à estimativa pontual do índice 𝐶𝑝. 

Relativamente ao índice Cpk, o intervalo de confiança bilateral é dado, segundo Kotz & Johnson 

(2002), por: 

 𝐶̂𝑝𝑘 − 𝑍𝛼
2

√
𝐶̂𝑝𝑘

2

2(𝑁 − 1)
+

1

9𝑁
≤ 𝐶𝑝𝑘 ≤ 𝐶̂𝑝𝑘 + 𝑍𝛼/2

√
𝐶̂𝑝𝑘

2

2(𝑁 − 1)
+

1

9𝑁
 (4.14) 

Em que, analogamente, 𝐶̂𝑝𝑘 corresponde à estimativa pontual do índice 𝐶𝑝𝑘. 

Uma vez que os índices de capacidade são calculados com base em dados amostrais, estes são 

apenas estimativas pontuais da capacidade do processo, sendo então conveniente definir um 

intervalo de confiança no qual o verdadeiro valor do índice se situe, considerando para o efeito 

uma determinada probabilidade (Pereira & Requeijo, 2012).  

Por forma a implementar esta metodologia de monitorização da capacidade do processo, sugere-

se a adoção e implementação do seguinte procedimento: 

1. Considere-se que no instante 0 da Fase 1 o processo se encontra estabilizado e com 

capacidade. São estimados os parâmetros do processo através das seguintes estimativas: 

1.1. 𝜇̂0 = 𝑋̿; 

1.2. 𝜎̂0 = 𝑅̅
𝑑2

⁄  ou 𝜎̂0 = 𝑆̅
𝑐4

⁄ . 
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2. Determinam-se, com base nos parâmetros do processo estimados, os índices de capacidade 

Cp e Cpk e os intervalos de confiança de Cp e Cpk com o objetivo de verificar se o processo é 

capaz; caso o processo seja capaz, passa-se ao ponto 3, caso contrário deve-se suspender 

o Controlo Estatístico do Processo, estudar a causa da falta de capacidade do processo e 

implementar medidas corretivas de forma a garantir que o processo apresente capacidade 

de acordo com a especificação técnica. 

3. Representar no gráfico (Carta PCIRUN) os pontos correspondentes aos intervalos de 

confiança determinados no ponto 2. 

4. Recolher a amostra no instante 1 (r) e determinar as estatísticas 𝑋̅1 e 𝑅1, 𝑆1 ou  ln(𝑆2)1. 

5. Verificar que o processo continua sob controlo estatístico no instante 1 (r). 

6. Estimar os parâmetros do processo para o instante 1 (r), dados por: 

6.1. 𝜇̂𝑟 =
1

𝑟
((𝑟 − 1)𝑋̿𝑟−1 + 𝑋̅𝑟) 

6.2. 𝜎̂𝑟 =
𝑅̅𝑟

𝑑2
⁄  ou 𝜎̂𝑟 =

𝑆𝑟̅
𝑐4

⁄  

6.2.1. 𝑅̅𝑟 =
1

𝑟
((𝑟 − 1)𝑅̅𝑟−1 + 𝑅𝑟) 

6.2.2. 𝑆𝑟̅ =
1

𝑟
((𝑟 − 1)𝑆𝑟̅−1 + 𝑆𝑟) 

7. Estimar os valores dos índices de capacidade para o instante 1 (r), dados por: 

7.1. (𝐶̂𝑝)1 =
𝐿𝑆𝐸−𝐿𝐼𝐸

6𝜎̂1
 

7.2. (𝐶̂𝑝𝑘)1 = min (
𝜇̂1−𝐿𝐼𝐸

3𝜎̂1
,
𝐿𝑆𝐸−𝜇̂1

3𝜎̂1
) 

8. Determinar os intervalos de confiança para Cp e Cpk no instante 1 (r), recorrendo às equações 

4.13 e 4.14. 

9. Representar no gráfico (carta PCIRUN) os pontos correspondentes aos intervalos de 

confiança determinados no ponto 8, unindo-os, através de uma linha, aos pontos do instante 

anterior. 

10. Repetir os passos 4 a 9 para os instantes consequentes (t=2, 3, … , j, …). 

11. O gráfico construído designa-se carta PCIRUN, que pode apresentar diversas situações, que 

serão classificadas como bom desempenho e mau desempenho, que serão devidamente 

identificadas, analisadas e definidos os rumos de ação a tomar em cada um dos casos. 

4.2.1.1 CLASSIFICAÇÃO DE DESEMPENHO DO GRÁFICO PCIRUN 

Para analisar o gráfico PCIRUN é necessário ter em atenção diversos fatores: 

• O limite inferior do intervalo de confiança de cada um dos índices deverá ser, sempre, 

superior a 1,33 (𝑃𝐶𝐼𝑚𝑖𝑛). Esta é uma condição necessária e suficiente para considerar o 

processo capaz. 

• A atribuição de “bom” ou “mau” desempenho do processo é realizada em função da 

localização da média do processo face ao valor nominal da especificação; processos 

suficientemente centrados são considerados com “bom” desempenho e processos 

descentrados são considerados com “mau” desempenho. 
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• Um processo considera-se suficientemente centrado ((𝐶𝑝𝑘)𝑠
≈ (𝐶𝑝𝑘)𝐼

) se os valores de 

(𝐶̂𝑝𝑘)𝑗
 são sempre maiores ou iguais aos valores do limite inferior de 𝐶𝑝. 

• Quando a condição anterior não se verifica, considera-se que o processo está 

significativamente descentrado, pelo que ações corretivas devem ser aplicadas no 

sentido de centrar a média do processo com o valor nominal da especificação. 

• Ao contrário das cartas de controlo, o gráfico PCIRUN não pode ser utilizado para 

verificar se o processo se encontra sob controlo estatístico; o gráfico PCIRUN apenas 

analisa o desempenho do processo face à especificação (capacidade do processo). O 

controlo estatístico do processo deve ser realizado em simultâneo com a carta PCIRUN 

através das cartas de controlo mais adequadas, sendo assim possível um estudo 

completo e abrangente do processo. 

 EXEMPLOS DE APLICAÇÃO 

Nesta secção são apresentados dois exemplos de aplicação da metodologia sugerida, uma no 

qual o processo se encontra com “bom” desempenho e a outra em que o processo se encontra 

com “mau” desempenho, de forma a verificar quais as diferenças gráficas entre as cartas 

PCIRUN. Na Figura 4.3 é apresentado um exemplo de um processo com “bom desempenho”. 

 

Figura 4.3 - Exemplo de carta PCIRUN de processo com "bom" desempenho 

Como é possível verificar na carta apresentada na Figura 4.3, os valores dos intervalos de 

confiança de ambos os índices são sempre superiores a 1,33, logo o processo encontra-se com 

capacidade. Adicionalmente, pode-se afirmar que os valores de 𝐶𝑝𝑘 são sempre superiores aos 

valores do limite inferior do intervalo de confiança do índice 𝐶𝑝, logo, considera-se que o processo 

possui “bom” desempenho. 

Na Figura 4.4 é apresentado um exemplo de um processo com “mau desempenho”. 
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Figura 4.4- Exemplo de carta PCIRUN de processo com "mau" desempenho 

De forma semelhante ao que acontece na carta exposta na figura 20, na carta da Figura 4.4 é 

possível verificar que ambos os intervalos de confiança para os índices de capacidade 𝐶𝑝 e 𝐶𝑝𝑘 

são sempre superiores ao valor mínimo admissível de PCI (1,33, adotado dos estudos de 

Shewhart (1931)), logo, em primeira instância pode ser afirmado que o processo apresenta 

capacidade. Ainda assim, segundo a metodologia proposta pode ser verificado o desempenho 

do processo em relação ao intervalo da especificação, verificando se este está suficientemente 

centrado. Ao analisar esta carta PCIRUN verifica-se que o valor do índice 𝐶𝑝𝑘 é inferior ao valor 

do limite inferior do intervalo de confiança do índice 𝐶𝑝, pelo que, apesar do processo ter 

capacidade para produzir segundo a especificação técnica, não se encontra centrado com essa 

especificação. Neste caso, sugere-se que se verifiquem quais as causas do desvio da média em 

relação ao valor nominal de especificação e se tomem medidas corretivas no sentido de centrar 

o processo. 

Na Figura 4.5 é apresentado um exemplo em que o processo não possui capacidade, logo, este 

deveria ser parado, realizadas as devidas correções e reiniciar o estudo estatístico. 

 

Figura 4.5- Exemplo de carta PCIRUN de processo sem capacidade 
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Por último, na Figura 4.5 é apresentado o caso mais extremo que pode ser analisado através da 

metodologia proposta, no qual, com base nesta metodologia, se pode considerar que o processo 

não apresenta capacidade. Neste caso, no final da Fase 1 do SPC o processo apresenta 

capacidade de produzir segundo a especificação. Quando se transita para a Fase 2, o valor de 

Cpk continua superior a 1,33, dando indicação à luz do estudo tradicional que este processo 

continua a apresentar capacidade. À luz da metodologia proposta nesta secção, considera-se 

em sentido contrário, i. e., analisando a carta PCIRUN, considera-se que o processo deixa de ter 

capacidade de produzir segundo a especificação uma vez que os intervalos de confiança dos 

índices em estudo (neste exemplo, o intervalo de confiança do índice 𝐶𝑝𝑘) apresenta valores 

inferiores ao 𝑃𝐶𝐼𝑚𝑖𝑛. Neste caso, assim que é detetado, no instante 1, a falta de capacidade, 

deve-se suspender a recolha de amostras, investigar a causa da falta de capacidade do processo 

e estabelecer medidas corretivas, no sentido de garantir a capacidade do processo produzir 

segundo a sua especificação técnica. 
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5. CARTAS DE CONTROLO CONJUNTAS 

O controlo estatístico do processo como ferramenta da qualidade para monitorizar processos 

tem vindo a demonstrar-se uma mais valia para as organizações uma vez que permite obter uma 

visão global sobre o desempenho do processo, quais as falhas que ocorrem e, com auxílio de 

outras ferramentas da qualidade, quais as causas dessas falhas e como é que essas falhas 

podem ser mitigadas ou corrigidas. Para controlar estatisticamente um processo, o procedimento 

habitual passa pela criação de cartas de controlo, cartas estas que irão controlar os parâmetros 

de localização e dispersão do processo. 

Nesta secção aborda-se uma nova metodologia de estudo que pretende realizar o controlo 

estatístico do processo através do controlo conjunto dos parâmetros de localização e dispersão 

do mesmo, permitindo, através de apenas uma carta de controlo, monitorizar o processo. 

5.1 CARTA C𝐗̅/ 𝐥𝐧( 𝐒𝟐) 

Os princípios da carta de controlo conjunta CX̅/ ln( S2) podem ser enumerados da seguinte 

forma: 

• Todos os princípios válidos na abordagem tradicional de Shewhart mantêm-se válidos 

nesta nova abordagem, entre os quais a Normalidade dos dados, recolha de amostras 

racionais, independência dos dados e a fixação dos limites de controlo a 3 desvios 

padrão da variável em estudo; 

• A carta de controlo CX̅/ ln( S2) é constituída pelo gráfico (𝑡, 𝐺𝑡
2), em que 𝐺𝑡

2 corresponde 

ao valor da variável 𝐺2 no instante 𝑡. 

• Os limites de controlo desta carta são dados por: 

o LIC = 0; 

o LSC = 1; 

• Deteta-se uma situação de fora de controlo quando a variável 𝐺2 toma valores superiores 

a 1 (𝐺2 > 1). 

• No caso de se detetar uma causa especial de variação, procede-se à transformação das 

estatísticas amostrais para o controlo da média e da dispersão de forma a obter valores 

adimensionais, que são designados por 𝜙 (média) e 𝜓 (dispersão); 

• As transformadas da média e da dispersão de cada amostra (𝜙𝑖 , 𝜓𝑖), são representadas 

num gráfico, que se designa por gráfico 𝜙/𝜓. 

• Verifica-se a existência de uma causa especial de variação se o ponto (𝜙𝑖 , 𝜓𝑖) não 

pertencer ao interior da região definida por um círculo de raio 1. 

• Através da análise do gráfico 𝜙/𝜓 é possível verificar se a causa especial de variação é 

devida a alterações na média, na dispersão ou devido a alterações em simultâneo na 

média e dispersão. 

• Uma das limitações desta análise prende-se com a dificuldade em analisar o gráfico 𝜙/𝜓 

em termos cronológicos. 
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Assumindo que os dados da variável em estudo (𝜔) são Normalmente distribuídos 

(𝑋~𝑁(𝜇𝜔, 𝜎𝜔
2),) define-se a estatística 𝐺2 por: 

 𝐺2 = 𝐜′. 𝐌. 𝐜 (5.1) 

em que, 

 𝐜 = [
𝑋̅ − 𝐸(𝑋)

ln(𝑠2) − 𝐸(ln(𝑠2))
] = [

𝑋̅ − 𝜇

ln(𝑠2) − (ln(𝜎2) −
1

𝑛 − 1
−

1

3(𝑛 − 1)2
+

2

15(𝑛 − 1)4
)
] (5.2) 
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2
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1

𝐴. 𝜎
)

2

0

0

(

 
1

3.√
2

𝑛 − 1
−

2
(𝑛 − 1)2 +

4
3(𝑛 − 1)3 −

16
15(𝑛 − 1)5)

 

2

]
 
 
 
 
 
 

 

(5.3) 

 

A equações 5.2 e 5.3 baseiam-se nas equações 3.7 e 3.8 apresentadas na secção 3.2 que 

definem 𝐸(ln(𝑠2)) e 𝜎ln(𝑠2). 

Nas equações 5.2 e 5.3 adota-se a seguinte simbologia: 

𝐜 –  Vetor das diferenças entre a média e o logaritmo da variância e os seus 

respetivos valores esperados; 

𝐌  – Matriz das variâncias da distribuição de médias e logaritmos da variância; 

𝐗  – Média da amostra; 

𝐥𝐧(𝒔𝟐) – Logaritmo da variância da amostra; 

𝑬(𝑿)  – Valor esperado da característica da qualidade X; 

𝑬(𝐥𝐧(𝒔𝟐)) – Valor esperado do logaritmo da variância amostral; 

𝝈𝑿̅  – Desvio padrão da distribuição da média de amostras; 

𝝈𝐥𝐧(𝒔𝟐)  – Desvio padrão da distribuição do logaritmo de variâncias amostrais; 

𝝁  – Média do processo; 

𝐥𝐧(𝝈𝟐) – Logaritmo da variância do processo; 

 Fase 1 

O objetivo principal da Fase 1 do SPC, para além de verificar a estabilidade do processo, consiste 

na estimação dos parâmetros do processo. No caso do SPC envolver carta da média (𝐗̅) e do 
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logaritmo da variância (𝐥𝐧(𝒔𝟐)), estes parâmetros são estimados, respetivamente, através dos 

estimadores 𝐗 e 𝐥𝐧(𝐒𝟐)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. Desta forma, a equação 5.1, para o instante i, será dada por: 

 𝐺𝑖
2 = (

𝑋𝑖̅ − 𝑋̿

𝜎𝑋̅

)

2

+ (
ln(𝑠𝑖

2) − ln(S2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝜎̂ln(𝑠2)
)

2

 (5.4) 

em que, 

 𝜙𝑖 = (
𝑋𝑖̅ − 𝑋̿

𝜎𝑋̅

) (5.5) 

 𝜓𝑖 = (
ln(𝑠𝑖

2) − ln(S2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝜎̂ln(𝑠2)
) (5.6) 

Assim sendo, a estatística G2 passará a ser definida por: 

 𝐺𝑖
2 = 𝜙𝑖

2 + 𝜓𝑖
2 (5.7) 

A representação gráfica da equação 5.7 corresponde ao gráfico 𝜙/𝜓. De seguida é apresentada 

a Figura 5.1 exemplificativa de quais os cenários possíveis e de que forma se analisam, de 

acordo com a situação em questão. 

 

Figura 5.1 – Gráfico 𝜙/𝜓 
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Como é possível verificar através da figura anterior, este gráfico permite verificar qual o 

parâmetro (ou os parâmetros, ou nenhum deles individualmente) responsável pela causa 

especial de variação. 

É considerada como causa especial de variação, qualquer instante em que se verifique que o 

valor da estatística 𝐺𝑖
2 seja superior a 1 (Requeijo, 2003), sendo que neste caso, podem surgir 

quatro situações: 

• |𝜙| > 1 e |𝜓| > 1 – Verifica-se alteração na média e na dispersão do processo; 

• |𝜙| > 1 e |𝜓| < 1 – Verifica-se alteração na média, mas não na dispersão do processo; 

• |𝜙| < 1 e |𝜓| > 1 – Verifica-se alteração na dispersão do processo, mas não na média; 

• |𝜙| < 1 e |𝜓| < 1 – Situação de difícil resolução, necessária maior investigação.  

No gráfico 𝜙/𝜓 não é possível verificar a sequência cronológica dos dados, o que não permite a 

deteção de padrões não aleatórios. De forma a ultrapassar esta desvantagem, sugere-se a 

construção de um gráfico em função da estatística 𝐺𝑖
2 e da sequência cronológica dos dados. 

De seguida apresenta-se um exemplo deste gráfico, o qual se designa de carta de controlo 

conjunta 𝐶𝑋̅/ln (𝑠2). 

 Fase 2 

Na Fase 2 do SPC, os parâmetros do processo já são conhecidos ou foram estimados na Fase 

1 através das estatísticas 𝑋̿ e ln(𝑆2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . Desta forma, para determinar a estatística 𝐺2, deve ser 

utilizada a seguinte equação: 

 𝐺𝑖
2 = (

𝑋𝑖̅ − μ

A. σ
)

2

+ (
ln(𝑠𝑖

2) − ln(S2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝜎ln(𝑠2)
)

2

 (5.8) 

Todas as considerações realizadas na Fase 1 aplicam-se à Fase 2, pelo que o passo seguinte 

será a construção da carta de controlo conjunta 𝐶𝑋̅/ln (𝑠2) e do gráfico 𝜙/𝜓 de forma a poder 

analisar a existência de causas especiais de variação, e, desta forma, proceder à monitorização 

do processo. 

5.2 Exemplo de aplicação de Cartas Conjuntas 

Nesta secção serão apresentados exemplos de aplicação de cartas conjuntas, tanto para a Fase 

1 como para a fase 2 do SPC. 

Os desenvolvimentos teóricos desta dissertação assentaram em especial sobre a criação de uma 

carta conjunta em que se utilizasse a nova estatística ln(S2), sendo que Requeijo (2003) abordara 

este assunto relativamente às estatísticas S e MR, pelo que nesta secção serão analisados esses 

exemplos. 
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 Fase 1 

Nesta secção apresenta-se a comparação entre a utilização de cartas de Shewhart tradicionais 

(Figura 5.2) e a utilização da abordagem tratada nesta dissertação acerca de cartas conjuntas 

(Figura 5.3 e Figura 5.4). 

 

Figura 5.2 - Carta de Shewhart X̅ - s (extraído de Requeijo, 2003) 

 

Figura 5.3 - Carta Conjunta CX̅ – s (extraído de Requeijo, 2003) 
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Figura 5.4 - Gráfico 𝜙/𝜓 (extraído de Requeijo, 2003) 

Através de uma análise cuidada da Figura 5.2 é possível verificar que, através da abordagem 

tradicional são detetadas causas espaciais de variação nos instantes 5 (média e dispersão) e 19 

(média).  

A mesma situação, controlada estatisticamente através de cartas de controlo conjuntas deteta 

três causas especiais de variação, nos instantes 5, 12 e 19. Realizando uma análise ao gráfico 

𝜙/𝜓 e atendendo às regras enunciadas na Figura 5.1 é possível verificar que a causa especial 

de variação no instante 5 deve-se a uma alteração na média e na dispersão do processo (em 

concordância com análise tradicional), a causa especial no instante 12 deve-se ao efeito conjunto 

da variação da média e dispersão, uma situação mais difícil de analisar que requer estudo e a 

causa especial no instante 19 deve-se a uma alteração na média do processo (em concordância 

com análise tradicional). 

Como é possível verificar através deste exemplo, as cartas de controlo conjuntas permitem 

realizar o controlo estatístico do processo de forma mais eficiente (utilização de apenas uma 

carta de controlo ao invés de duas cartas no controlo tradicional) e eficaz (deteção de 3 causas 

especiais de variação ao invés de apenas duas na abordagem tradicional). 
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 Fase 2 

 

Figura 5.5 - Carta de Shewhart X̅ - MR (extraído de Requeijo, 2003)  

 

 

Figura 5.6 - Carta Conjunta CX̅ – MR (extraído de Requeijo, 2003) 
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Figura 5.7 - Gráfico 𝜙/𝜓 (extraído de Requeijo, 2003) 

Através de uma análise cuidada da Figura 5.5 é possível verificar que, através da abordagem 

tradicional foi detetada causa espacial de variação no instante 17 (média e dispersão). 

A mesma situação, controlada estatisticamente através de cartas de controlo conjuntas deteta 

três causas especiais de variação, nos instantes 8 e 17. Realizando uma análise ao gráfico 𝜙/𝜓 

e atendendo às regras enunciadas na Figura 5.1 é possível verificar que a causa especial de 

variação no instante 8 deve-se ao efeito conjunto da variação da média e dispersão, uma 

situação mais difícil de analisar que requer estudo e a causa especial no instante 17 deve-se a 

uma alteração na média e na dispersão do processo (em concordância com análise tradicional). 

Como é possível verificar através deste exemplo, as cartas de controlo conjuntas permitem 

realizar o controlo estatístico do processo de forma mais eficiente (utilização de apenas uma 

carta de controlo ao invés de duas cartas no controlo tradicional) e eficaz (deteção de duas 

causas especiais de variação ao invés de apenas uma na abordagem tradicional. 
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6. CONCLUSÕES E SUGESTÕES PARA TRABALHOS FUTUROS 

A presente dissertação pode ser subdividida em três partes distintas. Em primeiro lugar, através 

do estudo, simulação e desenvolvimento dos parâmetros para a carta de controlo da dispersão 

ln(S2). Em segundo lugar, o desenvolvimento de duas metodologias para uniformizar o estudo 

da capacidade do processo durante a Fase 2 do SPC. A terceira abordagem consiste na criação 

de uma carta de controlo que pudesse, em simultâneo controlar os parâmetros de localização e 

dispersão de um processo. Assim sendo, esta secção irá ser apresentada em 3 subsecções, nas 

quais serão abordadas as conclusões e sugestões para trabalhos futuros mais relevantes sobre 

cada parte integrante desta dissertação. 

6.1 CONCLUSÕES E SUGESTÕES – VALIDAÇÃO DOS 

PARÂMETROS DA CARTA LN(S2) 

A presente dissertação teve como objetivo colmatar lacunas existentes na aplicação das cartas 

de controlo tradicionais de Shewhart, em específico, na aplicação de cartas de controlo de 

variáveis para controlo da dispersão, como são exemplo as cartas da amplitude (R) e do desvio-

padrão (S). Nestes casos, o pressuposto da Normalidade dos dados é violado, situação já 

discutida anteriormente por Pacheco (2019) e verificada novamente nesta dissertação através 

da realização de simulação destas estatísticas (R e S) para diversas dimensões da amostra. 

Após geração do código para realizar as simulações destas estatísticas, procedeu-se a um novo 

cálculo dos limites de controlo e constantes necessárias para a criação da carta de controlo 

ln(S2), carta que vem apresentar uma alternativa ao controlo estatístico da dispersão do 

processo, sem violar o pressuposto da Normalidade. Após determinar as funções necessárias 

para gerar as constantes necessárias para a construção desta nova carta, foi necessário 

escrever e implementar o código de forma a simular estas constantes no sentido de validar o 

trabalho de Pacheco (2019). A realização destas simulações teve em consideração a 

necessidade de um elevado número de repetições de forma a obter resultados confiáveis. De 

forma a criar um compromisso entre fiabilidade dos resultados e tempo de simulação, 

determinou-se a geração de um milhão de valores amostrais para a realização das amostras. 

Com estes valores, os tempos de simulação variaram entre 90 minutos e algumas horas, 

dependendo da dimensão da amostra a simular. 

Através da realização de simulação foi possível obter os valores das constantes para criação da 

nova carta de controlo da dispersão, podendo então realizar algumas correções aos estudos de 

Pacheco (2019), nos quais, algumas dimensões da amostra apresentavam valores imprecisos 

relativamente às constantes e melhoramentos devido à utilização de um número mais elevado 

de valores gerados. 

Da realização deste estudo, surgiu a oportunidade de escrever um artigo científico. Foi redigido 

o artigo “ln(S2) Chart Parametrization – An alternative to the Statistical Control of Process 
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Variance”, que foi submetido à revista científica Journal of Process Control (apresentado no 

Anexo F). 

6.2 CONCLUSÕES E SUGESTÕES – ESTUDO E 

MONITORIZAÇÃO DA CAPACIDADE DO PROCESSO EM 

TEMPO REAL 

O estudo da capacidade do processo é realizado, de uma forma geral, através de índices de 

capacidade tradicionais Cp e Cpk, em primeiro lugar no final da Fase 1 do SPC, como condição 

necessária para o processo poder ser monitorizado na Fase 2. Em segundo lugar, é realizado 

ao longo da Fase 2, como forma de verificar se o processo mantém a sua capacidade de produzir 

segundo os requisitos impostos pela especificação técnica. Relativamente ao estudo de 

capacidade durante a Fase 2, não há metodologias que indiquem em que instantes é que esse 

estudo deve ser realizado, desta forma e com o objetivo de uniformizar o estudo da capacidade 

do processo na Fase 2 do SPC, sugerem-se duas metodologias para monitorização da 

capacidade do processo em tempo real. 

A primeira metodologia proposta tem como base a ideologia apresentada no estudo da 

capacidade do processo nas cartas Short-Run, sendo que foram adaptados os índices de 

capacidade tradicionais de forma a que na carta para o controlo da média do processo da Fase 

2 se pudessem também incluir os índices de capacidade do processo. Nesta carta, procedeu-se 

à adaptação dos índices para que se pudessem comparar os índices de capacidade (IU e IL) com 

valores de referência específico. Assim, os operadores que analisam as cartas de controlo 

conseguem, de forma simples, verificar se o processo tem capacidade para produzir de forma 

consistente de acordo com a especificação técnica. 

A segunda metodologia proposta tem uma conceção diferente, no sentido de, apesar de também 

se basear nos índices de capacidade tradicionais 𝐶𝑝 e 𝐶𝑝𝑘, nesta metodologia são calculados os 

intervalos de confiança para cada um desses índices e, de acordo com a posição relativa dos 

limites desses intervalos de confiança, é traçada uma carta denominada PCIRUN que, de acordo 

com regras específicas permite não só verificar se o processo tem capacidade, mas, no caso de 

ter capacidade, permite tecer comentários acerca do seu desempenho, isto é, se, tendo 

capacidade para produzir de forma consistente segundo a especificação técnica, o processo 

produz de forma estatisticamente centrada relativamente a essa especificação. 

Da realização deste estudo, surgiu a oportunidade de escrever um artigo científico, em processo 

de redação e submissão (Anexo G). 
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6.3 CONCLUSÕES E SUGESTÕES – CARTAS CONJUNTAS PARA 

CONTROLO DOS PARÂMETROS DE LOCALIZAÇÃO E 

DISPERSÃO DO PROCESSO 

Desde a sua introdução, por Walter Shewhart, que o SPC tem vindo a ser desenvolvido, tendo 

sido introduzidas novas metodologias, novas cartas de controlo e novos conceitos que vieram 

complementar esta ferramenta da qualidade. Uma das frentes em que não tem havido muito 

desenvolvimento corresponde ao SPC univariado, em específico, as cartas de controlo de 

variáveis tradicionais, onde, de forma a controlar o processo, é necessário construir duas cartas 

de controlo: uma carta para controlar o parâmetro de localização (p. e. carta da média) e uma 

carta para controlar o parâmetro da dispersão (p.e. carta ln(S2)). 

Na presente dissertação é sugerida uma nova metodologia, baseada nas ideias apresentadas 

por Chao & Cheng (1996) e Requeijo (2003) em que se pretende controlar estatisticamente 

ambos os parâmetros do processo (localização e dispersão) utilizando apenas uma carta de 

controlo. Para isto, foi necessário criar uma estatística (G2) que combinasse os valores de ambos 

os parâmetros. O facto desta estatística combinar ambos os parâmetros do processo, apresenta 

uma vantagem relativamente às cartas tradicionais de Shewhart uma vez que para além de 

detetar todas as causas especiais relativamente a alterações do parâmetro de localização ou 

alterações do parâmetro de dispersão, esta carta também deteta causas especiais relativas à 

interação entre estes parâmetros. 

Da realização deste estudo, surgiu a oportunidade de escrever um artigo científico em processo 

de redação. 
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Anexo A – Constantes necessárias para construção das Cartas de Controlo 

n 

𝑋̅ Chart S Chart R Chart 

A A2 A3 A4 d2 c1 c4 B3 B4 B5 B6 d3 D1 D2 D3 D4 

2 2.121 1.881 2.659 3.865 1.128 3.320 0.798 0 3.267 0 2.606 0.853 0 3.686 0 3.267 

3 1.732 1.023 1.954 2.309 1.693 1.777 0.886 0 2.568 0 2.276 0.888 0 4.358 0 2.575 

4 1.500 0.729 1.628 1.804 2.059 1.446 0.921 0 2.266 0 2.088 0.880 0 4.698 0 2.282 

5 1.342 0.577 1.427 1.536 2.326 1.310 0.940 0 2.089 0 1.964 0.864 0 4.918 0 2.115 

6 1.225 0.483 1.287 1.362 2.534 1.238 0.952 0.030 1.970 0.029 1.874 0.848 0 5.078 0 2.004 

7 1.134 0.419 1.182 1.238 2.704 1.192 0.959 0.118 1.882 0.113 1.806 0.833 0.204 5.204 0.076 1.924 

8 1.061 0.373 1.099 1.143 2.847 1.161 0.965 0.185 1.815 0.179 1.751 0.820 0.388 5.306 0.136 1.864 

9 1.000 0.337 1.032 1.067 2.970 1.139 0.969 0.239 1.761 0.232 1.707 0.808 0.547 5.393 0.184 1.816 

10 0.949 0.308 0.975 1.005 3.078 1.122 0.973 0.284 1.716 0.276 1.669 0.797 0.687 5.469 0.223 1.777 

11 0.905 0.285 0.927 0.952 3.173 1.109 0.975 0.321 1.679 0.313 1.637 0.787 0.811 5.535 0.256 1.744 

12 0.866 0.266 0.886 0.908 3.258 1.098 0.978 0.354 1.646 0.346 1.610 0.778 0.922 5.594 0.283 1.717 

13 0.832 0.249 0.850 0.868 3.336 1.089 0.979 0.382 1.618 0.374 1.585 0.770 1.025 5.647 0.307 1.693 

14 0.802 0.235 0.817 0.834 3.407 1.082 0.981 0.406 1.594 0.399 1.563 0.763 1.118 5.696 0.328 1.672 

15 0.775 0.223 0.789 0.803 3.472 1.076 0.982 0.428 1.572 0.421 1.544 0.756 1.203 5.741 0.347 1.653 

16 0.750 0.212 0.763 0.776 3.532 1.071 0.984 0.448 1.552 0.440 1.526 0.750 1.282 5.782 0.363 1.637 

17 0.728 0.203 0.739 0.751 3.588 1.066 0.985 0.466 1.534 0.458 1.511 0.744 1.356 5.820 0.378 1.622 

18 0.707 0.194 0.718 0.729 3.640 1.062 0.985 0.482 1.518 0.475 1.496 0.739 1.424 5.856 0.391 1.608 

19 0.688 0.187 0.698 0.708 3.689 1.058 0.986 0.497 1.503 0.490 1.483 0.734 1.487 5.891 0.403 1.597 

20 0.671 0.180 0.680 0.689 3.735 1.055 0.987 0.510 1.490 0.504 1.470 0.729 1.549 5.921 0.415 1.585 

21 0.655 0.173 0.663 0.672 3.778 1.052 0.988 0.523 1.477 0.516 1.459 0.724 1.605 5.951 0.425 1.575 

22 0.640 0.167 0.647 0.655 3.819 1.050 0.988 0.534 1.466 0.528 1.448 0.720 1.659 5.979 0.434 1.566 

23 0.626 0.162 0.633 0.640 3.858 1.047 0.989 0.545 1.455 0.539 1.438 0.716 1.710 6.006 0.443 1.557 

24 0.612 0.157 0.619 0.626 3.895 1.045 0.989 0.555 1.445 0.549 1.429 0.712 1.759 6.031 0.451 1.548 

25 0.600 0.153 0.606 0.613 3.931 1.043 0.990 0.565 1.435 0.559 1.420 0.708 1.806 6.056 0.459 1.541 
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Anexo B  - Distribuição de R para diferentes dimensões da amostra (n) 

Anexo B.1 – Distribuição de R para n=3 

 

Anexo B.2 – Distribuição de R para n=4 

 

Anexo B.3 – Distribuição de R para n=6 

 

Anexo B.4 – Distribuição de R para n=7 
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Anexo B.5 – Distribuição de R para n=8 

 

Anexo B.6 – Distribuição de R para n=9 

 

Anexo B.7 – Distribuição de R para n=20 

 

Anexo B.8 – Distribuição de R para n=50 
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Anexo C - Distribuição de S para diferentes dimensões da amostra (n) 

Anexo C.1 – Distribuição de S para n=3 

 

Anexo C.2 – Distribuição de S para n=4 

 

Anexo C.3 – Distribuição de S para n=6 

 

Anexo C.4 – Distribuição de S para n=7 
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Anexo C.5 – Distribuição de S para n=8 

 

Anexo C.6 – Distribuição de S para n=9 

 

Anexo C.7 – Distribuição de S para n=20 

 

Anexo C.8 – Distribuição de S para n=50 
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Anexo D – Simulação dos limites de controlo da estatística ln(S2) para 
diferentes dimensões da amostra (n) 

Anexo D.1 – Simulação dos limites de controlo da estatística ln(S2) para n=2 

 

Anexo D.2 – Simulação dos limites de controlo da estatística ln(S2) para n=3 

 

Anexo D.3 – Simulação dos limites de controlo da estatística ln(S2) para n=4 
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Anexo D.4 – Simulação dos limites de controlo da estatística ln(S2) para n=5 

 

Anexo D.5 – Simulação dos limites de controlo da estatística ln(S2) para n=6 

 

Anexo D.6 – Simulação dos limites de controlo da estatística ln(S2) para n=7 
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Anexo D.7 – Simulação dos limites de controlo da estatística ln(S2) para n=8 

 

Anexo D.8 – Simulação dos limites de controlo da estatística ln(S2) para n=9 

 

Anexo D.9 – Simulação dos limites de controlo da estatística ln(S2) para n=10 
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Anexo D.10 – Simulação dos limites de controlo da estatística ln(S2) para n=11 

 

Anexo D.11 – Simulação dos limites de controlo da estatística ln(S2) para n=12 

 

Anexo D.12 – Simulação dos limites de controlo da estatística ln(S2) para n=13 
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Anexo D.13 – Simulação dos limites de controlo da estatística ln(S2) para n=14 

 

Anexo D.14 – Simulação dos limites de controlo da estatística ln(S2) para n=15 

 

Anexo D.15 – Simulação dos limites de controlo da estatística ln(S2) para n=16 
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Anexo D.16 – Simulação dos limites de controlo da estatística ln(S2) para n=17 

 

Anexo D.17 – Simulação dos limites de controlo da estatística ln(S2) para n=18 

 

Anexo D.18 – Simulação dos limites de controlo da estatística ln(S2) para n=19 
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Anexo D.19 – Simulação dos limites de controlo da estatística ln(S2) para n=20 

 

Anexo D.20 – Simulação dos limites de controlo da estatística ln(S2) para n=21 

 

Anexo D.21 – Simulação dos limites de controlo da estatística ln(S2) para n=22 
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Anexo D.22 – Simulação dos limites de controlo da estatística ln(S2) para n=23 

 

Anexo D.23 – Simulação dos limites de controlo da estatística ln(S2) para n=24 
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Anexo E – Ficheiro de apoio em EXCEL usado para cálculo das constantes da 

carta ln(S2) 
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Anexo F – Artigo “ln(S2) Chart Parametrization – An alternative to the 
Statistical Control of Process Variance” 
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Anexo G – Artigo “Monitorização da Capacidade do Processo na Fase 2 do SPC 
– Índices de capacidade 𝑰𝑼 e 𝑰𝑳” 
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