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Resumo

Nesta dissertacdo apresentam-se os resultados do estudo e da investigagdo dos Planos
em Blocos Incompletos Parcialmente Equilibrados (PBIBD) no que concerne a sua estrutura e
a analise da informagdo contida nestes planos. Procurou-se, sempre que possivel, ilustrar as
descri¢cdes tedricas com exemplos.

Seguidamente, procede-se a sintese de cada um dos capitulos:

No capitulo 1, explicitam-se as razdes pelas quais estes planos surgiram e fazem-se
algumas referéncias historicas. Introduzem-se ainda os conceitos necessarios a compreensao
do significado de PBIBD, referem-se aplicacdes dos mesmos e citam-se alguns trabalhos
recentes.

No capitulo 2, apresentam-se as definicdes de esquema de associagdo e de PBIBD,
esta ultima com base na primeira. Referem-se as principais propriedades e efectua-se o estudo
algébrico dos PBIBD.

No capitulo 3, comega-se por apresentar a andlise: intrabloco, interbloco e a
combinada intra-interbloco, para o caso geral dos Planos em Blocos Incompleto. Segue-se o
estudo da analise do caso particular dos PBIBD e explicita-se com um exemplo.

No capitulo 4, descrevem-se e caracterizam-se os PBIBD para duas, trés ou mais
classes de associacao.

No capitulo 5, abordam-se os PBIBD sob o ponto de vista geométrico e da teoria de
grafos, que assume particular destaque nos dias de hoje. Recorre-se ainda a teoria das
parti¢des para estudar determinados PBIBD.

No capitulo 6, sintetizam-se as principais ideias desta dissertacdo e exploram-se

eventuais perspectivas de trabalho futuro.



Summary

This dissertation presents the results of the study and the investigation on Partially
Balanced Incomplete Blocks Designs (PBIBD) and it focuses on the structure and analysis of
the information contained in these designs. It was our concern to illustrate the theoretic
descriptions with examples.

Next we will synthesis each chapter:

In chapter 1, it is explained the reasons by which these designs were studied and we do
some historical references and developments. We introduce concepts which will allow us to
understand the meaning of PBIBD. We also refer applications of PBIBD and quote recent
papers.

In chapter 2, association schemes and PBIBD are defined and the most important
properties are studied. We also refer PBIBD through an algebraic point.

In chapter 3, we begin presenting the intrablock, interblock and the combined intra-
interblock information for the general case of the Incomplete Block Designs. It follows the
study of the analysis in the particular case of the PBIBD and we will exemplify it.

In chapter 4, it is described and characterized PBIBD with two, three and more
associate classes.

In chapter 5, we study PBIBD under the point of geometrical view, graph theory -
which is assuming particular highlight nowadays — and partitions.

In chapter 6, we summarize the main ideas of this dissertation and we explore eventual

perspectives of future work.



Simbologia e notagdes

IBD: Planos em Blocos Incompletos
BIBD: Planos em Blocos Incompletos Equilibrados
PBIBD: Planos em Blocos Incompletos Parcialmente Equilibrados

EGD: Extensdo dos planos divisiveis em grupos

v: numero de tratamentos ou variedades

b : nimero de blocos

k : nimero de unidades experimentais do bloco

r: numero de vezes que cada tratamento ocorre

m : numero de classes de um esquema de associagao

A, : nimero de vezes que cada par de tratamentos se repete
n, : numero de i-ésimos associados
pj.k : para tratamentos i-ésimos associados, p;k representa o nimero de tratamentos comuns

j-ésimos associados de um tratamento e k-ésimos associados de outro tratamento

A, ;. matriz A constituida por i linhas e j colunas,

a, : elemento da matriz A que se encontra na intersec¢do da i-¢sima linha com a j-€sima coluna

A" : matriz transposta da matriz A

I': matriz identidade (a, =1 se i=j, a; =0 se i # j)

J ,: vector coluna unitario

J,.,: matriz cujos elementos séo 1.

tr A : trago da matriz quadrada (ir A = a, +a,, +...+ a;).
|A| : determinante da matriz A

G : grafo

V' : conjunto de vértices

C (a): conjunto de classes de associacao dos i-¢ésimos associados do tratamento o

1

C : dual de uma classe de associagao
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Capitulo 1

Introducao aos Planos em Blocos Incompletos

Parcialmente Equilibrados

1.1 Planos em Blocos

Em experiéncias agricolas, a necessidade de comparar todas as variedades ou
tratamentos, em condi¢des de homogeneidade, implicou a organizacdo e o plancamento de
experiéncias em unidades experimentais ou parcelas agrupadas em blocos.

Nos Planos em Blocos Completos Casualizados pretende melhorar-se a precisdo das
estimativas de diferengas entre as médias de determinadas variedades, minimizando a
variabilidade dentro de cada bloco e maximizando a variabilidade entre blocos. Considere-se
um plano dividido em b blocos e seja v o numero de variedades ou tratamentos do plano. Em
cada bloco figura uma observacao de cada variedade, sendo aleatoria a ordem pela qual a
variedade ocorre. Neste tipo de planos cada um dos b blocos encontra-se dividido em &
unidades experimentais, com k=v.

Para dar resposta a dificuldade de concretizagdo de experiéncias, para as quais ndo ¢
possivel dispor os v tratamentos em cada bloco, ou seja, quando o niimero de unidades
experimentais em cada bloco ¢ inferior ao nimero de tratamentos (k <v), € possivel recorrer-
se a experiéncias estruturadas sob a forma de Planos em Blocos Incompletos. Estes planos
assumiram um papel relevante no planeamento de experiéncias e foram introduzidos por
Yates (1936a).

Yates (1936b) introduziu os Planos em Blocos Incompletos Equilibrados com o
objectivo de resolver situagdes especiais para as quais as condigdes de equilibrio nao se

verificavam.



1.2 Planos em Blocos Incompletos (Caso Geral)

Os Planos em Blocos Incompletos (IBD: Incomplete Block Designs) sio um
delineamento bastante abrangente dado que ndo se colocam determinadas restrigdes: nao €
necessario que os blocos tenham todos a mesma dimensao nem ¢ preciso que cada variedade
se repita 0 mesmo niimero de vezes.

Os Planos em Blocos Incompletos sdo planos onde ocorrem v tratamentos em b
blocos de dimensdo k&, sendo v> k.

Considerem-se v tratamentos dispostos em b blocos. Suponha-se que o i-€simo

tratamento (i=12,...,v) € testado em 7, parcelas e que o j-ésimo bloco (j=1,2,...b)
contém k, parcelas. Seja ainda n; 0 namero de vezes que cada variedade i ocorre no bloco
Jj . Um plano dir-se-4:

1.2.1 Binario se cada variedade ocorre no maximo uma vez em cada bloco, isto é:

{1, se a variedade i ocorre no bloco j
n.=
g

0, se a variedade i ndo ocorre no bloco j
1.2.2 Apropriado se k; =k, qualquer que seja .

1.2.3 Equirreplicado se r, =7, qualquer que seja i.

1.3 Planos em Blocos Incompletos Equilibrados

Yates (1936b) introduziu os Planos em Blocos Incompletos Equilibrados (BIBD:
Balanced Incomplete Block Designs) como um caso particular dos Planos em Blocos
Incompletos.

Foi sugerido por Yates que, em situagdes nas quais nao € possivel ter todos os pares de
tratamentos a ocorrer em cada bloco, podera definir-se um delineamento impondo a seguinte
restricdo: cada par de tratamentos ocorre simultaneamente em A blocos, sendo A uma
constante.

Um BIBD ¢ caracterizado por cinco parametros nao independentes b,v,r,k e A, que
sdo niimeros inteiros, sujeitos as restrigoes:

1.31 n=rv=>bk;

1.3.2 r(k—l) :/1(\/—1);

1.3.3 b>v (Desigualdade de Fisher).



Um BIBD ¢ um Plano em Blocos Incompletos binario, apropriado e equirreplicado.

Assim, e de acordo com Oliveira, T. (1999) tem-se a definicdo de BIBD:

“Os Planos em Blocos Incompletos Equilibrados sdo planos para v variedades em b
blocos, em que cada bloco contém k parcelas, com k <v. Cada variedade repete-se » vezes
no total dos b blocos e cada par de variedades aparece junto nos diversos blocos A vezes.
Nenhuma variedade ocorre mais do que uma vez no mesmo bloco.”

Em Oliveira, T. (1999) encontra-se também a defini¢do de BIBD resoluvel:

“Quando ¢ possivel separar os b blocos em r conjuntos de m blocos cada, b=mr,
de modo a que cada variedade ocorra apenas uma vez entre os blocos de um dado conjunto e

cada conjunto forme uma réplica completa estamos perante um BIBD resolavel”.

1.4 Planos em Blocos Incompletos Parcialmente Equilibrados

Bose e Nair (1939) definiram pela primeira vez os Planos em Blocos Incompletos
Parcialmente Equilibrados (PBIBD: Partially Balanced Incomplete Block Designs) como um
delineamento constituido por v tratamentos, dispostos em b blocos, de dimensdo & em que

cada tratamento ocorre em r blocos; quaisquer dois tratamentos sdo i-ésimos associados e

ocorrem simultaneamente em /4, blocos. O plano PBIBD(m), com m classes de associagdo
fica definido pelos parametros v,b,r, k,/ll.,(l <i< m) )

Os PBIBD surgiram da necessidade de dar resposta ao facto de determinadas
condi¢gdes impostas aos parametros dos BIBD nao serem contempladas ou serem de dificil
aplicag¢do. Por exemplo, nos BIBD o requisito de A ser um numero inteiro pode implicar que
o numero de blocos e a sua dimensao atinjam valores impraticaveis para a realizagdo de uma

experiéncia. Dado que /I:r(k—l)/(v—l) (1.3.2), entdo se v—1 for um numero primo, r

tera de ser um nimero multiplo desse primo e tera ainda que se verificar a restrigdo b=rv/k
(1.3.1). Considerando as restri¢des anteriores, para um plano onde, por exemplo, se pretende
aplicar 32 tratamentos, » tera de ser um ntiimero multiplo de 31 e, se por acaso, o nimero de

unidades experimentais for impar e primo, b tera de ser multiplo de 31x32.

Enquanto que nos BIBD a varidncia da diferenga entre os efeitos dos pares dos

tratamentos estimados isto &, V(fh - fl.) , tem 0 mesmo valor para qualquer par de tratamentos

(h,i ), nos PBIBD essa propriedade nem sempre se verifica. Por exemplo, para duas classes
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de associagdo, V(7,—7,) pode tomar dois valores dependendo do facto dos tratamentos

serem primeiros ou segundos associados, ou seja, dependendo do numero de vezes que

ocorrem juntos.

No planeamento de experiéncias, os Planos em Blocos Completos Casualizados sdao o
delineamento mais usado desde que haja condigdes para a sua aplicabilidade. Tal como ndo ¢
l6gico usar um IBD em situacdes nas quais ¢ possivel usar um Plano em Blocos Completos,
também os BIBD sao preferencialmente usados sempre que possivel em relagdo aos PBIBD,
devido a sua eficiéncia superior (Oliveira, T (1999)). Dentro dos PBIBD os planos que mais
sao usados sdo os planos divisiveis em grupo para duas classes de associagdo, dado que

constituem a extensao mais simples de um BIBD.

1.5 Retrospectiva historica

O delineamento experimental ou planeamento de experiéncias foi inicialmente
desenvolvido por Fisher, entre 1919 e 1933, e surgiu da necessidade de analisar e interpretar
os valores provenientes de experiéncias agricolas. Por isso, ainda hoje, se usam termos e
expressoes como blocos, parcelas, variedades ou tratamentos, directamente relacionados com
a agricultura. Estes estudos expandiram-se e hoje em dia s@o bastante utilizados na andlise de
resultados de experiéncias laboratoriais ou de engenharia e aplicados a areas diversas como a
genética, a medicina e a criptografia. Os livros de autoria de Fisher - Statistical Methods for
Research Workers (1925) e The Design of Experiments (1935) - reflectem as primeiras
abordagens e pesquisas na area do delineamento experimental tendo por base os dados
provenientes do seu trabalho, desenvolvido no Rothamsted Experimental Station.

A partir de 1930 e até 1965 Yates colaborou com Fisher. A partir de dados reais de
experiéncias agricolas foram realizados trabalhos relevantes em planeamento de experiéncias,
desenvolvendo-se sobretudo a teoria de Planos em Blocos Incompletos e a investigacdo na

area da experimentacao factorial.

Apesar do delineamento experimental ter assumido relevancia a partir desta altura,
outras abordagens, sem uma evidente formalizacdo, foram anteriormente feitas e
posteriormente retomadas para expandir a teoria de delineamento experimental e proceder a
sua conjugacao com a analise combinatoria, a teoria de grupos ou a teoria de grafos. Devido a

estes factos e numa outra perspectiva, encontra-se em Bailey (2004) a atribuicao da origem do
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conceito de Planos em Bloco Incompletos Equilibrados aos autores Kirkman (1847) e Steiner
(1853) sob o ponto de vista de andlise combinatoria, e ainda a Carmichael (1937) que
designou este delineamento por configuragdes completas. Este autor definiu os Planos
Incompletos Binarios Equirreplicados, atribuindo-lhes o nome de configuracdes técticas,

estudo que desenvolveu na continuidade do trabalho de Moore (1896).

Yates (1936a, 1940) definiu os Planos em Blocos Incompletos Equilibrados e estudou
a analise intrabloco e interbloco destes planos. Contudo, Yates ndo se limitou ao estudo destes
delineamentos e propds novos planos tais como os reticulados simples e o delineamento
quase-factorial (1936b, 1937b). Uma no¢ao muito importante surgiu também por esta altura —
a noc¢ao de eficiéncia de um BIBD.

Relativamente a um BIBD, Fisher (1940) demonstrou que se verifica a condigdo b>v
(1.3.3), a qual ficou conhecida por desigualdade de Fisher. Em Oliveira, T. (1999) encontra-se
uma abordagem desta demonstrag@o. A estrutura e a construg@o destes planos comegaram por
ser estudadas nos artigos de Bose (1939, 1942) e de Fisher (1940). Roy J. (1958) provou que

o Plano em Blocos Incompletos mais eficiente ¢ o Plano Equilibrado, caso exista.

Uma abordagem detalhada aos BIBD ¢ apresentada em Oliveira, T. (1994). Nesse
trabalho sdo definidos os IBD e os BIBD, mencionados os teoremas fundamentais, € descrita
a analise estatistica dos IBD e dos BIBD e sdo estudados os BIBD com repeti¢des e a sua
constru¢dao. Os BIBD com repeti¢des permitem simplificar a concretizacdo das experiéncias e
a analise dos resultados obtidos. Note-se que, a definicdo de BIBD ndo impde qualquer
restricdo relativamente a repeticdo de blocos, desta forma quando ha »* <b blocos distintos
num plano, diz-se que ha repeti¢des de blocos.

No seguimento deste trabalho, Oliveira, T. (1999) aprofunda os temas anteriores e sdo
estudados os PBIBD com aplicagdes a genética. Sdo também apresentados casos particulares
de BIBD com blocos repetidos, com diferentes suportes (nimero de blocos nao repetidos no
plano) e diferentes estruturas. Exemplos de BIBD com repeti¢des de blocos encontram-se em

Oliveira, T. (2004).

Para dar resposta a problematica da rigidez das condi¢des impostas aos BIBD, Bose e
Nair (1939) introduziram e desenvolveram os Planos em Blocos Incompletos Parcialmente
Equilibrados (PBIBD) e os esquemas de associagdo. No trabalho destes autores, os esquemas
de associagdo foram introduzidos implicitamente na defini¢do dos PBIBD, mas ndo foram

formalmente definidos. Na primeira definicdo de PBIBD todos os parametros A eram

12



distintos, contudo Nair ¢ Rao (1942) mostraram que essa restricdo era desnecessaria. Bose e
Nair (1939) defendiam ainda que os contrastes ndo eram todos estimados com a mesma
variancia. Posteriormente, Bose ¢ Shimamoto (1952) concluiram também que esta condi¢ao
ndo era necessaria. Estes autores classificaram ainda os PBIBD para duas classes de
associac¢do: divisivel em grupos, simples, triangular, quadrados latinos e ciclico.

Bose e Mesner (1959) recorreram a algebra para desenvolver o seu trabalho em
delineamento experimental, dando origem a 4lgebra hoje conhecida como Algebra de Bose-
Mesner. No entanto, verifica-se que, anteriormente, Connor e Clatworthy (1954) tinham ja
chegado a resultados interessantes nesta 4area. Recentemente, Bailey (2004) estudou
detalhadamente esta algebra abordando a partir dela os grafos fortemente regulares com

possiveis aplicagdes aos PBIBD.

Os anos 50 e 60 foram proficuos na descoberta de resultados referentes a esquemas de
associagdo, havendo o objectivo de classificar todos os esquemas de associacdo e catalogar
todos os PBIBD. Por exemplo, nas listas de Bose ¢ Shimamoto (1952) encontram-se novos
esquemas de associagdo. Vartak (1955) introduziu o esquema rectangular com trés classes de
associacdo que anteriormente fora estudado por Harshbarger (1946, 1947 e 1949). Roy P.
(1953) introduziu os esquemas de associa¢do hierarquicos divisiveis em grupos. Hinkelmann
e Kempthorne (1963) reinventaram os esquemas de associagao factoriais como uma extensao
dos grupos divisiveis, trabalhos posteriormente desenvolvidos por Kusumoto (1967) e
Surendran (1968).

John, P. (1966) generalizou os esquemas triangulares, embora esta generaliza¢do tenha
também sido efectuada independentemente por Bose e Laskar (1967) e por Kusomoto (1965).
Kempthorne (1956) retomou o estudo dos factores de eficiéncia nos Planos em Blocos
Incompletos e Pearce (1968) estudou-os nos planos equirreplicados. James e Wilkinson
(1971) introduziram os factores de eficiéncia canodnica e os contrastes foram estudados por

Pearce et al (1974).

Patterson e Williams (1976) introduziram um novo tipo de Planos em Blocos
Incompletos: os Planos « . Estes planos podem ser aplicados sempre que o numero de
tratamentos ¢ multiplo da dimensdo dos blocos, isto ¢ de k, contudo so se aplicam quando os
planos sdo resoliveis. Os Planos a foram descobertos através do recurso a um processo de
construcao ciclica, tendo uma aplicagdo bastante ampla. Patterson et a/ (1978) catalogaram os
Planos o mais eficientes com 100 tratamentos e 4 réplicas. A partir desta altura, o recurso a

algoritmos informaticos permitiu um avango significativo na geracao de planos com factores
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de eficiéncia mais relevantes, ndo s6 no que concerne a descoberta de novos Planos « , bem

como de todos os outros delineamentos.

Investigacdo, revisdo e sistematizagdo dos PBIBD e dos esquemas de associacao
aparecem em trabalhos de Bose (1963), Kageyama (1974), P. John (1971) e Raghavarao
(1971). No artigo de Clatworthy (1973) encontram-se tabelas de PBID. Os planos ciclicos
foram também tabelados em John et al (1972) e sdo um dos principais temas dos livros John

(1987) e de John e Williams (1995).

1.6 Abordagens recentes e aplicacoes dos PBIBD

Hinkelmann e Kempthorne (2005) apresentam uma compilacdo da analise intrabloco,
interbloco e andlise combinada intra-interbloco para o caso geral dos IBD, particularizando
para os BIBD e PBIBD e sugerindo pontualmente novos procedimentos. Referem ainda
métodos para a constru¢do destes blocos. Numa outra perspectiva, Bailey (2004) estuda os
esquemas de associagdo abordando-os sob trés pontos de vista - matricial, com recurso a
grafos e através de particdes — e analisa detalhadamente a algebra de Bose-Mesner, a partir da

qual dedica especial atencao aos grafos fortemente regulares e a sua aplicagdo aos PBIBD.

Numa perspectiva algébrica e geométrica Sun (2002) obtém novos delineamentos do
tipo PBIBD, a partir de anéis finitos, e Bayrak e Gaoneny (2002) estudam alguns
delineamentos duais dos BIBD e dos PBIBD para além de relacionarem alguns parametros
entre os IBD e os BIBD, recorrendo a propriedades geométricas. Novos PBIBD resoluveis
com trés classes de associacdo sdo estudados por Varghese e Sharma (2004). Sinha e Sanpei
(2006) referem novos processos para a construcdo de grupos divisiveis e Thannippara et al
(2007) estudam métodos para a construcdo de planos hipercubicos, a partir de planos
factoriais simétricos. Bailey (2006) et al abordam como o conceito de parcialmente
equilibrado pode ser alargado a outros delineamentos. Hensona et al (2007) apresentam a

construc¢do de novos grupos divisiveis.

Muito recentemente foi publicado o artigo de Bhattacharya (2008) et a/ onde se refere
a existéncia e a constru¢do de PBIBD recorrendo a delineamentos poligonais assim como o
artigo de Hurd e Sarvat (2008) onde sdo introduzidas novas familias de grupos divisiveis ¢ as

condigdes necessarias e suficientes para assegurar a sua existéncia.
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A aplicabilidade dos PBIBD estd longe de se restringir a analise de resultados
provenientes de experiéncias agricolas. O seu papel nos testes de grupos experimentais ¢é
evidenciado no trabalho de Vakil e Parnes (1994) e no trabalho de See ef al/ (1997) onde se
apresentam aplicagdes dos PBIBD na amostragem controlada.

O recurso aos PBIBD permite também novas aplicagdes a outros tipos de
delineamento. Na area dos planos de melhoramento vegetal, destacam-se o trabalho de Ghosh
e Divecha (1997) no qual esta problematica ¢ estudada com recurso aos PBIBD com duas
classes de associacdo e aos diallel crosses parciais e o trabalho de Das et al (1998), onde ¢
abordada a optimizagao dos diallel crosses parciais.

Na construcao de delineamentos diallel crosses com recurso aos PBIBD destacam-se
os artigos de: Shama (2000) que propde o uso dos PBIBD para a construgdo de delineamentos
diallel crosses completos e Varghese et al (2004) onde ¢ proposto o uso dos PBIBD com trés
classes de associagdo para a constru¢do de diallel crosses parciais. Salienta-se ainda o
trabalho de Oliveira, T. (2002) no qual se apresentam aplicacdes dos PBIBD e dos BIBD com

repeti¢des em delineamentos diallel crosses.

Na area das ciéncias médicas ¢ frequente o recurso aos PBIBD na elaboragdo das
experiéncias e analise dos resultados. Destacam-se, por exemplo, o estudo de Endres (2006)
no qual se pretende estudar o indice tornozelo-braquial medido por trés grupos distintos de
médicos e o trabalho de Gallagher (2005) onde os PBIBD sdo um recurso para o estudo das
cargas de flexao no dorso e a falha por fadiga dos segmentos de movimentos lombares. Nas
ciéncias médicas veterinarias, refere-se o estudo desenvolvido por Takemura (2003) em que
mais uma vez sao aplicados PBIBD para a andlise do efeito da imunoglobulina G extraida de

vacas imunizadas com citrato férrico na captagdo de ferro pela Escherichia coli.

Uma das areas que recorre ao planeamento de experiéncias estruturadas sob a forma
de PBIBD ¢ a criptografia, com a finalidade de procurar codificar informagdo em blocos e
extrair ilagdes a partir dai, como ¢ apresentado no artigo de Bose, M. e Mukerjee (2006), no
qual ¢ explorada relagdo entre esquemas visuais criptograficos e os PBIBD. Adhikari et a/
(2000) referem que os PBIBD podem ser utilizados para a construcao de esquemas visuais de
criptografia com imagens a preto e branco e com expansdo de pequenos pixels. Ainda dentro
desta area, o recurso aos grupos divisiveis possibilitou gerar e armazenar bases de dados com
codigos que permitem detectar a autenticidade de imagens, videos e cds, através de codigos

de barras, tendo a patente deste algoritmo sido registada nos EUA, por Lee (2008).
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Capitulo 2

Planos em Blocos Incompletos Parcialmente

Equilibrados e Esquemas de Associacao

2.1 Definicao de esquema de associacio

Dados v tratamentos 1,2,...,v, uma relagdo diz-se um esquema de associagdo com m

classes de associagdo se:
i) Quaisquer dois tratamentos sdo 1.°, 2.° ..., ou m-ésimos associados tal que, se o

tratamento o ¢ i-ésimo associado do tratamento [, entdo o tratamento [ ¢ i-
ésimo associado do tratamento « ;

ii) Qualquer tratamento o tem n, i-ésimos associados, sendo #, independente de o ;
iii) Sejam o e f dois tratamentos quaisquer i-ésimos associados, entdo o numero de

tratamentos j-ésimos associados de o e k-ésimos associados de [ ¢ pj.k , sendo

p', independente do par de i-ésimos associados.

Um esquema de associacdo com m classes ¢ portanto definido pelos parametros:

v,n e py,ij,k=12....m.

A defini¢do anterior foi formalmente apresentada em Bose e Shimamoto (1952). Mais

tarde, Bose ¢ Mesner (1959) mostraram que a condigdo pj,k = p,’;]., assumida nos primeiros

artigos, era redundante na medida em que é uma consequéncia da definicdo de esquema de

associacao. Bose e Clatworthy (1955) mostram que, para duas classes de associa¢do, nao €

necessario assumir que os parametros p, sejam constantes, uma vez que assumindo que n,,

n,, pi, € p,, sdo constantes, as restantes condigdes advém automaticamente.
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2.2 Planos em Blocos Incompletos Parcialmente Equilibrados

(PBIBD) e Esquemas de Associacao: relacoes e exemplos

2.2.1 Definicdo de PBIBD

Um esquema de associagdo com m classes, definido pelos respectivos parametros, ¢
um Plano em Blocos Incompleto Parcialmente Equilibrado com m classes de associacdo
(PBIBD (m)) se os v tratamentos estdo dispostos em b blocos de dimensdao k£ e k <v, tal
que:

i) Cada tratamento ocorre no maximo uma unica vez em cada bloco (plano binario) de
dimensao k (plano préprio);
ii) Cada tratamento ocorre em » blocos (plano equirreplicado);

iii) Dois tratamentos a e f i-ésimos associados ocorrem juntos em A, blocos, sendo

A, independente do par de tratamentos i-ésimos associados escolhidos.

Um PBIBD ¢ definido pelos parametros (v,b,r,k, 4,), i=12,...,m. Os parametros
anteriores sao designados por parametros de primeira ordem e o0s parametros p_;k por

parametros de segunda ordem.

Os parametros p;k podem ser escritos sob a forma de m matrizes simétricas P, tal que:

P.:[p;k} i=1,2, . m i, k=12, m

1

e p), representa o termo de ordem ( j, k) na matriz P,.

Destaca-se que um PBIBD ¢é um esquema de associa¢do, embora um esquema de
associacdo nem sempre determine um PBIBD. Salienta-se ainda que um PBIBD com uma
classe de associacdo ¢ um BIBD e um PBIBD com duas classes de associagdo, para o qual

A, =4,, € também um BIBD.
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b)

d)

2.2.2 Relacoes entre os parametros de um PBIBD

Verifica-se que vr = bk . 2.1

Para qualquer tratamento «, cada um dos restantes v—1 tratamentos ¢ classificado

como 1.° 2.° ..., ou m-ésimo associado e, como cada tratamento tem n, i-ésimos

associados, entdo:

Zm:ni:v—l. 2.2)
i=1

Considerem-se os » blocos nos quais ocorre o tratamento o . A partir desses blocos
podem formar-se r(k —1) pares de tratamentos, sendo & um desses tratamentos. Nos
pares formados, os i-ésimos associados de & ocorrem A vezes, havendo n, i-ésimos

associados de a, i=1,2,...., m, entdo:

m

> A =r(k-1). (2.3)

i=1
Sejam « e p tratamentos i-ésimos associados. Para i# j, verifica-se que

m
Z P =n;, dado que os k-€simos associados de & abrangem os n; associados de f.
k=1 '

m
Para i=j, tem-se que Z py=n;—1, dado que os k-ésimos associados de «
k=1

abrangem os n, —1 associados de f3. Sintetizando:

m é;j:l’ l:_]

> ph=n,-5,, 2.4)
k=1

0,=0, i#]
Considere-se o tratamento « . Seja G, o conjunto dos i-¢simos associados de @ ¢ G,
o conjunto dos j-ésimos associados de « . Qualquer tratamento pertencente a G, tem
pj,k k-ésimos associados em G, e qualquer tratamento em G, tem pi k-ésimos
associados em G,. Formando pares de G, e G, de k-ésimos associados obtém-se

i ;. . A j
n,p, pares e formando pares de G, ¢ G; de k-ésimos associados obtém-se n,p;
pares, logo:

i _ j . . _
Py =N,Dys Lj,k=12,..,m 2.5)
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Os parametros p}k podem ser escritos sob a forma de m matrizes simétricas P,, tal que:

Pi:[pj.k} i,j,k=1,2,..,m e p' representa o termo de ordem (j,k)na matriz P,.

Salienta-se ainda, o facto de ser um resultado conhecido que o nimero de pardmetros pj.k

independentes ¢ m(m2 —1)/ 6.

Para um PBIBD com duas classes de associacdo as relacdes entre os parametros

podem ser escritas na forma:

n+n,=v-1 (2.6) ph+ph =0 (2.10)
nA+mi =r(k-1) (2.7 pa+pa=n,—1 (2.11)
P+ oL, =n—1 (2.8) npl, =n,p; (2.12)
Pyt Dy, =0, 2.9 npy, =n,p, (2.13)

2.2.3 Exemplos

2.2.3.1 PBIBD com duas classes de associacao

Considere-se o PBIB com duas classes de associagdo (m=2) definido pelos

parametros: v=6,b=6, r=3,k=3,4=2 e 4, =1. Este delineamento ¢ constituido pelos
tratamentos 1,2,3,4,5 ¢ 6, dado que (v=6), agrupados em seis blocos(b=6) de dimenséo

trés (k =3), ocorrendo cada tratamento em trés blocos (r =3).

B, B, B; By Bs Bs
1 2 3] [2 5 6| |3 4 6] |3 4 5] [1 2 4| |1 5 6]

Esquema 2.1: PBIBD com duas classes de associa¢io (v=06,b=6, r=3,k=3,1,=2,4,=1)

O tratamento 1 ocorre nos blocos B;, Bs e Bs. Tomando por base o tratamento 1

podem formar-se os seguintes pares de tratamentos: (1,2), (1,3), (1,2), (1,4), (1,5) e
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(1,6). Como o par (I,2) ocorre duas vezes, os tratamentos 1 e 2 dizem-se primeiros
associados € 4 =2. Os tratamentos 3, 4, 5, ¢ 6 sdo segundos associados do tratamento 1,

dado que ocorrem uma Unica vez associados a este tratamento e 4, =1.

Qualquer que seja o tratamento a considerar, o numero de tratamentos seus primeiros

associados € um, logo n, =1. O numero de elementos seus segundos associados € quatro, pelo
que n,=4.

Sintetizando os resultados, obtém-se as seguintes classes de associacao:

Tratamento Primeiros associados Segundos associados
1 2 3,4,5,6
o) 1 3,4,5,6
3 4 1, 2,56
4 3 1, 2,5 6
5 6 1, 2,3, 4
6 5 1, 2, 3, 4

b

Tabela 2.1: Classes de associa¢io do PBIBD (v=06,b=6, r=3,k=3,1,=2,4,=1)

Pela definicdo de esquema de associacdo alinea iii), p;k representa o nimero de

tratamentos j-ésimos associados de o e k-ésimos associados de S, sendo o e £ dois

tratamentos i-ésimos associados, entao:

Escolhendo dois tratamentos primeiros associados entre si, tem-se que:
p,, : representa o numero de tratamentos em comum dos primeiros associados;
P1, : representa o niimero de tratamentos comuns entre os primeiros associados de

um dos tratamentos e os segundos associados do outro tratamento.

Escolhendo dois tratamentos segundos associados entre si, tem-se que:
p;: representa o nimero de tratamentos em comum dos seus primeiros
associados;
pi, : representa o niimero de tratamentos comuns entre os primeiros associados de

um dos tratamentos e os segundos associados do outro tratamento.

20



Para exemplificar a determinacdo dos parametros de segunda ordem, escolheu-se como
primeiros associados os tratamentos 1 € 2 € como segundos associados os tratamentos 1 e 3.

Tem-se, entao:

ph=#{{2}n{1}}=0 ph=#{{2)n{3,4,56}=0
pu =#1{{3.4,5,6}n{1}}=0 ph=#{{3,4,56]n{3,4,5,6]} =4
ph=#{{2}n{4}}=0 P =#1{{2)n{1,2,56)} =1
pn=#1{{3,4,5,6)n{4}} =1 pn=#{{3,4,5,6/n{1,2,56}}=2

Como os parametros pj.k podem ser escritos sob a forma de m matrizes simétricas P,,
1 1 O 0 2 2 O 1
vem: Plz{pil piz}:{ } e Pzz{pl; p‘;}:{ }
Py Pn 0 4 Py Pxn 12

Seguidamente, procede-se a verificacdo das relagdes entre os parametros, deste PBIBD

em particular:

a) Cada um dos v (V = 6) tratamentos ocorre r (r = 3) vezes, entdo o produto vr ¢
igual ao niimero total de observa¢des. Como existem b (b = 6) blocos, cada um de dimensao

k (k = 3) , entdo o produto bk ¢ igual ao nimero total de observagdes. Logo, vr = bk .

b) Seja o o tratamento 1. Cada um dos restantes v—1 (v—1:5) tratamentos ¢

primeiro ou segundo associado deste. O tratamento 2 € primeiro associado do tratamento 1 e

n,=1; os tratamentos 3, 4, 5 ¢ 6 sdo segundos associados do tratamento 1 portanto n, =4,

2
entdo Y m=nm+m=v-1=1+4=6-1<5=5.
i=l1

¢) Considerem-se os r (r = 3) blocos nos quais ocorre o tratamento 2. A partir destes
blocos podem formar-se r(k—l) pares de tratamentos, isto ¢, 6 pares de tratamentos nos

quais ocorre o tratamento 2 e sdo eles: (2,1), (2,1), (2,3), (2,4), (2,5) ¢ (2,6). Por
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outro lado, nos pares formados o primeiro associado do tratamento 2 ¢ apenas o tratamento 1

(n, =1) que ocorre duas vezes (4, =2), dai que n, 4 =2.
Os quatro tratamentos segundos associados (7, =4) ocorrem uma vez nos 6 pares de

tratamentos de onde consta o tratamento 2, dai que A, =1le n, A, =4 . Entao:

zniﬁ’i:nl/11+n2/’i‘2:6'
i=1

d) Sejam o e [ os tratamentos 1 e 3 segundos associados (i =2).

» Para i# j= j=1: Os primeiros associados do tratamento 1 (que é somente o

tratamento 2) juntamente com os seus segundos associados, isto &, {2, 3,4,5, 6} contém os

n, (n,=1) primeiros associados do tratamento 3. Por outro lado,

ph=#{{41n{2}}=0¢ p}, =#{{4]n{3.4,5,6}} =1;
ot =# ({40 {2)U({4) 1 {3.4.5,6)) |=#[ {4 N({2} L {3, 4.5.6}) | =

=#[{4}N{2,3,4,5,6}]|=1.

m
. . _ ~ 2 .2 2 . .
Como i# j= 0,=0,entdo E Di, = P+ P> =n,, como se pretendia verificar.
k=1

» Para i=j= j=2: Os primeiros associados do tratamento 1 juntamente com os
seus segundos associados ({2, 3,4,5, 6}) contém n, —1 (n2 -1= 3) segundos associados do

tratamento 3. Por outro lado,
pa=#{{1.2,5,6)n{2}}=1¢ p5, =#{{1,2,5,6}n{3,4,5,6}} =2.

pa+ i =#[ ({1 2.5.6) ~{2})U({1.2,5,6} 1 {3,4,5,6}) | =3

. . ~ C 2 2 2
Como para i = j = §, =1, entéo zpzk =pytpy=n-1=3.
k=1
e) Seja o o tratamento 2; seja ainda j=1 tal que G, representa o conjunto dos
primeiros associados do tratamento 2, isto €, G, = {1} e seja i =2 tal que G, representa o

conjunto dos segundos associados do tratamento 2, isto ¢, G, = {3,4,5,6} .
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2 . . .
O tratamento 3€ G, tem p,, =0 primeiros associados em G, e o tratamento 1€ G,
1 . . .

tem p, =0 primeiros associados em G,.

Note-se que se seleccionou o tratamento 3, mas poder-se-ia ter optado por outros trés

tratamentos porque n, =4 . Relativamente ao tratamento 1, apenas havia uma opg¢do dado que
n, =1. Seria entdo possivel formar 4 pares logo n,p,, =n,p;, .
O tratamento 3 € G, tem apenas um tratamento ( = 1) segundo associado em G, € 0

tratamento 1 € G, tem p,, =4 tratamentos segundos associados em G,. Como n,=4 ¢ n, =1

~ 2 1
entao n,p,, =n,p,,.

2.2.3.2 PBIBD com trés classes de associa¢ao

Em seguida, concretiza-se a exemplificacdo para um PBIBD com trés classes de

associagdo. Considere-se entao o PBIB (m = 3), definido pelos parametros:
v=8,b=6, r=3, k=4, 4, =2, 4=1eA4=0en=3 n=3¢cn=1,

que pode ser apresentado da seguinte forma esquematica:

Bloco 1 Bloco 2 Bloco 3

1 2 3 4 | | 1 2 5 6 | | 1 3 5 7
Bloco 4 Bloco 5 Bloco 6

2 4 6 8 | | 3 4 7 8 | | 5 6 7 8

Esquema 2.2: PBIBD com trés classes de associa¢io (v=8,b=06, r=3,k=4,4,=2,4,=1, 1,=0)

Na tabela seguinte ira considerar-se que qualquer tratamento ¢ zero-ésimo associado

de si proprio:
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Zero-ésimos associados 1.2 associados 2.2 associados 3.2 associados
1 2,3,5 4,6,7 8
2 1,4,6 3,5,8 7
3 1,4,7 2,58 6
4 2,3,8 1,6,7 5
5 1,6,7 2,3,8 4
6 2,5,8 1,4,7 3
7 3,5,8 1,4,6 2
8 4,6,7 2,3,5 1

Tabela 2.2: Classes de associa¢io do PBIBD (v=8,b=6, r=3, k=4, 4 =2,4,=1,4,=0)

Os parametros de segunda ordem P, P, e P, sdo:

plll pllz p113 0 20
P = p;l piz p;3 =12 0
pzlu péz pis_ 0 10

I 1
p—
—|

2

P p122 p123 2.0
P, = p221 p222 p223 =10
2 2 2
Py Py Py

3 3 3
P P Pis
|3 3 3|
P,=\py pn pPul|=
3 3 3
Py Pn P

S W O
S O W
o O O

2.3 Matrizes de associacao, resultados e teoremas

2.3.1 Introducao e defini¢coes
Considerem-se m matrizes B, (va) tal que B; = [bixﬂ] ,parai=1,2,....m e

; l, a e B i—ésimos associados
ap =

0, caso contrario
As matrizes B,, i=1,2,...,m sdo simétricas e os totais de cada linha e coluna sdo
iguais a n, .
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Considere-se ainda que cada simbolo ¢ zero-ésimo associado de si proprio, entdo:

B, =1, 2.14)
n, =1 (2.15)
pg =n0; (2.16)
Pl = @.17)
Ao =7 (2.18)

e as relagdes entre os parametros do PBIBD podem ser escritas da seguinte forma:

don=v (2.19)
i=0
Do A =rk (2.20)
i=0
D ph=n, (2.21)
k=0
m Py =N Dy (2.22)

Usando esta notagdo os pardmetros de segunda ordem podem ser escritos na matriz

P z[p;k}, i, j,k=0,1,..,m deordem (m+1)x(m+1).

1

As matrizes B, B,,..., B, designam-se por matrizes de associa¢cdo do esquema de
associacdo. Dados dois tratamentos « e [, os tratamentos sdo O,1,..., ou m-ésimos

associados, sendo os elementos da matrizes B,,B,...,B representados  por

m

bgﬂ, bgﬂ,..., b;”ﬁ. Portanto, apenas um dos elementos bgﬁ,blaﬂ, ey bg’ﬂ ¢ igual a unidade e

entdo:
m
_ _ T
B, =J,, =JJ (2.23)

i=0

m
e ZciBi =0, ,sees0se ¢,=¢,=...=c¢, =0.

i=0

Dado que cada tratamento tem n, i-ésimos associados entdo

Bivav = nivav N (2'24)
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Bose e Mesner (1959) mostraram que as fungdes lineares B, B,,..., B, formam um

espago vectorial com base B, B,,..., B, , de dimensdo m+1 e que o conjunto das fungdes

lineares B, B,,..., B, ¢ um anel com elemento unidade.

Considere-se a matriz B B, , em que o elemento correspondente a linha & ¢ a coluna

[ representa o numero de tratamentos comuns aos j-€simos associados do tratamento o e

aos k-¢ésimos associados do tratamento f.Sendo « e [ i-ésimos associados entdo

BB, => p\B, j,k=0,1,..m. (2.25)
i=0
e desta forma a multiplicagao ¢ fechada para o conjunto das fung¢des lineares .

Como as matrizes B, sdo simétricas, vem que:

T
BB, =B/B =(BB,) =(ZP§¢B,«] => pB/ => p'B, =B B,
i i=0 i=0
e sendo a multiplicagdo das matrizes B, comutativa:
BB, =B B, (2.26)

e consequentemente p', = pj;. (2.27)

Como a multiplicagdo de matrizes goza da associatividade, ou

B, (BjBk ) = (BI.B]. )Bk , podemos simplificar as expressoes

B, ( ) B, Zp/kB ZplkBB zzp/kpr ¢

u=0 u=0 t=0
COADEDWINLES WLLES ol
u=0 u=0 u=0 t=0

Uma vez que B, B,,..., B, sdo independentes, entdo

m

D PLp, =D Pipu - (2.28)
u=0 u=0

seja,
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Considere-se a matriz de incidéncia N = [ny] , vxb, tal que n, representa o nimero

de vezes que cada variedade i ocorre no bloco ;.

Seja N a matriz de incidéncia de um PBIBD com m classes de associagdo em que
cada coluna ¢ constituida por & uns e os restantes elementos sdo zero. Ao multiplicar-se a
ira obter-se k vezes a matriz J

matriz J  pela matriz N ou seja:

vxb vxb ?

vavaxb = kaxb (2'2’9)

De uma forma analoga, dado que cada tratamento ocorre em » blocos € a matriz de
incidéncia ¢ constituida por » uns por linha e os restantes elementos sdo zero, entdo:

N J  =r (2.30)

vxb vxb

A célula (i, /) da matriz NN” representa o nimero de vezes que os tratamentos i ¢ j
aparecem juntos no mesmo bloco, isto é: o niimero serd r se i = j e serd A, se forem i-ésimos

associados. Entdo, NN” pode ser escrita na forma 4B, + 4B, +...+ 1 B, +71, ou seja:

NN" =/1+> AB,. (2.31)

i=l1

Verificam-se ainda as seguintes igualdades:

e Vvab (2'32)
vabexb = vaxb (2‘33)
N:vavxv = kaxv (2‘34)

As igualdades apresentadas anteriormente revelam-se bastante uteis na demonstragdao dos

seguintes resultados anteriormente referidos em (2.1), (2.2), (2.3) e (2.4):

Atendendo a que, J (N, J,,)=3, 3 ,=rd J , =rnJ , eaque

vxb vxv vxb

(J vib)beb = kJ

VXV

J,, =kbJ

vxb vxb 2

como J, (N,_,J,,)=(J, N, ,)J,, entdo pode escrever-se:

vxb

I, , =kbJ , e vr=>bk.
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Note-se que, ZB,, = ZBi -B,=J,,-B,=J -1 . Entio:

i=1

(ZB J VXV IVXV)JVXV = JVXVJVXV IVXVJVXV = VJVXV - JVXV = (V - l)JVXV e

(i Bij = Zm: Joo = Zm: J,., e portanto conclui-se que:
i=1 i

Dado que vibN:w = rl+z AB, , entdo:

i=1

vibN J _rIvav+Zﬂ’Blvav rvav+2/’i’n VXY
i=1 i=l1

NN, . J. . =N _,kJ, =kN

vxb™ " bxv¥ vxv vxb

J, =krd entao

vxb* bxy VXV 2

m

krd = ”Jm"’z/ﬂnl o & (kr=r)J = i/llnlJm or(k-1)= Z/llnl. .
i=1

i=1 i=1

m
Observe-se que an =n; th nd,, =B.J,, . Poroutro lado, a expressdo

m m

BJ, éiguala BJ =B Y B, ZB B, ZZ B, .

u=0 u=0 h=0

m m m

entdo igualando os coeficientes Zn B, ZZ p;B,=n = z Dju -

u=0 h=0

O teorema seguinte ird revelar-se de grande utilidade quando se pretender averiguar a
existéncia de um PBIBD com duas classes de associagdo, pelo facto das multiplicidades da
matriz quadrada NN’ dependerem apenas de alguns parametros. Este resultado foi obtido por
Connor e Clatworthy (1954). Posteriormente, Bose e Mesner (1959) apresentaram outra

demonstragdo deste teorema.
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Teorema 2.1:

Seja N a matriz de incidéncia de um PBIBD com duas classes de associagdo e sejam

y=p5H-D,, B=D,+p, € A=y*+2B+1.Os valores proprios da matriz NN” sdo:

ke :r—%[(z1 ~a)(r+ () VA (A 2) | =12

oo n cn—n, +y(n +n .
com multiplicidades 1 € &, :u+(—1) —mty(n 2), i=1,2, respectivamente.
2 WA

Apresenta-se a demonstracdo deste teorema, mas previamente far-se-4 uma breve

revisdo de resultados algébricos conhecidos e de resultados preliminares:

Seja A uma matriz quadrada. Se existir um vector coluna x e um escalar 4, tal que:
Ax = Ax, entdo A ¢ designado por valor proprio € X por vector proprio.

Salienta-se o resultado algébrico demonstrado em John (1971): Sejam 4 e 4, dois
valores proprios de uma matriz simétrica A (A" = A), tal que A # A;. Considere-se que x; ¢

X, sdo os correspondentes vectores proprios, entdo x, e x; sdo ortogonais, isto ¢ xJT.xi =0.

Resultados preliminares

1. Para um PBIBD com duas classes de associagio tem-se que NN' =71+ 4B, +1,B,

sendo NN’ uma matriz quadrada de ordem vxv. A partir da defini¢do verifica-se facilmente
que rk € um valor proprio, podendo escrever-se

NN'J, =1+ 4B, + 4,B,]J, =13, + ABJ, + ,B,J = rJ, + AnJ, + AnJ, =

:(r+r(k—1))Jv =rkJ,.

2. A partir da equacdo ZB . =J, pode escrever-se:

i=0

. —1—B, e consequentemente

VXV V.

B,=J_-B,-B,=J

NN =rI+AB, + 4B, =rl+AB + 4, (3, -1-B)) =(r—-4,)1+(4-4,)B,+4J .
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Note-se ainda que (2, —4, ) B =(4 - 4,) [(”1 —plzl)IJr(pll1 —plzl)B1 +p121Jm] :

Assim, tem-se:

(h=%) B =
=(4-4)'B B, =
=(4-4) (p\B,+ B, +p.B,)=
=(4-4) [nl+p\B +p, (3, -1-B)]|=
= (A=) [ (m=p})1+(pl - p))B + Pl |.

Recorrer-se-a a escrita das expressdes nas formas:

pL—ph=m—=1-p,—n+p,=ph-p,-1=y-1
1 1 1 1
putp,=n-1<p,=n-1-p,

2 2 2 2
Putho=n<=p,=n—p,.

Demonstracao:

Seja x um vector proprio de NN', entdo x'J, =0, dado que NN' ¢é uma matriz

simétrica e seja @ o correspondente valor proprio, entio NN'x=60x e NN'NN'x =6’x.
Por outro lado, NN"x =| (r=4,)1+(4 —4,)B, + 4, |x=(r—4,)Ix+(4 - 4,)B,x, isto &
Ox=[(r—2,)1+(4-4)B,+ 4], |x
& Ox=(r—4)Ix+(4-4,)Bx
& (4-4)Bx=0x—(r-4)k (2.35)
Desenvolvendo a expressio
NN'NN"x=[(r-2,)1+(4 -4,)B, | x
& @x=[(r-2)1+(4-1,)B, | x
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o szz[(r—/lz)zl £ 2(r=2)(A=4)B +(4 -4 ) Bf} X
& 0x=((r=2) 142(r=2) (A= 2B, +(A=4) [ (m =i )1+ (pl = 1) B+ 213, )

& 0x=|(r-n)+ (m—z)Z(n—pH)}m[( B) (A=) +(A=2) (P -pi) [ B+
(/11 Z) p11

<:>92x=|:(l’—/12)2+(ﬂl—ﬂz)z(nl—pll):|1x+|:( )(/11 /1) (ﬂ’l_ﬂ’z)z(plll_plzl)}le

(2.36)

Recorrendo a expressdo (2.35), a expressdo (2.36) pode ser escrita como

Ox=[(r- 1) +(4-4) (- ) [l s [ 20— 2)+ (- 2) (P~ £3) (4~ 2 ) Bx
& Ox=[(r=24) + ph (A= 2) [+ [2(r= )+ (Pl - 71 ) (4 - 2) [ 03— (r= 2)1x]
& Ox=[(r=2) + ph (A =n) [x+[2(r=2)+(pl - P} ) (2 - &) [ 03— (r-2)]
=0 =(r-4) + P (A -4) +[2(= 1)+ (- P2) (A -2) |[0-(r-2)]
&0 =0[2(r=2)+(pl - 11 ) (A= 2) | =(r=4) + P2 (A= 2) ~(r=2)[2(r= ) +(pl - 1) (A - 2) ]
6 =0[2(r=2)+(pl = 1 )(A4 =) |=(r=4) + bl (4 =4) =2(r=4) =(ph = 10 ) (A=) (7= %)
©0=0[2(r=4)+(ph - Pl )(A-4)|==(r=2) + ph(h-4) = (P22 ) (A= 2)(r=4)

<:>92—9[2(F—ﬂ?)+(p111—p121)(ﬂl—12):|+(7’—12)2_plzz(ﬂl_lz)z"'(p;l_plzl)(ﬂ]_12)(”_/12)20'

Resolvendo a equagdo do 2° grau, em ordem a € obtém-se:

2("_2’2)4—(17111 _plzl)(ﬂ‘l _lz)i\/ﬁ

2

0=

2(r=4)+(r=1)(A=4)£(A = 4)VA
2

0=
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o (A= A)r—(A+2) % (A=A )VA
2

=

—(A+4)+ (A =4y + (4 - 24,)VA
2

SO0=r+

@ 0=r+[(h-2)(r+Va)-(4+4)]

Calculo auxiliar de H :
H=[2(r=2)+(pl = 23) (A= 2)] =4[ (r=2) - (=2 ) + (Pl -2 (A= 2) (7= 1) | =
=[2(-2)+ (-4 =4)] =4[ (r=2) - (=2 +(r =)A= 2)(r- )| =
=4(r=2) +4(r=2) (=) (A= 2)+ (=1 (= A) —4(r=A) +4ph(A-2) ~4(r-1)(A-2)(r-4) =

2

:(7_1)2 (/11 _22)2"'417122(/11 _/12) =

=(A=n) [(r-1) +4p} |-

:(/11 _12)2 :(7_1)2 +2(p122 +p122)} =

2[ 2
:(ﬂ’l_ﬂz) (7_1) +2(p122_p112+p122+p112)}: (sendo 7:p122_p112e IH:p112+p122)

=(A=n)[(r-1) +2(r+8)|=

:(21—/12)2(7/2+2ﬂ+1):

(/11—/12)2A e portanto, A=y> +25+1.

Note-se que as multiplicidades satisfazem a condi¢do o, +a, =v—1. (2.37)

Por outro lado, mostra-se ainda que:
tr(NN")=vr < tr(NN" ) = rk + 2,6, + a,0, . (2.38)
Assim, a partir de 6, = r—%[(ﬂq —/12)(—7/+(_1)i \/X)+(ﬂ1 +/12)}, i=1,2,tem-se

1

6, :r_5|:(2’1 _%)(_y_\/g)+(ﬂ1 +/12)J
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6, =r—%[(ﬂ1 =) (7B )+ (24 2) ]

¢ 0,-6,=—(4—24)VA

. ) vr—rk—(v—l)@1
Resolvendo a equagdo (2.38) em ordem a «, obtém-se «, = T _a que
27 Y

apos a simplificagdo dos célculos ficara:

o :n1+n2 +n1—n2+}/(l’l1+l’l2)
2 2 2\/Z .

Resolvendo a equagdo (2.37) em ordem a ¢, , vem:

_ I’l1+l’l2 _nl_n2+7(n1+n2)
2 2JA ’

ou seja, tal como se queria demonstrar os valores proprios de € t€ém multiplicidades

a=v-l-a,

i —ny+y(n +n,)

23JA ’

a =M+(—1)

: i=1,2.
2

2.3.2 Concretizacio da forma matricial para um PBIBD (m=2)

Passamos a exemplificar a forma matricial, tomando o exemplo anterior 2.2.3.1, no
qual foi apresentado um PBIBD (v=6,b=6, r=3, k=3,4 =2 e A, =1), com duas classes

de associagdo. Recorrendo a notacdo matricial esse plano poderd ser apresentado da seguinte

forma:

S o = O O O
S = O O O O
— O O O O O
S o = O O O
—_ o O O O O
S = O O O O

—_—_ = = O o
==
—_— O O =
[N < T < N T Sy S

O O = = =
O O = = e

S O O O = O
S O O O o =
S o O = O O

S O O O o =
S O O o = O
S O O = O O

Numa matriz de zero-ésimos associados, cada tratamento ¢ primeiro associado de si

proprio sendo os restantes elementos zero porisso B, =1 ,logo n,=1¢ 4, =r.
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2
Observa-se ainda que ZBi =B,+B,+B,=J .

i=0
Dado que nas matrizes B,, i=1,2,...,m os totais de cada linha e coluna sdo iguais a

n,,entdo BJ  =nd,  ,tal como se mostra no exemplo:

i~ vxy [ S

001 11 1|1t 11111 4 4 4 4 4 4 111111
001 1 1 1)j1111T1°1 4 4 4 4 4 4 111111
1 100 1 11111171 4 4 4 4 4 4 111111

BZJVXV = = = 4 = nZvav
1 1.0 01 1)j1 111171 4 4 4 4 4 4 111111
1 111001 11111 4 4 4 4 4 4 111111
1T 11 oo0ft 11111 (44444 4] [11 111 1]

Note-se que p;, representa o nimero de tratamentos primeiros associados de dois

tratamentos zero-ésimos associados entre si e p{, representa o nimero de tratamentos zero-

¢simos associados entre si e que sdo primeiros associados de um dos tratamentos e segundos
associados do outro tratamento. Entdo, escolhendo o tratamento 1, zero-ésimo associado de si
proprio, obtém-se:

Para i=j =&, =1 e p, sera:

i =#{{2}n{2}} =1,isto ¢, p) =n, sendo portanto p, =n5,

pa =#{{3,4,5,6}n{3,4,5,6}} =4 ,isto & p), =n, entlo p;, =n.5,
Para i# j =&, =0 e p, sera:

ph=#{{2}n{3,4,5,6}}=0 e n5,=1x0=0; entdo p},=nd,
Py, = #{{3, 4,5, 6} m{2}} =0 e nd,=4x0=0; entdo p;, =n,d,,
Seguidamente, pretende calcular-se py, :

Para i =1, considerem-se por exemplo os tratamentos 1 ¢ 2 primeiros associados, o

conjunto dos zero-ésimos associados do tratamento 1 ¢ {1} e o conjunto dos primeiros

associados do tratamento 2 é {1}, entdo p,, serd p,, = #{{1} N {l}} =1=0,, porque i=k=1.
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Para i =2, considerando os tratamentos 1 ¢ 3 segundos associados, o conjunto dos

zero-ésimos associados do tratamento 1 ¢ {1} e o conjunto dos primeiros associados do
tratamento 3 é {4}, entdo k=1 ¢ p; = #{{1} 0{4}} =0=0,,,dadoque i # k.

Sintetizando, para i # k , &, serdzeroe p; =0.Se i=k entdo 5, =1e¢ p, =1.

i

As matrizes Pl.:[pjk}, i,j,k=0,1,..,m de ordem (m+1)x(m+1) podem ser

escritas da seguinte forma:

pgo p(())l p(())z 1 00 p<1)o p(l)l p<1)2 010
P, = ploo plol ploz =0 10 P = pllo plll pllz =1 00
Pgo pgl sz i 00 4 Pw Py Pn 00 4

pgo pél sz 0 0 1
P, = p120 P121 p122 =0 0 1
J pzzz_ 12

Serd exemplificado em seguida que, na matriz B ;B,, o elemento correspondente a

linha o e a coluna S representa o nimero de tratamentos comuns aos j-ésimos associados do
tratamento « ¢ aos k-€simos associados do tratamento £, sendo o e S i-ésimos associados.
LU .
; .
Tem-se B B, = ijkBl., J,k=0,1,2.
i=0

B,B, = py,B, + p,B, + Po,B, =1xB, +0xB, +0xB, =B, =1
BB, = p. B, + py,B, + po;B, =0xB, +1xB, +0xB, = B,

BB, = p.,B, + p,,B, + ps,B, =0xB, +0xB, +1xB, =B,

BB, =p'B,+p B, +p;B,=1xB,+0xB,+0xB,=B, =1,

BB, = p,B, + p,B, + p;,B, = 0xB, +0xB, +1xB, =B,
ploz pllz p122 p122 p122 plzz
P1]2 pIOZ p122 p122 p122 P122
plzz plzz ploz pllz p122 plzz
Ph Ph Pn P Ph Po
plzz p122 p122 p122 ploz pllz
L J plzz plzz p122 p122 pllz ploz

—_—= = = O O
_—= = = O O
_— O O =
— = O O =
S O == = =
S O == = =

35



Como se pode observar, a célula relativa a linha 1 e coluna 1 representa o numero de

tratamentos primeiros associados do tratamento 1 e segundos associados do tratamento 1, ou
. 0 _ O .
s€ja, p, =Y,
A célula relativa a linha 1 e coluna 3 representa o nimero de tratamentos primeiros
associados do tratamento 1 e segundos associados do tratamento 3, isto € p;, =1;
A célula relativa a linha 4 e coluna 5 representa o nimero de tratamentos primeiros

associados do tratamento 4 e segundos associados do tratamento 5, isto & p., =1;

Calcule-se agora B,B,:

B,B, = p;,B, + p),B, + p2,B, =4xB, +4xB, +2xB,

Pn Pn Pn Pn Pn Pxn

B2B2

—_ = = = OO

— e e e OO

_—— OO =

_—— OO =

O O = = =

O O = = = =

— e = = OO

— e = = OO

—_ = O D =

—_ = O D = =

O O = = =

O O = = =

[NCREN NS I NS R S

[N N I NS T O R S

[N NS R A L A S

NSRS RN SN O S I S

EE N SN S VA SR S

£~ \S T NS R (S R\

P»n
Pn
pgz
P»
P»n

Pn
Pn
pgz
P»
Pn

P
P»n
péz
P
P

P
Pn
pgz
P
P

P»n
Pn
pgz
P
Pn

Pn
Pn
p222
P»
pgz

Como se pode observar:
A célula relativa a linha 6 e coluna 5 representa o numero de tratamentos comuns aos

segundos associados do tratamento 6 e aos segundos associados do tratamento 5, logo
ps, =4, dado que os tratamentos 5 e 6 sdo primeiros associados.

A célula relativa a linha 1 e coluna 6 representa o nimero de tratamentos comuns aos

segundos associados do tratamento 1 e aos segundos associados do tratamento 6, logo

p3, =2, dado que os tratamentos 1 e 6 sdo segundos associados.

Retomando o exemplo obtém-se a seguinte concretizagdo de matrizes:

1 00 0 1 1] (1T 1 1 0 0 0]
11001 0 010 0 1 1
N :1 01100 NT =0 01 1 01
wbhb o001 1 10 bxv. 1001 1 1 0
01 01 01 1 1.0 1 00
01100 1 1000 1 1]
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1 111

1

1

111111

1

1

1111
111111
111111
111111

vxb

1 111
1 111

1

1

1
1

111111
111111
111111

1

1

1111

J =
Xy

e os seguintes calculos:

=K,

111111
111111
111111
111111
111111
111111

=3

333333
333333
3 33333
3333333
333333
333333

1
0
0
0

1

0 0 01
1

0

1
1
1

1

0

1

0

00

1
1
1

1
1

0

0 0

0 1

1 0 01

1

0

111111
111111
111111
111111
111111
111111

vavaxb

rT+ 4B, +4,B,

X
< -
X
- -
= =
I I Il
T I —
I 1 —_ == - O O —_— = = = = —
— e e e e
—_— o e = = — —_ = = = O O —_— o e = e ]
—_— e e e e— — —_—— O O = - —_— e e e e —
— o oy oy ) —_—ee— O O - - — e e e
— v e e ) O O == o o - — o
_111111_ O O — o o _111111_
L ]
on — O
Il + Il
T 1
T 1 T 1
N en N enoen oen ©c e o e - o © © VvV vV ©
hen en e oen oen e e e = © © vV ©V Vv v
S O —~ O O O
A © © © v v ©
S O O — O O
DA O O O O O O
NN N N N on - @ o <o <o o
O L O O O O
S — O O O O
NN cnN N onoon L 1
L ! Q) O O O © O ©
! i | I _
_111111_ _000001__ !
— e o e
- = = = = = o o o o —~ o
p— ]
— e e e
p— ]
— e p—
S —~ O O O O
— e o e
— o e e e
L | - o O o © ©
T ] L | o e e e =
—_ 0 O O —~ o L [“
__ — e e
——_ O = O O T 1
°ce - - - ° — = = — A T T
°ee - =< - — = N N o~ —_ e = = =
e - o o = - - = n N — - —_— o
_111000_ AN N o~ = = i B B B B
- L ] S
: I %
J,m =~ Jv
2 Z X
4 4 -
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(1 1 100 O)1 1 111 1] 1333333 [t1111 1]
01 001 1t 11111 (3333233 111111
; 001 10 1t 11111 (333333 111111
Nbvavxv = = = 3 = kaxv
001 1 1 o0fft 11111 (3333233 111111
110100111111} (3333233 111111
1000 1 1Jft 11111 (333333 111111

Para além da simplificagdo na escrita, o tratamento matricial dos PBIBD revela-se
muito vantajoso no tratamento e analise destes planos, em especial dos casos com grandes

dimensdes e que exigem um elevado esfor¢o computacional.
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Capitulo 3

Analise em Planos em Blocos Incompletos Parcialmente

Equilibrados

3.1. Introducao

O principal objectivo da analise experimental ¢ a redu¢do do erro experimental, o que
pode ser concretizado através do planeamento de experiéncias em Blocos Completos
Casualizados, no qual a comparagao entre o efeito dos tratamentos e o efeito dos blocos ¢
ortogonal. A ortogonalidade ndo se verifica para os Planos em Blocos Incompletos e por isso,
para tratar a informagao, é necessario proceder a analise intrabloco, isto ¢ dentro do bloco.

O nome analise intrabloco deve-se ao facto dos contrastes dos efeitos dos tratamentos
ser estimado como uma combinacdo linear de comparagdes das observagdes do mesmo bloco.
Desta forma, o efeito dos blocos ¢ eliminado e as estimativas sdo dadas em fun¢ao dos efeitos
dos tratamentos e do erro (apenas dentro do bloco). Yates (1936) encontrou o melhor
estimador linear centrado (BLUE) intrabloco para a comparacao de tratamentos. Baseado em
pressupostos de eficiéncia, Yates (1939) defendeu que na andlise intrabloco parte da
informagdo contida na comparacdo total dos blocos era ignorada e como resposta propds a
recuperacdo da informagao interbloco, isto ¢ entre os blocos.

O mesmo autor (1939, 1940) mostrou que nos Planos em Blocos Incompletos
Equilibrados o restabelecimento da informacao interbloco pode ser conjugado com a andlise
intrabloco, para obter estimadores mais eficientes na compara¢do dos tratamentos. Nair
(1944) expandiu estes resultados aos Planos em Blocos Incompletos Parcialmente
Equilibrados e Rao (1947) desenvolveu a analise para o caso geral dos Planos em Blocos
Incompletos e estudou a relagdo combinada intra-interbloco.

Dado que a andlise do caso geral dos Planos em Blocos Incompletos ¢ bastante
referida na literatura, ndo se ird proceder ao seu estudo detalhado, fazendo sempre que

oportuno referéncia aos resultados ja conhecidos. Seguidamente aborda-se, de uma forma
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mais detalhada, a analise intrabloco ¢ a analise combinada intra-interbloco dos Planos em

Blocos Incompletos Parcialmente Equilibrados.

3.2. Analise intrabloco

3.2.1. Analise intrabloco para o caso geral dos PBI

Considerem-se b blocos com £k, k,,...,k, unidades experimentais e v tratamentos que

v b
ocorrem 1, 1,,...,7, vezes entao Zrl. = ij =N, sendo N o niimero total de observagdes.
i=1 j=1

O modelo estatistico €é:

Yy =H+T+ B, +e,, i=12,.,v; j=L2,.,b e (=12,.,n, 3.1

Neste modelo, y,, representa a /-ésima observagdo, do i-ésimo tratamento, no j-
¢ésimo bloco; x € a média global e 7, e S, representam respectivamente o efeito do i-€simo
tratamento e do j-ésimo bloco.

A componente aleatdria do erro ¢ representada por e,

.- Esta componente contém o

erro experimental (&, ) e o erro das observagdes (7,, ), tal que: e, = ¢, +7,,. Obedece ainda

as restricdes usuais: ¢ uma variavel aleatéria que segue uma distribuicio normal e

identicamente  distribuida, gozando de independéncia e homocedastecidade:

.. 2 _ 2 2
eW,l.l.d. ~ N(O,Ue =0, +0',7)

As equagdes normais de y,7; ¢ S, séo dadas por:

b
T=rptr + > n B, i=12.,v (Equacdes 3.2)
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T, representa a soma de todas os valores observados correspondentes ao i-ésimo

tratamento [7} =z ylﬂ], B, ¢ a soma total dos valores observados do j-ésimo bloco
Jl

(B = z Vi J e G representa o somatorio de todos os valores obtidos G = ZTI. = Z B, .
14 i J

Recorrendo a notagdo matricial pode escrever-se o modelo da seguinte forma:
y =ud, +X 1 +X B +e. 3.3)

J, representa o vector coluna unitario de ordem n ¢ X, ¢ a matriz de incidéncia das

observacoes dos blocos, definida como:

tal que: J, representa vector coluna com k, elementos unitarios, j=1,2,...b ¢

X, :(xl, X,, oo xv) simboliza a matriz de incidéncia das observagdes dos tratamentos,

sendo x;, o vector coluna constituido por r elementos unitirios e os restantes (n-—r)

~ ro _ T _ . o
elementos sdo zero, tal que x/x, =7, ¢ x/ X, =0 para i #i' (i, i'=1, 2, ...,).

Em notagdo matricial as equagdes (3.2) podem ser escritas como:

va, vx, ax, A [ay
X:Jn X:Xr X:Xﬂ :i- = X:y
T T T A T
XL, XOX. XX, |l p| XDy

e ap6s algumas simplificacdes tem-se que:

N JR JK]| 4| [G
R, R N [%|=T (3.4)

v

KJ, N K

>
=~
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Note-se que R = diag(r,.), K,,= diag(kj)a N, =n

B’ :(BI,BZ,...,Bb), T’ :(rl,rz,...,rv) e p’ :(ﬂl,ﬁz,...,ﬂb).

A partir das equacdes (3.4) pode obter-se a expressdo KJ,i+N'#+Kp=B equivalente

fJ, +B=K"'(B-N'%) (3.5)

O segundo conjunto das equacdes (3.4) pode ser escrito como RJ, zi+R% +NB=T ,
que podera também ser expresso como NJ,z+ N[§ +R1=T, dado que NJ,=RJ,.
Simplificando vem N (Jb,[l + ﬁ) =T-Rrt.

Substituindo (3.5) no segundo conjunto das equacdes (3.4) obtém-se

NK'(B-N"t)=T-R#
Rt-NK 'N'=T-NK'B
e obtém-se assim as equagdes normais reduzidas para T
(R-NK'N")t=T-NK'B . (3.6)

A notagdo standard ¢ dada por

C=Q 3.7
com C=R-NK'N’ 3.9)
e Q=T-NK'B (3.9

Uma deducao detalhada destas equacdes encontra-se em Oliveira, Teresa (1994).

l’lijl’li.j

b
Ak

O elemento (i,i') da matriz C ¢ dado por ¢, =&, — , com &, =1 para

i=i'ou o, =0parai#i".
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O i-ésimo elemento da matriz Q ¢ O, que também se designa como o total ajustado

do i-ésimo tratamento e pode ser expresso como:

b
0 =T-> nB /k (3.10)

Jj=1

A matriz C ¢ frequentemente designada por matriz de informagdo, uma vez que ¢

determinada em fung¢do da matriz de incidéncia. Pode escrever-se C como C = (cl,cz,...,cv),

no qual ¢, representa a i-ésima coluna da matriz C.

Em Hinkelmann e Kempthorne (2005) ¢ referido e demonstrado o importante teorema:

Teorema 3.1:
Seja C a matriz de informacio (3.8) C=R-NK'N”, de dimensio vxv, com

r(C) =v—1. A matriz C =C+aJJ', com ael] \{0} , admite como inversa a matriz C'lea

. ~-1 . . .
matriz C™ ¢ a matriz inversa generalizada de C.

Aplicando o teorema anterior, a solu¢do da equacao (3.7) serd dada por

+=C"'Q (3.11)

Os mesmos autores mostram ainda que:
var(¢’t)=¢’Ceo?, (3.12)
em que ¢’ T ¢ uma fungdo estimavel e ¢’ o seu estimador.
Reescrevendo o modelo (3.3) como
y =ud, +X B +X 1 +e, 3.13)

este podera ser escrito em notacdo matricial:
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y=[IX,X_ || B [+e

=XO+e, (3.14)

com X:(J:Xﬂ :XT) c @ z(u,BT,‘rT).
O modelo das equagdes normais é da forma X'XO®" =X'y sendo a solugdo da
equagdo anterior dada por @" = (XT X)_ X'y.
Seja (XTX)_ uma matriz de dimensdo (1+b+v)><(1+b+v) que pode ser escrita de

forma particionada:

A A A

B Hy up ur
T T
(X'X) =|A], A, A, |
T T
Ayr Aﬂr Arr
Segundo Hinkelmann e Kempthorne (2005):
Var(cTr*) =c¢'A_co’ (3.15)

além disso, para qualquer fungio estimavel ¢’t, tem-se que ¢t =¢’t" e o valor numérico

obtido aplicando a expressdo (3.12) ou (3.15) é o mesmo.

it

Seja ¢ o elemento (7,i') de C' e a" o correspondente elemento de A _, entdo para
T 2
c¢'t=r—-7, vem:

var(7, -7, )= (c” —-2c" + " ) ol = (a” 24" +a"" ) o’ (3.16)

e e

Recorrendo ao modelo (3.13): y =uJ, +X,B +X 7 +e, pretende testar-se a
hipotese:

Hy:t,=1,=..=71,.

v
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A tabela ANOVA, relativamente aos blocos nos quais se ignoram o efeito dos

tratamentos, o que frequentemente ¢ designado na literatura por tratamentos apos os blocos, ¢

dada por:
Graus de Esperanca dos
Fonte de variaciao Soma de quadrados
liberdade quadrados médios
2 2
Blocos b B
SOB=Y L -— b-1
(ignorando tratamentos) = k/. N
Tratamentos ajustados v
T SOT = A | , 1T'Cr
(isto é, eliminando os Q aust. T ; Ql- V— o, + —
blocos) i=1
Erro n—-b-v+1 o’
SO =80T}, —SOB — SQTajust
2
2 G
Total SOT a1 = Zyijg N n—1

it

Tabela 3.1: ANOVA Intrabloco para os Planos em Blocos Incompletos para o modelo
y =ud, +X,p +X T +e

A estatistica de teste ¢ dada por:

SOT

ajust

F = v—1
SO,

n-b-v+1

Note-se que SO, /(n—b-v+1) & um estimador de o que permite estimar (3.12),

isto é, a Var(cT‘i') )

Recorrendo ao modelo (3.3): y =uJ, +X, 1 +X B +e, a seguinte tabela ANOVA

revelar-se-a Util na analise combinada intra-interbloco. Esta analise é designada por blocos

apos os tratamentos, ¢ dada por:
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Fonte de variacao Soma de quadrados Graus de liberdade

Tratamentos > 7 GP
SQT = z _r v— l
(ignorando os blocos) = T N
Blocos ajustados
! SOB, .1t = SOTotal — SQE — SQT b—1
(isto é, eliminando os tratamentos)
Erro n-b-v+1
Da tabela 1.1.
2
» G
Total SOTya1 = D Vije Y n-1

it

Tabela 3.2: ANOVA intrabloco para os Planos de Blocos Incompletos para o modelo
y =ud, +X 1 +X,B +e

3.2.2. Analise intrabloco de um PBIBD com duas classes de associacao

Pretende comparar-se o efeito de v tratamentos distribuidos por b blocos, o mais
possivel homogéneos, num PBIBD com duas classes de associagdo. Neste modelo os
tratamentos sao distribuidos aleatoriamente pelos b blocos e pelas & unidades experimentais.
A sua aplicacdo torna-se 1util nos casos em que nio existe interac¢do entre os blocos e os
tratamentos, isto ¢ quando os blocos ndo afectam significativamente o efeito dos tratamentos.
Este modelo designa-se por andlise intrabloco dado que as diferencas entre os blocos sdao
eliminadas e as estimativas de todos os contrastes nos efeitos dos tratamentos podem ser
expressas em termos de comparagdo entre parcelas do mesmo bloco.

Pretende testar-se as hipoteses H,:7, =7, =...=7, versus H,:3_,7,#0.

Considere-se o modelo estatistico (3.1):  y, =pu+7,+p,+e;,

i=12,...,v;
J=L2,..,b, [=12,..,n, ¢ um PBIBD definido pelos pardmetros v, b, r, k, 4, n,, pjk e

i, j,k=12,..,m. Paraum IBD, John (1971) mostra que (3.10) pode ser escrito como:
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Znhlrh ZZnh]nllq Ik 3.17)

i=l j=1

Seja 7, o efeito do A-€simo tratamento (£ =1,2,...,v) e §, (fh) o somatoério de todos
os efeitos dos n, tratamentos, j-ésimos associados de /4, para j=1,2,...,m, entdo a equacao

reduzida do % -ésimo tratamento, ~=1,2,...,v pode ser escrita como

kQ, =r(k-1)%,—4S,(%,) =4S, (7,) == 4,5, (7)) (3.18)
entdo: kQ(7,)=r(k-1)7, -4 (7)-4S, () - ... = 4,5, (%)
kQ(%,)=r(k-1)7,-4S,(%,)-4S,(%,)— . = 4,5, (%,)

KO(%, )=r(k=1)2, =45,(2, )= 4S:(%, )=~ 48, (2, )

Somando as n; equagdes anteriores, obtém-se a equagio:
kS_/(Qh)=r(k—1)S_l.(fh)—/LPl—ﬂsz— ..... -AP, 3.19)
S, (Qh ) encontra-se definido de forma analoga a §, (7,) ¢ B,B,...,P, sdo fungdes

lineares dos efeitos dos tratamentos, tal que:

P, =fp;,S,<(f,,), utjei=1,2,..m
i=1

2 j ~
e P = njfh +Zp;jS,.(rh).
i=1

substituindo estas expressdes em (3.19), vem para duas classes de associagao:

kS,(0,)=r(k=1)S,(¢,)~ AR~ 4P,
@kSl(Qh):r(k—l)Sl(fh)—/?q[nlfh+plllSl(fh)+p” Th ] A, [Pu rh)+p12S (fh)]

< kS, (Qh ) = _nlﬂ'lfh +5, (fh )I:r(k - 1)_/11]7111 - lzpllz}"' S, (fh )[_11]7121 zplz} (3.20)
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kS, (Qh):r(k_l)Sz (Zﬁh)_ﬂ'lpl_ﬂzljz
< kS, (Qh ) = r(k _I)Sz (fh)_ﬂ‘l [pélSl (fh)+ p221S2 (fh )] -4 [nth + pézsl (TAh ) + pjzsz (TAh )]

< kS, (Qh ) = _/12”27:/1 + I:r(k - 1) - ﬂ‘lp;l - ﬂzpjz}sz (TAh ) + [_2117;1 - ﬂ“zpéz:l*% (fh) (3.21)

Seguidamente, apresenta-se a resolucao proposta por Rao (1947), para duas classes de

associacao.
Partindo da hipdtese nula » 7, =0=1,> 7, =0= 4, [fh +8,(7,)+S,(%, )] =0 e
h h

com o intuito de eliminar Sz(fh), vem somando a equagao (3.18), para duas classes de

associagao:

kQ, :r(k—l)fh —/'ilSl(fh)—/lez(fh)+ﬂz [fh +Sl(fh)+S2 (fh)]:

=[r(k=1)+2,]8,+(4-2)S,(%,).

Sejam: A4, =r(k—1)+4, (3.22)
e B,=4,-4, (3.23)
entdo kQ, = 4,7, +B,S,(7,). (3.24)

Por outro lado, a expressao (3.20) pode ser escrita como:
_ﬂ‘lnlfh + Sl (TAh )[r(k N 1) - ﬂ“lplll - /Izpllzj + Sz (TAh )[_/1117121 - /1217122 :' + (ﬂ’lplzl + ﬁ'zplzz)[fh + Sl (fh ) + Sz (fh )] =

(_ﬂ"lnl +ﬂ1p121 +ﬂ,2p122)fh +85, (fh)lir(k_l)_ﬂ’lplll _lzpllz +ﬂ'lp121 +ﬂzp122j| =

[_/11 (p121 +p122)+2.1p121 +/12p122}fh +5 (fh)[r(k_l)_ﬂ'lplll -4 (”1 _l_plll)_'_ﬂiplzl +4, (”1 _plzl):| =

:(/12 _/11)p122fh +S1(fh)[”(k_l)+ﬂq(p121 _p111)+2“2 (p122 _pfz)]a

entdo kS, (0, )= A7, +By,S, (7,), (3.25)
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em que 4, =(4,-4)p}, (3.26)

e By, =r(k=1)+4,+(4-4)(pl—pi). (3.27)

Resolvendo as equagdes (3.24) e (3.25) em ordem a S, (fh) e igualando-as, obtém-se

th - A12fh — kSl (Qh ) + Azth

, expressao que simplificada permite escrever:

B12 BZZ
k| B,,0, - B,,S, (O
TAh: [ 222 12 1( h):l (3.28)
Alszz - AzzBlz
ou A7, =k[B,0,-B,5(0,)]. (3.29)
sendo A4,B,,—A4,B, =A,.
Em John, Peter (1971) encontra-se que para um PBIBD com duas classe de
associagdo, ¢" =c'" =BLkA.", ¢ =—kB,A', se h e i sdo primeiros associados e ¢ =0 se

h e i sdo segundos associados. Substituindo em (3.16) obtém-se as expressoes:

V(%,—7,)=2k(B,,+B,)A,'c” =v,, h ¢ i primeiros associados; (3.30)

V (%, -7, )=2kB,A,'0” =v,, h ¢ i segundos associados; (3.31)
A média da variancia ¢ dada por AV .= WY,
n +n,

3.3. Analise interbloco

3.3.1. Analise interbloco para o caso geral dos PBI

Yates (1939, 1940) argumentou que, para um Plano em Blocos Incompletos as
comparagdes entre os totais dos blocos contém informagdo sobre a comparacdo dos
tratamentos, pelo que desenvolveu o estudo da anélise interbloco. Considerem-se, a titulo de

exemplo, os blocos:
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Bloco 1:y51:y31:y11

Bloco 2: ¥, V405 Y3y

Sejam B, =y, +y,+», € B,=y,,+y,,+;,. Recorrendo ao modelo (3.1) pode
escrever-se:

B -B, :(2'5 +7, +rl)—(2'2 +17, +T3)+3,31 =38, +(€51 +e, +e“)—(e22 +e, +e32) '
Assumindo que f; sdo variaveis aleatorias de media zero entdo:

E(B-B,)=1,+15—7,—1,

e, desta forma, pode concluir-se que a comparagao entre os blocos contém informacgao acerca

da comparagao dos tratamentos, pelo que sera conveniente estudar a andlise interbloco.

O modelo estatistico a considerar ¢ o modelo (3.3):

y =ud, +X1 +X,p +e

assumindo que o vector B é aleatorio,a E(B)=0 ea var(p)=o,1.

Como foi referido anteriormente a andlise interbloco tem por base a soma dos totais

dos blocos e ndo a observacao individual de cada célula, pelo que se ira considerar:
kl
XT _ k2 T K XT
Y =| . |[H+N'T +Kp+Xje

kb

kl
~ T k2 T
entdo tem-se que E(Xﬂy) =| J|u+N'7 (3.28)
kb
A matriz de varidncia-covariancia para este modelo ¢ dada por:

Var(X;y) = K26§ +Ko?

2
o

e

2
o
entdo Var(X;y) = K(I jL—'BK]o;2 =Lo?

o w,
e L= diag{fj} = diag{kj [l—i-o_—fkj)} = ah'ag{kj—_ll = diag{kjpj}

e WZ
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com w, = 12 3.29)
w,' ! (3.30)
2T 2 2 :
o, +k0,
2 2
w, O, +ko
py ===tk (3.31)

. 1 ~ . . .
Os coeficientes w, e w, sdo designados por pesos intrabloco e interbloco

respectivamente, sendo w, o equivalente a variancia intrabloco ew, de forma andloga

representa a variancia interbloco.

Em Hinkelmann e Kempthorne (2005) encontra-se a solugdo das equacdes interbloco e
o seu estudo detalhado. Os mesmos autores afirmam que quando b<v, isto ¢ quando o
delineamento ¢ um IBD, a caracteristica da matriz que contém a solu¢do das equagdes
interbloco ¢ inferior a v, o que significa que a informagao interbloco nao estd disponivel para
todos os contrastes dos tratamentos, sendo portanto recomendavel recorrer a informacgao

combinada intra-interbloco.

3.4. Analise combinada intra-interbloco

3.4.1. Analise combinada intra-interbloco para o caso geral dos PBI

A analise intrabloco e interbloco podem ser conjugadas de forma a encontrar a melhor
funcdo estimavel dos efeitos dos tratamentos, sendo para tal necessario somar os coeficientes
das matrizes das equagdes normais reduzidas da informagdo intrabloco e os coeficientes das
matrizes das equacdes normais interbloco, o que permitird obter um sistema de equagdes em
ordem a rl* ,r;,...,r:, que representa o efeito dos tratamentos para a analise combinada intra-
interbloco. A solu¢do destas equagdes permitira encontrar os estimadores dos contrastes dos

tratamentos.
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Retomando o modelo (1.1)

Vi =H+T, +ﬁj+eﬂ, j=L2,...,b e 0=1,2,...k,. (3.32)

Neste modelo, 7, representa o efeito do tratamento aplicado a /-ésima unidade

experimental do j-ésimo bloco e S, sdo variaveis aleatorias independentes e identicamente
distribuidas com E(f)=0, var(f)= 0'2 ¢ e;, sdo varidveis aleatorias 1.1.d. com E(eﬂ) =0.

Em Hinkelmann e Kempthorne (2005) prova-se que a solugdo das equacdes normais

reduzidas para a analise combinada intra-interbloco ¢ dada por:

[R—NK’I (I—S”)]? =T-NK'(I-57)B (3.33)

em S =diag ( pj) , que podem ser escritas como:

A7=P (3.34)
ouzr =A"'P (3.35)
Var(r:i —r:l.,) = (a” +a'" —Za”")o;2 (3.36)

para o qual a” representa o elemento de ordem (i,i ') da matriz A™.

Note-se que A" vem em fungdo de 02 e de o7 . Salienta-se ainda, o facto de num

delineamento equirreplicado e proprio, isto &, se , =7 € k, =k, se tem:
1 -1 T |A _ 1 —-1
{rl—z(l—p )NN }_T—;(l—p )NB. (3.37)

Para estimar os pesos w, e w,, ird recorrer-se aos estimadores referidos em Dey

(1986):
W= (3.38)
0@
e W, = v(r=1) (3.39)
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3.4.2. Analise combinada intra-interbloco de um PBIBD com duas

classes de associacio

Em Dey (1986) refere-se que as equagdes normais das equagdes combinadas inter-

intra bloco sdo:

rw (k=1)+w, ]2, - (w —wz)[/LSl (2,)+ 25, (2,,)} —wkQ, + WP, (3.40)

com P, = ZBJ. —(r/ b)G, no qual ZBJ. representa o somatorio dos totais dos blocos que
J(h) J(h)

contém o /-ésimo tratamento ¢ G a soma de todas as observagoes.

Por um processo analogo a andlise intrabloco para os PBIBD com duas classes de
associagdo, considere-se a restricao ;h +5, (zzh)+ S, (gh) =0 e eliminando S, (gh) da
expressao (3.40) obtém-se:

[r(w1 (k—l)+w2)+(w1 —wz)ﬂzjr:h +(w-w,)(4,—-4)S, (Z:'h)= wkO, +w,P,, h=12,...,v.

Somando as equagdes anteriores ao longo dos primeiros associados de 7, e eliminado

S, (?h) vem:

(Wl _Wz)(ﬂ’z _ﬂ’l)plzzz:-h +Sl(;h)(r|:(k_l)wl+W2:|+(Wl _Wz)[ﬂz+(ﬂz_ﬂ1)(p111 _pfl)]):Sl(Rh)
com R, =wkQ, +w,F, .

Resolvendo as equagdes 7, por um processo analogo as equacdes intrabloco vem

’; ~ k _B;th —B;2S1 (Rh)_ h=12 ..v (3.41)
h P P ’ TS )
4,By, — B, 4y

com A, =r[w (k=1)+w,+(w—w,)4, |, (3.42)
By =(4-4)(w-w), (3.43)
Ay =(w—wy) (4= 4) iy (3.44)

e B, =r[w1(k—l)+w2]+(w1 —wz)[lz +(/12 —A)(plll —plzl)] (3.45)
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A partir da expressao (3.36) obtém-se as expressoes:

. .\ 2k(B,+B
V(f'h -1, )z : (* - 12*) , h e i primeiros associados; (3.46)
Alszz _Blezz
o 2kB, ,
V(rh - [) 2 h e i segundos associados. (3.47)

AI*ZB;Z - BI*ZAZZ

3.4.3 Exemplo da analise de variancia de um PBIBD com

duas classes de associacao

A partir das tabelas de PBIBD, para duas classes de associagdo, construidas por Bose,
Clatworthy e Shrikhande (1954), seleccionou-se o seguinte plano, definido pelos parametros

V:9,b:9,}":3,k:3,ﬂ1:1,/12=0, n1:6en2=2:

Bloco 1 Bloco 2 Bloco 3

3 8 4 | | 2 7 4 | | 1 7 5
Bloco 4 Bloco 5 Bloco 6

7 8 o | | 4 5 6 | | 3 9 5
Bloco 7 Bloco 8 Bloco 9

1 8 6 | | 2 9 6 | | 1 2 3

Esquema 3.1: PBIBD com duas classes de associaciio (V = 9, b= 9, r= 3, k= 3, ﬂl = 1, 12 = 0)

Na tabela seguinte apresentam-se as respectivas classes de associagao:

Tratamento Primeiros associados Segundos associados
1 2 3 5 7 6 8 4 9
2 1 3 4 6 7 9 5 8
3 1 2 4 5 8 9 6 7
4 2 3 5 6 7 8 1 9
5 1 3 4 6 7 9 2 8
6 1 2 4 5 8 9 3 7
7 1 2 4 5 8 9 3 6
8 1 3 4 6 7 9 2 5
9 2 3 5 6 7 8 1 4

Tabela 3.3: Classes de associaciio do PBIBD (v =9,0=9,r=3, k=3, 4=, 4 = O)
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Considerem-se como primeiros associados, por exemplo, os tratamentos 1 e 2, entdo:

pl =#{{2.3,5,6,7,8{1,3,4,6,7,9}} =3
ph, =#{{2,3,5,6,7.8} n{5,8}} =2
Py =#{{5.8}n{2,3,5,6,7.8}} =2

pi, =#{{5.8}n{4,9}} =0

Considerem-se como segundos associados, por exemplo, os tratamentos 1 e 4, entdo:

Pl =#{{2,3,5,6,7,8)1{2,3,5,6,7.8}} =6

P =#{{2.3,5,6,7,8}n{1,9}} =0

Pl =#{{4,911{2,3,5,6,7,8}} =0

pa = #{{4.9}{1,9}} =1

Escrevendo a informacao anterior sob a forma de notacdo matricial vem:

3 2 6 0
R = c P2 = 5
2 0 0 1

Pretende estudar-se o efeito de nove tipos de adubos (v = 9), na producdo de
sementes, em gramas, colhidas em nove parcelas (b = 9). Cada parcela contém trés unidades
experimentais (k =3). Neste delineamento, cada tratamento foi repetido trés vezes (r=3) e
cada par de tratamentos primeiros associados ocorre no mesmo bloco uma tnica vez (21 = 1).
Os pares de tratamentos segundos associados nunca ocorrem no mesmo bloco (/12 = 0) . Cada
tratamento tem seis tratamentos primeiros associados (n1 = 6) e dois tratamentos segundos

associados (n2 =2). Admita-se a titulo exemplificativo que se obtiveram os seguintes

resultados:
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Bloco 1 Bloco 2 Bloco 3

3 8 4 2 7 4 1 7 5
59 56 53 35 33 40 48 42 42
Bloco 4 Bloco 5 Bloco 6
7 8 9 4 5 6 3 9 5
46 56 51 61 61 55 52 53 48
Bloco 7 Bloco 8 Bloco 9
1 8 6 2 9 6 1 2 3
54 58 62 45 46 47 31 27 35
Esquema 3.2:

Resultados obtidos na concretiza¢io de uma experiéncia de um PBIBD (v =9,b=9,r=3, k=3, 4 =14 = 0)

Analise intrabloco

Considere-se que a varidvel aleatoria y;, representa a quantidade em gramas de
sementes colhidas sujeitas ao tratamento j, no bloco i na /- ésima unidade experimental, com
1<i<9,1</j<9 e 1</<3.

Pretende testar-se a hipotese Ho: 7, =7, =...=7, versus Hy: 3, .7, #7,.

A partir dos dados anteriores constata-se que o numero de observagdes ¢ N =27 e
determina-se o grande total, isto ¢ G=59+56+53+...+27+35=1296. Além disso,

_G*_1296°
N

CF =62208.

A partir das expressdes (3.22), (3.23), (3.26) ¢ (3.27): A, =r(k—1)+4,, B, =4, -4,
Ay =(4,-2)ph e By, =r(k=1)+1,+(4, —/11)(;)111 —pfl) e procedendo a substituigdo dos

parametros, conclui-se que 4, =6, B, =-1, 4,, =0 e B,, =9. Para estimar as componentes

de variancia, tem-se:

2x3x(9-1
V(fh -7, ):2k(522 +312)A;10'2 Zﬁaz zgaz, h e i 1.°° associados;
x9+1x
2x3x9

=" _&*=0%, h ei 2. associados;
6x9+1x0

V(¢ —% )=2kB,0,A, 0" =
Dado que r: = k[ B,O, - B,,S,(0,) |/(4,B,, — 4,B,,), entdo r: =3[90,+5,(0)]/54.
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Blocol Bloco2 Bloco3 Bloco4 Bloco5 Bloco6 Bloco7 Bloco8 Bloco9

59 35 48 46 61 52 54 45 31
56 33 42 56 61 53 58 46 27
53 40 42 51 55 48 62 47 35

B,=168 B,=108 B,=132 B,=153 B.,=177 B,=153 B, =174 B,=138 B,=93

Tabela 3.4: Soma dos efeitos dos tratamentos para cada bloco

Tratamento
1 2 3 4 5 6 7 8 9
48 35 59 53 42 55 33 56 53
54 45 52 40 61 62 42 56 51
31 27 35 61 48 47 46 58 46

T=133 T,=107 T,=146 T,=154 T,=151 T,=164 T,=121 T,=170 T,=150

Tabela 3.5: Soma dos efeitos de cada tratamento

Blocos em que

Tratamento ocorre o /Z([;Bl %%B/ T Qi:Tf_%Bj/ k
tratamento
1 3,7,9 B,+ B, +B, =399 133 T,=133 0 =0
2 2,8,9 B, + B, + B, =339 113 1, =107 0,=-6
3 1,6,9 B +B,+B, =414 138 I, =146 0,=8
4 1,2,5 B, + B, + B, =453 151 T, =154 0,=3
5 3,5,6 B, + B+ B, =462 154 T, =151 QO,=-3
6 57,8 B, +B, + B, =489 163 T, =164 0, =1
7 2,3,4 B, +B, +B, =393 131 T, =121 0, =-10
8 1,4,7 B +B,+ B, =495 165 T, =170 0, =5
9 4,6,8 B, +B, +B, =444 148 T, =150 0,=2

Tabela 3.6: Calculos conducentes a analise intrabloco
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5.(0) - =3[90, +5,(0,)]/54

A

S(Q)=0+0+0+ 0+ 0, + 0y =-5 7,=—5/18
5.(0,)=0+0,+0,+0,+0,+0, =4 7, = -50/18
$(0)=0+0,+0,+0,+0,+0, =1 7, =73/18
5(0,)=0,+0,+ 0+ O+ 0, + 0, =5 7, =22/18
$(0)=0+0,+0,+0,+0,+0, =4 7, = —23/18
$.(0)=0+0,+0,+ 0+ O+ 0, =1 7, =10/18
5(0,)=0+0,+0,+0,+ 0, +0, =1 {7:—89/18
$.(0)=0+0,+0,+0,+0,+0, =4 7, = 49/18
$(0))=0,+0,+ 0+ 0, +Q, + O =5 7, =13/18

Tabela 3.7: Estimativas dos efeitos dos tratamentos

Seguidamente, serdo determinados os valores necessarios para preencher a tabela
ANOVA:

Soma dos quadrados total:

SOT,, =Y ys, —CF =59 +56> + 53’ +...+ 35" — 62208 = 64698 — 62208 = 2490

Soma dos quadrados dos blocos:

193428

1
SOB = ZZBj —CF = —62208 = 2268

Soma de quadrados de tratamentos ajustados (SQTWW = ZfiQij :
i=1

SOT,,. :—Oxi+6xﬂ+8x7—3+3x2+3x§+1x&+10xg+5xﬁ+2x£:ﬁ
- 18 18 18 18 18 18 18 3

Soma de quadrados do erro:

SOE = S0T )10 —SOB —SOT ;6

, =2490-2268-365/3=100,33
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Analise intrabloco

. Graus de Quadrados Estatistica
Fonte de variacao Soma de quadrados liberdade Médios de teste
Blocos desajustados
(ignorando SOB =2268 8
tratamentos)
Tratamentos SQT ‘
(ajustados), isto é SOT,, =121,67 8 =gt 1521 F, =152
eliminando os blocos v—1

SOE
=10,03

Erro SQOFE =100,33 10 n—b—v+l
Total SOT,,; =2490 26

Tabela 3.8: Anailise intrabloco dos resultados obtidos na concretizacio de uma experiéncia de um PBIBD
(v=9, b=9,r=3,k=3,4=14 =0)

Nas tabelas da distribui¢cdo F de Snedcor encontra-se para F (t—l,bk—b—v+1);a ,
neste caso, Fy, g5 =3,07. Como o valor observado F, =1,52 < F . =3,07, ndo se

rejeita a hipotese nula, com uma significancia a 5%, isto € ndo ha diferencas significativas

entre os tratamentos.

. A . 2
Para estimar as componentes de variancia, para o~ =10,03, tem-se portanto:

V(z, -1, )zgaz =8,9182, h e i 1. associados;

V(z,—% )=0"=10,03, h ¢ i 2.” associados.

Analise combinada intra-interbloco

Seguidamente, ird proceder-se a estimativa dos pesos w, e w,, considerando que
. 1 . v(r-1) o
— e W = , entao:

o’ ? k(b-1)o; —(v-k)o?

e

By =
10,033
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n 3 3

Wy == =0,005583452 ,
4xol—o°  4x136,83375-10,033

SQBajust _ 10945 67

=136,83375.
b-1

dado que o} =

A expressdo R =wkQ, + W, P, serd dada por R = x3x Q. +0,005583452 .

10,033

A partir das expressoes (3.42), (3.43), (3.44) e (3.45) e procedendo a substitui¢ao dos
parametros, conclui-se que 4, =0,61478, B, =0,09409, 4,, =0 ¢ B,, =0,89704.

B;ZRi - BI*2S1 (Ri)
Alszz _Blezz

O efeito dos tratamentos 7, = SEerd expresso como

.« 0,89704R, —0,09409S5, (Ri)

T.
’ 0,55170
Conclui-se portanto que:
Tratamento £ = %B«/ —rG/b R = ﬁﬁin + ﬁ’zFf Sy (Ri) TAt*
Jl

1 =-33 R =-0,1843 S, (R )=-1,4951 7, =-0,0446
2 > =-93 R, =-2,3133 S, (R,)=1,1961 £, =-3,9654
3 ) =-18 R, =2,2916 S, (Ry)=0,299 £, =3,6751
4 P =21 R, =1,0143 S,(R,)=-1,4951 £, =1,9042
5 P, =30 R, =—0,7295 S, (Rs)=1,1961 71 =-1,3902
6 P, =57 R, =0,6173 S, (R;)=0,299 £, =0,9527
7 ) =-39 R, =-3,2079 S,(R,)=0,299 £, =-5,2669
8 B, =63 R, =1,8468 S, (Ry)=1,1961 £, =2,7989
9 P =12 R, =0,6650 S,(Ry)=-1,495 7, =1,3363

Tabela 3.9: Calculos conducentes a analise combinada intra-interbloco

Para estimar as componentes de variancia tem-se portanto:

2k(B;,+B,) o .
=— ——=10,7833, h e i primeiros associados;
A1szz _Blezz
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P

o 2kB ‘
V(T,, -7 ) =———2——=9,7596, h ¢ i segundos associados;
A12B22 TP

Seguidamente, calcula-se:

SOB,suies = SOT, +SOB —SQOT =121,67+2268—1094,67=1295 e
v 2 2
sor —Lype G 189908 1296 0, o
ro N 3
Analise combinada intra-interbloco
Graus de Quadrados Estatistica
Fonte de variacio Soma de quadrados
liberdade Médios de teste
Blocos ajustados
SQBa just
(eliminando os SOB,,, =1295 8 — Y 161,88 16,138
tratamentos) -
Tratamentos
desajustados SOT =1094,67 8
(ignorando blocos)
SQF =100,33
Erro © 10 SOF =10,033
n—b—-v+1
Total SOT,,.; = 2490 26

Tabela 3.10: Analise combinada intra-interbloco dos resultados obtidos na concretizacio de uma experiéncia de um

neste caso F,

PBIBD (v=9,b=9,r=3,k=3,1=1,4,=0)

Nas tabelas da distribuicdo F de Snedcor encontra-se para F (l—l,bk—b—v+l);a ,

810005 = 3,07 . Como o valor observado F;, =16,138 > F ., =3,07, rejeita-se

a hipotese nula, com uma significancia a 5%, isto ¢, ha evidéncia de diferencas significativas

entre os blocos ajustados (eliminando os tratamentos).

Chama-se a atengdo para a importancia de recorrer a métodos de comparagdo multipla

de Tukey, Scheffé ou Bonferroni, nos casos de rejei¢do da hipdtese de igualdade entre

tratamentos.
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Capitulo 4

Classificacao dos PBIBD

A observacdo de determinadas regularidades dos PBIBD suscitou o interesse na sua
classificagdo, sendo este assunto estudado desde a sua introdugdo por Bose e Nair (1939).
Inicialmente, o estudo realizou-se apenas para duas e trés classes de associagdo e
posteriormente expandiu-se para um numero superior de classes.

No entanto, a classificagdo classica mais abordada na literatura continua a ser a de
Bose e Shimamoto (1952). Tabelas de PBIB com duas classes de associagdo encontram-se em
Bose, Clatworthy e Shrikhande (1954) e em Clatworthy (1956). Em Morales (2005) podem
encontrar-se 30 novos PBIBD (m =2 ) ciclicos. Todos os PBIBD conhecidos com trés classes
de associacdo estdo catalogados em Varghese er al (2008) e foram identificados no total 615
planos.

Neste capitulo ird estudar-se a classificagio dos PBIBD procurando sempre que

possivel apresentar exemplos e ilustrar com representagdes esquematicas.

4.1 Classificacao dos PBIBD (n=2)

4.1.1 PBIBD (m =2) Divisivel em Grupos

Considere-se um PBIBD com duas classes de associagdo. Se os v tratamentos
puderem ser agrupados em m grupos contendo cada um »n tratamentos (n>1) e se v=mn,
entdo o PBIBD diz-se divisivel em grupos. Assim, quaisquer dois tratamentos do mesmo
grupo sdo primeiros associados e dois tratamentos de grupos distintos sdo segundos

associados. Os v tratamentos sdo representados numa matriz de m linhas por n colunas.
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Os parémetros de um PBIBD divisivel em grupos sdo n, =n—1, n, =n(m-1),
P n—2 0 P 0 n—1
= c = .
! 0 n(m-1) o n-1 n(m-2)

Os valores proprios associados de NN sdo 6, =rk, 6, =rk—vA, € 6, =r—J, com as

respectivas multiplicidades 1, m(n—1) e m—1, dado que:

0 =r—3[(a= 1)y ~Va ]+ (4+2)-

(4 -4,)(2n-1)- (/114—/12)]:r+%(2nﬂq—2ﬂ1—2nﬂz)=r+nﬂq—ﬂ1—n/12=
=V+(n1+1)ﬂ,,—/?1—(n1+l)ﬂz=r+nlﬂ1—n1/12—22=r+nlﬂ1+nzﬂz—nzﬂq—nlﬂz—ﬂ? =

i=1

:r+2n[/1i—(nl+n2+l)ﬂz—r+rk 1) [1+Zn] =rk—vA,

0, =r——[(4-4)[-n+l+n]+(4+4,)]=r-4

o n+n, N —n, +(n—1)(n1+n2) _ nmtnn,—n +n, —hn —nn, +ntn, on,
' = = =
2 2n 2n n

_n+n, +nl—n2+(n—1)(nl+n2) _nmtnn, tn —ny tnn A, -n—n,  nntnn —n,

: 2 2n 2n n

= n(n=1)+m (m=1)=n(m-1) =n—l+n(m-1)-m+1=m(n-1)
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Segundo Bose e Connor (1952), um PBIBD(m =2) classificado como divisivel em

grupos pode ainda ser subclassificado, de acordo com os valores proprios:

4.1.1.1 Singular:se r— 4, =0;
4.1.1.2 Semi-Regular: se r—4, >0 ese rk—vA4, =0;

4.1.1.3 Regular:se r—4 >0 ese rk—vA, >0.

Exemplo de um PBIB com duas classes de associacio divisivel em grupos

O exemplo referido no capitulo 2.2.3.1 ¢ um plano divisivel em grupos. Recorde-se

que o plano se encontrava estruturado da seguinte forma:

B, B, B; B, Bs Bs
1 2 3] [2 5 6] [3 4 6] [3 4 5] |1 2 4] [1 5 6]

Esquema 4.1: PBIBD divisivel em grupos com duas classes de associacdo

(v=6,b=6, r=3,k=3,4,=2,4=1)

Note-se que ¢ possivel constituir trés grupos (m =3) contendo cada um deles dois

tratamentos (7 =2 ) tal que v =6, sendo a matriz associada do esquema, dada por:

Dhn W =
N B

Dois tratamentos do mesmo grupo sdo primeiros associados e dois tratamentos de
grupos distintos sdo segundos associados, isto €: os tratamentos 1 e 2 pertencem ao mesmo

grupo e sao por isso primeiros associados (4, =2 e n,=1) e os tratamentos 3, 4, 5 ¢ 6 sdo

segundos associados (4, =1 e n, =4).
Os parametros deste grupo divisivel sdo:
0 0 0 1
P = e P=
0 4 1 2
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Os valores proprios associados de NN e as respectivas multiplicidades sdo:
6,=9 6, =3 6,=1 a,=1 a, =3 a,=2

Como r—4,>0 e rk—vA, >0 este esquema de associagdo € regular.

4.1.2 PBIBD (m=2) Simples

Um PBIBD com duas classes de associagdo diz-se simples se (4, #0 A 4,=0) v
(4 =0A A, #0). Um plano simples pode estar inserido num plano divisivel em grupos,

triangular, quadrado latino ou ciclico.

Nos planos em que 4, =0, os tratamentos dos diferentes grupos nunca ocorrem

simultaneamente no mesmo bloco e o delineamento designa-se por nao conexo.

4.1.3 PBIBD (m=2) Triangular

Um PBIBD com duas classes de associacdo diz-se triangular se for possivel escrever o
nimero de tratamentos v como v=n(n—1)/2, tal que n>5, e se for possivel representar o
esquema de associacdo numa matriz de dimensao (nxn) em que se verificam as seguintes

condigoes:
e A diagonal principal ndo estd preenchida;

o As n(n—l)/ 2 células acima da diagonal principal estdo preenchidas com
1,2,..,n(n—1)/2 tratamentos distintos;

e As n(n - 1)/ 2 células abaixo da diagonal principal estao preenchidas de forma a que a

matriz seja simétrica em relagdo a diagonal principal;
e Para cada tratamento i os primeiros associados s3o somente 0s que ocorrem na

mesma coluna (ou linha) em que i se encontra.

Os parametros correspondentes a este plano sdo n, =2(n-2), n,=(n-2)(n-3)/2,

n-2 n-3 } { 4 2(n-4)
P = e P2=

" ln-3 (n—3)(n—4)/2 2(n—4) (n—4)(n—5)/2
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Os valores proprios associados de NN' de um PBIBD, com duas classes

associagdo, classificado como triangular sdo 6, =rk, 6 =r+(n—-4)4—-(n-3)4

0, =r—2,+ A, com as respectivas multiplicidades 1, n—1 e n(n—3)/2, dado que:

de

€

9 =r—5[(ﬂ1—/12)[—n+5— (n—2)2}+(ﬂ1 +/12)}:r—%[(/11 )20t 7Y+ (44 4)]=

:r—%[ll(—2n+7+1)+/12(2n—7+1)]=r—%[ﬂ1 (—2n+8)+4,(2n-6) | =

:r+(n—4)21 —(n—3)2,2

0= r=3| (=) e 54 (=27 o (8 +2) [ =r =330 - 2) (44 1))
=r—=24+4,
y=ph-ph=2(n-4)-n+3=n-5

B=p,+ph=n-3+2(n-4)=3n-11

A=y +2f+1=(n-5) +2(3n—11)+1=n> ~10n+25+6n—-22+1=n* —4n+4=(n-2)’

_m+n _nl—n2+(n—5)(n1+n2) _m+n _nl—n2+nl(n—5)+n2(n—5) B

b2 2(n-2) 2 2(n-2)
o 4 (nm6) (2)(-3) (n=3)(n=6) _
2 2 2(n-2) 4
:2+(n—3)(n—2—n+6):2+n_3:n_1
4
:nl+n2+nl—n2+(n—5)(nl+n2):nl+n2+nl—n2+nl(n—5)+n2(n—5):
P2 2(n-2) 2 2(n-2)
:ﬂ+&+nl(n—4)+n2(n—6):n_2+(n—2)(n—3)+n_4+(n—3)(n—6):
2 2 2(n-2) 4
:2n_6+(n—3)(n—4):n2—3n:n(n—?a)
2 2 2
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Exemplo de um PBIB com duas classes de associacio triangular

Considere-se 0 PBIBD(m =2),com v=10, b=5, r=2 ¢ k=n—-1=4:

B B B B B

1
|1 2 3 4] |1 5

2 3 4 5
6 7| |2 58 9] [3 6 8 10| [ 4 7 9 10 |

Esquema 4.2: PBIBD triangular com duas classes de associacio

(v=10,b=5, r=2k=44=1,,=0)

Como A4, =1 ¢ A, =0, este delineamento além de triangular também ¢ classificado

como simples. Para n =35, este delineamento pode ser estruturado da seguinte forma:
* 1 2 3 4
1 * 5 6 7

2 5 * 8 9
3 6 8 * 10
4 7 9 10 *

Esquema 4.3: PBIBD com duas classes de associacio (v=10,b=5, r=2, k=4, 1, =1,4,=0),

representaciio triangular

Zero-ésimos associados Primeiros associados Segundos associados
1 2,3,4,5,6,7 8 9, 10
2 1, 3,45 8,9 6, 7, 10
3 1, 2, 4, 6, 8, 10 57,9
4 1, 2,3 7,9, 10 5,6, 8
5 1,2,6,7, 8,9 3,4, 10
6 1, 3,5 7,8, 10 2, 4,9
7 1, 4,5 6,9, 10 2,3,8
8 2,3,5 6,9, 10 1,4, 7
9 2, 4,5, 7,8, 10 1, 3, 6
10 3,4,6, 7,8, 9 1, 2,5

Tabela 4.1: Classes de associa¢io do PBIBD triangular (v=10,b=5, r=2,k=4,4=1,14,=0,)

, . 3 2 4 2
As matrizes P, sdo: P, = e P,= .
21 20
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John (1966) mostrou que o esquema triangular pode ser abordado representando cada

tratamento por um par ordenado (x, y) , tal que 1< x < y<n. Dois tratamentos sdo: primeiros

associados se as coordenadas apresentarem um numero inteiro em comum e segundos

associados caso contrario.
Para o exemplo anterior, de um PBIB (m = 2) triangular, considere-se que o
tratamento 1 € representado pelo par ordenado (1,2) , 0 tratamento 2 pelo par ordenado (1,3)

€ assim sucessivamente:

Esquema 4.4: PBIBD com duas classes de associa¢io triangular
(v=10,b=5, r=2,k=4,1 =1,4, =0), representagio com recurso a coordenadas

Para determinar os primeiros associados do tratamento 1, deverd considerar-se o par

ordenado (1,2) e seguidamente seleccionar todos os pares ordenados que contenham os
nimeros 1 ou 2, ou seja, os pares: (1,3); (1,4); (1,5); (2,3); (2,4) e (2,5). Os tratamentos

correspondentes aos pares ordenados anteriores sdo 2, 3, 4, 5, 6, 7 pelo que estes tratamentos
sdo os primeiros associados do tratamento 1. Os restantes tratamentos 8, 9 e 10 sdo os
segundos associados do tratamento 1.

Esta forma de representacdo revelar-se-a Util para esquemas triangulares com trés

classes de associacao.

4.1.4 PBIBD(m =2) Quadrado Latino

Um PBIBD com duas classes de associacdo diz-se do tipo quadrado latino com i

restricdes (linha, coluna ou letra) se for possivel escrever o nlimero de tratamentos v como
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v=s". Neste esquema, os tratamentos estdo dispostos numa matriz quadrada sxs sendo
necessarios i—2 quadrados latinos mutuamente ortogonais (MOLS). Note-se que, dois
quadrados latinos com a mesma dimensao, dizem-se ortogonais se quando sobrepostos, cada

par ordenado de tratamentos ocorre uma Unica vez.

Estes planos sdo construidos de maneira a que dois tratamentos sdo primeiros
associados se e sO se ocorrerem na mesma linha (ou coluna) ou em posi¢des ocupadas pela

mesma letra, em qualquer um dos quadrados latinos.

Os parametros deste plano sdo: n, =i(s—1), n,=(s—i+1)(s—1)

P =

(i-1)(i-2)+s-2 (i—l)(s—i+1)}e P=[i(i—l) i(s~i) }
(s—i+1)(i-1)  (s—i)(s—i+1) : i(s—i) (s—i) +s-2

Os valores proprios associados de NN’ de um PBIBD, com duas classes de
associagdo, classificado como quadrado latino sdo 6, =rk, 6, =r+(s—i)A4 —(s—i+1)4, ¢
0, =r—iA +(i—1)A, com as respectivas multiplicidades 1, i(s—1) e (s—i+1)(s—1).

Tem-se:

6 =r—%{(ﬂq —/12)[—(s—2i+1)—Js_2JM1 +/12} =r—%{(ﬂ1—/12)(—2s+2i—1)+21 R

=r+A(s—i)-A(s—i+1)

0, =r—%{(ﬂ1 —lz)[—(s—2i+l)+\/57}+ﬂ1 +,12} :r—%{(a—/@)(zi—l)m F A} =
:r—%{2iﬂ1 +2(=i+1) A4, ) =r—id +(i-1)4,

y=ph-p,=i(s—i)=(s—i+1)(i-1)=s-2i+1

B=pL+p,=i(s—i)+(s—i+1)(i-1)=2is—2i’ —s+2i—1

A=p*+2B+1=(s=2i+1) +4is—4i —2s+4i-2+1=

= 2si+S—25i+ 42 —2i+s—2i+1+4is—4i —2s+4i—2+1=s’
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“TT 25 25
:nl(s—l—s+2i—l)+n2(S+1—S+2i—1) nl(i—1)+n2i :i(s—l)(i—1)+(s—i+l)(s—l)i:

_n+n, _{(nl—n2)+(s—2i+l)(n1+n2) _oms+nms—m+n,—(s=2i+1)(n +n,)

2s s s
(s=1)(* —i+si—i* +i)

= :(s—l)i

N

2 2s 2s
n(s+l+s=2i+1)+n,(s—1+s-2i+1) n(s+1-i)+n,(s—i)

o+, _{(nl—nz)+(s—2i+1)(n1 +n2) _ ms+n,s+n, —n, +(s—2i+1)(nl+n2) _

2s s
_ i(s—l)(s+1—i)+(s—i+l)(s—1)(s—i) =(s—1)(s+l—i).

Exemplo de um quadrado latino tipo L,

Considere-se um PBIBD (v=9,b=6, r=2,k=3,4=1,4,=0) quadrado latino
com duas classes de associacdo. Neste esquema, como ha duas restrigdes (i = 2), nao existe

nenhum quadrado latino mutuamente ortogonal.

1 2 3
4 5 6
7 8 9

Esquema 4.5: Representacio de um PBIBD quadrado latino com duas classes de associacio

(v=9,b=6, r=2,k=3,4=1,4,=0)

Zero-€ésimos associados Primeiros associados Segundos associados
1 2,3,4,7 5,6,8, 9
2 1, 3,5, 8 4,6, 7,9
3 1, 2,6,9 4,5, 7, 8
4 1, 5, 6,7 2,3,8,9
5 2,4, 6,8 1,3 7,9
6 3,4,5 9 1, 2,7, 8
7 1, 4,8 9 2,3,5 6
8 2,5 7,9 1, 3,4, 6
9 3, 6,7, 8 1,2, 4,5
Tabela 4.2: Classes de associa¢iio do PBIBD quadrado latino (v=9,b=6, r=2,k=3,4=1,4,=0)



1
As matrizes P, e P, sdo P, =[2

Neste esquema, os tratamentos podem também ser representados por pares ordenados

(x,») tal que 1<x e y<s. Seja & a “distancia” entre dois tratamentos (x,y) e (x',»'),

definida como o numero de elementos diferentes de zero de (x—x',y—y'). Se 6=1 os

tratamentos sdo primeiros associados, caso contrario sdo segundos associados.

Os tratamentos serdo denotados por pares ordenados:

Tratamento 1 =(1,1) Tratamento 2 =(1,2) Tratamento 3 =(1,3)

Tratamento 4 =(2,1) Tratamento 5 =(2,2) Tratamento 6 = (2,3)

Tratamento 7 = (3,1) Tratamento 8 = (3,2) Tratamento 9 = (3,3)

Seguidamente apresenta-se, para o tratamento 1, a forma de encontrar os seus

associados:

Tratamento 1

Pares (x —xy—y ') o Associados
(L1) e (1,2) (0,-1) O tratamento 2 ¢é 1.° associado
(1,1) e (1,3) (0,-2) O tratamento 3 é 1.° associado
(L1) e (2,1) (-1,0) O tratamento 4 é 1.° associado
(L1) e (2,2) (-L-1) O tratamento 5 ¢é 2.° associado

—_—~
L
|
\]
[\) [\] — [\) [\] — p— p—

(1,1) e (2,3) O tratamento 6 ¢ 2.° associado
(L1) e (3.,1) (-2,0) O tratamento 7 é 1.° associado
(L1) e (3,2) (-2,-1) O tratamento 8 é 2.° associado
(1,1) e (3,3) (-2,-2) O tratamento 9 é 2.° associado

Tabela 4.3: Classes de associaciio do tratamento 1, com recurso a coordenadas, para o

PBIBD (v=9,b=6, r=2, k=3, =1,1, =0): quadrado latino com duas classes de associagio
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Exemplo de um quadrado latino tipo L3

No quadrado latino seguinte observam-se trés restricdes (i = 3) havendo, portanto, um

quadrado latino mutuamente ortogonal.

1A 2B 3C
4C 5A 6B
7B 8C 9A

Esquema 4.6: Representacio de um PBIBD quadrado latino com duas classes de associacao

Zero-ésimos associados Primeiros associados Segundos associados
1 2,3, 45 7,9 6, 8
2 1, 3,5, 6,7, 8 4, 9
3 1, 2,4,6,8,9 5,7
4 1, 3,5, 6,7, 8 2,9
5 1, 2,4,6,8,9 3,7
6 2,3,4,5 7,9 1, 8
7 1, 2,4,6,8,9 3,5
8 2,3, 45 7,9 1, 6
9 1, 3,5, 6,7, 8 2, 4

Tabela 4.4: Classes de associacio do PBIBD quadrado latino com duas classes de associaciao

, . 3 2 6 0
Asma.‘[mzesPlestaoP1=2 0 € P2=0 i

4.1.5 PBIBD(m =2) Ciclico

Considere-se que os v tratamentos de um PBIBD com duas classes de associagdo sao

denotados por 0,1,2,...,v—1. Um PBIBD (m =2) diz-se ciclico se o conjunto dos primeiros
associados do i-ésimo tratamento for (i +d,,i+d,,...,i+ dnl ) mod v, tal que os dj elementos

satisfacam as seguintes condicdes:
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i) Os elementos d sdo todos distintos e 0 < dj <v,i=12,...,n;

ii) Entre as n(m—1) diferencas (d ,—d j,)modv, cada um dos elementos
d.d,,...,d, ocorre pi, vezes e cada um dos e,e,,...,e,, elementos ocorre p;, vezes; 0s
elementos e,e,,..., e, sdo inteiros 1,2,...,v—1.

iii) O conjunto D =(d,,d,,..., dnl ) verifica ainda a condi¢do D = (—a’l, —dy, . — aln1 ) .

Os parametros destes planos sdo:

t—1 ¢ t t
v=4t+1, n=n,=2t, P = e P, = .
t t -1

Verifica-se ainda a igualdade n, p|, +n,p;, =n, (n,—1).

Os valores proprios associados de NN” e as suas multiplicidades seguem o caso geral.
As condigdes i) e ii) foram introduzidas na defini¢do original de Bose e Shimamoto
(1952). Nandi e Adhikary (1966) concluiram que essas duas condi¢gdes sdo suficientes para

assegurar que o esquema de associagdo ¢é ciclico se p|, = p;, 0 que ndo se verifica se
1 2 £ : y 1es o~ , .

P # P;, > sendo necessario que se verifique a ultima condic@o. Esta ¢ verificada sempre que

pi, = pi, - Note-se que, em todos os exemplos dados por Bose e Shimamoto (1952), p,, era

igual a p/, pelo que a terceira condigio era sempre verificada.

Exemplo de um PBIB (m =2) ciclico
Considerem-se 5 tratamentos denotados por 0, 1, 2, 3, 4. Neste delincamento b =35,

r=3,k=3, 4=2, 4=1,m=2,n=2,1=1, pl,=0¢ p}=1.

B1 Bz B3 B4 BS
o0 1 2] [1 2 3] [2 3 4] [3 4 0| [4 0 1]

Esquema 4.7: Representacao de um PBIBD com duas classes de associacio ciclico

(v=5,b=5, r=3,k=3,4=2,4=1)
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O conjunto dos primeiros associados obtém-se a partir da expressdo

(i+d1,z'+a’2,...,z'+d )modv, dado que n,=2,com d, =1, d, =4:

n

Tratamento 0: (0+d,,0+d,)mod5 = tratamentos 1 ¢ 4

Tratamento 1: (1+d,,1+d,)mod5 = tratamentos 2 ¢ 0

Tratamento 3

Tratamento 2: (2+d,,2+d,)mod5 = tratamentos 3 ¢ 1
: (3+4d,,3 +d2)m0d5 = tratamentos 4 ¢ 2

Tratamento 4: (4+d,,4+d,)mod5 = tratamentos 0 ¢ 3

O conjunto dos segundos associados obtém-se a partir da expressao
(i+el,i+e2,...,i+en2)m0d v,dadoque n,=2 e 0<e <4,¢=2¢ee,=3.

Tratamento 0: (0+¢,0+e¢,)mod5 = tratamentos 2 ¢ 3

Tratamento 1: (1+e,l+e, )rnodS = tratamentos 3 ¢ 4
Tratamento 2: (2+e¢,2+e, )modS = tratamentos 4 ¢ 0
Tratamento 3:

(
(
(3+¢,3+e,)mod5 = tratamentos 0 ¢ 1
(

Tratamento 4: (4+e,4+e, )mod 5 = tratamentos 1 e 2

Na tabela seguinte apresentam-se as respectivas classes de associagao:

Zero-ésimos associados Primeiros associados Segundos associados
0 1, 4 2,3
1 0, 2 3, 4
2 I, 3 0, 4
3 2, 4 0, 1
4 0, 3 1, 2

b 2

Tabela 4.5: Classes de associa¢io do PBIBD ciclico (v=5,b=5, r=3,k=3,4=2,4,=1)

As matrizes de associagdo deste esquema sao:

0 1 11
P = e P= .
11 1 0
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O esquema de associacdo anterior pode ser representado por um grafo, isto ¢, por uma
estrela de 5 pontas, na qual os vértices representam os tratamentos. Caso dois vértices estejam
unidos por uma aresta serdo primeiros associados, caso contrario serdo segundos associados.

A representacao recorrendo a grafos sera posteriormente desenvolvida no capitulo 5.

0

1 4

Esquema 4.8: Representaciio de um PBIBD ciclico (Vv=5,b=5, r=3,k=3,4=2,4,=1),

recorrendo a um grafo

4.2 Classificacao dos PBIBD (m=3)

4.2.1 PBIBD(m =3) Rectangular

Vartak (1955) introduziu o esquema rectangular com trés classes de associagdo.
Considere-se um PBIBD com trés classes de associacdo, se os tratamentos estiverem
agrupados numa matriz rectangular com m linhas por n tratamentos (n>1) e se v=mn,
entdo o PBIBD diz-se rectangular. Assim, para qualquer tratamento, os seus primeiros

associados sdo os restantes n—1 tratamentos da mesma linha, os segundos associados sdo os

m—1 tratamentos da mesma coluna e os restantes (m—1)(n—1) tratamentos sio os terceiros

associados.

Os pardmetros deste esquema sdo n, =n—1, n,=m—-1e n, = (m —1)(n—l)

0
0
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0 1 n—2
P3= 1 0 m-—2
n-2 m-2 (n-2)(m-2)

Em Raghavarao (1971) sdo apresentados os valores proprios associados de NN':
Oy=rk, 0, =r-2+(m-1)(4,-4), 6,=r—A4+(n-1)(4-4) ¢ 6,=r—A, -2, + 4, bem
como as respectivas multiplicidades o, =1, o, =n—1, a, =m-1, a; =(n—1)(m-1).

Em Vartak (1955, 1959) e Shah (1964) encontram-se algumas propriedades deste
delineamento.

Exemplo de um PBIB rectangular com trés classes de associacao

Considere-se o PBIBD com 3 classes de associacdo para v=6, m=2 e n=3:
1 3 5
2 4 6
Esquema 4.9: Representaciio de um PBIBD rectangular com trés classes de associacio

Na tabela seguinte apresentam-se as respectivas classes de associagao:

Zero-ésimos Primeiros Segundos Terceiros
Associados Associados Associados Associados

1 3,5 2 4, 6

2 4, 6 1 3,5

3 1, 5 4 2, 6

4 2,6 3 1, 5

5 1, 3 6 2, 4

6 2,4 5 I, 3

Tabela 4.6: Classes de associacdo do PBIBD rectangular (v=6, m=2 e n=3)

Os parametros deste esquema sdo n, =2, n, =1 e n, =2 e as matrizes de associagdo

sao:
1 0 O 0 0 2 0 1 1
P=0 0 1 P,=0 0 O P.={1 0 O
01 1 2 0 0 1 0 O
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4.2.2 PBIBD (m =3) Divisivel em Grupos Generalizados

Este esquema de associagdo foi proposto por Roy (1953) e posteriormente estudado
por Raghavarao (1960). Considerem-se v tratamentos tal que v= N,N,N; e que se possam
dispor numa matriz tridimensional formada por N, linhas, N, colunas e N, niveis. Dois

tratamentos sdo: primeiros associados se ocorrerem na mesma linha e coluna de niveis
distintos, segundos associados se ocorrem na mesma linha mas em colunas diferentes, caso

contrario serdo terceiros associados.

Os pardmetros deste esquema sdo n, = N, —1, n, =(N,—1)N, e n, =(N,-1)N,N,

N, -2 0 0
P= 0 (N,-1)N, 0
0 0 (N, =1)N,N; |
0 N, -1 0 1
P,=|N,-1 (N,-2)N, 0
0 0 (N, =1)N,N, |
0 0 N, -1
P=| 0 0 (N, -1)N,

N,-1 (N,-1)N; (N,-2)N,N,

Em Raghavarao (1971) sdo apresentados os valores proprios associados de NN':
Oy =rk, 6, =r—2A,(n,+n+1)+An,+An,, 6, =r—2A,(n+1)+An e 6,=r—A bem como

as respectivas multiplicidades o, =1, &, =N, -1, @, = N,(N,-1), a; = N,N, (N, -1).

Exemplo de um PBIB (m = 3) divisivel em grupos generalizados
Considere-se o PBIBD com 3 classes de associagdo para v=12, N, =2, N,=3 ¢

N, =2, estruturado da seguinte forma:

Nivel 1 Nivel 2
I 35 7 9 11
2 4 6 8 10 12
Esquema 4.10: Representacio de um PBIBD (m = 3) divisivel em grupos generalizados
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Na tabela seguinte apresentam-se as respectivas classes de associagao:

Zero-ésimos Primeiros Segundos Terceiros

Associados Associados Associados Associados
1 7 3,5 9, 11 2, 4,6, 8, 10, 12
2 8 4, 6, 10, 12 1, 3,5 7,9, 11
3 9 1, 5, 7, 11 2, 4, 6, 8, 10, 12
4 10 2, 6,8, 12 1, 3,5 7,9, 11
5 11 1, 3, 7,9 2, 4,6, 8, 10, 12
6 12 2,4, 8,10 1, 3,5 7,9, 11
7 1 3,5 9, 11 2, 4, 6, 8, 10, 12
8 2 4, 6, 10, 12 1, 3,5 7,9, 11
9 3 1, 5, 7, 11 2,4, 6,8, 10,12
10 4 2,6, 8, 12 1, 3,5 7,9, 11
11 5 1, 3, 7, 11 2, 4, 6, 8, 10, 12
12 6 2,4, 8,10 1, 3,5 7,9, 11

Tabela 4.7: Classes de associacio de um PBIBD (m = 3) divisivel em grupos generalizados

Os parametros deste esquema sdo n, =1, n, =4 e n, =6 ¢ as matrizes de associagdo

sao:
1 0 0 01 0 0 0 1
P=/0 4 0 P,=|1 2 0 P.=0 0 4
0 0 6 0 0 6 1 4 0

4.2.3 PBIBD (m =3) Triangular

John (1966) mostrou que ¢ possivel estabelecer uma analogia entre um esquema com
duas classes de associagdo triangular e outro com trés. Posteriormente, Bose e Laskar (1967)
estudaram uma constru¢do equivalente a de John.

Num PBIBD triangular com trés classes de associagdo o nimero de tratamentos sera

escrito como v=(s+2)(s+3)(s+4)/6, sendo s um numero inteiro. Cada tratamento é

representado por coordenadas de nlimeros inteiros (x, v, z) ,tal que 1<x<y<z<s+4. Dois
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tratamentos sdo: primeiros associados se as suas coordenadas tiverem dois numeros inteiros
em comum, segundos associados se as suas coordenadas tiverem apenas um nimero inteiro

em comum e terceiros associados se nao verificarem as condigdes anteriores.

Os parametros correspondentes a este plano sdo n, =3(s+1), n,=3s(s+1)/2 e
ny=(s—1)(s+1)s/6
s+2 2s 0

P =| 2s s? s(s—=1)/2
0 s(s—l)/2 S(S—l)(s—2)/6

4 2s s—1
P,=| 25 (s-1)(s+6)/2 (s—1)(s-2)
s=1  (s=1)(s=2) (s—-1)(s-2)(s-3)/6

0 9 3(5—2)
P, = 9 9(S—2) 3(s—2)(s—3)/2
3(s—2) 3(s—2)(s—3)/2 (S—2)(S—3)(S—4)/6

Os valores proprios associados de NN' e as respectivas multiplicidades sio referidos

em Raghavarao (1971):

0, =rk @, =1
0,=r+(2s—1) 2 +s(s=5) 4 /2-s(s=1) A /2 @ =5+3

0, =r+(s—3) 4 —(25-3) 4, +(s—1) 4 o, =(s+1)(s+4)/2
0,=r-34+34, -1, a, =(s=1)(s+3)(s+4)/6.

Exemplo de um PBIB (m =3) triangular

Considere-se o PBIBD com 3 classes de associagdo para v=20 e s=2. Os

parametros correspondentes a este plano sdo n, =9, n, =9 e n, =1.

As respectivas matrizes de associag@o sao:

4 40 4 4 1 09 0
P=|4 4 1 P,=|4 4 0 P,=[9 0 0
010 1 0 0 00 0
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15(1,2,3) 25(1,2,4 35(1,2,5) 45(1,2,6)
5=(1,3, 65(1,3,5) 75(1,3,6)

85(1,4,5) 95(1,4,6)

105(1,5,6)

11=(2,3,4) 12=(2,3,5) 13=(2,3,6)

20=(4,5,6)

Esquema 4.11: Representacio de um PBIBD (m = 3) triangular

Os primeiros associados do tratamento 1 sdo os tratamentos 2, 3,4, 5,6, 7, 11, 12, 13

porque apresentam dois numeros inteiros comuns nas representagoes (x, v, z) :
1=(1,2,3) 2=(1,2,4) 3=(1,2,5) 4=(1,2,6) 5=(1,3,4)
6=(1,3,5) 7=(13,6) 11=(2,3,4) 12=(2,3,5) 13=(2,3,6)

Os segundos associados do tratamento 1 sdo os tratamentos 8, 9, 10, 14, 15, 16, 17, 18,

19 porque apresentam apenas um numero inteiro comum nas representagdes (x, y,z).
8=(14,5) 9=(L4,6) 10=(15,6) 14=(2,4,5) 15=(2,4,6)
16=(2,5,6) 17=(3,4,5) 18=(3,4,6) 19=(3,5,6)

O terceiro associado do tratamento 1 ¢ o tratamento 20 dado que ndo apresenta

nenhum numero inteiro comum nas representagoes (x, v, z).

Na tabela seguinte apresentam-se as respectivas classes de associagao:
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Zero-ésimos Primeiros Segundos Terceiros
Associados Associados Associados Associados
1 2,3,4,5,6,7,11,12, 13 8,9, 10,14, 15,16, 17,18, 19 20
2 1,3,4,5,8,9,11, 14, 15 6,7,10,12,13,16, 17, 18, 20 19
3 1,2,4,6,8,10,12, 14, 16 5,7,9,11,13,15,17,19, 20 18
4 1,2,3,7,9,10,13,15, 16 5,6,8,11,12,14,18, 19, 20 17
5 1,2,6,7,8,9,11,17,18 3,4,10,12,13, 14, 15, 19, 20 16
6 1,3,5,7,8,10, 12,17, 19 2,4,9,11, 13, 14, 16, 18, 20 15
7 1,4,5,6,9,10,13, 18, 19 2,3,8,11, 12,15, 16, 17, 20 14
8 2,3,5,6,9,10,14, 17,20 1,4,7,11,12, 15, 16, 18, 19 13
9 2,4,5,7,8,10,15, 18, 20 1,3,6,11,13, 14,16, 17, 19 12
10 3,4,6,7,8,9,16,19,20 1,2,5,12,13, 14,15, 17, 18 11
11 1,2,5,12,13, 14,15, 17, 18 3,4,6,7,8,9, 16,19, 20 10
12 1,3,6,11, 13, 14,16, 17, 19 2,4,5,7,8,10, 15, 18, 20 9
13 1,4,7,11, 12, 15,16, 18, 19 2,3,5,6,9,10, 14, 17,20 8
14 2,3,8,11, 12, 15,16, 17, 20 1,4,5,6,9,10, 13,18, 19 7
15 2,4,9,11, 13, 14,16, 18, 20 1,3,5,7,8,10, 12,17, 19 6
16 3,4,10,12, 13, 14, 15,19, 20 1,2,7,8,9,11,17, 18 5
17 5,6,8,11,12,14, 18, 19, 20 1,2,3,7,9,10, 13,15, 16 4
18 5,7,9,11, 13,15, 17,19, 20 1,2,4,6,8,10, 12, 14, 16 3
19 6,7,10,12, 13,16, 17,18, 20 1,3,4,5,8,9,11, 13, 15 2
20 8,9,10,14,15,16,17,18,19 2,3,4,5,6,7,11, 12,13 1

Tabela 4.8: Classes de associacio do PBIBD (m = 3) triangular

4.2.4 PBIBD(m =3) Ciibico

Raghavarao e Chandrasekhararao (1964) definiram o esquema de associacdo cubico

que pode ser considerado uma extensao dos PBIBD (m = 2 ) quadrado latino.

Considerem-se v tratamentos que possam ser escritos como v=s" , denotando cada

um deles por um conjunto de trés coordenadas inteiras (x,y,z), tal que 1<x<s, I<y<s,

1<z<s.
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Seja 0 a “distancia” entre dois tratamentos (x, y,z) e (x', y',z') definida como o

nimero de elementos diferentes de zero de (x—x', y—y'z —z'). Se 6 =1 os tratamentos sdo

primeiros associados, se 0 =2 os tratamentos sdo segundos associados e sdo terceiros

associados se 6 =3.

Os parametros relativos a este plano sio n, =3(s—1), n, =3(s=1)" , n,=(s-1) ¢ as
matrizes de associacio sdo:
s=2 2(s-) 0
P =[2(s—-1) 2(s-1)(s=2)  (s-1)

0 (S—l)2 (s—l)2 (s—2)

2 2(s—2) s—1
P,=[2(s=2) 2(s—1)+(s=2)" 2(s-1)(s-2)

s=1 2(s=1)(s=2) (s=1)(s-2)

, . . T . . . . ~ .
Os valores proprios associados de NN’ e as respectivas multiplicidades sdo referidos

em Raghavarao (1971):

6, =rk a, =1
0 =r+(25=3) 4 +(s=1)(s=3) 4 —(s—1)" 4, a,=3(s-1)
0, =r+(s=3)4—(25-3) 4, +(s—1) 4 a, =3(s—1)’
0, =r—34+34,— A a,=(s-1)".

Exemplo de um PBIB (m =3) cubico

Considere-se o PBIBD com 3 classes de associacdao para v=8 e s =2. Os parametros

correspondentes a este plano sdo n, =3, n, =3 e n, =1, tal que:
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1=(1L,L1)  2=(LL2)  3=(1,21) 4=(1,22)

5

(2,L1)  6=(212) 7=(221) 8=(2.2.2)

Concretizagdo para o tratamento 1:

Pares (x —x\y—y'z— Z') o Associados
(LL,1) e (1,1,2) (0,0,—1) 1 O tratamento 2 é 1.° associado
(1,1,1) e (1,2,1) (0,_1’0) 1 O tratamento 3 é 1.° associado
é (1,1,1) e (1, 2,2) (0,_1,_1) 2 O tratamento 4 ¢ 2.° associado
% (LL1) e (2,1,1) (-1,0,0) 1 O tratamento 5 é 1.° associado
E (LL1) e (2,1,2) (-1,0,-1) 2 O tratamento 6 € 2.° associado
(LL1) e (2,2,1) (-1,-1,0) 2 O tratamento 7 € 2.° associado
(LL,1) e (2,2,2) (-L-1,-1) 3 O tratamento 8 é 3.° associado

Tabela 4.9: Classes de associacao do tratamento 1 com recurso a coordenadas
para um PBIBD (m = 3) cubico

Na tabela seguinte apresentam-se as respectivas classes de associagao:

Zero-ésimos Primeiros Segundos Terceiros
Associados Associados Associados Associados
1 2,3,5 4,6,7 8
2 1,4,6 3,5,8 7
3 1,4,7 2,5,8 6
4 2,3,8 1,6,7 5
5 1,6,7 2,3,8 4
6 2,5,8 1,4,7 3
7 3,5,8 1,4,6 2
8 4,6,7 2,3,5 1

Tabela 4.10: Classes de associacio de um PBIBD (m = 3) cubico

Este esquema pode ser representado geometricamente recorrendo a um grafo, inserido
num sistema de eixos, onde os tratamentos sdo representados através das suas coordenadas,

como se pode observar no esquema 4.12:
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(2,1,2) (2.2,2)

(1,1,2) (1,2.2)

(1,1,1) (1,2,1)

@.1.1} 2.2.1)

Esquema 4.12: Representacio de um PBIBD (m = 3) cubico

As respectivas matrizes de associa¢do sao:

0 20 2 0 1 030
P=(2 0 1 P,=[0 2 0 P,=|3 0 0
010 1 0 0 000

4.3 Classificacao dos PBIBD (> 3)

4.3.1 Extensao dos Planos Divisiveis em Grupos (EGD)
Estes planos foram introduzidos por Hinkelmann ¢ Kempthorne (1963) como uma

extensao dos PBIBD (m = 3) rectangulares, sendo o seu estudo aprofundado em Hinkelmann
(1964). Considere-se um PBIBD com (2’" —1) classes de associacdo, em que oS v

tratamentos podem ser escritos como v=tf,..t, denotados por (i.,i,,..i,). Seja i, a

m

¢ —ésima componente de um tratamento, tal que: i, =12,.,t, (=12,..m. Salienta-se o

facto de m nao representar, neste caso, o numero de classes de associagdo, mas ser um

expoente que permitira calcular o referido namero.

&4



Considere-se que os tratamentos serdo denotados por coordenadasy :( 7/1,7/2,...,7/,n),
tomando apenas os valores 0 ou 1. Dois tratamentos sdo 7y -ésimos associados, se o0s
tratamentos diferirem apenas na componente unitaria de vy .

O ntimero de associados da y -ésima classe ¢ denotado por n(’y) , tal que:

m

n(Y)=n(y,72¥) :H(tf -1)".

(=1

E recorrente escrever-se as classes de associacdo em ordem lexicografica, por exemplo

para m =3, vem (0,0,0), (0,0,1), (0,1,0), (0,1,1), (1,0,0), (1,0,1), (1,1,0), (1L1).

Exemplo de um PBIB EGD

Considere-se o PBIBD com ¢=36 e ¢ =t,=3 e t,=4. Para m=3 tem-se

(2’” — 1) =2’ —1=7. Definem-se portanto y =7 classes de associagdo. Sejam os tratamentos:

1=(L11) 2=(1,1,2) 3=(113) 4=(114)
5=(1,2,1) 6=(1,2,2) 7=(1,2,3) 8=(1,2,4)
9=(1,3,1) 10=(1,3,2) 11=(1,3,3) 12=(1,3,4)
13=(2,1,1) 14=(2,1,2) 15=(2,1,3) 16=(2,1,4)
17=(2,2,1) 18=(2,2,2) 19=(2,2,3) 20=(2,2,4)
21=(2,3,1) 22=(2,3,2) 23=(2,3,3) 24=(2,3,4)
25=(3,1,1) 26=(3,1,2) 27=(3,1,3) 28=(3,1,4)
29=(3,2,1) 30=(3,2,2) 31=(3,2,3) 32=(3,2,4)
33=(3,3,1) 34=(3,3,2) 35=(3,3,3) 36=(3,3,4)
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Para m =3 tem-se y =7 classes de associagdo, tomando y = ( VisVaseees ym) os valores

(0,0,0), (0,0,1), (0,1,0), (0,1,1), (1,0,0), (1,0,1), (1,1,0), (LL1).

Para este tipo de plano Hinkelmann e Kempthorne (2005) propdem a seguinte

distribuicao de tratamentos:

As classes de associagdo e o respectivo niumero de associados ¢ dado por:

0=(0,0,0) = n(0)=n(0,0,0)=(-1)"(t,~1)’(t,~1)" =1

1=(0,0,1) = n(1)=n(0,0,1)=(1,-1)"(1,~1)"(, ~1)' =3, o que significa que
o numero de primeiros associados de qualquer tratamento ¢ 3;
2=(0,1,0) = n(2)=n(0,1,0)=(4-1)"(1,~1) (,~1)" =2, o que significa
que o numero de segundos associados de qualquer tratamento ¢é
2;
Sintetizando:
3=(0,1,1) = n(3)=6;
4=(1,0,0) = n(4)=2;

Dois tratamentos sdo primeiros associados se os tratamentos diferirem apenas na

componente unitaria de y=(0,0,1), isto ¢ apenas na terceira componente; assim, oOS
tratamentos 2=(1,1,2), 3=(1,1,3) e 4=(1,1,4) sdo primeiros associados do tratamento
15(1, 1,1).

Dois tratamentos sdo quintos associados se os tratamentos diferirem apenas na

componente unitaria de 5 E(l, 0,1), isto ¢ simultaneamente na primeira e na terceira
componentes; assim, 0s tratamentos 15(1,1,1), 145(2,1,2), 155(2,1,3), 165(2,1,4),

26=(1,1,2), 27=(3,1,3) e 28=(3,1,4) sdo quintos associados.

86



Na tabela seguinte, encontra-se o estudo para os tratamentos 1, 2, 3, 4 e 5:

Classes de associacio

00 10 20 3. 4. 5. 6. 7.

I 234 59 10,11,122627.28 1325 14,15,16,262728 17,21,2933 18,19,20,22,23,24,
30,31,32,34,35,36

2 134 610 57891112 1426 13,1516,252728 18,22,30,34 17,19,20,21,23,24,
29,31,32,33,35,36

30124 701 56891012 1527 13,14,1625,2628 1923,31,35 17,1820,21,22,24
29,31,32,33,34,36

4 123 812 56791011 1628 13,14,15252627 20,24,32,36 17,18,19,21,22,23,
29,30,31,33,34,35

50678 19 234101112 1729 18192030,31,32 13212533 14,15,16,22,23,24,

26,27,28,34,35,36

Tabela 4.11: Classes de associacio de um PBIBD EGD

4.3.2 Hipercubico

Shah (1958) introduziu este delineamento e Kusumoto (1965) aprofundou o seu

estudo, como uma extensdo do modelo cubico. Considerem-se v tratamentos que possam ser

escritos como v=¢", sendo m o numero de classes de associacdo. Os v tratamentos serdo

denotados como (il,iz,...,im) ,com i, =1,2,..,qge /=1,2,..,m. Neste esquema de associagao,

dois tratamentos sdo j— ésimos associados se diferirem exactamente em j componentes. O

niimero de j-ésimos associados ¢ dado por n, =C'(g-1), j=12,...m.

Exemplo de um PBIB hipercubico (m =4)

Considere-se o PBIBD com 4 classes de associacdo para v=16 ¢ ¢ =2, no qual os

tratamentos sdo denotados por:
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1=(1,1L1)

5=(1,2,1,1)

9=(2,1,1,1)

13=(2,2,1,1)

1,1,1,2) 3=(1,1,2,1) 4=(1,1,2,2)
1,2,1,2) 7=(1,2,2,1) 8=(1,2,2,2)
2,1,1,2) 11=(2,1,2,1) 12=(2,1,2,2)
2,2,1,2) 15=(2,2,2,1) 16=(2,2,2,2)

O nimero de primeiros associados é n,=C; =4, de segundos associados

n, = C, =6, de terceiros associados é n, = C; =4 e de quartos associados ¢ n, =C; =1.

Na tabela seguinte apresentam-se as respectivas classes de associagao:

Classes de associaciao

0.° 1.° 2.° 3.° 4.°
1 2,3,5,9 4,6,7,10,11,13 8,12, 14,15 16
2 1,4,6,10 3,5,8,9,12, 14 7,11,13,16 15
3 1,4,7,11 2,5,8,9,12,15 6, 10, 13, 16 14
4 2,3,8,12 1,6,7,10,11, 16 5,9,14, 15 13
5 1,6,7,13 2,3,8,9,14, 15 4,10, 11,16 12
6 2,5,8, 14 1,4,7,10,13, 16 3,9,12,15 11
7 3,5,8,15 1,4,6,11, 13,16 2,9,12, 14 10
8 4,6,7,16 2,3,5,12, 14, 15 1,10,11,13 9
9 1,10,11,13 2,3,5,12, 14, 15 4,6,7,16 8
10 2,9,12, 14 1,4,6,11, 13,16 3,5,8,15 7
11 3,9,12, 15 1,4,7,10,13, 16 2,5,8, 14 6
12 4,10, 11, 16 2,3,8,9,14, 15 1,6,7,13 5
13 5,9,14, 15 1,6,7,10, 11,16 2,3,8,12 4
14 6, 10, 13, 16 2,5,8,9,12,15 1,4,7,11 3
15 7,11,13,16 3,5,8,9,12, 14 1,4,6,10 2
16 8, 12,14, 15 4,6,7,10,11, 13 2,3,5,9 1

Tabela 4.12: Classes de associacdo de um PBIBD hipercibico (m = 4)
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4.3.3 PBIBD(m=4) Angular Recto

Thartare (1963) estudou os PBIBD angular recto, para 4 classes de associagdo, no qual

os v tratamentos sdo dispostos em ¢ angulos rectos cujos lados contém s tratamentos

equidistantes. Dois tratamentos sdo: primeiros associados se pertencem ao mesmo lado do
angulo, segundos associados se pertencem ao mesmo angulo mas a lados diferentes, terceiros

associados se pertencem a lados paralelos de angulos distintos e quartos associados caso
contrario. O numero de i-ésimos associados ¢ dado por n, =s—1, n,=se n,=n, =(g—1)s.

Considere-se o PBIBD com 4 classes de associacdo para v=12, g=3¢ s=2.

3 4 - g 11 12

Esquema 4.13: Representacio de um PBIBD (m = 4) angular recto

Particularizando para o tratamento 1:

Dado que o tratamento 2 pertence ao mesmo lado do dngulo em que o tratamento 1
esta definido, estes tratamentos sdo primeiros associados.

Ainda no angulo onde consta o tratamento 1 encontram-se os tratamentos 3 e 4, por
1sso, os tratamentos 3 e 4 sdo segundos associados do tratamento 1.

Considerando o lado do angulo que contém o tratamento 1, observa-se que os lados
paralelos a este angulo contém os tratamentos 5, 6, 9 e 10, entdo estes tratamentos sio
terceiros associados do tratamento 1.

Os restantes tratamentos, 7, 8, 11 e 12 sdao os quartos associados do tratamento 1.

Na tabela seguinte apresentam-se as respectivas classes de associagao:
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Classes de associacao

0.° 1.° 2.° 3.° 4.°

1 2 3,4 5,6,9,10 7,8,11,12
2 1 3,4 5,6,9,10 7,8,11,12
3 4 1,2 7,8,11,12 5,6,9,10
4 3 1,2 7,8,11,12 5,6,9,10
5 6 7,8 1,2,9,10 3,4,11, 12
6 5 7,8 1,2,9,10 3,4,11, 12
7 8 5,6 3,4,11,12 1,2,9,10
8 7 5,6 3,4,11,12 1,2,9,10
9 10 11,12 1,2,5,6 3,4,7,8

10 9 11,12 1,2,5,6 3,4,7,8

11 12 9,10 3,4,7,8 1,2,5,6

12 11 9,10 3,4,7,8 1,2,5,6

Tabela 4.13: Classes de associacio de PBIBD angular recto

A partir do estudo deste esquema de associagdo, Tharthare (1965) ampliou o esquema

angular recto para v tratamentos tal que v= pgs e p>2. Para descrever este esquema de
associagdo sucintamente, os tratamentos serdo denotados por 3 coordenadas (x,,x,,x;) com
x=12,.,q9, x,=12,.,p ¢ x;=12,...,s. Dois tratamentos (x,,x,,x;) ¢ (,7,,¥;) sdo:
primeiros associados se x, =y,, X, =y, € Xx; # y,; segundos associados se x, =y, € X, # ), ;
terceiros associados se x, # ), € x, =Yy, € quartos associados caso ndo se verifiquem as

situagdes anteriores. Os pardmetros associados sdo n,=s—1, n,=(p—1)s, ny=(q-1)s ¢

n, =(q—1)(p—1)s.

4.4 Consideracoes

O estudo e desenvolvimento dos varios tipos de PBIBD revela-se um campo de
investigacdo muito prometedor, dados os muitos ramos ainda nao explorados. Na abordagem
a classificacdo dos PBIBD ¢ imediato constatar a dimensdo da problematica bem como o
envolvimento e fortes ligacdes a outras areas conhecidas, tais como a algebra, a teoria de

grafos e a geometria.
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Capitulo 5
PBIBD: abordagem geométrica

5.1 Introducao

Bose (1963) aplicou a teoria de grafos, em particular os grafos fortemente regulares, a
construg¢do dos PBIBD. Este ramo expandiu-se e revelou-se particularmente util na construgao
de esquemas de associagdo em geral, como se revela nos artigos de Cameron (2004), Bailey
(2005) e Fialae Haemers (2006).

Neste capitulo apresentam-se trés abordagens distintas aos PBIBD: a partir da teoria
de grafos com coloragdo de arestas, proposto por Bailey (2004); através da particdo em
classes de associacdo e recorrendo a geometria parcial. Através da concretizagdo de exemplos
pretende ilustrar-se que as diferentes abordagens se adequam melhor a determinados

esquemas de associagdo, de acordo com a finalidade em estudo.

5.2 Resultados preliminares da teoria de grafos

Seja V' um conjunto de pontos designados por vértices. Considerem-se dois vértices, a
linha que une estes dois pontos designa-se por aresta. Um grafo G ¢ um par (V, A) em que V
representa o conjunto ndo vazio dos vértices e A o conjunto das arestas, constituido por pares
ordenados de vértices.

Num grafo, dois vértices dizem-se adjacentes se tiverem uma aresta que os una e de
forma andloga, duas arestas dizem-se adjacentes se tiverem um vértice em comum. Um grafo
¢ completo se quaisquer dois dos seus vértices sdo adjacentes. Uma aresta que liga um vértice
a ele proprio chama-se lacete. Se dois vértices estiverem ligados por mais do que uma aresta,
entdo as arestas que os ligam chamam-se arestas paralelas. Um grafo sem arestas paralelas
designa-se grafo simples e um grafo sem arestas chama-se grafo nulo.

A ordem de um grafo representa o numero de vértices desse grafo e a dimensdo de um
grafo o numero de arestas. O grau ou valéncia de um vértice ¢ igual ao nimero de arestas que

incidem nesse vértice. Em qualquer grafo, a soma de todos os graus dos vértices ¢ o dobro do
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numero de arestas. Chama-se grafo regular a um grafo em que todos os vértices t€m o mesmo

grau de valéncia d .

A definicdo de grafo fortemente regular para classes de associacdo, deve-se a Bose
(1963). Esta definicdo tem aplicabilidade apenas para os PBIBD com duas classes de
associacdo. Bailey (2004) reforca a defini¢do de Bose (1963), generalizando a sua
aplicabilidade a qualquer esquema de associacdo com duas classes de associacdo. Haemers
(2000) generaliza a defini¢do proposta por Bose (1963) e apresenta a definicdo de grafo

fortemente regular de ordem m .

Definicao 1: Grafo fortemente regular (segundo Bose (1963))

Num grafo regular, se quaisquer dois vértices adjacentes estiverem ligados a p,,

vértices em comum e dois vértices quaisquer ndo adjacentes estiverem ligados a p;, vértices

em comum, o grafo ¢ designado fortemente regular.

Defini¢cao 2: Grafo fortemente regular (segundo Bailey (2004))

Um grafo G ¢ fortemente regular se:

i) O grafo ¢ regular, isto €, todos os vértices t€m o mesmo grau de valéncia;

ii) Cada aresta esta contida no mesmo nimero de triangulos (cujos lados sdo arestas);

iii) Cada ndo aresta esta contida no mesmo nimero de configuragdes do tipo:

nﬁo aI'eSta .........................

iv) Nao ¢ um grafo completo nem ¢ um grafo nulo.

Definicao de grafo fortemente regular de ordem v:

Um grafo de ordem v que, ndo seja nem simples nem tenha lacetes, ¢ fortemente
regular com os parametros v, k, A, i se verificar as condicoes:

i) Cada vértice ¢ adjacente a k vértices;

ii) Para cada par de vértices adjacentes existem A vértices adjacentes a ambos;

iii) Para cada par de vértices ndo adjacentes existem u vértices adjacentes a ambos;
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Seidel (1967) introduziu o conceito de equivaléncia entre grafos. Em qualquer grafo
G :(X U ) a operagdo complementar, no que concerne a um vértice x € X resulta num
grafo com o mesmo nimero de vértices X , no qual todas as arestas existentes a partir de x

serdo anuladas e as arestas ndo existentes serdo desenhadas. Segundo este autor a

complementacdo gera uma nocao de equivaléncia.

Definicio de equivaléncia de Seidel:
Dois grafos G, =(X,U,) ¢ G,=(X,U,) gozam de equivaléncia Seidel (S-
equivalentes) se um ¢ obtido a partir do outro por complementagdo, no que concerne a um

vértice x de um subconjunto ndo vazio S de X .

A matriz de adjacéncia A = [%] de um grafo ¢ definida da seguinte forma:
1, se os vértices i e j forem adjacentes,

A :[av] = .

0, caso contrario

Na teoria de grafos, a matriz de adjacéncia desempenha um papel similar a matriz de
incidéncia no delineamento de experiéncias. Se o grafo for regular, a matriz de adjacéncia de
um grafo ¢ simétrica e as somas das colunas e das linhas ¢ constante.

Pela forma como a matriz A foi definida, esta representa a matriz de primeiros

associados anteriormente representada por B,, entdo:

2
A’=B/= ZplllBi = p)B, +p,B, + P}, (JJT -B, _I) :

i=0

Como p,, =n,=d,
AT =(d =} )L+ pi 3T +(p - Pl )A =(e= /) A+ fI3" +(d = )1, com e=pj, e

f = p/, . Pode, portanto, concluir-se o seguinte teorema:

Teorema 5.1:

Num grafo G regular de valéncia d , a matriz de adjacéncia A coincide com a matriz

de adjacéncia de um grafo fortemente regular se existirem os inteiros nao negativos e ¢ f tal
que: e=p111, f=p121 ¢
A’=(e- YA+ I I +(d-f)L,. (5.1)
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5.3 Aplicagoes da teoria de grafos aos PBIBD

Seja G um grafo com v vértices e seja A a matriz de adjacéncia. Os v vértices do

grafo representam os tratamentos do PBIBD e os tratamentos x e y serdo primeiros
associados se x e y forem vértices adjacentes, caso contrario serdo segundos associados. Em

Raghavarao (1971) ¢ referido que o conceito de grafo fortemente regular ¢ isomorfo a um
PBIBD com duas classes de associacdo bem como o conceito de grafo fortemente regular de

ordem v ¢ isomorfo a um PBIBD com m classes de associagao.

O teorema que se segue foi anteriormente referido em (2.31), substituindo-se neste

caso:B, por I ¢ A por B,.

Teorema 5.2:
Seja N uma matriz de ordem vxb cujos elementos sdo 0 ou 1 e os totais das linhas e
das colunas sdo constantes, entdo N ¢é a matriz de incidéncia de um PBIBD com duas classes

de associagao se e so se:
NN" =/, + AA+2, (3,0 -1, - A)
com A4 #4,, r>max(4,4,) e sendo A a matriz de adjacéncia de um grafo fortemente

regular.

Defini¢cdo de esquema de associa¢do com recurso a grafos coloridos:
Num conjunto finito ), um esquema de associagdo com s classes de associagdo ¢ um
grafo completo cujos vértices sao elementos do conjunto €2, no qual as arestas que os unem

sdo s coloridas e verificam as condigoes:

i) Quaisquer que sejam i,j,k no conjunto {0,...,s}, existe um inteiro p;‘. tal que,

qualquer que seja a aresta {a, p } de cor k se verifica a condig@o:

#{7693(&,]/) tem cor i e (}/,ﬂ) tem cor j} =p;;

ii) Todas as cores sao usadas pelo menos uma vez;

iii) Cada vértice esta contido em a, arestas de cor, sendo a, representado por um nimero

inteiro com i € {1,...,s}.
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Seguidamente explicita-se a condicao i):

Seleccionem-se dois vértices distintos & € [ e considere-se que a aresta definida por
estes dois vértices tem cor k. Considere-se ainda um vértice y . O triangulo definido por estes
trés pontos tera ainda uma aresta de cor i definida pelos vértices & e y e outra de cor j,

definida pelos vértices y e f. O nimero de vértices que originam tridngulos com esta

~ J4 k .
coloragdo de arestas ¢ p;;, como se representa na imagem:

cor i

cork T Y,

Consideragdes sobre a condicao iii):
Partir-se-a do principio que nenhuma aresta tem cor branca e assumir-se-4 que a cor

dos vértices sera branca, pelo que a sua cor serda representada por zero, sendo estes os
R L. . ~ . _ 0 _ i 0 0 _ J _ i _
parametros zero-¢simos associados, entdo: a, =1, p; =a,, p,,=p, =1 ¢ p;=py=p,; =0

se i # j, tal como foi referido nas expressdes 2.15,2.16 ¢ 2.17.

Exemplo 1:

Retomando o esquema 4.8 ciclico, para duas classes de associacao:

0

Esquema 5.1: Representaciio de um PBIBD ciclico (v=5,b=5, r=3,k=3,4,=2,4,=1),
recorrendo a um grafo
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Neste grafo o conjunto V' dos vértices € constituido pelos tratamentos V' = {0, 1,2,3, 4}

e o conjunto A4 das arestas ¢ 4= {al,az,a3,a4,a5}, pelo que a ordem e a dimensao do grafo
sd0 5. O grau de valéncia d de cada vértice é 2 e consequentemente o grafo é regular.

Através da anélise do grafo, observa-se por exemplo:

e os vértices 0 e 4 sdo adjacentes;

e os vértices 0 e 2 sdo ndo adjacentes;
e asarestas g, € a, sdo adjacentes;

e asarestas ¢, € a, sdo ndo adjacentes.

Tomando como exemplo os vértices 0 e 4: os vértices adjacentes ao vértice 0 sdo os
vértices 1 e 4 e os vértices adjacentes ao vértice 4 sdo os vértices 0 e 3, logo ndo t€ém em
comum nenhum vértice adjacente. Recorde-se que, neste exemplo, p;, =0 coincidindo com o
numero de vértices comuns.

Relativamente aos vértices ndo adjacentes 0 e 2: os vértices adjacentes ao vértice 0 sao

os vértices 1 e 4 e os vértices adjacentes ao vértice 2 sdo os vértices 1 e 3, pelo que tém em
;. 2 . . g ,
comum um vértice. Recorde-se que, neste exemplo, p;, =1 coincidindo com o niimero de

vértices comuns.

O grafo ¢ fortemente regular e tem por matriz de adjacéncia:

[0 1 0 0 1]

1 01 0 O

A_=l01 010

001 01

100 1 0]

2 0 1 1 0]

02 011

cujo quadrado é: A*=1 0 2 0 1
1 1.0 2 0

01 10 2]

Recorrendo a expressao 5.1, vem:

A2 :(e_f)A—i—ﬂin-—l_(d_f)Iv :(plll_plzl)A+vaJ€+(d_p121)Iv =
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01 0 01 11111 1 00 00 201 10

1 01 0O (1T 11101000 02011
=0 1 01 O|+/1 I 11 LI|+/0 O 1 O Of|=I1 0 2 0 1

0 01 01 1111100010 I 1.0 20

1001017111000 O0T1] (0110 2]
Exemplo 2:

Retomando o esquema cubico 4.12 com 3 classes associacdo com os parametros
v=8,b=12,r=3,k=2,4,=1,4=0,4,=0, n, =3, n,=3 e n, =1, tem-se

esquematicamente:

.O\
 J

N

Esquema 5.2: Representagdo, sob a forma de grafo, do PBIBD cibico

(v=8,b=12,r=3,k=2,4 =1, 4, =0e A, =0) com trés classes de associa¢io

Pode concluir-se que o grafo ¢ fortemente regular, uma vez que:
i) O grafo é regular, isto €, todos os vértices tém o mesmo grau de valéncia trés;
ii) Cada aresta estd contida no mesmo numero de tridngulos (que neste caso sera
Zero);

iii)Cada ndo aresta estd contida no mesmo niimero de configuragdes, por exemplo: a

ndo aresta [35] esta contida nos tridngulos [153] e [357];

iv) Nao ¢ um grafo completo porque nem todos os vértices sdo adjacentes nem ¢ um

grafo nulo, porque tem arestas.
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Pela observagdo deste grafo nao se visualizam as classes de segundos e terceiros
associados, pelo que se ird recorrer a um grafo colorido, no qual as arestas amarelas sdo as
arestas do cubo, as arestas vermelhas representam as diagonais principais do cubo e as arestas
pretas simbolizam as diagonais das faces do cubo. Na representacdo seguinte, as arestas pretas

foram omitidas.

Esquema 5.3: Representacio sob a forma de grafo com arestas coloridas do PBIBD cubico

(v=8,b=12,r=3,k=2,4 =1, 4, =0e A, =0) com trés classes de associa¢io

Considerando dois tratamentos, estes serdo: primeiros associados se as arestas que os
unem forem amarelas, segundos associados se as arestas que os unem forem vermelhas e
terceiros associados se as arestas forem pretas. Como o desenho de todas estas arestas iria
dificultar a sua interpretagdo, na figura seguinte assinalam-se apenas as arestas diagonais

relativas ao tratamento 7, a trés dimensdes:

2 4
. ’
\\ /
6@ \ ®s /
. \ /
\ \ /
\\ \ ,'(
RN
Y
e ~\ | @
lxkx\\\\ ’_'I 3
. N
5 7

Esquema 5.4: Representacio, sob a forma de grafo com arestas coloridas, do PBIBD cubico
(v=8,b=12,r=3,k=2,4 =1, 4, =0e A, =0) com trés classes de associaciio, através de um cubo
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Seleccionando os vértices 2 € 7 e, tendo em consideragdo que estes tratamentos sao

terceiros associados(k :3) porque a aresta que os une ¢ vermelha, pretende determinar-se

por exemplo, p, :
A partir da aresta vermelha, ird seleccionar-se uma aresta amarela, a partir do vértice 2
~ . . e 3 4 ,

por opgdo, porque o primeiro subindice de p;, ¢ 1. Poderd optar-se pela aresta que une os

tratamentos 2 e 1, 2 ¢ 4 ou 2 e 6. Desta forma obtém-se trés tridngulos todos com a mesma

vermelho
amarelo, preto *

coloragdo (uma aresta vermelha, uma amarela e outra preta) logo p;, =3 ou p

2 2 4 2 4
'4 ®
6 o 6 @ ‘o L
 J 93
1 3 1 .1 aE:
® ® ®
5 7 5 7 5 7

N I .
Esquema 5.5: Determinacio de p;ﬁ:ﬂil:’pmm , sob a forma de grafo com arestas coloridas, para o PBIBD

cibico (v=8,b=12,r=3,k=2, 4, =1, 4, =0 e 4, =0) com trés classes de associa¢io, através de
um cubo

Para cada vértice convergem 3 arestas amarelas, 3 arestas pretas e uma vermelha,
entdo:

branco amarelo vermelho preto

0 1 0 0 branco
pamarelo _ 0 0 2 | amarelo

0 0 0 1 |vermelho

0 2 1 0 preto

branco amarelo vermelho preto

0 0 0 1 branco
prreo — 2 1 0 | amarelo

0 1 0 0 |vermelho

1 0 0 2 preto
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branco amarelo vermelho preto

0 0 1 0 branco
prermelho _ 0 0 0 3 amarelo
1 0 0 0 |vermelho
0 3 0 0 preto
Exemplo 3:

Retomando o esquema 4.2, um PBIBD triangular com duas classes de associacdo, este

sera representado através de um grafo, conhecido por grafo de Peterson.

ZaN\

Esquema 5.6.: PBIBD triangular com duas classes de associacdo
(v=10,b=5, r=2k=4,2=1,4,=0),

representacio com recurso ao grafo de Peterson para tratamentos segundos associados

Observa-se que, neste grafo com 10 vértices estdo simbolizados 10 tratamentos.
Verifica-se ainda que, cada tratamento estd unido por 3 arestas a 3 vértices, que no referido

esquema sao tratamentos segundos associados. Desenhando o grafo complementar, obtém-se:
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Esquema 5.7.: PBIBD triangular com duas classes de associacdo
(v=10,b=5, r=2,k=4,4,=1,4,=0),

representacio com recurso ao grafo de Peterson para tratamentos primeiros associados

Da analise dos dois grafos anteriores, destaca-se o facto da leitura simplificada do
primeiro, pelo que se destaca a utilidade da complementacdo e da equivaléncia de Seidel para

que haja uma interpretacao mais facilitada.

Destaca-se para o tratamento 1 os seus segundos associados e em seguida os segundos

associados, em consonancia com a tabela 4.1.

2N\

1 9

Esquema 5.8.: Segundos associados do tratamento 1, num PBIBD triangular com duas classes de
associagio (v=10,b=5, r=2,k=4,4=1,4,=0),

representacio com recurso ao grafo de Peterson para tratamentos segundos associados
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Esquema 5.9.: Primeiros associados do tratamento 1, num PBIBD triangular com duas classes de
associagio (v=10,b0=5, r=2,k=4,4=1,4,=0),

representacio com recurso ao grafo de Peterson para tratamentos segundos associados

5.4 Abordagem aos PBIBD com recurso a particoes em classes
Esquemas de associacdo sdo relagdes entre pares de elementos de um conjunto finito

Q. Seja Qx€Q o conjunto de pares ordenados de elementos de Q | tal que:
QxQ={(a, ,8): aeQ A ,BGQ}.
Seja C um subconjunto de QxQ. O subconjunto C' ¢ o dual do subconjunto C se

esose C'= {(,B, a):(a, f)e C} . C é um subconjunto simétrico se e s6 se C = C". Salienta-

se o caso particular do subconjunto simétrico Diag(Q) definido por:

Diag(Q) = {(a),a)): we Q} .

Seja C, (a) o conjunto de i-ésimos associados do tratamento « . Num conjunto finito

Q, um esquema de associagdo com s classes de associacdo ¢ uma particdo de QxQ no

conjunto de classes de associagdo C,,C,,...,C,, tal que:
i) C,=Diag(Q);
ii) C, é simétrico para i =1,2,...,s;
iii)Quaisquer que sejam i, j,k € {O,...,s} , €xiste um namero inteiro, tal que:

V (a.B) €C;: #‘7692(&,}/)€Ci/\(}/,ﬁ)€Cj‘=pl-];.
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As expressdes correspondentes as expressoes 2.19 e 2.4 serdo dadas por:

leai =#Q ¢ Zp,’j‘ =aq,.
i= J

Seja A, U...UA, uma particdo de QQ em b blocos de dimensdo m, tal que b=2 e
m2>2. Os subconjuntos A ,A,...,A,sdo designados por grupos. Sejam « e [ primeiros

associados caso estejam no primeiro grupo e segundos associados caso contrario, entdo:

Q= A U A, ) A, ) ) A,
o 00
Primeiros Segundos
associados associados

Esquema 5.10: Particio em classes de um PBIBD divisivel com 771 classes de associacio

Se we) entdo wtem m—1 primeiros associados e (b—l)m segundos associados.

Se a e f sdo primeiros associados entdo o numero de y que sdo especificados a partir de «

e [ sao:
acp C(B) G (B)
primeiros associados
Cl(a) m—2 0
G, (a) 0 (b—l)m

Tabela 5.1: Particio em classes de um esquema com duas classes de associacido para primeiros associados

Por exemplo, os elementos que sdo primeiros associados simultaneamente de o e f
sdo os m—2 restantes elementos do grupo que conttm « e f. Se o e [ sdo segundos

associados entdo o niimero de y que estdo especificados como associados de o e f sdo:
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aep C () C,(B)

segundos associados

C (a) 0 m—1
G (a) m—1 (b=2)m

Tabela 5.2: Particdo em classes de um esquema com duas classes de associacdo para segundos associados

Facilmente se verifica que as tabelas anteriores correspondem as matrizes de

associacdo P, , i=1,2, de um PBIBD divisivel em grupos com duas classes de associagao.

Exemplo 4:

O grupo divisivel do esquema 4.1:

1
3
5

N BN

pode ser representado por um esquema de associagdo definido por parti¢gdes recorrendo a

diagramas ou a tabelas, como se apresenta seguidamente:

Q= {12} U

3.4

Esquema 5.11: Particio em classes de um PBIBD divisivel em grupos com duas classes

v {56}

Elementos de QxQ

1 2 3 4 5 6
1 C,=0 C, C, C, C, C,
2 C, C,=0 C, C, C, C,
3 C, C, C,=0 C, C, C,
4 C, C, C, C,=0 C, C,
5 C, C, C, C, C,=0 C,
6 C, C, C, C, C, C,=0

Tabela 5.3: Tabela de particio em classes de um PBIBD divisivel em grupos com duas classes
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De acordo com a defini¢do, C, ¢ a diagonal principal que serd representada por zero e

a tabela ¢ simétrica em relacdo a diagonal principal.
A condigdo ii) implica que pf/) =0 se i # j. Analogamente, p(’)‘j =0se j#zke py=0
se i # k enquanto que p; ;=1= P, - A condigdo iii) implica que qualquer elemento de Q tem

p,; i-ésimos associados. Recorrer-se-4 a notagdo a, = p, sendo a, designado pela valéncia da

i-ésima classe de associagao.

Exemplo 5:

O esquema 4.9 rectangular, com 3 classes de associacdo, pode ser também

representado com recurso a particdes. Recorde-se que o esquema era:

1 35
2 46
Seja QQ uma matriz rectangular com n>2 e m > 2, entdo:

C = {(Ol,ﬂ) :a e Bestdonamesmalinhaeca ;éﬂ}
Cz = {(a,ﬂ) :aeﬂestdo na mesma colunaea ;éﬂ}

C = {(0{, B):ae festdo em colunas elinhas a’iferentes} =(QxQ)\C,\C\C,

As tabelas seguintes mostram o numero de tratamentos comuns para cada classe:

(a.B)eC, G (B) G, (B) G (a)
C (a) m—2 0 0
C,(a) 0 0 n—1
¢,(a) 0 -1 (n-1)(m-2)

Tabela 5.4: Particdo em classes de um esquema com trés classes de associacio para primeiros associados
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(a,p)eC,

C(a)
C1(a) m—1
G (a) 0 0
c,(a) e (1-2)(m-1)

Tabela 5.5: Particao em classes de um esquema com trés classes de associa¢do para segundos associados

(a,B)eC, C (B) G, (B) G (a)
C (a) 0 m—2
C, (a) 1 n—2
G, (a) m—2 n-2 (n-2)(m-2)

Tabela 5.6: Particiao em classes de um esquema com trés classes de associacio para terceiros associados

Facilmente se verifica que as tabelas anteriores correspondem as matrizes de

associacdo P, , i=1,2,3, de um PBIBD divisivel em grupos com duas classes de associagao.

Exemplo 6:

Considere-se o grafo de Peterson:

Esquema 5.12: Grafo de Peterson
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Seguidamente, pretende mostrar-se que a principal vantagem em aplicar um esquema
em particdes € o facto de permitir preencher tabelas conhecendo apenas alguns parametros.

Recorde-se que desta forma se podem obter as matrizes P,.
Seja C, o conjunto de arestas do grafo e C, o conjunto das arestas ndo desenhadas.

Verifica-se que em cada vértice incidem 3 arestas pelo que @, =3 e consequentemente

a,=10-1-3=6, aplicando a expressdo z a, =#CQ, facilmente se preenchem as seguintes
i=0

células da tabela:

(.5)C G (5) C,(8) C,(a)
C (a) L 1
G (a) 1 [0 R — 3
G, (Ol) o e 6
1 3 6 10

Tabela 5.7: Tabela incompleta da particio em classes do grafo de Peterson
para tratamentos primeiros associados preenchida apenas pela observacio do grafo

(a.8)eC G (8) G, (B) G (a)
C(a) 0 1 0
C,(a) 1 0 2
C3(a) 0 2 4

Tabela 5.8: Particio em classes do grafo de Peterson para tratamentos primeiros associados

(@.h)<C, G (8) G (8) G (a)
Cl(a) 0 0 1
C2(a) 0 1 2
G, () 1 2 3

Tabela 5.9: Particiao em classes do grafo de Peterson para tratamentos segundos associados
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5.5 PBIBD e Geometria Parcial

Uma geometria parcial (r,k,t) ¢ um sistema de pontos e rectas que satisfazem a

seguinte axiomatica:
Axioma 1: Dois pontos distintos definem uma Unica recta;
Axioma 2: Cada ponto esta contido em r rectas;

Axioma 3: Cada recta contém k pontos;

Axioma 4: Se o ponto P nao estiver contido na recta /, entdo existem ¢ rectas(t > 1)

que contém o ponto P e que intersectam em algum ponto darecta / e 1 <¢ < min(r, k) .

Esta axiomatica ¢ similar aos axiomas de incidéncia da geometria euclidiana. O

teorema seguinte deve-se a Bose (1963).

Teorema 5.3:

Considerando que os pontos representam os tratamentos e as linhas os blocos, a partir

de uma geometria parcial (r,k,t) pode construir-se um PBIBD com duas classes de

associagcdo com 0s parametros:

v=k[(r=1)(k=1)+t]/t,

b:r[(r—l)(k—l)+t], r, k,

n =r(k-1),
n,=(r-1)(k-1)(k—t)/¢,
J=1, 2 =0,

p=(t=1)(r-1)+k-2¢ p}=rt.

Demonstracao:
Definam-se dois tratamentos como primeiros associados se ocorrerem no mesmo
bloco, caso contrario serdo segundos associados. Os tratamentos serdo representados por

pontos e os blocos por rectas. Dado um ponto P hd » rectas que o contém, entdo o nimero de

primeiros associados deste ponto €n, = r(k — 1) .
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Aplicando o axioma 4, cada uma das (b—r) rectas que ndo passam pelo ponto P,
contém ¢ pontos que intersectam as rectas que contém o ponto P, e cada um destes pontos
intersectam (7 —1) rectas, entdo n, também poderd ser escrito como n, =¢(b—r)/(r—1).

Igualando as duas Gltimas condigdes n =r(k—1) e n =t(b—r)/(r-1) tem-se

b=r [(r -1)(k-1)+ t] /t e recorrendo a  relagdo vr = bk, obtém-se

v:r[(r—l)(k—l)+t}/t.

Cada um dos b—r blocos que ndo contém P t€ém k—¢ segundos associados de P e

cada um destes segundos associados esta contido em r blocos, entdo:
n,=(k—t)(b—r)/r=(r-1)(k-1)(k-1)/t

Sejam os tratamentos P e Q primeiros associados que ocorrem no bloco /. Contando

os seus primeiros associados em comum, os outros k —2 pontos da recta ¢ tém (r—1)(¢—1)

primeiros associados de O que intersectam as r—1 rectas que cont€ém P siao 0s primeiros
associados de ¢ que intersectam as r —1 rectas que contém o ponto P, entdo
Pi :(r—l)(t—1)+k—2
Sejam P e R dois tratamentos segundos associados entdo nao hd nenhuma recta a

passar por P e R. Cada uma das r rectas que passam por P tém ¢ primeiros associados de

R , recorrendo ao axioma 4. Entao, pll1 =rt.

A partir da demonstragdo anterior verifica-se que esta geometria parcial pode ser

interpretada como um esquema com duas associagdes com 0s parametros:

v=k[(r=1)(k=1)+2]/t, m=r(k=1), n,=(r-1)(k=1)(k=1)/t p|,=(t=1)(r=1)+k-2

2
py=rt.

Em Raghavarao (1971) provam-se os seguintes teoremas:

Teorema 5.4:

Um PBIBD com duas classes de associagdo com os parametros 4, =1, 4, =0 e k>r

¢ necessariamente uma geometria parcial.
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Teorema 5.5:

E condigdo necessédria para a existéncia de uma geometria parcial (r,k,t) que a

fraccao rk(r _ 1)(k _ 1)

r(k+r—t—1)

seja um numero inteiro positivo.

Exemplo 7:

Considere-se o quadrado latino referido em 4.5 definido pelos parametros v=9, b =6,
k=3, r=2, 4 =1, 4,=0, n=4 ¢ n,=4. Este PBIBD com duas classes de associag¢do

pode ser representado da seguinte forma:

1 2 3
® ® ® 5
5
4: ® 6- q
7 g 0
® ® ®
p
m n u

Esquema 5.13: Representacio de um PBIBD quadrado latino com duas classes de associacio
(v=9,b=6, r=2,k=3,4 =1,4, =0) com recurso & geometria parcial

Os blocos sdo representados pelas rectas e os pontos simbolizam os tratamentos.
Definam-se dois tratamentos como primeiros associados se ocorrerem num bloco, caso
contrario serdao segundos associados. Recorrendo ao teorema 4, este PBIBD com duas classes
de associacdo ¢ necessariamente uma geometria parcial dado que os pardmetros sdo 4 =1,
AL=0ek>r

Pretende determinar-se o valor de ¢: considere-se, por exemplo, o tratamento 3 que
nao estd contido na recta p . Pelo axioma 4, existem ¢ rectas que contém o ponto 3 e que
intersectam em algum ponto a recta p . A Unica recta nestas condigdes ¢ a recta u, pelo que

t =1. Seguidamente verificar-se-a que este delineamento ¢ de facto uma geometria parcial:

110



v=k[(r=1)(k-1)+t]/t=v=9, b=r[(r-1)(k-1)+t]=>b=6, k=3, r=2,
n=r(k-1)=n =4, n,=(r-1)(k-1)(k-t)/t=>n,=4, A =1, 1,=0,

pl=(t-1)(r-1)+k-2=p'=1 ¢ pi=rt=pl=2.

Relativamente ao ponto 3 ha duas rectas que o contém, as rectas u € s, porisso r =2.

O ntimero de primeiros associados deste ponto ¢ dado pelo produto de » por k—1, dado que

se tera de excluir o tratamento 3, pelo que n, = r(k — 1) .

Como cada um dos quatro (b—r) blocos que, ndo contém o ponto 3, tém 2 (k—t)

segundos associados do tratamento 3 e cada um destes segundos associados esta contido em

dois (r) blocos, n, =(k—t)(b—r)/r=(r—=1)(k—=1)(k—t)/t e seraigual a 4.

5.6 Consideracoes

Investigou-se neste capitulo a abordagem geométrica ao estudo dos PBIBD,
procurando ilustrar as diferentes perspectivas e a sua adequacao a varias finalidades.
Relativamente a aplicabilidade da teoria de grafos destaca-se de imediato a

visualizagdo do esquema, como se observou no esquema (4.8) ciclico, para além de permitir

determinar a matriz de adjacéncia, bem como visualizar facilmente os parametros p;k .

A abordagem aos PBIBD com recurso a partigdes em classes ¢ muito relevante no
estudo e construgdo de casos particulares dos PBIBD, tais como: grupos divisiveis para duas
classes de associa¢do ou esquemas rectangulares para trés classes de associa¢do. Convém
salientar que, o recurso a particdes em classes traduz uma vantagem na obtengdo de
parametros desconhecidos recorrendo ao preenchimento de tabelas de classes de associagao.

Apresentou-se a Geometria Parcial dada a sua énfase na visualiza¢do de determinados
delineamentos, tais como os quadrados latinos cuja representa¢do ndo seria possivel com
recurso a grafos, por este tipo de delineamento ndo obedecer aos requisitos necessarios para o
representar sob esta forma. Além disso, esta geometria permite ainda assegurar a existéncia de

delineamentos com base no conhecimento de apenas trés pardmetros: r,k e v, o que se

revela muito pratico para a concretizacio de experiéncias.
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Capitulo 6

Consideracoes finais e perspectivas futuras de

investigacao

No mundo actual, em que cada vez mais se recorre as novas tecnologias e a
codificacao de dados e de movimentos, reveste-se da maior importancia investigar planos
especificos, tais como os PBIBD, que permitem dar resposta as novas problemadticas em areas
tao relevantes como a Genética, a Medicina, a Biometria ou a Criptografia.

Em termos futuros, podemos ainda conjecturar se o facto dos PBIBD terem
aplicabilidade na descodificacdo de esquemas criptograficos, ndo se vird a revelar de
primordial importancia na descodificagdo dos tdo emblematicos esquemas de particulas
atomicas; ou se a solugdo tdo procurada para resolver a actual crise energética, ndo residird no
recurso ao bio-diesel - e ser entdo urgente e necessario rentabilizar a producdo de
determinadas plantacdes, recorrendo a experiéncias agricolas estruturadas eventualmente sob
a forma de PBIBD.

Neste trabalho, procurou-se abordar os PBIBD sob diversas perspectivas — algébrica,
geométrica e de andlise de informagdo - com o intuito de tomar conhecimento sobre as suas
abrangentes aplicagdes e de estabelecer perspectivas futuras de investigacao. Apesar do papel
fundamental dos esquemas de associa¢cdo no estudo dos PBIBD, conclui-se que por si s6 ndo
constituem nem geram efectivamente os planos, no sentido da afectacdo dos tratamentos aos
blocos: para este efeito tém vindo a ser desenvolvidos diversos métodos de construgdo.
Ambiciona-se ainda em trabalhos futuros incidir na investigacdo e a aplicabilidade destes
métodos, bem como no estudo e desenvolvimento de software informatico nesta area.

Ainda no que respeita a perspectivas futuras de investigacdo, destacam-se os seguintes

aspectos:
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e Estudo detalhado da algebra Bose-Mesner, no que concerne a relagdo existente
entre a ortogonalidade e classes de associacao;

e Estudo do paralelismo entre as matrizes Hadmard e as matrizes- M, e a sua
aplicabilidade na construg¢do de novos PBIBD simétricos (com base no estudo de Sinha et al
(2000)).

e Estudo aprofundado de isomorfismos entre esquemas de associa¢do, cruzamento de
esquemas de associacdo, esquemas de associacdo encaixados e cruzamento de esquemas de

associacao iterados e encaixados.
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