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Resumo 
 

 

 

Nesta dissertação apresentam-se os resultados do estudo e da investigação dos Planos 

em Blocos Incompletos Parcialmente Equilibrados (PBIBD) no que concerne à sua estrutura e 

à análise da informação contida nestes planos. Procurou-se, sempre que possível, ilustrar as 

descrições teóricas com exemplos.  

Seguidamente, procede-se à síntese de cada um dos capítulos: 

No capítulo 1, explicitam-se as razões pelas quais estes planos surgiram e fazem-se 

algumas referências históricas. Introduzem-se ainda os conceitos necessários à compreensão 

do significado de PBIBD, referem-se aplicações dos mesmos e citam-se alguns trabalhos 

recentes. 

No capítulo 2, apresentam-se as definições de esquema de associação e de PBIBD, 

esta última com base na primeira. Referem-se as principais propriedades e efectua-se o estudo 

algébrico dos PBIBD. 

No capítulo 3, começa-se por apresentar a análise: intrabloco, interbloco e a 

combinada intra-interbloco, para o caso geral dos Planos em Blocos Incompleto. Segue-se o 

estudo da análise do caso particular dos PBIBD e explicita-se com um exemplo. 

No capítulo 4, descrevem-se e caracterizam-se os PBIBD para duas, três ou mais 

classes de associação. 

No capítulo 5, abordam-se os PBIBD sob o ponto de vista geométrico e da teoria de 

grafos, que assume particular destaque nos dias de hoje. Recorre-se ainda à teoria das 

partições para estudar determinados PBIBD. 

No capítulo 6, sintetizam-se as principais ideias desta dissertação e exploram-se 

eventuais perspectivas de trabalho futuro. 

 

 

 

 

 



 

 

Summary 
 

 

This dissertation presents the results of the study and the investigation on Partially 

Balanced Incomplete Blocks Designs (PBIBD) and it focuses on the structure and analysis of 

the information contained in these designs. It was our concern to illustrate the theoretic 

descriptions with examples.  

Next we will synthesis each chapter:  

In chapter 1, it is explained the reasons by which these designs were studied and we do 

some historical references and developments. We introduce concepts which will allow us to 

understand the meaning of PBIBD.  We also refer applications of PBIBD and quote recent 

papers. 

In chapter 2, association schemes and PBIBD are defined and the most important 

properties are studied. We also refer PBIBD through an algebraic point. 

In chapter 3, we begin presenting the intrablock, interblock and the combined intra-

interblock information for the general case of the Incomplete Block Designs. It follows the 

study of the analysis in the particular case of the PBIBD and we will exemplify it. 

In chapter 4, it is described and characterized PBIBD with two, three and more 

associate classes. 

In chapter 5, we study PBIBD under the point of geometrical view, graph theory - 

which is assuming particular highlight nowadays – and partitions. 

In chapter 6, we summarize the main ideas of this dissertation and we explore eventual 

perspectives of future work. 

 

 

 

 

 

 

 

 



Simbologia e notações 
 

IBD: Planos em Blocos Incompletos 

BIBD: Planos em Blocos Incompletos Equilibrados 

PBIBD: Planos em Blocos Incompletos Parcialmente Equilibrados 

EGD: Extensão dos planos divisíveis em grupos 

 

v : número de tratamentos ou variedades 

b : número de blocos 

k : número de unidades experimentais do bloco 

r : número de vezes que cada tratamento ocorre 

m : número de classes de um esquema de associação 

iλ : número de vezes que cada par de tratamentos se repete 

in : número de i-ésimos associados 

i
jkp : para tratamentos i-ésimos associados, i

jkp  representa o número de tratamentos comuns  

        j-ésimos associados de um tratamento e k-ésimos associados de outro tratamento 

A i j× :  matriz A constituída por i  linhas e j  colunas,  

ija : elemento da matriz A  que se encontra na intersecção da i-ésima linha com a j-ésima coluna 

AT : matriz transposta da matriz  A 

I : matriz identidade ( 1ija =  se i j= , 0ija =  se i j≠ ) 

nJ : vector coluna unitário 

J i j× : matriz cujos elementos são 1. 

Atr : traço da matriz quadrada ( 11 22 ...A ijtr a a a= + + + ). 

A : determinante da matriz A  

G : grafo 

V : conjunto de vértices 

( )iC α : conjunto de classes de associação dos i-ésimos associados do tratamento α  

'C : dual de uma classe de associação  
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Capítulo 1 
 

Introdução aos Planos em Blocos Incompletos 

Parcialmente Equilibrados 
 

 

 1.1  Planos em Blocos 

Em experiências agrícolas, a necessidade de comparar todas as variedades ou 

tratamentos, em condições de homogeneidade, implicou a organização e o planeamento de 

experiências em unidades experimentais ou parcelas agrupadas em blocos. 

Nos Planos em Blocos Completos Casualizados pretende melhorar-se a precisão das 

estimativas de diferenças entre as médias de determinadas variedades, minimizando a 

variabilidade dentro de cada bloco e maximizando a variabilidade entre blocos. Considere-se 

um plano dividido em b  blocos e seja v  o número de variedades ou tratamentos do plano. Em 

cada bloco figura uma observação de cada variedade, sendo aleatória a ordem pela qual a 

variedade ocorre. Neste tipo de planos cada um dos b  blocos encontra-se dividido em k  

unidades experimentais, com k v= .  

Para dar resposta à dificuldade de concretização de experiências, para as quais não é 

possível dispor os v  tratamentos em cada bloco, ou seja, quando o número de unidades 

experimentais em cada bloco é inferior ao número de tratamentos ( k v< ), é possível recorrer-

se a experiências estruturadas sob a forma de Planos em Blocos Incompletos. Estes planos 

assumiram um papel relevante no planeamento de experiências e foram introduzidos por 

Yates (1936a). 

Yates (1936b) introduziu os Planos em Blocos Incompletos Equilibrados com o 

objectivo de resolver situações especiais para as quais as condições de equilíbrio não se 

verificavam.  
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1.2  Planos em Blocos Incompletos (Caso Geral) 

Os Planos em Blocos Incompletos (IBD: Incomplete Block Designs) são um 

delineamento bastante abrangente dado que não se colocam determinadas restrições: não é 

necessário que os blocos tenham todos a mesma dimensão nem é preciso que cada variedade 

se repita o mesmo número de vezes. 

Os Planos em Blocos Incompletos são planos onde ocorrem v  tratamentos em b  

blocos de dimensão k , sendo v k> .  

Considerem-se v  tratamentos dispostos em b  blocos. Suponha-se que o i -ésimo 

tratamento ( 1,2,...,i v= ) é testado em ir  parcelas e que o j -ésimo bloco ( 1,2,...,j b= ) 

contém jk  parcelas. Seja ainda ijn o número de vezes que cada variedade i  ocorre no bloco 

j . Um plano dir-se-á: 

1.2.1  Binário se cada variedade ocorre no máximo uma vez em cada bloco, isto é:  

1, se a variedade ocorre no bloco
0, se a variedade não ocorre no blocoij

i j
n

i j
⎧

= ⎨
⎩

 ; 

1.2.2  Apropriado se jk k= , qualquer que seja j . 

1.2.3  Equirreplicado se ir r= , qualquer que seja i . 

 

 

1.3  Planos em Blocos Incompletos Equilibrados 

Yates (1936b) introduziu os Planos em Blocos Incompletos Equilibrados (BIBD: 

Balanced Incomplete Block Designs) como um caso particular dos Planos em Blocos 

Incompletos. 

Foi sugerido por Yates que, em situações nas quais não é possível ter todos os pares de 

tratamentos a ocorrer em cada bloco, poderá definir-se um delineamento impondo a seguinte 

restrição: cada par de tratamentos ocorre simultaneamente em λ  blocos, sendo λ  uma 

constante. 

Um BIBD é caracterizado por cinco parâmetros não independentes , , ,b v r k  e λ , que 

são números inteiros, sujeitos às restrições: 

1.3.1  n rv bk= = ; 

1.3.2  ( ) ( )1 1r k vλ− = − ; 

1.3.3  b v≥  (Desigualdade de Fisher). 
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Um BIBD é um Plano em Blocos Incompletos binário, apropriado e equirreplicado. 

Assim, e de acordo com Oliveira, T. (1999) tem-se a definição de BIBD:  

“Os Planos em Blocos Incompletos Equilibrados são planos para v  variedades em b  

blocos, em que cada bloco contém k  parcelas, com k v< . Cada variedade repete-se r  vezes 

no total dos b  blocos e cada par de variedades aparece junto nos diversos blocos λ  vezes. 

Nenhuma variedade ocorre mais do que uma vez no mesmo bloco.”  

Em Oliveira, T. (1999) encontra-se também a definição de BIBD resolúvel: 

“Quando é possível separar os b  blocos em r  conjuntos de m  blocos cada, b mr= , 

de modo a que cada variedade ocorra apenas uma vez entre os blocos de um dado conjunto e 

cada conjunto forme uma réplica completa estamos perante um BIBD resolúvel”. 

 

 

 

1.4  Planos em Blocos Incompletos Parcialmente Equilibrados 

Bose e Nair (1939) definiram pela primeira vez os Planos em Blocos Incompletos 

Parcialmente Equilibrados (PBIBD: Partially Balanced Incomplete Block Designs) como um 

delineamento constituído por v  tratamentos, dispostos em b  blocos, de dimensão k  em que 

cada tratamento ocorre em r  blocos; quaisquer dois tratamentos são i-ésimos associados e 

ocorrem simultaneamente em iλ  blocos. O plano PBIBD ( )m , com m  classes de associação 

fica definido pelos parâmetros ( ), , , , , 1iv b r k i mλ ≤ ≤ . 

Os PBIBD surgiram da necessidade de dar resposta ao facto de determinadas 

condições impostas aos parâmetros dos BIBD não serem contempladas ou serem de difícil 

aplicação. Por exemplo, nos BIBD o requisito de λ  ser um número inteiro pode implicar que 

o número de blocos e a sua dimensão atinjam valores impraticáveis para a realização de uma 

experiência. Dado que ( ) ( )1 / 1r k vλ = − −  (1.3.2), então se 1v −  for um número primo, r  

terá de ser um número múltiplo desse primo e terá ainda que se verificar a restrição /b rv k=  

(1.3.1). Considerando as restrições anteriores, para um plano onde, por exemplo, se pretende 

aplicar 32 tratamentos, r  terá de ser um número múltiplo de 31 e, se por acaso, o número de 

unidades experimentais for ímpar e primo, b  terá de ser múltiplo de 31 32× .  

Enquanto que nos BIBD a variância da diferença entre os efeitos dos pares dos 

tratamentos estimados isto é, ( )ˆ ˆh iV τ τ− , tem o mesmo valor para qualquer par de tratamentos 

( ),h i , nos PBIBD essa propriedade nem sempre se verifica. Por exemplo, para duas classes 
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de associação, ( )ˆ ˆh iV τ τ−  pode tomar dois valores dependendo do facto dos tratamentos 

serem primeiros ou segundos associados, ou seja, dependendo do número de vezes que 

ocorrem juntos. 

No planeamento de experiências, os Planos em Blocos Completos Casualizados são o 

delineamento mais usado desde que haja condições para a sua aplicabilidade. Tal como não é 

lógico usar um IBD em situações nas quais é possível usar um Plano em Blocos Completos, 

também os BIBD são preferencialmente usados sempre que possível em relação aos PBIBD, 

devido à sua eficiência superior (Oliveira, T (1999)). Dentro dos PBIBD os planos que mais 

são usados são os planos divisíveis em grupo para duas classes de associação, dado que 

constituem a extensão mais simples de um BIBD. 

 

 

1.5  Retrospectiva histórica 

O delineamento experimental ou planeamento de experiências foi inicialmente 

desenvolvido por Fisher, entre 1919 e 1933, e surgiu da necessidade de analisar e interpretar 

os valores provenientes de experiências agrícolas. Por isso, ainda hoje, se usam termos e 

expressões como blocos, parcelas, variedades ou tratamentos, directamente relacionados com 

a agricultura. Estes estudos expandiram-se e hoje em dia são bastante utilizados na análise de 

resultados de experiências laboratoriais ou de engenharia e aplicados a áreas diversas como a 

genética, a medicina e a criptografia. Os livros de autoria de Fisher - Statistical Methods for 

Research Workers (1925) e The Design of Experiments (1935) - reflectem as primeiras 

abordagens e pesquisas na área do delineamento experimental tendo por base os dados 

provenientes do seu trabalho, desenvolvido no Rothamsted Experimental Station. 

A partir de 1930 e até 1965 Yates colaborou com Fisher. A partir de dados reais de 

experiências agrícolas foram realizados trabalhos relevantes em planeamento de experiências, 

desenvolvendo-se sobretudo a teoria de Planos em Blocos Incompletos e a investigação na 

área da experimentação factorial. 

 
Apesar do delineamento experimental ter assumido relevância a partir desta altura, 

outras abordagens, sem uma evidente formalização, foram anteriormente feitas e 

posteriormente retomadas para expandir a teoria de delineamento experimental e proceder à 

sua conjugação com a análise combinatória, a teoria de grupos ou a teoria de grafos. Devido a 

estes factos e numa outra perspectiva, encontra-se em Bailey (2004) a atribuição da origem do 
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conceito de Planos em Bloco Incompletos Equilibrados aos autores Kirkman (1847) e Steiner 

(1853) sob o ponto de vista de análise combinatória, e ainda a Carmichael (1937) que 

designou este delineamento por configurações completas. Este autor definiu os Planos 

Incompletos Binários Equirreplicados, atribuindo-lhes o nome de configurações tácticas, 

estudo que desenvolveu na continuidade do trabalho de Moore (1896). 

 
Yates (1936a, 1940) definiu os Planos em Blocos Incompletos Equilibrados e estudou 

a análise intrabloco e interbloco destes planos. Contudo, Yates não se limitou ao estudo destes 

delineamentos e propôs novos planos tais como os reticulados simples e o delineamento 

quase-factorial (1936b, 1937b). Uma noção muito importante surgiu também por esta altura – 

a noção de eficiência de um BIBD. 

Relativamente a um BIBD, Fisher (1940) demonstrou que se verifica a condição b v≥  
(1.3.3), a qual ficou conhecida por desigualdade de Fisher. Em Oliveira, T. (1999) encontra-se 

uma abordagem desta demonstração. A estrutura e a construção destes planos começaram por 

ser estudadas nos artigos de Bose (1939, 1942) e de Fisher (1940). Roy J. (1958) provou que 

o Plano em Blocos Incompletos mais eficiente é o Plano Equilibrado, caso exista.  

 
Uma abordagem detalhada aos BIBD é apresentada em Oliveira, T. (1994). Nesse 

trabalho são definidos os IBD e os BIBD, mencionados os teoremas fundamentais, é descrita 

a análise estatística dos IBD e dos BIBD e são estudados os BIBD com repetições e a sua 

construção. Os BIBD com repetições permitem simplificar a concretização das experiências e 

a análise dos resultados obtidos. Note-se que, a definição de BIBD não impõe qualquer 

restrição relativamente à repetição de blocos, desta forma quando há *b b<  blocos distintos 

num plano, diz-se que há repetições de blocos.  

No seguimento deste trabalho, Oliveira, T. (1999) aprofunda os temas anteriores e são 

estudados os PBIBD com aplicações à genética. São também apresentados casos particulares 

de BIBD com blocos repetidos, com diferentes suportes (número de blocos não repetidos no 

plano) e diferentes estruturas. Exemplos de BIBD com repetições de blocos encontram-se em 

Oliveira, T. (2004). 

 

Para dar resposta à problemática da rigidez das condições impostas aos BIBD, Bose e 

Nair (1939) introduziram e desenvolveram os Planos em Blocos Incompletos Parcialmente 

Equilibrados (PBIBD) e os esquemas de associação. No trabalho destes autores, os esquemas 

de associação foram introduzidos implicitamente na definição dos PBIBD, mas não foram 

formalmente definidos. Na primeira definição de PBIBD todos os parâmetros iλ  eram 
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distintos, contudo Nair e Rao (1942) mostraram que essa restrição era desnecessária. Bose e 

Nair (1939) defendiam ainda que os contrastes não eram todos estimados com a mesma 

variância. Posteriormente, Bose e Shimamoto (1952) concluíram também que esta condição 

não era necessária. Estes autores classificaram ainda os PBIBD para duas classes de 

associação: divisível em grupos, simples, triangular, quadrados latinos e cíclico. 

Bose e Mesner (1959) recorreram à álgebra para desenvolver o seu trabalho em 

delineamento experimental, dando origem à álgebra hoje conhecida como Álgebra de Bose-

Mesner. No entanto, verifica-se que, anteriormente, Connor e Clatworthy (1954) tinham já 

chegado a resultados interessantes nesta área. Recentemente, Bailey (2004) estudou 

detalhadamente esta álgebra abordando a partir dela os grafos fortemente regulares com 

possíveis aplicações aos PBIBD. 

 
Os anos 50 e 60 foram profícuos na descoberta de resultados referentes a esquemas de 

associação, havendo o objectivo de classificar todos os esquemas de associação e catalogar 

todos os PBIBD. Por exemplo, nas listas de Bose e Shimamoto (1952) encontram-se novos 

esquemas de associação. Vartak (1955) introduziu o esquema rectangular com três classes de 

associação que anteriormente fora estudado por Harshbarger (1946, 1947 e 1949). Roy P. 

(1953) introduziu os esquemas de associação hierárquicos divisíveis em grupos. Hinkelmann 

e Kempthorne (1963) reinventaram os esquemas de associação factoriais como uma extensão 

dos grupos divisíveis, trabalhos posteriormente desenvolvidos por Kusumoto (1967) e 

Surendran (1968). 

John, P. (1966) generalizou os esquemas triangulares, embora esta generalização tenha 

também sido efectuada independentemente por Bose e Laskar (1967) e por Kusomoto (1965). 

Kempthorne (1956) retomou o estudo dos factores de eficiência nos Planos em Blocos 

Incompletos e Pearce (1968) estudou-os nos planos equirreplicados. James e Wilkinson 

(1971) introduziram os factores de eficiência canónica e os contrastes foram estudados por 

Pearce et al (1974). 

 
Patterson e Williams (1976) introduziram um novo tipo de Planos em Blocos 

Incompletos: os Planos α . Estes planos podem ser aplicados sempre que o número de 

tratamentos é múltiplo da dimensão dos blocos, isto é de k , contudo só se aplicam quando os 

planos são resolúveis. Os Planos α  foram descobertos através do recurso a um processo de 

construção cíclica, tendo uma aplicação bastante ampla. Patterson et al (1978) catalogaram os 

Planos α  mais eficientes com 100 tratamentos e 4 réplicas. A partir desta altura, o recurso a 

algoritmos informáticos permitiu um avanço significativo na geração de planos com factores 
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de eficiência mais relevantes, não só no que concerne à descoberta de novos Planos α , bem 

como de todos os outros delineamentos. 

 
Investigação, revisão e sistematização dos PBIBD e dos esquemas de associação 

aparecem em trabalhos de Bose (1963), Kageyama (1974), P. John (1971) e Raghavarao 

(1971). No artigo de Clatworthy (1973) encontram-se tabelas de PBID. Os planos cíclicos 

foram também tabelados em John et al (1972) e são um dos principais temas dos livros John 

(1987) e de John e Williams (1995). 

 

 

 

1.6  Abordagens recentes e aplicações dos PBIBD 

Hinkelmann e Kempthorne (2005) apresentam uma compilação da análise intrabloco, 

interbloco e análise combinada intra-interbloco para o caso geral dos IBD, particularizando 

para os BIBD e PBIBD e sugerindo pontualmente novos procedimentos. Referem ainda 

métodos para a construção destes blocos. Numa outra perspectiva, Bailey (2004) estuda os 

esquemas de associação abordando-os sob três pontos de vista - matricial, com recurso a 

grafos e através de partições – e analisa detalhadamente a álgebra de Bose-Mesner, a partir da 

qual dedica especial atenção aos grafos fortemente regulares e à sua aplicação aos PBIBD. 

 
Numa perspectiva algébrica e geométrica Sun (2002) obtém novos delineamentos do 

tipo PBIBD, a partir de anéis finitos, e Bayrak e Gaoneny (2002) estudam alguns 

delineamentos duais dos BIBD e dos PBIBD para além de relacionarem alguns parâmetros 

entre os IBD e os BIBD, recorrendo a propriedades geométricas. Novos PBIBD resolúveis 

com três classes de associação são estudados por Varghese e Sharma (2004). Sinha e Sanpei 

(2006) referem novos processos para a construção de grupos divisíveis e Thannippara et al 

(2007) estudam métodos para a construção de planos hipercúbicos, a partir de planos 

factoriais simétricos. Bailey (2006) et al abordam como o conceito de parcialmente 

equilibrado pode ser alargado a outros delineamentos. Hensona et al (2007) apresentam a 

construção de novos grupos divisíveis. 

 
Muito recentemente foi publicado o artigo de Bhattacharya (2008) et al onde se refere 

a existência e a construção de PBIBD recorrendo a delineamentos poligonais assim como o 

artigo de Hurd e Sarvat (2008) onde são introduzidas novas famílias de grupos divisíveis e as 

condições necessárias e suficientes para assegurar a sua existência. 
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A aplicabilidade dos PBIBD está longe de se restringir à análise de resultados 

provenientes de experiências agrícolas. O seu papel nos testes de grupos experimentais é 

evidenciado no trabalho de Vakil e Parnes (1994) e no trabalho de See et al (1997) onde se 

apresentam aplicações dos PBIBD na amostragem controlada. 

O recurso aos PBIBD permite também novas aplicações a outros tipos de 

delineamento. Na área dos planos de melhoramento vegetal, destacam-se o trabalho de Ghosh 

e Divecha (1997) no qual esta problemática é estudada com recurso aos PBIBD com duas 

classes de associação e aos diallel crosses parciais e o trabalho de Das et al (1998), onde é 

abordada a optimização dos diallel crosses parciais. 

Na construção de delineamentos diallel crosses com recurso aos PBIBD destacam-se 

os artigos de: Shama (2000) que propõe o uso dos PBIBD para a construção de delineamentos 

diallel crosses completos e Varghese et al (2004) onde é proposto o uso dos PBIBD com três 

classes de associação para a construção de diallel crosses parciais. Salienta-se ainda o 

trabalho de Oliveira, T. (2002) no qual se apresentam aplicações dos PBIBD e dos BIBD com 

repetições em delineamentos diallel crosses. 

 
Na área das ciências médicas é frequente o recurso aos PBIBD na elaboração das 

experiências e análise dos resultados. Destacam-se, por exemplo, o estudo de Endres (2006) 

no qual se pretende estudar o índice tornozelo-braquial medido por três grupos distintos de 

médicos e o trabalho de Gallagher (2005) onde os PBIBD são um recurso para o estudo das 

cargas de flexão no dorso e a falha por fadiga dos segmentos de movimentos lombares. Nas 

ciências médicas veterinárias, refere-se o estudo desenvolvido por Takemura (2003) em que 

mais uma vez são aplicados PBIBD para a análise do efeito da imunoglobulina G extraída de 

vacas imunizadas com citrato férrico na captação de ferro pela Escherichia coli. 

 
Uma das áreas que recorre ao planeamento de experiências estruturadas sob a forma 

de PBIBD é a criptografia, com a finalidade de procurar codificar informação em blocos e 

extrair ilações a partir daí, como é apresentado no artigo de Bose, M. e Mukerjee (2006), no 

qual é explorada relação entre esquemas visuais criptográficos e os PBIBD. Adhikari et al 

(2000) referem que os PBIBD podem ser utilizados para a construção de esquemas visuais de 

criptografia com imagens a preto e branco e com expansão de pequenos pixels. Ainda dentro 

desta área, o recurso aos grupos divisíveis possibilitou gerar e armazenar bases de dados com 

códigos que permitem detectar a autenticidade de imagens, vídeos e cds, através de códigos 

de barras, tendo a patente deste algoritmo sido registada nos EUA, por Lee (2008). 
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Capítulo 2 
 

Planos em Blocos Incompletos Parcialmente  

Equilibrados e Esquemas de Associação 
 

 

2.1  Definição de esquema de associação 

Dados ν  tratamentos 1,2, ,νK , uma relação diz-se um esquema de associação com m  

classes de associação se: 

i) Quaisquer dois tratamentos são 1.º, 2.º, …, ou m-ésimos associados tal que, se o 

tratamento α  é i-ésimo associado do tratamento β , então o tratamento β  é i-

ésimo associado do tratamento α ; 

ii) Qualquer tratamento α  tem in  i-ésimos associados, sendo in  independente de α ; 

iii)  Sejam α  e β  dois tratamentos quaisquer i-ésimos associados, então o número de 

tratamentos j-ésimos associados de α  e k-ésimos associados de β  é i
jkp  , sendo 

i
jkp  independente do par de i-ésimos associados. 

 
Um esquema de associação com m  classes é portanto definido pelos parâmetros:  

ν , in  e i
jkp , , , 1,2, ,i j k m= K . 

 
A definição anterior foi formalmente apresentada em Bose e Shimamoto (1952). Mais 

tarde, Bose e Mesner (1959) mostraram que a condição i i
jk kjp p= , assumida nos primeiros 

artigos, era redundante na medida em que é uma consequência da definição de esquema de 

associação. Bose e Clatworthy (1955) mostram que, para duas classes de associação, não é 

necessário assumir que os parâmetros i
jkp  sejam constantes, uma vez que assumindo que 1n , 

2n , 1
11p  e 1

12p  são constantes, as restantes condições advêm automaticamente. 
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2.2  Planos em Blocos Incompletos Parcialmente Equilibrados  

       (PBIBD) e Esquemas de Associação: relações e exemplos 
 
 
 
2.2.1  Definição de PBIBD 

Um esquema de associação com m  classes, definido pelos respectivos parâmetros, é 

um Plano em Blocos Incompleto Parcialmente Equilibrado com m classes de associação 

(PBIBD (m)) se os ν  tratamentos estão dispostos em b  blocos de dimensão k  e k ν< , tal 

que: 

i) Cada tratamento ocorre no máximo uma única vez em cada bloco (plano binário) de 

dimensão k  (plano próprio); 

ii) Cada tratamento ocorre em r  blocos (plano equirreplicado); 

iii)  Dois tratamentos α  e β  i-ésimos associados ocorrem juntos em iλ  blocos, sendo 

iλ  independente do par de tratamentos i-ésimos associados escolhidos. 

 
Um PBIBD é definido pelos parâmetros ( ), , , , iv b r k λ , 1, 2, ...,i m= . Os parâmetros 

anteriores são designados por parâmetros de primeira ordem e os parâmetros i
jkp  por 

parâmetros de segunda ordem. 

Os parâmetros i
jkp  podem ser escritos sob a forma de m  matrizes simétricas iP , tal que: 

i
i jkp⎡ ⎤= ⎣ ⎦P , 1, 2, ...,i m=  , , 1, 2, ...,i j k m=  

e i
jkp  representa o termo de ordem ( ),j k na matriz iP . 

  

 Destaca-se que  um PBIBD é um esquema de associação, embora um esquema de 

associação nem sempre determine um PBIBD. Salienta-se ainda que um PBIBD com uma 

classe de associação é um BIBD e um PBIBD com duas classes de associação, para o qual 

1 2λ λ= ,  é também um BIBD. 
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2.2.2  Relações entre os parâmetros de um PBIBD 
 
a) Verifica-se que r bkν = .  (2.1) 

 
b) Para qualquer tratamento α , cada um dos restantes 1v −  tratamentos é classificado 

como 1.º, 2.º, …, ou m-ésimo associado e, como cada tratamento tem in  i-ésimos 

associados, então: 

 
1

1
m

i
i

n ν
=

= −∑ . (2.2) 

 
c) Considerem-se os r  blocos nos quais ocorre o tratamento α . A partir desses blocos 

podem formar-se ( )1r k −  pares de tratamentos, sendo α  um desses tratamentos. Nos 

pares formados, os i-ésimos associados de α  ocorrem iλ  vezes, havendo in  i-ésimos 

associados de α , 1, 2, ....,i m= , então: 

  ( )
1

1
m

i i
i

n r kλ
=

= −∑ .  (2.3) 

 
d) Sejam α  e β  tratamentos i-ésimos associados. Para i j≠ , verifica-se que 

1

m
i
jk j

k
p n

=

=∑ , dado que os k-ésimos associados de α  abrangem os jn  associados de β . 

Para i j= , tem-se que 
1

1
m

i
jk j

k
p n

=

= −∑ , dado que os k-ésimos associados de α  

abrangem os 1jn −  associados de β . Sintetizando: 

  
1

m
i
jk j ij

k

p n δ
=

= −∑ , 
1,

0,
ij

ij

i j

i j

δ

δ

= =⎧⎪
⎨ = ≠⎪⎩

. (2.4) 

 
e) Considere-se o tratamento α . Seja iG  o conjunto dos i-ésimos associados de α  e jG  

o conjunto dos j-ésimos associados de α . Qualquer tratamento pertencente a iG  tem 

i
jkp   k-ésimos associados em jG  e qualquer tratamento em jG  tem j

ikp   k-ésimos 

associados em iG . Formando pares de iG  e jG  de k-ésimos associados obtêm-se 

i
i jkn p  pares e formando pares de jG  e iG   de k-ésimos associados obtêm-se j

j ikn p  

pares, logo: 

  i j
i jk j ikn p n p= , , , 1, 2,...,i j k m=  (2.5) 



19 
 

Os parâmetros i
jkp  podem ser escritos sob a forma de m  matrizes simétricas Pi , tal que: 

P i
i jkp⎡ ⎤= ⎣ ⎦ , , , 1, 2, ...,i j k m=  e i

jkp  representa o termo de ordem ( ),j k na matriz Pi . 

Salienta-se ainda, o facto de ser um resultado conhecido que o número de parâmetros i
jkp  

independentes é ( )2 1 / 6m m − . 

 
 Para um PBIBD com duas classes de associação as relações entre os parâmetros 

podem ser escritas na forma: 

1 2 1n n v+ = −                   (2.6)   2 2
11 12 1p p n+ =               (2.10) 

( )1 1 2 2 1n n r kλ λ+ = −       (2.7)   2 2
21 22 2 1p p n+ = −         (2.11) 

1 1
11 12 1 1p p n+ = −               (2.8)   1 2

1 12 2 11n p n p=               (2.12) 

1 1
21 22 2p p n+ =                   (2.9)   1 2

1 22 2 12n p n p=               (2.13) 

 
 
 
2.2.3  Exemplos 
 
 
2.2.3.1  PBIBD com duas classes de associação 
 
Considere-se o PBIB com duas classes de associação ( 2m = ) definido pelos 

parâmetros: 6,v = 6,b =  3,r = 13, 2k λ= =  e 2 1λ = . Este delineamento é constituído pelos 

tratamentos 1,2,3,4,5  e 6, dado que ( )6v = , agrupados em seis blocos ( )6b =  de dimensão 

três ( )3k = , ocorrendo cada tratamento em três blocos ( )3r = . 

 

 

Esquema 2.1: PBIBD com duas classes de associação ( 6,v = 6,b =  3,r = 13, 2k λ= = , 2 1λ = ) 

 

 

O tratamento 1 ocorre nos blocos B1,  B5  e  B6.  Tomando por base o tratamento 1 

podem formar-se os seguintes pares de tratamentos: ( )1, 2 , ( )1, 3 , ( )1, 2 , ( )1, 4 , ( )1, 5  e 

B1  B2  B3  B4  B5  B6 
1     2     3  2     5     6  3     4     6  3     4     5  1     2     4  1     5     6 
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( )1, 6 . Como o par ( )1, 2  ocorre duas vezes, os tratamentos 1 e 2 dizem-se primeiros 

associados e 1 2λ = . Os tratamentos 3, 4, 5, e 6 são segundos associados do tratamento 1, 

dado que ocorrem uma única vez associados a este tratamento e 2 1λ = .  

Qualquer que seja o tratamento a considerar, o número de tratamentos seus primeiros 

associados é um, logo 1 1n = . O número de elementos seus segundos associados é quatro, pelo 

que 2 4n = . 

 Sintetizando os resultados, obtêm-se as seguintes classes de associação: 
 
 

Tratamento Primeiros associados Segundos associados 

1 2 3,  4,  5,  6 

2 1 3,  4,  5,  6 

3 4 1,  2,  5,  6 

4 3 1,  2,  5,  6 

5 6 1,  2,  3,  4 

6 5 1,  2,  3,  4 

 
Tabela 2.1: Classes de associação do PBIBD ( 6,v = 6,b =  3,r = 13, 2k λ= = , 2 1λ = ) 

 
 
Pela definição de esquema de associação alínea iii), i

jkp  representa o número de 

tratamentos j-ésimos associados de α  e k-ésimos associados de β , sendo α  e β  dois 

tratamentos i-ésimos associados, então: 

 
Escolhendo dois tratamentos primeiros associados entre si, tem-se que: 

1
11p : representa o número de tratamentos em comum dos primeiros associados;  

1
12p : representa o número de tratamentos comuns entre os primeiros associados de 

um dos tratamentos e os segundos associados do outro tratamento. 

 
Escolhendo dois tratamentos segundos associados entre si, tem-se que: 

2
11p : representa o número de tratamentos em comum dos seus primeiros 

associados;  
2
12p : representa o número de tratamentos comuns entre os primeiros associados de 

um dos tratamentos e os segundos associados do outro tratamento. 
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Para exemplificar a determinação dos parâmetros de segunda ordem, escolheu-se como 

primeiros associados os tratamentos 1 e 2 e como segundos associados os tratamentos 1 e 3. 

Tem-se, então: 

 
 1

11p = # { } { }{ }2 1 0∩ =   1
12p = # { } { }{ }2 3, 4, 5, 6 0∩ =  

 1
21p = # { } { }{ }3, 4, 5, 6 1 0∩ =  1

22p = # { } { }{ }3, 4, 5, 6 3, 4, 5, 6 4∩ =  

 2
11p = # { } { }{ }2 4 0∩ =  2

12p = # { } { }{ }2 1, 2, 5, 6 1∩ =  

 2
21p = # { } { }{ }3, 4, 5, 6 4 1∩ =  2

22p = # { } { }{ }3, 4, 5, 6 1, 2, 5, 6 2∩ =  

 
Como os parâmetros i

jkp  podem ser escritos sob a forma de m  matrizes simétricas iP , 

vem:       
1 1
11 12

1 1 1
21 22

0 0
0 4

p p
p p

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎣ ⎦
P                e            

2 2
11 12

2 2 2
21 22

0 1
1 2

p p
p p

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎣ ⎦
P . 

 
 
Seguidamente, procede-se à verificação das relações entre os parâmetros, deste PBIBD 

em particular: 

 
a) Cada um dos ν  ( )6ν =  tratamentos ocorre r ( )3r = vezes, então o produto rν  é 

igual ao número total de observações. Como existem b ( )6b =  blocos, cada um de dimensão 

k  ( )3k = , então o produto bk  é igual ao número total de observações. Logo, r bkν = .  

 
b) Seja α  o tratamento 1. Cada um dos restantes 1v −  ( )1 5v − =  tratamentos é 

primeiro ou segundo associado deste. O tratamento 2 é primeiro associado do tratamento 1 e 

1 1n = ; os tratamentos 3, 4, 5 e 6 são segundos associados do tratamento 1 portanto 2 4n = , 

então 
2

1 2
1

1 1 4 6 1 5 5i
i

n n n ν
=

= + = − ⇒ + = − ⇔ =∑ . 

 
c) Considerem-se os r  ( )3r =  blocos nos quais ocorre o tratamento 2. A partir destes 

blocos podem formar-se ( )1r k −  pares de tratamentos, isto é, 6 pares de tratamentos nos 

quais ocorre o tratamento 2 e são eles: ( )2, 1 , ( )2, 1 , ( )2, 3 , ( )2, 4 , ( )2, 5  e ( )2, 6 . Por 



22 
 

outro lado, nos pares formados o primeiro associado do tratamento 2 é apenas o tratamento 1 

( 1 1n = ) que ocorre duas vezes ( 1 2λ = ), daí que 1 1 2n λ = . 

Os quatro tratamentos segundos associados ( 2 4n = ) ocorrem uma vez nos 6 pares de 

tratamentos de onde consta o tratamento 2, daí que 2 1λ = e 2 2 4n λ = . Então: 

1 1 2 2
1

6
m

i i
i

n n nλ λ λ
=

= + =∑ . 

 
d) Sejam α  e β  os tratamentos 1 e 3 segundos associados ( 2i = ). 

 Para 1i j j≠ ⇒ = : Os primeiros associados do tratamento 1 (que é somente o 

tratamento 2) juntamente com os seus segundos associados, isto é, { }2, 3, 4, 5, 6  contêm os 

1n ( )1 1n =   primeiros associados do tratamento 3. Por outro lado,  

2
11p = # { } { }{ }4 2 0∩ =  e 2

12p = # { } { }{ }4 3,4,5,6 1∩ = ; 
 

{ } { }( ) { } { }( ) { } { } { }( )2 2
11 12 # 4 2 4 3, 4, 5, 6 # 4 2 3, 4, 5, 6p p ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ = ∩ ∩ = ∪ =⎣ ⎦ ⎣ ⎦U I  

 
{ } { }# 4 2, 3, 4, 5, 6 1= =⎡ ⎤⎣ ⎦I . 

 

Como i j≠ ⇒  0ijδ = , então 2
1

1

m

k
k

p
=

=∑ 2 2
11 12 1p p n+ = , como se pretendia verificar. 

 
 

 Para 2i j j= ⇒ = : Os primeiros associados do tratamento 1 juntamente com os 

seus segundos associados { }( )2, 3, 4, 5, 6  contêm 2 1n −  ( )2 1 3n − =  segundos associados do 

tratamento 3. Por outro lado, 

 
2
21p = # { } { }{ }1, 2, 5, 6 2 1∩ =  e 2

22p = # { } { }{ }1, 2, 5, 6 3, 4, 5, 6 2∩ = . 

{ } { }( ) { } { }( )2 2
21 22 # 1, 2, 5, 6 2 1, 2, 5, 6 3, 4, 5, 6 3p p ⎡ ⎤+ = ∩ ∪ ∩ =⎣ ⎦  

Como para i j= ⇒ 1ijδ = , então 2
2

1

m

k
k

p
=

=∑ 2 2
21 22 2 1 3p p n+ = − = . 

 
e) Seja α  o tratamento 2; seja ainda 1j =  tal que 1G  representa o conjunto dos 

primeiros associados do tratamento 2, isto é, { }1 1G =  e seja 2i =  tal que 2G  representa o 

conjunto dos segundos associados do tratamento 2, isto é, { }2 3, 4,5,6G = .  
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O tratamento 3 2G∈  tem 2
11 0p =  primeiros associados em 1G  e o tratamento 1 1G∈   

tem 1
21 0p =   primeiros associados em 2G .  

Note-se que se seleccionou o tratamento 3, mas poder-se-ia ter optado por outros três 

tratamentos porque 2 4n = . Relativamente ao tratamento 1, apenas havia uma opção dado que 

1 1n = . Seria então possível formar 4 pares logo 2 1
2 11 1 21n p n p= . 

O tratamento 3 2G∈  tem apenas um tratamento ( )2
12 1p =  segundo associado em 1G  e o 

tratamento 1 1G∈  tem 1
22 4p =  tratamentos segundos associados em 2G . Como 2 4n =  e 1 1n =  

então 2 1
2 12 1 22n p n p= . 

 

 

 

 

2.2.3.2  PBIBD com três classes de associação 
 

Em seguida, concretiza-se a exemplificação para um PBIBD com três classes de 

associação. Considere-se então o PBIB ( 3m = ), definido pelos parâmetros:  

8,v = 6,b =  3,r = 4,k =   1 2λ =  , 2 1λ =  e 3 0λ =  e 1 3,n =  2 3n =  e 3 1n = ,  

que pode ser apresentado da seguinte forma esquemática: 

 

 

 

Esquema 2.2: PBIBD com três classes de associação ( 8,v = 6,b =  3,r = 14, 2k λ= = , 2 1λ = , 3 0λ = ) 

 

 

Na tabela seguinte irá considerar-se que qualquer tratamento é zero-ésimo associado 

de si próprio: 

 

 

 

Bloco 1  Bloco 2  Bloco 3 
1        2        3        4  1        2        5        6  1        3        5        7 

     
Bloco 4  Bloco 5  Bloco 6 

2        4        6        8  3        4        7        8  5        6        7        8 
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Zero-ésimos associados 1.os associados 2.os associados 3.os associados 
1 2, 3, 5 4, 6, 7 8 
2 1, 4, 6 3, 5, 8 7 
3 1, 4, 7 2, 5, 8 6 
4 2, 3, 8 1, 6, 7 5 
5 1, 6, 7 2, 3, 8 4 
6 2, 5, 8 1, 4, 7 3 
7 3, 5, 8 1, 4, 6 2 
8 4, 6, 7 2, 3, 5 1 

 
Tabela 2.2: Classes de associação do PBIBD ( 8,v = 6,b =  3,r = 4,k =   1 2λ =  , 2 1λ = , 3 0λ = ) 

 
 
Os parâmetros de segunda ordem 1 2,P P  e 3P  são: 
 

1 1 1
11 12 13
1 1 1

1 21 22 23
1 1 1
31 32 33

0 2 0
2 0 1
0 1 0

P
p p p
p p p
p p p

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

 

 
2 2 2
11 12 13
2 2 2

2 21 22 23
2 2 2
31 32 33

2 0 1
0 2 0
1 0 0

P
p p p
p p p
p p p

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

 

 
3 3 3
11 12 13
3 3 3

3 21 22 23
3 3 3
31 32 33

0 3 0
3 0 0
0 0 0

P
p p p
p p p
p p p

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

 

 

 

 

 

 

2.3  Matrizes de associação, resultados e teoremas 

 
2.3.1  Introdução e definições 

Considerem-se m  matrizes ( )i ν ν×B  tal que bi
i αβ⎡ ⎤= ⎣ ⎦B , para 1,2, ,i m= K  e  

             
1,

b
0,

i e i ésimos associados
caso contrárioαβ
α β −⎧

= ⎨
⎩

. 

As matrizes iB , 1,2, ,i m= K  são simétricas e os totais de cada linha e coluna são 

iguais a in .  
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Considere-se ainda que cada símbolo é zero-ésimo associado de si próprio, então: 

 0 ν=B I                  (2.14) 

 0 1n =                    (2.15) 

 0
ij i ijp nδ=               (2.16) 

 
0
i

i kk
p δ=               (2.17) 

 0 rλ =                    (2.18) 

 

e as relações entre os parâmetros do PBIBD podem ser escritas da seguinte forma:  

 
0

m

i
i

n ν
=

=∑    (2.19)  

 
0

m

i i
i

n rkλ
=

=∑    (2.20)  

 
0

m
i
jk j

k
p n

=

=∑    (2.21)  

 i j
i jk j ikn p n p=    (2.22) 

 
 

Usando esta notação os parâmetros de segunda ordem podem ser escritos na matriz 
i

i jkp⎡ ⎤= ⎣ ⎦P , , , 0,1,...,i j k m=  de ordem ( ) ( )1 1m m+ × + . 

 
As matrizes 0 1, , , mB B BK  designam-se por matrizes de associação do esquema de 

associação. Dados dois tratamentos α  e β , os tratamentos são 0,1, , -ésimosou mK  

associados, sendo os elementos da matrizes 0 1, , , mB B BK  representados por 

0 1b , b , , bm
αβ αβ αβK . Portanto, apenas um dos elementos 0 1b , b , , bm

αβ αβ αβK  é igual à unidade e 

então:  

 ,
0

m
T

i v v
i

ν ν
=

= =∑B J J J          (2.23) 

e  i ,
0

c
m

i
i

ν ν
=

=∑ B o  se e só se 0 1 0mc c c= = = =K . 

 Dado que cada tratamento tem in   i-ésimos associados então  

  i inν ν ν ν× ×=B J J .            (2.24) 
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Bose e Mesner (1959) mostraram que as funções lineares 0 1, , , mB B BK  formam um 

espaço vectorial com base 0 1, , , mB B BK , de dimensão 1m +  e que o conjunto das funções 

lineares 0 1, , , mB B BK  é um anel com elemento unidade.  

 
Considere-se a matriz j kB B , em que o elemento correspondente à linha α  e à coluna 

β  representa o número de tratamentos comuns aos j-ésimos associados do tratamento α  e 

aos k-ésimos associados do tratamento β . Sendo α  e β   i-ésimos associados então  

0
, , 0,1, ,

m
i

j k jk i
i

p j k m
=

= =∑B B B K .                               (2.25) 

e desta forma a multiplicação é fechada para o conjunto das funções lineares . 
 
Como as matrizes Bi  são simétricas, vem que: 
 

( )
0

TmTT T i
k j k j j k jk i

i

p
=

⎛ ⎞= = = =⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑B B B B B B B T

0 0

m m
i i
jk i jk i j k

i i

p p
= =

= =∑ ∑B B B B  

 
e sendo a multiplicação das matrizes Bi  comutativa:  
 

                           k j j k=B B B B ,                                       (2.26) 
                                            
 e consequentemente  i i

jk kjp p= .                           (2.27) 
 

 

Como a multiplicação de matrizes goza da associatividade, ou seja, 

( ) ( )i j k i j k=B B B B B B , podemos simplificar as expressões  

 ( )
m

0 0 0 t=0

m m m
u u u t

i j k i jk u jk i u jk iu t
u u u

p p p p
= = =

= = =∑ ∑ ∑∑B B B B B B B B   e   

( )
m m

t
uk

0 0 u=0 t=0

p
m m

u u u
i j k ij u k ij u k ij t

u u

p p p
= =

⎛ ⎞= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑ ∑∑B B B B B B B B .  

Uma vez que 0 1, , , mB B BK  são independentes, então  

 
m

t
uk

0 u=0

m
u t u
jk iu ij

u

p p p p
=

=∑ ∑  .  (2.28) 
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Considere-se a matriz de incidência N ijn⎡ ⎤= ⎣ ⎦ , v b× , tal que ijn  representa o número 

de vezes que cada variedade i  ocorre no bloco j .  

Seja N a matriz de incidência de um PBIBD com m  classes de associação em que 

cada coluna é constituída por k  uns e os restantes elementos são zero. Ao multiplicar-se a 

matriz Jv v×   pela matriz Nv b×  irá obter-se k  vezes a matriz Jv b× , ou seja: 

 v bJ N Jv v v bk× × ×=   (2.29) 

De uma forma análoga, dado que cada tratamento ocorre em r  blocos e a matriz de 

incidência é constituída por r  uns por linha e os restantes elementos são zero, então: 

 N J Jv b b b v br× × ×=  (2.30) 

A célula ( ),i j  da matriz NNT  representa o número de vezes que os tratamentos i  e j  

aparecem juntos no mesmo bloco, isto é: o número será r  se i j=  e será iλ  se forem i-ésimos 

associados. Então, TNN  pode ser escrita na forma 1 1 2 2 ...B B B Im m rλ λ λ+ + + + , ou seja: 

  
1

NN I+ B
m

T
i i

i
r λ

=

= ∑ .                    (2.31) 

 
Verificam-se ainda as seguintes igualdades: 

 
 J J Jv v v b v bv× × ×=  (2.32) 

 J J Jv b b b v bb× × ×=  (2.33) 

 N J JT
b v v v b vk× × ×=  (2.34) 

 

As igualdades apresentadas anteriormente revelam-se bastante úteis na demonstração dos 

seguintes resultados anteriormente referidos em (2.1), (2.2), (2.3) e (2.4):  

 

Atendendo a que, ( )J N J J J J J Jv v v b b b v v v b v v v b v br r rv× × × × × × × ×= = =  e a que 

( )J N Jv v v b b b× × × =  v b b b v bk kb× × ×=J J J , 

como ( ) ( )J N J J N Jv v v b b b v v v b b b× × × × × ×=  então pode escrever-se: 

J Jv b v brv kb× ×=  e vr bk= .  
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Note-se que, 0 0
1 0

m m

i i v v v v v v
i i

× × ×
= =

= − = − = −∑ ∑B B B J B J I . Então: 

( ) ( )
1

1
m

i v v v v v v v v v v v v v v v v v v v v v v
i

v v× × × × × × × × × × ×
=

⎛ ⎞
= − = − = − = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑B J J I J J J I J J J J  e 

1 1 1

n
m m m

i v v i v v i v v
i i i

× × ×
= = =

⎛ ⎞ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑ ∑B J B J J  e portanto conclui-se que: 

      
1

1
m

i
i

n v
=

= −∑ . 

 

Dado que 
1

N N I+ B
b v

m
T

v b i i
i

r λ
××

=

= ∑ , então: 

1 1

N N J IJ + B J J + J
b v

m m
T

v b v v v v i i v v v v i i v v
i i

r r nλ λ
×× × × × × ×

= =

= =∑ ∑  e 

N N J N J N J JT
v b b v v v v b b v v b b v v vk k kr× × × × × × × ×= = = , então 

1

J J + J
m

v v v v i i v v
i

kr r nλ× × ×
=

= ⇔∑  ( )
1

J J
m

v v i i v v
i

kr r nλ× ×
=

− =∑ ( )
1

1
m

i i
i

r k nλ
=

⇔ − =∑ . 

 
 

Observe-se que 
0 0

B B J B J
m m

j h j h j v v j v v
h h

n n n × ×
= =

= = =∑ ∑ . Por outro lado, a expressão 

B Jj v v×  é igual a  
0 0 0 0

m m m m
h

j v v j u j u ju h
u u u h

p×
= = = =

= = =∑ ∑ ∑∑B J B B B B B , 

então igualando os coeficientes 
0 0 0 0

B B
m m m m

h h
j h ju h j ju

h u h u

n p n p
= = = =

= ⇔ =∑ ∑∑ ∑ . 

 

 

 

 O teorema seguinte irá revelar-se de grande utilidade quando se pretender averiguar a 

existência de um PBIBD com duas classes de associação, pelo facto das multiplicidades da 

matriz quadrada NNT  dependerem apenas de alguns parâmetros. Este resultado foi obtido por 

Connor e Clatworthy (1954). Posteriormente, Bose e Mesner (1959) apresentaram outra 

demonstração deste teorema.  
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Teorema 2.1: 

Seja N  a matriz de incidência de um PBIBD com duas classes de associação e sejam 

2 1
12 12p pγ = − , 1 2

12 12p pβ = +  e 2 2 1γ β∆ = + + . Os valores próprios da matriz TNN  são: 

rk  e ( ) ( )( ) ( )1 2 1 2
1 1 , 1,2
2

i
i r iθ λ λ γ λ λ⎡ ⎤= − − − + − ∆ + + =

⎣ ⎦
 

com multiplicidades 1 e ( ) ( )1 2 1 21 2 1 , 1, 2
2 2

i
i

n n n nn n i
γ

α
− + ++

= + − =
∆

, respectivamente. 

 

 

Apresenta-se a demonstração deste teorema, mas previamente far-se-á uma breve 

revisão de resultados algébricos conhecidos e de resultados preliminares: 

 
Seja A  uma matriz quadrada. Se existir um vector coluna x  e um escalar λ , tal que: 

Ax xλ= , então λ  é designado por valor próprio e x  por vector próprio.  

Salienta-se o resultado algébrico demonstrado em John (1971): Sejam iλ  e jλ  dois 

valores próprios de uma matriz simétrica A  ( TA A= ), tal que i jλ λ≠ . Considere-se que xi  e 

x j  são os correspondentes vectores próprios, então xi  e x j  são ortogonais, isto é 0x xT
j i = . 

 

Resultados preliminares 

1. Para um PBIBD com duas classes de associação tem-se que 1 1 2 2NN I B BT r λ λ= + +  

sendo NNT  uma matriz quadrada de ordem v v× . A partir da definição verifica-se facilmente 

que rk  é um valor próprio, podendo escrever-se 

 [ ]1 1 2 2 1 1 2 2NN J I B B J IJ B J B JT
v v v v vr rλ λ λ λ= + + = + + = 1 1 2 2J J Jv v vr n nλ λ+ + =  

                         ( )( )1 J Jv vr r k rk= + − = . 

 

2. A partir da equação 
0

B J
m

i v v
i

×
=

=∑  pode escrever-se: 

2 0 1 1B J B B J I Bv v v v× ×= − − = − −  e consequentemente 

( )1 1 2 2 1 1 2 1NN I B B I B J I BT
v vr rλ λ λ λ ×= + + = + + − − ( ) ( )2 1 2 1 2I B Jv vr λ λ λ λ ×= − + − + . 
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Note-se ainda que ( ) ( ) ( ) ( )2 22 2 1 2 2
1 2 1 1 2 1 11 11 11 1 11 v vn p p p pλ λ λ λ ×

⎡ ⎤− = − − + − +⎣ ⎦B I B J . 

Assim, tem-se: 

( )2 2
1 2 1Bλ λ− =  

( )2
1 2 1 1B Bλ λ= − =  

( ) ( )2 0 1 2
1 2 11 0 11 1 11 2B B Bp p pλ λ= − + + =  

( ) ( )2 1 2
1 2 1 11 1 11 1v vn p pλ λ ×⎡ ⎤= − + + − − =⎣ ⎦I B J I B  

( ) ( ) ( )2 2 1 2 2
1 2 1 11 11 11 1 11 v vn p p p pλ λ ×

⎡ ⎤= − − + − +⎣ ⎦I B J . 

 

Recorrer-se-á à escrita das expressões nas formas: 
1 2 1 2 2 1
11 11 1 12 1 12 12 121 1 1p p n p n p p p γ− = − − − + = − − = −  

 
1 1 1 1
11 12 1 11 1 121 1p p n p n p+ = − ⇔ = − −  

 
2 2 2 2
11 12 1 11 1 12p p n p n p+ = ⇔ = − . 

 
 
 
Demonstração: 

Seja x  um vector próprio de NNT , então 0JT
vx = , dado que NNT  é uma matriz 

simétrica e seja θ  o correspondente valor próprio, então NNT x xθ=  e 2NN NNT T x xθ= . 

 
Por outro lado, ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 2 1 2 1NN I B J I BT

v vx r x r x xλ λ λ λ λ λ λ×⎡ ⎤= − + − + = − + −⎣ ⎦ ,  isto é: 

( ) ( )2 1 2 1 2I B Jv vx r xθ λ λ λ λ ×⎡ ⎤= − + − +⎣ ⎦      

( ) ( )2 1 2 1I Bx r x xθ λ λ λ⇔ = − + −               

( ) ( )1 2 1 2B Ix x r xλ λ θ λ⇔ − = − −     (2.35) 

 
Desenvolvendo a expressão 

     ( ) ( ) 2

2 1 2 1NN NN I BT T x r xλ λ λ⎡ ⎤= − + −⎣ ⎦  
 

( ) ( ) 22
2 1 2 1I Bx r xθ λ λ λ⎡ ⎤⇔ = − + −⎣ ⎦  
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( ) ( )( ) ( )2 22 2
2 2 1 2 1 1 2 12I B Bx r r xθ λ λ λ λ λ λ⎡ ⎤⇔ = − + − − + −⎣ ⎦  

 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )2 22 2 1 2 2

2 2 1 2 1 1 2 1 11 11 11 1 112 v vx r r n p p p p xθ λ λ λ λ λ λ ×
⎡ ⎤⇔ = − + − − + − − + − +⎣ ⎦I B I B J  

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

2 2 22 2 1 2
2 1 2 1 11 2 1 2 1 2 11 11 1

2 2
1 2 11

2

v v

x r n p x r p p x

p x

θ λ λ λ λ λ λ λ λ

λ λ ×

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⇔ = − − − + − − + − − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

+ −

+ I B

J
 

 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2 22 2 1 2

2 1 2 1 11 2 1 2 1 2 11 11 12+ I Bx r n p x r p p xθ λ λ λ λ λ λ λ λ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⇔ = − − − + − − + − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦        

                                                                                                                                             (2.36) 
 

 

 

Recorrendo à expressão (2.35), a expressão (2.36) pode ser escrita como 

    
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2 22 2 1 2

2 1 2 1 11 2 1 2 11 11 1 2 12x r n p x r p p xθ λ λ λ λ λ λ λ λ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − − − + − + − − −⎣ ⎦⎣ ⎦+ I B  

 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2 22 2 1 2

2 12 1 2 2 11 11 1 2 22x r p x r p p x r xθ λ λ λ λ λ λ θ λ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⇔ = − + − + − + − − − −⎣ ⎦⎣ ⎦⎣ ⎦ I I  

 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2 22 2 1 2

2 12 1 2 2 11 11 1 2 22x r p x r p p x r xθ λ λ λ λ λ λ θ λ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⇔ = − + − + − + − − − −⎣ ⎦⎣ ⎦⎣ ⎦
 

 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2 22 2 1 2

2 12 1 2 2 11 11 1 2 22r p r p p rθ λ λ λ λ λ λ θ λ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⇒ = − + − + − + − − − −⎣ ⎦⎣ ⎦
 

 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 22 1 2 2 1 2

2 11 11 1 2 2 12 1 2 2 2 11 11 1 22 2r p p r p r r p pθ θ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⇔ − − + − − = − + − − − − + − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )2 2 22 1 2 2 1 2

2 11 11 1 2 2 12 1 2 2 11 11 1 2 22 2r p p r p r p p rθ θ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ⎡ ⎤⇔ − − + − − = − + − − − − − − −⎣ ⎦
 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )2 22 1 2 2 1 2
2 11 11 1 2 2 12 1 2 11 11 1 2 22 r p p r p p p rθ θ λ λ λ λ λ λ λ λ λ⎡ ⎤⇔ − − + − − = − − + − − − − −⎣ ⎦  

 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )2 22 1 2 2 1 2

2 11 11 1 2 2 12 1 2 11 11 1 2 22 0.r p p r p p p rθ θ λ λ λ λ λ λ λ λ λ⎡ ⎤⇔ − − + − − + − − − + − − − =⎣ ⎦
 
 

      Resolvendo a equação do 2º grau, em ordem a θ  obtêm-se: 

  

( ) ( )( )1 2
2 11 11 1 22

2
r p p Hλ λ λ

θ
− + − − ±

=  

 
( ) ( )( ) ( )2 1 2 1 22 1

2
r λ γ λ λ λ λ

θ
− + − − ± − ∆

⇔ =  
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( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 22

2
r λ λ γ λ λ λ λ

θ
+ − − + ± − ∆

⇔ =  

 
( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2

2
r

λ λ λ λ γ λ λ
θ

− + + − ± − ∆
⇔ = +  

 

( )( ) ( )1 2 1 2
1
2

rθ λ λ γ λ λ⎡ ⎤⇔ = + − ± ∆ − +⎣ ⎦  

 

( ) ( )( ) ( )1 2 1 2
1 1 , 1,2
2

i
i r iθ λ λ γ λ λ⎡ ⎤⇒ = − − − + − ∆ + + =

⎣ ⎦
, como se queria demonstrar. 

 

 

Cálculo auxiliar de H : 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
2 2 21 2 2 1 2

2 11 11 1 2 2 12 1 2 11 11 1 2 22 4H r p p r p p p rλ λ λ λ λ λ λ λ λ⎡ ⎤⎡ ⎤= − + − − − − − − + − − − =⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )2 2 22
2 1 2 2 12 1 2 1 2 22 1 4 1r r p rλ γ λ λ λ λ λ γ λ λ λ⎡ ⎤⎡ ⎤= − + − − − − − − + − − − =⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )2 2 2 2 22
2 2 1 2 1 2 2 12 1 2 1 2 24 4 1 1 4 4 4 1r r r p rλ λ γ λ λ γ λ λ λ λ λ γ λ λ λ= − + − − − + − − − − + − − − − − =

( ) ( ) ( )2 2 22
1 2 12 1 21 4 pγ λ λ λ λ= − − + − =  

( ) ( )2 2 2
1 2 121 4 pλ λ γ⎡ ⎤= − − + =⎣ ⎦  

( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 2 12 121 2 p pλ λ γ⎡ ⎤= − − + + =⎣ ⎦  

( ) ( ) ( )2 2 2 1 2 1
1 2 12 12 12 121 2 p p p pλ λ γ⎡ ⎤= − − + − + + =⎣ ⎦           (sendo 2 1

12 12p pγ = − e 1 2
12 12p pβ = + ) 

( ) ( ) ( )2 2
1 2 1 2λ λ γ γ β⎡ ⎤= − − + + =⎣ ⎦  

( ) ( )2 2
1 2 2 1λ λ γ β= − + + =  

( )2
1 2λ λ= − ∆     e  portanto, 2 2 1γ β∆ = + + . 

 

Note-se que as multiplicidades satisfazem a condição 1 2 1vα α+ = − .                (2.37) 

Por outro lado, mostra-se ainda que: 

                               ( ) ( ) 1 1 2 2
T Ttr vr tr rk α θ α θ= ⇔ = + +NN NN .                    (2.38) 

Assim, a partir de ( ) ( )( ) ( )1 2 1 2
1 1 , 1,2
2

i
i r iθ λ λ γ λ λ⎡ ⎤= − − − + − ∆ + + =

⎣ ⎦
, tem-se  

( )( ) ( )1 1 2 1 2
1
2

rθ λ λ γ λ λ⎡ ⎤= − − − − ∆ + +⎣ ⎦  
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( )( ) ( )2 1 2 1 2
1
2

rθ λ λ γ λ λ⎡ ⎤= − − − + ∆ + +⎣ ⎦  

e ( )2 1 1 2θ θ λ λ− = − − ∆  

Resolvendo a equação (2.38) em ordem a 2α  obtém-se ( ) 1
2

2 1

1vr rk v θ
α

θ θ
− − −

=
−

  que 

após a simplificação dos cálculos ficará: 

( )1 2 1 21 2
2 2 2

n n n nn n γ
α

− + ++
= +

∆
 . 

Resolvendo a equação (2.37) em ordem a 1α , vem: 

( )1 2 1 21 2
1 21

2 2
n n n nn nv

γ
α α

− + ++
= − − = −

∆
, 

ou seja, tal como se queria demonstrar os valores próprios de θ  têm multiplicidades  

 

( ) ( )1 2 1 21 2 1 , 1, 2
2 2

i
i

n n n nn n i
γ

α
− + ++

= + − =
∆

. 

 

 

2.3.2  Concretização da forma matricial para um PBIBD (m=2) 

Passamos a exemplificar a forma matricial, tomando o exemplo anterior 2.2.3.1, no 

qual foi apresentado um PBIBD ( 6, 6, 3,v b r= = =  13, 2k λ= =  e 2 1λ = ), com duas classes 

de associação. Recorrendo à notação matricial esse plano poderá ser apresentado da seguinte 

forma: 

 

0

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

ν

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= =⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

B I
               

1

0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

B
                   

2

0 0 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1
1 1 0 0 1 1
1 1 0 0 1 1
1 1 1 1 0 0
1 1 1 1 0 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

B
 

 
Numa matriz de zero-ésimos associados, cada tratamento é primeiro associado de si 

próprio sendo os restantes elementos zero por isso 0 ν=B I , logo 0 1n =  e 0 rλ = .  
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Observa-se ainda que 
2

0 1 2
0

i
i

ν ν×
=

= + + =∑B B B B J . 

Dado que nas matrizes iB , 1,2, ,i m= K  os totais de cada linha e coluna são iguais a 

in , então i inν ν ν ν× ×=B J J , tal como se mostra no exemplo: 

 

2

0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 4 4 4 4 4 4 1 1 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 4 4 4 4 4 4 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 4 4 4 4 4 4 1 1 1 1 1 1

4
1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 4 4 4 4 4 4 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 4 4 4 4 4 4 1 1 1 1
1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 4 4 4 4 4 4

v v×

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

B J 2

1 1
1 1 1 1 1 1

v vn ×

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

=⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

J
 

 
Note-se que 0

11p  representa o número de tratamentos primeiros associados de dois 

tratamentos zero-ésimos associados entre si e 0
12p  representa o número de tratamentos zero-

ésimos associados entre si e que são primeiros associados de um dos tratamentos e segundos 

associados do outro tratamento. Então, escolhendo o tratamento 1, zero-ésimo associado de si 

próprio, obtém-se: 

Para i j= 1ijδ⇒ =  e 0
ijp  será: 

{ } { }{ }0
11 # 2 2 1p = ∩ = , isto é , 0

11 1p n=   sendo portanto 0
11 1 11p nδ=  

{ } { }{ }0
22 # 3, 4, 5, 6 3, 4, 5, 6 4p = ∩ = , isto é 0

22 2p n=      então   0
22 2 22p n δ=  

Para i j≠ 0ijδ⇒ =  e 0
ijp  será: 

{ } { }{ }0
12 # 2 3, 4, 5, 6 0p = ∩ =    e   1 12 1 0 0nδ = × = ;   então   0

12 1 12p nδ=  

{ } { }{ }0
21 # 3, 4, 5, 6 2 0p = ∩ =    e   2 21 4 0 0n δ = × = ;   então   0

21 2 21p n δ=  

 
Seguidamente, pretende calcular-se 0

i
kp : 

Para 1i = , considerem-se por exemplo os tratamentos 1 e 2 primeiros associados, o 

conjunto dos zero-ésimos associados do tratamento 1 é { }1  e o conjunto dos primeiros 

associados do tratamento 2 é { }1 , então 0
i
kp será { } { }{ }1

01 11# 1 1 1p δ= ∩ = =   porque 1i k= = . 
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Para 2i = , considerando os tratamentos 1 e 3 segundos associados, o conjunto dos 

zero-ésimos associados do tratamento 1 é { }1  e o conjunto dos primeiros associados do 

tratamento 3 é { }4 , então 1k =  e { } { }{ }2
01 21# 1 4 0p δ= ∩ = = , dado que i k≠ .  

Sintetizando, para i k≠ , ijδ  será zero e 
0

0i
k

p = . Se i k=  então 1ijδ =  e 
0

1i
k

p = . 

 

As matrizes i
i jkp⎡ ⎤= ⎣ ⎦P , , , 0,1,...,i j k m=  de ordem ( ) ( )1 1m m+ × +  podem ser 

escritas da seguinte forma: 
0 0 0
00 01 02
0 0 0

0 10 11 12
0 0 0
20 21 22

1 0 0
0 1 0
0 0 4

P
p p p
p p p
p p p

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

      
1 1 1
00 01 02
1 1 1

1 10 11 12
1 1 1
20 21 22

0 1 0
1 0 0
0 0 4

P
p p p
p p p
p p p

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

          

  
2 2 2
00 01 02
2 2 2

2 10 11 12
2 2 2
20 21 22

0 0 1
0 0 1
1 1 2

p p p
p p p
p p p

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

P  

 
Será exemplificado em seguida que, na matriz j kB B , o elemento correspondente à 

linha α  e à coluna β  representa o número de tratamentos comuns aos j-ésimos associados do 

tratamento α  e aos k-ésimos associados do tratamento β , sendo α  e β  i-ésimos associados. 

Tem-se 
0

, , 0,1, 2
m

i
j k jk i

i
p j k

=

= =∑B B B . 

0 1 2
0 0 00 0 00 1 00 2 0 1 2 01 0 0 v vp p p ×= + + = × + × + × = =B B B B B B B B B I  

0 1 2
0 1 01 0 01 1 01 2 0 1 2 10 1 0p p p= + + = × + × + × =B B B B B B B B B   

0 1 2
0 2 02 0 02 1 02 2 0 1 2 20 0 1p p p= + + = × + × + × =B B B B B B B B B  

0 1 2
1 1 11 0 11 1 11 2 0 1 2 01 0 0 = v vp p p ×= + + = × + × + × =B B B B B B B B B I  

0 1 2
1 2 12 0 12 1 12 2 0 1 2 20 0 1p p p= + + = × + × + × =B B B B B B B B B  

0 1 2 2 2 2
12 12 12 12 12 12
1 0 2 2 2 2
12 12 12 12 12 12
2 2 0 1 2 2
12 12 12 12 12 12

1 2 2 2 1 0 2 2
12 12 12 12 12 12
2 2 2 2 0 1
12 12 12 12 12 12
2 2 2 2 1
12 12 12 12 12

0 0 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1
1 1 0 0 1 1
1 1 0 0 1 1
1 1 1 1 0 0
1 1 1 1 0 0

p p p p p p
p p p p p p
p p p p p p
p p p p p p
p p p p p p
p p p p p

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= =⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

B B

0
12p

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
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Como se pode observar, a célula relativa à linha 1 e coluna 1 representa o número de 

tratamentos primeiros associados do tratamento 1 e segundos associados do tratamento 1, ou 

seja, 0
12 0p = ; 

A célula relativa à linha 1 e coluna 3 representa o número de tratamentos primeiros 

associados do tratamento 1 e segundos associados do tratamento 3, isto é 2
12 1p = ; 

A célula relativa à linha 4 e coluna 5 representa o número de tratamentos primeiros 

associados do tratamento 4 e segundos associados do tratamento 5, isto é 2
12 1p = ; 

 
Calcule-se agora 2 2B B : 

0 1 2
2 2 22 0 22 1 22 2 0 1 24 4 2p p p= + + = × + × + ×B B B B B B B B  

 
0 1 2 2 2 2
22 22 22 22 22 22
1
22 22

2 2

0 0 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 4 4 2 2 2 2
0 0 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 4 4 2 2 2 2
1 1 0 0 1 1 1 1 0 0 1 1 2 2 4 4 2 2
1 1 0 0 1 1 1 1 0 0 1 1 2 2 4 4 2 2
1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 0 2 2 2 2 4 4
1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 0 2 2 2 2 4 4

p p p p p p
p p

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

B B

0 2 2 2 2
22 22 22 22

2 2 0 1 2 2
22 22 22 22 22 22
2 2 1 0 2 2
22 22 22 22 22 22
2 2 2 2 0 1
22 22 22 22 22 22
2 2 2 2 1 0
22 22 22 22 22 22

p p p p
p p p p p p
p p p p p p
p p p p p p
p p p p p p

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  

 

Como se pode observar: 

A célula relativa à linha 6 e coluna 5 representa o número de tratamentos comuns aos 

segundos associados do tratamento 6 e aos segundos associados do tratamento 5, logo 
1
22 4p = , dado que os tratamentos 5 e 6 são primeiros associados. 

A célula relativa à linha 1 e coluna 6 representa o número de tratamentos comuns aos 

segundos associados do tratamento 1 e aos segundos associados do tratamento 6, logo 
2
22 2p = , dado que os tratamentos 1 e 6 são segundos associados. 

 

Retomando o exemplo obtém-se a seguinte concretização de matrizes: 
 

1 0 0 0 1 1
1 1 0 0 1 0
1 0 1 1 0 0
0 0 1 1 1 0
0 1 0 1 0 1
0 1 1 0 0 1

v b

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥× ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

N
   

1 1 1 0 0 0
0 1 0 0 1 1
0 0 1 1 0 1
0 0 1 1 1 0
1 1 0 1 0 0
1 0 0 0 1 1

T
b v

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥× ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

N
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1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

Jv v

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥× ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

                   

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

v b

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥× ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

J  

 
 
e os seguintes cálculos: 
 

1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 3 3 3 3 3 3 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 0 3 3 3 3 3 3 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 0 0 3 3 3 3 3 3 1 1 1 1 1 1

3
1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 0 3 3 3 3 3 3 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 0 1 0 1 0 1 3 3 3 3 3 3 1 1
1 1 1 1 1 1 0 1 1 0 0 1 3 3 3 3 3 3

J Nv v v b× ×

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

Jv bk ×

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

=⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 
 

1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 3 3 3 3 3 3 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 1 0 1 1 1 1 1 1 3 3 3 3 3 3 1 1 1 1 1 1
1 0 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 3 3 3 3 3 3 1 1 1 1 1 1

3
0 0 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 3 3 3 3 3 3 1 1 1 1 1 1
0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 1 1 3 3 3 3 3 3 1 1
0 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 3 3 3 3 3 3

v b v v× ×

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

N J

1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

v br ×

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

=⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

J  

 
 

3 2 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1
2 3 1 1 1 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1
1 1 3 2 1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1

3 2 1
1 1 2 3 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 1 1
1 1 1 1 3 2 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1
1 1 1 1 2 3 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0

T

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

= = + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

NN 1 1 2 2

0 0
1 1 1 1 0 0

r λ λ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= + +⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

I B B

 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 6 6 6 6 6 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 6 6 6 6 6 6 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 6 6 6 6 6 6 1 1 1 1 1 1

6
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 6 6 6 6 6 6 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 6 6 6 6 6 6 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 6 6 6 6 6 6

J Jv v v b× ×

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

1 1 1
1 1 1 1 1 1

Jv bv ×

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

=⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦
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1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 3 3 3 3 3 3 1 1 1 1 1 1
0 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 3 3 3 3 3 3 1 1 1 1 1 1
0 0 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 3 3 3 3 3 3 1 1 1 1 1 1

3
0 0 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 3 3 3 3 3 3 1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 0 0 1 1 1 1 1 1 3 3 3 3 3 3 1
1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 3 3 3 3 3 3

T
b v v v× ×

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

N J

1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

b vk ×

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

=⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

J  

 

 

Para além da simplificação na escrita, o tratamento matricial dos PBIBD revela-se 

muito vantajoso no tratamento e análise destes planos, em especial dos casos com grandes 

dimensões e que exigem um elevado esforço computacional. 
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Capítulo 3 
 

Análise em Planos em Blocos Incompletos Parcialmente 

Equilibrados 
 
 
 
 
 3.1. Introdução  

O principal objectivo da análise experimental é a redução do erro experimental, o que 

pode ser concretizado através do planeamento de experiências em Blocos Completos 

Casualizados, no qual a comparação entre o efeito dos tratamentos e o efeito dos blocos é 

ortogonal. A ortogonalidade não se verifica para os Planos em Blocos Incompletos e por isso, 

para tratar a informação, é necessário proceder à análise intrabloco, isto é dentro do bloco. 

O nome análise intrabloco deve-se ao facto dos contrastes dos efeitos dos tratamentos 

ser estimado como uma combinação linear de comparações das observações do mesmo bloco. 

Desta forma, o efeito dos blocos é eliminado e as estimativas são dadas em função dos efeitos 

dos tratamentos e do erro (apenas dentro do bloco). Yates (1936) encontrou o melhor 

estimador linear centrado (BLUE) intrabloco para a comparação de tratamentos. Baseado em 

pressupostos de eficiência, Yates (1939) defendeu que na análise intrabloco parte da 

informação contida na comparação total dos blocos era ignorada e como resposta propôs a 

recuperação da informação interbloco, isto é entre os blocos. 

O mesmo autor (1939, 1940) mostrou que nos Planos em Blocos Incompletos 

Equilibrados o restabelecimento da informação interbloco pode ser conjugado com a análise 

intrabloco, para obter estimadores mais eficientes na comparação dos tratamentos. Nair 

(1944) expandiu estes resultados aos Planos em Blocos Incompletos Parcialmente 

Equilibrados e Rao (1947) desenvolveu a análise para o caso geral dos Planos em Blocos 

Incompletos e estudou a relação combinada intra-interbloco. 

Dado que a análise do caso geral dos Planos em Blocos Incompletos é bastante 

referida na literatura, não se irá proceder ao seu estudo detalhado, fazendo sempre que 

oportuno referência aos resultados já conhecidos. Seguidamente aborda-se, de uma forma 
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mais detalhada, a análise intrabloco e a análise combinada intra-interbloco dos Planos em 

Blocos Incompletos Parcialmente Equilibrados. 

 
 
 
 
 
3.2. Análise intrabloco  

3.2.1. Análise intrabloco para o caso geral dos PBI  

Considerem-se b  blocos com 1 2, ,..., bk k k  unidades experimentais e v  tratamentos que 

ocorrem 1 2, ,..., vr r r  vezes então 
1 1

v b

i j
i j

r k N
= =

= =∑ ∑ , sendo N o número total de observações. 

 
O modelo estatístico é: 

ij i j ijy eµ τ β= + + +l l , 1, 2,...,i v= ; 1, 2,...,j b=  e 1,2,..., ijn=l  (3.1) 

 
Neste modelo, ijy l  representa a l -ésima observação, do i-ésimo tratamento, no j-

ésimo bloco; µ  é a média global e iτ  e jβ  representam respectivamente o efeito do i-ésimo 

tratamento e do j-ésimo bloco. 

A componente aleatória do erro é representada por ije l . Esta componente contém o 

erro experimental ( ijε l ) e o erro das observações ( ijη l ), tal que: ij ij ije ε η= +l l l . Obedece ainda 

às restrições usuais: é uma variável aleatória que segue uma distribuição normal e 

identicamente distribuída, gozando de independência e homocedastecidade: 

( )2 2 2. . . 0,ij ee i i d N ε ησ σ σ≈ = +l .
 

 

As equações normais de , iµ τ  e jβ  são dadas por: 

 
�

1 1

ˆˆ
v b

i i j j
i j

G n r kµ τ β
= =

= + +∑ ∑  

�

1

ˆˆ , 1, 2,...,
b

i i i i i j j
j

T r r n i vµ τ β
=

= + + =∑                                 (Equações 3.2) 

�

1

ˆˆ , 1, 2,...,
v

j j i j i j j
i

B k n k j bµ τ β
=

= + + =∑
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iT  representa a soma de todas os valores observados correspondentes ao i-ésimo 

tratamento i ij
j

T y
⎛ ⎞

=⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ l
l

, jB  é a soma total dos valores observados do j-ésimo bloco 

j ij
i

B y⎛ ⎞=⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ l
l

e G  representa o somatório de todos os valores obtidos i j
i j

G T B= =∑ ∑ . 

 
 
Recorrendo à notação matricial pode escrever-se o modelo da seguinte forma: 

 y J X τ X β en τ βµ= + + + . (3.3) 

Jn  representa o vector coluna unitário de ordem n  e βX  é a matriz de incidência das 

observações dos blocos, definida como: 

 

β =X
1

2

J

J

J
b

k

k

k

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

O
, 

 
tal que: J

jk  representa vector coluna com jk  elementos unitários, 1, 2,...,j b=  e 

( )1 2, , ..., vτ =X x x x   simboliza a matriz de incidência das observações dos tratamentos, 

sendo ix  o vector coluna constituído por ir  elementos unitários e os restantes ( )in r−  

elementos são zero, tal que T
i i ir=x x  e ' 0T

i i =x x  para 'i i≠ ( ), ' 1, 2, ...,i i v= . 

 
 
Em notação matricial as equações (3.2) podem ser escritas como: 

ˆ
ˆ
ˆ

T T T T
n n n n n
T T T T

n
T T T T

n

τ β

τ τ τ τ β τ

β β τ β β β

µ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

J J J X J X J y
X J X X X X τ X y
X J X X X X X yβ

 

 
e após algumas simplificações tem-se que: 

 

 
ˆ
ˆ
ˆ

T T
b

v
T

b

Gτ µ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

N J R J K
RJ R N τ T
KJ N K Bβ

 (3.4) 
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Note-se que ( )Rv v idiag r× = , ( )Kb b jdiag k× = , Nv b ijn× = , ( )1 2, ,...,T
vT T T=T , 

( )1 2, ,...,T
bB B B=B , ( )1 2, ,...,T

vτ τ τ=τ  e ( )1 2, ,...,T
bβ β β=β . 

A partir das equações (3.4) pode obter-se a expressão ˆˆ ˆT
bµ + + =KJ N τ Kβ B  equivalente 

a 

 ( )1ˆˆ ˆT
bµ −+ = −J β K B N τ   (3.5) 

O segundo conjunto das equações (3.4) pode ser escrito como ˆˆ ˆRJ Rτ Nβ Tvµ + + = , 

que poderá também ser expresso como ˆˆ ˆNJ Nβ Rτ Tbµ + + = , dado que NJ RJb v= . 

Simplificando vem ( )ˆˆ ˆN J β T Rτbµ + = − . 

Substituindo (3.5) no segundo conjunto das equações (3.4) obtém-se  

( )1 ˆ ˆT− − = −NK B N τ T Rτ  

1 1ˆ ˆT− −− = −Rτ NK N τ T NK B  

e obtêm-se assim as equações normais reduzidas para τ  

 ( )1 1ˆT− −− = −R NK N τ T NK B
.
 (3.6) 

A notação standard é dada por 

 ˆC τ=Q   (3.7) 

 com  1 T−= −C R NK N   (3.8)  

 e     1Q T NK B−= −  (3.9) 

Uma dedução detalhada destas equações encontra-se em Oliveira, Teresa (1994). 

 

O elemento ( ), 'i i  da matriz C  é dado por '
' '

1

b
ij i j

ii ii i
j j

n n
c r

k
δ

=

= − ∑  , com ' 1iiδ =  para 

'i i=  ou ' 0iiδ =  para 'i i≠ . 
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O i-ésimo elemento da matriz Q  é iQ  que também se designa como o total ajustado 

do i-ésimo tratamento e pode ser expresso como: 

                      1

/
b

i i ij j j
j

Q T n B k
=

= − ∑  (3.10) 

 

A matriz C  é frequentemente designada por matriz de informação, uma vez que é 

determinada em função da matriz de incidência. Pode escrever-se C  como ( )1 2, ,...,C c c cv= , 

no qual ci  representa a i-ésima coluna da matriz C . 

 
Em Hinkelmann e Kempthorne (2005) é referido e demonstrado o importante teorema: 

 
 
 
 
Teorema 3.1:  

Seja C  a matriz de informação (3.8) 1 T−= −C R NK N , de dimensão v v× , com 

( ) 1Cr v= − . A matriz C C JJTa= +% , com { }\ 0a ∈� , admite como inversa a matriz -1C%  e a 

matriz -1C%  é a matriz inversa generalizada de C .  

 

 Aplicando o teorema anterior, a solução da equação (3.7) será dada por 

 ˆ -1τ=C Q%     (3.11) 

 

 Os mesmos autores mostram ainda que: 

 ( ) 1 2ˆvar T T
eσ−=c τ c C c% , (3.12) 

em que Tc τ  é uma função estimável e ˆTc τ  o seu estimador. 

 

Reescrevendo o modelo (3.3) como  

 
 y J X β X τ en β τµ= + + + , (3.13) 

 
este poderá ser escrito em notação matricial: 
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β τ

µ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤= +⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

y JX X β e
τ  

 

 ≡ +XΘ e ,  (3.14) 

 

com ( ): :X J X Xβ τ=  e ( ), ,T T Tµ=Θ β τ . 

O modelo das equações normais é da forma T T∗ =X XΘ X y  sendo a solução da 

equação anterior dada por ( )T T−∗ =Θ X X X y . 

Seja ( )T −
X X  uma matriz de dimensão ( ) ( )1 1b v b v+ + × + +  que pode ser escrita de 

forma particionada: 

( )T T

T T

µµ µβ µτ

µβ ββ βτ

µτ βτ ττ

−
⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A A A
X X A A A

A A A
, 

 

Segundo Hinkelmann e Kempthorne (2005): 

 
 ( ) 2var T T

eττ σ∗ =c τ c A c   (3.15) 

 
além disso, para qualquer função estimável Tc τ , tem-se que ˆT T ∗=c τ c τ  e o valor numérico 

obtido aplicando a expressão (3.12) ou (3.15) é o mesmo. 

Seja iic ′  o elemento ( ),i i′  de 1C−%  e iia ′ o correspondente elemento de Aττ , então para 

'c τ i iτ τ ′= −  vem: 

 ( ) ( ) ( )2 2ˆ ˆvar 2 2ii ii i i ii ii i i
i i e ec c c a a aτ τ σ σ′ ′ ′ ′ ′ ′

′− = − + = − +   (3.16) 

 

 

Recorrendo ao modelo (3.13): y J X β X τ en β τµ= + + + , pretende testar-se a 

hipótese: 

0 1 2: ... vH τ τ τ= = = . 
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A tabela ANOVA, relativamente aos blocos nos quais se ignoram o efeito dos 

tratamentos, o que frequentemente é designado na literatura por tratamentos após os blocos, é 

dada por: 

 
 

 
Tabela 3.1: ANOVA Intrabloco para os Planos em Blocos Incompletos para o modelo 

y J X β X τ en β τµ= + + +  
 
 
 
 
 A estatística de teste é dada por: 

1

1

ajust

E

SQT
vF SQ

n b v

−=

− − +

. 

 
 
 Note-se que ( )/ 1ESQ n b v− − +   é um estimador de 2

eσ  que permite estimar (3.12), 

isto é, a ( )ˆvar Tc τ . 
 
 
 

Recorrendo ao modelo (3.3): n τ βµ= + + +y J X τ X β e , a seguinte tabela ANOVA 

revelar-se-á útil na análise combinada intra-interbloco. Esta análise é designada por blocos 

após os tratamentos, é dada por: 

 

Fonte de variação Soma de quadrados 
Graus de 

liberdade 

Esperança dos 

quadrados médios 

Blocos 

(ignorando tratamentos) 

2 2

1

b
j

j j

B GSQB
k N=

= −∑  1b −   

Tratamentos  ajustados 

(isto é, eliminando os 

blocos) 
.

1

ˆ
v

ajust i i
i

SQT Qτ
=

= ∑  1v −  2

1

T

e v
σ +

−
τ Cτ

 

Erro 
 

E otal ajustSQ SQT SQB SQT= − − 1n b v− − +  2
eσ  

Total 
2

2
otal ij

ij

GSQT y
N

= −∑ l
l

 1n −   
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Tabela 3.2: ANOVA intrabloco para os Planos de Blocos Incompletos para o modelo 

n τ βµ= + + +y J X τ X β e  

 

 

 

 

3.2.2. Análise intrabloco de um PBIBD com duas classes de associação  
 
Pretende comparar-se o efeito de v  tratamentos distribuídos por b  blocos, o mais 

possível homogéneos, num PBIBD com duas classes de associação. Neste modelo os 

tratamentos são distribuídos aleatoriamente pelos b  blocos e pelas k  unidades experimentais. 

A sua aplicação torna-se útil nos casos em que não existe interacção entre os blocos e os 

tratamentos, isto é quando os blocos não afectam significativamente o efeito dos tratamentos. 

Este modelo designa-se por análise intrabloco dado que as diferenças entre os blocos são 

eliminadas e as estimativas de todos os contrastes nos efeitos dos tratamentos podem ser 

expressas em termos de comparação entre parcelas do mesmo bloco.  

Pretende testar-se as hipóteses 0 1 2: ... vH τ τ τ= = =  versus 1 : , 0
i iH τ τ∃ ≠ . 

 
Considere-se o modelo estatístico (3.1): ijl i j ijly eµ τ β= + + + , 1, 2,...,i v= ; 

1, 2,...,j b= ,  1, 2,..., ijl n=  e um PBIBD definido pelos parâmetros , , , , , , i
i i jkv b r k n pλ  e 

, , 1, 2,...,i j k m= .  Para um IBD, John (1971) mostra que (3.10) pode ser escrito como: 

Fonte de variação Soma de quadrados Graus de liberdade 

Tratamentos   

(ignorando os blocos) 

2 2

1

v
i

i i

T GSQT
r N=

= −∑  1v −  

Blocos ajustados  

(isto é, eliminando os tratamentos) ajustadosSQB SQTotal SQE SQT= − −  1b −  

Erro 
 

Da tabela 1.1. 
1n b v− − +  

Total 
2

2
otal ij

ij

GSQT y
N

= −∑ l
l

 1n −  
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 2

1 1 1

ˆ ˆ /
b v b

h hj h hj ij i
j i j

Q n n n kτ τ
= = =

= −∑ ∑∑  (3. 17) 

 

Seja ĥτ  o efeito do h-ésimo tratamento ( 1, 2,...,h v= ) e ( )ˆj hS τ  o somatório de todos 

os efeitos dos jn  tratamentos, j-ésimos associados de h , para 1, 2,...,j m= , então a equação 

reduzida do h -ésimo tratamento, 1, 2,...,h v=   pode ser escrita como 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ1 ...h h h h m m hkQ r k S S Sτ λ τ λ τ λ τ= − − − − −  (3. 18) 

 então:  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 2 2 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1 ... m mkQ r k S S Sτ τ λ τ λ τ λ τ= − − − − −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 1 1 2 2 2 2 2

1 1 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1 ...

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1 ...
j j j j j

m m

n n n n m m n

kQ r k S S S

kQ r k S S S

τ τ λ τ λ τ λ τ

τ τ λ τ λ τ λ τ

= − − − − −

= − − − − −

M  

 
Somando as jn  equações anteriores, obtém-se a equação:  

( ) ( ) ( ) 1 1 2 2ˆ1 .....j h j h m mkS Q r k S P P Pτ λ λ λ= − − − − − ,  (3.19) 

 ( )j hS Q  encontra-se definido de forma análoga a ( )ˆj hS τ  e 1 2, ,..., mP P P  são funções 

lineares dos efeitos dos tratamentos, tal que: 

( )
1

ˆ
m

i
u ju i h

i

P p S τ
=

= ∑ , u j≠  e 1, 2, ...,i m=   

e ( )
1

ˆ ˆ
m

i
j j h jj i h

i

P n p Sτ τ
=

= + ∑ . 

 

substituindo estas expressões em  (3.19), vem para duas classes de associação: 

 
( ) ( ) ( )1 1 1 1 2 2ˆ1h hkS Q r k S P Pτ λ λ= − − −  

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2

1 1 1 1 11 1 11 2 2 12 1 12 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1h h h h h h hkS Q r k S n p S p S p S p Sτ λ τ τ τ λ τ τ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⇔ = − − + + − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦  
 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2
1 1 1 1 1 11 2 12 2 1 11 2 12ˆ ˆ ˆ1h h h hkS Q n S r k p p S p pλτ τ λ λ τ λ λ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⇔ = − + − − − + − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦   (3.20) 
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( ) ( ) ( )2 2 1 1 2 2ˆ1h hkS Q r k S P Pτ λ λ= − − −  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2
2 2 1 21 1 21 2 2 2 22 1 22 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1h h h h h h hkS Q r k S p S p S n p S p Sτ λ τ τ λ τ τ τ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⇔ = − − + − + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

 
( ) ( ) ( ) ( )2 2 1 1

2 2 2 1 21 2 22 2 1 21 2 22 1ˆ ˆ ˆ1h h h hkS Q n r k p p S p p Sλ τ λ λ τ λ λ τ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⇔ = − + − − − + − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦      
(3.21) 

 

Seguidamente, apresenta-se a resolução proposta por Rao (1947), para duas classes de 

associação. 

Partindo da hipótese nula 2ˆ ˆ0 0h h
h h

τ λ τ= ⇒ =∑ ∑ ( ) ( )2 1 2ˆ ˆ ˆ 0h h hS Sλ τ τ τ⎡ ⎤⇒ + + =⎣ ⎦  e 

com o intuito de eliminar ( )2 ˆhS τ , vem somando à equação (3.18), para duas classes de 

associação: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 2 1 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1h h h h h h hkQ r k S S S Sτ λ τ λ τ λ τ τ τ⎡ ⎤= − − − + + + =⎣ ⎦  

                                ( ) ( ) ( )2 2 1 1ˆ ˆ1 h hr k Sλ τ λ λ τ⎡ ⎤= − + + −⎣ ⎦ . 

  
 Sejam: ( )12 21A r k λ= − +   (3.22) 

 e 12 2 1B λ λ= − ,  (3.23) 

 então hkQ ( )12 12 1ˆ ˆh hA B Sτ τ= + . (3.24) 

 

Por outro lado, a expressão (3.20) pode ser escrita como:  

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 2 2

1 1 1 1 11 2 12 2 1 11 2 12 1 11 2 12 1 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1h h h h h hn S r k p p S p p p p S Sλ τ τ λ λ τ λ λ λ λ τ τ τ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + − − − + − − + + + + =⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

( ) ( ) ( )2 2 1 1 2 2
1 1 1 11 2 12 1 1 11 2 12 1 11 2 12ˆ ˆ 1h hn p p S r k p p p pλ λ λ τ τ λ λ λ λ⎡ ⎤= − + + + − − − + + =⎣ ⎦  

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 1 1 2 2

1 11 12 1 11 2 12 1 1 11 2 1 11 1 11 2 1 11ˆ ˆ 1 1h hp p p p S r k p n p p n pλ λ λ τ τ λ λ λ λ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + + + + − − − − − + + − =⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 1 2 1

2 1 12 1 1 11 11 2 12 12ˆ ˆ 1h hp S r k p p p pλ λ τ τ λ λ⎡ ⎤= − + − + − + −⎣ ⎦ ,  

 
 então ( ) ( )1 22 22 1ˆ ˆh h hkS Q A B Sτ τ= + ,     (3.25) 
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 em que ( ) 2
22 2 1 12A pλ λ= −  (3.26) 

 e ( ) ( )( )1 2
22 2 2 1 11 111B r k p pλ λ λ= − + + − − .  (3.27) 

 

Resolvendo as equações (3.24) e (3.25) em ordem a ( )1 ˆhS τ  e igualando-as, obtém-se 

( )1 2212

12 22

ˆˆ h hh h kS Q AkQ A
B B

ττ +−
= , expressão que simplificada permite escrever: 

 
( )22 12 1

12 22 22 12

ˆ h h
h

k B Q B S Q
A B A B

τ
⎡ ⎤−⎣ ⎦=

−
   (3.28) 

  ou  ( )22 12 1ˆr h h hk B Q B S Qτ ⎡ ⎤∆ = −⎣ ⎦ ,   (3.29) 

sendo 12 22 22 12 rA B A B− = ∆ . 

 
Em John, Peter (1971) encontra-se que para um PBIBD com duas classe de 

associação, ' ' 1
22

ii i i
rc c B k −= = ∆ , ' 1

12
ii

rc kB −= − ∆ , se h  e i  são primeiros associados e ' 0iic =  se 

h  e i  são segundos associados. Substituindo em (3.16) obtêm-se as expressões: 

( ) ( ) 1 2
22 12 1ˆ ˆ 2h i rV k B B vτ τ σ−− = + ∆ = , h  e i  primeiros associados; (3.30) 

( ) 1 2
22 2ˆ ˆ 2h i rV kB vτ τ σ−− = ∆ = , h  e i  segundos associados; (3.31) 

A média da variância é dada por 1 1 2 2

1 2

. . n v n vAV
n n

+
=

+
. 

 

 
3.3. Análise interbloco  

3.3.1. Análise interbloco para o caso geral dos PBI  

Yates (1939, 1940) argumentou que, para um Plano em Blocos Incompletos as 

comparações entre os totais dos blocos contêm informação sobre a comparação dos 

tratamentos, pelo que desenvolveu o estudo da análise interbloco. Considerem-se, a título de 

exemplo, os blocos: 
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Bloco 1: 51 31 11, ,y y y  

Bloco 2: 22 42 32, ,y y y  

 

Sejam 1 51 31 11B y y y= + +  e 2 22 42 32B y y y= + + . Recorrendo ao modelo (3.1) pode 

escrever-se: 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 5 2 1 2 4 3 1 2 51 31 11 22 42 32: 3 3B B e e e e e eτ τ τ τ τ τ β β− + + − + + + − + + + − + + . 

Assumindo que jβ  são variáveis aleatórias de média zero então: 

( )1 2 1 5 2 4E B B τ τ τ τ− = + − −  

e, desta forma, pode concluir-se que a comparação entre os blocos contém informação acerca 

da comparação dos tratamentos, pelo que será conveniente estudar a análise interbloco. 

 
 O modelo estatístico a considerar é o modelo (3.3):  

 y J X τ X β en τ βµ= + + +   

assumindo que o vector β é aleatório, a ( )β 0E =  e a ( ) 2var β Iβσ= .  

 
Como foi referido anteriormente a análise interbloco tem por base a soma dos totais 

dos blocos e não a observação individual de cada célula, pelo que se irá considerar:  

1

2T T T

b

k
k

k

β βµ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= + + +
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

X y N τ Kβ X e
M

 

 então tem-se que ( )
1

2T T

b

k
k

E

k

β µ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= +
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

X y N τ
M

  (3.28) 

A matriz de variância-covariância para este modelo é dada por:  

( ) 2 2 2var T
eβ βσ σ= +X y K K

 

então ( )
2

2 2
2var T

e e
e

β
β

σ
σ σ

σ
⎛ ⎞

= + =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

X y K I K L  

e { } { }
2

1
2 1

2

1j j j j j j
e

wdiag diag k k diag k diag k
w

βσ
ρ

σ −

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎧ ⎫⎪ ⎪= = + = =⎜ ⎟⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎩ ⎭⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
L l  
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 com 1 2

1

e

w
σ

=  (3.29) 

 1
2 2 2

1

e j

w
k βσ σ

− =
+

 (3.30) 

 
2 2

1
1 2

2

e j
j

e

kw
w

βσ σ
ρ

σ−

+
= =   (3.31) 

 

 Os coeficientes 1w  e 1
2w−  são designados por pesos intrabloco e interbloco 

respectivamente, sendo 1w  o equivalente à variância intrabloco e '
2w  de forma análoga 

representa a variância interbloco.  

Em Hinkelmann e Kempthorne (2005) encontra-se a solução das equações interbloco e 

o seu estudo detalhado. Os mesmos autores afirmam que quando b v< , isto é quando o 

delineamento é um IBD, a característica da matriz que contém a solução das equações 

interbloco é inferior a v , o que significa que a informação interbloco não está disponível para 

todos os contrastes dos tratamentos, sendo portanto recomendável recorrer à informação 

combinada intra-interbloco. 

  

 

 

3.4. Análise combinada intra-interbloco  

3.4.1. Análise combinada intra-interbloco para o caso geral dos PBI  

A análise intrabloco e interbloco podem ser conjugadas de forma a encontrar a melhor 

função estimável dos efeitos dos tratamentos, sendo para tal necessário somar os coeficientes 

das matrizes das equações normais reduzidas da informação intrabloco e os coeficientes das 

matrizes das equações normais interbloco, o que permitirá obter um sistema de equações em 

ordem a * * *
1 2, ,..., vτ τ τ , que representa o efeito dos tratamentos para a análise combinada intra-

interbloco. A solução destas equações permitirá encontrar os estimadores dos contrastes dos 

tratamentos. 
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Retomando o modelo (1.1)  
ij j j jy eµ τ β= + + +l l l , 1, 2,...,j b=  e 1, 2,..., jk=l . (3.32) 

 

Neste modelo, jτ l  representa o efeito do tratamento aplicado à l -ésima unidade 

experimental do j-ésimo bloco e jβ  são variáveis aleatórias independentes e identicamente 

distribuídas com ( ) 0E β = , ( ) 2var ββ σ=  e je l  são variáveis aleatórias i.i.d. com ( ) 0jE e =l .  

Em Hinkelmann e Kempthorne (2005) prova-se que a solução das equações normais 

reduzidas para a análise combinada intra-interbloco é dada por: 

 
( ) ( )1 1 1 1ˆ̂τ− − − −⎡ ⎤− − = − −⎣ ⎦R NK I S T NK I S B  (3.33) 

 
em ( )jdiag ρ=S , que podem ser escritas como: 

 ˆ̂τ =A P  (3.34) 

 

 ou 1ˆ̂τ −= A P   (3.35) 

 ( ) ( )' ' ' 2
'

ˆ ˆˆ ˆvar 2ii i i ii
i i ea a aτ τ σ− = + −  (3.36) 

 

para o qual  'iia  representa o elemento de ordem ( ), 'i i  da matriz -1A . 

 

 Note-se que -1A  vem em função de 2
βσ  e de 2

eσ . Salienta-se ainda, o facto de num 

delineamento equirreplicado e próprio, isto é, se ir r=  e ik k= , se tem:  

 
( ) ( )1 11 1ˆ̂1 1Tr

k k
ρ τ ρ− −⎡ ⎤− − = − −⎢ ⎥⎣ ⎦

I NN T NB . (3.37)  

Para estimar os pesos 1w  e 2w , irá recorrer-se aos estimadores referidos em Dey 

(1986): 

 1 2

1ˆ
e

w
σ

=  (3.38) 

 e ( )
( ) ( )2 2 2

1
ˆ

1 b e

v r
w

k b v kσ σ
−

=
− − −

. (3.39) 
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3.4.2. Análise combinada intra-interbloco de um PBIBD com duas 

classes de associação 
 
Em Dey (1986) refere-se que as equações normais das equações combinadas inter-

intra bloco são:   

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 1 2 2 1 2ˆ ˆ ˆ1 h h h h hr w k w w w S S w kQ w Pτ λ τ λ τ⎡ ⎤− + − − + = +⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦
) ) )

     (3.40) 

com ( )
( )

/h j
j h

P B r b G= −∑ , no qual 
( )

j
j h

B∑ representa o somatório dos totais dos blocos que 

contém o h-ésimo tratamento e G  a soma de todas as observações.  

 

Por um processo análogo à análise intrabloco para os PBIBD com duas classes de 

associação, considere-se a restrição ( ) ( )1 2ˆ ˆ ˆ 0h h hS Sτ τ τ+ + =
) ) )

 e eliminando ( )2 ˆhS τ
)

 da 

expressão (3.40) obtêm-se: 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 2 1 2 2 1 2 2 1 1 1 2ˆ ˆ1 h h h hr w k w w w w w S w kQ w Pλ τ λ λ τ⎡ ⎤− + + − + − − = +⎣ ⎦
) )

, 1, 2,...,h v= . 

 
Somando as equações anteriores ao longo dos primeiros associados de ĥτ

)
e eliminado 

( )2 ˆhS τ
)

 vem: 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )2 1 2
1 2 2 1 12 1 1 2 1 2 2 2 1 11 11 1ˆ ˆ 1h h hw w p S r k w w w w p p S Rλ λ τ τ λ λ λ⎡ ⎤− − + − + + − + − − =⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

) )

 

com 1 2h h hR w kQ w P= + .   

 
Resolvendo as equações ˆhτ

)
 por um processo análogo às equações intrabloco vem 

 
( )* *

22 12 1
* * * *
12 22 12 22

ˆ h h
h

k B R B S R
A B B A

τ
⎡ ⎤−⎣ ⎦=

−

)
, 1, 2,...,h v=  (3.41) 

  

 com ( ) ( )*
12 1 2 1 2 21A r w k w w w λ= − + + −⎡ ⎤⎣ ⎦ ,  (3.42) 

 ( )( )*
12 2 1 1 2B w wλ λ= − − ,  (3.43) 

 ( )( )* 2
22 1 2 2 1 12A w w pλ λ= − −  (3.44) 

 e ( ) ( ) ( )( )* 1 2
22 1 2 1 2 2 2 1 11 111B r w k w w w p pλ λ λ⎡ ⎤= − + + − + − −⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ . (3.45) 
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A partir da expressão (3.36) obtêm-se as expressões: 

( ) ( )* *
22 12* *

* * * *
12 22 12 22

2
ˆ ˆh i

k B B
V

A B B A
τ τ

+
− =

−
, h  e i  primeiros associados; (3.46) 

( )
*

* * 22
* * * *
12 22 12 22

2ˆ ˆh i
kBV

A B B A
τ τ− =

−
, h  e i  segundos associados. (3.47) 

 

 

3.4.3  Exemplo da análise de variância de um PBIBD com  

   duas classes de associação 
     

A partir das tabelas de PBIBD, para duas classes de associação, construídas por Bose, 

Clatworthy e Shrikhande (1954), seleccionou-se o seguinte plano, definido pelos parâmetros 

1 29, 9, 3, 3, 1, 0,v b r k λ λ= = = = = =  1 26 2n e n= = : 

 

 

Esquema 3.1: PBIBD com duas classes de associação ( )1 29, 9, 3, 3, 1, 0v b r k λ λ= = = = = =  

 
Na tabela seguinte apresentam-se as respectivas classes de associação: 

Tabela 3.3: Classes de associação do PBIBD ( )1 29, 9, 3, 3, 1, 0v b r k λ λ= = = = = =  

Bloco 1  Bloco 2  Bloco 3 
3              8              4  2              7              4  1              7              5 

     
Bloco 4  Bloco 5  Bloco 6 

7              8              9  4              5              6  3              9              5 

     
Bloco 7  Bloco 8  Bloco 9 

1              8              6  2              9              6  1              2              3 

Tratamento Primeiros associados Segundos associados 
1  2 3 5 7 6 8 4 9 
2 1 3 4 6 7 9 5 8 
3 1 2 4 5 8 9 6 7 
4 2 3 5 6 7 8 1 9 
5 1 3 4 6 7 9 2 8 
6 1 2 4 5 8 9 3 7 
7 1 2 4 5 8 9 3 6 
8 1 3 4 6 7 9 2 5 
9 2 3 5 6 7 8 1 4 
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Considerem-se como primeiros associados, por exemplo, os tratamentos 1 e 2, então: 

{ } { }{ }1
11 # 2,3,5,6,7,8 1,3, 4,6,7,9 3p = ∩ =  

{ } { }{ }1
12 # 2,3,5,6,7,8 5,8 2p = ∩ =  

{ } { }{ }1
21 # 5,8 2,3,5,6,7,8 2p = ∩ =  

{ } { }{ }1
22 # 5,8 4,9 0p = ∩ =  

 

 

Considerem-se como segundos associados, por exemplo, os tratamentos 1 e 4, então: 

{ } { }{ }2
11 # 2,3,5,6,7,8 2,3,5,6,7,8 6p = ∩ =  

{ } { }{ }2
12 # 2,3,5,6,7,8 1,9 0p = ∩ =  

{ } { }{ }2
21 # 4,9 2,3,5,6,7,8 0p = ∩ =  

{ } { }{ }2
22 # 4,9 1,9 1p = ∩ =  

 

 

Escrevendo a informação anterior sob a forma de notação matricial vem: 

1

3 2
2 0

P
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 e 2

6 0
0 1

P
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

. 

 

 

Pretende estudar-se o efeito de nove tipos de adubos ( )9v = , na produção de 

sementes, em gramas, colhidas em nove parcelas ( )9b = . Cada parcela contém três unidades 

experimentais ( )3k = . Neste delineamento, cada tratamento foi repetido três vezes ( )3r =  e 

cada par de tratamentos primeiros associados ocorre no mesmo bloco uma única vez ( )1 1λ = . 

Os pares de tratamentos segundos associados nunca ocorrem no mesmo bloco ( )2 0λ =  . Cada 

tratamento tem seis tratamentos primeiros associados ( )1 6n =  e dois tratamentos segundos 

associados ( )2 2n = . Admita-se a título exemplificativo que se obtiveram os seguintes 

resultados: 
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Esquema 3.2: 

Resultados obtidos na concretização de uma experiência de um PBIBD ( )1 29, 9, 3, 3, 1, 0v b r k λ λ= = = = = =  

 

Análise intrabloco 
 

Considere-se que a variável aleatória ijy l  representa a quantidade em gramas de 

sementes colhidas sujeitas ao tratamento j, no bloco i na l - ésima unidade experimental, com 

1 9i≤ ≤ , 1 9j≤ ≤  e 1 3≤ ≤l . 

Pretende testar-se a hipótese H0: 1 2 9...τ τ τ= = =   versus H1: , :i j i jτ τ∃ ≠ . 
 

A partir dos dados anteriores constata-se que o número de observações é 27N =  e 

determina-se o grande total, isto é 59 56 53 ... 27 35 1296G = + + + + + = . Além disso, 
2 21296 62208

27
GCF
N

= = = . 

 
A partir das expressões (3.22), (3.23), (3.26) e (3.27): ( )12 21A r k λ= − + , 12 2 1B λ λ= − , 

( ) 2
22 2 1 12A pλ λ= −  e ( ) ( )( )1 2

22 2 2 1 11 111B r k p pλ λ λ= − + + − −  e procedendo à substituição dos 

parâmetros, conclui-se que 12 6A = , 12 1B = − , 22 0A =  e 22 9B = . Para estimar as componentes 

de variância, tem-se: 

( ) ( ) ( )1 2 2 2
22 12

2 3 9 1 8ˆ ˆ 2
6 9 1 0 9h i rV k B Bτ τ σ σ σ− × × −

− = + ∆ = =
× + ×

, h  e i  1.ºs associados; 

          ( ) 1 2 2 2
22

2 3 9ˆ ˆ 2
6 9 1 0h i h rV kB Qτ τ σ σ σ− × ×

− = ∆ = =
× + ×

, h  e i  2.ºs associados; 

Dado que ( ) ( )
^

22 12 1 12 22 22 12/i i ik B Q B S Q A B A Bτ ⎡ ⎤= − −⎣ ⎦ , então ( )
^

13 9 / 54i i iQ S Qτ ⎡ ⎤= +⎣ ⎦ . 

Bloco 1  Bloco 2  Bloco 3 
3              8              4 

   59              56             53 
 2              7              4 

   35              33             40 
 1              7              5 

   48              42             42 
     

Bloco 4  Bloco 5  Bloco 6 
7              8              9 

   46              56             51 
 4              5              6 

   61              61             55 
 3              9              5 

   52              53             48 
     

Bloco 7  Bloco 8  Bloco 9 
1              8              6 

   54              58             62 
 2              9              6 

   45              46             47  
1              2              3 

   31              27             35 
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Bloco 1 Bloco 2 Bloco 3 Bloco 4 Bloco 5 Bloco 6 Bloco 7 Bloco 8 Bloco 9
    

59 35 48 46 61 52 54 45 31 

56 33 42 56 61 53 58 46 27 

53 40 42 51 55 48 62 47 35 

1B = 168 2B = 108 3B = 132 4B = 153 5B = 177 6B = 153 7B = 174 8B = 138 9B = 93 

 

Tabela 3.4: Soma dos efeitos dos tratamentos para cada bloco 

 
 
 

Tratamento 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

48 35 59 53 42 55 33 56 53 

54 45 52 40 61 62 42 56 51 

31 27 35 61 48 47 46 58 46 

1T = 133 2T = 107 3T = 146 4T = 154 5T = 151 6T = 164 7T = 121 8T = 170 9T = 150
 

Tabela 3.5: Soma dos efeitos de cada tratamento 

  

Tratamento 

Blocos em que 

ocorre o 

tratamento 
( )

j
j i

B∑  
( )

1
j

j i
B

k ∑  
()

/i i j
ji

QT Bk=−∑

iT  
( )

/i i j
j i

Q T B k= − ∑  

1 3, 7, 9 3 7 9 399B B B+ + =  133 1T = 133 1 0Q =  

2 2, 8, 9 2 8 9 339B B B+ + =  113 2T = 107 2 6Q = −  

3 1, 6, 9 1 6 9 414B B B+ + =  138 3T = 146 3 8Q =  

4 1, 2, 5 1 2 5 453B B B+ + =  151 4T = 154 4 3Q =  

5 3, 5, 6 3 5 6 462B B B+ + =  154 5T = 151 5 3Q = −  

6 5, 7, 8 5 7 8 489B B B+ + =  163 6T = 164 6 1Q =  

7 2, 3, 4 2 3 4 393B B B+ + =  131 7T = 121 7 10Q = −  

8 1, 4, 7 1 4 7 495B B B+ + =  165 8T = 170 8 5Q =  

9 4, 6, 8 4 6 8 444B B B+ + =  148 9T = 150 9 2Q =  

 

Tabela 3.6: Cálculos conducentes à análise intrabloco 
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Tabela 3.7: Estimativas dos efeitos dos tratamentos 

 
 

 Seguidamente, serão determinados os valores necessários para preencher a tabela 

ANOVA: 

Soma dos quadrados total: 
2 2 2 2 259 56 53 ... 35 62208 64698 62208 2490otal ijSQT y CF= − = + + + + − = − =∑ l  

Soma dos quadrados dos blocos: 

21 193428 62208 2268
3jSQB B CF

k
= − = − =∑  

Soma de quadrados de tratamentos ajustados .
1

ˆ
v

ajust i i
i

SQT Qτ
=

⎛ ⎞=⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ : 

.
5 50 73 22 23 10 89 49 13 3650 6 8 3 3 1 10 5 2

18 18 18 18 18 18 18 18 18 3ajustSQT = − × + × + × + × + × + × + × + × + × =

 

Soma de quadrados do erro: 

2490 2268 365 / 3 100,33otal ajustSQE SQT SQB SQT= − − = − − =  

( )1 iS Q  ( )
^

13 9 / 54i i iQ S Qτ ⎡ ⎤= +⎣ ⎦  

( )1 1 2 3 5 6 7 8 5S Q Q Q Q Q Q Q= + + + + + = −  ^

1τ = 5/18−  

( )1 2 1 3 4 6 7 9 4S Q Q Q Q Q Q Q= + + + + + =  ^

2τ = 50 /18−  

( )1 3 1 2 4 5 8 9 1S Q Q Q Q Q Q Q= + + + + + =  ^

3τ = 73/18  

( )1 4 2 3 5 6 7 8 5S Q Q Q Q Q Q Q= + + + + + = −  ^

4τ = 22 /18 

( )1 5 1 3 4 6 7 9 4S Q Q Q Q Q Q Q= + + + + + =  ^

5τ = 23/18−  

( )1 6 1 2 4 5 8 9 1S Q Q Q Q Q Q Q= + + + + + =  ^

6τ = 10 /18  

( )1 7 1 2 4 5 8 9 1S Q Q Q Q Q Q Q= + + + + + =  ^

7τ = 89 /18−  

( )1 8 1 3 4 6 7 9 4S Q Q Q Q Q Q Q= + + + + + =  ^

8τ = 49 /18 

( )1 9 2 3 5 6 7 8 5S Q Q Q Q Q Q Q= + + + + + = −  ^

9τ = 13/18  
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Tabela 3.8: Análise intrabloco dos resultados obtidos na concretização de uma experiência de um PBIBD 
( )1 29, 9, 3, 3, 1, 0v b r k λ λ= = = = = =  

 

Nas tabelas da distribuição F de Snedcor encontra-se para ( )1, 1 ;F t bk b v α− − − + , 

neste caso, 8;10;0,05 3,07F = . Como o valor observado 1,52TF =  <  8;10;0,05 3,07F = , não se 

rejeita a hipótese nula, com uma significância a 5%, isto é não há diferenças significativas 

entre os tratamentos. 

 
Para estimar as componentes de variância, para 2 10,03σ = , tem-se portanto: 

( ) 28ˆ ˆ 8,9182
9h iV τ τ σ− = = , h  e i  1.ºs associados; 

( ) 2ˆ ˆ 10,03h iV τ τ σ− = = , h  e i  2.ºs associados. 

 

 
Análise combinada  intra-interbloco 

 
Seguidamente, irá proceder-se à estimativa dos pesos 1w  e 2w , considerando que 

1 2

1ˆ
e

w
σ

=  e ( )
( ) ( )2 2 2

1
ˆ

1 b e

v r
w

k b v kσ σ
−

=
− − −

, então: 

1
1ˆ

10,033
w =   e 

Análise intrabloco 

Fonte de variação Soma de quadrados Graus de 
liberdade 

Quadrados 
Médios 

Estatística 
de teste 

 
Blocos  desajustados 
(ignorando 
tratamentos) 
 

2268SQB =  8    

 
Tratamentos 
(ajustados), isto é 
eliminando os blocos 
 

121,67ajustSQT =  8  . 15,21
1

ajustSQT
v

=
−

 1,52TF =

Erro 100,33SQE =   10  10,03
1

SQE
n b v

=
− − +

 
 

Total 2490otalSQT =  26    
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2 2 2

3 3ˆ 0,005583452 ,
4 4 136,83375 10,033b e

w
σ σ

= = =
× − × −

 

 

dado que      2 1094,67 136,83375
1 8
ajust

b

SQB
b

σ = = =
−

. 

  

 A expressão 1 2ˆ ˆi i iR w kQ w P= +  será dada por 1 3 0,005583452
10,033i iR Q= × × + . 

 

A partir das expressões (3.42), (3.43), (3.44) e (3.45) e procedendo à substituição dos 

parâmetros, conclui-se que *
12 0,61478A = , *

12 0,09409B = , *
22 0A =  e *

22 0,89704B = .  

  

 O efeito dos tratamentos ( )* *
22 12 1*

* * * *
12 22 12 22

ˆ i i
i

B R B S R
A B B A

τ
−

=
−

 será expresso como  

( )1* 0,89704 0,09409
ˆ

0,55170
i i

i

R S R
τ

−
= . 

 
 Conclui-se portanto que: 
 
 

Tratamento 
( )

/i j
j i

P B rG b= −∑  
1 2ˆ ˆi i iR w kQ w P= +  ( )1 iS R  *

îτ  

1 1 33P = −  1 0,1843R = −  ( )1 1S R = -1,4951 *
1̂τ = ‐0,0446

2 2 93P = −  2 2,3133R = −  ( )1 2S R = 1,1961 *
2τ̂ = ‐3,9654

3 3 18P = −  3 2,2916R =  ( )1 3S R = 0,299 *
3̂τ = 3,6751

4 4 21P =  4 1,0143R =  ( )1 4S R = -1,4951 *
4τ̂ = 1,9042

5 5 30P =  5 0,7295R = −  ( )1 5S R = 1,1961 *
5̂τ = ‐1,3902

6 6 57P =  6 0,6173R =  ( )1 6S R = 0,299 *
6τ̂ = 0,9527

7 7 39P = −  7 3, 2079R = −  ( )1 7S R = 0,299 *
7τ̂ = ‐5,2669

8 8 63P =  8 1,8468R =  ( )1 8S R = 1,1961 *
8̂τ = 2,7989

9 9 12P =  9 0,6650R =  ( )1 9S R = -1,495 *
9̂τ = 1,3363

 
Tabela 3.9: Cálculos conducentes à análise combinada intra-interbloco 

 
 

Para estimar as componentes de variância tem-se portanto: 
 

              
( ) ( )* *

22 12* *
* * * *
12 22 12 22

2
ˆ ˆ 10,7833h i

k B B
V

A B B A
τ τ

+
− = =

−
, h  e i  primeiros associados;  
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( )

*
* * 22

* * * *
12 22 12 22

2ˆ ˆ 9,7596h i
kBV

A B B A
τ τ− = =

−
, h  e i  segundos associados;  

 

 Seguidamente, calcula-se: 

121,67 2268 1094,67 1295ajustados otalSQB SQT SQB SQT= + − = + − =  e  

2 2
2

1

1 189908 1296 1094,67
3 27

v

i
i

GSQT T
r N=

= − = − =∑ . 

 
 

 
Tabela 3.10: Análise combinada intra-interbloco  dos resultados obtidos na concretização de uma experiência de um 

PBIBD ( )1 29, 9, 3, 3, 1, 0v b r k λ λ= = = = = =  

 
 

Nas tabelas da distribuição F de Snedcor encontra-se para ( )1, 1 ;F t bk b v α− − − + , 

neste caso 8;10;0,05 3,07F = . Como o valor observado 16,138TF =  > 8;10;0,05 3,07F = , rejeita-se 

a hipótese nula, com uma significância a 5%, isto é, há evidência de diferenças significativas 

entre os blocos ajustados (eliminando os tratamentos).
 

Chama-se a atenção para a importância de recorrer a métodos de comparação múltipla 

de Tukey, Scheffé ou Bonferroni, nos casos de rejeição da hipótese de igualdade entre 

tratamentos. 

Análise combinada intra-interbloco 

Fonte de variação Soma de quadrados 
Graus de 

liberdade 

Quadrados 

Médios 

Estatística 

de teste 

Blocos ajustados 

(eliminando os 

tratamentos) 
. 1295ajustSQB =  8  161,88

1
ajustSQB

b
=

−
 16,138  

Tratamentos  

desajustados  

(ignorando blocos) 

1094,67SQT =  8    

Erro 
100,33SQE =   

 
10  10,033

1
SQE

n b v
=

− − +
  

Total 2490otalSQT =  26    
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Capítulo 4 
 

Classificação dos PBIBD  
 

A observação de determinadas regularidades dos PBIBD suscitou o interesse na sua 

classificação, sendo este assunto estudado desde a sua introdução por Bose e Nair (1939). 

Inicialmente, o estudo realizou-se apenas para duas e três classes de associação e 

posteriormente expandiu-se para um número superior de classes. 

No entanto, a classificação clássica mais abordada na literatura continua a ser a de 

Bose e Shimamoto (1952). Tabelas de PBIB com duas classes de associação encontram-se em 

Bose, Clatworthy e Shrikhande (1954) e em Clatworthy (1956). Em Morales (2005) podem 

encontrar-se 30 novos PBIBD ( 2m = ) cíclicos. Todos os PBIBD conhecidos com três classes 

de associação estão catalogados em Varghese et al (2008) e foram identificados no total 615 

planos. 

Neste capítulo irá estudar-se a classificação dos PBIBD procurando sempre que 

possível apresentar exemplos e ilustrar com representações esquemáticas. 

 

 
4.1  Classificação dos PBIBD ( )2m =   

 
4.1.1  PBIBD ( )2m =  Divisível em Grupos 

Considere-se um PBIBD com duas classes de associação. Se os v  tratamentos 

puderem ser agrupados em m  grupos contendo cada um n  tratamentos ( 1n > ) e se v mn= , 

então o PBIBD diz-se divisível em grupos. Assim, quaisquer dois tratamentos do mesmo 

grupo são primeiros associados e dois tratamentos de grupos distintos são segundos 

associados. Os v  tratamentos são representados numa matriz de m  linhas por n  colunas. 
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Os parâmetros de um PBIBD divisível em grupos são 1 1n n= − , ( )2 1n n m= − , 

( )1

2 0
P

0 1
n

n m
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥−⎣ ⎦
      e              ( )2

0 1
P

1 2
n

n n m
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥− −⎣ ⎦
. 

  
 

Os valores próprios associados de TNN  são 0 rkθ = , 1 2rk vθ λ= −  e 2 1rθ λ= −  com as 

respectivas multiplicidades 1, ( )1m n −  e 1m − , dado que:  

 

( ) ( )1 1 2 1 2
1
2

rθ λ λ γ λ λ⎡ ⎤⎡ ⎤= − − − − ∆ + + =⎣ ⎦⎣ ⎦  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )22 1 2 1 1 2
1 2 12 12 12 12 12 12 1 2

1 2 1
2

r p p p p p pλ λ λ λ⎡ ⎤⎡ ⎤= + − − + − + + + − + =⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 2 1 2

1 1 1 2 1 1
2

r n n nλ λ λ λ⎡ ⎤⎡ ⎤= + − − + − + − + − + =⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
 

( )( ) ( )1 2 1 2
1 2 1
2

r nλ λ λ λ= + − − − + =⎡ ⎤⎣ ⎦ ( )1 1 2
1 2 2 2
2

r n nλ λ λ+ − − = 1 1 2r n nλ λ λ+ − − =  

( ) ( )1 1 1 1 21 1r n nλ λ λ= + + − − + = 1 1 1 2 2r n nλ λ λ+ − − = 1 1 2 2 2 2 1 2 2r n n n nλ λ λ λ λ+ + − − − =  

( )1 2 2
1

1
m

i i
i

r n n nλ λ
=

= + − + + =∑ ( ) 2
1

1 1
m

i
i

r r k n λ
=

⎛ ⎞+ − − + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ 2rk vλ−  

 

( )[ ] ( )2 1 2 1 2 1
1 1
2

r n n rθ λ λ λ λ λ⎡ ⎤= − − − + + + + = −⎣ ⎦  

 
( )( )1 2 1 21 2

1

1
2 2

n n n n nn n
n

α
− + − ++

= − = 1 2 1 2 1 2 1 2

2
nn nn n n nn nn n n

n
+ − + − − + +

= 2n
n
=  

     ( )1
1

n m
m

n
−

= = −  

 

( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 21 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 2
2

2

1
2 2 2

1 1 1
1 1 1 1

n n n n nn n nn nn n n nn nn n n nn nn n
n n n

n n n m n m
n n m m m n

n

α
− + − ++ + + − + + − − + −

= + = = =

− + − − −
= = − + − − + = −

 

 

 

 



 64

Segundo Bose e Connor (1952), um PBIBD ( )2m =  classificado como divisível em 

grupos pode ainda ser subclassificado, de acordo com os valores próprios: 

4.1.1.1  Singular: se 1 0r λ− = ; 

4.1.1.2  Semi-Regular: se 1 0r λ− >  e se 2 0rk vλ− = ; 

4.1.1.3  Regular: se 1 0r λ− >  e se 2 0rk vλ− > . 

 

Exemplo de um PBIB com duas classes de associação divisível em grupos 

 

O exemplo referido no capítulo 2.2.3.1 é um plano divisível em grupos. Recorde-se 

que o plano se encontrava estruturado da seguinte forma: 

 

 
Esquema 4.1: PBIBD divisível em grupos com duas classes de associação  

( 6,v = 6,b =  3,r = 13, 2k λ= = , 2 1λ = ) 

 

 

Note-se que é possível constituir três grupos ( 3m = ) contendo cada um deles dois 

tratamentos ( 2n = ) tal que 6v = , sendo a matriz associada do esquema, dada por: 

 
1 2
3 4
5 6

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 
Dois tratamentos do mesmo grupo são primeiros associados e dois tratamentos de 

grupos distintos são segundos associados, isto é: os tratamentos 1 e 2 pertencem ao mesmo 

grupo e são por isso primeiros associados ( 1 2λ =  e 1 1n = ) e os tratamentos 3, 4, 5 e 6 são 

segundos associados ( 2 1λ =  e 2 4n = ). 

 

Os parâmetros deste grupo divisível são: 

1

0 0
0 4
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

P              e     2

0 1
1 2
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

P  

B1  B2  B3  B4  B5  B6 
1     2     3  2     5     6  3     4     6  3     4     5  1     2     4  1     5     6 
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Os valores próprios associados de TNN e as respectivas multiplicidades são: 

 0 9θ =   1 3θ =   2 1θ =    0 1α =  1 3α =   2 2α =    

 Como 1 0r λ− >  e 2 0rk vλ− >   este esquema de associação é regular. 

 
 
 

4.1.2  PBIBD ( )2m =  Simples  

Um PBIBD com duas classes de associação diz-se simples se ( 1 0λ ≠ ∧  2 0λ = ) ∨  

( 1 0λ = ∧  2 0λ ≠ ). Um plano simples pode estar inserido num plano divisível em grupos, 

triangular, quadrado latino ou cíclico.  

Nos planos em que 2 0λ = , os tratamentos dos diferentes grupos nunca ocorrem 

simultaneamente no mesmo bloco e o delineamento designa-se por não conexo.  

 
 
 

4.1.3  PBIBD ( )2m =  Triangular 

 
Um PBIBD com duas classes de associação diz-se triangular se for possível escrever o 

número de tratamentos v  como ( )1 / 2v n n= − , tal que 5n ≥ , e se for possível representar o 

esquema de associação numa matriz de dimensão ( )n n×  em que se verificam as seguintes 

condições: 

• A diagonal principal não está preenchida; 

• As ( )1 / 2n n −  células acima da diagonal principal estão preenchidas com 

( )1,2,..., 1 / 2n n −  tratamentos distintos; 

• As ( )1 / 2n n −  células abaixo da diagonal principal estão preenchidas de forma a que a 

matriz seja simétrica em relação à diagonal principal; 

• Para cada tratamento i  os primeiros associados são somente os que ocorrem na 

mesma coluna (ou linha) em que i se encontra. 

 
 

Os parâmetros correspondentes a este plano são ( )1 2 2n n= − ,  ( )( )2 2 3 / 2n n n= − − , 

( )( )1

2 3
3 3 4 / 2

n n
n n n
− −⎡ ⎤

= ⎢ ⎥− − −⎣ ⎦
P   e  

( )
( ) ( )( )2

4 2 4
2 4 4 5 / 2

n
n n n

−⎡ ⎤
= ⎢ ⎥− − −⎣ ⎦

P  



 66

Os valores próprios associados de TNN  de um PBIBD, com duas classes de 

associação, classificado como triangular são 0 rkθ = , ( ) ( )1 1 24 3r n nθ λ λ= + − − −  e 

2 1 22rθ λ λ= − +  com as respectivas multiplicidades 1, 1n −  e ( )3 / 2n n − , dado que: 

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2
1 1 2 1 2 1 2 1 2

1 15 2 2 7
2 2

r n n r nθ λ λ λ λ λ λ λ λ⎡ ⎤⎡ ⎤= − − − + − − + + = − − − + + + =⎡ ⎤⎣ ⎦⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
 

    ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2
1 12 7 1 2 7 1 2 8 2 6
2 2

r n n r n nλ λ λ λ= − − + + + − + = − − + + − =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

     ( ) ( )1 24 3r n nλ λ= + − − −  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

1 15 2 3
2 2
2

r n n r

r

θ λ λ λ λ λ λ λ λ

λ λ

⎡ ⎤⎡ ⎤= − − − + + − + + = − − + + =⎡ ⎤⎣ ⎦⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
= − +

 

( )2 1
12 12 2 4 3 5p p n n nγ = − = − − + = −  

( )1 2
12 12 3 2 4 3 11p p n n nβ = + = − + − = −  

( ) ( ) ( )2 22 2 22 1 5 2 3 11 1 10 25 6 22 1 4 4 2n n n n n n n nγ β∆ = + + = − + − + = − + + − + = − + = −  

 

( )( )
( )

( ) ( )
( )

1 2 1 2 1 2 1 21 2 1 2
1

5 5 5
2 2 2 2 2 2

n n n n n n n n n n nn n n n
n n

α
− + − + − + − + −+ +

= − = − =
− −

 

( ) ( )
( )

( )( ) ( )( )1 21 2 4 6 2 3 3 6
2 4

2 2 2 2 4 4
n n n n n n n nn n n n

n
− + − − − − −

= + − = − + − + − =
−

 

( )( )3 2 6
2 2 3 1

4
n n n

n n
− − − +

= + = + − = −  

( )( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )

1 2 1 2 1 2 1 21 2 1 2
2

1 21 2

2

5 5 5
2 2 2 2 2 2

4 6 2 3 3 6
2 4

2 2 2 2 4 4

3 4 332 6
2 2 2

n n n n n n n n n n nn n n n
n n

n n n n n n n nn n n n
n

n n n nn nn

α
− + − + − + − + −+ +

= + = + =
− −

− + − − − − −
= + + = − + + − + =

−

− − −−
= − + = =
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Exemplo de um PBIB com duas classes de associação triangular 

Considere-se o PBIBD ( )2m = , com 10,v =  5,b =  2r =  e 1 4k n= − = :   

 

 
Esquema 4.2: PBIBD triangular com duas classes de associação  

( 10,v = 5,b =  2,r = 14, 1k λ= = , 2 0λ = ) 

 
 
Como 1 1λ =  e 2 0λ = , este delineamento além de triangular também é classificado 

como simples. Para 5n = , este delineamento pode ser estruturado da seguinte forma: 

* 1 2 3 4 

1 * 5 6 7 

2 5 * 8 9 

 3  6  8 * 10

4 7 9 10 * 

Esquema 4.3: PBIBD com duas classes de associação ( 10,v = 5,b =  2,r = 14, 1k λ= = , 2 0λ = ), 
representação triangular 

  
 
Zero-ésimos associados Primeiros associados Segundos associados 

1 2,  3,  4,  5,  6,  7 8,  9,  10 

2 1,  3,  4,  5,  8,  9 6,  7,  10 

3  1,  2,  4,  6,  8,  10 5,  7,  9 

4  1,  2,  3,  7,  9,  10 5,  6,  8 

5 1,  2,  6,  7,  8,  9 3,  4,  10 

6  1,  3,  5,  7,  8,  10 2,  4,  9 

7  1,  4,  5,  6,  9,  10 2,  3,  8 

8  2,  3,  5,  6,  9,  10 1, 4,  7 

9  2,  4,  5,  7,  8,  10 1,  3,  6 

10 3,  4,  6,  7,  8,  9 1,  2,  5 

 
Tabela 4.1: Classes de associação do PBIBD  triangular ( 10,v = 5,b =  2,r = 14, 1k λ= = , 2 0λ = , ) 

 
 

As matrizes Pi  são:  1

3 2
2 1

P
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

  e  2

4 2
2 0
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

P . 

B1  B2  B3  B4  B5 
1    2    3    4  1    5    6    7  2    5    8    9  3    6    8    10  4    7    9    10 
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John (1966) mostrou que o esquema triangular pode ser abordado representando cada 

tratamento por um par ordenado ( ),x y , tal que 1 x y n≤ < < . Dois tratamentos são: primeiros 

associados se as coordenadas apresentarem um número inteiro em comum e segundos 

associados caso contrário.  

Para o exemplo anterior, de um PBIB ( )2m =  triangular, considere-se que o 

tratamento 1 é representado pelo par ordenado ( )1, 2 , o tratamento 2 pelo par ordenado ( )1,3  

e assim sucessivamente: 

 

 

      *  1 ≡ ( )1, 2 2 ≡ ( )1,3  3 ≡ ( )1, 4  4 ≡ ( )1,5  

 * 5 ≡ ( )2,3 6 ≡ ( )2, 4 7 ≡ ( )2,5  

  * 8 ≡ ( )3, 4  9 ≡ ( )3,5  

   * 10 ≡ ( )4,5  

    * 
 

Esquema 4.4: PBIBD com duas classes de associação triangular 
 ( 10,v = 5,b =  2,r = 14, 1k λ= = , 2 0λ = ), representação com recurso a coordenadas 

 
 
 
Para determinar os primeiros associados do tratamento 1, deverá considerar-se o par 

ordenado ( )1, 2  e seguidamente seleccionar todos os pares ordenados que contenham os 

números 1 ou 2, ou seja, os pares: ( )1,3 ; ( )1, 4 ; ( )1,5 ; ( )2,3 ; ( )2, 4  e ( )2,5 . Os tratamentos 

correspondentes aos pares ordenados anteriores são 2, 3, 4, 5, 6, 7 pelo que estes tratamentos 

são os primeiros associados do tratamento 1. Os restantes tratamentos 8, 9 e 10 são os 

segundos associados do tratamento 1. 

Esta forma de representação revelar-se-á útil para esquemas triangulares com três 

classes de associação. 

 
 
 

4.1.4  PBIBD ( )2m =  Quadrado Latino  

Um PBIBD com duas classes de associação diz-se do tipo quadrado latino com i  

restrições (linha, coluna ou letra) se for possível escrever o número de tratamentos v  como 
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2v s= . Neste esquema, os tratamentos estão dispostos numa matriz quadrada s s×  sendo 

necessários 2i −  quadrados latinos mutuamente ortogonais (MOLS). Note-se que, dois 

quadrados latinos com a mesma dimensão, dizem-se ortogonais se quando sobrepostos, cada 

par ordenado de tratamentos ocorre uma única vez.  

Estes planos são construídos de maneira a que dois tratamentos são primeiros 

associados se e só se ocorrerem na mesma linha (ou coluna) ou em posições ocupadas pela 

mesma letra, em qualquer um dos quadrados latinos. 

 
Os parâmetros deste plano são: ( )1 1n i s= − ,  ( )( )2 1 1n s i s= − + −  

 
 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )1

1 2 2 1 1
1 1 1

i i s i s i
s i i s i s i
− − + − − − +⎡ ⎤

= ⎢ ⎥− + − − − +⎣ ⎦
P   e     

( ) ( )
( ) ( )2 2

1

2

i i i s i

i s i s i s

⎡ − − ⎤
= ⎢ ⎥

− − + −⎢ ⎥⎣ ⎦
P  

 
 

Os valores próprios associados de TNN  de um PBIBD, com duas classes de 

associação, classificado como quadrado latino são 0 rkθ = , ( ) ( )1 1 21r s i s iθ λ λ= + − − − +  e 

( )2 1 21r i iθ λ λ= − + −  com as respectivas multiplicidades 1, ( )1i s −  e ( )( )1 1s i s− + − .  

Tem-se: 

 

( ) ( ){ } ( )( ){ }2
1 1 2 1 2 1 2 1 2

1 12 1 2 2 1
2 2

r s i s r s iθ λ λ λ λ λ λ λ λ⎡ ⎤= − − − − + − + + = − − − + − + + =⎣ ⎦  

 ( ) ( )1 2 1r s i s iλ λ= + − − − +  
 
 

( ) ( ){ } ( )( ){ }

( ){ } ( )

2
2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 12 1 2 1
2 2
1 2 2 1 1
2

r s i s r i

r i i r i i

θ λ λ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ

⎡ ⎤= − − − − + + + + = − − − + + =⎣ ⎦

= − + − + = − + −
 

 
 

( ) ( )( )2 1
12 12 1 1 2 1p p i s i s i i s iγ = − = − − − + − = − +  

 
( ) ( )( )2 1 2

12 12 1 1 2 2 2 1p p i s i s i i is i s iβ = + = − + − + − = − − + −  
 

( ) 222

22 2 2

2 1 2 1 4 4 2 4 2 1

2 2 4 2 2 1 4 4 2 4 2 1

s i is i s i

s si s si i i s i is i s i s

γ β∆ = + + = − + + − − + − + =

= − + − + − + − + + − − + − + =
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( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )

1 2 1 2 1 2 1 2 1 21 2
1

1 2 1 2

2 2

2 1 2 1
2 2 2

1 2 1 1 2 1 1 1 1 1 1
2

1
1

n n s i n n n s n s n n s i n nn n
s s

n s s i n s s i n i n i i s i s i s i
s s s

s i i si i i
s i

s

α
− + − + + + − + − − + +⎡ ⎤+

= − = =⎢ ⎥
⎣ ⎦

− − + − + + − + − − + − − + − + −
= = = =

− − + − +
= = −

 
 

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )( ) ( )( )

1 2 1 2 1 2 1 2 1 21 2
2

1 2 1 2

2 1 2 1
2 2 2

1 2 1 1 2 1 1
2

1 1 1 1
1 1 .

n n s i n n n s n s n n s i n nn n
s s

n s s i n s s i n s i n s i
s s

i s s i s i s s i
s s i

s

α
− + − + + + + − + − + +⎡ ⎤+

= + = =⎢ ⎥
⎣ ⎦

+ + − + + − + − + + − + −
= = =

− + − + − + − −
= = − + −

 

 
 
Exemplo de um quadrado latino tipo L2 

 Considere-se um PBIBD ( 9,v = 6,b =  2,r = 13, 1k λ= = , 2 0λ = ) quadrado latino 

com duas classes de associação. Neste esquema, como há duas restrições ( )2i = , não existe 

nenhum quadrado latino mutuamente ortogonal. 

 
1 2 3 

4 5 6 

7 8 9 

 
Esquema 4.5: Representação de um PBIBD quadrado latino com duas classes de associação 

( 9,v = 6,b =  2,r = 13, 1k λ= = , 2 0λ = ) 

 

 
Zero-ésimos associados Primeiros associados Segundos associados 

1 2,  3,  4,  7 5,  6,  8,  9 
2 1,  3,  5,  8 4,  6,  7,  9 
3 1,  2,  6,  9 4,  5,  7,  8 
4 1,  5,  6,  7 2,  3,  8,  9 
5 2,  4,  6,  8 1,  3,  7,  9 
6 3,  4,  5,  9 1,  2,  7,  8 
7 1,  4,  8,  9 2,  3,  5,  6 
8 2,  5,  7,  9 1,  3,  4,  6 
9 3,  6,  7,  8 1,  2,  4,  5 

Tabela 4.2: Classes de associação do PBIBD quadrado latino ( 9,v = 6,b =  2,r = 13, 1k λ= = , 2 0λ = ) 
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As matrizes 1P  e 2P  são 1

1 2
2 2
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

P   e     2

2 2
2 2
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

P . 

 
 
 

Neste esquema, os tratamentos podem também ser representados por pares ordenados 

( ),x y  tal que 1 x≤  e y s≤ . Seja δ  a “distância” entre dois tratamentos ( ),x y  e ( )', 'x y , 

definida como o número de elementos diferentes de zero de ( )', 'x x y y− − . Se 1δ =  os 

tratamentos são primeiros associados, caso contrário são segundos associados. 

 
Os tratamentos serão denotados por pares ordenados: 

Tratamento  1 ≡ ( )1,1   Tratamento  2 ≡ ( )1, 2   Tratamento  3 ≡ ( )1,3   

Tratamento  4 ≡ ( )2,1   Tratamento  5 ≡ ( )2, 2   Tratamento  6 ≡  ( )2,3  

Tratamento  7 ≡ ( )3,1   Tratamento  8 ≡ ( )3, 2   Tratamento  9 ≡ ( )3,3  

 
 
 Seguidamente apresenta-se, para o tratamento 1, a forma de encontrar os seus 

associados: 

 

 Pares ( )', 'x x y y− −  δ  Associados 

Tr
at

am
en

to
 1

 

( )1,1  e ( )1, 2  ( )0, 1−  1 O tratamento 2 é 1.º associado 

( )1,1  e ( )1,3  ( )0, 2−  1 O tratamento 3 é 1.º associado 

( )1,1  e ( )2,1  ( )1,0−  1 O tratamento 4 é 1.º associado 

( )1,1  e ( )2, 2  ( )1, 1− −  2 O tratamento 5 é 2.º associado 

( )1,1  e ( )2,3  ( )1, 2− −  2 O tratamento 6 é 2.º associado 

( )1,1  e ( )3,1  ( )2,0−  1 O tratamento 7 é 1.º associado 

( )1,1  e ( )3, 2  ( )2, 1− −  2 O tratamento 8 é 2.º associado 

( )1,1  e ( )3,3  ( )2, 2− −  2 O tratamento 9 é 2.º associado 
 
 

Tabela 4.3: Classes de associação do tratamento 1, com recurso a coordenadas, para o 
 PBIBD ( 9,v = 6,b =  2,r = 13, 1k λ= = , 2 0λ = ): quadrado latino com duas classes de associação 
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Exemplo de um quadrado latino tipo L3 

No quadrado latino seguinte observam-se três restrições ( )3i =  havendo, portanto, um 

quadrado latino mutuamente ortogonal.  

 
1 A 2 B 3 C

4 C 5 A 6 B

7 B 8 C 9 A
 

Esquema 4.6: Representação de um PBIBD quadrado latino com duas classes de associação  
 
 

Zero-ésimos associados Primeiros associados Segundos associados 

1 2,  3,  4,  5,  7,  9 6,  8 

2 1,  3,  5,  6,  7,  8 4,  9 

3 1,  2,  4,  6,  8,  9 5,  7 

4 1,  3,  5,  6,  7,  8 2,  9 

5 1,  2,  4,  6,  8,  9 3,  7 

6 2, 3,  4,  5,  7,  9 1,  8 

7 1,  2,  4,  6,  8,  9 3,  5 

8 2,  3,  4,  5,  7,  9 1,  6 

9 1,  3,  5,  6,  7,  8 2,  4 

 
Tabela 4.4: Classes de associação do PBIBD quadrado latino com duas classes de associação 
 
 

As matrizes 1P  e 2P  são 1

3 2
2 0
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

P   e     2

6 0
0 1
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

P . 

 
 
 
 

4.1.5  PBIBD ( )2m =  Cíclico  

 
Considere-se que os v  tratamentos de um PBIBD com duas classes de associação são 

denotados por 0,1,2,..., 1v − . Um PBIBD ( 2m = ) diz-se cíclico se o conjunto dos primeiros 

associados do i-ésimo tratamento for ( )1 2 1
, , , modni d i d i d v+ + +K , tal que os jd  elementos 

satisfaçam as seguintes condições: 
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i)   Os elementos d  são todos distintos e 10 , 1, 2, ,jd v i n< < = K ; 

ii)  Entre as ( )1 1 1n n −  diferenças ( )' modj jd d v− , cada um dos elementos 

1 2 1
, , , nd d dK  ocorre 1

11p  vezes e cada um dos 1 2 2, , , ne e eK  elementos ocorre 2
11p  vezes; os 

elementos 1 2 2, , , ne e eK   são inteiros 1,2,..., 1v − . 

iii) O conjunto D = ( 1 2 1
, , , nd d dK ) verifica ainda a condição D = ( )1 2 1

, , ..., nd d d− − − . 

 
Os parâmetros destes planos são: 

                4 1v t= + ,    1 2 2n n t= = ,    1

1
P

t t
t t
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 e 2 1
P

t t
t t
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥−⎣ ⎦
. 

Verifica-se ainda a igualdade ( )1 2
1 11 2 11 1 1 1n p n p n n+ = − . 

 
Os valores próprios associados de TNN  e as suas multiplicidades seguem o caso geral. 

As condições i) e ii) foram introduzidas na definição original de Bose e Shimamoto 

(1952). Nandi e Adhikary (1966) concluíram que essas duas condições são suficientes para 

assegurar que o esquema de associação é cíclico se 1 2
11 11p p= , o que não se verifica se 

1 2
11 11p p≠ , sendo necessário que se verifique a última condição. Esta é verificada sempre que 

1 2
11 11p p= . Note-se que, em todos os exemplos dados por Bose e Shimamoto (1952), 1

11p  era 

igual a 2
11p , pelo que a terceira condição era sempre verificada. 

 

 

Exemplo de um PBIB ( )2m =  cíclico 

Considerem-se 5  tratamentos denotados por 0, 1, 2, 3, 4 . Neste delineamento 5b = , 

3r = , 3k = , 1 2λ = , 2 1λ = , 1 2n = , 2 2n = , 1t = , 1
11 0p =  e  2

11 1p = . 

 

 

 

 
Esquema 4.7: Representação de um PBIBD com duas classes de associação cíclico  

( 5,v = 5,b =  3,r = 13, 2k λ= = , 2 1λ = ) 

 

  

B1  B2  B3  B4  B5 
0     1     2  1     2     3  2     3     4  3     4     0  4     0     1 



 74

O conjunto dos primeiros associados obtém-se a partir da expressão 

( )1 2 1
, ,..., modni d i d i d v+ + + , dado que 1 2n = , com 1 1d = , 2 4d = : 

Tratamento 0:  ( )1 20 ,0 mod 5d d+ + ⇒  tratamentos 1 e 4 

Tratamento 1:  ( )1 21 ,1 mod 5d d+ + ⇒  tratamentos 2 e 0 

Tratamento 2:  ( )1 22 , 2 mod 5d d+ + ⇒  tratamentos 3 e 1 

Tratamento 3:  ( )1 23 ,3 mod 5d d+ + ⇒  tratamentos 4 e 2 

Tratamento 4:  ( )1 24 , 4 mod 5d d+ + ⇒  tratamentos 0 e 3 

  

O conjunto dos segundos associados obtém-se a partir da expressão 

( )1 2 2
, ,..., modni e i e i e v+ + + , dado que 1 2n =  e 0 4ie< < , 1 2e =  e 2 3e =  . 

Tratamento 0:  ( )1 20 ,0 mod 5e e+ + ⇒  tratamentos 2 e 3 

Tratamento 1:  ( )1 21 ,1 mod 5e e+ + ⇒  tratamentos 3 e 4 

Tratamento 2:  ( )1 22 , 2 mod 5e e+ + ⇒  tratamentos 4 e 0 

Tratamento 3:  ( )1 23 ,3 mod 5e e+ + ⇒  tratamentos 0 e 1 

Tratamento 4:  ( )1 24 , 4 mod 5e e+ + ⇒  tratamentos 1 e 2 

 

Na tabela seguinte apresentam-se as respectivas classes de associação: 
 

Zero-ésimos associados Primeiros associados Segundos associados 
0 1,  4 2,  3 
1 0,  2 3,  4 
2 1,  3 0,  4 
3 2,  4 0,  1 
4 0,  3 1,  2 

 
Tabela 4.5: Classes de associação do PBIBD cíclico ( 5,v = 5,b =  3,r = 13, 2k λ= = , 2 1λ = ) 

 

 

As matrizes de associação deste esquema são: 

1

0 1
1 1
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

P      e     2

1 1
1 0
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

P . 
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O esquema de associação anterior pode ser representado por um grafo, isto é, por uma 

estrela de 5 pontas, na qual os vértices representam os tratamentos. Caso dois vértices estejam 

unidos por uma aresta serão primeiros associados, caso contrário serão segundos associados. 

A representação recorrendo a grafos será posteriormente desenvolvida no capítulo 5. 

 
Esquema 4.8: Representação de um PBIBD cíclico ( 5,v = 5,b =  3,r = 13, 2k λ= = , 2 1λ = ), 

recorrendo a um grafo 
 

 
 
 
 

4.2  Classificação dos PBIBD ( )3m =  

 
4.2.1  PBIBD ( )3m =  Rectangular 

 
Vartak (1955) introduziu o esquema rectangular com três classes de associação. 

Considere-se um PBIBD com três classes de associação, se os tratamentos estiverem 

agrupados numa matriz rectangular com m  linhas por n  tratamentos ( 1n > ) e se v mn= , 

então o PBIBD diz-se rectangular. Assim, para qualquer tratamento, os seus primeiros 

associados são os restantes 1n −  tratamentos da mesma linha, os segundos associados são os 

1m −  tratamentos da mesma coluna e os restantes ( )( )1 1m n− −  tratamentos são os terceiros 

associados.  

 

Os parâmetros deste esquema são 1 1n n= − , 2 1n m= −  e ( )( )3 1 1n m n= − −  

            
( )( )

1

2 0 0
0 0 1
0 1 1 2

n
m

m m n

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥− − −⎣ ⎦

P             
( )( )

2

0 0 1
0 2 0

1 0 2 1

n
m

n m n

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥− − −⎣ ⎦

P    



 76

( )( )
3

0 1 2
1 0 2

2 2 2 2

n
m

n m n m

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥− − − −⎣ ⎦

P  

  
Em Raghavarao (1971) são apresentados os valores próprios associados de TNN : 

0 rkθ = , ( )( )1 1 2 31r mθ λ λ λ= − + − − , ( )( )2 2 1 31r nθ λ λ λ= − + − −  e 3 1 2 3rθ λ λ λ= − − +  bem 

como as respectivas multiplicidades 0 1α = , 1 1nα = − , 2 1mα = − , ( )( )3 1 1n mα = − − .  

 Em Vartak (1955, 1959) e Shah (1964) encontram-se algumas propriedades deste 

delineamento. 

 

Exemplo de um PBIB rectangular com três classes de associação  

 

 Considere-se o PBIBD com 3 classes de associação para 6v = , 2m =  e 3n = : 

1 3 5
2 4 6
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

Esquema 4.9: Representação de um PBIBD rectangular com três classes de associação 

 
 
Na tabela seguinte apresentam-se as respectivas classes de associação: 

 
Zero-ésimos 
Associados 

Primeiros 
Associados 

Segundos 
Associados 

Terceiros 
Associados 

1 3,  5 2 4,  6 

2 4,  6 1 3,  5 

3 1,  5 4 2,  6 

4 2,  6 3 1,  5 

5 1,  3 6 2,  4 

6 2,  4 5 1,  3 
 

Tabela 4.6: Classes de associação do PBIBD rectangular ( 6,v = 2m =  e 3n = ) 
 

Os parâmetros deste esquema são 1 2n = , 2 1n =  e 3 2n =  e as matrizes de associação 

são: 

1

1 0 0
0 0 1
0 1 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

P             2

0 0 2
0 0 0
2 0 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

P              3

0 1 1
1 0 0
1 0 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

P  



 77

4.2.2  PBIBD ( )3m =  Divisível em Grupos Generalizados   

 Este esquema de associação foi proposto por Roy (1953) e posteriormente estudado 

por Raghavarao (1960). Considerem-se v  tratamentos tal que 1 2 3v N N N=  e que se possam 

dispor numa matriz tridimensional formada por 1N  linhas, 2N  colunas e 3N  níveis. Dois 

tratamentos são: primeiros associados se ocorrerem na mesma linha e coluna de níveis 

distintos, segundos associados se ocorrem na mesma linha mas em colunas diferentes, caso 

contrário serão terceiros associados. 

Os parâmetros deste esquema são 1 3 1n N= − , ( )2 2 31n N N= −  e ( )3 1 2 31n N N N= −  

( )
( )

3

1 2 3

1 2 3

2 0 0
0 1 0
0 0 1

N
N N

N N N

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

P  

 

( )
( )

3

2 3 2 3

1 2 3

0 1 0
1 2 0

0 0 1

N
N N N

N N N

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= − −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

P  

 

( )
( ) ( )

3

3 2 3

3 2 3 1 2 3

0 0 1
0 0 1

1 1 2

N
N N

N N N N N N

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥− − −⎣ ⎦

P  

 
Em Raghavarao (1971) são apresentados os valores próprios associados de TNN : 

0 rkθ = , ( )1 3 2 1 2 2 1 11r n n n nθ λ λ λ= − + + + + , ( )2 2 1 1 11r n nθ λ λ= − + +  e 3 1rθ λ= −  bem como 

as respectivas multiplicidades 0 1α = , 1 1 1Nα = − , ( )2 1 2 1N Nα = − , ( )3 1 2 3 1N N Nα = − . 

 
 
Exemplo de um PBIB ( )3m =  divisível em grupos generalizados 

 Considere-se o PBIBD com 3 classes de associação para 12v = , 1 2N = , 2 3N =  e 

3 2N = , estruturado da seguinte forma: 

Nível 1   Nível 2 

1 3 5
2 4 6
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

                             
7 9 11
8 10 12
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

Esquema 4.10: Representação de um PBIBD ( )3m =  divisível em grupos generalizados 
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Na tabela seguinte apresentam-se as respectivas classes de associação: 
 

Zero-ésimos 
Associados 

Primeiros 
Associados 

Segundos 
Associados 

Terceiros 
Associados 

1 7   3,  5,  9,  11 2,  4,  6,  8,  10,  12 

2 8     4,  6,  10,  12 1,  3,  5,  7,  9,  11 

3 9   1,  5,  7,  11 2,  4,  6,  8,  10,  12 

4 10   2,  6,  8,  12 1,  3,  5,  7,  9,  11 

5 11 1,  3,  7,  9 2,  4,  6,  8,  10,  12 

6 12   2,  4,  8,  10 1,  3,  5,  7,  9,  11 

7 1   3,  5,  9,  11 2,  4,  6,  8,  10,  12 

8 2     4,  6,  10,  12 1,  3,  5,  7,  9,  11 

9 3   1,  5,  7,  11 2,  4,  6,  8,  10, 12 

10 4   2,  6,  8,  12 1,  3,  5,  7,  9,  11 

11 5   1,  3,  7,  11 2,  4,  6,  8,  10,  12 

12 6   2,  4,  8,  10 1,  3,  5,  7,  9,  11 
 

Tabela 4.7: Classes de associação de um PBIBD ( )3m =  divisível em grupos generalizados 

 

Os parâmetros deste esquema são 1 1n = , 2 4n =  e 3 6n =  e as matrizes de associação 

são: 

1

1 0 0
0 4 0
0 0 6

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

P         2

0 1 0
1 2 0
0 0 6

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

P         3

0 0 1
0 0 4
1 4 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

P  

 
 
 
 

4.2.3  PBIBD ( )3m =  Triangular  

John (1966) mostrou que é possível estabelecer uma analogia entre um esquema com 

duas classes de associação triangular e outro com três. Posteriormente, Bose e Laskar (1967) 

estudaram uma construção equivalente à de John.  

Num PBIBD triangular com três classes de associação o número de tratamentos será 

escrito como ( )( )( )2 3 4 / 6v s s s= + + + , sendo s  um número inteiro. Cada tratamento é 

representado por coordenadas de números inteiros ( ), ,x y z , tal que 1 4x y z s≤ < < ≤ + . Dois 
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tratamentos são: primeiros associados se as suas coordenadas tiverem dois números inteiros 

em comum, segundos associados se as suas coordenadas tiverem apenas um número inteiro 

em comum e terceiros associados se não verificarem as condições anteriores. 

Os parâmetros correspondentes a este plano são ( )1 3 1n s= + , ( )2 3 1 / 2n s s= +  e 

( )( )3 1 1 / 6n s s s= − +  

( )
( ) ( )( )

2
1

2 2 0
2 1 / 2
0 1 / 2 1 2 / 6

s s
s s s s

s s s s s

+⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥− − −⎣ ⎦

P  

 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )( )

2

4 2 1
2 1 6 / 2 1 2

1 1 2 1 2 3 / 6

s s
s s s s s

s s s s s s

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= − + − −⎢ ⎥
⎢ ⎥− − − − − −⎣ ⎦

P  

 
( )

( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )( )

3

0 9 3 2
9 9 2 3 2 3 / 2

3 2 3 2 3 / 2 2 3 4 / 6

s
s s s

s s s s s s

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= − − −⎢ ⎥
⎢ ⎥− − − − − −⎣ ⎦

P  

 
Os valores próprios associados de TNN  e as respectivas multiplicidades são referidos 

em Raghavarao (1971):  

0 rkθ =  0 1α =  

( ) ( ) ( )1 1 2 32 1 5 / 2 1 / 2r s s s s sθ λ λ λ= + − + − − −                 1 3sα = +  

( ) ( ) ( )2 1 2 33 2 3 1r s s sθ λ λ λ= + − − − + −   ( )( )2 1 4 / 2s sα = + +  

3 1 2 33 3rθ λ λ λ= − + −                                                         ( )( )( )3 1 3 4 / 6s s sα = − + + . 

 

 

Exemplo de um PBIB ( )3m =  triangular 

 Considere-se o PBIBD com 3 classes de associação para 20v =  e 2s = . Os 

parâmetros correspondentes a este plano são 1 9n = , 2 9n =  e 3 1n = . 

As respectivas matrizes de associação são: 

1

4 4 0
4 4 1
0 1 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

P   2

4 4 1
4 4 0
1 0 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

P   3

0 9 0
9 0 0
0 0 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

P  
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( )1 1, 2,3≡  ( )2 1, 2, 4≡  ( )3 1, 2,5≡  ( )4 1, 2,6≡  
 ( )5 1,3, 4≡  ( )6 1,3,5≡  ( )7 1,3,6≡  
  ( )8 1, 4,5≡  ( )9 1, 4,6≡  
   ( )10 1,5,6≡  
    
 ( )11 2,3, 4≡ ( )12 2,3,5≡  ( )13 2,3,6≡  
  ( )14 2,4,5≡ ( )15 2, 4,6≡  
   ( )16 2,5,6≡  
    
  ( )17 3,4,5≡  ( )18 3, 4,6≡  
   ( )19 3,5,6≡  
    

( )20 4,5,6≡  
 

Esquema 4.11: Representação de um PBIBD ( )3m =  triangular 

 

 

Os primeiros associados do tratamento 1 são os tratamentos 2, 3, 4, 5, 6, 7, 11, 12, 13 

porque apresentam dois números inteiros comuns nas representações ( ), ,x y z : 

( )1 1, 2,3≡     ( )2 1, 2, 4≡       ( )3 1, 2,5≡       ( )4 1, 2,6≡    ( )5 1,3, 4≡    

( )6 1,3,5≡    ( )7 1,3,6≡      ( )11 2,3, 4≡    ( )12 2,3,5≡   ( )13 2,3,6≡  

Os segundos associados do tratamento 1 são os tratamentos 8, 9, 10, 14, 15, 16, 17, 18, 

19 porque apresentam apenas um número inteiro comum nas representações ( ), ,x y z . 

( )8 1, 4,5≡       ( )9 1, 4,6≡      ( )10 1,5,6≡      ( )14 2,4,5≡      ( )15 2, 4,6≡    

( )16 2,5,6≡   ( )17 3,4,5≡      ( )18 3, 4,6≡      ( )19 3,5,6≡  

O terceiro associado do tratamento 1 é o tratamento 20 dado que não apresenta 

nenhum número inteiro comum nas representações ( ), ,x y z . 

 
Na tabela seguinte apresentam-se as respectivas classes de associação: 
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Zero-ésimos 
Associados 

Primeiros 
Associados 

Segundos 
Associados 

Terceiros 
Associados

1 2, 3, 4, 5, 6, 7, 11, 12, 13 8, 9, 10, 14, 15, 16, 17, 18, 19 20 

2 1, 3, 4, 5, 8, 9, 11, 14, 15 6, 7, 10, 12, 13, 16, 17, 18, 20 19 

3 1, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 20 18 

4 1, 2, 3, 7, 9, 10,13,15, 16 5, 6, 8, 11, 12, 14, 18, 19, 20 17 

5 1, 2, 6, 7, 8, 9, 11, 17, 18 3, 4, 10, 12, 13, 14, 15, 19, 20 16 

6 1, 3, 5, 7, 8, 10, 12, 17, 19 2, 4, 9, 11, 13, 14, 16, 18, 20 15 

7 1, 4, 5, 6, 9, 10, 13, 18, 19 2, 3, 8, 11, 12, 15, 16, 17, 20 14 

8 2, 3, 5, 6, 9, 10, 14, 17, 20 1, 4, 7, 11, 12, 15, 16, 18, 19 13 

9 2, 4, 5, 7, 8, 10, 15, 18, 20 1, 3, 6, 11, 13, 14, 16, 17, 19 12 

10 3, 4, 6, 7, 8, 9,1 6, 19, 20 1, 2, 5, 12, 13, 14, 15, 17, 18 11 

11 1, 2, 5, 12,13, 14,15, 17, 18 3, 4, 6, 7, 8, 9, 16, 19, 20 10 

12 1, 3, 6, 11, 13, 14,16, 17, 19 2, 4, 5, 7 , 8, 10, 15, 18, 20 9 

13 1, 4, 7, 11, 12, 15,16, 18, 19 2, 3, 5, 6, 9, 10, 14, 17, 20 8 

14 2, 3, 8,11, 12, 15,16, 17, 20 1, 4, 5, 6, 9, 10, 13, 18, 19 7 

15 2, 4, 9, 11, 13, 14,16, 18, 20 1, 3, 5, 7, 8, 10, 12, 17, 19 6 

16 3, 4, 10, 12, 13, 14, 15,19, 20 1, 2, 7, 8, 9, 11, 17, 18 5 

17 5, 6, 8, 11, 12,14, 18, 19, 20 1, 2, 3, 7, 9, 10, 13, 15, 16 4 

18 5, 7, 9, 11, 13,15, 17,19, 20 1, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16 3 

19 6, 7, 10, 12, 13,16, 17,18, 20 1, 3, 4, 5, 8, 9, 11, 13, 15 2 

20 8, 9, 10, 14, 15, 16, 17, 18, 19 2, 3, 4, 5, 6, 7, 11, 12, 13 1 
 

Tabela 4.8: Classes de associação do PBIBD ( )3m =  triangular 

 

 

 
 

4.2.4  PBIBD ( )3m =  Cúbico 

Raghavarao e Chandrasekhararao (1964) definiram o esquema de associação cúbico 

que pode ser considerado uma extensão dos PBIBD ( 2m = ) quadrado latino. 

Considerem-se v  tratamentos que possam ser escritos como 3v s=  , denotando cada 

um deles por um conjunto de três coordenadas inteiras ( ), ,x y z , tal que 1 x s≤ ≤ , 1 y s≤ ≤ , 

1 z s≤ ≤ .  
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Seja δ  a “distância” entre dois tratamentos ( ), ,x y z  e ( )', ', 'x y z  definida como o 

número de elementos diferentes de zero de ( )', ', 'x x y y z z− − − . Se 1δ =  os tratamentos são 

primeiros associados, se 2δ =  os tratamentos são segundos associados e são terceiros 

associados se 3δ = . 

 
Os parâmetros relativos a este plano são ( )1 3 1n s= − , ( )2

2 3 1n s= −  , ( )3
3 1n s= −  e as 

matrizes de associação são: 

( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
1

2 2

2 2 1 0

2 1 2 1 2 1

0 1 1 2

s s

s s s s

s s s

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥

= − − − −⎢ ⎥
⎢ ⎥

− − −⎢ ⎥⎣ ⎦

P  

 
( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

2
2

2

2 2 2 1

2 2 2 1 2 2 1 2

1 2 1 2 1 2

s s

s s s s s

s s s s s

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥

= − − + − − −⎢ ⎥
⎢ ⎥

− − − − −⎢ ⎥⎣ ⎦

P  

 
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2
3

2 3

0 3 3 2

3 6 2 3 2

3 2 3 2 2

s

s s

s s s

−⎡ ⎤
⎢ ⎥

= − −⎢ ⎥
⎢ ⎥

− − −⎢ ⎥⎣ ⎦

P  

 
Os valores próprios associados de TNN  e as respectivas multiplicidades são referidos 

em Raghavarao (1971):  

0 rkθ =  0 1α =  

( ) ( )( ) ( )2
1 1 2 32 3 1 3 1r s s s sθ λ λ λ= + − + − − − −     ( )1 3 1sα = −  

( ) ( ) ( )2 1 2 33 2 3 1r s s sθ λ λ λ= + − − − + −   ( )2
2 3 1sα = −  

3 1 2 33 3rθ λ λ λ= − + −   ( )3
3 1sα = − . 

 
  
 
Exemplo de um PBIB ( )3m =  cúbico 

Considere-se o PBIBD com 3 classes de associação para 8v =  e 2s = . Os parâmetros 

correspondentes a este plano são 1 3n = , 2 3n =  e 3 1n = , tal que: 
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( )1 1,1,1≡  ( )2 1,1, 2≡  ( )3 1, 2,1≡  ( )4 1, 2, 2≡  

( )5 2,1,1≡  ( )6 2,1, 2≡  ( )7 2, 2,1≡  ( )8 2, 2, 2≡  

 

 Concretização para o tratamento 1: 

 

 Pares ( )', ', 'x x y y z z− − −  δ  Associados 

Tr
at

am
en

to
 1

 

( )1,1,1  e ( )1,1, 2  ( )0,0, 1−  1 O tratamento 2 é 1.º associado 

( )1,1,1  e ( )1, 2,1  ( )0, 1,0−  1 O tratamento 3 é 1.º associado 

( )1,1,1  e ( )1, 2, 2  ( )0, 1, 1− −  2 O tratamento 4 é 2.º associado 

( )1,1,1  e ( )2,1,1  ( )1,0,0−  1 O tratamento 5 é 1.º associado 

( )1,1,1  e ( )2,1, 2  ( )1,0, 1− −  2 O tratamento 6 é 2.º associado 

( )1,1,1  e ( )2, 2,1  ( )1, 1,0− −  2 O tratamento 7 é 2.º associado 

( )1,1,1  e ( )2, 2, 2  ( )1, 1, 1− − −  3 O tratamento 8 é 3.º associado 

 
Tabela 4.9: Classes de associação do tratamento 1 com recurso a coordenadas 

para um PBIBD ( )3m =  cúbico 
 

 

 

Na tabela seguinte apresentam-se as respectivas classes de associação: 
 

Zero-ésimos 
Associados 

Primeiros 
Associados 

Segundos 
Associados 

Terceiros 
Associados 

1 2, 3, 5 4, 6, 7 8 

2 1, 4, 6 3, 5, 8 7 

3 1, 4, 7 2, 5, 8 6 

4 2, 3, 8 1, 6, 7 5 

5 1, 6, 7 2, 3, 8 4 

6 2, 5, 8 1, 4, 7 3 

7 3, 5, 8 1, 4, 6 2 

8 4, 6, 7 2, 3, 5 1 

Tabela 4.10: Classes de associação de um PBIBD ( )3m =  cúbico 

 
 
 Este esquema pode ser representado geometricamente recorrendo a um grafo, inserido 

num sistema de eixos, onde os tratamentos são representados através das suas coordenadas, 

como se pode observar no esquema 4.12: 
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Esquema 4.12: Representação de um PBIBD ( )3m =  cúbico 

 
 

As respectivas matrizes de associação são: 

1

0 2 0
2 0 1
0 1 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

P     2

2 0 1
0 2 0
1 0 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

P     3

0 3 0
3 0 0
0 0 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

P  

 
 
 
 
 

4.3  Classificação dos PBIBD ( )3m >  

 

4.3.1  Extensão dos Planos Divisíveis em Grupos (EGD) 
Estes planos foram introduzidos por Hinkelmann e Kempthorne (1963) como uma 

extensão dos PBIBD ( )3m =  rectangulares, sendo o seu estudo aprofundado em Hinkelmann 

(1964). Considere-se um PBIBD com ( )2 1m −  classes de associação, em que os v  

tratamentos podem ser escritos como 1 2... mv t t t=  denotados por ( )1 2, ,... mi i i . Seja il  a 

−l ésima componente de um tratamento, tal que: 1,2,...,i t=
ll , 1,2,...,m=l . Salienta-se o 

facto de m  não representar, neste caso, o número de classes de associação, mas ser um 

expoente que permitirá calcular o referido número. 
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Considere-se que os tratamentos serão denotados por coordenadas ( )1 2, ,...,γ mγ γ γ= , 

tomando apenas os valores 0 ou 1. Dois tratamentos são γ -ésimos associados, se os 

tratamentos diferirem apenas na componente unitária de γ .  

O número de associados da γ -ésima classe é denotado por ( )γn , tal que:  

( ) ( ) ( )1 2
1

, ,..., 1γ
m

mn n t γγ γ γ
=

= = −∏ l

l
l

. 

É recorrente escrever-se as classes de associação em ordem lexicográfica, por exemplo 

para 3m = , vem ( )0,0,0 , ( )0,0,1 , ( )0,1,0 , ( )0,1,1 , ( )1,0,0 , ( )1,0,1 , ( )1,1,0 , ( )1,1,1 . 

 

 

Exemplo de um PBIB EGD 

Considere-se o PBIBD com 36t =  e 1 2 3t t= =  e 3 4t = . Para 3m =  tem-se 

( ) 32 1 2 1 7m − = − = . Definem-se portanto 7γ =  classes de associação. Sejam os tratamentos: 

 

( )1 1,1,1≡   ( )2 1,1, 2≡   ( )3 1,1,3≡   ( )4 1,1,4≡  

( )5 1,2,1≡   ( )6 1,2,2≡   ( )7 1,2,3≡   ( )8 1,2,4≡  

( )9 1,3,1≡   ( )10 1,3,2≡   ( )11 1,3,3≡   ( )12 1,3,4≡  

( )13 2,1,1≡   ( )14 2,1,2≡   ( )15 2,1,3≡   ( )16 2,1,4≡  

( )17 2,2,1≡   ( )18 2,2,2≡   ( )19 2,2,3≡   ( )20 2,2,4≡  

( )21 2,3,1≡   ( )22 2,3,2≡   ( )23 2,3,3≡   ( )24 2,3,4≡  

( )25 3,1,1≡   ( )26 3,1, 2≡   ( )27 3,1,3≡   ( )28 3,1,4≡  

( )29 3,2,1≡   ( )30 3,2,2≡   ( )31 3,2,3≡   ( )32 3,2,4≡  

( )33 3,3,1≡   ( )34 3,3,2≡   ( )35 3,3,3≡   ( )36 3,3,4≡  
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Para 3m =  tem-se 7γ = classes de associação, tomando ( )1 2, ,...,γ mγ γ γ=  os valores 

( )0,0,0 , ( )0,0,1 , ( )0,1,0 , ( )0,1,1 , ( )1,0,0 , ( )1,0,1 , ( )1,1,0 , ( )1,1,1 .  

Para este tipo de plano Hinkelmann e Kempthorne (2005) propõem a seguinte 

distribuição de tratamentos: 

 
As classes de associação e o respectivo número de associados é dado por: 

( )0 0,0,0≡  ⇒  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0
1 2 30 0,0,0 1 1 1 1n n t t t= = − − − =  

 
( )1 0,0,1≡  ⇒  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1

1 2 31 0,0,1 1 1 1 3n n t t t= = − − − = , o que significa que  

o número de primeiros associados de qualquer tratamento é 3; 

 
 ( )2 0,1,0≡       ⇒  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 0

1 2 32 0,1,0 1 1 1 2n n t t t= = − − − = , o que significa  

que o número de segundos associados de  qualquer tratamento é 

2; 

Sintetizando: 

( )3 0,1,1≡ ⇒ ( )3 6n = ; 

( )4 1,0,0≡ ⇒ ( )4 2n = ; 

( )5 1,0,1≡ ⇒ ( )5 6n = ; 

( )6 1,1,0≡  ⇒  ( )6 4n =  

( )7 1,1,1≡ ⇒ ( )7 12n =  

 

Dois tratamentos são primeiros associados se os tratamentos diferirem apenas na 

componente unitária de ( )0,0,1γ= , isto é apenas na terceira componente; assim, os 

tratamentos ( )2 1,1, 2≡ , ( )3 1,1,3≡  e ( )4 1,1,4≡  são primeiros associados do tratamento 

( )1 1,1,1≡ . 

Dois tratamentos são quintos associados se os tratamentos diferirem apenas na 

componente unitária de ( )5 1,0,1≡ , isto é simultaneamente na primeira e na terceira 

componentes; assim, os tratamentos ( )1 1,1,1≡ , ( )14 2,1,2≡ , ( )15 2,1,3≡ , ( )16 2,1,4≡ , 

( )26 1,1,2≡ , ( )27 3,1,3≡ e ( )28 3,1,4≡  são quintos associados. 
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Na tabela seguinte, encontra-se o estudo para os tratamentos 1, 2, 3, 4 e 5: 

 

Classes de associação 

0.º 1.º 2.º 3.º 4.º 5.º 6.º 7.º 

1 2,3,4 5,9 10,11,12,26,27,28 13,25 14,15,16,26,27,28 17,21,29,33 18,19,20,22,23,24,

30,31,32,34,35,36 

2 1,3,4 6,10 5,7,8,9,11,12 14,26 13,15,16,25,27,28 18,22,30,34 17,19,20,21,23,24,

29, 31,32,33,35,36

3 1,2,4 7,11 5,6,8,9,10,12 15,27 13,14,16,25,26,28 19,23,31,35 17,18,20,21,22,24 

       29,31,32,33,34,36 

4 1,2,3 8,12 5,6,7,9,10,11 16,28 13,14,15,25,26,27 20,24,32,36 17,18,19,21,22,23,

29,30,31,33,34,35 

5 6,7,8 1,9 2,3,4,10,11,12 17,29 18,19,20,30,31,32 13,21,25,33 14,15,16,22,23,24,

26,27,28,34,35,36 

 
Tabela 4.11: Classes de associação de um PBIBD  EGD 

 
 
 
 
4.3.2  Hipercúbico 

Shah (1958) introduziu este delineamento e Kusumoto (1965) aprofundou o seu 

estudo, como uma extensão do modelo cúbico. Considerem-se v  tratamentos que possam ser 

escritos como mv q= , sendo m  o número de classes de associação. Os v  tratamentos serão 

denotados como ( )1 2, ,..., mi i i , com 1,2,...,i q=l e 1,2,...,m=l . Neste esquema de associação, 

dois tratamentos são j − ésimos associados se diferirem exactamente em j  componentes. O 

número de j-ésimos associados é dado por ( )1m
j jn C q= − , 1,2,...,j m= . 

 
 
Exemplo de um PBIB hipercúbico ( 4m = ) 

 
Considere-se o PBIBD com 4 classes de associação para 16v =  e 2q = , no qual os 

tratamentos são denotados por: 
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( )1 1,1,1,1≡   ( )2 1,1,1,2≡   ( )3 1,1,2,1≡   ( )4 1,1,2,2≡  

( )5 1,2,1,1≡   ( )6 1,2,1,2≡   ( )7 1,2,2,1≡   ( )8 1,2,2,2≡  

( )9 2,1,1,1≡   ( )10 2,1,1,2≡   ( )11 2,1,2,1≡   ( )12 2,1,2,2≡  

( )13 2,2,1,1≡   ( )14 2,2,1,2≡   ( )15 2,2,2,1≡   ( )16 2,2,2,2≡  

 

O número de primeiros associados é 4
1 1 4n C= = , de segundos associados é 

4
2 2 6n C= = , de terceiros associados é 4

3 3 4n C= =  e de quartos associados é 4
4 4 1n C= = . 

Na tabela seguinte apresentam-se as respectivas classes de associação: 
 

 

Classes de associação 

0.º 1.º 2.º 3.º 4.º 
1 2, 3, 5, 9 4, 6, 7, 10, 11, 13 8, 12, 14, 15 16 

2 1, 4, 6, 10 3, 5, 8, 9, 12, 14 7, 11, 13, 16 15 

3 1, 4, 7, 11 2, 5, 8, 9, 12, 15 6, 10, 13, 16 14 

4 2, 3, 8, 12 1, 6, 7, 10, 11, 16 5, 9, 14, 15 13 

5 1, 6, 7, 13 2, 3, 8, 9, 14, 15 4, 10, 11, 16 12 

6 2, 5, 8, 14 1, 4, 7, 10, 13, 16 3, 9, 12, 15 11 

7 3, 5, 8, 15 1, 4, 6, 11, 13, 16 2, 9, 12, 14 10 

8 4, 6, 7, 16 2, 3, 5, 12, 14, 15 1, 10, 11, 13 9 

9 1, 10, 11, 13 2, 3, 5, 12, 14, 15 4, 6, 7, 16 8 

10 2, 9, 12, 14 1, 4, 6, 11, 13, 16 3, 5, 8, 15 7 

11 3, 9, 12, 15 1, 4, 7, 10, 13, 16 2, 5, 8, 14 6 

12 4, 10, 11, 16 2, 3, 8, 9, 14, 15 1, 6, 7, 13 5 

13 5, 9, 14, 15 1, 6, 7, 10, 11,16 2, 3, 8, 12 4 

14 6, 10, 13, 16 2, 5, 8, 9, 12, 15 1, 4, 7, 11 3 

15 7, 11, 13, 16 3, 5, 8, 9, 12, 14 1, 4, 6, 10 2 

16 8, 12, 14, 15 4, 6, 7, 10, 11, 13 2, 3, 5, 9 1 

Tabela 4.12: Classes de associação de um PBIBD hipercúbico ( )4m =   
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4.3.3  PBIBD ( )4m =  Angular Recto 

Thartare (1963) estudou os PBIBD angular recto, para 4 classes de associação, no qual 

os v  tratamentos são dispostos em q  ângulos rectos cujos lados contêm s  tratamentos 

equidistantes. Dois tratamentos são: primeiros associados se pertencem ao mesmo lado do 

ângulo, segundos associados se pertencem ao mesmo ângulo mas a lados diferentes, terceiros 

associados se pertencem a lados paralelos de ângulos distintos e quartos associados caso 

contrário. O número de i-ésimos associados é dado por 1 1n s= − , 2n s= e ( )3 4 1n n q s= = − . 

Considere-se o PBIBD com 4 classes de associação para 12v = ,  3q =  e 2s = . 

 

 

                       

Esquema 4.13: Representação de um PBIBD ( )4m =  angular recto 

 
 
Particularizando para o tratamento 1: 
 
Dado que o tratamento 2 pertence ao mesmo lado do ângulo em que o tratamento 1 

está definido, estes tratamentos são primeiros associados. 

Ainda no ângulo onde consta o tratamento 1 encontram-se os tratamentos 3 e 4, por 

isso, os tratamentos 3 e 4 são segundos associados do tratamento 1. 

Considerando o lado do ângulo que contêm o tratamento 1, observa-se que os lados 

paralelos a este ângulo contêm os tratamentos 5, 6, 9 e 10, então estes tratamentos são 

terceiros associados do tratamento 1. 

Os restantes tratamentos, 7, 8, 11 e 12 são os quartos associados do tratamento 1. 

 

Na tabela seguinte apresentam-se as respectivas classes de associação: 
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Classes de associação 
0.º 1.º 2.º 3.º 4.º 
1 2 3, 4 5, 6, 9, 10 7, 8, 11, 12 
2 1 3, 4 5, 6, 9, 10 7, 8, 11, 12 
3 4 1, 2 7, 8, 11, 12 5, 6, 9, 10 
4 3 1, 2 7, 8, 11, 12 5, 6, 9, 10 
5 6 7, 8 1, 2, 9, 10 3, 4, 11, 12 
6 5 7, 8 1, 2, 9, 10 3, 4, 11, 12 
7 8 5, 6 3, 4, 11, 12 1, 2, 9, 10 
8 7 5, 6 3, 4, 11, 12 1, 2, 9, 10 
9 10 11, 12 1, 2, 5, 6 3, 4, 7, 8 
10 9 11, 12 1, 2, 5, 6 3, 4, 7, 8 
11 12 9, 10 3, 4, 7, 8 1, 2, 5, 6 
12 11 9, 10 3, 4, 7, 8 1, 2, 5, 6 

 
Tabela 4.13: Classes de associação de  PBIBD angular recto 

 

 

A partir do estudo deste esquema de associação, Tharthare (1965) ampliou o esquema 

angular recto para v  tratamentos tal que v pqs=  e 2p > . Para descrever este esquema de 

associação sucintamente, os tratamentos serão denotados por 3 coordenadas ( )1 2 3, ,x x x  com 

1 1,2,...,x q= , 2 1,2,...,x p=  e 3 1,2,...,x s= . Dois tratamentos ( )1 2 3, ,x x x  e ( )1 2 3, ,y y y  são: 

primeiros associados se 1 1x y= , 2 2x y=  e 3 3x y≠ ; segundos associados se 1 1x y=  e 2 2x y≠ ; 

terceiros associados se 1 1x y≠  e 2 2x y=  e quartos associados caso não se verifiquem as 

situações anteriores. Os parâmetros associados são 1 1n s= − , ( )2 1n p s= − , ( )3 1n q s= −  e 

( )( )4 1 1n q p s= − − . 

 

 

4.4  Considerações 

O estudo e desenvolvimento dos vários tipos de PBIBD revela-se um campo de 

investigação muito prometedor, dados os muitos ramos ainda não explorados. Na abordagem 

à classificação dos PBIBD é imediato constatar a dimensão da problemática bem como o 

envolvimento e fortes ligações a outras áreas conhecidas, tais como a álgebra, a teoria de 

grafos e a geometria. 
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Capítulo 5 

PBIBD: abordagem geométrica 
 

 5.1  Introdução  

 Bose (1963) aplicou a teoria de grafos, em particular os grafos fortemente regulares, à 

construção dos PBIBD. Este ramo expandiu-se e revelou-se particularmente útil na construção 

de esquemas de associação em geral, como se revela nos artigos de Cameron (2004), Bailey 

(2005) e Fiala e Haemers (2006).  

Neste capítulo apresentam-se três abordagens distintas aos PBIBD: a partir da teoria 

de grafos com coloração de arestas, proposto por Bailey (2004); através da partição em 

classes de associação e recorrendo à geometria parcial. Através da concretização de exemplos 

pretende ilustrar-se que as diferentes abordagens se adequam melhor a determinados 

esquemas de associação, de acordo com a finalidade em estudo. 

 

 

 5.2  Resultados preliminares da teoria de grafos 
 Seja V  um conjunto de pontos designados por vértices. Considerem-se dois vértices, a 

linha que une estes dois pontos designa-se por aresta. Um grafo G é um par (V, A) em que V 

representa o conjunto não vazio dos vértices e A o conjunto das arestas, constituído por pares 

ordenados de vértices.  

Num grafo, dois vértices dizem-se adjacentes se tiverem uma aresta que os una e de 

forma análoga, duas arestas dizem-se adjacentes se tiverem um vértice em comum. Um grafo 

é completo se quaisquer dois dos seus vértices são adjacentes. Uma aresta que liga um vértice 

a ele próprio chama-se lacete. Se dois vértices estiverem ligados por mais do que uma aresta, 

então as arestas que os ligam chamam-se arestas paralelas. Um grafo sem arestas paralelas 

designa-se grafo simples e um grafo sem arestas chama-se grafo nulo. 

A ordem de um grafo representa o número de vértices desse grafo e a dimensão de um 

grafo o número de arestas. O grau ou valência de um vértice é igual ao número de arestas que 

incidem nesse vértice. Em qualquer grafo, a soma de todos os graus dos vértices é o dobro do 
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número de arestas. Chama-se grafo regular a um grafo em que todos os vértices têm o mesmo 

grau de valência d . 

 

A definição de grafo fortemente regular para classes de associação, deve-se a Bose 

(1963). Esta definição tem aplicabilidade apenas para os PBIBD com duas classes de 

associação. Bailey (2004) reforça a definição de Bose (1963), generalizando a sua 

aplicabilidade a qualquer esquema de associação com duas classes de associação. Haemers 

(2000) generaliza a definição proposta por Bose (1963) e apresenta a definição de grafo 

fortemente regular de ordem m .  

 

Definição 1: Grafo fortemente regular (segundo Bose (1963)) 

Num grafo regular, se quaisquer dois vértices adjacentes estiverem ligados a 1
11p  

vértices em comum e dois vértices quaisquer não adjacentes estiverem ligados a 2
11p  vértices 

em comum, o grafo é designado fortemente regular.  

 
Definição 2: Grafo fortemente regular (segundo Bailey (2004)) 

Um grafo G  é fortemente regular se: 

i) O grafo é regular, isto é, todos os vértices têm o mesmo grau de valência; 

ii) Cada aresta está contida no mesmo número de triângulos (cujos lados são arestas); 

iii) Cada não aresta está contida no mesmo número de configurações do tipo: 

 

 

 

 

iv) Não é um grafo completo nem é um grafo nulo. 

 

 

Definição de grafo fortemente regular de ordem v :  

Um grafo de ordem v  que, não seja nem simples nem tenha lacetes, é fortemente 

regular com os parâmetros , , ,v k λ µ  se verificar as condições: 

i) Cada vértice é adjacente a k  vértices; 

ii) Para cada par de vértices adjacentes existem λ  vértices adjacentes a ambos; 

iii) Para cada par de vértices não adjacentes existem µ  vértices adjacentes a ambos; 

não aresta 
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Seidel (1967) introduziu o conceito de equivalência entre grafos. Em qualquer grafo 

( ),G X U=  a operação complementar, no que concerne a um vértice x X∈ , resulta num 

grafo com o mesmo número de vértices X , no qual todas as arestas existentes a partir de x  

serão anuladas e as arestas não existentes serão desenhadas. Segundo este autor a 

complementação gera uma noção de equivalência. 

 

Definição de equivalência de Seidel: 

Dois   grafos   ( )1 1,G X U=    e   ( )2 2,G X U=    gozam   de   equivalência   Seidel (S-

equivalentes) se um é obtido a partir do outro por complementação, no que concerne a um 

vértice x  de um subconjunto não vazio S  de X .  

 

 A matriz de adjacência v v ija× ⎡ ⎤= ⎣ ⎦A  de um grafo é definida da seguinte forma: 

1, ;
0,v v ij

se os vértices i e j forem adjacentes
a

caso contrário×

⎧
⎡ ⎤= = ⎨⎣ ⎦

⎩
A  

Na teoria de grafos, a matriz de adjacência desempenha um papel similar à matriz de 

incidência no delineamento de experiências. Se o grafo for regular, a matriz de adjacência de 

um grafo é simétrica e as somas das colunas e das linhas é constante. 

Pela forma como a matriz A  foi definida, esta representa a matriz de primeiros 

associados anteriormente representada por 1B , então: 

( )
2

2 2 0 1 2
1 11 11 0 11 1 11 1

0

i T
i

i
p p p p

=

= = = + + − −∑A B B B B JJ B I  . 

Como 0
11 1p n d= = ,  

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 1 2
11 11 11 11

T Td p p p p e f f d f= − + + − = − + + −A I JJ A A JJ I , com 1
11e p=  e 

2
11f p= . Pode, portanto, concluir-se o seguinte teorema: 

 

Teorema 5.1: 

Num grafo G  regular de valência d , a matriz de adjacência A  coincide com a matriz 

de adjacência de um grafo fortemente regular se existirem os inteiros não negativos e  e f  tal 

que: 1
11e p= , 2

11f p=  e 

( ) ( )2 T
v v ve f f d f= − + + −A A J J I .                    (5.1) 
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5.3  Aplicações da teoria de grafos aos PBIBD 

Seja G  um grafo com v  vértices e seja A  a matriz de adjacência. Os v  vértices do 

grafo representam os tratamentos do PBIBD e os tratamentos x  e y  serão primeiros 

associados se x  e y  forem vértices adjacentes, caso contrário serão segundos associados. Em 

Raghavarao (1971) é referido que o conceito de grafo fortemente regular é isomorfo a um 

PBIBD com duas classes de associação bem como o conceito de grafo fortemente regular de 

ordem v  é isomorfo a um PBIBD com m  classes de associação. 

 

 O teorema que se segue foi anteriormente referido em (2.31), substituindo-se neste 

caso: 0B  por vI  e A  por 1B . 

 

Teorema 5.2: 

Seja N  uma matriz de ordem v b×  cujos elementos são 0 ou 1 e os totais das linhas e 

das colunas são constantes, então N  é a matriz de incidência de um PBIBD com duas classes 

de associação se e só se: 

( )1 2
T T

v v v vr λ λ= + + − −NN I A J J I A  

com 1 2λ λ≠ , ( )1 2max ,r λ λ≥  e sendo A  a matriz de adjacência de um grafo fortemente 

regular. 

 

 

Definição de esquema de associação com recurso a grafos coloridos: 

Num conjunto finito Ω , um esquema de associação com s  classes de associação é um 

grafo completo cujos vértices são elementos do conjunto Ω , no qual as arestas que os unem 

são s  coloridas e verificam as condições: 

i) Quaisquer que sejam , ,i j k   no conjunto { }0,..., s , existe um inteiro k
ijp  tal que, 

qualquer que seja a aresta { },α β  de cor k  se verifica a condição: 

( ) ( ){ }# : , , k
ijtem cor i e tem cor j pγ α γ γ β∈Ω =    

ii) Todas as cores são usadas pelo menos uma vez; 

iii) Cada vértice está contido em ia  arestas de cor, sendo ia  representado por um número 

inteiro com i { }1,..., s∈ . 
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Seguidamente explicita-se a condição i): 

Seleccionem-se dois vértices distintos α  e β  e considere-se que a aresta definida por 

estes dois vértices tem cor k . Considere-se ainda um vértice γ . O triângulo definido por estes 

três pontos terá ainda uma aresta de cor i  definida pelos vértices α  e γ  e outra de cor j , 

definida pelos vértices γ  e β . O número de vértices que originam triângulos com esta 

coloração de arestas é k
ijp , como se representa na imagem: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Considerações sobre a condição iii): 

 Partir-se-á do princípio que nenhuma aresta tem cor branca e assumir-se-á que a cor 

dos vértices será branca, pelo que a sua cor será representada por zero, sendo estes os 

parâmetros zero-ésimos associados, então: 0 1a = , 0
ii ip a= , 0 0 1i i

i ip p= =  e 0
0 0 0j i

ij i jp p p= = =  

se i j≠ , tal como foi referido nas expressões 2.15, 2.16 e 2.17. 

 

 

 Exemplo 1: 

Retomando o esquema 4.8 cíclico, para duas classes de associação: 

 
Esquema 5.1: Representação de um PBIBD cíclico ( 5,v = 5,b =  3,r = 13, 2k λ= = , 2 1λ = ), 

recorrendo a um grafo 

α

β

γ
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Neste grafo o conjunto V  dos vértices é constituído pelos tratamentos { }0,1,2,3,4V =  

e o conjunto A  das arestas é { }1 2 3 4 5, , , ,A a a a a a= , pelo que a ordem e a dimensão do grafo 

são 5. O grau de valência d  de cada vértice é  2 e consequentemente o grafo é regular. 

Através da análise do grafo, observa-se por exemplo:  

• os vértices 0 e 4 são adjacentes; 

• os vértices 0 e 2 são não adjacentes; 

• as arestas 1a  e 4a  são adjacentes; 

• as arestas 1a  e 2a  são não adjacentes. 

Tomando como exemplo os vértices 0 e 4: os vértices adjacentes ao vértice 0 são os 

vértices 1 e 4 e os vértices adjacentes ao vértice 4 são os vértices 0 e 3, logo não têm em 

comum nenhum vértice adjacente. Recorde-se que, neste exemplo, 1
11 0p =  coincidindo com o 

número de vértices comuns.  

Relativamente aos vértices não adjacentes 0 e 2: os vértices adjacentes ao vértice 0 são 

os vértices 1 e 4 e os vértices adjacentes ao vértice 2 são os vértices 1 e 3, pelo que têm em 

comum um vértice. Recorde-se que, neste exemplo, 2
11 1p =  coincidindo com o número de 

vértices comuns. 

  
O grafo é fortemente regular e tem por matriz de adjacência:  

 
0 1 0 0 1
1 0 1 0 0
0 1 0 1 0
0 0 1 0 1
1 0 0 1 0

v v×

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A  

 

                             cujo quadrado é:  2

2 0 1 1 0
0 2 0 1 1

.1 0 2 0 1
1 1 0 2 0
0 1 1 0 2

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A  

 

 

Recorrendo à expressão 5.1, vem:  

( ) ( )2 T
v v ve f f d f= − + + − =A A J J I ( ) ( )1 2 2

11 11 11
T

v v vp p f d p− + + − =A J J I
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0 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 2 0 1 1 0
1 0 1 0 0 1 1 1 1 1 0 1 0 0 0 0 2 0 1 1
0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 2 0 1
0 0 1 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 1 1 0 2 0
1 0 0 1 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0 1 0 1 1 0 2

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − + + =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 

  

Exemplo 2: 

Retomando o esquema cúbico 4.12 com 3 classes associação com os parâmetros 

1 2 3 18, 12, 3, 2, 1, 0, 0, 3,v b r k nλ λ λ= = = = = = = =  2 3n =  e 3 1n = , tem-se 

esquematicamente: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Esquema 5.2: Representação,  sob a forma de grafo, do PBIBD cúbico 

1 2 3( 8, 12, 3, 2, 1, 0 0)v b r k eλ λ λ= = = = = = =  com três classes de associação  

 
 
Pode concluir-se que o grafo é fortemente regular, uma vez que:  

i) O grafo é regular, isto é, todos os vértices têm o mesmo grau de valência três; 

ii) Cada aresta está contida no mesmo número de triângulos (que neste caso será 

zero); 

iii) Cada não aresta está contida no mesmo número de configurações, por exemplo: a 

não aresta [ ]35  está contida nos triângulos [ ]153  e [ ]357 ; 

iv) Não é um grafo completo porque nem todos os vértices são adjacentes nem é um 

grafo nulo, porque tem arestas. 
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Pela observação deste grafo não se visualizam as classes de segundos e terceiros 

associados, pelo que se irá recorrer a um grafo colorido, no qual as arestas amarelas são as 

arestas do cubo, as arestas vermelhas representam as diagonais principais do cubo e as arestas 

pretas simbolizam as diagonais das faces do cubo. Na representação seguinte, as arestas pretas 

foram omitidas. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Esquema 5.3: Representação sob a forma de grafo com arestas coloridas do PBIBD cúbico 
1 2 3( 8, 12, 3, 2, 1, 0 0)v b r k eλ λ λ= = = = = = =  com três classes de associação  

 

Considerando dois tratamentos, estes serão: primeiros associados se as arestas que os 

unem forem amarelas, segundos associados se as arestas que os unem forem vermelhas e 

terceiros associados se as arestas forem pretas. Como o desenho de todas estas arestas iria 

dificultar a sua interpretação, na figura seguinte assinalam-se apenas as arestas diagonais 

relativas ao tratamento 7, a três dimensões: 

 
Esquema 5.4: Representação,  sob a forma de grafo com arestas coloridas, do PBIBD cúbico 

1 2 3( 8, 12, 3, 2, 1, 0 0)v b r k eλ λ λ= = = = = = =  com três classes de associação, através de um cubo 



99 
 

Seleccionando os vértices 2 e 7 e, tendo em consideração que estes tratamentos são 

terceiros associados ( )3k =  porque a aresta que os une é vermelha, pretende determinar-se 

por exemplo, 3
12p : 

 A partir da aresta vermelha, irá seleccionar-se uma aresta amarela, a partir do vértice 2 

por opção, porque o primeiro subíndice de 3
12p  é 1. Poderá optar-se pela aresta que une os 

tratamentos 2 e 1, 2 e 4 ou 2 e 6. Desta forma obtêm-se três triângulos todos com a mesma 

coloração (uma aresta vermelha, uma amarela e outra preta) logo 3
12 3p =  ou ,

vermelho
amarelo pretop .  

 

Esquema 5.5: Determinação de ,
vermelho
amarelo pretop ,  sob a forma de grafo com arestas coloridas, para o PBIBD 

cúbico 1 2 3( 8, 12, 3, 2, 1, 0 0)v b r k eλ λ λ= = = = = = =  com três classes de associação, através de 
um cubo 

 

Para cada vértice convergem 3 arestas amarelas, 3 arestas pretas e uma vermelha, 

então: 

0 1 0 0
1 0 0 2
0 0 0 1
0 2 1 0

amarelo

branco amarelo vermelho preto
branco
amarelo
vermelho

preto

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

P

 
 

0 0 0 1
0 2 1 0
0 1 0 0
1 0 0 2

preto

branco amarelo vermelho preto
branco
amarelo
vermelho

preto

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

P
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0 0 1 0
0 0 0 3
1 0 0 0
0 3 0 0

vermelho

branco amarelo vermelho preto
branco
amarelo
vermelho

preto

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

P
 

 

 

 

 

 Exemplo 3: 

Retomando o esquema 4.2, um PBIBD triangular com duas classes de associação, este 

será representado através de um grafo, conhecido por grafo de Peterson.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Esquema 5.6.: PBIBD triangular com duas classes de associação  
( 10,v = 5,b =  2,r = 14, 1k λ= = , 2 0λ = ),  

representação com recurso ao grafo de Peterson para tratamentos segundos associados 
 

 

Observa-se que, neste grafo com 10 vértices estão simbolizados 10 tratamentos. 

Verifica-se ainda que, cada tratamento está unido por 3 arestas a 3 vértices, que no referido 

esquema são tratamentos segundos associados. Desenhando o grafo complementar, obtêm-se: 
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Esquema 5.7.: PBIBD triangular com duas classes de associação  

( 10,v = 5,b =  2,r = 14, 1k λ= = , 2 0λ = ),  
representação com recurso ao grafo de Peterson para tratamentos primeiros associados 

 

 

Da análise dos dois grafos anteriores, destaca-se o facto da leitura simplificada do 

primeiro, pelo que se destaca a utilidade da complementação e da equivalência de Seidel para 

que haja uma interpretação mais facilitada. 

 

Destaca-se para o tratamento 1 os seus segundos associados e em seguida os segundos 

associados, em consonância com a tabela 4.1. 

 

 
Esquema 5.8.: Segundos associados do tratamento 1, num PBIBD triangular com duas classes de 

associação  ( 10,v = 5,b =  2,r = 14, 1k λ= = , 2 0λ = ),  
representação com recurso ao grafo de Peterson para tratamentos segundos associados 
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Esquema 5.9.: Primeiros associados do tratamento 1, num PBIBD triangular com duas classes de 

associação  ( 10,v = 5,b =  2,r = 14, 1k λ= = , 2 0λ = ),  
representação com recurso ao grafo de Peterson para tratamentos segundos associados 

 
 

 

 

 5.4  Abordagem aos PBIBD com recurso a partições em classes 
Esquemas de associação são relações entre pares de elementos de um conjunto finito 

Ω . Seja Ω×Ω  o conjunto de pares ordenados de elementos de Ω , tal que: 

( ){ }, :α β α βΩ×Ω = ∈Ω ∧ ∈Ω . 

Seja C  um subconjunto de Ω×Ω .  O subconjunto 'C   é o dual do subconjunto C  se 

e só se ( ) ( ){ }' , : ,C Cβ α α β= ∈ . C  é um subconjunto simétrico se e só se 'C C= . Salienta-

se o caso particular do subconjunto simétrico ( )Diag Ω  definido por: 

 

( ) ( ){ }, :Diag ω ω ωΩ = ∈Ω
.
 

Seja ( )iC α  o conjunto de i-ésimos associados do tratamento α . Num conjunto finito 

Ω , um esquema de associação com s  classes de associação é uma partição de Ω×Ω  no 

conjunto de classes de associação 0 1, ,..., sC C C , tal que: 

i) ( )0C Diag= Ω ; 

ii) iC  é simétrico para 1, 2,...,i s= ; 

iii) Quaisquer que sejam , ,i j k  ∈{ }0,..., s , existe um número inteiro, tal que:   

∀ ( ),α β  ∈ kC : ( ) ( )# : , , k
i j ijC C pγ α γ γ β∈Ω ∈ ∧ ∈ =

. 
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As expressões correspondentes às expressões 2.19 e 2.4 serão dadas por:  

0

#
s

i
i

a
=

= Ω∑    e k
ij i

j
p a=∑ . 

 
Seja 1 ... b∆ ∪ ∪∆ uma partição de Ω  em b  blocos de dimensão m , tal que 2b ≥  e 

2m ≥ . Os subconjuntos 1 2, ..., b∆ ∆ ∆ são designados por grupos. Sejam α  e β  primeiros 

associados caso estejam no primeiro grupo e segundos associados caso contrário, então: 

 

1 2 3 ... bΩ = ∆ ∪ ∆ ∪ ∆ ∪ ∪ ∆  

 

 

 

 

 

 

          

 
 

Esquema 5.10: Partição em classes de um PBIBD divisível com m classes de associação 
 

Se ω∈Ω , então ω tem 1m−  primeiros associados e ( )1b m−  segundos associados. 

Se α  e β  são primeiros associados então o número de γ  que são especificados a partir de α  

e β  são: 

 

α  e β  
 primeiros associados 

( )1C β  ( )2C β  

( )1C α   2m−   0  

( )2C α   0   ( )1b m−  

 
Tabela 5.1: Partição em classes de um esquema com duas classes de associação para primeiros associados 
 

 

Por exemplo, os elementos que são primeiros associados simultaneamente de α  e β  

são os 2m−  restantes elementos do grupo que contêm α  e β . Se α  e β  são segundos 

associados então o número de γ  que estão especificados como associados de α  e β  são: 

 

Segundos 
associados 

Primeiros 
associados 

...
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α  e β  
 segundos associados 

( )1C β  ( )2C β  

( )1C α  0  1m−  

( )2C α  1m−  ( )2b m−  
 

Tabela 5.2: Partição em classes de um esquema com duas classes de associação para segundos associados 
 

 Facilmente se verifica que as tabelas anteriores correspondem às matrizes de 

associação iP  , 1, 2i = , de um PBIBD divisível em grupos com duas classes de associação. 

 

 

Exemplo 4: 

O grupo divisível do esquema 4.1:  

1 2
3 4
5 6

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

pode ser representado por um esquema de associação definido por partições recorrendo a 

diagramas ou a tabelas, como se apresenta seguidamente: 

{ } { } { }1,2 3,4 5,6Ω = ∪ ∪  

 

                                                1                         3                        5 

 

                                    2                         4                        6 

 
Esquema 5.11: Partição em classes de um PBIBD divisível em grupos com duas classes 

 

 

Elementos de Ω×Ω  

 1 2 3 4 5 6 
1 0 0C =  1C  2C  2C  2C  2C  
2 1C  0 0C =  2C  2C  2C  2C  
3 2C  2C  0 0C =  1C  2C  2C  
4 2C  2C  1C  0 0C =  2C  2C  
5 2C  2C  2C  2C  0 0C =  1C  
6 2C  2C  2C  2C  1C  0 0C =  

 
Tabela 5.3: Tabela de partição em classes de um PBIBD divisível em grupos com duas classes 
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De acordo com a definição, 0C  é a diagonal principal que será representada por zero e 

a tabela é simétrica em relação à diagonal principal. 

A condição ii) implica que 0 0ijp =  se i j≠ . Analogamente, 0 0k
jp =  se j k≠  e 0 0k

ip =  

se i k≠  enquanto que 0 01j i
j ip p= = . A condição iii) implica que qualquer elemento de Ω  tem 

0
iip  i-ésimos associados. Recorrer-se-á à notação 0

i iia p=  sendo ia  designado pela valência da 

i-ésima classe de associação. 

 

 

 

 Exemplo 5: 

O esquema 4.9 rectangular, com 3 classes de associação, pode ser também 

representado com recurso a partições. Recorde-se que o esquema era: 

 

1 3 5
2 4 6
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 

Seja Ω  uma matriz rectangular com 2n ≥  e 2m ≥ , então: 

( ){ }1 , :C e estão na mesmalinha eα β α β α β= ≠  

( ){ }2 , :C e estão na mesma coluna eα β α β α β= ≠  

( ){ } ( )3 0 1 2, : \ \ \C e estãoemcolunas elinhas diferentes C C Cα β α β= = Ω×Ω  

 

As tabelas seguintes mostram o número de tratamentos comuns para cada classe:  

 

 

( ) 1, Cα β ∈   ( )1C β   ( )2C β   ( )3C α  

( )1C α   2m−   0   0  

( )2C α  0   0  1n−  

( )3C α   0   1n−   ( )( )1 2n m− −  

 
Tabela 5.4: Partição em classes de um esquema com três classes de associação para primeiros associados 
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( ) 2, Cα β ∈   ( )1C β   ( )2C β   ( )3C α  

( )1C α   0   0   1m−  

( )2C α  0   2n−  0  

( )3C α   1m−   0   ( )( )2 1n m− −  

 
Tabela 5.5: Partição em classes de um esquema com três classes de associação para segundos associados 

 

 

( ) 3, Cα β ∈   ( )1C β   ( )2C β   ( )3C α  

( )1C α   0   1  2m−  

( )2C α  1  0  2n−  

( )3C α   2m−   2n−   ( )( )2 2n m− −  

 
Tabela 5.6: Partição em classes de um esquema com três classes de associação para terceiros associados 

 

 

 Facilmente se verifica que as tabelas anteriores correspondem às matrizes de 

associação iP  , 1, 2,3i = , de um PBIBD divisível em grupos com duas classes de associação. 

 

 

 Exemplo 6:  

Considere-se o grafo de Peterson: 

 

 

 

 

 

 

 

 
Esquema 5.12: Grafo de Peterson 
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Seguidamente, pretende mostrar-se que a principal vantagem em aplicar um esquema 

em partições é o facto de permitir preencher tabelas conhecendo apenas alguns parâmetros. 

Recorde-se que desta forma se podem obter as matrizes iP . 

Seja 1C  o conjunto de arestas do grafo e 2C  o conjunto das arestas não desenhadas. 

Verifica-se que em cada vértice incidem 3 arestas pelo que 1 3a =  e consequentemente 

2 10 1 3 6a = − − = , aplicando a expressão 
0

#
s

i
i

a
=

= Ω∑ , facilmente se preenchem as seguintes 

células da tabela: 

 

 

( ) 1, Cα β ∈  ( )1C β   ( )2C β   ( )3C α    

( )1C α  
0   1  ‐‐‐‐‐‐‐  1 

( )2C α  
1  0   ‐‐‐‐‐‐‐  3 

( )3C α  
0  ‐‐‐‐‐‐‐  ‐‐‐‐‐‐‐  6 

  1  3  6  10 
 

Tabela 5.7: Tabela incompleta da partição em classes do grafo de Peterson  
para tratamentos primeiros associados preenchida apenas pela observação do grafo 

 

 

 

( ) 1, Cα β ∈  ( )1C β   ( )2C β   ( )3C α  

( )1C α  
0   1  0 

( )2C α  
1  0   2 

( )3C α  
0 2  4 

 
Tabela 5.8: Partição em classes do grafo de Peterson para tratamentos primeiros associados 

 

 

 

( ) 2, Cα β ∈  ( )1C β   ( )2C β   ( )3C α  

( )1C α  
0  0  1 

( )2C α  
0  1  2 

( )3C α  
1  2  3 

Tabela 5.9: Partição em classes do grafo de Peterson para tratamentos segundos associados 
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5.5  PBIBD e Geometria Parcial 
Uma geometria parcial ( ), ,r k t  é um sistema de pontos e rectas que satisfazem a 

seguinte axiomática: 

Axioma 1: Dois pontos distintos definem uma única recta; 

Axioma 2: Cada ponto está contido em r  rectas; 

Axioma 3: Cada recta contém k  pontos; 

Axioma 4: Se o ponto P  não estiver contido na recta l , então existem t  rectas ( )1t ≥  

que contêm o ponto P  e que intersectam em algum ponto da recta l  e ( )1 min ,t r k≤ ≤ . 

 

Esta axiomática é similar aos axiomas de incidência da geometria euclidiana. O 

teorema seguinte deve-se a Bose (1963). 

 

 

Teorema 5.3: 

Considerando que os pontos representam os tratamentos e as linhas os blocos, a partir 

de uma geometria parcial ( ), ,r k t  pode construir-se um PBIBD com duas classes de 

associação com os parâmetros: 

( )( )1 1 /v k r k t t= − − +⎡ ⎤⎣ ⎦ , 

( )( )1 1b r r k t= − − +⎡ ⎤⎣ ⎦ , r , k , 

( )1 1n r k= − , 

( )( )( )2 1 1 /n r k k t t= − − − , 

1 1λ = ,  2 0λ = , 

( )( )11
1 1 1 2p t r k= − − + −  e  2

11p rt= . 

 

 

Demonstração:  

Definam-se dois tratamentos como primeiros associados se ocorrerem no mesmo 

bloco, caso contrário serão segundos associados. Os tratamentos serão representados por 

pontos e os blocos por rectas. Dado um ponto P há r  rectas que o contêm, então o número de 

primeiros associados deste ponto é ( )1 1n r k= − .  
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Aplicando o axioma 4, cada uma das ( )b r−  rectas que não passam pelo ponto P , 

contêm t  pontos que intersectam as rectas que contêm o ponto P , e cada um destes pontos 

intersectam ( )1r −  rectas, então 1n  também poderá ser escrito como ( ) ( )1 / 1n t b r r= − − . 

Igualando as duas últimas condições ( )1 1n r k= −  e ( ) ( )1 / 1n t b r r= − −  tem-se 

( )( )1 1 /b r r k t t= − − +⎡ ⎤⎣ ⎦  e recorrendo à relação vr bk= , obtém-se 

( )( )1 1 /v r r k t t= − − +⎡ ⎤⎣ ⎦ . 

Cada um dos b r−  blocos que não contêm P  têm k t−  segundos associados de P  e 

cada um destes segundos associados está contido em r  blocos, então: 

( )( ) ( )( )( )2 / 1 1 /n k t b r r r k k t t= − − = − − −  

Sejam os tratamentos P  e Q  primeiros associados que ocorrem no bloco l . Contando 

os seus primeiros associados em comum, os outros 2k −  pontos da recta l  têm  ( ) ( )1 1r t− −  

primeiros associados de Q  que intersectam as 1r −  rectas que contêm P  são os primeiros 

associados de l  que intersectam as  1r −  rectas que contêm o ponto P , então 

( )( )1
11 1 1 2p r t k= − − + −  

 Sejam P  e R  dois tratamentos segundos associados então não há nenhuma recta a 

passar por P  e R . Cada uma das r  rectas que passam por P  têm t  primeiros associados de 

R , recorrendo ao axioma 4. Então, 1
11p rt= .  

 

A partir da demonstração anterior verifica-se que esta geometria parcial pode ser 

interpretada como um esquema com duas associações com os parâmetros: 

( )( )1 1 /v k r k t t= − − +⎡ ⎤⎣ ⎦ , ( )1 1n r k= − , ( )( )( )2 1 1 /n r k k t t= − − −  ( )( )1
11 1 1 2p t r k= − − + −  

2
11p rt= .  

 

 

Em Raghavarao (1971) provam-se os seguintes teoremas: 

 

Teorema 5.4: 

Um PBIBD com duas classes de associação com os parâmetros 1 1λ = , 2 0λ =  e k r>  

é necessariamente uma geometria parcial. 
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Teorema 5.5: 

É condição necessária para a existência de uma geometria parcial ( ), ,r k t  que a 

fracção ( )( )
( )

1 1
1

rk r k
r k r t

− −
+ − −

 seja um número inteiro positivo. 

 

 

 

Exemplo 7: 

Considere-se o quadrado latino referido em 4.5 definido pelos parâmetros 9,v = 6,b =  

3,k =  2r = , 1 1λ = , 2 0λ = , 1 4n =  e 2 4n = . Este PBIBD com duas classes de associação 

pode ser representado da seguinte forma: 

 

 
Esquema 5.13: Representação de um PBIBD quadrado latino com duas classes de associação 

( 9,v = 6,b =  2,r = 13, 1k λ= = , 2 0λ = ) com recurso à geometria parcial 

 

 

Os blocos são representados pelas rectas e os pontos simbolizam os tratamentos. 

Definam-se dois tratamentos como primeiros associados se ocorrerem num bloco, caso 

contrário serão segundos associados. Recorrendo ao teorema 4, este PBIBD com duas classes 

de associação é necessariamente uma geometria parcial dado que os parâmetros são 1 1λ = , 

2 0λ =  e k r>   

 Pretende determinar-se o valor de t : considere-se, por exemplo, o tratamento 3 que 

não está contido na recta p . Pelo axioma 4, existem t  rectas que contêm o ponto 3 e que 

intersectam em algum ponto a recta p . A única recta nestas condições é a recta u , pelo que 

1t = . Seguidamente verificar-se-á que este delineamento é de facto uma geometria parcial: 
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( )( )1 1 / 9v k r k t t v= − − + ⇒ =⎡ ⎤⎣ ⎦ , ( )( )1 1 6b r r k t b= − − + ⇒ =⎡ ⎤⎣ ⎦ , 3,k =  2r = , 

( )1 11 4n r k n= − ⇒ = ,  ( )( )( )2 21 1 / 4n r k k t t n= − − − ⇒ = , 1 1λ = , 2 0λ = , 

( )( )11 11
1 11 1 2 1p t r k p= − − + − ⇒ =   e  2 2

11 11 2p rt p= ⇒ = . 

 
Relativamente ao ponto 3 há duas rectas que o contêm, as rectas u  e s , por isso 2r = . 

O número de primeiros associados deste ponto é dado pelo produto de r  por 1k − , dado que 

se terá de excluir o tratamento 3, pelo que ( )1 1n r k= − .  

Como cada um dos quatro ( )b r−  blocos que, não contêm o ponto 3, têm 2 ( )k t−  

segundos associados do tratamento 3 e cada um destes segundos associados está contido em 

dois ( )r  blocos, ( )( ) ( )( )( )2 / 1 1 /n k t b r r r k k t t= − − = − − −  e será igual a 4. 

 

 

 

5.6  Considerações 
 Investigou-se neste capítulo a abordagem geométrica ao estudo dos PBIBD, 

procurando ilustrar as diferentes perspectivas e a sua adequação a várias finalidades. 

Relativamente à aplicabilidade da teoria de grafos destaca-se de imediato a 

visualização do esquema, como se observou no esquema (4.8) cíclico, para além de permitir 

determinar a matriz de adjacência, bem como visualizar facilmente os parâmetros i
jkp . 

A abordagem aos PBIBD com recurso a partições em classes é muito relevante no 

estudo e construção de casos particulares dos PBIBD, tais como: grupos divisíveis para duas 

classes de associação ou esquemas rectangulares para três classes de associação. Convém 

salientar que, o recurso a partições em classes traduz uma vantagem na obtenção de 

parâmetros desconhecidos recorrendo ao preenchimento de tabelas de classes de associação. 

Apresentou-se a Geometria Parcial dada a sua ênfase na visualização de determinados 

delineamentos, tais como os quadrados latinos cuja representação não seria possível com 

recurso a grafos, por este tipo de delineamento não obedecer aos requisitos necessários para o 

representar sob esta forma. Além disso, esta geometria permite ainda assegurar a existência de 

delineamentos com base no conhecimento de apenas três parâmetros: ,r k  e v , o que se 

revela muito prático para a concretização de experiências. 
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Capítulo 6 
 

Considerações finais e perspectivas futuras de  

investigação 
 

No mundo actual, em que cada vez mais se recorre às novas tecnologias e à 

codificação de dados e de movimentos, reveste-se da maior importância investigar planos 

específicos, tais como os PBIBD, que permitem dar resposta às novas problemáticas em áreas 

tão relevantes como a Genética, a Medicina, a Biometria ou a Criptografia. 

Em termos futuros, podemos ainda conjecturar se o facto dos PBIBD terem 

aplicabilidade na descodificação de esquemas criptográficos, não se virá a revelar de 

primordial importância na descodificação dos tão emblemáticos esquemas de partículas 

atómicas; ou se a solução tão procurada para resolver a actual crise energética, não residirá no 

recurso ao bio-diesel - e ser então urgente e necessário rentabilizar a produção de 

determinadas plantações, recorrendo a experiências agrícolas estruturadas eventualmente sob 

a forma de PBIBD. 

Neste trabalho, procurou-se abordar os PBIBD sob diversas perspectivas – algébrica, 

geométrica e de análise de informação - com o intuito de tomar conhecimento sobre as suas 

abrangentes aplicações e de estabelecer perspectivas futuras de investigação. Apesar do papel 

fundamental dos esquemas de associação no estudo dos PBIBD, conclui-se que por si só não 

constituem nem geram efectivamente os planos, no sentido da afectação dos tratamentos aos 

blocos: para este efeito têm vindo a ser desenvolvidos diversos métodos de construção. 

Ambiciona-se ainda em trabalhos futuros incidir na investigação e a aplicabilidade destes 

métodos, bem como no estudo e desenvolvimento de software informático nesta área.  

Ainda no que respeita a perspectivas futuras de investigação, destacam-se os seguintes 

aspectos: 
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• Estudo detalhado da álgebra Bose-Mesner, no que concerne à relação existente 

entre a ortogonalidade e classes de associação; 

• Estudo do paralelismo entre as matrizes Hadmard e as matrizes- Mn e a sua 

aplicabilidade na construção de novos PBIBD simétricos (com base no estudo de Sinha et al 

(2006)). 

• Estudo aprofundado de isomorfismos entre esquemas de associação, cruzamento de 

esquemas de associação, esquemas de associação encaixados e cruzamento de esquemas de 

associação iterados e encaixados. 
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