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Resumo:

A presente dissertacdo aborda a aplicagdo do método dos elementos finitos em
estruturas constituidas por vigas. E considerado que as vigas que constituem a estrutura
sofrem grandes deslocamentos (afastando-se da configuragdo inicial) mas deformacdes
de pequena amplitude devido a elevada esbelteza das mesmas. O pressuposto descrito €
onde se baseia a formulagdo corrotacional. Nestas situacdes, uma vez que ndo existe
uma proporcionalidade directa entre forcas e deslocamentos, esta-se na presenca de
analises ndo lineares. Este tipo de analise necessita de um processo iterativo para a sua
resolugdo, uma vez que as equagdes que regem o comportamento da estrutura dependem
da configuracdo deformada, ou seja, as equagdes de equilibrio da estrutura necessitam
de ser actualizadas durante o processo. Nesta dissertagao utiliza-se o método de

Newton-Raphson, o qual, adaptado, passa a um processo incremental-iterativo.

Dos conceitos tedricos passa-se a construgdo do algoritmo “PEFNL-2D” capaz
de estudar as situagdes descritas. Foram criadas quatro versdes distintas do referido
programa, que sdo testadas em diversos exemplos. Uma das quatro versodes testadas
mostrou ser a mais adequada, uma vez que demonstra versatilidade para todos os

exemplos efectuados e apresenta uma boa precisdo nos resultados.

Palavras-chave: M¢étodo dos clementos finitos, analise nao linear, formulagao

corrotacional, método de Newton-Raphson, métodos computacionais.



Abstract:

This thesis deals with finite element application in beam structures. It is
considered that the beams forming the structure suffer large displacements (getting far
from the original configuration) but small amplitude deformations due to their high
slenderness. The corotacional formulation is based on the previous assumption. In these
situations, since there are no direct relationship between forces and displacements, a
nonlinear analysis is considered. This kind of analysis requires an iterative process for
its resolution, since the equations that characterize the structure behavior depend on the
deformed configuration, i.e., the structure equilibrium equations need to be updated
during the process. In order to solve it, the Newton-Raphson’s method is used, which is

transformed into an incremental-iterative process.

Based on the theoretical concepts, the “PEFNL-2D” was developed; this
algorithm is able to study the described situations. Four different versions were created
for this program, which are tested in several examples. One of the tested versions was
found to be the most appropriate, since it demonstrates versatility for all examples and

produces results with good precision.

Keywords: Finite element method, nonlinear analysis, corotacional formulation,

Newton-Raphson method, computational methods.
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Matriz geométrica no sistema de coordenadas locais
Matriz de rigidez no sistema de coordenadas locais

Matriz de transformacdo do referencial local inicial para o referencial

local actual, que corresponde a uma rotagdo de corpo rigido de angulo 3

Matriz de transformacdo do referencial global para o referencial local

actual

Vector com as coordenadas dos nds do elemento, no referencial global,

para a configuragdo inicial

Vector com as coordenadas dos nos do elemento, no referencial local para
a configurac¢do inicial

Vector que guarda as coordenadas dos ndés do elemento no referencial
global, para a iteragcdo n

Vector que guarda as coordenadas dos ndés do elemento no referencial

global, rodado do angulo

Vector de deslocamentos que produz deformacdo no elemento, no

referencial global

Vector de deslocamentos que produz deformacdo no elemento, no

referencial local

Deslocamentos dos nos medidos no sistema de coordenadas globais, na
iteracao n

Deslocamentos associados a rotagcdo de corpo rigido no referencial global
Vector com a componente de translagdo do deslocamento devido a
deformacao, no referencial local

Vector com a componente de translagdo do deslocamento devido a

deformagao, no referencial global

Vector com as rotagdes que produzem deformacao no elemento

Vector das forgas residuais na iteracdo n



Fp, {fe} Vector de forgas aplicadas no elemento em coordenadas locais

[K] Matriz de rigidez numa andlise linear de estruturas no sistema de

coordenadas globais

Ny, Nip, Niun Niy Fungdes de forma

Ninc Numero de incrementos

U4 Energia de deformacao associada ao esforco axial

ur Energia de deformagao associada ao momento flector

{r} Vector de forgas aplicadas no sistema de coordenadas globais

{u} Deslocamentos dos nds medidos no sistema de coordenadas globais
Up Uy Deslocamentos segundo o eixo x nos nos do elemento

ug, {ue} Deslocamentos dos nds medidos no sistema de coordenadas locais
VLV Deslocamentos segundo o eixo y nos nés do elemento

{a} Vector que guarda as rotagdes totais dos nos, medidas no referencial local
{B} Vector com a rotacdo de corpo rigido de cada elemento

€ij Tensor das deformagoes

01,01 Rotagdes em torno do eixo z do elemento

Oij Tensor das tensoes

[K (un)] Matriz de rigidez numa analise ndo linear de estruturas, iteracdo n
Auy, Incremento dos deslocamentos na iteracao n

A Area de seccio

E Modulo de Young

I Momento de inércia

M(x) Momento Flector

P,F Carga Aplicada

u Energia de deformacao
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Energia potencial das forcas aplicadas
Excentricidade

Comprimento

Equagao da linha eléstica
Deslocamento

Energia potencial total
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Formulagdo corrotacional para andlise de vigas com elementos finitos

1 INTRODUCAO

1.1 Contexto

A nocdo de estabilidade ¢ muito importante na andlise de estruturas e encontra-se
associada ao conceito de equilibrio. A estabilidade de qualquer configuragdo ¢ avaliada
através do comportamento da estrutura. Uma estrutura em equilibrio diz-se estavel ou
instavel consoante regresse ou nao a configuragdo inicial apds a perturbagdo (acgdo das

forgas exteriores) cessar.

O tipo de analise estrutural efectuada condiciona o tipo de problema que se pode
resolver. Uma analise linear caracteriza-se pela formulacdo das equagdes de equilibrio na
configuracdo inicial, o que impossibilita o uso deste tipo de andlises para problemas de
estabilidade. Este fendmeno esta intrinsecamente associado a alteragdes na geometria que
produzem um comportamento nao linear. O que indica que para o estudar ¢ necessario

realizar sempre analises ndo lineares.

Para processar os calculos de uma analise ndo linear, ¢ necessario recorrer a
processos iterativos, uma vez que as equagdes que regem o comportamento da estrutura
dependem da configuracdo deformada, o que faz com que as posi¢des de equilibrio da
estrutura tenham que ser actualizadas durante o processo. E neste contexto que surge a

formulacao corrotacional que sera utilizada no presente estudo.

Interessa portanto compreender de onde surge a formulacdo corrotacional, esta tem
as suas raizes num conceito da mecanica dos meios continuos: separagdo dos movimentos
de corpo rigido dos movimentos que estdo associados a deformagdo. Os avangos
tecnoldgicos que envolveram esta decomposicdo de movimentos surgiram na industria
aeronautica e aeroespacial. O conceito da separagao destes dois tipos de movimentos, para
uma estrutura completa, foi utilizada por projectistas de estruturas aeroespaciais nas
décadas de 50 e 60, tendo como grande objectivo a monitorizacdo do movimento principal
das estruturas, neste sentido, procurou-se definir um sistema de eixos cartesianos e
ortogonais Unico, que acompanhasse o movimento do corpo e, em relagdo ao qual, os
deslocamentos, velocidades e aceleracdes de um ponto material fossem unicamente

devidos a deformacao [Men06].




Formulagdo corrotacional para andlise de vigas com elementos finitos

A extensdo deste conceito, utilizado pela industria aerondutica para a analise nao
linear utilizando o método dos elementos finitos, baseia-se numa modificagdo simples: em
vez de utilizar um sistema de eixos Unico para a estrutura como um todo, utiliza-se um
sistema de eixos por elemento. Esta modificagdo ¢ essencial para o sucesso da formulagao
corrotacional, uma vez que ela ajuda a satisfazer uma hipoétese inicial bdasica: que os
deslocamentos e rotagdes devidos a deformagdo do elemento sejam pequenos em relagdo

ao sistema de eixos corrotacional [Men06].

Alguns trabalhos sobressaem na evolugdo da formulag¢do corrotacional, um dos
quais o de Rankin e Brogan [Ran86] que introduziu o procedimento EICR (Element
Independent Corotacional Formulation). O importante contributo deste trabalho consiste
na criagdo de “filtros™ que possibilitem usar os programas ja existentes de andlise linear de
estruturas, estendendo a sua capacidade a andlise ndo linear. Estes “filtros” actuam no
calculo do vector de forgas internas e da matriz de rigidez e sdo puramente geométricos,
podendo ser usados para todos os elementos finitos da mesma familia. A solugdo
apresentada pelos referidos autores serve de base a metodologia de analise corrotacional

que sera desenvolvida nesta dissertagao.

1.2 Objectivos

O objectivo da presente dissertagdo consiste na aplicacdo do método dos elementos
finitos para a andlise de estruturas planas, constituidas por vigas, quando ocorrem
deslocamentos e rotagdes finitas e em simultaneo deformacdes infinitesimais. Estas
condi¢des verificam-se, por exemplo, na fase de pos-encurvadura em estruturas

constituidas por vigas.

A formulagdo corrotacional tem sido usada com grande sucesso para resolver este
tipo de problemas e serd usada também nesta analise. Sera elaborado um algoritmo em

linguagem Matlab' e feita a aplicacdo do mesmo em problemas de demonstragio.
A preparagdo da presente dissertacdo incluiu trés fases distintas:

(1) Estudo da teoria sobre o método dos elementos finitos e a sua aplica¢do na
analise de estruturas com grandes deslocamentos e rotagcdes. A formulagao
corrotacional foi analisada com detalhe nesta fase devido & sua importancia

no contexto geral da tese. Foi também nesta fase que se estudaram os

! The MathWorks Corporate
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programas a utilizar, o programa de elementos finitos, Ansys” e o programa
para andlise numérica Matlab.

(i)  Estando consolidado o estudo das teorias necessarias, passou-se a
implementagdo das mesmas. Recorreu-se entdo a elaboracdo de um
programa de computador em Matlab que permitiu analisar estruturas planas
de vigas nas referidas condigdes através do método dos elementos finitos.

(ii1)  Apds a elaboragdo do referido programa computacional, aplicou-se o
mesmo na resolugdo de problemas, aferindo a qualidade das solugdes
obtidas através da comparagdo dos resultados encontrados com os

apresentados na literatura e com os calculados no programa Ansys.

1.3 Organizacao da dissertacao

Contextualizados os objectivos desta dissertacdo, interessa especificar a
organiza¢cdo da mesma. No capitulo 1, onde se insere este subcapitulo, estdo descritos os
objectivos deste trabalho e o contexto em que ele se insere para que fique explicita a

motivagdo que levou a sua elaboracao.

O capitulo 2 compreende os conceitos tedricos fundamentais usados em analise nao
linear de estruturas. Sdo brevemente descritos os diferentes comportamentos de uma
estrutura, explicadas as diferencas entre uma analise linear e uma andalise ndo linear e ¢
estudada a aplicagdo do método dos elementos finitos em vigas. E descrito ainda o método

iterativo associado a analise ndo linear a efectuar.

No capitulo 3 ¢ descrita a formulacao corrotacional desenvolvida para a elaboracao

do algoritmo.

Para testar e validar o programa desenvolvido apresentam-se diferentes problemas
de aplicacdo no capitulo 4, os resultados obtidos sdo comparados com o Ansys e/ou

exemplos presentes na bibliografia.

No ultimo capitulo, apresentam-se as conclusdes desta dissertacdo, analisando
criticamente os resultados obtidos nos problemas aplicados ao programa desenvolvido e

verificando as limitagdes e evolugdes que o mesmo poderd apresentar.

2 ANSYS, INC. Corporate
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2 ANALISE NAO LINEAR DE ESTRUTURAS

2.1 Comportamento de uma estrutura

Para caracterizar o comportamento de uma estrutura submetida a um conjunto de
accdes, analisa-se a relacdo existente entre os valores dessas accdes e os efeitos por elas
provocados na estrutura, como por exemplo, tensoes, deformagdes ou deslocamentos. O
objectivo do estudo tedrico de estruturas ¢ determinar este comportamento, o que leva a

consideracdo simultdnea de varios tipos de equagdes, tais como [ReiO1]:

(1) Equagdes de equilibrio, envolvendo forgas aplicadas, esforgos e tensoes.

(i1) Relagdes constitutivas (relagdes tensdes-deformacgdes), envolvendo esforgos
ou tensdes e deformacdes — descrevem o comportamento do material que
constitui a estrutura.

(i11))  Relagdes cinematicas (relagdes deformagdes-deslocamentos), envolvendo
deformacgdes ¢ deslocamentos.

(iv)  Equagdes de compatibilidade, envolvendo deslocamentos e destinadas a
garantir que a estrutura respeita as suas ligacdes (dos varios elementos entre

si e com o exterior).

2.2 Analises lineares e nao lineares

Consoante os diferentes problemas em estudo, o comportamento de uma estrutura
pode ser “modelado” de varias formas, através da adopcdo de diferentes hipoteses que
incidem sobre as caracteristicas das equagdes referidas [Rei0l]. A cada modelo de

comportamento estrutural corresponde um tipo de analise estrutural diferente.
O tipo de andlise estrutural mais simples designa-se por “analise linear de

estruturas”, esta baseia-se na hipdtese de todas as equacdes serem lineares, deste modo

teremos [Rei01]:

(1) A linearidade fisica — relagdes constitutivas lineares, i.e., materiais elasticos

lineares.
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(i1)) A linearidade geométrica — equagdes de equilibrio escritas na configuragao
indeformada da estrutura e relagdes cinematicas lineares, i.e., a “hipotese

dos pequenos deslocamentos”

Este tipo de andlise ndo permite, no entanto, identificar e analisar problemas de
instabilidade, o que advém do facto de a origem destes fendmenos ser geometricamente

ndo linear.

Uma “andlise ndo linear de estruturas” é necessaria em diferentes casos, que podem

ser agrupados nas seguintes categorias principais [Ans07]:

(1) Nao linearidades fisicas — relagdes tensdo-extensdo nao lineares de materiais
no dominio plastico e no dominio elastico, estas podem ser provocadas por
diferentes factores, como o historial da carga (resposta elasto-pléstica), as
condi¢des ambientais (temperatura), ou a quantidade de tempo em que a
carga ¢ aplicada.

(11) Nao Linearidades Geométricas — estruturas sujeitas a grandes deformagdes,
sofrem grandes alteracdes geométricas, o que pode causar a resposta nao
linear da estrutura (exemplo ilustrativo presente na Fig. 2-1). A ndo
linearidade geométrica ¢ caracterizada por grandes deslocamentos e/ou
rotacdes [Rei01]. Neste caso sdo necessarias equagdes de equilibrio na sua

configuracdo deformada e/ou a consideracdo de relagcdes cinematicas nao

lineares.

i i e

a3 ~ =

Fig. 2-1-Exemplo de um comportamento ndo linear (cana de pesca) [Ans07].

Para compreender o comportamento caracteristico de uma viga sujeita aos tipos de
analise explicados, considere-se o exemplo [Rei01] ilustrado na Fig. 2-2. A Fig. 2-2 a)
ilustra um pilar submetido a uma forga vertical de compressao e de valor P, que actua com
uma excentricidade em relagdo ao seu eixo. Na Fig. 2-2 b) ¢ possivel observar a

configuracdo deformada do pilar e na Fig. 2-2 c) as trajectdrias de equilibrio (no plano P —
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0, onde o ¢ o deslocamento horizontal do topo do pilar), obtidas, respectivamente por meio
da andlise linear e de uma analise geometricamente nao linear (equilibrio de momentos
estabelecido na configuragdo deformada da Fig. 2-2 b)). A ndo linearidade da segunda
trajectoria resulta da interac¢do que existe entre os valores do deslocamento 6 e os
momentos flectores que actuam no pilar, onde M(x) = P[e + § — w(x)] em contraste com
o da primeira trajectoria onde M(x) = Pe. Na Fig. 2-2 ¢) ¢é possivel constatar que, para
valores de P elevados, a influéncia da ndo linearidade geométrica ¢ extremamente
significativa. Os erros associados aos valores de 6 fornecidos pela analise linear aumentam

com o valor de P e sdo sempre contra a seguranga, ou seja, sempre inferiores aos valores

exactos.
e
=+
x A p Pa
| P i
o J andlise linear
A
[
andlise geométrica ndo linear
Ty, >
6
(@) (b) (©

Fig. 2-2-Comportamento de um pilar comprimido excentricamente. a) Configuragdo indeformada. b)

Configuracdo deformada. c)Trajectorias de equilibrio. [Rei0l].

2.3 Meétodo dos elementos finitos em vigas

O método dos elementos finitos € utilizado em diversos campos de aplicagdo, para
resolver problemas onde a modelacio matematica origina um conjunto de equagdes
diferenciais parciais (equagdes lineares, equacdes nao lineares, entre outros) [Bab89]. Este
método pode ser considerado como uma aplicagao (ao nivel dos elementos) de um método
variacional, ou seja, que se baseia em principios variacionais, tais como o principio dos
trabalhos virtuais, o principio da energia potencial total estacionédria ou o principio de
Hamilton. Cada um destes principios pode originar diferentes solu¢des aproximadas de
problemas [Par98].

A formulacdo do método dos elementos finitos em vigas pode por isso obter-se de
varios modos. Tal como se observou, um deles consiste em utilizar o principio da energia

potencial total estacionaria, o qual se aplica a problemas de equilibrio estatico.
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T=U+V (2.1)

Onde © ¢ a energia potencial total, U a energia de deformacdo e V a energia
potencial das forgas aplicadas. Este principio determina que uma posicao de equilibrio ¢é
caracterizada pelo facto de corresponder a um ponto de estacionaridade da energia

potencial total.

2.3.1 Energia de deformacao (U)

A energia de deformacao U contida num corpo de volume v ¢ [Men06]:

1
U= EL O-ijgijdv (22)

Na equagdo anterior g;; € &; sdo respectivamente os tensores das tensdes e das
deformagdes em cada ponto do corpo. Numa viga de uma estrutura plana, o calculo da
energia de deformacdo pode dividir-se em duas componentes, uma associada ao esforgo
axial e outra associada a0 momento flector, ou seja, U = U4 + UF [Men03]. Isto acontece
porque os estados de tensdo e extensdo associados a cada uma delas podem considerar-se
independentes. As parcelas da energia de deformagdo associadas as tensdes tangenciais e
as deformagdes provocadas pelo esforgo transverso na viga podem ser desprezadas quando

estas se consideram com esbelteza elevada.

0 0 &

Fig. 2-3-Elemento Finito com referencial de eixos (x y z).

Na Fig. 2-3, pode observar-se o referencial (xyz) utilizado e os tensores das

tensdes e extensdes que caracterizam o estado de tensdo e de extensdo em cada ponto da
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viga. Designam-se os deslocamentos de um ponto segundo x, y por u, v respectivamente e

a rotacdo do eixo da viga em torno de z por 6.

2.3.1.1 Energia de deformacao associada ao esforco axial

Numa viga apenas com carregamento axial pode considerar-se o estado de tensao e
de extensdo uniforme para todos os pontos da mesma secgéo transversal, sendo a,,, = P/A
onde P ¢ igual ao esfor¢o axial e A ¢ a area da seccdo. Considerando comportamento
elastico linear, g, = E¢&,,, onde E ¢ o mddulo de Young. O tnico produto diferente de

ZET0 €M 03 €;; € OxyExy, 10g0 a equagdo (2.2) da origem a:

L

1 L 1 L 1
U= —f f Oy ExydAdX =—f EAe,2dx = —f EAu,*dx (2.3)
2J)o Ja 2Jo 2 Jo

: ~ s \ . ou
Assim, &y, em qualquer ponto da secgdo ¢ igual a derivada u , = P do

deslocamento segundo x.

Fig. 2-4-Flemento Finito de uma viga com carregamento axial

Na Fig. 2-4 esta representado um elemento finito com dois nds, onde u; e u;; sao os
deslocamentos segundo x desses nds. Devido ao carregamento axial existira deslocamento
axial u dos pontos situados sobre o eixo da viga. Assumindo que esse deslocamento varia

linearmente entre as extremidades tem-se:
u=ay+ax (2.4)

Utilizando duas fung¢des de forma, N; e N;;, o deslocamento u em qualquer ponto

da viga serd dado por:

2
u= uINI + u”N” = ZUJN] = u]N] (25)
J=1
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A expressdo analitica para estas fungdes pode ser facilmente obtida a partir do

polinémio (2.4) e das condigdes fronteira da viga da seguinte forma:

x=0 = u=aqgy=1y

x=L = u=ay+aql=uy

Tem-se que: ay = uy;ea; = @ Substituindo no polindémio (2.4) obtém-se:

u= (1 - %) u; + %u” (2.6)

As duas fungdes de forma N; e N;; estdo representadas na Fig. 2-5.

Fig. 2-5-Fungées de forma

As derivadas das duas fungdes representadas sdo respectivamente:

N1 = ! N, _1
117 7] =7

Utilizando as fungdes de forma, e sabendo que u, = u;N,,, pode escrever-se a

energia de deformacao (2.3) no elemento:

1 [t 1t
U=> j EA(uN, ) dx = S j EAN, Ny ydxug 2.7)
0 0

Esta expressdo fica mais clara se for utilizada uma representagdo matricial das
varias quantidades envolvidas, deste modo, é possivel definir a extensdo segundo x da

seguinte forma:

10
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, N,
dN dN FM

Exx = u'x = Z u] a—x] = u]a—x] = {ul u”} aaNxI'I (2.8)
= Ox

A expressao (2.7) pode ser escrita do seguinte modo na forma matricial:

dN,
1 “)3x (AN, oN, U
U=={u u X {_’ —”}EAdx
gt fo oNy (Uax  “ox ) (2.9)
ox
Ou, de outra forma:
1 1 u
U =K =5 wk !} (2.10)
Onde:
L
0

A equagdo (2.11) representa a matriz rigidez que contabiliza a parcela da energia de
deformacao elastica devida ao carregamento axial. Esta matriz pode ser obtida escrevendo

a referida equacdo sob a forma matricial, para uma viga de sec¢do transversal uniforme:

1 EA EA

K = A Npage=| L L

K=)Y 1 (U o T Ea EA (2.12)
L T L

2.3.1.2 Energia de deformacio associada ao momento flector

A flexao nos planos xy e xz pode ser estudada independentemente. Considera-se

apenas o plano xy, que a sec¢do da viga ¢ uniforme e ainda que ¢ valida a lei de Hooke.
A deformacdo que ocorre numa sec¢do ¢ fungdo apenas do deslocamento

. . M ~
transversal, y. Da teoria de vigas sabe-se que g, = — - Entdo:

11
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1 L
U= Ef f Oxx ExxdAdx &
0 /A

1 L 2
(:)Uz—ff P g adx <
2), ), TE

1 (L M?
(:)U=—j j 2dAdx &
2 0 YA

2e”
1 (L M2
U==| —= 2d4A | d
=0 =3 ([, vhoa) o
(2.13)
1 (L M2 1t
U==| —dx==| Elvi.d
= 2.[0 T 2,[0 V5 dX

o ~ M
Para esta simplificagdo tem-se em conta que [ = [ M y*dAeque vy, = e

Fig. 2-6- Elemento Finito com dois nos

Considere-se o elemento finito com dois nos, como o apresentado na Fig. 2-6, v; e
v;; sdo os deslocamentos segundo y desses nds e 8, e 8, as rotagdes em torno de z do eixo
da viga nesses nés. Assumindo que a elastica da viga sera representada por um polindmio

de terceiro grau, tem-se:

v =ay+ a;x + azx? + azx3 (2.14)

Pode exprimir-se v utilizando fungdes de forma, N;. Contudo, uma vez que o
polindmio tem quatro paradmetros, sdo necessdrias quatro funcdes de forma e os

deslocamentos v em quatro nos.

v =Ny + 0Ny + vy Ny + 0Ny =y (2.15)

12
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Na expressdo anterior, u; representa o vector que contém os deslocamentos

generalizados nos nds do elemento de viga, ou seja:

w={v, 6

v O}

(2.16)

Como vimos para o caso da viga com carregamento axial ¢ possivel obter estas

funcdes de forma explicita. Considerando as condic¢des fronteira:

x=0 =
x=0 =
x=1L =
x=1L >

V=0ag =7y
Vy=a; =0
v =ay+a L+ al?+azl3 =v,

U'x = aq + 2a2L + 3a3L2 = 0”

E possivel entdo obter os coeficientes a,, a;, a, € as:

a0=v1
a1=91
2 3 1
G =—1zV _ZHI ozl _ZHH
1 2 1
a3 = Ev, +L_201 _Ev” +ﬁ9”

Substituindo os coeficientes no polindmio inicial (2.15) € possivel obter v como

fungao de u;.
2 1
v= Ev,x3 +ﬁ9,x3 —
T

2

L3

1 3 2
U”x3 + ﬁ911x3 _L_zlez —ZQIXZ

2 _1 2
VX I O;x° + 0;x + v

(2.17)

13
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Agrupando os termos referentes a v;,, v, 6, e 6 obtém-se o0s

polindbmios de Hermite:

L
2 2 1
N, 1—L—2x2+L—3x3 N“—x—zx2+L—2x3
NIV
L X
3 2 1 1
NIII :L_ZXZ_L_3x3 NIV :_L_2x2+§x3

(2.18)

A energia de deformacdo elastica da viga, ¢ expressa em (2.13) como funcdo das

segundas derivadas do deslocamento transversal y. Derivando a equagao (2.15) obtém-se:

Vxx = VUiNpsex + 01N xx + VN xx + 01Npy e = U N) xx (2.19)

E necessario entdo obter as derivadas das fung¢des de forma. O calculo analitico

destas derivadas permite obter:

NIxx L_2+L_3x NII,xx I +ﬁx
6 12 2 6
Niipxx R Ny ex L + 2x

14
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Substituindo na equagio (2.13) v ., por u;N; v, obtém-se:

L

1t 1
U= Ef EI(wNy xr)?dx = Eu,f EIN x N sexe X Uy (2.20)
0 0

Que também pode ser escrito da seguinte forma:

1

Nesta formulagdo surge Kjx que representa a matriz de rigidez que contabiliza a

parcela da energia de deformacao elastica devida a flexao.

Deste modo:
L
K]K =f EIN],xxNK,xxdx (221)
0

Os elementos desta matriz podem ser calculados escrevendo primeiramente a

equacao (2.19) sob a forma matricial:

(6 12 Y
—E‘FFX
4+6
—— T =X
2
Vax =1 01 v 0p31 6L 1% > (2.22)
e
2 6
Tt E*)

Realizando os produtos e a integragdo que surgem na expressdo da matriz de

rigidez (2.21), obtém-se:

- 12E1 6EI 12E1 6EI 1
I3 1z E 1z
6E1 4E] 6E1 2E1
L2 L L2 L

K]K =

12E1] 6E1 12E1] 6E1

- 13 - 12 13 _7 (2.23)
6EI 2E1 6EI 4E]
L2 L L2 L

15
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As duas matrizes de rigidez que se encontram em (2.12) e (2.23), associadas a

traccao/compressdo e a flexdo, podem ser combinadas numa so.

O elemento de viga da Fig. 2-4 contabiliza unicamente a energia de deformacao
associada a traccao/compressdo. O calculo dessa energia depende apenas do deslocamento
segundo o eixo x de cada n6 do elemento. Diz-se que cada né tem um grau de liberdade,
uma vez que o elemento tem dois nds, tem um total de dois graus de liberdade. Por este
facto o vector de deslocamentos do elemento ¢ um vector 2 X 1 e a sua matriz de rigidez

tem a dimensdo 2 X 2.

De um modo anélogo, diz-se que cada n6 do elemento de viga da Fig. 2-6 tem dois

graus de liberdade e que esse elemento tem um total de quatro graus de liberdade.

Verifica-se que os graus de liberdade associados a traccdo/compressdo sao
independentes dos graus de liberdade associados a flexdo. Agrupando num vector de

deslocamentos generalizados todos os seis graus de liberdade obtém-se:
w={u v 6 u; vy 6y} (2.24)
A energia de deformacao continua a ser obtida pela expressao:

1

A matriz de rigidez do elemento de viga com seis graus de liberdade, obtida através

da combinag¢ao das suas matrizes de rigidez enunciadas anteriormente sera:

o 0 0 - 0 0

12EI  6EI ! 12EI  6EI

0 3 — 0 T3 '

L > L L

0 6El  4EI | _6El  2EI
p 12 L 12 L .
T|E 0 o | E4 0 0 =20

L L L

o  _I2EL 6EI | 12E  6EI

A A L’ L’

6EI  2EI 6EI 4EI

L A 7z T




Formulagdo corrotacional para andlise de vigas com elementos finitos

2.3.2 Energia potencial das forcas aplicadas (V)

A energia potencial de uma forca aplicada sobre um corpo ¢ igual ao produto da
forca pelo deslocamento do seu ponto de aplicacdo, afectado do sinal negativo (quando o

ponto de aplicacao da forga se desloca no sentido da forga, diminui a energia potencial).

2.3.2.1 Energia potencial para for¢cas e momentos aplicados nos nos

Considerando forcas aplicadas sobre os nds de um elemento finito com trés graus

de liberdade por n6 e dois nds, a energia potencial associada a essas forgas sera:

V=—wh 2.27)

Nesta equagdo, tem-se F;, que representa o vector contendo as forgas generalizadas

aplicadas nos nds do elemento, sendo f; e p; as forcas aplicadas no n6 i segundo x e y

respectivamente € m; o momento no n6 i em torno de z. Para a situa¢do enunciada temos:

(1)
pr

my

w={w v 6, w; vy Oy} F]=<f ( (2.28)
11

Pu

\m;;J

2.3.2.2 Energia potencial para cargas axiais

Um caso particular ocorre quando o ponto de aplicagdo de uma forga actuando
segundo o eixo da viga sofre deslocamento devido a flexdo existente na viga. Este facto vai

implicar um comportamento ndo linear da viga.

Fig. 2-7-Viga com cargas axiais aplicadas

17
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Este tipo de comportamento, que ja teve uma primeira abordagem na seccao 2.2, ¢

descrito na Fig. 2-7 e na Fig. 2-8.
Neste caso, o comportamento estd associado ao facto dos deslocamentos serem

suficientemente grandes para que ndo possa ser desprezada a modificagdo da posi¢cdo do

ponto de aplicagao das forcas axiais, que ocorre durante a deformacao.

P 8,
,:_’ Comportamento Linear:
£
" M =FL
] L
i Comportamento nao linear:
! M =FL+ P§

Fig. 2-8-Comportamento linear e ndo linear

Este comportamento ndo linear também se diz comportamento geometricamente
ndo linear, ou seja, identifica-se com as ndo linearidades geométricas referidas na secc¢ao
2.2. Esta designagdo ¢ importante para o diferenciar do comportamento ndo linear com
origem na deformacao plastica do material, designado por comportamento materialmente

ndo linear, que se insere nas nao linearidades fisicas identificadas na sec¢do 2.2. Este
ultimo comportamento ndo ¢ abordado na presente dissertacao.
Para pequenos deslocamentos e rotagdes, ¢ usual considerar que as forgas sao
aplicadas na configuragdo inicial da viga. Assume-se também que o deslocamento dos
pontos de aplicagdo dessas forgas durante a deformagdo ndo afecta os esforgos internos.
Obtém-se assim uma relagdo linear entre forcas e deslocamentos. O mesmo ¢ equivalente a
considerar que os integrais realizados anteriormente no calculo da energia de deformacao
sdo sempre realizados na configuracao inicial.
Se os deslocamentos e rotagdes forem grandes, entdo o efeito da alteracao do ponto

de aplicagdo das forcas externas deve ser considerado. Para vigas com cargas axiais, tal

18
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pode ser conseguido contabilizando a variagdo da energia potencial devida a modificacao

de comprimento da viga por flexdo.

O deslocamento § que se apresenta na Fig. 2-7 pode ser aproximado por:

1 L
§ = Ef vZ.dx (2.29)
0

A energia potencial associada a forca axial P sera:

L
0

Esta expressao pode ser discretizada recorrendo as fun¢des de forma da viga sujeita

a flexao:
)2 L
0
A energia potencial pode também ser representada da seguinte forma:

P

Nesta expressao surge a matriz de rigidez geométrica ou matriz geométrica da viga,
Gx. Quando P provoca compressdo na viga, os coeficientes de G, multiplicados por P
devem ser subtraidos a matriz de rigidez K deduzida anteriormente, provocando uma
diminui¢do da rigidez. No caso de a for¢a P provocar traccdo, ocorre um aumento de

rigidez. A matriz geométrica ¢ dada por:

L
Gk = f Ny Nk xd x (2.33)
0

19
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G]K =

10

2L
15

(2.34)

E importante realgar que os deslocamentos e rotagdes contidos no vector u; sdo os

indicados em (2.16) e a matriz G tera, por isso, a dimensdo 4 X 4. Contudo, pode sempre

obter-se uma matriz com 6 X 6 elementos, compativel com (2.24) acrescentando duas

linhas e duas colunas, com zeros, para os deslocamentos segundo x, (2.35).

G]K s

(2.35)

A equacgido (2.14) utilizada para representar a deformada da viga (equagdo da linha

elastica) representa a solugdo de uma viga sujeita a cargas concentradas que apresente uma

variacdo linear do momento flector, na auséncia da forga axial P. Como tal, utilizando a

matriz de rigidez K;x ¢ a matriz geométrica G;x apenas se poderdo obter solugdes

aproximadas para problemas com cargas axiais.
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2.3.3 Energia potencial total ()

Obtidos todos os termos de U e V, a energia potencial total ¢ agora uma fungao de
varias incognitas. Essas incognitas sdo os deslocamentos e rotagdes nos nos da viga e estdo

arrumadas num vector de deslocamentos generalizados. A expressao geral para r é:

1 P

Como enunciado anteriormente, uma posi¢do de equilibrio ¢ caracterizada por
corresponder a um ponto de estacionaridade da energia potencial total. Um ponto de

estacionaridade existe quando:

dm
—=0 2.37
T (237)

Derivando a equagdo (2.36) em ordem aos elementos do vector u; obtém-se a

seguinte equacao de equilibrio:

A notacdo indicial usada até aqui € vantajosa para explicar a formulagdo por
elementos finitos. Contudo ¢ conveniente escrever a equacao (2.38) em notacdo matricial e
passar a utilizar esta notagdo para desenvolver a formulagdo corrotacional estudada nesta

dissertacdo. A equacdo (2.38) pode entdo ser escrita:

([Ke] = P[GeD{ue} = {fe} (2.39)

Onde [K,] = Kjx, [G.] = Gk, {u.} = ug e {f.} = F; como definido na simbologia.

Nesta equacao considera-se que a forga P ¢ positiva quando tem o sentido indicado

na Fig. 2-7.
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2.3.4 Transformacao de coordenadas

A equagdo de equilibrio (2.38) e (2.39) enunciada ¢ valida para um tnico elemento,
contém as matrizes de rigidez, [K,], e de rigidez geométrica, [G,], escritas no referencial
local do elemento. Neste mesmo referencial estdo também definidos o vector {u,} ¢ {f.}

que sdo respectivamente o vector de deslocamentos e o vector de forgas.

Para que as matrizes tenham a forma indicada em (2.26) e (2.35), e de acordo com a
Fig. 2-4 e Fig. 2-6, o referencial local de cada elemento ¢ definido de modo que o eixo x
tenha origem no primeiro né e esteja alinhado deste para o segundo n6. O eixo y sera
perpendicular a x e estara contido no plano da estrutura, enquanto o eixo z ¢ perpendicular

a esse plano.

A necessidade de juntar ou ‘“assemblar” as matrizes dos varios elementos viga
numa Unica matriz de rigidez global obriga a definir, para além dos varios referenciais
locais (um por cada elemento), um tnico referencial, valido para toda a estrutura. Este

referencial é designado por referencial global (X,Y).

Os vectores de forcas e de deslocamentos indicados nas equagdes (2.28) e (2.39)

podem ser transformados para o referencial global usando a matriz de transformacao:

r cosO senf 0 0 0 07
—senf cos@ 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
[T] = (2.40)
0 0 0 cosf sen@ 0
0 0 0 —senf cosf 0
0 0 0 0 0 1

Obtendo-se assim:

{f} =[T1"{fe} = {fe} = (TS}

{u} = [T1"{ue} = {u.} = [TH{w}
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A equacdo (2.39) pode reescrever-se, em relacdo ao referencial global:

[T17 (K] — PG DITI{u} = {f} (2.41)

——
{ue}

Percebe-se entdo que a matriz de rigidez adicionada ou subtraida do produto da
matriz de rigidez geométrica pela forca axial no elemento, deve ser multiplicada a esquerda
por [T]T e a direita por [T] para passar a dizer respeito ao referencial global. A equagdo
(2.39) pode entao escrever-se com todos os vectores € matrizes expressas no referencial

global:

[KW{u} = {f} (2.42)

Onde [K (u)] ¢ a matriz de rigidez em coordenadas globais.

A transformacdo de coordenadas deve ser feita para cada elemento da estrutura. A
“assemblagem” da matriz de rigidez global ¢ feita juntando as matrizes de rigidez de cada

elemento referidas ao referencial global.

Em relacdo a matriz de transformagdo, esta pode ser calculada de forma eficiente
uma vez conhecidas as diferencas entre as coordenadas X dos dois nds do elemento, dx,
entre as coordenadas Y dos dois nds, dy, e o comprimento do elemento, [ através da

equagao (2.43). A Fig. 2-9 ilustra o que foi referido anteriormente.

[ dx/, dy/l 0 0 0 0
— dy/l dx/l 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
[T(w)] = . (2.43)
0 0 o dx, Y/, o
0 0 o - /¥, 0
0 0 0 0 0 1
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] ] -~
B X

dx
Fig. 2-9 - Origem da matriz transformagdo [T]

2.3.5 Analise nao linear

O facto de se considerar que a equagdo de equilibrio (2.42) ¢ escrita na
configura¢do indeformada da estrutura resulta na utilizacdo da matriz de transformagao,
[T], definida com base na posi¢do inicial dos nés do elemento, para transformar o
referencial global no referencial local. Se para além disto se desprezar a influéncia da forga
axial em cada elemento, P, na rigidez da estrutura, entdo obtém-se que a matriz de rigidez
em coordenadas globais, [K(u)] é constante para todos os valores das forgas aplicadas ¢
que o vector de deslocamentos pode ser obtido da equagdo (2.42) resolvendo um sistema

de equagoes lineares.

Na presente dissertagao considera-se que o sistema de equagdes definido em (2.42)
¢ nao linear. Isto é, ndo s6 ¢ considerado o efeito da for¢a axial P, como o calculo da
matriz de transformagdo, [T], é efectuado em relagdo a posi¢do dos nos do elemento

quando este estd deformado. Ou seja, [T] e P dependem de u.

Para resolver este tipo de andlises recorre-se ao método de Newton-Raphson, que ¢

largamente utilizado na mecanica computacional [Bel00] e analisado na sec¢do seguinte.

2.4 Meétodo de Newton-Raphson

A existéncia de ndo linearidades resulta de ndo se verificar uma proporcionalidade
directa entre forcas e deslocamentos F # Ku, [Dial0]. Entdo para efectuar uma analise nao
linear, € necessario recorrer a um processo iterativo, uma vez que as equacdes que regem o
comportamento da estrutura dependem da configuragdo deformada, logo as posigdes de

equilibrio da estrutura sdo actualizadas durante o processo. No algoritmo desenvolvido ¢
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utilizado o método de Newton-Raphson [Ans07] para resolver a equacdo (2.42), método

este que também ¢ utilizado pelo programa Ansys para analises nao lineares.

A Fig. 2-10 ilustra o método de Newton-Raphson. A varidvel Af que se encontra na

figura denomina-se por residuo e o objectivo ¢ minimiza-lo:

{8} = {f} = [K@Nu} (2.44)

Como se pode observar na figura, com as consecutivas iteracdes o residuo vai
diminuindo, Af, < Af;. Na primeira iteragdo, considera-se {uy} = 0 e avalia-se a matriz
rigidez [K] na configuracdo indeformada. Resolvendo o sistema de equacdes lineares,
obtém-se o primeiro incremento nos deslocamentos, {Au,}, com o qual se actualizam os

deslocamentos. Tem-se portanto:

{u} = {Awy} (2.45)

A 4

Aul AuZ AU3

Fig. 2-10-Representagdo do processo iterativo de Newton-Raphson

Na posse deste dado e calculando a matriz rigidez para a configuragdo {u,}, isto €,
considerando as forg¢as axiais nos elementos e as matrizes de transformacdo de

coordenadas correspondentes a configuragdo {u;} é possivel determinar o conjunto de
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forgas internas {f;} que equilibram a estrutura para essa configuragdo. Surge entdo para a

primeira iteragao:

[K (u){us} = {f1} (2.46)

Uma vez que {f;} ¢ diferente do vector de forgas que actuam na estrutura, {f}, o

sistema ndo se encontra em equilibrio. O residuo sera entdo:

{8fi} = {f} = [K(u){u} (2.47)

Para a segunda iteragdo resolve-se o sistema de equagdes lineares:

[K (i) {Au,} = {Af1} (2.48)

Com este sistema é possivel obter o novo incremento {Au,}, através do qual se
actualizam os deslocamentos. O processo iterativo apresentado pode ser entdo brevemente

descrito da seguinte forma:

1) Em cada iteracdo, utilizando os ultimos deslocamentos conhecidos, {u,},
calcula-se a matriz rigidez, [K (u,)] e o vector de forgas residuais, {Af,}.
i) Resolve-se o sistema de equagdes lineares, calcula-se o incremento nos

deslocamentos, {Au,,,,} e actualizam-se os deslocamentos:

{Uns1} = {un} + {Auyyq} (2.49)

1) Repeticdo sucessiva das etapas anteriores até o residuo ser suficientemente

pequeno.

2.5 Analise incremental iterativa

A aplicagdo do método de Newton-Raphson no algoritmo em estudo sofreu

adaptacdes que o transformam num processo iterativo-incremental. Ou seja, para permitir a
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convergéncia para resultados correctos e conseguir tragar diagramas carga-deslocamento
que mostrem o comportamento da estrutura, considera-se que as cargas sao
progressivamente aumentadas. Com isto procura-se obter a posi¢ao de equilibrio para cada

nivel de carga, realizando diversas iteragdes de Newton-Raphson.

No algoritmo desenvolvido optou-se por dividir a carga total aplicada, fr, por um
nimero inteiro, designado de numero de incrementos, Ni,.. E utilizado o método de

Newton-Raphson para um valor da carga aplicada, f:

1

f=Af com: A=
r Ninc

Ap0s a convergéncia para uma posi¢ao de equilibrio, o valor de 4 ¢ incrementado

1 , A p .
de . Isto repete-se até ocorrer convergéncia para o nivel de carregamento total aplicado
b
inc
fr-
A S -
F
fT ,’, \\
fll ________________________________________ I_I1 _______ n_._._l_._/n _______ -
3 WA ! =
fo /! L1
N/
' | [
g N
N N
! ! ool
! ! b
2fr/3 R ! I Pormenor
f7 __________________ ’Jn_._ﬂ_n_ \\ I I I I
f. K /:/i \ i i : :
CTTIY . b
fe L | / || | | | | |
[y 0
fa s ! ! ol
F>=k-rf ! ! ol
Lol ! ! b
o ! ! b
.- R [ [ I
fT/,EV SN . S . ! ! !
J=ians Lo I
o A1 \‘,! Lol ! ! ool
AT A ! ! o
i N S ! ! ool
NI ! ! b
T Lol ! ! b
Il Lo ! ! b
Il Lo ! ! b
T Lo ! ! ool
L | L 11 | | | | >
Uy Upug Uy Us Ugly Ug Uy Ujp Uiz u
Auy;  AuyAus Au,  AusAughAu, Aug Aug Auyy Augq

Fig. 2-11 - Método incremental iterativo.
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A Fig. 2-11 ilustra o que foi apresentado. Nesta podemos observar que a carga total
a aplicar, fr, estd dividida em trés partes iguais e que passa por um processo iterativo até
atingirmos cada um dos valores da forca, f+/3, 2fr/3 e fr. Fazendo um paralelo com a

Fig. 2-10, podemos observar que esta se repete trés vezes no exemplo ilustrado na Fig.

2-11.
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3 FORMULACAO CORROTACIONAL EM VIGAS 2D

3.1 Formulacgéo Corrotacional

A formulagdo corrotacional ¢ baseada no pressuposto de que as vigas que
constituem a estrutura sofrem grandes deslocamentos, afastando-se por isso
significativamente da configuragdo inicial. A sua esbelteza ¢ porém suficientemente
elevada para que as deformagdes produzidas sejam de pequena amplitude, de forma a nao
ultrapassar o limite eldstico do material e permitindo usar relagdes cinematicas envolvendo
deformagdes e deslocamentos lineares. Esta metodologia foi apresentada por Rankin e
Brogan [Ran86] salientando a vantagem de permitir usar programas desenvolvidos para
analise linear de estruturas em analises nao lineares, através de transformagodes de
coordenadas apropriadas. [Bat02] A metodologia referida ¢ usada pelo programa Ansys

para realizar andlises de estruturas constituidas por vigas e cascas com grandes rotacdes.

3.1.1 Transla¢oes na formulagao corrotacional

Os referidos autores ([Ran86]), explicam que qualquer campo de deslocamentos
num corpo deformado pode ser decomposto numa translacio de corpo rigido, numa
rotagdo de corpo rigido e numa deformagao. Na metodologia de elementos finitos utilizada,
se apenas existir translagdo de corpo rigido, as tensdes e deformagdes ndo sdo afectadas.
No entanto, se existir rotacdo de corpo rigido, existem deformagdes associadas. Posto isto,
na equacdo (3.1) surgem as grandezas envolvidas no deslocamento total para esta
formulagdo. Este deslocamento, {u}, é igual a soma do deslocamento devido a deformagdo

{u?} com o deslocamento devido a rotagdo de corpo rigido {u”} [Men03].

{u} = {ui + W} (3.1

Para efectuar o calculo dos deslocamentos dos nds associados as deformagdes,
utilizamos as equagdes presentes em (3.2) [Ans07] ou (3.3) [Ran86]. No presente estudo
utiliza-se a equacdo (3.2), que ¢ utilizada pelo software onde vao serdo efectuados os

calculos paralelos para posterior comparagao.
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O calculo ¢ efectuado separadamente para os graus de liberdade associados as
translacdes e para os associados as rotagdes. Para uma correcta compreensdo da equacao

(3.2) € conveniente analisar as diferentes quantidades envolvidas.

{uf} = [Ra]({Xo} + {ud) — {Xo} (3.2)

Nesta equagdo o vector {ul} contém a componente de translagido do deslocamento
devido a deformag@o e [R,] é a matriz de transformagdo correspondente a rotagdo de corpo
rigido do referencial local inicial para o referencial local rodado do angulo . O vector
{X,}, por sua vez, contém as coordenadas dos nos do elemento no referencial global para a
configuragdo inicial e o vector {u} os deslocamentos dos nds no sistema de coordenadas

globais. O indice n em [R,,] indica que esta é calculada a cada iteragdo n.

De um modo anilogo, na equagdo (3.3), surge {ul} referente ao vector dos
deslocamentos que produzem deformagdo no elemento no referencial local e [E] que
representa a matriz de transformacdo do referencial global para o referencial local. O
vector {u} contém os deslocamentos no referencial global, {X,}, as coordenadas para o
sistema indeformado (configuragdo inicial) neste mesmo referencial e {X,} as mesmas

coordenadas que {X,} mas no referencial local.

{ud} = [E]7({(Xo} + () — (X} (3.3)

E importante referir a grande diferenga em relagdo a estas equagdes (presentes na
bibliografia enunciada). A equagdo (3.2) calcula os deslocamentos associados as
deformacdes no referencial global, por outro lado, a equagdo (3.3) calcula as mesmas
quantidades no referencial local, ou seja, no referencial do elemento.

Para obter os deslocamentos no referencial do elemento, utilizando a equacao (3.2)
tem de ser utilizada a matriz de transformagéo [T;,], ou seja, {uge} = [T,,J{u#}. Como tal,

se definirmos a equagdo (3.2) em relacao ao referencial local tem-se que:

{ufe} = [T ([RLI (X0} + {u) — (Xo}) (3.4)
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A matriz [T,] é definida pela equacdo (2.40) e o indice n indica que ¢ calculada

para a iteracdo n.

As figuras seguintes explicam de forma explicita o que foi descrito anteriormente,
ilustrando as diferentes coordenadas e deslocamentos. Na Fig. 3-1 a) estd ilustrada a
situacdo inicial de um elemento de viga com dois nds, onde ¢ possivel observar as
coordenadas iniciais dos nos, {X,}. Este vector, onde estdo guardadas as coordenadas dos
no6s do elemento no referencial global para a configuragdo inicial representa-se da seguinte

forma:

{Xo} = X, (3.5)

Na Fig. 3-1 b) ilustra-se uma configuracdo correspondente a iteragdo n do método
de Newton-Raphson. Podemos visualizar na figura os deslocamentos totais dos nos,

medidos no referencial global, {u}.

a) X

Fig. 3-1 a) Representagdo da configuracgdo inicial do elemento de viga b) Representagdo do elemento de

viga na iteragdo n.
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Existem ainda na Fig. 3-1 dois vectores que importa referir, o vector {u} que guarda
os deslocamentos totais dos nos, medidos no referencial global e o vector {X,,} que guarda

as coordenadas dos nds do elemento no referencial global, para a iteragdo n.

Os vectores referidos encontram-se em (3.6) e (3.7) respectivamente:

fuy=1{,” (3.6)

X7
Yn

{Xn} — Xln (37)
2

Sabemos entdo que as coordenadas ilustradas na Fig. 3-1 a) e b) se relacionam da

seguinte forma:

Xn} = (Xo} + {u}. (3.8)

Na Fig. 3-2 ilustra-se a metodologia seguida para extrair do vector de
deslocamentos a parte associada a rotacdo de corpo rigido. Pode observar-se que o
movimento do elemento da configuragdo inicial para a configuragcdo na iteracao n pode ser
decomposto numa translagao de corpo rigido (o né 1 desloca-se para a posigdo (X7, Y")
embora o elemento se mantenha paralelo a posi¢do inicial e sem deformacdes), numa
rotacdo de corpo rigido (o elemento roda em torno do né 1 um angulo f de forma que os
dois nos fiquem sobre o eixo que vai de (X{,Y{") a (X3,YJ")) e finalmente numa

deformacdo (o elemento deforma-se devido ao esforgo axial ¢ ao momento flector).

Considerando que a formulagdo utilizada torna as deformagdes independentes das
translagdes de corpo rigido, pelo facto das deformagdes serem proporcionais a diferenga
entre deslocamentos dos nds e nao aos deslocamentos, basta eliminar a componente dos
deslocamentos associada a rotagdo do elemento do angulo . Tal ¢ realizado medindo as
coordenadas dos nds na iteragdo n num referencial que rodou também um angulo £, como

indica a Fig. 3-2. Um procedimento semelhante ¢ sugerido por [Fel05].
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Fig. 3-2- Representagdo do elemento de viga apos a rotagdo p.

O vector {Xﬁ} guarda as coordenadas dos nds do elemento no referencial global,

rodado do angulo . E agora possivel relacionar todas as coordenadas ilustradas na Fig.

3-1 a), na Fig. 3-1 b) e na Fig. 3-2:

X} = [Rp]{Xn} & (X5} = [R]({Xo} + {u}) (3.9)

Na equacao anterior tem-se:

cosf sinf 0 O
_|—sinf cosp 0 O 310
[Rn] = 0 0 cosf sinp (3.10)
0 0 —sinff cosf

Para os deslocamentos anteriormente referidos, em (3.5) e (3.6) formula-se a

equagao (3.9) da seguinte forma matricial:
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B
(X}g ) [cosp  sing 0 0 X\ (lx
Y| _|-sinf cosp 0 0 Y n Uty
Xf B 0 0 cosfB sinpf X, Upy (3.11)
ng 0 0 —sinf cosp Y, Uzy

O vector dos deslocamentos que produzem deformacio no elemento, {u}, é obtido

subtraindo o vector {X,} ao vector {X b’}' Ou seja:

() = (X5} - (X0} (3.12)

Este vector guarda os deslocamentos que produzem deformagdo no elemento,

embora apenas os associados as translagdes dos nos e em relagao ao referencial global.

3.1.2 Angulos de rotaciao na formulacio corrotacional

Para os graus de liberdade associados as rotagdes tem-se o vector {@} que guardara
as rotacoes totais dos nos, medidos no referencial local. Subtraindo este vector, a rotagao
de corpo rigido do elemento, 5, obtem-se o vector das rotagdes que produzem deformagao

no elemento {a%}. Ou seja:

{a®}={a} - {B} &

a a (B (3.13)
-1}

Tem-se entdo o vector dos deslocamentos generalizados que produzem deformagao
no clemento, onde se encontram os deslocamentos associados as translagdes e os

associados as rotagoes:

(ulx

udy =4 M (3.14)

-~

\ad )
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Este vector pode ser calculado no referencial local através de:

{ud} = [T,]{u?} (3.15)

3.1.3 Determinac¢ao do angulo p

O célculo do angulo S, que corresponde a rotagdo de corpo rigido do elemento
levanta um problema que pode ser resolvido de dois modos distintos. O seu célculo pode
ser feito a partir das coordenadas actuais dos nos ou das suas rotagoes.

Utilizando a primeira op¢ao referida, verifica-se que ocorre uma indeterminagao
pois € impossivel distinguir rotagdes de corpo rigido positivas de negativas e ainda a
verdadeira grandeza da rotagdo, uma vez que esta pode ser um multiplo de 5, na forma

B + 2km, com k € Z.

Na Fig. 3-3 ¢ possivel perceber que o calculo pelas coordenadas actuais retorna o

mesmo valor f§ para situagdes distintas, sendo impossivel determinar qual a correcta.

p+2r

¢)

Fig. 3-3- Problematica do cdlculo do angulo p.

Ao desenvolver o algoritmo que realiza a analise de vigas por esta metodologia,
optou-se por eliminar esta ambiguidade analisando a rotagdo média dos nds do elemento na

iteracao anterior a actual, desta forma:
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aq + a,
XymEpio = >

(3.16)

Utilizando a rotagdo média dos nos € possivel determinar qual € o valor correcto de
[ de entre todos os possiveis.

Para isso considerou-se que o angulo B pertence a uma familia de valores § + 2km,
onde k =-3,-2,—-1,0,+1,+2,+3. Isto ¢, arbitrou-se que a rotacdo [ devera estar
compreendida entre —6m e +61.

O problema de obter o valor correcto de k pode ser resolvido comparando dois

valores, o do angulo B + 2km, onde se desconhece o valor de k e o do angulo de rotacao

médio dos nds do elemento, ayzp;0, € procurando o valor de k que minimiza d:

Desta forma ¢ possivel encontrar a melhor aproximacdo possivel para o valor da
rotagdo e resolvem-se os problemas detectados e ilustrados na Fig. 3-3.

A segunda opg¢ao considerada para a constru¢do do algoritmo consiste em utilizar
directamente o ayp;0, fazendo f = aygp;o- Este valor, que ¢ a média dos angulos a; e
a, apresentados na Fig. 3-4, vai sendo incrementado ao longo das diferentes iteracdes e

para os diferentes elementos.

o4 OymEpio

Fig. 3-4 - Cdlculo do oygpio
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3.2 Esforcos internos

Em relagdo aos esforgos internos foram analisadas duas maneiras distintas de
efectuar o célculo pretendido. A primeira das quais, executa o calculo dos mesmos a partir
do vector de deslocamentos nodais e da matriz de rigidez do elemento no referencial local,

pela equacao:

[Kel{ue} = {fe} (3.18)

Neste caso, para o calculo dos esfor¢os internos, que se designam por {F,,} no
algoritmo em estudo, utilizam-se os deslocamentos nodais associados as deformagdes
(3.15), referidos anteriormente como {ul}. Estes deslocamentos estdo associados ao

referencial local. Tem-se entdo que:

{Fea} = [K]{u} (3.19)

Uma outra metodologia foi utilizada para o calculo dos esforgos internos,
directamente a partir do alongamento e das rotagdes. De facto, ao considerar que o

referencial local na iteracdo n passa nos dois nés do elemento obtém-se sempre que o

d

1y € ugy iguais a zero, € como a origem esta sempre

vector de deslocamentos (3.15) tem u
no primeiro no, ué, é também igual a zero.

A deformagdo consiste por isso num alongamento ou encurtamento do elemento,

definido por ug, e nas deformagdes devidas a flexdo, definidas por af e a$.

Em [Har73], citado por [Men06] considera-se que os esfor¢os resultantes em cada
um dos elementos de viga na configuracdo actual sdo: N, V, M; e M,, sendo N o esforco
normal, V' o esforco transverso e M; e M, os momentos flectores nas extremidades inicial e

final do elemento. As equagdes que os definem sio:

EA, M, +M, 6EI
N=EA05=L—Ou§x V=— =1L (af + af)
(3.20)
2E] 2E]
M; = — Qaf + af) M, = — (af + 2af)
Ly Lo
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Nas equacgdes anteriores ¢ importante definir os diferentes valores envolvidos. E ¢ o
modulo da elasticidade longitudinal do material; A, a area de sec¢do transversal; I o
momento de inércia da seccdo transversal; Ly € L os comprimentos dos elementos de viga
nas configuragdes inicial e actual, respectivamente; e € a deformacdo nominal, ou seja,
€ =(L—Ly)/Ly. Na Fig. 3-5 ¢é possivel identificar cada um dos componentes que

compdem as equagoes dos esforgos resultantes.

Fig. 3-5- Deformagaes e esforgos resultantes.

Para esta metodologia, o vector de esfor¢os internos (que se designa por fem no

algoritmo) fica na seguinte forma:

{FEp}=[-N V M; N -V M,] (3.21)

4

Em qualquer uma destas metodologias, ¢ necessario transformar os esforcos
encontrados para o referencial global, sendo que a matriz [T,] faz a transformagdo do

referencial global para o referencial local actual, ¢ necessario multiplicar os esforcos

encontrados pela sua transposta, ou seja:

[Tn]" {Fem} ou [T, ]" {Feq} (3.22)

Nestas condigdes ja € possivel adicionar as forgas internas calculadas ao vector de

forcas globais.
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3.3 Esquema do algoritmo desenvolvido

Para auxiliar a compreensao do algoritmo desenvolvido utilizam-se dois diagramas
de blocos que ilustram todos os procedimentos que sdo efectuados no mesmo. O primeiro
diagrama apresentado encontra-se muito simplificado para ser possivel compreender a
ideia geral do algoritmo. De seguida encontra-se um outro diagrama que explica

pormenorizadamente o algoritmo “PEFNL-2D".

Leitura de Dados

> a ~
Célculo das forgas : Nao executado na 1* iteragdo.
internas e subtracgao

as forgas globais.

1

Calculo da matriz de

rigidez, [K], e adigdo

as forcas externas.

|

Resolve:
[K]{Au} = {Af}.

|

Actualiza {u} e as

coordenadas.
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Leitura de Dados

|

Célculos Iniciais:

- Cria uma matriz, nos_actuais, onde vao ser
guardadas as coordenadas actuais dos nds;

- Cria a matriz ug e o vector alfa para guardar
os deslocamentos totais e a rotacdo total nos nos
respectivamente;

- Cria um vector P para guardar a forca axial em
cada elemento;

- Calcula e guarda o angulo de rotacéo, teta, e 0
comprimento de cada elemento, L.

l Primeira lteracdo

Define a matriz de Rigidez Global, [K], o vector de
deslocamentos globais, {u} e o vector de forcas

global {f}.
1 |

Assemblagem da Matriz de Rigidez
For i=1:NELEMENTOS

Inicializa a zeros a matriz rigidez, [k] e a
matriz de transformacédo [T, ];

|

Calcula a Matriz de Rigidez, [k], em
coordenadas locais;

1 |

Calcula a Matriz de Transformacao, [T,],
e faz a transformacdo de [k] para o
referencial global, obtendo [kg];

|

Adiciona [kg] a matriz de rigidez global
[K]: [K] = [K] + [kg].

END

1 ]

Adiciona as forcas aplicadas que foram definidas
nos dados do problema ao vector de forcas global,

{ft
1 |

Aplica as condigdes fronteira devido & existéncia de

apoios nos nas.

Resolve o sistema de equacoes: [K]{u} = {f}.

!

Adiciona os deslocamentos e rotacfes contidos em
{u} a matriz [ug] e a {alfa} respectivamente.
Actualiza as coordenadas dos ndés na matriz
[nos_actuais] e imprime os deslocamentos e
rotagdes totais.

Calcula o erro e incrementa o contador de itera¢Ges.

Fim da 12 iteracdo, inicio da 22
iteracdo e iteragdes seguintes.

Assemblagem da Matriz de Rigidez
For i=1:NELEMENTOS

Caélculo das Forgas Internas nos Elementos e assemblagem no vector
de forcas global, {f}.
For i=1:NELEMENTOS

Calcula a matriz de Transformagdo [T;,]
considerando as coordenadas actualizadas dos nés;

Versao 1.7 Versao 2.?

Calculo da Célculo da
rotacdo  de rotacdo de
corpo rigido corpo rigido
a partir das a partir das
coordenadas rotagdes dos
dos nos; nos;

Versdo 1.1 ou 2.1 Versdo 1.2 ou 2.2

Extrai a parte dos Extrai a parte dos
deslocamentos deslocamentos que diz
que diz respeito respeito as
as deformacdes; deformacoes: {uedef}
1 | 1 |
Calculo directo Calcula a matriz de
dos esforgos Rigidez elemento, [k];
internos no l
elemento i:[fem]
Calculo dos esforcos

internos no elemento i

no referencial
actualizado do
elemento:

[fea] = [k]{uedef};

Transforma as Forgas Internas no Elemento, {fe},
para o referencial global, obtendo {fc};

| |

Subtrai as Forgas Internas, {fc}, ao vector de forcas
global {f}.

Inicializa a zeros a matriz rigidez, [k], a matriz
geomeétrica, [g] e a matriz de transformacéo [T,,];

| |

Calcula a Matriz de Rigidez, [k], em coordenadas

locais;

Calcula a Matriz de Transformacédo, [T,], e faz a
transformacdo de [k] para o referencial global,

obtendo [kg];

Adiciona [kg] a matriz de rigidez global [K]:
[K] = [k] + [kg].

|

Adiciona as forgas aplicadas (definidas nos dados) ao vector de
forgas global, {f}.

]

Aplica as condigdes fronteira devido a existéncia de apoios nos

|

Resolve o sistema de equages: [K]{u} = {f}, onde {u} = Au e

{3} =Af = fext — fine:

|

Adiciona os deslocamentos (que correspondem a incrementos
Au) e rotagdes contidos em {u} a matriz [ug] e a {alfa}
respectivamente. Actualiza as coordenadas dos nés na matriz
[nos_actuais] e imprime os deslocamentos e rotaces totais.

|

Calcula o erro e incrementa o contador de iteracGes.

1 }

Define a matriz de Rigidez Global, [K], o vector de deslocamentos
globais, {u} e o vector de forgcas global {f}. Estes vectores vao
guardar os incrementos Au e Af respectivamente nos deslocamentos
e nas forcas que sao necessarias no método de Newton-Raphson.
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4 EXEMPLOS DE ESTUDO

Os exemplos de estudo que se apresentam, sdo aqueles que se consideram
importantes para a analise do correcto funcionamento do algoritmo. Esta analise baseia-se
na comparacao de resultados de diferentes fontes, sejam elas bibliograficas ou simulacbes
no programa Ansys. Em relagéo ao algoritmo, séo testadas todas as diferentes formulacdes,

que foram explicadas anteriormente, estas apresentam-se no esquema da Fig. 4-1.

Calculo directo dos

A 4

esforcos internos a partir

do alongamento  mais

Célculo das rotacdes de rotacdes. @

corpo rigido a partir das

Célculo dos  esforcos

coordenadas dos nos. @

internos a partir do vector

de deslocamentos nodais e

da matriz de rigidez do

elemento. @

Calculo directo dos

A 4

A 4

esforcos internos a partir

do alongamento  mais

Calculo das rotagbes de rotacoes. @
corpo rigido a partir da

média das rotagcdes dos Célculo dos  esforgos
nés. © internos a partir do vector

de deslocamentos nodais e
da matriz de rigidez do

elemento. @

A 4

Fig. 4-1-Esquema ilustrativo das diferentes configuragoes do algoritmo “PEFNL-2D”.
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Como se pode observar no esquema testam-se quatro configuracdes diferentes que
serdo identificadas por 1.1; 1.2; 2.1 e 2.2. O nimero de incrementos em que a carga total é
dividida, bem como o numero de iteracGes que as versGes do algoritmo executam até
convergir para uma solugdo sdo objecto de comparacdo. Para todos os exemplos e versoes
comega-se por assumir que Ny, = 1, nUmero que é aumentado quando ndo se obtém

convergéncia com um Unico incremento.

Em anexo apresenta-se o algoritmo desenvolvido e também todos os ficheiros de

input, 0S utilizados para o programa Ansys e o0s utilizados para o algoritmo.

4.1 Exemplo viga com momento

4.1.1 Consideracoes

Tendo em conta o objectivo de comparacdo das diferentes solugbes encontradas
para o algoritmo em causa, considerou-se um exemplo que surge em [Urt05], onde é
analisada uma viga encastrada de seccdo quadrangular (altura h e area A) com um
momento M na extremidade e por isso num estado de flexdo pura como se representa na
Fig. 4-2.

Na mesma figura é possivel observar ainda que 0 modelo de viga considerado tem

21 nos, distribuidos de modo uniforme ao longo da viga e criando 20 elementos.

a) b)

Fig. 4-2- Exemplo viga com momento a) Esquema do exemplo b) Modelo de elementos finitos

No artigo referido, utiliza-se para este exemplo o sistema de unidades imperiais. No
entanto, na elaboracdo da presente dissertacdo é utilizado o sistema de unidades
internacionais. Para poder comparar foi efectuada a conveniente converséo de unidades.
Deste modo, na Tabela 4-1 podem observar-se as propriedades geométricas e materiais da

viga.
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O momento de inércia da seccdo de viga (quadrangular) em andlise é dado pela
expressdo I = h*/12, logo, I = 2,16787E — 9 m*.

Tabela 4-1- Propriedades geométricas e materiais da viga.

Geométricas Materiais
L=100in L=2,54 m
A=0,25 in? A=16129E-4 m? E=30E+6 Psi E=2,06844E+11 Pa
h=0,5in h=0,0127 m

Em relacdo ao momento aplicado, [Urt05] baseia-se na teoria de vigas de Euler-

Bernoulli. A relagdo entre 0 momento M e o raio de curvatura da viga p é:

1 M (4.1)
p EI
Quando a viga flecte até completar um circulo exacto o raio de curvatura é:
_ L
p= o (4.2)

Substituindo este valor na equacdo (4.1), conclui-se que a viga consegue a

configuracao circular se se respeitar um parametro adimensional:

ML
7 (4.3)
omEl 0

Desta forma, 0 momento a aplicar na estrutura €:

2nEl
M = I = 1109.23284 Nm (4.4)

Os resultados obtidos pelas diferentes configuracdes do algoritmo sdo comparados
com os do programa Ansys, na Tabela 4-2 estdo os parametros utilizados para esta analise

pelo programa Ansys.
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Tabela 4-2-Pardmetros de analise do programa Ansys

Analise Elemento de Viga
ANTYPE=0
BEAM3
NLGEOM=0ON )
(elemento de viga 2D)
NEQIT=150

4.1.2 Resultados Obtidos

Como explicado anteriormente,

analisaram-se  0s

resultados das quatro

configuracdes diferentes para o programa “PEFNL-2D”. Apresentam-se também os

resultados do programa Ansys, de [Urt05] e a respectiva comparagdo. Na Tabela 4-3 e

Tabela 4-4 apresentam-se os resultados das quatro configurages do algoritmo para o

problema apresentado.

Tabela 4-3-Resultados para as configuragdes 1.1 e 1.2 do algoritmo

Algoritmo desenvolvido versio 1.1

Algoritmo desenvolvido versao 1.2

el | wim wim | wpl | um] u, [m]

3 | 3600011 | -154050E-02 | -7,75244E-02 | -36,00000 | -154050E-02 | -7,75243E-02
5 | 7200014 | -L21947E-01 | -280485E-0L | 7200012 | -121947E-01 | -2,80485E-01
7 | 10800018 | 37504800 | -51350E-01 | 10800015 | 375948501 | -531358E-01
9 -144,00021j -7,77408E-01 -7,34318E-01 -144,00019 ! -7,77407E-01 -7,34318E-01
11 -180,00024j -1,27000 -8,11841E-01 -180,00022 | -1,27000 -8,11841E-01
13 | 21600028 |  -176260 | -734316E-01 | 21600025 | 176260 | -734316E-01
15 -252,00031j -2,16405 -5,31355E-01 -252,00029 -2,16405 -5,31355E-01
17 | -28800034 | -241805 | -280482E-01 | -28300082 |  -241805 . -280482E-01
19 -324,00038 -2,52459 -7,75223E-02 -324,00035 -2,52459 -7,75224E-02
21 -360,00041 -2,54000 -1,01462E-11 -360,00039 -2,54000 -2,80845E-10
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Tabela 4-4- Resultados para as configuragées 2.1 e 2.2 do algoritmo

- Algoritmo desenvolvido versao 2.1 Algoritmo desenvolvido versao 2.2
lowrer | owem | owmg [ wrer | owm | uym)
3 | 3600024 | -LSAO3E-02 | 775203602 | -36,00027 | -LSAOGLE-02 | -7,75250E-02
5 -72,00028 J -1,21874E-01 L -2,80437E-01 -72,0003 -1,21948E-01 -2,80486E-01
7 -108,00031 | -3,75505E-01 | -5,31327E-01 | -108,00033 -3,75949E-01 -5,31359E-01
9 -144,00034 : -7,76174E-01 : -7,34899E-01 | -144,00037 -7,77410E-01 -7,34318E-01
11 —180,00038; -1,26816 ! -8,14441E-01 -180,0004 J -1,27001 -8,11841E-01
13 | -21600041 i  -176199 : t?:‘.‘?.?‘_‘_l_E_t(_’_l____:_2_%?;99_9i‘f‘__5_____j%:???_??_____5___j_7z?f‘_'°f?§E_t9_1__
1S | -25200044 i  -216855 | tf_":‘_‘_l?_‘_“?_E_t(_’_l____:_2_5_?;999‘_‘_7__5__ __t?z%_ﬁ_‘!‘?ﬁ____5_:?:?_1_?5?‘_5:9_1__
17 -288,00048 k -2,43217 : -2,90412E-01 -288,0005 J -2,41805 -2,80481E-01
19 -324,00051 | -2,55009 | -7,94253E-02 | -324,00054 -2,52459 -7,75217E-02
21 -360,00054 -2,57196 1,63325E-02 -360,00057 -2,54000 -1,92581E-11

Em relagdo a simulagdo no programa Amsys, encontra-se na Tabela 4-5 os

resultados obtidos e na Fig. 4-3 a ilustragdo da configuragdo original e deformada da viga.

Tabela 4-5-Resultados do programa Ansys

- Ansys
up [°] uy [m] uy [m]

3 | 36,0001 | -0,15406E-01] -0,77524E-01 |
5 | 71009 | 012105 | 08048 |
7 | 108003 | 037505 | 053136
9 | 144001 | 077741 | 073432
11 | 1800042 | 12700 | 08use |
13 [ 215999 | 17626 | 073432
15 [ 251998 | 21641 | 053136 |
17 | 287997 | 24181 | 028048 |
19 | -324002 | 2546 | -077524E-01
21 -360,001 -2,5400 | 0,26680E-09
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DMX

DISFLACEMENT

STEE=1
SUE =1
TIME=1

=2.54

JUN &

2010

Fig. 4-3-Configuragdo original e deformada da viga (Ansys)

Para 0 momento aplicado, comparam-se entdo o0s valores encontrados com as

diferentes versdes do algoritmo “PEFNL-2D” e os calculados pelo programa “Ansys”. A

comparacdo é feita para um dos nos e escolheu-se o n6 11, assinalado na Fig. 4-3, para o

efeito. No n6 21, essa comparagdo nao deve ser feita, uma vez que os deslocamentos u,,sao

muito proximos de zero, o que inviabiliza o calculo do erro relativo.

Tabela 4-6-Comparagdo de resultados Ansys - algoritmo (no 11)

Algoritmo Erro relativo [%]
Desl. | Ansys
V. 1.1 V.1.2 V.2.1 V.2.2 V.1.1 | V.1.2 | V.2.1 | V.2.2
Ff; -180,00042] -180,00024 | -180,00022 -180,00038 -180,0004 | 1,00E-04] 1,11E-04| 2,22E-05] 1,11E-05
[lli;‘] -1,27000 -1,27000 -1,27000 -1,26816 -1,27001 0,00 0,00 1,45E-01| 7,87E-04
[‘IK] -0,81184 | -8,11841E-01] -8,11841E-01| -8,14441E-01| -8,11841E-01| 1,23E-04| 1,23E-04| 3,20E-01| 1,23E-04

Desde ja se verifica pelos erros relativas calculados, que as versfes 1.1, 1.2 e 2.2 do

algoritmo “PEFNL-2D” retornam resultados praticamente iguais aos calculados pelo

47




Formulagdo corrotacional para andlise de vigas com elementos finitos

programa Ansys, a versao 2.1 é a que apresenta um desvio maior, no que diz respeito aos

deslocamentos u,, € u,. Verifica-se entdo a conformidade de resultados entre o algoritmo

desenvolvido e o programa Ansys, para as versdes 1.1, 1.2 e 2.2.

1.4

Dimensionless displacement

PRI WA Y N AN TR T YT N U T T VOUN N T U0 U M R TR T T |

||||t'||||l||l||I.I!l[_||ll'lnllllll

e
o

0.2

0.4

0.6

Dimensionless load, M"
Fig. 4-4 - Deslocamentos para diferentes valores de M =ML/2xE (adaptado [Urt05])

.8

1.0

E possivel ainda comparar os resultados obtidos com [Urt05]. Na Fig. 4-4 €

ilustrado um gréfico que relaciona o valor de M* = ML/2nEI com u,/L € com w,/L, que

sdo respectivamente, na nomenclatura utilizada na dissertagéo u, /L e u,,/L. O ponto azul

assinalado na Fig. 4-4 refere-se ao valor do deslocamento n6 21 para M* = 1. Do grafico

retira-se o deslocamento u, que se apresenta na Tabela 4-7.

Tabela 4-7-Comparagdo de resultados [Urt05] - algoritmo (no 21)

Desl. | [Urt05] Algoritmo Erro relativo [%

No com

21 | L=2,54m V.11 V.1.2 V.21 V.22 | V.11 |V.12]|V.21]| V.22
[z;‘] -2,54000 -2,54000 -2,54000 -2,57196 -2,54000 0 0 1,26 0

concordancia de resultados excepto para a versao 2.1 que apresenta um desvio de 1,26%.

Mais uma vez comparando os resultados, verifica-se para todos o0s casos a
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E possivel ainda comparar (Tabela 4-8) dois factores importantes em relacdo as
diferentes versdes do algoritmo, o nimero de iteragcdes e o nimero de incrementos em que
se dividem as cargas a aplicar. Todas as versdes foram testadas com N;,. = 1, procedendo-

se a0 aumento dos mesmos apenas se necessario (ndo convergéncia para o resultado).

Tabela 4-8 - N° de iteragdes e n° de incrementos nas diferentes configuragoes do programa “PEFNL-2D”

(exemplo viga com momento)

Exemplo viga com momento

V1.1 V1.2 V2.1 V2.2
N° de iteragoes | - 24 7777777 2 777777777 % 87 7777777
N° de incrementos 2 1 30 3

4.2 Exemplo viga com forca axial

4.2.1 Consideracoes

Para continuar a validacdo do algoritmo desenvolvido tem-se em conta um exemplo
de demonstracdo incluido no manual de verificacdo do Ansys, denominado de VM136
[Ans07] que consiste numa viga com uma secc¢do transversal de altura h e area A
encastrada na base. Sobre a viga esta aplicada uma carga vertical F tal como se encontra

representado na Fig. 4-5.

o /177777 X
a)
Fig. 4-5 - Exemplo viga com carga axial a) Comportamento esperado b)Modelo de elementos finitos
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Em [Tim61] encontra-se também este exemplo, que sera mais um ponto de
comparagdo com o algoritmo desenvolvido. Em ambos os casos, ([Tim61] e manual de
verificagdo do Ansys) é utilizado o sistema de unidades imperial, pelo que é necesséario
proceder as devidas conversdes para o sistema de unidades internacional adoptado nesta

dissertacdo. Na Tabela 4-9 especificam-se as propriedades geométricas e materiais da viga.

O momento de inércia da seccdo da viga (quadrangular) em andlise é dado pela
expressdo I = h*/12, ou seja, I = 2,16787E — 9 m*.

Tabela 4-9-Propriedades geométricas e materiais da viga.

Geométricas Materiais
L=100 in L=254m
A=0,25 in? A=16129E-4 m? E=30E+6 Psi E=2,06844E+11 Pa
h=0,5 in h=0,0127 m

A carga critica da viga, F_,, de acordo com [Tim61] pode ser calculada a partir da

equacao:

m2El
For = 7 & For = 17149398 N

O modelo de viga em estudo € decomposto em dez elementos finitos, ligados entre
si por onze nos. O estudo efectuado considera o incremento do valor de F numa gama de
valores superior a carga critica calculada anteriormente, para estudar o comportamento de
pos-encurvadura da viga. A forca F toma assim os valores descritos em seguida, com o

comportamento esperado da viga a ser ilustrado na Fig. 4-6:

F, = F, X 1,015 = 174,06639 N
F, = F.,, X 1,063 = 182,29810 N
F, = F.,, X 1,152 = 197,56107 N
F, = F, x 1,293 = 221,74172 N
F, = F., X 1,518 = 260,32786 N
F, = F,, x 1,884 = 323,09466 N

Fig. 4-6 — Aplicagdo dos diferentes valores

de F e comportamento esperado da viga.
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Considerou-se ainda uma pequena forca aplicada na extremidade da viga (n6 11),
que se encontra ilustrada na Fig. 4-5 b) com direccdo horizontal, P = 2,23 N. Esta €
aplicada no inicio do processo de carregamento com o intuito de provocar uma pequena
perturbacdo de modo a que a viga se comporte de acordo com o desejado e posteriormente
é retirada.

Os resultados obtidos pelo algoritmo sdo comparados com 0s do programa Ansys,
na Tabela 4-10 estdo os parametros utilizados para esta analise.

Tabela 4-10 - Pardmetros de andlise do programa Ansys

Analise Elemento de Viga
ANTYPE=0
BEAM3
NLGEOM=0ON

(elemento de viga 2D)

NEQIT=150

4.2.2 Resultados obtidos

Os resultados encontrados referem-se as quatro versdes desenvolvidas do programa
“PEFNL-2D”. Sao dados a conhecer os resultados da simulacgéo feita no Ansys e procede-
se a comparagdo com os obtidos no algoritmo, posteriormente procede-se da mesma forma
com os valores retirados de [Tim61]. Embora se tenham comparado os valores dos
deslocamentos para todos os diferentes niveis de forca aplicados apenas se apresentam 0s
que correspondem a carga maxima, F, = 323,09466 N. Deste modo, na Tabela 4-11 e na
Tabela 4-12 apresentam-se os resultados obtidos para trés das versdes do algoritmo pois a

versdo 2.1 ndo converge em nenhum dos casos.
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Tabela 4-11 - Resultados para a configuracdo 1.1 e 1.2 do algoritmo

Algoritmo desenvolvido versao 1.1

Algoritmo desenvolvido versao 1.2

1w u [m] wim [ wrel | wim | m

1 -0,00011 -7,07884E-11 -7,67304E-11 -0,00012 -7,27353E-11 -7,98123E-11
2 -21,16195 4,68122E-02 -4,35348E-03 -21,16197 4,68123E-02 -4,35349E-03
3 -41,40149 L 1,79133E-01 | -4,15442E-02 -41,4015 ] 1,79133E-01 4 -4,15443E-02
4 -59,9284 3,76068E-01 -1,35134E-01 -59,9284 3,76068E-01 -1,35134E-01
5 -76,19494 6,12013E-01 -2,95084E-01 -76,19492 6,12014E-01 -2,95084E-01
6 -89,90638 : 8,64263E-01 -5,19321E-01 -89,90633 8,64264E-01 : -5,19321E-01
7 | 10097023 | 101703 | 798369:0L| 10097014 | 111703 | -798369E0L
8 -109,42166 1,36189 -1,11987 -109,42156 1,36190 -1,11986
9 -115,35378 i 1,59640 ) -1,47145 -115,35365 ] 1,59640 | -1,47145
10 | 11886532 | 18220 | 184198 | 1188658 | 182210 | -LeA107
11 -120,02733 2,04286 -2,22159 -120,02718 2,04286 -2,22159

Tabela 4-12 - Resultados para a configuracdo 2.1 e 2.2 do algoritmo

- Algoritmo desenvolvido versao 2.1 Algoritmo desenvolvido versao 2.2

L wret | wmi | wm | wrel | wimi | wim

1 _ -DOOOLE | -970601E-L1 | -111831E-L0.
2 2120747 | 469251E-02 | -437459E-03

3 -41,45704 | 1,79448E-01 -4,16881E-02

4 -59,96493 ' 3,76519E-01 ' -1,35442E-01

5 769315 | 612496E-01 | -295468E-01
6 N&o converge para henhuma solucéo -89,85721 8,64735E-01 -5,19595E-01

7 0087323 | LTS3 798319601
8 -109,28262 ! 1,36254 , -1,11931

9 -115,18248 1,59732 -1,47025

10 11867389 | 182033 | 184006
11 1119,82908 |  2,04458 |  -2,21892
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Quanto a simulagdo no programa Ansys, utilizou-se de [Ans07] o ficheiro
VM136.dat com as devidas alteracGes para unidades do sistema internacional. Na Tabela
4-13 encontram-se 0s resultados obtidos.

Tabela 4-13 - Resultados da simulag¢do no Ansys

Ansys
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Fig. 4-7 - Configuragdo inicial e final da viga para cada um dos incrementos de for¢a efectuados.
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Na Fig. 4-7 encontra-se ilustrada a configuracdo inicial e as diversas configuracfes
deformadas da viga. E conveniente relembrar que a carga aplicada vai sendo incrementada

até chegar ao valor total F.

A comparacdo de resultados do programa Ansys com o algoritmo é feita para o nd

11 e apresenta-se na Tabela 4-14.

Tabela 4-14 - Comparagao de resultados Ansys - algoritmo

Algoritmo Erro relativo [%]
Desl. | Ansys
V. 1.1 V.1.2 V.2.2 V. 1.1 V.1.2 V.2.2
Ffi -119,9850Q -120,02733] -120,02718] -119,82908 3,53E-02 3,52E-02 1,30E-01
[lli;‘] 2,04335 2,04286 2,04286 2,04458 2,40E-02 2,40E-02 6,02E-02
[lli:] -2,22125 | -2,22159 -2,22159 -2,21892 1,53E-02 1,53E-02 1,05E-01

Pelos erros relativos calculados, verifica-se que os resultados obtidos com as

versdes 1.1, 1.2 e 2.2 do algoritmo apresentam uma boa preciséo.

E possivel ainda comparar os resultados obtidos com os presentes em [Tim61]. Na
Fig. 4-8 esta ilustrado o comportamento da viga (presente na referéncia enunciada) para a

situacdo em estudo.

100°

120°

Fig. 4-8 - Configuracgdo inicial e deformada da viga (adaptado [Tim61])

54



Formulagdo corrotacional para andlise de vigas com elementos finitos

apresenta-se na Tabela 4-15.

Tabela 4-15 - Comparagao de resultados [Tim61] - algoritmo

A comparacdo destes resultados (referentes a situacdo representada (8 = 1207))

. Algoritmo Erro relativo [%]
Desl. | [Tim61]
V. 1.1 V.1.2 V.2.2 V. 1.1 V.1.2 V.2.2
Ffi -120,00000] -120,02733| -120,02718| -119,82908 2,28E-02 2,27E-02 1,42E-01
[‘;;‘] 2,03962 | 2,04286 | 2,04286 2,04458 1,59E-01 1,59E-01 | 2,43E-01
[:1:] -2,22758 | -2,22159 -2,22159 -2,21892 2,69E-01 2,69E-01 3,89E-01

Pode entdo verificar-se, mais uma vez, que os valores encontrados pelo algoritmo

para os deslocamentos no n6 11 sdo muito aproximados dos que sdo apresentados na

bibliografia.

Na Tabela 4-16 é feita a comparacéo entre dois factores importantes em relacdo as

diferentes versdes do algoritmo, o numero de iteracdes e 0 nimero de incrementos em que

se dividem as cargas a aplicar. Todas as versdes contam com o minimo possivel de

incrementos e apenas se necessario (ndo convergéncia para o resultado) se aumentam 0s

mesmaos.

Tabela 4-16 - N° de iteracées e n° de incrementos nas diferentes configuragoes do programa “PEFNL-2D”

(viga com for¢a axial)

Exemplo viga com for¢a axial

V1.1 V1.2 \WA | V2.2
N° de iteragges | 51 53 777777777 -
N° de incrementos 8 | 8 | - 8
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4.3 Exemplo viga com forca transversal

4.3.1 Consideracoes

O exemplo que se segue, encontra-se em [Urt05], neste estuda-se 0 comportamento
de uma viga encastrada com uma seccdo transversal de altura h e area A. Sobre a
extremidade livre da viga estid aplicada uma carga vertical F, tal como se encontra

representado na Fig. 4-9.

. 00 @
I
a) b)

Fig. 4-9 - Exemplo viga com for¢a transversal a) Esquema do exemplo b)Modelo de elementos finitos

Na referéncia enunciada, os dados encontram-se em unidades imperiais, como tal
procede-se a conversdo de unidades para o sistema internacional, de modo a que seja

possivel fazer a comparacdo de resultados posteriormente.

A carga maxima aplicada na estrutura é [Urt05]:

10E1
— 4.5
L 45)

Para este exemplo véo ser estudados os resultados para dez valores diferentes da
carga adimensional FL?/EI, comegando por FL?>/EI = 1 até FL?>/EI = 10.

Na Tabela 4-17 especificam-se as propriedades geometricas e materiais da viga.

Tabela 4-17-Propriedades geométricas e materiais da viga

Geométricas Materiais
L=100 in L=2,54 m
A=1in? A=6,4516E-4 m? E=30E+6 Psi E=2,06844E+11 Pa
h=1in h=254E-2 m
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O momento de inércia da seccdo da viga (quadrangular) em andlise é dado pela
expressdo I = h*/12, ou seja, I = 3,46860F — 8 m*.

Desta forma, a forca inicial aplicada na viga é:
El
F = Z =1112,06383 N

Esta forca é incrementada até chegar a um valor maximo:

10E1

Para comparacdo de resultados, utilizou-se uma vez mais o programa Ansys, na

Tabela 4-18 encontram-se 0s parametros utilizados para esta analise. Neste caso utilizando

. o . . a . . FL?
0 elemento de viga 2D ndo foi obtida convergéncia para os valores acima de - = 3.

Recorreu-se por isso ao elemento de viga 3D (BEAM4), com o qual se obtiveram 0s
resultados da Tabela 4-21.

Tabela 4-18-Parametros de andlise (programa Ansys)

Analise Elemento de Viga
ANTYPE=0
BEAM4
NLGEOM=0ON

(elemento de viga 3D)

NEQIT=150

Relativamente ao elemento de viga utilizado, foi ainda necessario activar a opgdo
“consistent stifness matrix”. Resta ainda referir que o modelo de elementos finitos possui

onze nos, ligados entre si por dez elementos.

4.3.2 Resultados obtidos

Os resultados obtidos para as diferentes configuracdes do algoritmo “PEFNL-2D”
sdo apresentados na Tabela 4-19 e na Tabela 4-20. De seguida analisam-se os resultados da
simulacdo feita no programa Ansys e o0s apresentados em [Urt05], procedendo a

comparacdo com os encontrados. Estes resultados referem-se aos deslocamentos no no 11,

. FL?
para diferentes valores de =
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Tabela 4-19- Resultados obtidos para a

configuragdo 1.1 e 1.2 do algoritmo

FI2 Algoritmo desenvolvido versao 1.1 Algoritmo desenvolvido versao 1.2
EI
up [°] uy [m] uy [m] up [°] uy [m] uy [m]
1 | -26439%2 | -143096E-01 | 766572601 | -2643925 | -LA309GE-0L | -766570E-01 |
2 -44,81524 -4,07575E-01 -1,25418 -44,81495 -4,07570E-01 _ -1,25417
3 | 5653782 | 645TSGE01 | 153362 | 565373 | 6ASTASE0L | -153%1 |
4 -64,30039 | -8,35098E-01 -1,70350 -40,91908 | -8,35082E-01 -1,70348
5 -69,70447 © -9,84237E-01 -1,81515 -69,70369 : -9,84216E-01 -1,81513
6 [ -7362715 : t?%?ﬁ?’?,,,,f ,,,,, 189359 ) 7362629 ¢ - ,1;,19?:”’,‘?,,,,1,,,,;1;?,9?’?,7,,,,,
7 -76,56953 -1,20103 -1,95172 -76,56862 -1,20100 -1,95170
8 | 7883448 | 128210 & | 1,99665 | 7883354 | 128207 i  -1,99663 |
9 -80,61463 ! -1,35071 ! -2,03257 -80,61362 ! -1,35067 i -2,03256
10 -82,03754 -1,40961E+00 -2,06208E+00 | -82,03655 -1,40957 -2,06207
Tabela 4-20 - Resultados obtidos para a configuragdo 2.1 e 2.2 do algoritmo
F12 | Algoritmo desenvolvido versao 2.1 Algoritmo desenvolvido versao 2.2
EI
ug [°] Uy [m] uy [m] ug [°] Uy [m] uy [m]
1 2643925 | -LASOGEOL | 7657001 |
2 -44,81496 ' -4,07568E-01 ! -1,25417
3 -56,5374 L -6,45743E-01 ] -1,53362
4 (6429973 | -83077E-01 ;  -1,70349 |
5 -69,7037 -9,84216E-01 -1,81514
Ndo converge para nenhuma solugdo |77 77 TTTT TTT T T T T T T s
6 1362629 ;110885 L 18938 |
7 -76,56863 -1,20099 -1,95171
8 -78,83355 -1,28206 -1,99664
9 8061362 ;  -13%066 : 208257
10 -82,03656 -1,40955 -2,06208
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Na Tabela 4-21 encontram-se o0s resultados para a simulacdo efectuada no

programa Ansys.
Tabela 4-21 - Resultados da simulacdo no programa Ansys
FIL2 Ansys
EI
ug [°] uy [m] uy [m]
1 | -2644086 | -143110E-01 |  -0,76662
2 | -4481905 | -4,07660E-01 |  -1,25430
3 | -56,54406 | -6,45940E-01 |  -1,53380
4 | -6430878 | -835360E-01 |  -1,70380
5 | -69,71177 | -9,84580E-01 |  -1,81540
6 | -7363654 @ -1,10400 |  -1,89390
7 |-4396559160; -1,20160 |  -1,95210
8 | 7884472 128260 |  -1,99700
9 | -80,62089 | -1,35130 |  -2,03300
10 | -44198537; -140880 |  -2,06210
DISFLACEMENT AN
STEF=1 MRY 10 ?lel_[l
SUB =1 & X 23:35:54
TIME=1
OME =2,497

Fig. 4-10 - Configuracdo inicial e deformada da viga (para FL*/EI=10).
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2 2
Como é possivel constatar na Tabela 4-21, para % =7e % = 10 o programa

Ansys obtém valores inesperados para a rotacdo ug. Na Fig. 4-10 é possivel observar a

configuracao inicial e a deformada da viga retirada da simulacdo do programa Ansys.

Para efectuar a comparacdo de resultados entre as diversas versdes do algoritmo

2

“PEFNL-2D” e o programa Ansys escolheu-se a situacdo em que % = 9, uma vez que,

tal como foi referido anteriormente para a situacdo de carga maxima ndo se obtiveram

resultados satisfatorios para a rotacdo. Os deslocamentos apresentados referem-se ao no

11.
Tabela 4-22 - Comparagao de resultados Ansys - algoritmo
Algoritmo Erro relativo [%]
Desl. | Ansys
V. 1.1 V.1.2 V.2.2 V.1.1 V.1.2 V.2.2

Ffi -80,62089| -80,61463 | -80,61362 | -80,61362 7,77E-03 9,02E-03 9,02E-03
[ill;‘] -1,35130 -1,35071 -1,35067 -1,35066 4,37E-02 4,66E-02 4,74E-02
[lIlI:] -2,03300 -2,03257 -2,03256 -2,03257 2,12E-02 2,16E-02 2,12E-02

Interessa agora comparar os resultados obtidos com o algoritmo desenvolvido com

0s que se encontram em [Urt05] (que confirmam os previamente encontrados por Bisshop
e Drucker [Bis45]).

1.00 4

G.90

0.80

0.70

C.60

0.50

0.40

0.30

Dimensiontess displacement

G.20

.10

0.00 #

| e—

# Bisshop and Drucker (1945)

0.0 1.0 20 3.0 4.0 50 6,0 7.0 8.0 9.0 10.0
Dimenslonless load, P17/ D,

Fig. 4-11 - Deslocamentos adimensionais em fungdo de diferentes valores de F
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Na Fig. 4-11 encontram-se os deslocamentos em funcdo de diferentes valores de
PL2/EI. Nesta figura referem-se u,/L e wy/L, que representam respectivamente, na
nomenclatura utilizada na presente dissertacdo u, /L e u, /L. Os pontos assinalados a azul
correspondem aos valores encontrados para os deslocamentos com FL?/EI =PL2/EIl =
10, no nd 11. Estes encontram-se na Tabela 4-23 em unidades do sistema internacional

para comparacao com os resultados obtidos do algoritmo.

Tabela 4-23- Comparagdo de resultados [Urt05] - algoritmo

N6 [Urt0S] Algoritmo Erro relativo [%]

11 | PL2/EI=10 | V.1.1| V.1.2 V.2.2 V. 1.1 V.12 V.2.2
[l;:] -1,40970 -1,40961] -1,40957 -1,40955 6,38E-03 9,22E-03 1,06E-02
[]:II] -2,05740 -2,06208] -2,06207 -2,06208 2,27E-01 2,27E-01 2,27E-01

Como podemos constatar pelos erros relativos calculados, o algoritmo apresenta
para as versdes 1.1, 1.2 e 2.2 um erro relativo muito baixo tanto na comparacdo com o
Ansys como na comparacdo com [Urt05]. Temos entdo para este exemplo uma boa

precisao nos resultados obtidos.

Na Tabela 4-24 sdo apresentados os numeros de iteracdes e de incrementos para
cada uma das versbes do algoritmo. Neste exemplo consideraram-se sempre 10
incrementos até chegar a carga total, para que fosse possivel a comparagdo com [Urt05].
Deste modo, apenas o numero de iteracdes € valido para comparacao entre as diferentes

configuracdes do programa.

Tabela 4-24 - N° de iteragoes e n° de incrementos nas diferentes configuragoes do programa “PEFNL-2D”

(viga com forg¢a transversal)

Exemplo viga com for¢a transversal

V1.1 V1.2 V2.1 V2.2
N° de iteracoes 53 _______ 53 _________ - 59 _______
N° de incrementos 10 10 | - 10

61




Formulagdo corrotacional para andlise de vigas com elementos finitos

4.4 Exemplo poértico

4.4.1 Consideracoes

O ultimo exemplo efectuado tem o interesse de testar o algoritmo desenvolvido
numa estrutura e ndo apenas numa viga como até aqui. Estuda-se entdo um pértico
constituido por trinta elementos e trinta e um nos. A Fig. 4-12 ilustra a situagdo em estudo,

sobre a estrutura sdo aplicada duas forcas verticais F e uma forca horizontal P.

S
| f
F
F
P v l . @ o @
ml' ) ) ) [ ]
L ] ]
1G] ]
et ot —— @7‘777' @7‘
a) b)

Fig. 4-12 - Exemplo Portico a) Esquema do exemplo b)Modelo de elementos finitos

Como podemos observar na figura as forcas aplicadas encontram-se nos nés 11 e
21. A forca P tem o intuito de provocar uma perturbacdo de modo a que a viga se comporte
como o desejado, os respectivos valores para as cargas aplicadas sdo: F = 37500KN e

P = 2000KN, as dimensdes L e S sdo respectivamente 3 e 4 m.

O Perfil de viga utilizado para a construcdo do pértico € um HEB300 ilustrado na

Fig. 4-13. As suas caracteristicas apresentam-se na Tabela 4-25.

Fig. 4-13 - Perfil de viga HEB300
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Tabela 4-25-Caracteristicas do perfil HEB300 e caracteristicas materiais da viga

Perfil HEB 300 Material

him] [ b[m] | hi[m] | t[m] [ A[m?] | LIm*] | L[m*]
E = 210E9 Pa

0,3 0,3 0,262 | 0,019 | 149.1e-4 | 2.517e-4 | 0.8563e-4

A comparacdo dos resultados obtidos com o algoritmo sera efectuada com os do
programa Ansys, como tal na Tabela 4-26 encontram-se os parametros utilizados na

mesma.

Tabela 4-26 - Pardmetros da andlise efectuada no programa Ansys

Analise Elemento de Viga
ANTYPE=0
BEAM3/BEAM4
NLGEOM=0ON )
(elemento de viga 2D/3D)
NEQIT=150

4.4.2 Resultados obtidos

Os resultados obtidos com as diferentes verses do algoritmo “PEFNL-2D”
apresentam-se na Tabela 4-27 e na Tabela 4-28. A versdo 2.1 do algoritmo ndo consegue
convergir para nenhuma solucdo, algo que ja se tinha verificado para os dois exemplos

anteriores.

Em relacdo a simulacdo executada no programa Ansys, testaram-se os dois
elementos de viga, BEAM3 e BEAM4. Obtiveram-se os resultados apresentados na Tabela
4-29. E importante constatar que os diferentes elementos de viga retornam resultados
distintos. A configuracgéo inicial e deformada da estrutura, retirada da simulacéo efectuada,
encontra-se na Fig. 4-14.
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Tabela 4-27 - Resultados do algoritmo “PEFNL-2D” versdo 1.1 e 1.2

Algoritmo desenvolvido versiao 1.1

Algoritmo desenvolvido versao 1.2

N6

Wil | wim | uim Wil | wim | uim
1 | -000003 | 2,64761E-09 : -7,18578E-08 | -0,00001 | 7,57437E-10 | -2,10343E-08
3 | -948279 | 508411E-02 | -858220E-03 | -1040899 | 558342E-02 | -9,00196E-03
5 | -16,03187 | 185163E-01 | -2,98972E-02 | -17,57045 | 2,02915E-01 | -3,32950E-02
7 | -1835702 | 3,64699E-01 | -632128E-02 | -20,10269 | 3,99034E-01 | -7,19211E-02_
9 | -1601022 | 544125E-01 | -9,64949E-02 | -17,53077 | 594954E-01 | -1,10480E-01
11 | -944369 : 678134E-01 ; -1,17740E-01 | -1033714 : 741464E-0L | -1,34632E-01
13 | -055647 | 674971E-01 | -182233E-01 | -0,60508 | 7,37742E-01 | -2,05145E-01
15 | 387738 | 674555E-0L | -153896E-0L | 4,23848 | 7,37306E-0L | -174137E-01
17 | 389655 | 672649E-01 | -945310E-02 | 425036 | 7,35002E-01 | -1,09256E-01
19 | -049872 | 672217E-01 | -6,56567E-02 | -0,54207 | 7,34638E-0L | -7,76639E-02_
21 | -934703 | 6,69148E-01 | -1,20077E-01 | -10,23137 | 7,31028E-01 | -1,47005E-01
23 | -1601677 | 536325E-01 | -105485E-01 | -17,55576 | 5.85810E-01 | -1,20265E-01
25 | -18/41401 : 3,57153E-01 : -696152E-02 | -20,18975 ! 3,90021E-01 : -7,87731E-02_
27 | -1587557 | 178695E-01 | -339646E-02 | -17,38909 | 195067E-01 | -3,75640E-02_
29 | 910387 | 478574E-02 | -108118E-02 | -9.9454 | 521770E-02 | -1,13907E-02_
31 | -0,00003 ! -595745E-10 | -1,00366E-07 | -0,00001 | -1,59460E-10 : -2,92058E-08

Tabela 4-28 — Resultados do algoritmo “PEFNL-2D” versdo 2.1 e 2.2

e Algoritmo desenvolvido versiao 2.1 Algoritmo desenvolvido versao 2.2

THETTE T uy [ u, [m] u, [m]
1 ~ -0,00001 | 757859E-10 i -2,10327E-08
3 _-10,41405 | 558663E-02 | -9,00467E-03
5 _-17,57882 | 2,03025E-01 : -3,33160E-02
7 ..-20,11218 ;  3,99243E-01 . -7,19746E-02
9 _-17,53906 ;  5,95262E-01 : -1,10566E-01
11 1034205 | 741848E-01 | -1,34736E-01
13 . -0,60541 : 7,38124E-01 : -2,05282E-01
15 ) ) 4,24038 | 7,37690E-01 | -1,74262E-01
Nao converge para nenhuma solugao """""""""""""""""""""""""""""""
17 o 426132 7,35475E-01 | -1,09352E-01
19 ..054223 :  7,35022E-01 | -7,77451E-02_
21 . -10,23599 | 7,31410E-01 ; -1,47117E-01
23 ..-17,56389 | 5,86116E-01 | -1,20357E-01
25 -20,19916 | 3,90224E-01 : -7,88303E-02_
27 -17,39711 | 1,95168E-01 | -3,75864E-02_
29 19,94983 ~5,22031E-02 -1,13942E-02
31 -0,00001 | -1,59883E-10 | -2,92073E-08
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Tabela 4-29 - Resultados da simulagdo efectuada no Ansys utilizando o elemento de viga BEAM3 e BEAMA4.

i Ansys BEAM3 Ansys BEAM4

ug [°] u, [m] u, [m] ug [°] uy [m] u, [m]
I o i o i o | 0 o i o
3 | 994139 | 533160E:02 | -8,78490E-03 | -948818 | 508710E-02 | -8,58460E-03 _
5 | 1679397 | 193970E-01 | -3,15440E-02 | -160411 | 185270E-01 | -2,99170E-02
7 | 1922273 | 381750E-01 | -6,74390E-02 | -183673 | 3,64900E-01 | -6,32620E-02
9 | 1676417 | 569390E-01 | -103290E-01 | -160193 | 544430E-01 | -9,65740E-02 _
1| 983696 | 7,09610E-01 | -125940E-01 | -9,44922 | 6,78510E-01 | -1,17830E-01 _
13 | 058086 | 7,06180E-0L | -193430E-0L | -0,55668 | 6,75350E-01 | -1,82360E-01
15 | 4,05683 | 7,05750E-01 | -163770E-01 | 3879497  6,74930E-01 | -154010E-01 _
17 | 4,07694 i 7,03690E-0L | -101660E-01 | 3898634 : 673020E-01 | -9.46130E-02
19 | 052009 | 7,03240E-01 | -7,14340E-02 | -0,49891 | 6,72500E-01 | -6,57230E-02
21 | 978497 | 699910E-01 | -137790E-01 | -9.35239 | 6,69520E-01 | -1,29180E-01 _
23 | 1677850 | 560930E-01 | -1,12670E-01 | -16,0256 | 536620E-01 : -LO0S570E-0L _
25 | 1920321 | 373500E-01 | -740670E-02 | -184246 | 357350E-01 | -6,96670E-02
27 | -1662151 | 186830E-01 | -357160E-02 [ -158847 ! 178790E-01 | -3,39850E-02 _
29 | 952141 | 500050E-02 | -110940E-02 | -0,10888 : 4,78840E-02 i -1,08150E-02 _
31 0 0 0 0 0 0

DISELRCEMENT AN

STEE=1 MAY 12 2010

p— 16:18:22

TIME=1

DMX =.732187

Fig. 4-14 - Configuragdo inicial e

deformada da estrutura
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Para comparar os resultados encontrados nas diferentes versdes do algoritmo e 0s

encontrados com a simulacdo no 4nsys, escolheram-se dois nds que se apresentam como 0s

mais relevantes pela sua posicdo na estrutura. Para 0s nds 11 e 21 assinalados na Fig. 4-12

b) tem-se na Tabela 4-30 e na Tabela 4-31 os respectivos erros relativos.

Tabela 4-30 - Comparagdo de resultados no no 11 Ansys - algoritmo

Né Ansys Algoritmo Erro relativo [%]

11 | (BEAM4) V. 1.1 V.1.2 V.2.2 V. 1.1 V.1.2 V.2.2
F,ﬁ -9,44922 -9,44370 -10,33714 | -10,34205 | 5,84E-02 9,40 9,45

[lllryl‘] 6,78510E-01 6,78134E-01 | 7,41464E-01| 7,41848E-01] 5,54E-02 9,28 9,33

[lllI;/] -1,17830E-01 | -1,17740E-01| -1,34632E-01] -1,34736E-01] 7,64E-02 14,3 14,3

Tabela 4-31 - Comparagdo de resultados no né 21 Ansys - algoritmo

Né Ansys Algoritmo Erro relativo [%]

21 | (BEAM4) V. 1.1 V. 1.2 V.2.2 V. 1.1 V.1.2 V.2.2
F,‘i -9,35239 -9,34703 -10,23137 | -10,23599 | 5,73E-02 9,40 9,45

[lli;‘] 6,69520E-01 6,69148E-01 | 7,31028E-01 | 7,31410E-01] 5,56E-02 9,19 9,24

[lllr;/] -1,29180E-01 | -1,29077E-01| -1,47005E-01]-1,47117E-0] 7,97E-02 13,8 13,9

A comparacdo de resultados é efectuada considerando os resultados obtidos no

Ansys com o elemento de viga BEAM4 (3D). Para estes resultados, verifica-se que a Unica

versdo do algoritmo “PEFNL-2D” que consegue obter resultados com boa precisdo é a
versdo 1.1.

Na Tabela 4-16 ¢ feita a comparacdo entre dois factores importantes nas diferentes

versdes do algoritmo sdo elas: 0 nimero de iteracdes e 0 nimero de incrementos em que

dividimos as cargas a aplicar.
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Tabela 4-32 - N° de iteragoes e n° de incrementos nas diferentes configuragoes do programa “PEFNL-2D”

(Portico)
Portico
V1.1 V1.2 V2.1 V2.2
N° de iteragdes | 2 4 ________ 7 _________ - _________ T
N° de incrementos 1 1 - 1
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5 CONCLUSOES

A presente dissertacdo tem como objectivo a elaboracdo de um algoritmo em
linguagem Matlab para analisar estruturas planas constituidas por vigas, utilizando a
formulacdo corrotacional. De acordo com as metodologias apresentadas na literatura,
encontram-se diferentes modos para o célculo da rotagdo de corpo rigido do elemento (B) e
para o célculo dos esforcos internos. Estas ddo origem as quatro versdes do algoritmo
construido (PEFNL-2D): V1.1,V1.2,V2.1,V2.2.

Para aferir a qualidade do algoritmo desenvolvido, testaram-se diversos exemplos:
“Viga com momento”,”Viga com forga axial”, “Viga com forca transversal” e “Portico”. A
versdo 2.1 ndo consegue obter resultados satisfatérios para nenhum dos exemplos. As
restantes versdes produzem resultados com boa precisdo para os trés primeiros exemplos e
apenas a versao 1.1 se mostrou adequada para o exemplo “Poértico” revelando-se por isso a

opcao mais adequada.

O célculo das rotacdes de corpo rigido é entdo uma das questdes importantes que

deve ser convenientemente tratada para a correcta utilizagdo da formulagao corrotacional.

O programa Ansys [Ans07] sugere que este calculo se efectue com base nas
rotagdes dos nods, 0 que apresenta a vantagem de permitir rotacfes arbitrérias de qualquer

magnitude e em qualquer sentido.

A utilizacdo das coordenadas dos nos para efectuar este mesmo célculo apresenta a
ambiguidade indicada na seccao 3.1.3. Esta ndo permite distinguir rotac6es de corpo rigido
negativas de positivas e até mesmo a sua verdadeira grandeza, uma vez que pode ser um
maltiplo do valor encontrado, na forma: 8 + 2km, com k € Z. Contudo, foi desenvolvido
um procedimento (3.17), simples e eficiente, para resolver este problema, tendo apenas a

limitacdo de forcar a escolha da amplitude méaxima da rotacdo de corpo rigido.

A partir dos resultados obtidos para os exemplos estudados, constata-se que a
escolha da metodologia de calculo das rotacdes de corpo rigido condiciona o método de
calculo dos esforgos internos. Verifica-se que ao calcular a rotagdo de corpo rigido a partir
das rotacdes dos nds, ndo se pode efectuar o célculo directo dos esforcos internos, isto €,
das versdes desenvolvidas para o programa “PEFNL-2D”, ndo deve ser utilizada a verséo
2.1. Verifica-se esta incompatibilidade uma vez que o calculo directo dos esfor¢os internos

assume que o referencial local na iteracdo n passa pelos dois nds do elemento, o que ndo
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acontece se o eixo local for calculado a partir do eixo inicial considerando uma rotacao de

corpo rigido com base em ayp;0-

Contudo, quando se calculam os deslocamentos dos nds no referencial local e se
utiliza a matriz de rigidez do elemento para calcular os esforgos internos, passa a ser
possivel contabilizar os deslocamentos transversais dos nds e a sua influéncia para as
forcas internas no elemento. Nesse caso o algoritmo converge para a solucdo correcta e

torna possivel o uso desta forma de calculo da rotacdo de corpo rigido.

O caélculo directo através das equacdes (3.21), presente na versdo 1.1, € uma forma
mais eficiente de obter os esforcos internos quando comparado com o uso da matriz de
rigidez, do vector dos deslocamentos e da equacao (3.19), da versdo 1.2 e 2.2. Nos varios
exemplos estudados, a primeira metodologia referida consegue sempre resultados precisos
com um ndmero reduzido de iteragdes/incrementos, sendo a Unica a produzir resultados

idénticos aos do Ansys no exemplo “Portico”.

No exemplo referido foram testados dois elementos de viga do Ansys, BEAM3
(2D) e BEAMA4 (3D), estes produzem resultados diferentes, o que atesta as dificuldades de
desenvolvimento da formulagdo corrotacional. No exemplo “Viga com forga transversal”
estas dificuldades do 4Ansys também se verificam, uma vez que com o elemento de viga
BEAMS sé se obtém convergéncia para os valores mais reduzidos da carga. E também, ao
recorrer ao elemento BEAM4 encontram-se resultados inesperados em FL?/EI =7 e

FL2/EI = 10 onde o programa Ansys produz erros no calculo das rotagoes.

Para todos os exemplos, a excepcdo do “Portico”, a precisdo dos resultados e o
numero de iteracdes/incrementos € semelhante quando utilizado o calculo directo (versao

1.1) ou o célculo da matriz de rigidez e dos deslocamentos nodais (versdo 2.1 e 2.2).

Pode desta forma concluir-se que, das quatro versdes estudadas, a versdo 1.1
representa a solucdo mais eficaz e eficiente para desenvolver a formulacdo corrotacional.
Esta provou ser a mais adequada para todos os exemplos, convergindo rapidamente para a
solugdo correcta e sendo inclusivamente a Unica com capacidades para analisar o exemplo

“Pdrtico”.
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ANEXOS
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Algoritmo “PEFNL-2D":

%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%

Programa PEFNL-2D
Programa de elementos finitos ndo lineares versao 2D

Versdo 1.0 - Realiza analises ndo lineares elastica com elementos
viga 2D com elementos corotacionais

O ficheiro de dados, "*.inp" deve conter :
- coordenadas dos nos,

- definicao dos elementos,

- caracteristicas dos materiais,

- caracteristicas das seccoes

- forcas aplicadas

- apoios

disp("Programa PEFNL-2D");

%
%
%
%
%
%
%
%
%

Parametros de controlo do programa e algoritmo
incremental-iterativo de Newton-Raphson

Estratégia (pode tomar o valor [1 1], [1 2], [2 11, [2 2D

[1 X] - Calculo das rotacbes corpo rigido a partir das coordenadas

[2 X] - Calculo das rotacgbes corpo rigido a partir das rotacdes dos noés
[X 1] - Calculo directo dos esforgos internos

[X 2] - Calculo dos esforcos internos a partir da matriz rigidez

estrategia= [1 1];

%

Numero de incrementos da carga aplicada

ninc= 1;

%

Numero maximo de iteracdes

max= 250;

%

Erro maximo

tolerancia= 1le-9;

%
%

Abertura do ficheiro de dados

tipo={"*.inp"};

titulo="Elastica: Seleccione o ficheiro de dados”;
[nome,caminho]=uigetfile(tipo,titulo);
ficheiro=[caminho,nome];

disp(nome);

if nome == % Verifica se foi seleccionado um ficheiro
warndlg("Ficheiro ndo encontrado®, "Elastica”);

else
Y = = — — -
% Leitura dos dados
%

fid= fopen(ficheiro,"r");

nnos= fscanf(fid, "%d",1);

fprintf("numero de nos= %3d\n",nnos)

nos= fscanf(fid, "%f",[2 nnos]);

nelementos= fscanf(fid, "%d",1);

fprintf("numero de elementos= %3d\n",nelementos)
elementos= fscanf(fid, "%f",[4 nelementos]);
nmateriais= fscanf(fid,"%d",1);

fprintf("numero de materiais= %3d\n",nmateriais)
materiais= fscanf(fid, "%f",[1 nmateriais]);
nseccoes= fscanf(fid, "%d",1);
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fprintf("numero de seccoes= %3d\n",nseccoes)
seccoes= fscanf(fid, "%f",[2 nseccoes]);
nforcas= fscanf(fid, "%d",1);
fprintf("numero de forcas= %3d\n",nforcas)
forcas= fscanf(fid, "%f",[4 nforcas]);
napoios= fscanf(fid, "%d",1);
fprintf("numero de apoios= %3d\n",napoios)
apoios= fscanf(fid, "%d",[4 napoios]);
fclose(Tid);

%

% Troca a extensdo do ficheiro de dados para "*.des”
%

dim=size(ficheiro);

ficheiro(dim(2)-2)="d";
ficheiro(dim(2)-1)="e";
ficheiro(dim(2))="s";

fid= fopen(Fficheiro, "w");

fprintf(fid, "Deslocamentos nos nos\n-");

%

% Troca a extensdo do ficheiro para "*.esf”
%

dim=size(Fficheiro);

ficheiro(dim(2)-2)="e";
ficheiro(dim(2)-1)="s";
ficheiro(dim(2))="1";

fie= fopen(Fficheiro, "w");

fprintf(fie, "Esforcos nos elementos\n®);

% Calculos iniciais

% FAEAIAAXAAAAAAAXAAAAXX

% A matriz nos_actuais(2,nnos) guarda as coordenadas actualizadas
% dos nds. Na primeira iteracdo elas sao iguais "as iniciais

nos_actuais= nos;

% O vector alfa(l,nnos) guarda as phiacdes nos nés e o vector

% ug(2,nnos) as translacgdes nos noés. Estas phiacbes e translacdes sao
% inicialmente nulas e vao sendo incrementadas durante a solucéo

% iterativa até convergirem para a solucédo final

alfa= zeros(1,nnos);

ug= zeros(2,nnos);

%

% O vector p guarda a forca axial em cada elemento

%

p= zeros(nelementos,1);

%

% O vector rot guarda a rotacdo de corpo rigido de cada elemento

%

if estrategia(l) ==

rot= zeros(nelementos,1);

end

%

% Calcula e guarda o comprimento inicial de cada elemento, bem como a

% rotacdo inicial do referencial local em relacdo ao referencial
global

%

11= zeros(1,nelementos);

teta= zeros(l,nelementos);

%
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for

i=1l:nelementos
nol= elementos(l,i);
no2= elementos(2,1);
dxi= nos(1,no02)-nos(1,n0l);
dyi= nos(2,n02)-nos(2,no0l);
11 (i)= sgrt( dxi * dxi + dyi * dyi ) ;
teta(i)= acos(dxi/Zl11(i));
if dyi <0
teta(i)=-teta(i);
end

% Método incremental-iterativo de Newton-Raphson

% AEAEXAKXAAAXAAAXAXAAAXAAAXAXAAAXAAAXAAAAXAAAXAAAAAAAXAAAXKAAK

% Inicializacdo do processo incremental
forcas_iniciais=forcas;

inc=1;

iter= 1;

%
for

inc=1l:ninc

%

% Inicializacdo do processo iterativo
%

lambda= inc/ninc; % factor de carga

fprintfF("*** incremento %d , Factor= %f *** \n",inc, lambda);

fprintf(fid, "*** Incremento %d , Factor= %f *** \n",inc, lambda);

erro= 9999;

forcas=[forcas(1, :);forcas_iniciais(2:4,:)*lambda];

%
whille erro > tolerancia && iter <= max
%

% Calculo das forcas internas e assemblagem do vector de

% forcas

AEAEAEAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAXAXAAAXAAAXAAAAXAAAXAAAAAAAXAAAAA AKX AAAAAdk

fprintf("*** iteracao %d *** \n",iter);
%

f= zeros(nnos*3,1);

%

% Na primeira iteracdo ndo vale a pena calcular as forcas

% Enternas, pois sao nulas.

%
if iter > 1
%fprintf(“calcula as forcas internas\n-");
fprintf(fie, ...
" Iter= %d\n ELl. , phi\n N (nél) .
, ", iter);
fprintf(fie, ...
" M (n6 1) , N (n6 2) , V. (n6 2)
2)\n");
%

for i=1:nelementos
nol= elementos(l,i);
no2= elementos(2,i1);
mat= elementos(3,1i1);
sec= elementos(4,i1);

ae= seccoes(1l,sec)*materiais(l,mat);
ei= materiais(l,mat)*seccoes(2,sec);

li= 11@Q)
li2= 1i * i ;

V (n6 1)

M (né
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1i3= 112 * Ii ;
%

% Calcula a matriz de transformacdo to para a posicao
% do eixo x inicial

%

to= zeros(2);

dx= nos(1,no02)-nos(1,no0l);

dy= nos(2,no02)-nos(2,n0l);

to(1,1)= dx/1i; to(1,2)= dy/li;

to(2,1)= -to(1,2); to(2,2)= to(1,1);

%

% Calcula a matriz de transformacdo tn para a posicao
% do eixo x actual
%
tn= zeros(2);
dx= nos_actuais(l,no02)-nos_actuais(l,no0l);
dy= nos_actuais(2,n02)-nos_actuais(2,n0l);
I= sqrt( dx * dx + dy * dy );
tn(l,1)= dx/1; tn(1,2)= dy/l;
tn(2,1)= -tn(1,2); tn(2,2)= tn(1,1);
%
% ____________________________________________________
% Calcula o angulo que define a rotacdo de corpo
% rigido, phi, como sendo o angulo entre o eixo X
% local inicial e o eixo x local actual
%
if estrategia(l) == 1
ang= acos(tn(1,1));
if tn(1,2) <0
ang=-ang;
end
%
% O &ngulo ang deve ser corrigido considerando o
% valor actual da rotacdo nos dois noés.
alfam= (alfa(nol)+alfa(no2))/2;

%
% Escolhe o elemento da familia de angulos que
% melhor aproxima o angulo de rotacdo médio,
% considerando a possibilidade de existéncia de
% rotacdes entre -1080° e +1080° (3x360°)
Imin= 9999;
kmin= 9;
for k=-3:+3

%

angx= ang + 2*k*pi;

%

% Calcula a diferenca entre os dois angulos
d= alfam - angx;
%
% Calcula o comprimento de d
Ix= abs(d);
if Ix < Imin
Imin= Ix;
kmin= k;
end
end
%
ang= ang + 2*kmin*pi;
%
phi= ang-teta(i);
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%

% ____________________________________________________
% Calcula o angulo que define a rotacdo de corpo

% rigido com base na média das rotagdes nos dois nos
% do elemento, que estd guardada no vector rot()

%

if estrategia(l) ==
%
phi= rot(i);
%

end

%

tetal= alfa(nol) - phi;
teta2= alfa(no2) - phi;
%

% Calcula os esforcos internos directamente pelas
% equacdes de Menin
%
if estrategia(2) ==
d= (I-11);
N= ae*d/I11i ;
V= 6*ei*(tetal+teta2)/1/1i;
Ml= 2*ei*(2*tetal+teta2)/1i;
M2= 2*ei*(tetal+2*teta2)/1i;
fe=zeros(6,1);
fe(1)= -N;
fe(2)=V;
fe(3)= M1;
fe(4)= N;
fe(5)= -V;
fe(6)= M2;

% Calcula os deslocamentos dos nos associados as
% deformacdes pelas equacdes do Ansys

Y%

ifT estrategia(2) ==
%
% Calcula a matriz rn
%

rn= zeros(2);

rn(1,1)=cos(phi); rn(l1,2)=sin(phi);
rn(2,)=-rn(1,2); rn(2,2)=rn(1,1);

uedef= zeros(6,1);

%

o Calcula as translacdes nos ndés associadas as
o deformacbes pela equacdo (3.43) do ANSYS

% uedef= to * (rn ( Xv + ug ) - xv ) ;

%

uedef(1:2)= to*(rn*nos_actuais(l:2,n0l)-

XX

nos(1:2,no0l));
uedef(4:5)= to*(rn*nos_actuais(l:2,n02)-
nos(1:2,n02));
%
% Calcula as rotacdes nos nds associados as
% deformacdes subtraindo a rotacdo de corpo
% rigido a rotagdo no no
%
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uedef(3)= tetal;
uedef(6)= teta2;

%

% Calcula os esforcos internos a partir das
% deformacdes

%

k= zeros(6);

%

% Matriz de rigidez do elemento viga 2D
% em coordenadas locais
%

k(1,1)=ae 7/ i ;
k(1,4)= -k(1,1) ;
k(2,2)= 12 * ei / 113 ;
k(2,3)=6 * ei / li2 ;
k(2,5)= -k(2,2) ;
k(2,6)= k(2,3) ;
k(3,2)= k(2,3) :
k(3,3)=4 *ei / i
k(3,5)= -k(3,2) ;
k(3,6)= k(3,3) 7 2.0 ;
k(4,1)= k(1,4) ;
k(4,4)= k(1,1) ;
k(5,2)= k(2,5) ;
k(5,3)= k(3,5) ;
k(5,5)= k(2,2) ;
k(5,6)= -k(2,3) ;
k(6,2)= k(2,6) ;
k(6,3)= k(3,6) ;
k(6,5)= k(5,6) ;
k(6,6)= k(3,3) ;

%
% Callcula os esforcos internos fe(6)
%
fe= k * uedef ;
end
%
% Guarda a forca axial e Imprime os esforcos
%
p(i)= fe(4);
fprintf(fie, ...
"El= %3d , %12.4e , %12.4e , %12.4e , %l1l2.4e ,
%12.4e , %l2.4e\n"...
,1,fe(1),fe(2),fe(3),fe(4),fe(5),fe(6));
%
= = — -

% Efectua a transformacdo de coordenadas para

% obter as forcas internas no referencial global
%

tnn= eye(6);

tnn(1:2,1:2)= tn;

tnn(4:5,4:5)= tn;

fc= tnn® * fe;

% E adiciona as forcas internas ao
% vector de forcas globais
%
f(nol*3-2:n0l1*3)= f(nol*3-2:nol*3)-fc(1:3);
T(No2*3-2:n02*3)= f(no2*3-2:n02*3)-fc(4:6);
%

end % for i=1:nelementos

%
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end % if iter > 1
%
% Callculo de K e resolucado do sistema Ku=f
%
% Calculo da matriz de rigidez global, K, e do vector de
% incrementos nos deslocamentos, u, para a iteracdo corrente.
% (Na primeira iteracdo, considera-se o problema elastico
% linear, e calculam-se os deslocamentos devidos as forcas
% aplicadas)
%
K= zeros(nnos*3);
u= zeros(nhnos*3,1);
%
% Calculo da matriz de rigidez e da matriz geométrica de cada
% elemento e adicdo a matriz global
%
for i=1l:nelementos
%
% inicializa a matriz de rigidez do elemento
k= zeros(6);
g= zeros(6);
tnn= eye(6);
nol= elementos(l,i1);
no2= elementos(2,i1);
mat= elementos(3,i1);
sec= elementos(4,i);
ae= seccoes(1l,sec)*materiais(l,mat);
ei= materiais(l,mat)*seccoes(2,sec);

li= 11Gi)
li2= 1i * li
1i3= 1i2 * li ;
0%

% Matriz de rigidez do elemento viga 2D
% em coordenadas locais

k(1,1)=ae /7 i ;

k(1,4)= -k(1,1) ;

k(2,2)= 12 * ei / 1i3 ;

k(2,3)=6 * ei / li2 ;

k(2,5)= -k(2,2) ;

k(2,6)= k(2,3) ;

k(3,2)= k(2,3) ;

k(3,3 =4 *ei / i ;

k(3,5)= -k(@3,2) ;

k(3,6)= k(3,3) 7 2.0 ;

k(4,1)= k(1,4)
k(4,4)= k(1,1)
k(5,2)= k(2,5)
k(5,3)= k(3,5)
k(5,5)= k(2,2) ;
k(5,6)= -k(2,3) ;
k(6,2)= k(2,6) ;
k(6,3)= k(3,6) ;
k(6,5)= k(5,6) ;
k(6,6)= k(3,3) ;

%

% Matriz geometrica
%

axl= p(i);

g9(2,2)= 6*ax1/(5*1i) ;
g(2,3)= ax1/10 ;
9(2,5)= -9(2,2) ;
9(2,6)= 9(2,3) ;
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9(3.2)= g(2,3) ;
g(3,3)= 2*ax1*1i/15 ;
9(3,5)= -9(2,3) ;
9(3,6)= -axI*1i/30 ;
9(5,2)= 9(2,5) ;
9(5,3)= 9(3,5) ;
9(5,5)= 9(2,2) ;
9(5,6)= -g(2,3) ;
9(6,2)= 9(2,6) ;
9(6,3)= 9(3,6) ;
9(6,5)= 9(5,6) ;
3(6,6)= 9(3,3) ;

% Calcula a matriz de transformacdo tn para a posicao
% do eixo x actual

dx= nos_actuais(l,n02)-nos_actuais(l,no0l);

dy= nos_actuais(2,n02)-nos_actuais(2,no0l);

I= sqrt( dx * dx + dy * dy ) ;

tnn(1,1)= dx/1; tnn(1,2)= dy/l;

tnn(2,1)= -tnn(1,2); tnn(2,2)= tnn(1,1);
tnn(4:5,4:5)=tnn(1:2,1:2);

kg= tnn"*(k+g)*tnn;

% assemblagem
in=nol*3-2;
Jn=no2*3-2;

K(inzint2,inzint2)= K(in:in+2,in:in+2)+kg(1:3,1:3);
K@n:zint2,jn:jn+2)= K(in:in+2, jn: jn+2)+kg(1:3,4:6);
K@n:zjn+2,inzin+t2)= K@gn:jn+2,in:in+2)+kg(4:6,1:3);
K@n:zjn+2,jn:jn+2)= K@gn:jn+2,jn: jn+2)+kg(4:6,4:6);
% disp(K);
%

end % for i=1:nelementos

%

% Calcula a contribuicdo das forcas concentradas

% para o vector de forcas

%

for i= 1l:nforcas
no= forcas(l,i);
in=no*3-2;
f(in:in+2,1)= f(in:in+2,1)+forcas(2:4,1);

end

%

% Penaliza a matriz de rigidez devido a existencia de apoios

%

for i= 1l:napoios
no= apoios(l1,i);
in=no0*3-2;
for j=2:4
if apoios(j,i) ==
K(in+tj-2,in+j-2)= K(in+j-2,in+j-2)*1e6;
end
end
end
%
% Resolve o sistema de equacoes
%
u= K\f;
%
% Imprime os deslocamentos e actualiza varios vectores e

80



Formulacéo co-rotacional para anélise de vigas com elementos finitos

% matrizes
%
fprintf(fid, ...
" lter= %d\n No , X ) Y )
Teta\n",iter);
for i=l1:nnos

0,

§ Actualiza as translacfOes globais
;g(l:z,i): ug(1:2,1)+u(i*3-2:i*3-1);
§ Actualiza as rotacbes globais
glfa(i)= alfa(i)+u(i*3);

Q Imprime os deslocamentos

%

fprintf(fid,” %3d , %15.6e , %15.6e , %15.6e
%10.5F°)\n", . ..
i,ug(1,1),ug(2,i),alfa(i),alfa(i)*180/pi);
end
%
% Actualiza as coordenadas dos nés
%
nos_actuais= nos + ug ;
%
% Actualiza o vector com as rotacdes de corpo rigido dos
% elementos
%
if estrategia(l) ==
for i=1l:nelementos
nol= elementos(l,i);
no2= elementos(2,1);
delta_alfa= (u(nol*3)+u(no2*3))/2;
rot(i)= rot(i)+delta_alfa;
end
end
%
% Calcula o erro
%
erro= u"*u;
fprintf(fid, "erro= %e\n",erro);
%
% Incrementa o contador de iteracdes
%
iter= iter + 1;
end % while ...
%
end % for
fclose(Tid);
fclose(fTie);
helpdlg("0 programa executou com sucesso todos os calculos”, "PEFNL-
2D7);
end
fprintf("n_iter= %d, FIM\n",iter-1);
% Fim
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Ficheiro de input para Matlab “Viga com momento™:

21

0

0.127
0.254
0.381
0.508
0.635
0.762
0.889
1.016
1.143
1.270
1.397
1.524
1.651
1.778
1.905
2.032
2.159
2.286
2.413
2.540

[eNeoNeoNeoNoNoNoNeoNoNoNoNoNoNolNoNoNolNolNoNoNo

N
o

©oO~NOOA~WNLPRE
O©OoOo~NOO~WN

PRRPRRRRRRRER
©O~NOUNMNWNERO
NRPRRPRRERRRRRRR
COWW~NOUNWNERO

RPRRPRRPRPRPRRPRRRPRRPRPREPRRRRRERRRER

RPRRPRRPRRPRRRPRRPRRPRRPRRRRERRPRRPRRRRRR

N
o
N
=

1

2.06844e11

1

1.6129e-4 2.16787e-9
1

21 0 0 -1109.23284

1

1111
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Simulacgdo no Ansys “Viga com momento”:

| KkKkk KK Kok Ak k ke kK ke ko k Kk Kk Fo ke s

! * *
1> Viga com momento *
! * *
1> Tese de mestrado de Miguel Carvalho *
! * *
1= Exemplo de analise ndo linear com elemento corotacional *
1> *
i KEEAAAAAEAEAAAA A A AAA AR A AAAA R EATEAAARAA A A AAAA R EAAAAARRAAAARARALAAAAAAAAXAXAX
!

!

!

! \|

! \|-—————— - )M

! \]

!

!

!

!

!

/CLEAR,NOSTART TApaga tudo
/PREP7 1*** PRE_PROCESSAMENTOQ ***
N,1, 0.0

N,2, 0.127

N,3, 0.254

N,4, 0.381

N,5, 0.508

N,6, 0.635

N,7, 0.762

N,8, 0.889

N,9, 1.016

N,10, 1.143

N,11, 1.270

N,12, 1.397

N,13, 1.524

N,14, 1.651

N,15, 1.778

N,16, 1.905

N,17, 2.032

N,18, 2.159

N,19, 2.286

N,20, 2.413

N,21, 2.540

1

ET,1,BEAMS3,,,,,,,1 IDefine tipo de elemento
R,1,1.6129e-4,2.167872008E-9,0.0127 IConstantes reais: area e
segundo momento de area

MP,EX,1,2.06844ell IMédulo de Young
MP,PRXY,1,0.3 ICoeficiente de Poisson

!
!
E, 1, 2
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O©Ooo~NOOhWN

e e
WN RO

I S e S
O ©OWw~NO WU

=
1

M =

O© 0o ~NO O~ W

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

pi *E*1/L

ou

2*pi *E*1 /L

,21,MZ,-1109.23284

=
>
—
—

tm T] = O v T] e tm tem tem v vem e [T T MMM M M MMM MM MMM mmomom
=
- =
92} N
T ]

0 IPROBLEMA ESTATICO: [KJu=F

SOLCONTROL ,0
NEQIT, 150
ANTYPE, STATIC
NLGEOM, ON

SOLVE

/POST1
PRRSOL

PRNSOL ,DOF
rotacoes

FINISH

1%k SOLUGAD ***

IMaximo de iteracdes

ITipo de analise: estatica
IGrandes deslocamentos
IResolve sistema

1*** POS_PROCESSAMENTOQ ***
IMostra reaccdes nos apoios
IMostra deslocamentos e
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Ficheiro de input para Matlab *“Viga com for¢a axial’:

11
0.0 0.0
0.0 0.254
0.0 0.508
0.0 0.762
0.0 1.016
0.0 1.270
0.0 1.524
0.0 1.778
0.0 2.032
0.0 2.286
0.0 2.540

10

1 211

2 311

3 411

4 511

5 611

6 711

7 811

8 911
91011

101111

1

2.06844el11

1

1.6129e-4 2.16787e-9

1

11 2.23 -323.09213 0.0

1

1111
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Simulacgdo no Ansys “Viga com forca axial”:

| KkKkk KK Kok Ak k ke kK ke ko k Kk Kk Fo ke s

1*

1* Exemplo de analise nado linear com elemento corotacional
1*

!* *
1> VM136 com 20 elementos *
1> (adaptado de VM136.dat) *
!* *
1> Tese de mestrado de Miguel Carvalho *
*
*
*

| IR o S o S Sk Sk S e S o S R S SR S R S R S R S S R SR R S S SR R AR R R R S S S R R R R
!

|
P \V

___>|

!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
! /77777777

1

/COM,ANSYS MEDIA REL. 120 (02/19/2009) REF. VERIF. MANUAL: REL. 120
/VERIFY,VM136

/PREP7

MP,PRXY,,0.3

/TITLE, VM136, LARGE DEFLECTIONS OF A BUCKLED BAR (THE ELASTICA)

CH** THEORY OF ELASTIC STABILITY, TIMOSHENKO AND GERE, 2ND ED., PAGE
78
1

ANTYPE,STATIC ITipo de analise: estatica

NLGEOM,ON IGrandes deslocamentos
ET,1,BEAM3,,,,,,,1 IDefine tipo de elemento
R,1,1.6129E-4,2.167872008E-9,0.0127 IConstantes reais: area e
segundo momento de area

MP,EX,1,2.06844E11 IM6dulo de Young

N,1

N,11,,2.54

FILL

E,1,2

EGEN,10,1,1

FINISH

/S0LU

SOLCONTROL, 0

NEQIT, 150 IMaximo de iteracdes
D,1,ALL

FCR=-171.4939827 ICarga critica
F,11,FY,FCR*1.015 IForca vertical
F,11,FX,2.23 IForca horizontal

SOLVE TLOAD STEP 1
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FDEL,11,FX
F,11,FY,FCR*1.063
SOLVE
F,11,FY,FCR*1.152
SOLVE
F,11,FY,FCR*1.293
SOLVE
F,11,FY,FCR*1.518
SOLVE
F,11,FY,FCR*1.884
SOLVE

FINISH

IRetira a forca horizontal
1L.OAD STEP 2
1. OAD STEP 3
TLOAD STEP 4
1L.OAD STEP 5

TLOAD STEP 6
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Ficheiro de input para Matlab *“Viga com for¢a transversal™:

11
0.0 0.0
0.254 0.0
0.508 0.0
0.762 0.0
1.016 0.0
1.27 0.0
1.524 0.0
1.778 0.0
2.032 0.0
2.286 0.0
2.54 0.0

10

1 211

2 311

3 411

4 511

5 611

6 711

7 811

8 911
91011

101111

1

2.06844el11

1

6.4516e-4 3.4686e-8

1

11 0 -11120.6383 0.0

1

1111
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Simulacdo no Ansys “Viga com forca transversal’:

!xxnn *x LA S S S e o * X *k * X * X *xXx * X x*k
!*

1> Exemplo Viga com forca transversal
!*

!*

1> Tese de mestrado de Miguel Carvalho
!*

!*

1* Exemplo de anadlise ndo linear com elemento corotacional
1*

L T B N I I

| IR kS ok S Sk Sk S e S S R S S SR R R S R S R S R R R R S S R R R R AR R R R S R R R AR o

!

! | F

! \| \Y;

! \|-—————— =

! \|

!

!

!

!

!

/CLEAR,NOSTART 1Apaga tudo

/PREP7 1*%** PRE-PROCESSAMENTQ ***
N,1, 0.0 , 0.0, 0.0

N,2, 0.254 , 0.0, 0.0

N,3, 0.508 , 0.0, 0.0

N,4, 0.762 , 0.0, 0.0

N,5, 1.016 , 0.0, 0.0

N,6, 1.27 , 0.0, 0.0

N,7, 1.524 , 0.0, 0.0

N,8, 1.778 , 0.0, 0.0

N,9, 2.032 , 0.0, 0.0

N,10, 2.286 , 0.0, 0.0

N,11, 2.54 , 0.0, 0.0

1

1

ET,1,BEAM4,,,,,,,1 1Define tipo de elemento
R,1,6.4516e-4,3.4686e-8,0.0254 IConstantes reais: area e segundo
momento de area

MP,EX,1,2.06844ell IMédulo de Young

mimmIm i mIMmIm M [M = -
OO ~NOOh~WNEPER

OO ~NOOWNDN

=
o

93



Formulacéo co-rotacional para anélise de vigas com elementos finitos

E, 10, 11

1

' P=10*E* 1/ L2

1

F,11,FY,-11120.63814

1

D,1,ALL

!

FINISH

1

e 'PROBLEMA ESTATICO: [K]Ju=F
1

/SOLU 1*%** SOLUCAQ ***
SOLCONTROL, 0

NEQIT, 150 IMaximo de iteracdes
ANTYPE,STATIC ITipo de analise: estatica
NLGEOM, ON IGrandes deslocamentos
SOLVE TResolve sistema

/POST1 1*** POS-PROCESSAMENTQ ***
PRRSOL IMostra reaccbes nos apoios
PRNSOL ,DOF IMostra deslocamentos e rotacoes
FINISH
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OCMOWOANLLOAITNOOOOOOOOO0OO0OON~NTHOLNOD OMO

o A A A A

OCOO0OO0O A A=A NANNMMMMMONHNNHONHOHOHOHNHNHOANNN-A—AAOO OO
D B B B B B I
N ITWOHLOMN~W0Oo

OO0 00000000 OTONOOTONOOOOOOOOOOODO
OO0 00000000000 TN ANNMMMNMITITITAITIAITIITITITTTTTOANMSTETO O~

Ficheiro de input para Matlab “Pdrtico”:

™ ™

91011
101111

1112 1 1

12 131 1

13141 1

141511

1516 11

16 17 1 1

17 18 1 1

18191 1

192011
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202111

21 22 11

22 2311
232411

24 2511
252611

26 27 1 1

27 2811

28 2911

29 30 11
303111

1

210e9

1

14_.9e-3 252e-6
2

11 2000000 -37500000 O
21 0 -37500000 O
2

1111
31111
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Simulagdo no Ansys “Portico”:

!xxnn *x LA A A R R e T **X* **x *khkkx *AhAhXx
!*

1> Portico com 30 elementos

!*

!*

1> Tese de mestrado de Miguel Carvalho
!*

!*

1* Exemplo de anadlise ndo linear com elemento corotacional
1*

ok X o X X ok % X

| IR kS ok S Sk Sk S e S S R S S SR R R S R S R S R R R R S S R R R R AR R R R S R R R AR o

' F F
! | |

1 \Y, \Y,
1 Po> mmmmmmmmm e

! ! !

! | |

! | |

! | |

! | |

1 === ===
I V774 177
1

!

/CLEAR,NOSTART 1Apaga tudo
/PREP7 1%%* PRE-PROCESSAMENTO ***
N,1, 0.0, 0.0

N,2, 0.0, 0.3

N,3, 0.0, 0.6

N,4, 0.0, 0.9

N,5, 0.0, 1.2

N,6, 0.0, 1.5

N,7, 0.0, 1.8

N,8, 0.0, 2.1

N,9, 0.0, 2.4

N,10, 0.0, 2.7

N,11, 0.0, 3.0

N,12, 0.4, 3.0

N,13, 0.8, 3.0

N,14, 1.2, 3.0

N,15, 1.6, 3.0

N,16, 2.0, 3.0

N,17, 2.4, 3.0

N,18, 2.8, 3.0

N,19, 3.2, 3.0

N,20, 3.6, 3.0

N,21, 4.0, 3.0

N,22, 4.0, 2.7

N,23, 4.0, 2.4

N,24, 4.0, 2.1

N,25, 4.0, 1.8
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N,26, 4.0, 1.5

N,27, 4.0, 1.2

N,28, 4.0, 0.9

N,29, 4.0, 0.6

N,30, 4.0, 0.3

N,31, 4.0, 0.0

1

ET,1,BEAM4 1Define tipo de elemento
R,1,14.9E-3,252E-6 IConstantes reais: area e segundo momento de
area

MP,EX,1,210E9 IM6édulo de Young
MP,PRXY,1,0.3 ICoeficiente de Poisson

O©CoOo~NOOUhWNDN

OO ~NOOhA~WNEPE

RPRRPRRRRER
No oM~ WNERO
PREPRPRRRPRRER
O~NOUDMWNRO

=
o0]
=
o

WINDNNDNNDNNDNDNDN
OCWowoU~NOOULA WNEO
W WNNNNNNNDNDN
PO OWWO~NOOOA~WDNEPR

,11,FX,2000000
,11,FY,-37500000
,21,FY,-37500000

1,ALL
31,ALL

INISH

T v O Q= TIT T Me=MMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMIMIMIMIMIMmMMIM MM =
=
©
N
o

e IPROBLEMA ESTATICO: [KJu=F
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/SOLU 1*x** SOLUGCAQ ***

SOLCONTROL, 0

NEQIT,150 IMaximo de iteracbes

ANTYPE, STATIC ITipo de analise: estatica
NLGEOM,ON IGrandes deslocamentos

SOLVE IResolve sistema

/POST1 1*** POS-PROCESSAMENTQ ***
PRRSOL IMostra reaccdes nos apoios
PRNSOL ,DOF IMostra deslocamentos e rotacles
FINISH
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