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Resumo

Este estudo tem como objetivo investigar os processos utilizados pelos alunos na resolugao de
problemas e dar conta dos aspetos do pensamento algébrico quando utilizam a folha de célculo.
Compreender o modo como esta ferramenta tecnoldgica influencia a apreensdo das
representacbes matematicas mais convencionais, é outro dos aspetos que se procura estudar
neste trabalho. O foco desta investigacdo centra-se na utilizagdo da folha de célculo como forma

de desenvolvimento do pensamento algébrico.

O pensamento algébrico, as representagbes e a folha de célculo constituem os dominios do
quadro tedrico da investigacdo. A resolucdo de problemas com a folha de calculo apela ao
envolvimento do aluno no seu processo de aprendizagem, fazendo com que sobressaia um
raciocinio mais abstrato e estruturado. O desenvolvimento deste tipo de pensamento, visto como
um processo de generalizacdo de casos particulares, € uma preocupagdo das orientacdes
curriculares atuais. As caracteristicas dindmicas e interativas da folha de calculo dao significado as
abordagens de alguns conceitos algébricos e facilitam a articulagdo entre as diferentes

representacoes.

Este estudo, pelo seu caréacter, objetivos e pela esséncia dos resultados finais, € um estudo de
natureza qualitativa, na modalidade de estudo de caso instrumental, com caracteristicas
descritivas e analiticas. A recolha de dados efetuou-se numa turma de 9.° ano de escolaridade,
durante o ano letivo de 2011/2012. Esta fase da investigacdo baseou-se na observagao
participante, com registo livre dos acontecimentos e na analise dos registos audio e/ou video das
aulas observadas e de documentos produzidos pelos alunos (manuscritos e em formato digital).

A analise dos dados realizou-se em quatro fases diferentes. A primeira fase ocorreu durante a
recolha de dados; numa segunda fase foram definidos critérios relacionados com o pensamento
algébrico para anélise posterior dos dados recolhidos, de acordo com a revisao de literatura; na
terceira fase foi feita uma analise dos dados recolhidos de acordo com os aspetos do pensamento
algébrico; e por ultimo, efetuou-se uma andlise cruzada, mais ampla, ao nivel do pensamento
algébrico com o intuito de compreender e realgar as caracteristicas de cada tipo de grupo de
alunos estudado, comparando o seu desempenho inicial com as capacidades desenvolvidas
guando utilizam a folha de calculo na resolugéo de problemas. Por fim, fez-se uma resenha das

conclusbes deste estudo.

Os resultados desta investigacao evidenciam dois tipos diferentes de alunos no que concerne aos
processos utilizados para a generalizacdo do problema, uma predominancia da utilizagdo da
representagdo tabelar perante a folha de célculo, para auxiliar nesses processos e na
interpretacdo dos problemas, e a utilizacdo conectada das diferentes representagdes repletas de

significado.

Palavras - chave: Algebra; pensamento algébrico; tecnologias de informacdo e comunicagao;

folha de célculo; representagdes; resolugdo de problemas;
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Abstract

The purpose of this study is to determine the processes used by students in problem solving and

elucidate the aspects of the algebraic thought when using the spreadsheet.

The understanding of how this technological tool influences the apprehension of the most
conventional mathematical representations is another aspect studied in this work. The focus of this
investigation is centered in the use of the spreadsheet as a way of developing the algebraic
thought.

Algebraic thought, representations and the spreadsheet are the fields of the theoretical board of
this investigation. The use of the spreadsheet in problem solving appeals to the students’
involvement in its own process of learning, standing out a more abstract and structured reasoning.
The development of this kind of thought, seen as a process of generalization of particular cases, is
a concern in the actual curricular orientations. The dynamic and interactive attributes of the
spreadsheet give meaning to the approaches of some algebraic notions e facilitate the articulation

between different representations.

This study, due to its character, objective and essence of final results, its mainly qualitative, case-
study form with analytical and descriptive characteristics. The analyzed data where taken in a 9"
grade class, during the school year of 2011/2012. This phase of the investigation was based in a
participant observation, with free recording of the events and the analysis of audio and video
recordings of the observed classes and documents made by the students (manuscripts and in

digital format).

Data analysis toke place in four different phases. The first phase occurred during data gathering;
on a second phase, criteria were defined related with the algebraic thought, for further analysis of
gathered data, according with revised literature; in third phase data were analyzed according with
algebraic thought; at the last phase, a wider cross-check was made at algebraic thought level, with
the aim of understanding and emphasize the particulars of each type of group of students studied,
by comparing their initial performance with the developed skills when using the spreadsheet in

problem solving. Finally, a review was made of the conclusions of this study.

The results of this investigation point out two different types of students concerning the processes
used towards the generalization of the problem, predominance in using tabular representation
when using a spreadsheet to help on those processes and in problem interpretation, and the

connected use of meaningful different representations.

Key-words: Algebra; algebraic thought; information and communication technologies;

spreadsheet; representations; problem solving;
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Capitulo |

Introducao

Este capitulo apresenta o conjunto das motivacdes pessoais decorrentes do percurso profissional
da investigadora que conduziram ao estudo, identifica a pertinéncia dos temas que o constituem
com base na investigacdo atual, apresenta o objetivo do estudo e descreve a estrutura e o
conteudo desta dissertacao.

Para apresentar estas ideias, a investigadora estruturou o capitulo em cinco secgoes:

e MotivagOes pessoais do estudo;

e Pertinéncia do estudo;

e Objetivo e questdes do estudo;

e (Clarificacdo de termos e acrénimos;

e Organizacao da dissertagéao.

Motivacoes pessoais do estudo

As questdes do pensamento algébrico na mateméatica escolar evidenciaram-se recentemente, em
Portugal, com a introdugdo do novo programa da matematica no ensino basico. As origens
historicas da algebra remetem para a formalizagao e sistematizacdo de determinadas técnicas de
resolucdo de problemas. A visdo mais habitual da algebra passa pela aplicagdo de regras de
transformagdo de expressdes (mondmios, polindmios, fracdes algébricas, expressdes com
radicais) e pela utilizacao de processos de resolugdo de equacgdes. Esta é uma visao redutora
desta area da matematica pois desvaloriza muitos aspetos importantes inerentes a esta. As
questdes do pensamento relacional e algébrico e a distingdo entre varidvel e incégnita séo
exemplos de aspetos relevantes da algebra, muitas vezes, pouco evidenciados. Distinguir variavel
de incognita é uma dificuldade que persistia ao longo dos anos de escolaridade para a maioria dos
alunos e, evidenciar e desenvolver aspetos do pensamento relacional que conduzem ao
pensamento algébrico ficava ainda em fases preliminares. A conexao de conteldos e de outros
recursos e instrumentos de trabalho também parecia quase forgcado, limitando-se a utilizagao da
calculadora.



O pensamento algébrico e a algebra foram sempre uma area da matematica que fascinou a
investigadora e, por isso, tentar passar aos alunos o entusiasmo que sentia quando se tocam
estas questbes foi sempre um desafio. Como podia ajudar os alunos a entender estas questdes
gue estavam ligadas a realidade e ao quotidiano? Como resolver os problemas onde a conexao
das representacdes dos mesmos fosse natural? Como ajudar na analise e na interpretacao? No
papel de professora, como pode ajudar os alunos a desenvolver a sua autonomia e a adquirir as
competéncias transversais desta disciplina, respeitando o ritmo da sua aprendizagem, aplicando
conteddos, deixando que a liberdade dos discentes na sua definicdo de estratégias e de
comunicacao reinasse? Estas sdo questdes, que todos os dias a investigadora coloca na sua
profissédo. Estava em vantagem! Gosta de utilizar tecnologia no seu trabalho, além dos materiais
manipulaveis estruturados ou ndo! E porque néo utiliza-la no processo de ensino-aprendizagem?
A investigadora iniciou este trabalho pouco a pouco, utilizando software de Geometria Dinadmica
nas aulas, numas manipulavam os alunos noutras apenas a investigadora como professora para
facilitar a compreenséo de conceitos, propriedades, entre outros e sistematizacdo de conteddos. A
maioria das formagdes continuas que a investigadora se envolveu relacionavam-se também com a
tecnologia no ensino da matematica e assim, foi aprendendo, gradualmente, a utiliza-la de forma
mais eficaz na sala de aula. Apesar destes investimentos, sente que ainda ha muito para aprender
e desenvolver, uma vez que tudo em nosso redor se altera e evolui, havendo necessidade de se

adaptar.

Nos ultimos quatro anos, o interesse da investigadora em desenvolver as suas competéncias na
utilizagéo da tecnologia na sala de aula, foi aceso por colegas que tinham o mesmo interesse e
gue preconizavam ideologias e filosofias semelhantes em relagdo ao ensino. Participou também
num estudo que estava intimamente ligado a este tema que lhe permitiu alargar os seus
horizontes, desenvolver as suas competéncias e até reequacionar e alterar as suas praticas letivas

e metodologias.

Apds estes anos, a investigadora considera importante continuar a experimentar e a investigar
sobre as formas que facilitam o desenvolvimento do pensamento algébrico dos alunos do ensino
basico. E pertinente apresentar tarefas diversificadas e que permitem a conexao de contetidos, de
recursos e até de areas do saber com materiais tecnolégicos como a folha de calculo, 0 GeoGebra

e algumas applets.

Ao nivel do 7.2 ano de escolaridade, as experiéncias da investigadora com tarefas e atividades
neste ambito confirmam o que dizem Ponte, Branco e Matos (2009) e outros investigadores, como
Teresa Rojano (1996). E no 9.2 ano, como é que os alunos utilizam a tecnologia na resolugéao de
problemas? E o desenvolvimento do pensamento algébrico é favorecido com a utilizagdo da

tecnologia?

O leitor pensara que a investigadora excluiu o 8.2 ano! E 0 momento de esclarecer que durante
este ano letivo em que a investigadora se propds desenvolver este projeto, lecionava apenas a

turmas de 7.2 e 9.2 anos, pelo que o estudo incidira sobre um grupo de alunos deste ultimo ano.



Pertinéncia do estudo

Para alguns professores portugueses, o proprio pensamento algébrico ainda se resume ao estudo
de funcdes, resolucdo de equagdes, inequacgbes e sistemas de equagbes e a manipulagdo de
expressdes algébricas. No entanto, o pensamento algébrico € um tema transversal aos diferentes
tépicos da disciplina de matematica que deve ser iniciado no pré-escolar. Esta € uma questao que
ainda nao foi interiorizada por alguns professores. Sendo assim, com este projeto gostaria de
registar a forma como os alunos raciocinam e resolvem problemas com a utilizacao da folha de
céalculo e de algumas applets, evidenciando as questées do pensamento algébrico. Sera que os
alunos ficam dotados de competéncias que, em outros contextos, lhes permitem resolver as

situagbes? De que modo esta tecnologia os ajuda; o que facilita?

E certo que os alunos ficardo ja com nogdes destes softwares e conscientes de algumas das suas
capacidades que poderdo utilizar mais tarde, na sua vida adulta e profissional, por exemplo. A
observancia de regularidades e padrdes no seu quotidiano, no desenvolvimento do seu trabalho,
na facilidade de calculo mental, a capacidade de analisar e interpretar as situagbes para tomar
decisbes... ndo serdo competéncias que irdo dar qualificagdo a estes jovens? Serd que a nossa
sociedade futura podera beneficiar do contributo destes futuros adultos na qualificacdo da
sociedade? Com certeza, com este estudo ndo se conseguira dar resposta a estas questdes mas,

a longo prazo, ir-se-a colher os frutos deste investimento.

Objetivos e questoes do estudo

Face aos aspetos referidos relativamente as motivacdes da investigadora, as questdes deixadas
em aberto e a relevancia das vertentes identificadas, este estudo tem como objetivo caracterizar
0s processos de resolugdo de problemas na dimenséo aritmética - algebra e de descrever a
capacidade de resolugéo de problemas dos alunos recorrendo a folha de calculo. Nesta descrigéo,
pretende-se, evidenciar as relagdes estabelecidas dos processos aritméticos e algébricos, as
representacdes criadas e a forma como as utilizam para resolverem os problemas e a evolugao na
utilizagdo da linguagem simbolica da matematica.

Para se conseguir atingir este objetivo, a investigadora definiu as seguintes questdes orientadoras:

e Quais os processos de resolugao de problemas na dimensao aritmética-algébrica com a
folha de calculo;

e De que modo a folha de célculo influencia a compreensdo das representacoes

convencionais da matematica;

e Quais os aspetos do pensamento algébrico realcados pelos alunos quando resolvem
problemas algébricos em ambiente de folha de célculo.

Para cumprir o objetivo desta investigacao, a investigadora elaborou um estudo de caso relativo a

um grupo de alunos de uma turma de 9.° ano, participantes no estudo.



Clarificacao de termos e acronimos

Ao longo deste relatério sdo usados alguns termos e acrénimos. O acrénimo TIC, uma abreviatura
de Tecnologias de Informacdo e Comunicacdo que é usado para designar os diversos meios e
ferramentas computacionais. Neste acronimo, a investigadora inclui os computadores, as
calculadoras, os quadros interativos e o software utilizado, tal como, os programas de geometria
dinamica, os sistemas de Algebra por computador (Computer Algebra Systems ou CAS), as folhas
de célculo, as applets e as plataformas de gestdo de aprendizagem (Learning Management
Systems ou LMS). Nas investigacbes que acoplam as TIC e o ensino da Matematica, os termos
usados com frequéncia sdo tecnologias ou tecnologias digitais e que também serdo utilizados

neste relatorio.

No entanto, a investigadora utilizara termos como ferramentas quando se referir aos objetos de
trabalho neste estudo, como séo a folha de calculo ou as applets. No sentido de facilitar a escrita,

quando houver referéncia a folha de calculo, usara a sigla FC.

Também o termo representacdes aparecera em dois sentidos distintos: as representacdes que os
alunos fazem das situacbes a solucionar (as ndo convencionais da matematica) e as
representacdes matematicas (as expressdes algébricas, as tabelas e os graficos) resultantes das

suas produgdes.

Uma vez que a investigadora utilizava as plataformas de gestdo de aprendizagem, neste estudo
ird designé-las por plataforma ou plataforma Moodle que é o acronimo de Modular Oriented
Dynamic Learning Environment, um software livre de apoio a aprendizagem que pode ser usado e

copiado sem restricdes e que funciona em ambiente virtual.

Organizacao da dissertacao

Esta dissertacdo esta estruturada em cinco capitulos. Este Capitulo | de introdugcéo, onde séo
apresentadas as motivagdes que conduziram ao estudo, as justificacbes da sua pertinéncia e os
seus objetivos, no capitulo 1l é apresentada uma revisdo de literatura e sdo expostos alguns

resultados empiricos relativos ao tema central do estudo.

No Capitulo Il, sdo apresentadas trés tematicas que estdo envolvidas nesta investigacao: (i)
Algebra e pensamento algébrico - sdo descritos o entendimento e a evolucdo deste tipo de
pensamento, as caracteristicas da algebra escolar e a forma como o pensamento algébrico se
desenvolve na resolucéo de problemas; (ii) Representagdes - a investigadora descreve a no¢ao de
representacdo, indica e caracteriza os tipos de representagdes no ensino da Algebra, as
representagdes que se encontram na resolugao de problemas relacionadas com as TIC e as do
curriculo; (iii) Folha de calculo e o pensamento algébrico - apds uma leve cronologia da introducao
das tecnologias na escola e no ensino da Matemética, sao descritos resultados das investigacdes
sobre a integragao da folha de célculo no desenvolvimento do pensamento algébrico, bem como

algumas das suas potencialidades e limitagdes na aprendizagem da Algebra.



No Capitulo lll, a investigadora apresenta e argumenta a opgao por uma abordagem qualitativa de
natureza interpretativa, na modalidade de estudo de caso. Nesta fase, é descrito o contexto da
investigacao (caracterizacdo da escola, da turma onde foi realizado o estudo, da relacdo da
investigadora com os alunos participantes e o tema onde foi feita a intervengdo didatica do

projeto), as técnicas de recolha de dados, o processo e os procedimentos da analise de dados.

No Capitulo IV, sdo descritas as estratégias definidas pelos alunos durante a realizagdo das
diferentes tarefas e é apresentada a analise e interpretacdo das mesmas ao nivel da utilizagdo da
folha de calculo como uma ferramenta que ajuda a evidenciar caracteristicas do pensamento

algébrico.

Finalmente, no Capitulo V, sédo discutidos os resultados do estudo, apresentadas as conclusdes e

algumas reflexdes finais.






Capitulo I

Revisao de literatura

O pensamento algébrico

Esta seccdo dedica-se a definir pensamento algébrico e a caracteriza-lo, indicando os seus
aspetos e vertentes, segundo as perspetivas de alguns investigadores. De entre as diferentes
vertentes apresentar-se-4 com mais pormenor as que dizem respeito a aritmética generalizada e

ao pensamento funcional.

Por fim, ira estabelecer-se uma relagao entre a algebra e a algebra escolar e dar-se-a atengéo as

orientacdes curriculares portuguesas sobre o pensamento algébrico.

Caracterizacao do pensamento algébrico

Canavarro (2009), mediante um problema proposto a um conjunto de alunos, identifica aspetos do
raciocinio matematico que revelam as suas capacidades de desenvolvimento do pensamento
algébrico, tais como: (i) a identificacdo da estrutura matematica da situacdo em analise; (ii) o
estabelecimento de relagdes numéricas entre as duas variaveis em causa; (iii) a generalizacéao de
uma regra para determinar qualquer termo da sequéncia, em linguagem natural, com a sua
justificacdo; (iv) a capacidade de expressar a generalizagdo de duas formas distintas, por

recorréncia e através do termo geral.

Os investigadores pioneiros no pensamento algébrico, Blanton e Kaput caracterizam este tipo de
pensamento como sendo um processo de generalizagao de ideias matematicas a partir de casos
particulares, cujas generalizagbes sdo evidenciadas pelo discurso argumentativo e expressas de

um modo formal e gradual de acordo com a idade dos alunos (Blanton & Kaput, 2005).

Nesta perspetiva, também Kieran vé a algebra, ndo apenas como um conjunto de procedimentos
gue envolve simbolos em forma de letras, mas como uma atividade de generalizacdo e como um
conjunto de ferramentas utilizadas na representacao das relagdes mateméaticas, dos padrdes e de
regras. Deste modo, a algebra, além de ser uma técnica é também uma forma de pensamento e

raciocinio sobre as situacdes matematicas (Kieran, 2007a).

Assim, segundo estes investigadores, o centro do pensamento algébrico esta na generalizagédo

gue abarca a extenséo deliberada do raciocinio ou da comunicacao para além do caso ou casos



particulares considerados. Esta atividade é realizada quando se identifica e expde o que € comum
entre os casos ou fazendo raciocinios e/ou comunicando a um nivel mais elevado no qual o foco
sdo 0s padrbes, procedimentos, estruturas e as relagdes entre eles, em vez dos casos
particulares. Estes objetos resultantes da atividade de generalizagdo tornam-se objetos de um

nivel mais elevado para o raciocinio e a comunicacao (Kaput, 1999).

Sob este ponto de vista, destacam-se dois aspetos do pensamento algébrico: (i) as ideias
algébricas podem ser expressas utilizando varias representagdes (linguagem natural, diagramas,
tabelas, expressées numéricas, graficos) além da notagcéo algébrica convencional que envolve
letras e, (i) a énfase é colocada nos significados e na compreensao, ou seja, O recurso aos

simbolos é um modo de representar as ideias gerais tidas do raciocinio e da compreenséo.

Como investigou Brown (2004), a algebra pode ser ensinada como sendo uma linguagem que
emerge de situacdes e contextos repletos de significado. Esta pode ser usada para exprimir e dar
a compreender tais situagdes e, nesta forma de expressdo de um nivel mais elevado, os alunos
sentem a necessidade de Ihe recorrer de um modo intrinseco. Ou seja, na procura de respostas as
guestbes colocadas por si (Como acontece? Acontece sempre para todos os casos? Porque é que
acontece?) durante a fase de resolugao de um problema, naturalmente utilizam a algebra cheia de
significado e sentido, sem que esta seja apresentada como apenas a manipulagdo simbolica e
reproducdo de regras operatérias, muitas vezes aplicadas mecanicamente e sem compreensao
(Brown, 2004).

O primeiro aspeto do pensamento algébrico - simbolizagdo sistematica de generalizacdes de
regularidades e condigdes - esta relacionado com o pensamento representacional (Smith, 2008)
gue considera como sendo os processos mentais através dos quais um individuo cria significados
num sistema de representacdo. O segundo aspeto - pensamento orientado sintaticamente e acoes
sobre as generalizagbes expressas através de sistemas de simbolos convencionais - diz respeito
ao pensamento simbdlico (Smith, 2008) que esta associado a forma como o individuo compreende

e usa o sistema de simbolos e as suas regras, sendo os simbolos o foco desse pensamento.

Ora, na defesa deste elemento do pensamento algébrico “sentido de simbolo” (symbol sense)
(Arcavi, 1994) estd Arcavi que o descreve como a capacidade de interpretar e usar de forma
criativa os simbolos matematicos na descricdo de situacdes e na resolugdo de problemas.
Segundo ele, o poder da algebra esta no discernimento para resolver questdes que sem ela ndo
se poderiam resolver. Este investigador refere-se ao simbolismo algébrico que é introduzido,
inicialmente, em situagbes que os alunos conseguem observar o quao poderoso € o simbolo como
uma forma de generalizar e justificar os fendmenos aritméticos. Este investigador também refere a
necessidade de se desenvolver uma sensibilidade perante o simbolo para tomar decisées sobre a
sua utilidade, provar relagdes e aceitar ou rejeitar conjeturas. Além desta, é preciso compreender
0 problema a partir da inspecdo dos simbolos e da comparagdo dos significados com os
resultados da manipulagédo, ndo se deixar ofuscar, tendo uma visdo global do que se esta a
trabalhar, sendo flexivel e evitando cair em rotinas ou manipulagdes despidas de significado. Uma

expressdo de pensamento algébrico também esta na escolha da representagdo simbdlica



adequada a um determinado problema e na manipulagdao simbdlica que pode acrescentar mais-

valias da emergéncia de expressdes equivalentes resultantes dessa manipulagao.

Notem Semantics
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Figura 2- 1: Simbolos "olhar para" vs. "através" (Kaput, 1999, p.11)

Os aspetos referidos anteriormente estao presentes nas diversas vertentes da algebra, que sao: (i)
estudo das estruturas e sistemas obtidos a partir do resultado de operacoes e estabelecimento de
relagdes (inclui os que emergem da aritmética - algebra como aritmética generalizada - e do
raciocinio quantitativo); (ii) estudo das fungdes, relagcdes e co-variacdo; (iii) aplicacdo de um
conjunto de linguagens de modelacédo tanto dentro como fora da Matematica (Kaput, 2008). No
entanto, as mais comuns no ensino elementar sdo a Aritmética generalizada e o pensamento
funcional, que serdo analisados nas duas secc¢des seguintes. Na figura 2- 2 encontra-se uma
subdivisdo destes aspetos em cinco formas de pensamento algébrico definidas por Kaput (1999),
que considera estarem relacionadas entre si: (i) a generalizagdo e a formalizagcdo de padrdes e
restricdes; (i) a manipulagdo de formalismos guiada sintaticamente; (iii) o estudo de estruturas
abstratas; (iv) o estudo de fungbes, relagbes e variagcdo conjunta de duas variaveis; e (v) a

utilizagao de multiplas linguagens na modelagcdo matematica e no controlo de fenémenos.

Manipulats

. Generalization

Figura 2- 2: A sobreposigao e inter-relacionamentos das cinco formas de pensamento algébrico
(Kaput, 1999, p.5)



Em 2008, Kaput refere-se a estes aspetos mas de um modo mais sintético: integra os dois
primeiros (simbolismo e generalizagdo) considerando-os “aspetos nucleares” (core aspects) da
Algebra e os trés Gltimos como sendo os seus “ramos” (strands). Este investigador considera que,
através de conjeturas e argumentos, o pensamento algébrico se manifesta quando se
estabelecem generalizacdes sobre dados e relagdes matematicas que sdo expressas por

linguagens formais.
Ponte, Branco e Matos (2009), relativamente a este processo de generalizagéo, referem que:

“(...) no pensamento algébrico da-se atengdo ndo sé aos objetos mas principalmente as relagdes
existentes entre eles, representando e raciocinando sobre essas relagdes tanto quanto possivel de

modo geral e abstrato” (p.10).

Kaput (1999) ainda reforca que se estes aspetos forem explorados convenientemente, eles
tornam-se “habitos da mente” e as formas de observar e atuar matematicamente (generalizar,
abstrair e formalizar) repercutem-se transversalmente a todos os temas, auxiliando a construgédo
do conhecimento matematico dos alunos e proporcionando uma experiéncia matematica

significativa.

Aritmética generalizada

A aritmética generalizada é baseada no carater algébrico da aritmética para ser explorado de
forma sistemética e expondo a sua generalidade. A constru¢do dos aspetos sintaticos da algebra
concretiza-se a partir da estrutura da aritmética, o que implica a andlise das expressoes
aritméticas em termos da sua forma e nao ao nivel do valor numérico obtido a partir do calculo.
Canavarro exemplifica esta caracteristica: “concluir que 33+8=8+33 ndo porque ambos

representam 41, mas porque na adicdo a ordem das parcelas é indiferente.” (Canavarro, 2009).

Nesta vertente estao inclusos varios aspetos enunciados por Kaput e Blanton (2005), tais como:
exploragédo de propriedades e relagdes de numeros inteiros, de propriedades das opera¢des com
nameros inteiros, da igualdade como expressdo de uma relagdo entre quantidades, tratar o
nuamero algebricamente (isto é, realcar a sua estrutura e ndo o seu valor) e resolugdo de
expressdes numéricas com um numero desconhecido em falta. De entre estes, os que estdo no
cerne da aritmética generalizada sao: (i) a generalizagdo acerca das operagbes e das suas

propriedades e, (ii) o raciocinio acerca das relagdes entre nimeros.

A falta de articulagdo da Algebra com a Aritmética e a forma como, muitas vezes é lecionada, é
uma das causas para que 0s alunos tenham conceg¢des muito pouco favoraveis a aprendizagem
da algebra (Canavarro, 2009). Esta investigadora ainda remata que “uma abordagem algebrizada
da Aritmética podera contribuir para ancorar de forma mais sustentada a aprendizagem da Algebra

em anos posteriores.” (Canavarro, 2009, p.12).

Neste sentido, a investigacdo recomenda a “algebrizacdo” dos problemas aritméticos, ou seja,
converter estes (de solugdao Unica) em momentos de contrugdo de regularidades, conjeturas,

generalizagbes e a sua justificacdo e explicitacdo. Neste sentido, Kieran eleva as tarefas que
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focam a atencdo dos alunos nos aspetos fundamentais da forma e da generalizagédo - tarefas de

natureza problematica e as de investigacao.

Pensamento funcional

Com o intuito de desenvolver esta vertente (descricao das rela¢des funcionais), as atividades que
inicialmente se propéem relacionam-se com a generalizagao de padrbées e o estabelecimento de
conexdes entre padrdes geométricos e numéricos. Sao a descricdo das regularidades com
simbolos, a alteracdo da forma das expressdes que traduzem regularidades, a comparacao de
diferentes expressdes que traduzem regularidades ou a determinagédo de valores particulares de

uma fungdo exigem a existéncia de uma sintaxe da algebra.

Portanto, o pensamento funcional envolve a generalizagdo por meio da nogao de fungédo que pode
ser vista como a descri¢do da variagdo de instancias numa parte do dominio, implicando conceber

as letras como variaveis.

Também nesta vertente do pensamento algébrico, Kaput e Blanton (2005) enunciam varios
exemplos inclusos no pensamento funcional: (i) simbolizar quantidades e operar com as
expressdes simbolicas (usar simbolos na modelacdo de problemas e na operacdo com as
expressdes simbdlicas); (ii) representar dados graficamente (construcdo de graficos de pontos
como uma representacao de relagdes funcionais e fazer uma andlise da variagdo das fungdes
apoiada nesses graficos); (iii) descobrir relagdes funcionais (exploragao da correspondéncia entre
qguantidades e de relagdes recursivas, desenvolvimento de uma regra para descrever as relagoes,
uso de tabelas de duas varidveis e simbolizagdo das regras descobertas); (iv) previsao dos
resultados desconhecidos usando os conhecidos (formulagéo de conjeturas sobre o que se ignora,
a partir do que se conhece sem repetir todo o processo anterior); (v) identificagcdo e descricdo de
padrdes numéricos e geométricos (identificacdo de regularidades numéricas geradas
geometricamente, de padrées em sequéncias de figuras geométricas e de padrbes em conjuntos

de expressdes numéricas).

O trabalho com padrdes, no sentido de desenvolver o pensamento algébrico, sé resulta se se
estabelecerem fortes e evidentes conexdes entre padrdes. Particularmente, Smith aconselha que
se identifiguem as variaveis envolvidas, seja analisada a sua variagdo e se estabeleca uma
relagéo explicita para que seja possivel fazer uma abordagem funcional por correspondéncia. Se a
variagao da variavel dependente ficar mais evidente, corre-se o risco de ser feita, exclusivamente,

uma abordagem recursiva da variagdo dos termos entre si (Smith, 2008).

Algebra escolar e o pensamento algébrico

Apesar da existéncia de um programa (Ponte, et al., 2007) que preconiza todas as vertentes da
algebra referidas na secg¢édo anterior, desde o 1.2 ciclo ao 3.%, e de todas as investigacoes e

documentos existentes sobre esta tematica, ainda vai persistindo a ideia de que a algebra escolar
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se reduz a manipulacdo e transformagédo de expressdes com varidveis e aos processos de
resolugcdo de equagoes, inequacgdes e sistemas de equagdes. Esta ideia € consequéncia do modo
como os programas do ensino basico de 1991 tratavam esta tematica: nos 1.2 e 2.2 ciclos ndo
existia e no 3.2 ciclo era reduzida ao calculo algébrico. Agora, no programa em vigor, a algebra
aparece inserida no tema “Numeros e Operagdes” no 1.2 ciclo (em vez de “Numeros e calculo”) e,
nos 2.2 e 3.2 ciclos, como um tema auténomo (“Algebra”, no qual se incluem as fungdes que eram

um tema unico do programa de 1991), com énfase na generalizagéo, simbolizagdo e modelacao.

“Procurando contrariar-se a nogédo de algebra como um campo de simples manipulagao simbdlica, tem

vindo a afirmar-se a nogao de pensamento algébrico.” (Ponte & Sousa, 2010, p.24)

Como afirmam Ponte, Branco e Matos (2009), ao valorizar-se o pensamento algébrico esta-se a
realgar a ideia de que este tema ndo é apenas o trabalho com o simbolismo formal. Implica antes,
a capacidade de pensar de modo abstrato em diferentes situacdées que envolvam relagées,
regularidades, variacdo e modelacdo. A atividade algébrica restringida & manipulagéo simbdlica, é
equivalente a reduzir o seu valor a uma Unica das suas facetas. Estes autores acabam por
organizar trés vertentes do pensamento algébrico do seguinte modo: (i) representar — capacidade
do aluno usar diferentes sistemas de representagdo; (ii) raciocinar (dedutiva e indutivamente) —
envolve relacionar (analise das propriedades dos objetos matematicos) e generalizar
(estabelecimento das relagbes validas para uma determinada classe de objetos); (iii) resolver
problemas — formular e concretizar estratégias de resolugdo envolvendo representacdes de

objetos algébricos em diversas situagées (modelagéo). Estas séo sintetizadas no quadro seguinte:

= Ler, compreender, escrever € operar com simbolos usando as
convengdes algébricas usuais;

® Traduzir informagdo representada simbolicamente para outras
Representar formas de representagio (por objectos, verbal, numérica, tabelas,
graficos) e vice-versa;

= Evidenciar sentido de simbolo, nomeadamente interpretando os
diferentes sentidos no mesmo simbolo em diferentes contextos.

= Relacionar (em particular, analisar propriedades);

= QGeneralizar e agir sobre essas generaliza¢gdes revelando

Raciocinar compreensdo das regras;
= Deduzir.
= Usar expressdes algébricas, equacdes, inequacdes, sistemas (de
Resolver problemas e equagdes e de inequacdes), fungdes e graficos na interpretacdo e
modelar situagdes resolucdo de problemas matematicos e de outros dominios

(modelagio).

Figura 2- 3: Vertentes fundamentais do pensamento algébrico (Ponte, et al., 2009, p.11)

E a sua perspetiva que esta subjacente no Programa de Matemética do Ensino Basico uma vez
que neste é associado o pensamento algébrico a capacidade de interpretar, representar e resolver

problemas usando procedimentos algébricos e de utilizar estes conhecimentos e capacidades na
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exploracdo e modelacédo de situagdes contextualizadas. Neste programa também se reforca a
ideia de que além de os alunos adquirirem a capacidade de manipular simbolos, este pensamento
envolve a interpretacdo do seu significado e a capacidade de generalizagdo. Nas orientacdes
metodoldgicas, o programa evidencia o estudo de sequéncias com o intuito de formular
generalizagbes e de as representar simbolicamente. O desenvolvimento da nocao de variavel é
outra preocupagao que é salientada. Além destas, propde o estudo de relagbes de diferentes tipos
(equacgbes, inequacdes e funcdes) e da variacao e, também preconiza o trabalho com tarefas que
envolvam simbolizacdo e modelagao. Para que se consiga desenvolver o pensamento algébrico, é
recomendado que os alunos tenham experiéncias informais antes da manipulagéo algébrica formal

e que se valorize o trabalho com as férmulas conhecidas dos alunos (Ponte, et al., 2007).

Como tinha de acontecer, o descrito no programa vai ao encontro daquilo que o NCTM considera
ser 0 pensamento algébrico que diz respeito ao estudo das estruturas, a simbolizacdo, a
modelagdo e ao estudo da variagdo e, consequentemente, inclui duas capacidades: (i) a de lidar
com expressbes algébricas, equacoes, inequagdes, sistemas de equagdes e de inequagdes e
fungdes e, (ii) a de lidar com outras relagdes e estruturas matematicas e usé-las na interpretagéao e

resolugé@o de problemas (NCTM, 2007).

Esta instituicdo de referéncia no dominio das tendéncias curriculares internacionais (NCTM),
assume a algebra como um tema transversal a outros temas da matematica e refere que este
tema inclui as relagdes entre quantidades, o uso de simbolos, a modela¢do de fenédmenos e o
estudo da variagdo. Deste modo, define objetivos para os alunos, desde o pré-escolar ao 12.% ano,

cujos aspetos vao ao encontro dos da investigagéao.

Normas para a Algebra
Os programas de ensino do pré-escolar ao 12.2 ano deverdo habilitar todos os alunos
para:
» Compreender padrodes, relagdes e fungoes;
* Representar e analisar situagdes e estruturas matematicas usando simbolos algébricos;
» Usar modelos matematicos para representar e compreender relagdes quantitativas;
+ Analisar a variagdo em diversos contextos.
(NCTM, 2007, p.39)

Se se fizer uma analise mais aprofundada dos objetivos para cada faixa etaria de alunos,
compreende-se que a proposta apresentada abarca os aspetos e as vertentes essenciais do
pensamento algébrico, adequando-os as experiéncias e as capacidades dos alunos, usando as

diferentes representagdes e introduzindo gradualmente os simbolos algébricos.

Kieran (1996) desenvolveu um modelo (GTG) que categoriza as atividades da algebra escolar em
tipos: Generacional (“generational’), Transformacional (“transformational’) e de nivel Meta/Global

(“global/meta-level”).

O primeiro tipo de atividades envolve a formagédo de expressdes e equagbes como objetos da
algebra, nomeadamente através do trabalho com varidveis, incognitas e igualdades. Os problemas

tipicos associados a estas atividades sdo equagdes cuja incognita representa uma situagéo do
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problema quantitativo, expressbes gerais que representam padrdes geométricos ou sequéncias
numéricas e, expressdes que representam as regras das relagbes numéricas. Associados a estas

expressdes e equagdes estao as variaveis e as incognitas.

O centro destas atividades é a representacdo e a interpretagdo das situagdes, propriedades,
padrdes e relagdes. Neste tipo de atividade é imprescindivel saber atribuir significado aos objetos
algébricos. Para desenvolver esta competéncia, nas aulas de algebra sdo utilizadas duas
estruturas principais, transversais aos trés tipos de atividades: as fungdes e a generalizacdo da

aritmética.

A utilizacdo das fungdes, estdo associados diferentes aspetos: as representacdes graficas e
tabulares ajudam a desenvolver a capacidade de atribuir um significado as expressdes e
equagobes; o desconhecido tende a ser considerado um caso especial de varidveis, apesar de
serem estas o principal foco; as equacdes de primeiro grau com uma incégnita tendem a ser
interpretadas como uma igualdade de duas fungdes, mesmo quando estas sdo representadas por
dois graficos lineares; a solugdo de uma equacgao pode ser interpretada como o valor da variavel
independente para o qual as duas fungbes sdo iguais, entre outros. Nos estudos sobre o
desempenho na atribuicdo de significado aos objetos algébricos com recurso a tecnologia, é

valorizada uma abordagem funcional com as suas miltiplas representagoes.

Se a generalizacdo da aritmética for a base para dar significado aos objetos algébricos, o
desconhecido tem prioridade sobre a varidvel e, as expressdes e as equagbes tendem as ser

vistas como representagdes de relagées numéricas em vez de relagdes funcionais.

O segundo tipo de atividades é baseado em regras ou procedimentos algébricos e, por isso,
incluem-se atividades de resolugdo de equagbes, simplificacao e factorizagdo de polinémios, entre
outros. Ou seja, nestas atividades esta claramente implicita a exigéncia da manipulagao algébrica,
das nogdes de equivaléncia e a integracdo do uso da tecnologia de manipulagao simbdlica. Por
isso, neste dominio da atividade transformacional destacam-se trés aspetos: (i) elementos
tedricos, tais como, a equivaléncia e o controlo tedrico; (i) elementos técnicos, como séo a

manipulagao de expressdes e equagoes; (iii) 0 uso de manipulativos concretos.

O ultimo tipo de atividades sédo aquelas em que a algebra é usada como uma ferramenta e que
ndo sdo exclusivas deste tema. Estas incluem a resolucdo de problemas, a modelagdo de
situacOes, estudo da variagcdo, generalizagcao, analise de relagdes, justificagdo, demonstracdo e

validagéo.

No ensino da algebra, a compreensao concetual dos objetos algébricos tende a ser absorvido pelo
desenvolvimento da manipulacédo algébrica e, segundo Kieran (2004), sdo poucos os tedricos que
defendem que essa compreensdo ajuda a incentivar e a envolver 0s alunos nos processos

algébricos que desenvolvem o seu pensamento algébrico.

Stacey e Chick (2004), referem que quando a &lgebra é vista apenas como a manipulagao
simbdlica tem pouca relevancia para a vida quotidiana, sendo um dos motivos de alienagao dos

alunos em relagdo a algebra. Deste modo, dizem que é imprescindivel tornar os objetos e os
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processos algébricos com significado para que os alunos entendam que a algebra é mais que
apenas a manipulacdo simbdlica. Com este intuito e de desenvolver nos discentes os seus pontos

fortes da sua inteligéncia, € requerido imaginagdo, uma boa fundamentacdo das abordagens

escolhidas e estruturas escolares que abranjam diferentes capacidades e interesses dos alunos.
Também o NCTM (2007), refere:

“A resolucdo de problemas estrategicamente selecionados e cuidadosamente sequenciados constitui
um veiculo fundamental para aprender conteidos matematicos (...). Os professores deverdo aproveitar
as oportunidades inesperadas para os usar de modo a cativar os alunos para nogdes matematicas
importantes e promover uma melhor compreensao dessas. A maioria dos conceitos matematicos ou das
generalizagbes pode ser introduzida eficientemente utilizando uma situagéo de problema que ajude os
alunos a compreender aspetos importantes da ideia a ser generalizada.” (p.395)

No entanto, antes da criacao de varias oportunidades de ensino torna-se fundamental conhecer e
compreender as dificuldades cognitivas de aprendizagem da algebra. Estas investigadoras, Stacey
e Chick (2004), referem algumas delas: capacidade e nivel de abstracdo, aprendizagem primaria
da aritmética, manipulagdo simbdlica e capacidade de realizar transicbes processuais no

pensamento estrutural.

Contudo, Kieran (2004) realga que ao assumir-se uma visdo mais sofisticada da compreensao
concetual e das capacidades de manipulagdo ndo se pode desvalorizar o saber as técnicas da
algebra pois sdo importantes na resolugdo de problemas e no entendimento dos objetos
algébricos envolvidos. Isto significa que ndo se podem separar os conceitos e as capacidades; ao
invés, tem de se conjugar os dois, uma vez que torna as técnicas mais eficazes. Esta
investigadora, baseada nas pesquisas e experiéncias existentes, refere que o processo de
manipulagcao € também um objeto concetual e que ndo € anulado com a utilizacdo de sistemas

computacionais de algebra.
Esta visao, diz Kieran (2004), é a chave para melhorar o ensino e a aprendizagem da algebra.

As investigacdes nesta tematica tém recomendado uma “algebrizagdo do curriculo” (Canavarro,
2009). Esta recomendacao implica uma abordagem ao pensamento algébrico desde os primeiros
anos, como ja vem contemplado no programa do ensino béasico atual (Ponte, et al., 2009),
integrado noutros temas da matematica, incluindo diferentes vertentes que se baseiam nas
capacidades cognitivas e linguisticas dos alunos e motivando uma aprendizagem com significado

€ compreensao.

O professor no desenvolvimento do pensamento algébrico

Tarefas “algebrizadas” e que permitem a utilizagao de diferentes representacoes pelos alunos séo
de certo modo importantes mas quando estédo aliadas a agdo do professor sobre o desempenho
gradual dos seus alunos. O professor tem que auxiliar os alunos na formagéo do conjunto de

ferramentas intelectuais que apoiam o desenvolvimento do pensamento algébrico.

15



O professor tem que mostrar aos aprendizes “objetos” (tabelas, retas numéricas, graficos de varios
tipos, artefactos visuais, materiais concretos) em torno dos quais se desenvolve o0 pensamento
algébrico (Blanton & Kaput, 2005), ensina-los a lidar com processos matematicos (forma de
registo, recolha, representacao, organizagdo de dados) que sdo muito Uteis. Em suma, o professor
ao promover a utilizagdo de modos de representagéo favoraveis a generalizacdo esta a apoiar os

alunos na visualizagao das estruturas mateméticas subjacentes ao contexto em estudo.

A posteriori do descrito no parédgrafo anterior, a organiza¢do da aula é outro fator de extrema
importancia no favorecimento do pensamento algébrico. Se esta contemplar espacos de trabalho
auténomo sobre as tarefas propostas, de confronto e discussdo das produgdes dos alunos e de
sintese coletiva das aprendizagens realizadas no grupo turma, esta-se perante um ambiente
favoravel a esta forma de pensamento. Este tem que ser dotado dos seguintes aspetos: (i)
valorizagao do raciocinio dos alunos em todas as suas diferengas como o ponto de partida para a
construgao do conhecimento matematico, envolvendo-os no préprio desenvolvimento do saber; (ii)
valorizagdo da comunicagdo e do modo como se processa, para ajudar a que a expressao dos
raciocinios seja eficaz (por exemplo, a tecnologia tem aqui o seu contributo favoravel); (iii) o tipo
de questbes colocadas pelo professor sdo importantes para clarificar raciocinios e orientar a
estabelecer relacdes e generalizacdes; (iv) a descodificacdo matematica das mensagens dos
alunos como expressao de uma generalizagdo, por vezes, pouco explicitas, é outro aspeto muito
importante; (v) a sele¢do das produgbes dos alunos e a organizagdo das apresentagdes para a
discussao coletiva, é referida por Canavarro (2009) como sendo outro aspeto relevante pois o
professor ao reservar para o fim as que revelam a generalizagdo de forma mais completa e/ou em
gue a sua expressao surja mais formalizada, esta a favorecer o crescimento intelectual dos seus
alunos; (vi) a construgao coletiva da generalizacdo (quando ndo € apresentada pelos alunos), sua

clarificagédo, aprofundamento ou ampliagdo (Canavarro, 2009).

“A aposta por parte do professor no pensamento algébrico implica, talvez sobretudo, uma aposta no
raciocinio dos alunos e um acreditar na possibilidade destes construirem conhecimento matematico
(...). A necessidade do desenvolvimento de “habitos da mente” ndo pode incidir apenas nos alunos —
eles devem necessariamente instalar-se e transbordar dos professores.” (Canavarro, 2009, p.37)

Sintese

A algebra associada a manipulagao simbdlica e transformacao de expressdes estd, gradualmente,
a ser tratada de um modo muito mais amplo, onde a generalizagdo, manipulagdo e a modelacao
tém um lugar mais privilegiado. Este esta associado aquilo que os programas curriculares da
matematica estdo agora a preconizar valorizando a aritmética generalizada e o pensamento
funcional como vertentes fundamentais do pensamento algébrico. Ligada a esta questao esta a
introducdo da tecnologia na sala de aula de matematica, como se podera confirmar numa secgao
deste capitulo mais adiante.
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Representacoes

A representagao é central no estudo da matematica e predominante na Algebra (NCTM, 2007).

Os diagramas, graficos, expressdes simbdlicas, entre outras sao algumas formas de
representacdo que fazem parte da matematica escolar e que devem ser consideradas como
elementos essenciais no apoio a compreensdo dos conceitos e das relagbes matematicas, na
comunicacdo de abordagens, argumentos e conhecimentos matematicos, na identificacdo de
conexdes entre conceitos mateméticos interrelacionados e na aplicagdo da matemética a
problemas realistas. As boas representagdes desempenham um duplo papel: sdo ferramentas de
raciocinio e instrumentos de comunicac¢do. As geradas pelos alunos sao ferramentas poderosas

para observar o seu pensamento.

Muitas das representacbes que hoje se consideram como garantidas sdo o resultado de um
processo de aperfeicoamento cultural. Quando os alunos conseguem aceder as representacoes
matematicas e as ideias que elas expressam, adquirem um conjunto de ferramentas que
aumentam a sua capacidade de pensar matematicamente. Por isso, as representacdes tém vindo
a assumir especial destaque nas orientagdes curriculares para o ensino da Matematica. O NCTM
(2007) dedica uma norma especifica a representacédo a considerar para todos os alunos desde o
pré-escolar ao 12.2 ano, que define como objetivos: (i) criar e usar representacdes para organizar,
registar e comunicar ideias matematicas; (ii) selecionar, aplicar e traduzir representacdes
matematicas para resolver problemas e (iii) usar as representagdes para modelar e interpretar

fendmenos fisicos, sociais e matematicos.

Deste modo, neste capitulo a investigadora descreve o que os tedricos entendem por
representacdo, as diferengas entre representacdes, os fatores que influenciam as representacdes
dos alunos, a sua importancia para o desenvolvimento do pensamento algébrico dos alunos e

formas de observacgao e inferéncia das representagdes.

O conceito de representacao

O comportamento matematico dos individuos aliado as caracteristicas dos seus ambientes
externos é passivel de ser observado (Goldin, 1998). No entanto, os diversos conceitos, estruturas
e/ou processos que ocorrem na mente dos alunos ndo podem ser observados diretamente. E
preciso observar, classificar e medir diferentes tipos de comportamento considerando as
informacdes ambientais e do contexto em que se inserem, para inferir o que ocorre na mente dos

alunos.

A observacao tem que incluir medidas qualitativas e quantitativas recolhidas nas entrevistas, nas
interagcdes com 0s seus pares em situagdo de pequenos grupos e na sala de aula na resolugéo de
problemas, e nas interagdes em ambientes computacionais dindmicos. As quantitativas sao

apenas os resultados, ou seja, a medicdo dos resultados das aprendizagens matematicas ou de
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sucesso na resolugdo de problemas aliado as caracteristicas e atitudes dos alunos, como séo
exemplo, as pontuagdes dos testes ou fichas, os padrdes de respostas corretas e incorretas num
conjunto de problemas estruturados, o tempo de resolugcao, o nimero de passos realizados até
encontrar a solugdo e as estratégias definidas pelos alunos na resolugdo de problemas. As
qualitativas resultam da observagdo das estratégias utilizadas, das planificacées definidas e
métodos heuristicos, da capacidade de visualizagdo espacial e da verbalizacdo das ideias, da
tomada de consciéncia do conhecimento, da ocorréncia de varios estados afetivos, entre outros.
Estes sao inferidos a partir de processos do tipo “pensar alto”, das descricdes verbais, das
respostas a questées estruturadas durante as entrevistas, da utilizagcdo das notacbes e
representacdes externas, das imagens mentais, das expressdes faciais, de movimentos corporais

e de entre outros semelhantes.

Portanto, os modos de representagdo ou os sistemas de representagéo incluem as expressdes
oral e escrita, modelos de figuras estaticas ou de imagens, modelos de manipulagédo e de
situacbes reais na resolugcdo de problemas que Goldin designa por Sistemas Externos de

Representacgéo.

O termo representagéo diz respeito ao processo e ao resultado, ou seja, é a aquisicao de um
conceito ou de uma relagcdo matematica expressa numa determinada forma e é a forma em si
mesma. Este termo aplica-se aos processos e aos resultados obtidos externamente e aos que

ocorrem “internamente” nas mentes dos individuos quando fazem matematica (NCTM, 2007).

Tipos de representacdes no ensino da Algebra

De entre as orientagdes metodoldgicas para o ensino da matematica, saliente-se a que diz
respeito as representacdes matematicas uma vez que desempenham um papel importante na
aprendizagem da disciplina (Ponte, et al., 2007), e em particular, da Algebra. Estas orientacdes
apelam ao envolvimento de mais que uma forma de representagdo no trabalho com os conceitos
matematicos pois eles serdo mais capazes de resolver problemas algébricos, se conseguirem

mover-se com facilidade entre os diversos tipos de representagées (NCTM, 2007).

Kaput (2008) refere que os alunos devem ser estimulados e ensinados a usar as formas de
representacdo convencionais (notacao algébrica, gréaficos, tabelas, linguagem natural) uma vez

gue permitem exprimir, enriquecer e aprofundar os seus raciocinios algébricos.

Resolver problemas algébricos consiste em usar varias representagcoes de objetos algébricos e,
segundo Friendland e Tabach (2001), o uso das representagdes verbal, numérica, grafica e
algébrica, tem o potencial de tornar a aprendizagem da Algebra significativa e eficaz. Estes
investigadores apresentam quatro formas de representacdo essenciais no ensino desta tematica
da mateméatica que sdo as representacdes verbal, numérica, grafica e algébrica, e assinalam as

vantagens e desvantagens associadas a cada uma.

A representacao verbal esta associada ao raciocinio verbal, ou seja, a apresentacéo da situagao e

a interpretacdo final dos resultados obtidos, evidenciando a conexdo da matematica com outras
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areas do conhecimento e entre a matematica e o quotidiano. Esta representagao cria um ambiente
natural para compreender o contexto do problema e para comunicar a sua solucao, e pode facilitar
a apresentacado e aplicagdo de padroes. Esta forma pode ser um obstaculo & comunicacao
matematica porque néo é universal, a sua utilizagdo pode ser efetuada incorretamente ou conduzir

a associacoes erréneas.

A representacdo numérica é natural para os alunos que estdo a iniciar o estudo da Algebra, pois
os métodos numéricos permitem estabelecer a ponte com a Algebra e, normalmente, precedem
qualquer outro tipo de representacdo. A utilizagdo de nimeros é importante na compreensao
inicial dos problemas e na investigacdo de casos particulares mas, nao é generalizavel,
constituindo uma ferramenta limitada quando, por exemplo, permite desperdicar aspetos
importantes ou solu¢gdes de um problema por ndo revelar a sua generalizagdo. Estes autores,
Friendland e Tabach (2001), consideram como exemplos desta representagao, as sequéncias e as
tabelas. Para Smith (2008), as tabelas sao ferramentas muito poderosas no pensamento algébrico
porque permitem registar de modo organizado os valores numéricos do problema e fazer uma
analise numérica dos mesmos, quer de cada variavel do problema quer da relagdo entre elas. Esta
representacdo é muito eficiente na motivagdo ao pensamento funcional, como enfatiza Smith. E
uma forma de representacdo que pode ser ensinada desde os primeiros anos € ser obtida através

de recursos tecnol6gicos, como é exemplo a folha de célculo.

A representagéo grafica (os graficos) é eficaz, proporcionando uma imagem clara de uma fungao
de variavel real; permite completar e clarificar o que as tabelas revelam e pode ser utilizada como
aprofundamento da compreensao da variacdo entre as duas varidveis representadas nos eixos. E
uma forma de representacao intuitiva e apelativa para os alunos que gostam de uma abordagem
visual e que também pode ser ensinada desde os primeiros anos, devendo corresponder a
situagdes a que os alunos atribuam significado. No entanto, esta representacdo pode néo ter a
precisdo necessaria pois pode ser influenciada por fatores externos (por exemplo, a escala) e
apresentar apenas uma parte do dominio do problema. O nivel de utilidade desta ferramenta
matematica varia conforme o problema que se pretende resolver. Tal como as tabelas, os graficos
também podem ser obtidos por meio das ferramentas tecnolégicas como a folha de célculo e as

calculadoras gréficas.

A representacdo algébrica é uma ferramenta poderosa; de um modo geral, é concisa e eficaz na
apresentagao de padrées e modelos matematicos e é, por vezes, a Unica ferramenta que justifica
ou demonstra as generalizagdes. No entanto, a utilizacdo exclusiva de notacdo simbdlica da
Algebra pode dificultar a interpretagdo matematica ou o sentido da natureza dos objetos

representados, levantando obstaculos aos alunos na interpretagéo dos resultados obtidos.

A adesdo a estas representagbes na resolugdo de problemas depende das vantagens e
desvantagens referidas e do tipo de pensamento dos alunos. Por isso, os professores devem,
sistematicamente, proporcionar aos alunos experiéncias de uma variedade de representacoes

levando os alunos a resolver um problema e a observar a sua solugdo nas diferentes
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representacoes. E relacionado com este aspeto, as normas referem que para o desenvolvimento

de nogdes de Algebra por alunos dos 2.2 e 3.2 ciclos, as representa¢des sdo muito Uteis.

“A medida que se tornam matematicamente sofisticados, os alunos vao desenvolvendo um repertério
cada vez mais alargado de representagbes matematicas, bem como um conhecimento de como as
utilizar de forma eficiente. (...) E importante que os alunos reflitam sobre o uso que fazem de
representacées de modo a desenvolverem uma compreensdo dos pontos fortes e fracos de varias

representa¢des com objetivos diferentes.” (NCTM, 2007, p.78).

E, consequentemente, a transicdo de uma representagdo para a outra é encarada como uma

necessidade em vez de uma exigéncia arbitraria (Friendland & Tabach, 2001).

Desde ha muito tempo, estas representacbes tém feito parte da matematica escolar e,

frequentemente séo ensinadas e aprendidas como finalidades, em si mesmas.

“Deverao ser tratadas como elementos essenciais no apoio a compreensao, por parte dos alunos, dos
conceitos e das relagbes matematicas, na comunicagdo de abordagens, argumentos e conhecimentos
matematicos, para si mesmos e para o0s outros, na identificacdo de conexdes entre conceitos
matematicos interrelacionados, e na aplicagdo da matematica a problemas realistas, através da
modelagéo.” (NCTM, 2007, p. 75).

Quando se apresenta ao aluno uma tarefa que inclui um problema com questées orientadoras da
sua investigacéo, a utilizacdo das representacdes € motivada pela sequencialidade das questdes
colocadas pelas seguintes razées, segundo Friendland e Tabach (2001): (i) familiarizagdo com a
representacdo inicial - as perguntas que tém este intuito motivam os alunos a andlise de cada
elemento do problema no seu contexto inicial, a fazer extrapolagdes ou conjeturas. Nesta fase,
muitos alunos evitam ftransitar entre as diferentes representagdes; (i) transicdo entre
representacdes - neste tipo de questdes, os alunos sédo obrigados a trabalhar com uma dada
representacdo especifica; (iii) exploragdo - os alunos sao interpelados com questées mais
complexas e abertas e espera-se que escolham o seu préprio método de representagao e definam

0 seu caminho em busca da solug&o.

As questdes reflexivas também sao um fator que influencia a utilizacdo das representagdes pelos
alunos porque permite o distanciamento das agbes realizadas anteriormente, obrigando-os a

avaliar as suas e as acoes dos outros.

Existem outras formas de representacdo menos convencionais que se tornam referéncias e em
torno dos quais os alunos podem pensar algebricamente. Sao objetos, estruturas ou processos
gue suportam e facilitam a expressdo do pensamento algébrico dos alunos, tais como sao
exemplo os diagramas. A possibilidade de utilizagao destas representacdes aumenta as hipoteses

de os alunos conseguirem estruturar o seu raciocinio, para além de facilitar a sua comunicagéo.

As representacoes e as TIC

Para beneficiar a utilizagdo da multiplicidade de representagdes, o professor pode e deve recorrer

a ambientes tecnologicamente suportados como contexto de exploracdo das tarefas que exigem
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ou beneficiam do uso destas ferramentas. O uso das tecnologias é particularmente importante na
resolucdo de problemas e na exploracdo de situagbes, casos em que os calculos e os
procedimentos de rotina ndo constituem objetivo prioritario de aprendizagem, e a atencao se deve
centrar nas condi¢cdes da situacdo, nas estratégias de resolugdo e na interpretacdo e avaliagao

dos resultados (Ponte, et al., 2007).

O recurso a computadores com software acessivel que permite obter as diversas representacdes
das fungbes € uma estratégia que o professor deve considerar uma vez que esta melhora as
oportunidades de aprendizagem dos alunos que podem tirar 0 maior proveito do que a tecnologia
permite fazer de forma correta e eficiente, como a construgdo de graficos. A medida que os
conhecimentos matematicos, a capacidade de utilizar diversas representacdes matematicas e o
acesso as tecnologias aumentam, a capacidade de estabelecer conexdes também se torna mais
eficaz e eficiente. No entanto, para que os alunos a usem deste modo, precisam de se
familiarizarem com as representagées que é comum usar nesses contextos tecnoldgicos. Pelo
facto de estas ferramentas informaticas serem dotadas da sua prépria sintaxe com significados
especificos e imprescindiveis a utilizagcdo da ferramenta, € necessario que os alunos aprendam
estas representagdes e as distingam dos objetos matematicos que estdo a manipular. (NCTM,
2007).

As representacoes no curriculo

A matematica constitui uma das maiores proezas culturais da humanidade. E a “linguagem da
ciéncia”, proporcionando meios pelos quais 0 mundo a nossa volta pode ser representado e
compreendido. As representacdes matematicas que estes alunos aprendem fornecem-lhes a
oportunidade de compreender o poder e a beleza da matematica, apetrechando-os de modo a
poderem usar as representagdes nas suas vidas pessoais, no seu local de trabalho e em estudos
futuros. Sao as experiéncias algébricas que devem permitir criar e utilizar as representacdes e
analisar e compreender padrdes, relagcoes e fungdes. A tematica matematica inclusa no programa

onde a representacao € rainha é a algebra.

Os graficos transmitem certos tipos de informagéo visual, enquanto as expressbes simbdlicas

poderao ser mais facilmente manipuladas, analisadas e transformadas.

A modelagdo matematica requer a utilizagdo de representagbes. O uso de matrizes para
representar transformagées no plano ilustra de que modo as operacdes geométricas podem ser
representadas visualmente e, ainda ser sujeitas a representacdo e manipulagdo simbdlica, de uma

maneira que ajuda os alunos a compreenderem-nas.

Quando os alunos utilizam diferentes representacdes, poderdo encontrar diferentes solugdes e
compara-las, uma vez que suportam varias formas de pensar e de manipular os objetos
matematicos. Estes podem ser mais facilmente compreendidos quando observados de diversas
perspetivas. As representagdes auxiliam e faciltam o raciocinio e sao instrumentos de

demonstragdo, uma vez que sdo usadas para analisar relagbes e para validar resolucdes
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alternativas. Além destas vantagens, ainda sustentam o desenvolvimento dos conhecimentos e

estao no foco da comunicacgao.

O trabalho dos alunos com entidades cada vez mais abstratas (fungdes, matrizes e equagdes)
intensifica-se a partir do 9.2 ano, pelo que a utilizagcao de diferentes representagdes destes objetos
€ um meio para que reconhegam estruturas matematicas comuns nos varios contextos. Segundo o
NCTM (2007), estes alunos deverdo ser capazes de criar e interpretar modelos de fendbmenos
mais complexos obtidos de diferentes contextos, identificando as caracteristicas essenciais de

cada situacao e apresentando representacdes que traduzam as relacdes existentes entre essas.

Neste sentido, o NCTM (2007) recomenda que os professores deverao iniciar os alunos nas
representacdes mateméaticas convencionais e ajuda-los a utilizarem-nas eficazmente, recorrendo
as representagbes pessoais e idiossincraticas dos mesmos, sempre que necessario. Na utilizacao
de diversas representagdes dos mesmos objetos podem distinguir-se informagdes distintas, pelo
que o professor deverda realcar os procedimentos inerentes destas representagdes e destacar a
importancia da selecdo de determinada representacdo consoante a especificidade da tarefa.
Portanto, uma parte do papel do professor consiste em ajudar os alunos a associar as suas
imagens pessoais a representagdes mais convencionais. As representagcdes geradas pelos alunos

sao ferramentas preciosas para observar o pensamento dos alunos.
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A folha de calculo e o pensamento algébrico

As tecnologias na aprendizagem da Matematica

Na década de 60 do séc. XX, ainda quando os computadores eram muito raros, dispendiosos e
complicados de operar, surgiram as primeiras experiéncias de utilizagédo das TIC no ensino da
Matematica. Apds algumas investigacées no Ensino Assistido por Computador, concluiu-se que
esta modalidade ficava muito aquém dos objetivos no que se refere a transmissdo de
conhecimentos e ao desenvolvimento de capacidades especificas, tal como se revelava
desenquadrada dos objetivos do ensino da Matematica definidos nos anos 80, que valorizavam

outros aspetos ligados a resolugao de problemas, raciocinio e comunicacgao.

Entretanto, nos anos 70 deste mesmo século, surgem no ensino da matematica as calculadoras
qgue foram vistas com muita desconfianca e provocaram fortes reagdes de rejeigdo, uma vez que
pais e professores pensavam que 0s alunos ndo desenvolveriam destrezas de célculo e a sua
aprendizagem ficaria prejudicada. Até que se chegou a um ponto em que se comegou a tirar
melhor partido desta ferramenta em atividades de natureza investigativa, na resolucdo de
problemas, na introducdo de conceitos matematicos e em atividades que desenvolvem o célculo
mental. Deste modo, a calculadora também veio facilitar a criagdo de uma melhor relagdo dos
alunos com a Matemética, sendo uma ferramenta com muitas potencialidades na promogao de

uma melhor aprendizagem desta disciplina.

Em simultdneo, o aparecimento dos computadores a precos acessiveis e 0 surgimento das
ferramentas informaticas (folha de célculo, software de processamento de texto e de graficos e,
posteriormente, software especifico para o ensino da matematica) levaram a sua vulgarizagéo na
sociedade. Sendo visto como um elemento de progresso, a introdugdo do computador na escola
foi bem encarada pelos educadores e pela opinido publica em geral (Ponte & Canavarro, 1997).
Neste sentido, muitos professores entusiastas desta modalidade de ensino introduzem o
computador na escola e na sala de aula como uma ferramenta de trabalho, apesar dos muitos
fatores adversos como sao a falta de recursos informaticos e as deficientes condicées de trabalho.
De todas as experiéncias realizadas ao longo dos anos, verificou-se que os alunos envolvidos
melhoraram a sua relagdo com a matematica e criaram uma maior predisposicdo para a
aprendizagem. Este instrumento de progresso também levou a que os professores fizessem
diferentes abordagens dos conteldos programaticos, adotassem diferentes metodologias de
trabalho e reequacionassem o seu papel e o dos alunos no processo de ensino aprendizagem da
Matematica.

Assim, Ponte (1995) diz que a utilizacdo da calculadora e do computador em sala de aula tem

expressivas influéncias relativamente aos objetivos e as formas de trabalho:

“imp0e a relativizagdo da importancia das competéncias de céalculo e de simples manipulagédo simbdlica,
uma vez que o célculo numérico e algébrico sédo realizados de forma mais eficiente pelas maquinas,
que, neste dominio, superam o ser humano em rapidez e rigor; incentiva o investimento no

desenvolvimento de capacidades intelectuais de ordem mais elevada, como o raciocinio, a resolugédo de
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problemas e a capacidade critica, que se situam para além do célculo e da compreenséo de conceitos e
relagbes matematicas simples; valoriza o papel da linguagem grafica e de novas formas de
representagdo, uma vez que as representagdes multiplas que as maquinas proporcionam, com especial
destaque para a gréafica, permitem outras abordagens as situagbes matematicas, para além dos
processos formais de cunho algébrico ou analitico; promove a realizagdo de projetos e de atividades de
modelagéo, de investigacdo e exploragdo pelos alunos, como parte fundamental da sua experiéncia
matematica; possibilita o envolvimento dos alunos em atividade matematica intensa e significativa,
favorecendo o desenvolvimento de atitudes positivas em relagéo a disciplina e uma viséo mais préxima

da sua verdadeira natureza.”(p.4)

Ponte e Canavarro (1997) também defendem que a utilizagdo das TIC no ensino da Matematica
pode contribuir para tornar a disciplina mais acessivel aos alunos. Em relagdo aos valores e
atitudes, despertam curiosidade e gosto pela aprendizagem, uma vez que proporcionam a criagao
de contextos de aprendizagem ricos e estimulantes. No que diz respeito a confianca, a autonomia
€ ao espirito de tolerancia e cooperagao sdo promovidas pelo papel mais ativo na sala de aula que
desempenham com as TIC, pois é-lhes dada a possibilidade de realizarem atividades de
investigacdo, formular e testar as préprias conjeturas, de discutir estratégias e comunicar

matematicamente.

Com as TIC consegue-se desenvolver as capacidades relacionadas com o raciocinio matematico
sem que se fique apenas pela énfase dada a aprendizagem das técnicas. A tecnologia favorece o
desenvolvimento: (i) do raciocinio estratégico (com a possibilidade de apresentar diversas
experiéncias de exploragao, investigacéo e de resolugédo de problemas); (ii) do espirito critico, uma
vez que é estimulado com a avaliagado da razoabilidade dos resultados fornecidos pela tecnologia;
(iii) da capacidade de resolugdo de problemas (alargam a possibilidade de trabalho com muitas
situacdes); (iv) da capacidade de utilizar a Matematica na interpretagcéo e intervengdo no mundo
gue nos rodeia (facilitam o uso da Matematica como uma ferramenta para melhor compreender e
até intervir no mundo, contribuindo para a formacado de cidadaos informados e esclarecidos com

maior poder matematico) (Ponte & Canavarro, 1997).

“Se a calculadora relativiza a importancia do célculo numérico, o computador, por seu lado,
relativiza a importéncia do célculo algébrico.” (Ponte & Canavarro, 1997). Stacey e Chick (2004)
tém uma opiniao que vai ao encontro do que Ponte e Canavarro afirmam, referindo que com a
evolucao da tecnologia, o ensino da algebra € alterado uma vez que permite desenvolver novos
métodos de resolugdo de problemas e, por isso, 0 que anteriormente era valorizado, agora nao
pode ser. Calculos complexos podem ser efetuados com maior rapidez e correcdo, diminuindo-se
a importancia de aspetos mecanicos centrais no ensino da Matematica (por exemplo, a resolugao
de equagdes, inequacgdes e temas associados as fungdes) tal como as manipulagdes simbdlicas.
Também as capacidades graficas obrigam a uma nova abordagem das fungbes, valorizando

aspetos intuitivos na constru¢do de conceitos e na respetiva formalizagao.

Mediante a introdugé@o da tecnologia nas escolas, Stacey e Chick (2004) dizem que os curriculos
de &lgebra tém que fazer face as mudangas, pois da mesma forma que 0 avanco da tecnologia

permite melhorar a aprendizagem da éalgebra sem que se alterem os curriculos, também os
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educadores tém de se certificar que estas novas oportunidades sado utilizadas para melhorar os

resultados dos alunos.

No que se refere & tecnologia, os dois programas mais usados na Algebra sdo a folha de calculo
(como o Excel) e os programas de calculo simbélico (como o Derive). A FC é um software dirigido
para a manipulagdo de dados e foi desenvolvido como uma ferramenta de contabilidade e € das
mais utilizadas em diferentes contextos profissionais. Os dados estdo organizados em “células” e
algumas podem ser definidas em funcdo de outras, tais que, essas alteragdes provocam
mudangas automaticamente nas células anteriores. A folha de célculo é relativamente simples de
aprender, mas usa uma representagao um pouco distante da habitual na matematica escolar. Esta
ferramenta requer do utilizador a capacidade de identificar relacdes e padrdes entre os dados que
se pretendem representar na FC. Os programas de calculo simbdlico envolvem uma
aprendizagem mais demorada e, possivelmente, sé comecam a ter verdadeiro interesse numa
fase avancada da aprendizagem da algebra por parte dos alunos. Quando esta ferramenta é
utilizada no processo de ensino aprendizagem da matematica, as relagbes sdo modeladas
utilizando regras que descrevem as relacées no modelo. De acordo com Pea (1985), citado por
Leung (2004), “a FC € um exemplo de uma tecnologia cognitiva que amplia e reorganiza o
funcionamento mental”. Como diz Rojano (1996), entre outros investigadores, esta ferramenta é
um intermediario entre as linguagens natural e algébrica, defendendo que capacita os alunos a
fazerem a transi¢cdo da representacdo numérica ou verbal para a simbdlica, ou seja, do particular
para o geral, do conhecido para o desconhecido e da intuicdo para a abstragdo. Em alguns
estudos verificou-se que os alunos que trabalham com a FC na aritmética ou na iniciacdo a
algebra tém uma maior capacidade de comunicacao e interessantes estratégias de resolugédo de
problemas. Ponte e Canavarro acreditam que a FC pode contribuir para que as aprendizagens se
tornem mais significativas como é o caso da Algebra com a qual se liga mais facilmente (Ponte &
Canavarro, 1997). Também o NCTM (2007) destaca a grande importancia do recurso a tecnologia,
uma vez que esta permite produzir gréficos de fungdes, operar simbolicamente e fazer calculos
instantdneos com grandes quantidades de informagao. Para que haja eficiéncia no trabalho com a
tecnologia, é indicado que os alunos comecem por compreender 0s conceitos algébricos, a
estrutura e os principios que regulam a manipulagdo simbdlica e, s6 depois, aprendam a
interpretar as representagdes usadas pelos instrumentos tecnologicos. Desta forma, o uso da FC
no ensino da Algebra, pode ser encarado como um apoio ao desenvolvimento do conceito de

variavel e a compreensao das relagdes entre variaveis.

Citado por Leung (2004), Heid (1995) defende que a utilizacdo da FC vem exigir novas visdes da
algebra escolar, pois transfere a énfase da manipulagdo simbdlica para a compreenséo concetual,
o sentido simbdlico e para a modelagdao matematica. Ou seja, 0 objetivo principal da algebra deixa
de ser a manipulagéo simbdlica e a aquisicao de um conjunto predefinido de procedimentos para a
resolucdo de um conjunto de problemas. Os alunos irdo gastar menos tempo com estas
atividades, uma vez que sao realizadas com a tecnologia. Os conceitos de variavel e de funcao
com a tecnologia sdo mais enriquecidos do que os encontrados nos manuais escolares, pois “as

varigveis realmente variam e as fungbes descrevem fendmenos reais”. As varidveis representam
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guantidades que se alteram, e a dalgebra é o estudo dessas relagbes das variagbes dessas
guantidades. Com a utilizacdo das TIC a prépria natureza da algebra pode ser modificada, pois

deixa-se de ter a certeza se o que os alunos aprendem é “aritmética simbdlica” ou “&lgebra”,

tornando-se mais turva a distincado entre as duas.

Em relacao ao uso da tecnologia no ensino da algebra, Ponte (2006) coloca algumas questdes: (i)
Quando deve ser facultado o uso da tecnologia pelos alunos?; (ii) Com que propdsito devem os
alunos usar a tecnologia para confirmar os resultados ja obtidos com métodos de papel e lapis ou

com instrumentos de exploragao?.
A tecnologia tem muitas potencialidades mas também os seus problemas.

Com a entrada da tecnologia na sala de aula, o professor dispde de uma maior diversidade de
atividades e tarefas que pode propor aos alunos e que requerem capacidades relacionadas com o
pensamento matematico: investigacdo e exploracdo; resolucdo de problemas, modelagdo e

simulagao, discussao, jogos e trabalho de projeto.

Quanto a investigacdo e exploragdo, a tecnologia permite realizar muitas experiéncias com
diversos objetos matematicos implicando a capacidade de observacdo, o espirito critico, a
formulacédo e teste de conjeturas, a criagdo de argumentagédo convincente e o desenvolvimento do

raciocinio matematico.

No que se refere a resolugdo de problemas, a tecnologia permite o desenvolvimento desta
competéncia por parte dos alunos, proporcionando novas estratégias e a resolucdo de alguns
problemas que de outro modo seria exaustivo. Com a tecnologia é possivel fazerem-se
abordagens numéricas e iterativas ou de natureza gréafica sem necessidade de calculo ou algebra,
0 que se torna relevante para os alunos com dificuldades ao nivel do célculo algébrico que néo
ficam privados de progredir na matematica. Por exemplo, a folha de célculo permite encontrar
respostas de uma forma mais simples e natural, para problemas que envolvem sequéncias
tornando a sua resolugao possivel a alunos que ainda nao estudaram este tema. A construgédo de
uma sequéncia de valores que traduz o fendmeno em estudo possibilita aos alunos uma resolugao
do problema. Os recursos tecnoldgicos ajudam também a estruturar problemas que envolvem
grandes quantidades de dados e de célculos, como é o caso de muitos dos problemas de
otimizagédo, por exemplo. Os alunos poderdo estudar diversos cenarios e explorar todas as
possibilidades da situacdo para depois decidir qual a solugdo mais aconselhavel (Ponte &

Canavarro, 1997).

Relativamente a modelagéo e simulagéo, a tecnologia permite explorar, de forma simples e eficaz,
modelos matematicos que sem ela seria inacessivel aos alunos. Para isso podem ser usados
programas de graficos de func¢des, de modelacédo, de manipulagéo simbdlica e a folha de célculo e
as situagdes podem ser tratadas com mais realismo. Com a tecnologia na sala de aula, o trabalho
com qualquer tipo de valores numéricos nao levanta obstéculos, os alunos podem identificar
quaisquer variaveis e parametros que influenciam o modelo e procurar as suas relagbes sem se

preocuparem com a manipulacdo simbdlica. A conjugacdo das multiplas representacdes
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possibilitadas pela tecnologia favorece a andlise e a interpretagdo dos resultados proporcionados
pela manipulagdo do modelo em causa. Este fator & importante uma vez que diferentes
representacdes de uma ideia destacam diferentes aspetos permitindo uma anélise mais completa
da situacdo em estudo. Ao tirar vantagem desta possibilidade, os alunos ficam livres para
experimentar diversos cendrios de uma mesma situagéo, para testar a razoabilidade do modelo,
aperfeicoa-lo, usa-lo para fazer previsdes e para tomar decisdes. Com a tecnologia, os alunos
podem construir o modelo a partir de um conjunto de dados, solicitar a tecnologia que encontre o
modelo que melhor se ajusta a um conjunto de dados e explorar uma situacdo usando para isso

uma simulagéo previamente programada (Ponte & Canavarro, 1997).

“A utilizacdo do computador e da calculadora proporcionam um ambiente de trabalho que estimula o
desenvolvimento da discussao, que pode ocorrer entre 0s alunos num grupo de trabalho, entre diversos
grupos da turma, ou entre a turma inteira e o professor.” (Ponte & Canavarro, 1997, p. 12)

O trabalho de grupo com a tecnologia é favoravel ao surgimento de oportunidades de discussao e
comunicacao e contribui para o desenvolvimento do espirito de cooperacao entre os alunos, pois a
estratégia de resolugédo deve ser definida por todos os elementos do grupo antes de passarem a
utilizagdo da tecnologia. Esta torna viadvel a exploragdo de alternativas e os resultados obtidos

devem ser interpretados para se chegar a uma conclusao comum.

Também a interacdo entre os diferentes grupos da turma é promovida e estas discussdes servem
para criar consensos, construir generalizagbes, visar a exploracdo de ideias interessantes e

aprofundar alguma ideia ou nogdo matematica.

A utilizagdo dos jogos no ensino da Matemética é também favorecida pela tecnologia. Esta
possibilita a criacdo de jogos de diversos tipos que motivam os alunos e que permitem o

desenvolvimento de importantes ideias matematicas.

As TIC contribuem para facilitar e melhorar a qualidade do trabalho de projeto podendo ter um
papel decisivo na concretizagdo de parte ou da totalidade das tarefas do projeto, auxiliando quer
na obtencdo de informagado, no estudo estatistico de uma situacdo, na modelagdo de um

determinado fenémeno, na exploracdo de uma ideia ou na apresentagao de resultados.

A folha de calculo na resolucao de problemas algébricos

Fey (1991) refere que o desenvolvimento do conceito de variavel pelos alunos pode ser promovido
significativamente pela utilizagdo da folha de calculo na construgdo de modelos mateméticos
(Ponte & Canavarro, 1997). Segundo Sutherland (1994), o co6digo algébrico da FC suporta a
formulagdo e implementacado das relagbes necessarias para a resolugdo dos problemas. Este
cédigo é o primeiro meio de expressdo das ideias matematicas dos alunos; sé depois é que
conseguirao expressa-las em linguagem formal da matematica. Com a utilizagéo da FC, os alunos
compreenderdo a utilidade e a importancia da notagao formal algébrica, pois o funcionamento

desta ferramenta baseado em células e em férmulas onde intervém células, estimula os alunos a
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pensar em variaveis e em expressdes compostas pelas mesmas, justificando assim a importancia

da utilizagédo de notacao especifica.

Nesta linha de pensamento e, acreditando e observando evidéncias de que os ambientes
computacionais podem ajudar a superar as dificuldades e a resisténcia ao simbolismo algébrico,
Rojano (1996) desenvolveu alguns projetos de investigagdo ligados ao desenvolvimento da
Algebra em ambientes de folha de calculo que foram motivados pela constatacdo das dificuldades
dos alunos na utilizagcdo de métodos algébricos aquando a resolugcdo de problemas. Esta
investigadora tomou como ponto de partida algumas perspetivas histéricas do pensamento
algébrico que passam por: (i) o risco de se dar énfase a uma Algebra apenas sintatica e
manipulativa sem prévia construgao de significados para os simbolos algébricos; (ii) a importancia
de trabalhar com problemas que desafiem o conhecimento adquirido pelos alunos; (iii) a
importancia de ndo negar o conhecimento prévio dos alunos e os seus métodos e competéncias,
por mais primitivos e informais que sejam. Esta ultima ideia é utilizada quando as estratégias dos
alunos sdo o ponto de partida para aprenderem a sistematizar e a generalizar os métodos de

resolucdo de problemas.

J& em 1994, Dettori descreveu a sua experiéncia com a FC na aprendizagem da algebra. Ela
introduziu esta ferramenta como um recurso para resolver problemas que envolviam muitos
céalculos e que relacionavam os dados iniciais com os resultados intermédios, com o intuito de
obter as solugbes do problema pela analise dos resultados numéricos apresentados. Esta
investigadora considera que os conceitos de variavel e fungcdo sdo os apropriados para a

ambientacdo a FC na resolucao de problemas onde estédo envolvidos.

No entanto, Dettori, Lemut e Netchitailova (1994) alertaram que antes de fazer uma analise do
desempenho dos alunos na resolugdo de problemas algébricos é imprescindivel compreender

bem o que é a algebra e que algebra se encontra embutida num ambiente de folha de calculo.

Compreender a algebra em si, implica analisar a relagdo entre a aritmética e a algebra, as suas
principais fungbes e a relagdo da éalgebra e da é&lgebra escolar. Compreender que algebra se
encontra embutida num ambiente de folha de célculo implica pensar nos objetos algébricos e nos
seus correspondentes utilizados na folha de calculo, no pensamento algébrico e no pensamento

na FC, nos métodos de resolugao algébrica e nos métodos de resolugao da FC.

Por isso, Ponte e Canavarro deixam algumas questdes: (1) qual &, para os alunos, a natureza de
um célula?; (2) a interagdo com a folha de calculo promove a generalizagao? (3) como se transfere

a notacao da folha de célculo para a notagao matematica tradicional algébrica?.

Com o intuito de se tentar dar resposta a estas perguntas, Dettori (1994) e Rojano (1996)
explicaram como decorreram as experiéncias no ensino da algebra com a FC na resolucao de

problemas.

Na investigacao de Dettori (1994), durante a realizagéo da tarefa, os alunos foram estimulados a

construir uma tabela na FC com base nas suas experiéncias de construgio de tabelas com papel
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e lapis. Para iniciarem a resolugao dos problemas propostos, os alunos comegaram por fazer uma
tabela de duas colunas, pedindo ao computador para calcular o valor das expressoes algébricas
por eles introduzidas (ou seja, as chamadas férmulas, usando a linguagem desta ferramenta),
utilizando o enderego da célula ao invés de um numero, situagao que teve de ser motivada pelos
professores. Este facto de associar um nome aquilo que é um numero é muito importante, uma
vez que, apesar de ainda longe do conceito de variavel algébrica, este é o primeiro passo dado em
direcéo a possibilidade de fazer representacdes simbdlicas de quantidades numéricas. Apds este
passo, é necessario completar a tabela com o numero de casos pretendidos, o que requer a
automatizagdo da tabela. Este processo pode ser realizado de diversos modos nas diferentes
colunas da tabela: na primeira coluna, os alunos sabem quais 0s niumeros a obter e, por isso, é
necessario encontrar explicitamente a relagcdo entre os mesmos; na segunda coluna, os alunos
sabem quais as operacdes que necessitam de realizar, mas ndo sabem 0s numeros que vao
obter. Quando os alunos passam por estas fases obtém uma tabela numérica (s6 se vém
ndameros) que corresponde a tabela de relagdes funcionais (na qual se podem visualizar as
formulas). A primeira tabela é a criada pelos discentes depois de escreveram as férmulas ou
fazerem “Copy Paste”; a segunda ndo é, geralmente, utilizada pelos alunos, mas deve ser
solicitada pelo professor para facilitar a visualizagdo e percecdo do conjunto das relagbes
funcionais que ligam os dados do problema as células da FC.

Dettori real¢a que os nomes das células da primeira coluna da tabela ndo sao varidveis algébricas,
mas representam numeros produzidos por calculos iterativos e que no sistema de referéncia “A1”,
em cada coluna apenas uma férmula é copiada embora aparegam diferentes expressoes, pelo que
considera as férmulas da segunda coluna apenas como expressdes aritméticas. Esta
investigadora ainda destaca que uma férmula ou um conjunto de férmulas numa FC assume um
significado apenas operativo se se referirem a valores numéricos explicitamente expressos,

enquanto que na Algebra, uma férmula tem um significado por si s6.

Neste ambientes, Rojano (1996) também ensinou os alunos a fazerem uma abordagem algébrica
da FC uma vez que a sua utilizagdo envolvia a resolugdo de problemas usando estratégias
algébricas. Isto é, utilizando estratégias em que o aluno trabalha a partir do desconhecido ou de
uma incégnita e trabalha com ela para encontrar a solugdo do problema. Assim, na FC o
desconhecido é representado por uma célula (é como se fosse a incognita de uma estratégia
algébrica); outras relagbes matematicas sao expressas em funcdo do desconhecido; quando o
problema esta representado em linguagem simbolica da FC, os alunos podem variar o
desconhecido e copiar as regras ou alterar o numero da célula que o representa (com papel e
lapis, corresponderia a resolucdo de equagdes); a formula introduzida na FC gera imediatamente

um numero, apesar de o utilizador poder querer fazer aparecer a formula.

Desta forma, Rojano (1996) concluiu que o recurso a FC proporciona aos alunos um ambiente de
trabalho agradavel e estimulante na resolucdo de word problems. Estes sdo designados pela
investigadora, por problemas de palavras que pressupdem representar a incognita através de uma

célula, exprimir o problema em termos dessa incégnita e fazer variar a incognita para encontrar a
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solugédo. Segundo as suas investigagoes, este software pode favorecer uma maior compreensao
das relagbes de dependéncia entre variaveis; podem ser feitas as tentativas que forem
necessarias verificando a sua solucao e estratégia (introduzir a regra, replica-la,...) sem qualquer
julgamento e sem precisarem de ajuda de outros; os alunos podem progredir mais algebricamente
no sentido em que desenvolvem a capacidade de definir estratégias; tomam consciéncia do papel
da varidvel na resolugéo de problemas e da sua escolha, da relacao de interdependéncia entre as
variaveis (desconhecidos) e do trabalho com quantidades desconhecidas a fim de encontrar o
valor numérico que da resposta ao problema, sendo a base da diferenca entre a variacdo do
desconhecido na FC e a estratégia informal de tentativa e erro baseada numa experiéncia
numérica no mundo da aritmética.

Para Dettori (1994), o professor tem um papel fundamental em ajudar os alunos a abstrairem-se
da estrutura comum das expressdes numéricas calculadas de modo a obterem a expresséo geral
gue ndo pode ser imediatamente utilizada na FC, mas que é um primeiro passo em direcdo a
modelacao algébrica do problema. Deste modo, a FC oferece ao professor a oportunidade de
introduzir o processo de abstragdo da modelacdo algébrica que, no entanto, necessita de ser
desenvolvida, auxiliando-se da funcao da folha de calculo “visualizar todas as férmulas”. Assim,
para que se registe o desenvolvimento do pensamento algébrico, é imprescindivel uma
intervencdo mais aprofundada do professor para com os seus alunos; é necessario existir uma
estimulacdo a generalizagdo da estratégia de resolucdo dos problemas. Com este trabalho

frequente, os alunos conseguirdo estender a estratégia a outros semelhantes.

A recolha de evidéncias na investigacdo de Rojano (1996) é iniciada com dois problemas que
visavam o encorajamento dos alunos a fazerem a passagem do pensamento sobre um objeto
especifico para um genérico. SO posteriormente é que os alunos trabalharam com word problems;
inicialmente, sentiram dificuldades em aceitar a ideia de trabalharem com o genérico
(desconhecido), para o qual tiveram de criar estratégias que podem passar por calcular uma

aproximagao a variavel, escrevendo um numero numa célula que representa essa variavel.

Assim, Rojano diz que na primeira fase da investiga¢gdo em que os alunos tomaram contacto com
a FC, a maioria dos alunos nao raciocinou espontaneamente em relagdo a procura da formula
geral, tendo havido necessidade de os orientar. O ambiente da FC ajudou os alunos a passarem
do especifico para o geral, quer em termos de variavel quer das relagbes matematicas expressas
nos problemas. De entre as estratégias definidas por estes alunos existem as informais nao
algébricas (em que o aluno trabalha do conhecido para o desconhecido), que coincidem com as
dos alunos menos motivados e mais resistentes em utilizar métodos algébricos e simbolismo e, as
que revelam uma maior aproximacao algébrica. Nesta ultima situa¢do, os alunos comegam a
utilizar a FC para expressar as suas ideias mais imaturas e validar as suas conjeturas, vendo esta
ferramenta muito Gtil na resolug@o dos problemas. Rojano concluiu que os alunos progrediram no
sentido em que comegaram a proceder mais algebricamente: tomaram consciéncia da relagao
interdependente entre varidveis e sentiram a necessidade de escolher uma variavel para variar e

de trabalhar com uma determinada quantidade de modo a encontrar o seu valor numeérico
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mediante as condi¢cdes do problema. Estas caracteristicas sdo aquelas que marcam a diferenca
entre a relagdo da variavel num ambiente de FC e a estratégia informal de tentativa e erro

baseada na experiéncia numérica da Aritmética.

Todas as fases de utilizacdo da FC para resolver problemas evidenciaram algumas das
potencialidades da FC como facilitadora de manipulagdo de grandes quantidades de numeros e

férmulas, com realce para os aspetos dindmicos e automéatica atualizagao dos calculos.

Rojano (1996) afirma que é muito importante propor aos alunos a resolugdo de problemas no
ensino da algebra como um ponto de partida e ndo como um fim, sugerindo que se considerem os
processos de mudanga que intervém na passagem do pensamento aritmético para o pensamento
algébrico. A investigadora apela a reflexdo sobre a forma como a algebra é ensinada e sobre o
papel que a resolugdo de problemas tem no desenvolvimento do pensamento algébrico,
defendendo a possibilidade de iniciar os alunos na algebra com este tipo de atividades e assim
poder recuperar estratégias pré-algébricas e métodos informais dos alunos. Também Dettori
(1994), ao referir-se a resolugdo de problemas algébricos comenta que resolvé-los ndo tem como
principal intuito encontrar a sua solugdo mas sim aprender a utilizar as ferramentas algébricas. Por
exemplo, a estratégia de tentativa e erro pode ser evocada pela variagdo da variavel na FC.
Segundo Dettori (1994), existe uma relagdo dialética entre duas componentes do Pensamento
Algébrico: a puramente sintatica, que diz respeito ao desenvolvimento da manipulagéo algébrica, e
a semantica que se refere a sua utilizagdo na modelagédo e resolucdo de problemas. Ambas
evoluem a par, cujos pormenores sao observados ao nivel do pensamento individual e ao nivel

histérico da evolucao.

Potencialidades e limitacdes da folha de calculo na aprendizagem da Algebra

Qualquer experiéncia desenvolvida em sala de aula com recurso a qualquer software requer um

periodo de familiarizagdo com o mesmo.

A FC é um software que nao requer o conhecimento de uma linguagem de programacéao. Esta
ferramenta utiliza-se para mostrar um conjunto de valores e as suas relagbes em qualquer
problema ou conteldo numericamente. Identificando os valores e desenvolvendo férmulas que os
relacionem, ajudam os alunos a compreender os algoritmos usados na sua comparacao e 0s
modelos matematicos usados para descrever contelidos. Com a utilizagcdo da FC, os alunos ficam
mais disponiveis para desenvolverem os métodos de resolugdo dos problemas e o seu
desempenho melhorou por terem sido libertados de calculos e manipulagdes algébricas e por

serem capazes de dar significado as situagdes problematicas (Leung, 2004).

Para Dettori (1994), com a utilizagdo da FC corre-se o risco de manter os alunos afastados do
raciocinio de um modo declarativo, o que pode ser, parcialmente evitado usando a fungéo da FC
“visualizar férmulas” quando se escrevem as relagdes funcionais entre os dados e os resultados

parciais.
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Também refere que a operacao “Copy Paste” pode dar origem a problemas, dado que apés a
modificacdo de uma férmula todas as restantes células em que a formula foi previamente copiada
permanecem inalteradas. Desta forma, torna a FC propensa a erros, uma vez que o utilizador tem

que voltar a copiar as férmulas modificadas ao longo da tabela.

A utilizacdo da FC pode ajudar a aproximar os alunos da éalgebra como a distanciar-se dela. A

diferenca esté na sabia intervencéo do professor.

Existem alguns efeitos enganosos cuja origem pode ser o uso descontrolado desta ferramenta,
tais como: (i) o reforco de aspetos aritméticos na resolugdo do problema; (i) o retardar da
necessaria quebra concetual entre a aritmética e a algebra; (iii) a penalizacdo do esforco dos
alunos na generalizagdo dos problemas e na definicdo das variaveis; (iv) a procura de solucdes
dos problemas considerando apenas as tabelas numéricas; (v) a ativacdo de estratégias de
pensamento que sao essencialmente casuais ou focadas em tentativa e erro. Estas sao
consequéncias que advém pelo facto de a FC lidar essencialmente com nimeros ou enderecos de
numeros e fungdes; de nenhuma variavel algébrica ou relagéo poder ser diretamente manipulada
pela FC, sendo feitas apenas atribuicoes as mesmas. O mais importante do conhecimento
algébrico (do texto as equacgdes, das equagdes a sua resolucao através da manipulagdo simbdlica,
do desconhecido (incégnita) ao conhecido) ndo estd realmente envolvido nas estratégias de
resolugéo de problemas com a FC nem existe a possibilidade de uma representacao algébrica

completa do problema a solucionar (Dettori, et al., 1994).

Uma importante metodologia de sala de aula sdao a criagdo de momentos para confronto de
resultados e discussdo de estratégias que podem levar a erréneas interpretagbes matematicas
guando é baseada em apenas tabelas criadas na FC. Uma comparacao entre pares de resultados
calculados pode ser assumida como uma metodologia correta com o intuito de estabelecer uma
equivaléncia de relagdo, mas pode levar os alunos a pensar que € inutil concentrar a sua atengao
na fungao transformadora da algebra, afastando-os da esséncia do equivalente algébrico que € a
possibilidade de transformar uma equagédo ou férmula noutra com base em regras precisas e

relacdes semanticas.

Com a utilizagdo da FC, o processo de modelagdo é ativado mas a construgdo do modelo é
apenas parcialmente algébrico e ndo exige qualquer manipulagédo algébrica. No entanto, Dettori et
al (1994) enfatizam que uma orientagdo atenta do professor podera atingir efeitos positivos de
natureza cognitiva e metacognitiva, que passam por (i) introduzir o conceito de variavel através de
um processo de abstracéo; (ii) distinguir entre variaveis e parametros; (iii) aprender a sintetizar
funcdes e férmulas que expressam relagdes entre as quantidades envolvidas num dado problema
que representa a construgdo de blocos de modelos algébricos; (iv) generalizar a estratégia de
resolugdo de um dado problema a outros do mesmo tipo; (v) introduzir o conceito de célculo
aproximado; (vi) introduzir o conceito de solugdo de uma equacgao apesar de nunca escrever ou
resolver nenhuma; (vii) discutir sobre as diversas naturezas de diferentes ambientes de resolucao

para um mesmo problema, tais como, a aritmética, a algebra ou a FC.
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Segundo Dettori (1994), com a utilizacdo da FC pretende-se tornar os alunos conscientes da
relacdo entre a aritmética e a algebra e, em simultaneo, que aprendam algumas das principais
funcbes da é&lgebra, desenvolvendo competéncias algébricas. Da sua experiéncia, refere que o
potencial da FC para aprender algebra é explorado quando o professor conduz os alunos a uma
reflexdo sobre as diferentes formas de resolver um problema e ndo apenas quando os alunos
resolvem simplesmente o problema com a FC. Este trabalho é imprescindivel porque em ambiente
de FC, as estratégias de resolugcdo de problemas algébricos ndo sdo de natureza algébrica. No
entanto, os alunos quando utilizam a FC podem reforgcar as suas competéncias algébricas
enquanto comparam diferentes metodologias de resolugdo de um problema - uma atividade

metacognitiva.

Assim, o papel do professor continua a ser essencial quando também se trabalha em ambientes
de FC. Este tem de conduzir os alunos a abstrairem-se do conceito de variavel algébrica (ausente
na FC), realgando as analogias das férmulas repetidas nas diferentes linhas de uma tabela;
mostrar aos alunos a forma de sintetizar equacdes que representam um problema, baseadas nas
férmulas usadas na FC e nos valores diretamente apresentados por elas; consciencializar os
discentes da diversidade de significados do operador “=” na FC e na Algebra - atribuicdo de um
valor versus relagdo (sem esta distingao, a utilizacdo da FC pode ser enganadora) e introduzir a

generalizagédo de problemas quando distingue variavel e parametro.

Segundo Leung (2004), as ferramentas TIC sdo caracterizadas essencialmente por: (i) eficiéncia
na manipulacdo matematica e comunicagao; (ii) diversas representacdes matematicas e, em
especial, no acoplamento eficaz da representagao visual com outras formas de representacéo e,

(iii) a interatividade proporcionada entre o aluno e a matematica.

Deste modo, as TIC sdo um elemento fundamental na mudanga cultural e ndo sdo apenas mais
uma ferramenta que pode ser utilizada no processo de ensino e aprendizagem da matematica.
Como Kaput (1999) disse, "o computador anuncia um novo tipo de cultura - uma cultura virtual -
que difere fundamentalmente das formas culturais anteriores. Nao s6 existe uma nova
infraestrutura de representacdo, mas também uma exteriorizagao (a partir da mente humana) do
processamento algoritmico geral." (Leung, 2004). Uma ferramenta TIC é, além de um artefacto,

um esquema cognitivo.

Inspirados no projeto de Rojano (1996), Ponte desenvolveu em Portugal uma experiéncia com a
FC com a qual Ihe permitiu identificar algumas potencialidades desta ferramenta, mas também

algumas dificuldades (Ponte, et al., 2006). Ponte diz que:

“(...) esta experiéncia evidencia diversas potencialidades educacionais da folha de calculo e da
tecnologia em geral, nomeadamente: libertar o estudante dos céalculos numéricos e das manipulagdes
algébricas repetitivas, permitindo maior concentragdo no desenvolvimento concetual; possibilitar a
expansdo dos dominios concetuais da Algebra que podem ser adquiridos em cada nivel; criar um
interface natural entre o mundo dos ntimeros e o da Algebra; possibilitar representagdes graficas ricas;
proporcionar ambientes de trabalho em que a utilizagdo da Algebra surge como um procedimento
normal, e ndo como uma exigéncia arbitraria na resolugao de problemas significativos. (...) o software,
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nao faz julgamentos, e os alunos podem fazer tantas tentativas quantas queiram na procura da solugéo,
sem que fique qualquer rasto e sem a reprovagao do professor.” (Ponte, et al., 2006, p.331)

Ponte refere que estas potencialidades sdo uma consequéncia natural de varios fatores
relacionados com as vivéncias dos alunos e, por isso, os alunos tendem a compreender as
potencialidades da tecnologia, movimentando-se com facilidade num ambiente que consideram

apelativo e manuseando ferramentas com que se sentem confortaveis.

Mas este investigador realca que nao sao s6 potencialidades aquando a utilizacdo da FC no
ensino da algebra. De um modo generalizado, realga os problemas logisticos que caracterizam as
escolas portuguesas e mais quatro que considera como sendo “grandes dificuldades”, que passo a
nomear: (i) dominio dos professores em relacdo a tecnologia (dotados de caracteristicas
diferentes, tém que proceder a uma escolha da tarefa de acordo com os objetivos que pretendem
atingir e tém que ter flexibilidade para acompanhar diferentes percursos desenvolvidos pelos
alunos); (i) a gestdo do ambiente de ensino-aprendizagem na sala de aula com o computador que
proporciona novas interacbes (o professor tera de se adaptar a este novo ambiente, as
especificidades da sua sala de aula e aos seus proprios objetivos, controlando o processo de
aprendizagem, os seus resultados e os significados que os alunos sdo supostos construir neste
ambiente); (iii) a possivel criacdo de desigualdade de oportunidades (nem todos os alunos tém
computador em casa ou estdo familiarizados com 0 seu manuseamento); (iv) a transposi¢éo da

linguagem da FC para o formalismo algébrico.

Deste modo, Ponte conclui que a utilizacao da FC deve acontecer em momento oportuno, ser bem
planeada, com objetivos bem definidos e apoiar-se em tarefas criteriosamente selecionadas, de
modo a facilitar a promocao do espirito critico dos alunos e o desenvolvimento da sua
autoconfianca na resolucdo de problemas (Ponte, et al., 2006). A utilizacdo educativa da
tecnologia passa pelos professores que tém de reformular métodos de ensino, desenvolver

atividades adequadas e alterar o seu papel na sala de aula.

Como concluem Ponte e Canavarro (1997), as novas tecnologias parecem favorecer (i) a vivéncia
de uma atividade matematica mais significativa, na qual ha lugar a resolugdo de problemas, a
investigacao e experimentagao, a formulacédo e teste de conjeturas, a produgédo de conhecimento
matematico por parte dos alunos; (ii) uma abordagem conceptual compreensiva, possibilitando o
aprofundamento de conceitos e ideias matematicas de outra forma inacessiveis aos alunos; (iii)
uma maior énfase no desenvolvimento de capacidades de nivel cognitivo elevado, como a

resolugéo de problemas; (iv) a melhoria geral das atitudes face a Matematica.
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Capitulo llI

Metodologia

No presente capitulo, apresenta-se e justifica-se a metodologia utilizada durante o decurso da
presente investigacdo, elabora-se a caracterizagdo do contexto de investigagdo (da escola, da
turma onde se desenvolveu a investigacéo e dos grupos de alunos que constituiram os estudos de

caso) e sao referenciadas as técnicas utilizadas na recolha de dados.

Opcoes metodoldgicas

Estudo de natureza interpretativa

Sendo o objetivo deste estudo conhecer o desempenho dos alunos com recurso a folha de célculo
na resolugdo de problemas, esta investigacdo qualitativa baseia-se na perspetiva interpretativa,
baseada na fenomenologia. Ou seja, é centrada na atividade humana que é uma experiéncia

social em que cada um vai constantemente elaborando significado (Ponte, 1994).

Neste estudo de caso interpretativo pretende-se conhecer a realidade tal como ela é vista pelos
atores que intervém diretamente. Segundo Bogdan e Biklen (1994), as diversas formas de
interpretar as experiéncias sdo acessiveis aos investigadores através da sua interacdo com os
outros quando procuram compreender o pensamento subjetivo dos participantes nos seus
estudos. Assim, o investigador tem que analisar os dados considerando também o seu préprio

ponto de vista.

Também Ponte (1994), evidencia que “neste tipo de investigacdo o principal instrumento é o
investigador, ndo havendo nada que substitua a sua perspicacia observadora, bem como a
riqueza e pertinéncia das suas perspetivas de andlise.” (p.14). A interpretagdo nao é uma questao
de aplicacdo mecéanica de instrumentos mas, a sua qualidade passa pelo reforco da

fundamentacao tedrica.

A perspetiva interpretativa € uma orientagédo tedrica que se apoia em duas grandes correntes: na
fenomenologia e no interacionismo simbélico. A primeira tem a preocupacdo em compreender 0
sentido dos acontecimentos e interacdes das pessoas ordindrias nas suas situagdes particulares.
A segunda pressupbe que a experiéncia humana é mediada pela interpretagéo (os objetos, as
situagdes e os acontecimentos ndo tém significado em si mesmos, sendo-lhes este atribuido pelas

pessoas); que 0s sentidos sdo o resultado da interagao social entre os seres humanos e que sao
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produzidos e alterados através de um processo interpretativo que cada pessoa vive
permanentemente ao lidar com os simbolos que encontra do seu dia-a-dia (Meltzer, Petras e
Reynolds (1975) citado por Ponte (1994)).

Concluindo, a investigacao do tipo interpretativo preocupa-se com os processos e as dinamicas;
depende da forma decisiva do investigador; conduz-se por indugdo, reformulando os seus
objetivos, probleméticas e instrumentos no curso do seu desenvolvimento e baseia-se numa
descricdo pormenorizada do contexto, das emogdes e das interagcdes sociais que ligam os

diversos participantes entre si (Ponte, 1994).

Investigacao de natureza qualitativa

Nesta investigacdo, de natureza qualitativa, a investigadora privilegiou a compreenséo das inter-
relagbes entre tudo o0 que existe e tratou a singularidade dos casos e contextos individuais como
importantes para a compreensao (Stake, 2009). Ou seja, em investigagbes desta natureza, o
investigador tem de prestar atengdo a cada pormenor do ambiente que o rodeia, pois tudo pode
ser importante e contribuir para uma melhor compreensao dos casos. Neste tipo de investigacao
0s investigadores sdo néo intervencionistas, ou seja, durante o trabalho de campo, procuram néo
chamar a atencéao para si proprios ou para o seu trabalho, procurando evitar situagdes especificas

para testar as suas hipoteses.

Segundo Bogdan e Biklen (1994), a investigacao qualitativa é caracterizada do seguinte modo: (1)
a fonte direta dos dados é o ambiente natural, sendo o investigador o principal instrumento; (2)
descritiva; (3) os investigadores deste tipo de estudos interessam-se mais pelo processo do que
simplesmente pelos resultados; (4) os investigadores tendem a analisar os dados de forma

indutiva; e, (5) o significado é de extrema importancia.

Quanto a primeira caracteristica, a investigadora deste estudo coincidia com a professora da
turma e, por isso, conhecia bem os participantes, efetuando a recolha de dados utilizando
equipamento tecnolégico e bloco de apontamentos e lapis, completando-os com a informagéao
obtida do contacto direto do dia-a-dia. Todos os materiais registados mecanicamente foram
revistos na sua totalidade pela investigadora. Uma vez que esta trabalhava na escola onde foi
efetuado o estudo ha ja seis anos, o contexto da investigagdo j4 era conhecido, conseguindo
assim compreender melhor as acoes dos participantes. Para Bogdan e Biklen (1994), “(...) as
acbes podem ser melhor compreendidas quando sdo observadas no seu ambiente natural de

ocorréncia.” (pp. 48).

Relativamente ao facto de ser uma investigacdo descritiva, baseia-se no facto de os dados
recolhidos serem em forma de palavras ou imagens e ndo de numeros. Por isso, os resultados
escritos contém citagdes baseadas nos dados para ilustrar e sustentar o estudo que incluem
transcri¢cdes de entrevistas, fotos, videos, documentos pessoais, relatérios de alunos, entre outros.
Assim, os dados nao sao tratados quantitativamente; a investigadora analisou-os na sua riqueza,

respeitando, tanto quanto possivel, a forma em que estes foram registados ou transcritos.
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Uma vez que compreender os processos de utilizagado da folha de calculo e a forma como ajudou
os alunos no desenvolvimento do pensamento algébrico eram os principais objetivos deste estudo,
€ assim evidenciada a terceira caracteristica desta investigacdo onde a principal preocupagao se
centra em procurar 0 “como”, 0s “porqués” e encontrar uma descrigao e interpretacao holistica dos

processos efetuados pelos alunos.

A analise dos dados é concretizada de forma indutiva, ou seja, sé a medida que os dados forem
sendo recolhidos, examinados e agrupados, é que é possivel afunilar as questbes mais

importantes do estudo.

Neste tipo de estudo, a investigadora preocupou-se com as perspetivas dos participantes no que
dizia respeito ao seu modo de proceder e pensar, questionando-os e solicitando descri¢cdes das

suas acoes e justificagdes de determinados procedimentos.

Também Stake (2009) qualifica as investigagcdes qualitativas pela observacado naturalista dos
investigadores como sendo o principal meio de conhecimento. Quando ndo conseguem ver por si
proprios, perguntam a outros intervenientes no estudo e quando existem registos formais,
debrugcam-se sobre esses documentos. No entanto, a maioria favorece a captacdo pessoal da
experiéncia para que a partir do seu envolvimento, possam interpretd-la, reconhecer os seus
contextos, meditar sobre os seus variados significados, efetuando um relato naturalista e
experiencial. Desta forma os investigadores qualitativos procuram preservar as multiplas
realidades, as diferentes perspetivas e até contraditérias do que acontece; procuram registar com
0 maijor rigor possivel as suas observacdes preocupando-se em obter a sua validagéo através de
procedimentos de triangulacdo e interpretam os significados. Deste modo, esta-se perante uma

investigacdo subjetiva que é valorizada por ser um elemento essencial da compreensédo, nao

sendo considerada sinal de imperfeigéo.

Modalidade de estudo de caso

Esta investigagdo é também caracterizada como um estudo de caso, pelas suas caracteristicas,
objetivos e natureza dos resultados finais que se prendem obter; é particularistica, descritiva,

heuristica e indutiva.

Segundo Ponte (1994), o estudo de caso é caracterizado como um estudo que visa conhecer uma
entidade bem definida (um programa, uma pessoa, uma instituicdo, um curso, uma disciplina, um
sistema educativo, uma politica ou qualquer outra unidade social) e tem como objetivo
compreender em profundidade o “como” e os “porqués” dessa entidade, evidenciando a sua
unidade e a sua identidade proprias. Assume-se como particularistica, ou seja, debruca-se sobre
uma situacao especifica que se supde ser Unica em muitos aspetos, procurando descobrir 0 que
h& nela de mais essencial e caracteristico para se poder contribuir para a compreensao global do

fenémeno de interesse.

Em estudos deste tipo, a atencdo centra-se nesse caso, que é um entre outros. Um caso, segundo

Stake (2009), é uma coisa especifica, uma coisa complexa e em funcionamento, € um sistema
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integrado. Uma crianga, um professor, um programa inovador, todas as escolas de um
determinado local, sdo exemplos de casos passiveis de estudo. Considerando esta diversidade,
Stake classifica os estudos de caso como: (i) estudo de caso intrinseco, (i) estudo de caso
instrumental e (iii) estudo de caso coletivos. No primeiro tipo, 0 caso é previamente selecionado
por existir um interesse especifico pelo mesmo pois com ele se aprende (ha um interesse
intrinseco) e também porque com ele se compreende outros casos ou um problema em geral. No
segundo, o caso € selecionado sem que haja qualquer interesse especifico por ele; o objeto de
estudo tanto poderia ser o selecionado como outro qualquer. Nestes estudos de caso ha um
problema de investigacdo, uma perplexidade, uma necessidade de compreensao global, sentindo-
se que se pode alcangar um conhecimento mais profundo se se estudar um caso particular. Nesta
situagdo, o estudo de caso tem intencao de compreender outra coisa e ndo o caso em si. Se em
vez de um caso, forem selecionados mais do que um com o mesmo fim, e existindo uma

coordenacdo entre os varios estudos individuais, esta-se perante um estudo de caso coletivos.

Mediante a descricdo anterior, a presente investigacdo classifica-se como estudo de caso
intrinseco. O caso em estudo é uma turma na qual, a investigadora observou a forma como os
alunos utilizavam a folha de calculo na resolugao de problemas algébricos. Assim, a investigadora

pretendeu alcangar mais do que apenas a compreensao da turma em especifico.

Para Ponte (1994), os estudos de caso tém um forte carater descritivo, ndo experimental e sao de
natureza empirica. Primeiro, o investigador ndo pretende alterar a situagdo, mas compreendé-la tal
como ela é, apoiando-se numa descri¢ao factual, literal, sistematica e o mais completa possivel do
objeto de estudo de forma a compreender a entidade. Segundo, recorre-se a este estudo quando
ndo se tem controlo sobre 0s acontecimentos e ndo € possivel ou desejavel manipular as
potenciais causas do comportamento dos participantes. Terceiro, 0 estudo decorre no contexto

real da entidade.

Conforme o propésito dos estudos de caso, Ponte (1994) ainda os classifica em exploratérios,
descritivos e analiticos. Os de caréater exploratério servem para obter informagéo preliminar acerca

A9

do respetivo objeto de interesse; os descritivos, pretendem descrever, ou seja, relatar “como é€” o
caso em consideragdo; e, os analiticos pretendem problematizar o seu objeto, construir ou
desenvolver uma nova teoria ou confronta-la com a ja existente. Em Educacdo Matematica cabe

qualquer um destes tipos de estudo de caso (Ponte, 1994).

Relativamente a presente investigacao, caracteriza-se como um estudo de natureza qualitativa, na

modalidade de estudo de caso instrumental, com caracteristicas descritivas e analiticas.

Nos trabalhos desta natureza, os investigadores devem ter em consideragdo questdes de ordem
ética, essencialmente relacionadas com o consentimento informado dos participantes no estudo,
bem como a manutengdo do anonimato dos mesmos. Ponderando este aspeto, antes da
realizacdo deste estudo, a investigadora solicitou autorizagdo ao Diretor do Agrupamento de
Escolas onde decorreu a investigacao, sendo-lhe facultada a informacao sobre a finalidade do
mesmo, 0s seus objetivos, o tipo de dados a recolher e a forma como se processaria essa recolha.

Foi ainda solicitada autorizagdo aos pais e encarregados de educacdo dos alunos que
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participaram na investigagado, facultando-lhes a mesma informagao que foi dada a Diregdo do
Agrupamento de Escolas. Quanto ao anonimato das entidades intervenientes no estudo, escola e

alunos, o mesmo foi sempre mantido durante todo o trabalho de investigacao.

Contexto de investigacao

Caracterizacao da escola

A investigadora desenvolveu o seu estudo numa escola basica com 2.2 e 3.2 ciclos do distrito de
Setubal, onde a propria também trabalha como professora, que € a sede de um Agrupamento de
Escolas. Esta escola recebe aproximadamente um milhar de alunos distribuidos por cerca de 40
turmas entre 0 5.2 e 0 9.2 anos de escolaridade, sendo um terco das turmas de 3.2 ciclo. Numa
maioria, 0s alunos sdo provenientes de agregados familiares com nivel socioeconémico médio-
baixo ou baixo e com nivel de escolaridade basico. Esta escola entrou em funcionamento em 1984
e, atualmente, como sede de agrupamento, integra turmas desde o Jardim de Infancia até ao 3.°

ciclo de escolaridade.

Tem um corpo docente muito estavel de cerca de 120 professores e € uma escola com recursos
educativos bastantes razoaveis, nomeadamente ao nivel da biblioteca e de salas com recursos
informaticos e tecnolégicos. Todas as salas dispdem de um projetor de video e algumas estao
equipadas com quadro interativo e um computador. Duas das salas estdo equipadas com
computadores, numa das quais funcionam as turmas dos Cursos de Educacdo e Formagao e na
outra, as aulas de TIC e de outras disciplinas, em especial as de Matematica, sempre que
requisitada pelos professores. Uma das salas funciona como Laboratério de Matematica nas quais
decorriam, maioritariamente, aulas desta disciplina. Estava equipada com quadro interativo, um

computador, projetor de video e material didatico utilizado para o ensino da Matematica.

Esta escola ingressou no Projeto MINERVA (Meios Informaticos no Ensino - Racionalizagao, e
Atualizag&o) nos finais dos anos 80 e desenvolveu varios projetos na area da integragao curricular

das tecnologias de informacédo e comunicagéo.

Também esteve integrada nos projetos “Plano de Acado para a Matematica” e “Plano da
Matematica II”, desde 2006/2007 a 2011/2012, promovidos pelo Ministério da Educacéo, durante
0s quais a escola promoveu diversas atividades com professores que os ajudavam a desenvolver
competéncias profissionais e a refletir sobre as suas praticas; foram ainda dinamizadas atividades
que promoviam o desenvolvimento das competéncias transversais da matematica nos alunos a
partir de tarefas que implicavam um trabalho estruturado em sala de aula, de atividades de
investigacdo e da participacdo em jogos quer de escola quer distritais quer nacionais e até

internacionais.

No ano letivo em que foi feita a recolha dos dados para este estudo (2011/2012), a escola

integrava o projeto pelo seu Ultimo ano, na qual todas as turmas estavam envolvidas, incluindo a
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turma na qual foi realizada a investigacdo. Esta sempre foi objeto de andlise desde o primeiro ano

do projeto “Plano da Matematica II”, do qual a investigadora era coordenadora.

Além destes projetos ligados a Matematica, neste ano letivo de 2011/2012, a escola estava
envolvida noutros projetos quer nacionais quer locais, tais como: Re/Animar a Escola, Linguagem
e Comunicagdo, Promo¢do e Educacdo para a Saude, Desporto Escolar, Plano Nacional da

Leitura e Rede de Bibliotecas Escolares e Disciplina na Escola Vivéncia Enriquecida (DEVE).

Caracterizacao da turma

A turma que constitui 0 caso em estudo foi selecionada tendo em conta os seguintes critérios:

facilidade de acesso ao caso e o contexto.

Foi uma turma de facil acesso uma vez que a investigadora era docente desta turma e ja conhecia
uma grande parte dos elementos da mesma porque tinha lecionado os 7.° e 8.2 anos a mais de
metade dos alunos nos anos transatos e o 7.° ano a uma minoria (alunos que ficaram retidos no

9.2 ano).

A turma era uma das trés turmas de 9.° ano da escola, constituida por vinte e quatro alunos, treze
do sexo feminino e 11 do sexo masculino. A idade destes alunos variava entre os catorze e 0s
dezoito anos, sendo a média das idades 14,8 anos. Seis dos alunos encontram-se a repetir 0 9.°

ano de escolaridade e ndo existem alunos com necessidades educativas especiais.

Uma vez que nesta escola, as turmas deste nivel de escolaridade usufruem de apoio com a
professora titular da turma, a investigadora pensou que esta era mais uma oportunidade de poder
realizar entrevistas aos alunos participantes sem os obrigar a estar na escola em tempos fora do
seu horario. A este apoio recorrem os alunos que se encontram a repetir 0 9.2 ano e os sinalizados
pela professora quando deteta dificuldades em determinados conteidos e/ou areas da
matematica. De um modo geral, esta turma apresenta um bom aproveitamento, existindo um
grupo de quatro a cinco alunos que se destacava com bons resultados (acima dos 90%) nos
instrumentos de avaliagdo e nas competéncias transversais da matematica. Era um grupo de
alunos interessados, empenhados e trabalhadores, embora alguns ainda revelassem dificuldades;
estavam habituados a trabalhar com a tecnologia em sala de aula desde o 7.2 ano de escolaridade
e aprenderam alguns métodos de organizagao, trabalho e de estudo impressos pela professora no
ano transato, e que mantiveram durante este ano. No final do 1.2 periodo, os resultados traduziam-
se da seguinte forma: 13% dos alunos foram avaliados com nivel dois (ndo existem alunos com
nivel um), 29% com nivel trés, 38% com nivel quatro e 21% com nivel cinco. Em meados do 2.°
periodo foi integrada na turma uma aluna natural do Brasil. No final do 3.2 periodo, um dos alunos
ficou retido ao abrigo do ponto 9, artigo 22° da Lei 39/2010 de 2 de setembro (falta de
assiduidade). No final do ano letivo o aproveitamento geral da turma desceu ligeiramente: 19%
dos alunos foram avaliados com nivel dois cujo perfil estava muito aquém do pretendido de um

aluno no final de 3.2 ciclo, 52% com nivel trés, 13% com nivel quatro e 22% com nivel cinco.
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Durante o 1.2 periodo, a turma realizou trés tarefas com recurso a applets, folha de calculo e ao
software de Geometria Dindmica GeoGebra, resultando dai os relatérios correspondentes, mas
qgue nao fazem parte deste estudo. Durante as restantes aulas até ao final do ano, a professora
manteve sempre esta metodologia de resolugao de problemas com recurso a tecnologia, aliada a
resolugdo de outros com recurso ao lapis e papel e “prevendo momentos para confronto de
resultados, discussdo de estratégias e institucionalizacdo de conceitos e representacdes

matematicas” (Ponte, et al., 2007).

Os alunos participantes: caracterizacao, opcoes e critérios de selecao

Para a realizagao da intervencao didatica, a professora organizou a turma em doze grupos de dois
elementos cada que foram criados pela docente. Para este facto, esta teve em consideragdo os
seguintes critérios: os alunos participantes no estudo integrarem os mesmos grupos de trabalho,
as diferentes capacidades e competéncias matematicas desses mesmos alunos, o empenho, o
interesse, 0 comportamento, a afinidade entre os mesmos e a responsabilidade de cumprir com o

definido no inicio do estudo.

Nos paragrafos seguintes, a investigadora apresenta uma caracterizagdo de cada um dos trés

grupos envolvidos neste estudo.

Grupo 1: Este grupo era constituido por dois alunos, um de cada sexo. O rapaz tinha um
aproveitamento razoavel, equivalente ao nivel trés; tinha sido aluno da professora no ano transato
(8.2 ano) no qual iniciou o primeiro contacto com a FC, bem como com outras ferramentas
tecnoldgicas auxiliares no processo ensino aprendizagem. Era um entusiasta com atividades do
quotidiano (por exemplo, registo de resultados de jogos e estatistica relacionados com os
mesmos) e com as tarefas propostas pela professora que solicitavam a utilizagdo de ferramentas
tecnoldgicas. A rapariga tinha um aproveitamento bom, era muito responsavel, trabalhadora,
metddica, empenhada e exigente nas aprendizagens que tinha de realizar. Foi aluna da professora
desde o 7.2 ano de escolaridade, ano em que iniciou o seu contacto com a FC e as ferramentas

tecnologicas na resolucao das tarefas.

Grupo 2: Este grupo era constituido por dois alunos com um aproveitamento razoavel, equivalente
ao nivel trés que foi resultado de um trabalho continuado desde o 8.2 ano com a mesma
professora; foi neste ano que iniciaram o primeiro contacto com a FC, bem como com outras
ferramentas tecnologicas auxiliares no processo ensino aprendizagem. Eram alunos que
participavam ativamente nas tarefas propostas e sempre que alcangavam o0s objetivos
pretendidos, revelavam grande entusiasmo e sentiam nessas conquistas uma forte vontade de

continuar a tentar.

Grupo 3: Este grupo era constituido por duas alunas. Uma delas tinha um aproveitamento
razoavel no limiar entre o nivel dois e trés e estava a repetir 0 9.2 ano de escolaridade. Ja tinha
tomado contacto com a FC no 7.2 ano com a professora titular da turma em que se insere

desenvolvendo tarefas que motivaram a utilizagdo desta ferramenta. Revelava algumas
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dificuldades em compreender os objetivos das tarefas, bem como a definicdo de estratégias de
resolugdo dos problemas e a estruturagdo do seu raciocinio. Além destes obstaculos, revelava
outros relacionados com os procedimentos e conceitos matematicos. A outra aluna, tinha um
aproveitamento bom, era responsavel, interessada e dotada de um bom raciocinio, revelando
facilidade na definicao de estratégias na resolug¢édo de problemas. Foi aluna da professora desde o

.2 ano de escolaridade, ano em que iniciou o seu contacto com a FC e as ferramentas

tecnolégicas na resolucao das tarefas.

Com qualquer um dos alunos, tal como fizeram Dettori et al (1994), a fase de familiarizagdo com a
FC foi feita na introdugéo e reforgo dos conceitos de variavel, fungoes e equagdes na resolugao de
problemas algébricos tipicos. Os alunos aprenderam inicialmente a escrever na FC uma
sequéncia de numeros naturais; relacionaram os termos de uma sequéncia do tipo afim (inclui a
linear e a constante) com as posi¢cdes desses mesmos termos, introduzindo as férmulas ou
expressdes que representavam essa relagéo; relacionavam também as diferentes representacoes
de qualquer problema que envolvia fungdes e equacdes, fazendo uma andlise paralela das

mesmas (tabela, grafico e expressodes algébricas).

A familiarizagdo com o ambiente de FC com estes alunos foi realizada de modo semelhante a que
Dettori fez na sua investigagdo. Desde o 7.° ano do ensino bésico, a professora estimulou a
utilizag@o do enderego da célula ao invés de um numero no processo de escrita das férmulas (ou
expressoes algébricas) com vista a desenvolver, nos alunos, o conceito de variavel algébrica e de
facilitar a compreenséo e a produgdo das representagbes simbdlicas de quantidades numéricas.
Como diz Dettori (1994), as formas das férmulas introduzidas mostram a capacidade de os alunos
generalizarem a aritmética que lhes é mais familiar. A dependéncia e relagdo das representacdes
tabelar e gréfica, foi outra pratica a que estes alunos também se foram compreendendo e dando
significado. Apds a resolucdo dos problemas com recurso a esta ferramenta, também era exigido
aos alunos o relato de todas as suas estratégias e conclusées, que eram discutidas,

posteriormente, com o grupo turma.

A partir da proposta de resolugédo de problemas (word problems) com recurso a FC, os alunos
foram ensinados a fazer uma aproximagao algébrica a esta ferramenta, uma vez que envolve o
trabalho do desconhecido para o conhecido. O desconhecido é representado por uma célula (que
se pode designar por solugdo algébrica) e as outras relagbes matematicas sao expressas em
funcdo deste desconhecido (a variavel). Quando o problema é expresso em linguagem simbolica
da FC, os alunos fazem variar o desconhecido quer copiando para baixo as regras quer alterando
0 numero na célula que o representa (uma aproximagao algébrica com papel e lapis seria parte da
resolugdo de uma equacao). As férmulas evidenciam os processos de resolu¢do dos alunos. No
entanto, a partir do momento em que a foérmula é introduzida na FC, um numero é
automaticamente calculado e é produzida uma tabela de valores numéricos (embora se possa

utilizar a funcao da ferramenta para tornar visivel as formulas que geram esses valores).

O trabalho que a investigadora realizou com os alunos desde que introduziu a FC no processo

ensino aprendizagem teve sempre em grande consideracdo ajudar os alunos a fazer ligacbes
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entre a FC e a sintaxe algébrica tradicional. De entre as tarefas desenvolvidas envolveram
sequéncias numéricas e geométricas (de acordo com as sugestdées do NCTM (2007)) e fungdes
(introduzir uma regra e replica-la; definir simbolicamente uma lei geral), expressdes algébricas

equivalentes, equagdes, inequacoes e word problems (Rojano, 1996).

Intervencao didatica

A intervencgéo didatica deste estudo foi realizada em temas do Programa de Matemética de 1991,
em vigor, pelo ultimo ano letivo, nesta escola que sao descritos neste ponto. Além destes, também
é feita uma referéncia a metodologia utilizada e uma andlise das tarefas utilizadas para o

desenvolvimento dos temas e, consequentemente, dos objetivos e competéncias.

Tema

Neste estudo pretende-se aferir as mais-valias da utilizagdo da folha de calculo, em ambiente de
sala de aula, na forma como os alunos rentabilizam as potencialidades da FC na resolugao de

problemas e o tipo de estratégia utilizada quando recorrem a esta ferramenta.

Foram trabalhadas as equagbes de 2.° grau referenciadas no Programa de Matematica de 1991

na resolucao de problemas.

Organizacao do trabalho

A intervencgdo didatica consistiu na aplicacao de trés tarefas, durante quatro aulas de Matematica

e de uma entrevista prévia a estas aulas, segundo a seguinte calendarizacgao:

TAREFA CONTEXTO DURAGAO DATA

Sequéncias geométricas _
Entrevista com os elementos do
(adaptado de problemas de testes
intermédios, de exames nacionais e

tarefas seguintes
de formacédes)

Sala de aula - resolucdao do
A vedagcio do terreno problema

grupo, antes da aplicagcdo das | 90 min. 22-03-2012

90 min. 26-04-2012

(adaptado de exercicios de manuais) | ga1a de aula - apresentacdo e
discussao de estratégias

Sala de aula - resolugdo do .
Quadrados inscritos em quadrados | proplema 90 min. | 16-05-2012

90 min. 27-04-2012

(adaptado de exercicios de manuais)

Tabela 3- 1: Tarefas, contexto de aplicagao e calendarizagéo
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As aulas de intervengéo didatica decorreram numa sala equipada com computadores, um para
cada grupo de trabalho, e também na sala habitual da disciplina de Matematica que coincidia com
0 seu Laboratério. Os alunos realizaram as tarefas e o relatério do trabalho desenvolvido nas
datas referidas e, nas aulas consequentes, apresentaram esse mesmo trabalho, com o intuito de
proporcionar a partilha de estratégias. A partir destas, a professora institucionalizava os conceitos

e conteudos envolvidos mediante os objetivos do programa para esta unidade didéatica.

Nas aulas da intervencao didatica foi seguida sempre a mesma dinamica de aula. Na estruturacéo
de cada uma delas identificam-se trés momentos distintos: (1) apresentagao da tarefa a realizar e
distribuicdo do guido da mesma por aluno; (2) realizagdo da tarefa pelos alunos, agrupados; (3)
discussao, em grande grupo, dos resultados obtidos em funcdo dos conteldos abordados na
tarefa e dos objetivos gerais e especificos a atingir com a mesma - que pdde ter-se iniciado na
mesma ou na aula consecutiva. Na resolugédo das tarefas, os alunos utilizaram sempre a FC com
facilidade pelo contacto que j& tinham de tarefas e em anos anteriores com a professora titular da
turma. Os momentos da resolugdo das tarefas com o questionamento da investigadora tornaram-
se imprescindiveis para esta compreender os processos utilizados pelos alunos na resolugao dos
problemas, que inclui a forma como estabeleceram a relagdo entre a aritmética e a algebra; as
competéncias algébricas que foram realgadas quando os resolviam recorrendo a folha de calculo e
a fase em que recorriam a mesma; e, permitiu analisar a forma como a sintaxe da ferramenta
influenciou a compreensao das representagdes convencionais da matematica. Para estudar estes
aspetos, também foram relevantes os relatérios realizados pelos alunos que incluem as diferentes
representacdes obtidas com a FC digitalmente, as apresentacdes orais das mesmas, os videos
registados (das janelas utilizadas pelos alunos durante a realizagdo das tarefas e das aulas
propriamente ditas). No inicio de cada uma das aulas, a investigadora verificava se todos os
computadores tinham os softwares necessarios para a realizagdo das tarefas operacionais e
preparava-os de modo a fazer os registos de todas as a¢bes dos participantes. No final, todos os
ficheiros dos grupos foram guardados em suporte digital para serem alvo de analise, bem como os

seus registos escritos.

Em algumas destas aulas observadas, a investigadora e a professora titular da turma teve o apoio
da docente Catia Salvador, deixando-a livre para a observagao e registo da informag&o dos alunos

participantes.

Tarefas

As tarefas propostas podem ser classificadas, quanto a sua natureza, como tarefas de modelacgéo.
Na selecao destas, a investigadora procurou diversifica-las quanto as estratégias que envolviam, a
sua complexidade, a tipologia dos recursos necessarios para as desenvolverem e aos contetdos
qgue envolviam, proporcionando assim diferentes experiéncias de aprendizagem. Distinguem-se
pelos objetivos gerais e especificos e pelas competéncias a desenvolver pelos alunos inclusos no

Curriculo Nacional do Ensino Basico. No dominio tematico, considerado transversal, que se
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designa por Algebra e Funcgdes, sdo apontados cinco aspetos que todos os alunos devem

desenvolver, tais como:

“A predisposicdo para procurar padrdes e regularidades e para formular generalizagdes em situagdes
diversas, nomeadamente em contextos numéricos e geométricos;

A aptidao para analisar as relagbes numéricas de uma situacéo, explicita-las em linguagem corrente e
representa-las através de diferentes processos, incluindo o uso de simbolos;

A aptidao para interpretar e construir tabelas de valores, gréaficos, regras verbais e outros processos que
traduzam relagdes entre varidveis, assim como para passar de umas formas de representagdo para
outras;

A aptiddo para concretizar em casos particulares relagbes entre variaveis e formulas para procurar
solugdes de equagdes simples;

A sensibilidade para entender e usar as nogdes de correspondéncia e de transformagédo em situagdes
concretas diversas.” (ME-DEB, 2001, p. 66)

Relativamente ao ciclo em que esta turma se inseria de entre os diversos tipos de experiéncias
devem ser considerados aspetos transversais da aprendizagem da matematica que sdo a
comunicacdo matematica, a pratica compreensiva de procedimentos e a exploragdo de conexoes,

considerando as competéncias especificas que passavam por:

“(i) reconhecimento do significado de férmulas no contexto se situagdes concretas e a aptidao para usa-
las na resolugéo de problemas; (ii) a aptiddo para usar equagdes como meio de representar situagbes
problematicas e para resolver equagdes, assim como para realizar procedimentos algébricos simples;
(iii) a compreensao do conceitos de fungdo e das facetas que pode apresentar, como correspondéncia
entre conjuntos e como relagdo entre variaveis; (iv) a aptiddo para representar relagdes funcionais de
varios modos e passar de uns tipos de representagdo para outros, usando regras verbais, graficos e
expressoes algébricas e recorrendo, nomeadamente, a tecnologia grafica; (v) a sensibilidade para
entender o uso de fungdes como modelos matematicos de situagdes do mundo real.” (ME-DEB, 2001, p.
67)

Para o alcance destas, o curriculo ainda prevé a existéncia de oportunidades de utilizar recursos
de natureza diversa, nos quais se incluem a utilizagdo das tecnologias e, referindo a folha de

calculo, na resolugéo de problemas, nas atividades de investigagdo e em projetos.

Assim, os objetivos gerais das tarefas propostas eram: ler e interpretar representagdes simbdlicas,
pictoricas, tabelas e graficos, e apresentar adequadamente informagdo em qualquer uma destas
formas de representacdo; traduzir informagao apresentada numa forma de representagdo para
outra, em particular traduzir para termos mateméaticos informagédo apresentada em linguagem
natural; elaborar e usar representacoes para registar, organizar e comunicar ideias matematicas;
usar representacdes para modelar, interpretar e analisar situacdes mateméticas e nao
matematicas. Quanto aos objetivos especificos passavam por: representar na forma algébrica,
tabelar e grafica fungdes quadraticas como modelos das situagbes em estudo; analisar uma
funcdo a partir das suas representacoes; relacionar as representagdes algébrica e grafica das

fungdes estudadas.
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A tarefa 1 (Anexo 1) era composta por problemas que envolviam sequéncias e com esta
pretendia-se compreender a forma como os alunos realizavam a generalizagées das mesmas,
independentemente da ferramenta que utilizassem. Foi a Unica que ndo aconteceu em contexto de

aula e envolvia apenas os participantes deste estudo.

As tarefas 2 e 3 solicitavam ao aluno a produgdo de um relatério do trabalho desenvolvido
explicando todos os passos, estratégias e procedimentos utilizados, ilustrados com esquemas e

imagens das tabelas e graficos realizados na FC.

A tarefa 2 “A vedacao do terreno” (Anexo 2) era apenas composta por duas questdes com as
quais se pretendia que o aluno indicasse as dimensbes de um terreno em determinadas
condicdes, obrigando o aluno a escrever a expressao algébrica que modelava o problema e a
fazer a interpretagdo do mesmo a partir da representacao tabelar e gréafica. Na aula subsequente,
apdés a apresentacdo de alguns relatérios, escolhidos criteriosamente pela professora, esta
formalizou a nogao de pardbola como uma representagao grafica de fungdes quadraticas; a nogéao
de equacgoes de 2.2 grau e, como uma forma diferente de resolver o problema sem recorrer a FC,
introduziu a férmula resolvente de equagdes de 2.2 grau a uma incégnita baseada nas estratégias

dos alunos e resultados desta tarefa.

A tarefa 3 “Quadrados inscritos em quadrados” (Anexo 3) era composta por trés questdes
iniciais cujo intuito era enquadrar o discente no problema e fazé-lo compreender os limites do
mesmo (localizagdo de pontos no plano, dominio do problema e célculo do comprimento do lado
do quadrado que também era lado de um tridngulo retangulo, obrigando os alunos a aplicarem o
Teorema de Pitagoras). A quarta questdo orientava o aluno para a utilizagdo da FC na qual tinha
de construir uma tabela que relacionasse as variaveis em questédo. A quinta pergunta foi colocada
no sentido de levar o aluno a fazer uma sintese do raciocinio efetuado na anterior na forma de
expressao algébrica. Na sexta pergunta pretendia-se que o aluno fizesse a representacao grafica
na FC com o intuito de o ajudar a responder as questdes subsequentes. Neste momento, o aluno
ja estava perante todas as representagfes de uma fungédo e sé tinha de as interrelacionar e
interpretar. Assim, nas questdes sete, oito e nove, pretendia-se que os discentes indicassem os
extremos da fungao, pontos que verificavam as condi¢des indicadas e escrevesse as respetivas
equacotes. Nesta tarefa ainda foi apresentada um “Para ir mais além” no sentido de os alunos mais
adiantados e competentes matematicamente pensarem e resolverem. A resolucao desta tarefa foi
concretizada em duas aulas consecutivas porque os alunos ndo o conseguiram fazer numa so,
pela extensdo da tarefa e dificuldades que sentiram em resolver o problema e em realizar o
relatorio.

A selecao das tarefas foi cuidada e criteriosa. Foram escolhidas de forma a analisar o “estado” do
pensamento algébrico dos alunos e a forma como a FC influencia a resolugado dos problemas e,

consequentemente, o desenvolvimento desse pensamento.
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Dados

Fontes e métodos de recolha de dados

Quando Bogdan e Biklen (1994) se referem ao termo dados referem-se aos materiais em bruto
gue os investigadores recolhem; sao os elementos que constituem a base da andlise que incluem
materiais que os investigadores registam (transcricbes de entrevistas, notas referentes as
observagbes dos participantes, videos, relatérios realizados pelos sujeitos, entre outros). Os dados
incluem também os elementos necessarios para pensar de forma adequada e profunda acerca

dos aspetos da vida que se pretende explorar.

ApoOs cada observacdo, entrevista ou qualquer outra sessado de investigacdo, a investigadora
escreveu 0 que aconteceu, fazendo uma descricdo dos acontecimentos, atividades e conversas
ocorridas para que nenhum dos pormenores possa escapar. Este relato escrito daquilo que o
investigador ouve, vé, experiencia e pensa no decurso da recolha e a consequente reflexdo sobre
os dados do estudo, sdo as notas de campo. Estas devem ser detalhadas, precisas e extensivas

para que o resultado do estudo seja bem sucedido.

Segundo Stake, para se efetuar uma recolha de dados significativa é, por vezes, necessario
delinear um plano cujas partes essenciais sdo a “definicdo do caso, lista de perguntas de
investigacdo, identificacdo dos ajudantes, fontes de dados, distribuicdo do tempo, despesas,
relatério pretendido” (Stake, 2009, p.67).

Durante a presente investigacéo foi delineado um plano de recolha de dados constituido por todas
as partes consideradas essenciais por Stake (2009), excetuando as despesas, que neste estudo
nao foram significativas. Quanto as restantes partes do plano de recolha de dados, todas elas
foram contempladas no inicio da investigacéo e reformuladas ao longo da mesma, essencialmente

as perguntas de investigagéo e a distribuicao do tempo.

O investigador deve desenvolver métodos e técnicas que permitam uma recolha de dados validos
e que, posteriormente, o permitam compreender e retratar o caso. Existem técnicas comuns entre
os investigadores de estudos de casos, realgando-se neste ponto as utilizadas ao longo desta

investigacao: observacgao participante e a analise documental.

A observacdo participante permite tomar diretamente conhecimento da perspetiva dos
participantes, no seu contexto real e deste modo compreender e analisar com pormenor 0s
processos, as dindmicas e as perspetivas dos intervenientes. “Durante a observagao, o
investigador do estudo de caso qualitativo mantém um bom registo dos acontecimentos para
providenciar uma descricdo relativamente incontestavel para analise posterior e para o relatério
final” (Stake, 2009, p.78).

Nesta investigagao, as observagdes decorreram durante a intervengao didatica. Em cada uma das
aulas da intervencao, a investigadora fez um registo livre dos acontecimentos sem que houvesse

lugar a formularios de observagéo. Estes registos permitiram que fosse elaborada uma descricao
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pormenorizada do caso e encontrar momentos que revelaram a complexidade Unica do caso em

estudo.

A analise de documentos foi a outra técnica utilizada neste estudo. Os documentos analisados
foram as producdes dos alunos, os relatérios das tarefas, os ficheiros da FC correspondentes a
resolugéo de cada uma das tarefas, os videos dos ecras abertos por cada grupo e os videos dos
momentos e das aulas que foram alvo da intervengao didéatica (inclui-se as correspondentes a
realizacdo das tarefas e a discussdo das estratégias utilizadas). Aquando cada intervencao
didatica e, sendo parte do plano de recolha de dados, a investigadora elaborou um “relatério” de

modo que apresentasse toda a informagao pertinente para a descricdo e compreenséo do caso.

Os relatorios referidos foram essenciais para conduzir as observagdes e os documentos a

recolher, mas também indispensaveis no reajustamento da intervencgéo.

O papel da investigadora e a sua relacao com os alunos

A investigadora é docente da turma que constitui 0 caso e ja conhece uma grande parte dos
elementos da mesma porque ja tinha lecionado os 7.2 e 8.2 anos a mais de metade dos alunos nos
anos transatos e o 7.2 ano a uma minoria (alunos que ficaram retidos no 9.2 ano). Ela conhece
bem as dificuldades da maioria dos alunos e as suas capacidades, tendo alguma afinidade com a
turma; sdo alunos cooperantes e aceitam bem as orientacées que lhes da, tentando cumprir com a
sua palavra; estdo a vontade para colocar as suas dividas ou conversarem com a professora de

qualquer assunto; reconhecem na professora alguém que esta para os auxiliar.

Pelo facto de o estudo se realizar numa turma da qual a investigadora é docente, poder-se-ia ter
corrido o risco de os alunos ndo expressarem abertamente o seu raciocinio. No entanto, no
sentido de prevenir alguma situagdo destas, a investigadora conversou com os alunos
participantes de modo que ndo se sentissem intimidados por ser a professora-investigadora a

avalia-los no final de cada periodo.

Em relacdo aos participantes, foi solicitada autorizagdo aos seus encarregados de educacao e foi
dada a garantia do anonimato e protecdo da sua identidade ao longo de todo o estudo, caso isso

seja do seu interesse.

A analise de dados

A andlise dos dados esta relacionada com a recolha de dados. E um processo essencialmente
descritivo e interpretativo, baseando-se nas questdes de investigacdo, na revisdo de literatura

realizada e nos dados recolhidos.

A medida que as tarefas e/ou entrevistas foram sendo realizadas, a investigadora fez a transcrigao
dos registos audio e video, estabelecendo relagcdes entre estas, as notas escritas, os relatérios e

os ficheiros criados pelos grupos. Deste modo, a investigadora estava perante a analise dos
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relatorios das intervencoes didaticas que a ajudou a efetuar reajustamentos, a consolidar ideias, a

avaliar expectativas e a validar as interpretacdes sobre o estudo que estava a realizar.

Posteriormente, ap6s a recolha de todas as informagdes, a investigadora fez uma andlise mais
aprofundada dos dados baseada nos aspetos do pensamento algébrico, na revisao de literatura e

na primeira andlise.

Apds as fases anteriores, foi realizada uma andlise de todos os dados recolhidos de todos os
grupos segundo as categorias definidas e, posteriormente, uma analise cruzada com o intuito de
descortinar as semelhancas e as diferencas que levaram as conclusées deste estudo. As
caracteristicas nesta andlise cruzada dizem respeito a identificacdo das estratégias comuns de
cada grupo de modo a compreender o seu raciocinio matematico na especificidade do

pensamento algébrico e de que modo a FC evidencia esses atributos.

49



50



Capitulo IV

Analise de dados

Neste capitulo apresenta-se o estudo de caso dos participantes neste trabalho, realgando-se as
competéncias e as especificidades do pensamento algébrico evidenciados no desempenho
discente em cada uma das tarefas realizadas com a folha de célculo. A investigadora optou por
primeiro apresentar os resultados por tarefa para facilitar uma descricdo e andlise mais

aprofundadas.

Nas trés tarefas definidas estavam envolvidas: (i) sequéncias e regularidades com problemas
envolvendo a determinacao do termo seguinte a um dado termo e ampliar a sequéncia, conhecida
a sua lei de formagao, e do termo geral de uma sequéncia; (ii) fungcéo e funcdo quadratica e todas
as caracteristicas possiveis de observar nas mesmas a partir das suas diferentes representacoes
(linguagem natural, iconica, expressao algébrica, tabelar e grafica) e sua inter-relacdo, equacgdes
de 2.2 grau a uma incognita; (iii) problemas (word problems) que pressupunham representar a
variavel através de uma célula, exprimir o problema em termos desta incégnita e fazer variar a

variavel para encontrar uma solugéo.

Todos os participantes realizaram a tarefa 1 fora do contexto de sala de aula, em jeito de
entrevista, no sentido de a investigadora poder apresentar as competéncias, estratégias e
dificuldades que caracterizava cada grupo antes de os colocar perante as tarefas que recorriam

obrigatoriamente a folha de calculo.

Nos dialogos estabelecidos e transcritos nesta investigacdo, foi designada a intervencdo da

investigadora com um P e a dos alunos com um A, independentemente do grupo a que pertenca.

A Folha de Calculo na evidéncia do pensamento algébrico da turma

Tarefa 1 - Sequéncias geométricas

Esta tarefa tem grandes potencialidades para a exploracdo do pensamento algébrico, em
particular na sua vertente de pensamento funcional. Envolve a exploracdo de padrdes, que tem
vindo a ser estudada, também em Portugal (Vale, et al., 2006). Ela ilustra as potencialidades dos

padrdes e alguns aspetos sensiveis da sua utilizagdo com vista ao desenvolvimento do

51



pensamento algébrico, pela sua estrutura, que conduz a generalizacéo, e por aspetos valorizados

na resolugéo e discusséo.

A investigadora comecgou por indicar que a tarefa podia ser resolvida recorrendo a qualquer tipo de
material (lapis de cor, canetas, calculadora, folha de cdélculo...) e ao seu “gosto”
independentemente da sua avaliacdo na disciplina de matematica, referindo que era para ser
realizada na “desportiva”, como uma tentativa de colocar os entrevistados a vontade. A professora
da a indicacdo de que podiam pensar alto e individualmente, numa primeira fase, sendo a

segunda, a partilha desses raciocinios e estratégias.

Problema 1

As respostas as questdes deste primeiro problema tinham como base a sequéncia de figuras
ilustrada na figura em baixo.

D g
i

Figura 1 Figura 2 ~ Flgura 3

Figura 4- 1: Sequéncia de figuras do problema 1, da primeira tarefa

Os participantes empenham-se utilizando apenas lapis, papel e calculadora para efetuar os
célculos, durante 15 minutos, aproximadamente. Apds este periodo de tempo, a professora

questiona cada aluno sobre a forma como resolveram a primeira questdo do problema 1 da tarefa.

Esta primeira questdao “Quantos cubos tem a figura 67 pretendia orientar os alunos para a
definicdo de uma estratégia de forma a dar continuidade a sequéncia de figuras, ou seja, ajuda-los
a definir a lei dessa mesma sequéncia.

Os alunos do primeiro grupo, numa tentativa de resposta a esta primeira questao, iniciam a sua
estratégia com a construcdo de uma tabela na qual comegam por estabelecer uma relagéao entre o
total de cubos da figura anterior com a seguinte, adicionando 5 unidades ao termo anterior. Esta
estratégia pode ser definida como estratégia por recorréncia.

P: Como pensaste? Como chegaste ao n.2 de cubos da figura 67

A: Fui contar os cubos todos da figura 1 e contei 6, fui a figura 2 e contei 11, na figura 3 e
deu-me 16 e pronto, fui sempre fazendo assim.

P: Como chegaste ao termo da figura 6, foste contando 1 a 1, figura a figura?
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A: Fui vendo se havia...

P: ... uma regularidade?

A: Sim, uma regularidade entre o total de cubos, de figura para figura.
P: E o que descobriste?

A: Adicionavamos sempre mais 5...

P: Ao qué?

A: Ao total... termo anterior.

Figura 4- 2: Representacéo tabelar do grupo 1 (Problema 1 - Tarefa 1)

No entanto, com o objetivo de os alunos explorarem outras relagées entre os dados numéricos da

tabela e/ou das figuras, a investigadora questionou-se sobre 0 nimero de cubos da figura 100.

P: Como chegaste ao termo da figura 6? Foi também sempre sequencialmente! Foste ao 4.°
termo e ao 5.° termo. E 0 numero de cubos da figura 100. Como fazias para encontrar o
total de cubos?

A: Andava para tras e resolvia uma equacgao.

As igualdades apresentadas em baixo (Fig, 4- 3), evidenciam que os alunos ja tinham
desenvolvido outra estratégia que lhes permitiu indicar o numero de cubos em fungédo do nimero
das figuras.

Figura 4- 3: Relagdo numérica entre o nimero de cubos e o nimero da figura do grupo 1
(Problema 1 - Tarefa 1)

No entanto, quando os alunos respondem que resolviam uma equacdo, é revelador que nao
interpretaram corretamente a questao colocada pela professora. Com esta estratégia dariam
resposta ao numero da figura com 100 cubos e que explicam corretamente. O facto de os alunos
decidirem escrever uma equacao para responder a esta pergunta, demonstra que ja eram

conhecedores da lei geral da sequéncia apresentada.
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: Como?

: Supostamente, o termo geral é 5n (hesitou) +1 e 5n+1=100 e depois resolve-se?

: Como chegaste ao 5n?

: Adicionavamos sempre +5...

: O que representa o 57 Da figura 1 para a figura 2 aumenta 5. O que representa este valor?
: O declive.

: E como chegaste ao “+17?

: Relacionei... Fiz 1x5+1 e deu o total.

: Funciona para o 2.2 termo?

: Sim.

Com o intuito de se conhecer a estratégia do grupo 2, os alunos que o formam s&o questionados

sobre o nimero de cubos da 6.2 figura.

A:

Vi que cada figura para cada figura era mais 5. Depois os 6 da primeira figura mais cinco

vezes 0 numero da figura, dava o 6. [Ou seja, 5x1+1=6]

P:

: Era 0 6 da primeira figura. Mais os 5 que era o que ia dando sempre...

T > TV >

>

Como, explica outra vez que eu néo percebi!

: Era 0 que se ia acrescentando?
: Sim... vezes 0 6 que era o nimero da figura.

: E dava certo? Essa maneira de pensar dava certo para as outras todas?

Porque tu fizeste 6 que é a figura 1 mais 5 deu 11.

: Pois se eu fizesse vezes 2, para a figura 2 ja nao dava.
: Entdo esta ai algum erro! Em qué?
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Figura 4- 4: Estratégia de calculo do total de cubos da sequéncia da figura 6, do grupo 2
(Problema 1 - Tarefa 1)

Os alunos, um pouco atrapalhados e inseguros, sentiram dificuldades em definir a regra desta

sequéncia. No entanto, a estratégia relatada para determinar o 1.° termo estava, numa primeira

observagao, correta [5x1+1] mas, como consideraram a lei da sequéncia como a soma do produto

de 5 pelo numero da figura com o numero da figura [5n+n], responderam que o 6.% termo seria

6+5x6=

36 como esta ilustrado na figura 4- 4. Mediante esta percecdo e com o intuito de os fazer

refletir sobre a regra, a investigadora questionou-os sobre a veracidade desta lei para outras

figuras da sequéncia. Os alunos tinham consciéncia de que esta ndo se confirmava para o 2.°

termo,

pelo que se desviaram desta primeira estratégia, estabelecendo uma relagdo numérica

entre os termos da sequéncia (2. termo: 6+5=11 e 3.2 termo: 11+5=16).
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Informando os alunos de que estavam a cometer um erro no seu raciocinio e deparando-se com
as dificuldades em identifica-lo sozinhos, a investigadora leu em voz alta 0 que escreveram para

gue em conjunto o reconhecessem.

P: A figura 1 tem 6 cubos mais 5, d4 11. Mas depois tens aqui uma coisa diferente do que
estavas a dizer: tu adicionaste 5 também a este (ao total de cubos da figura 2) e deu os 16
na figura 3. E esta maneira que pensaste (5x2=10+1=11) é igual a que tens aqui (em
6+5x6=36)? [A aluna pensa]

P: Nao tem sentido o que fizeste... fazes 5x6 e depois adicionas 6, porqué? Por ser o nimero
da figura? E nas figuras anteriores dava para fazer a mesma coisa?

A: Nao dava...

P: Entdo vé se consegues encontrar uma formal

A: Se fosse, ndo contava com o que estava no meio: 5x2=10, 10+1=11. Aqui 5x6=30, mais 1,
31. Este aqui [aponta para o termo da figura 3 que escreveu] é 31.

P: Este é 317 Estas a fazer para a figura 6!

Quando temos uma ideia temos que verificar se se confirma para aquelas que ja estao

fixas.

Os alunos do grupo 3 fazem uma observacdao da composigcdo geométrica de cada figura,
identificando relagdes entre 0 niumero de cubos e o numero da figura revelando facilidade na
comunicacao da sua estratégia.

P: Como fizeste? Pensaste da mesma maneira?

A: Sim, mais ou menos. Primeiro contei os cubos todos e depois tentei arranjar, ver se
encontrava alguma relagdo com o n.? da fig. e o n.? de cubos, e havia. Os visiveis e juntos
sao sempre o n.? da figura [aponta com o lapis para os cubos a que se refere, em cada
figura]. Mas também ha um cubo que estd escondido. Estive a tentar ver um “monte” de
relagdes que afinal ndo iam dar a lado nenhum.

P: Ou se calhar vao! Diz-me la...

A: Comecei a usar esta formula, mas usei mal porque fiz vezes 4 pois esqueci-me que havia
este bloco [aponta para a coluna de blocos na vertical em cada figura]. Depois é que
cheguei ao 5. Por acaso 5 vezes estes blocos, o n.? da figura, mas ha sempre um

escondido, entédo ia ser 5 vezes os blocos mais o0 que esta escondido, 5n+1.
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Tarefa 1

Observa a sequéncia.

1.1 Quantos cubos tery a figura 67 Mosira como chegaste & tua reésposta.
- A - 2 Y
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Figura 4- 5: Estratégia do grupo 3 para determinar o total de cubos da figura 6 da sequéncia
(Problema 1 - Tarefa 1)

Deste confronto de ideias, a investigadora identificou as duas estratégias diferentes seguidas
pelos trés grupos. O grupo 1 seguiu uma estratégia por recorréncia baseada na identificagcdo das
relagdes numéricas. O grupo 3 procurou uma relagao estrutural com vista a generalizagdo, dando
provas da sua capacidade de observar mais que, simplesmente, as relagdes numéricas dos
padrdes - analisou o numero de cubos, a forma como estavam dispostos e 0 modo como
aumentavam de figura para figura. Consequentemente, este Ultimo grupo néo revelou dificuldades
em calcular o termo da figura 100. O grupo 2 ndo conseguiu encontrar uma solugdo correta para o
problema, uma vez que revelou dificuldades no estabelecimento das relagbes entre as variaveis,

ou seja, ndo encontrando uma regra que gerisse o padrao.

Com a segunda questéao “Havera alguma figura com 100 cubos?’, esta subjacente a confirmagao
da estratégia utilizada anteriormente. Na procura de uma solugao para este problema, os grupos 1

e 3 optaram pela mesma estratégia, mas usando metodologias diferentes.

O grupo 1, pensando na equacao 5n+1=100, efetuou as operagbes inversas equivalentes a
aplicacdo dos principios de equivaléncia de resolucdo de equagdes. A ndo atribuicdo de
significado no contexto do problema ao seu resultado [19,8], levou os alunos a calcularem os
termos da sequéncia mais proximos deste valor e a concluirem sobre a existéncia de uma figura

com 100 cubos, por comparagao.

A: Tentei andar para trés. Deduzi que havia uma figura com 100 cubos e depois fiz a
expressdo 5n+1, andei para tras. Fiz 100-1 e deu 99 e, depois 99 dividi por 5 e deu 19,8.
Fui ver se multiplicava 5x20, por ser mais préximo de 19,8. Multipliquei 5x20 = 100 e
adicionei 1, pelo que obtive 101. J& ndo dava. Ainda fui verificar se dava 5x19 e néo deu.

Deu 95 e mais 1 dava 96, ja ndo dava. Ja nao existia.
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Figura 4- 6: Verificagio da existéncia (ou ndo) de uma figura com 100 cubos do grupo 1
(Problema 1 - Tarefa 1)

Em jeito de alerta e obtendo o consentimento do grupo, a investigadora sintetizou que se em duas
figuras consecutivas com 96 e 101 cubos, ndo poderia existir alguma com 100 cubos. Ainda
explicou que quando calcularam o valor de 19,8 que corresponderia ao nimero de uma figura da

sequéncia, caso fosse natural; ndo sendo, o problema seria impossivel.

Saliente-se que apesar da estratégia de resolucdo estar correta (figura 4-6), a sua expressao
escrita evidencia dificuldades de compreensédo no significado dos simbolos, em particular, o do
sinal de igual. Na aritmética, este é habitualmente usado para exprimir o resultado da operagao
indicada antes dele, enquanto que na algebra é visto como uma relacdo entre duas expressdes. A
figura 4-6 ilustra bem que o aluno escreve a sequéncia de passos, tal e qual como pensa, sem se
preocupar com o significado dos simbolos que expressa.

O grupo 3 mostrou um desempenho mais assertivo no calculo algébrico, resolvendo a equagao

formalmente.

Figura 4- 7: Uso de uma equacéo, pelo grupo 3, para verificar a existéncia (ou nao) de uma figura com 100
cubos (Problema 1 - Tarefa 1)

O desempenho do grupo 2 é revelador de lacunas no que se refere a identificacdo de situagdes de
proporcionalidade direta (ou ndo) e a utilizacdo do conceito “regra de trés simples”. Parece que as
dificuldades apresentadas nas questdes anteriores ndo estdo esclarecidas e que passam pela lei
de formacado da sequéncia que é um modelo de fungdes afim, ndo lineares nem constantes, no

conjunto dos numeros naturais.

A: Eu fiz uma regra de trés simples.

P: Porqué?

A: Primeiro fiz aquela dos 100 e depois fui confirmar com figura 3. Se na fig. 2 € 11 entdo na
fig. 3 serd 32/2=16. Dava certo! Fiz para 100 e n&o deu!

P: Fizeste como a 2.2 figura esta para 11 e depois a 3.2 figura esta para x. Entdo 33/2, deu
16? Nao deu exato! [aluna usa a calculadora para tentar definir uma estratégia, mas em

vao]
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Figura 4- 8: Uso errado da “regra de trés simples”, pelo grupo 2, para verificar a existéncia (ou ndo) de uma
figura com 100 cubos (Problema 1 - Tarefa 1)

P: Deu? Nao deu, pois ndao? Achas que esta sequéncia representa uma situacdo de
proporcionalidade direta?

A: Eu pensava que sim! Porque era sempre “+5”.

P: Quantos cubos tem a 1.2 figura? Se comegasse no 5, sera que era uma situagdo de
proporcionalidade direta?

A: Sim, porque era sempre “+5”.

P: Comecava no 5: o zero era zero, a fig.1 era 5, a 2 era 10, a 3 era 15 e assim
sucessivamente. Tinhas toda a razdo. Tinhas uma situacao de proporcionalidade direta e
a expressao ja seria 5n. [aluna sorri compreendendo o que tinha feito]
Como esta sequéncia ndo representa uma situagao de proporcionalidade direta, ndo faz
sentido a tua estratégia, pois a regra de trés simples sé é aplicavel em situagbes deste

tipo.

Apobs o confronto e debate entre todos das diferentes estratégias, a Ultima pergunta surge para
observar o desempenho dos alunos na representacdo simbdlica das relagbes encontradas nas
questdes anteriores. Facilmente escrevem o termo geral, que ja fora também utilizado por um
grupo nas respostas precedentes. A figura em baixo ilustra a capacidade de escrita do termo geral

da sequéncia.

/1;3‘ =0 AU

Figura 4- 9: Escrita do termo geral da sequéncia pelo grupo 1 (Problema 1 - Tarefa 1)

Sintese

Do primeiro problema da tarefa 1, registam-se estratégias algébricas e nao-algébricas, na
definicdo de Rojano (1996). Inclusas nestas pode-se considerar as que levaram a solugdes
corretas ou néo e cuja resolugdo estava ou nao completa. Assim, a investigadora observou que os
grupos 1 e 3 adotaram uma estratégia algébrica, embora no grupo 1 sé6 tenha sido desenvolvida
posteriormente. Numa primeira fase, este ultimo grupo identificou uma relagdo numérica no

padrdo, baseada na aritmética - estratégia por recorréncia e, s6 depois estabeleceu a relagao
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funcional entre as varidveis. O grupo 2 manifestou muitas dificuldades na identificagdo da regra do
padrdo, ndo completando a resolugado do problema e desenvolvendo uma estratégia confusa e

muito pouco estruturada.

Problema 2

Este segundo problema do teste intermédio de 8.2 ano de 29-02-2012 era modelado por uma
funcdo quadratica no conjunto dos nimeros naturais cuja sequéncia era a ilustrada na figura em
baixo. Foi um problema que incluia o conjunto de itens de uma ficha de avaliagdo desta turma

realizada antes desta entrevista.

1.° termo 2}.° termo 3.° termo 4.° termo

Figura 4- 10: Sequéncia geométrica (Problema 2 - Tarefa 1)

Numa primeira fase, a investigadora distribuiu as copias das resolu¢des de cada aluno e deu-lhes
um espaco de tempo no sentido de poderem recordar o padrao, o pretendido nas suas questdes e

as estratégias utilizadas. A exposicao destas teve lugar numa segunda fase.

A primeira questao “Quantos azulejos brancos tem o 2011.° termo da sequéncia?” tinha como
propdsito motivar os alunos a procurarem uma regra que relacionasse o niumero da figura com o

ndmero de azulejos brancos.

Os alunos do primeiro grupo, tal como os outros, faciimente identificaram que o numero de

azulejos brancos era igual ao numero da figura.

P: Como pensaste para saber quantos azulejos brancos tinha a figura 20117

A: Vi que o n.® de azulejos brancos era igual ao n.® da figura.

Contudo, com vista a estimular os alunos a olharem para o todo da figura, a investigadora
questionou-os sobre o total de azulejos da figura 11 que correspondia a segunda questdo deste
problema “Qual é o nimero total de azulejos do 11.2 termo da sequéncia?”. Os alunos comegaram
por adotar a mesma estratégia seguida no problema 1 desta mesma tarefa, procurando relagdes
numeéricas mas sem sucesso. Este facto levou-os a definir outras estratégias e a fazer outras
representagdes do problema, sendo a procura de uma relagao funcional entre as variaveis, uma

das estratégias adotadas e a tabela, a representagéo escolhida em primeiro lugar.
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Quantos azulejos tem o 11.2 termo?
Tentei fazer usando uma tabela.

Qual foi o problema? Queres mostrar como pensaste?
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Figura 4- 11: Representacao tabelar do grupo 1 (Problema 2 - Tarefa 1)

: Primeiro coloquei a hipétese de a expressao ser 2n+1, mas ndo deu.
: Porqué? Explica como fizeste!
: Fui tentando. Pus 2n...

: Antes de chegares ao termo geral, ndo sei se olhaste da mesma maneira que tinhas visto a

sequéncia anterior. Relacionaste os numeros?

: Sim... mas néo consegui!

: Relacionaste 3 com o 8? Dava quanto? O que relacionaste?

[A professora aponta para a resolugéo da aluna e ajuda-a a entender a relagao.]

: Dava “+5”.
:Do 8 parao 15?
: Dava “+7”.

: E dai desististe, ndo foi? Nao arranjaste ai uma regularidade tao linear, néo foi?

Foi.

: E partiste depois para onde?

: Tentei arranjar outras “coisas” e parti para o desenho, mas também nao correu bem.

R: O )4 a0 da ssqudnciavai TR S22ty Iz quadids
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Figura 4- 12: Esquema do grupo 1 para solucionar o problema 2 (Tarefa 1)
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A primeira estratégia adotada, durante a realizagdo da ficha de avaliagdo, mostra que o grupo
compreendeu que quando se estabelece apenas uma relagdo numérica baseada na aritmética na
tentativa de generalizar um problema, torna a tarefa quase, se ndo mesmo, impossivel. No
entanto, ndo sendo uma sequéncia modelada por uma fungéo afim, o grupo revelou dificuldades
na identificacdo da regularidade. Tentou um esquema que lhe permitia obter uma resposta correta
(figura 4-12) mas, que devido a um erro de contagem, foi em vao. Esta situagdo, indica claramente

que o grupo ainda nao tinha generalizado a situagdo em estudo.

Perante este dialogo, a investigadora propde uma nova analise da sequéncia. Depois desta, a
aluna reconheceu que o numero de azulejos brancos era igual a posi¢ao da figura e que o niumero
de colunas cinzas também era igual a essa posicdo. No entanto, teve dificuldade em reconhecer
que o numero de linhas cinzas também era igual a posicao. A investigadora teve necessidade de
levar os alunos a contabilizar essas linhas. S6 deste modo, é que o grupo verificou que esse
ndmero era também o da posicdo, mais um, passando a escrever junto da figura os valores
correspondentes nas quatro primeiras figuras. Assim, concluiu que o numero de quadrados cinzas

era 11x12, na figura 11, sendo o total de azulejos da figura 11x12+11.

&

W

n

1.21ermo 4* termo 3.2termo : 4.2 termo

Figura 4- 13: Segunda estratégia do grupo 1 (Problema 2 - Tarefa 1)

Numa primeira analise, o grupo 2 também definiu uma estratégia recursiva mas em vao, seguida
de uma observacdo da composicdo geométrica de cada figura da sequéncia em relagdo com a
posicao da figura. Os alunos tomaram como ponto de partida o facto de o nimero de azulejos
brancos ser o mesmo que o de cinzas, debrugcando-se na zona cinza e identificando um retangulo.
Consequentemente, contabilizou 11 colunas e 12 linhas cinzas, fazendo 11x12. Logo concluiu que
o total de azulejos da figura 11 era 11x12 + 11. Ainda sob a visdo de outra composi¢cdo nas
figuras, da outra explicagado, observando um quadrado de 11x11 e somando a area deste o dobro
do numero da figura (os restantes cinzas eram o dobro dos brancos), ou seja, 11x11 + 2x11.

Dependendo da forma como se observam as figuras de uma sequéncia, assim é feita a
generalizagdo e, nestas duas, esta claramente evidente este facto. Nesta situagdo, os alunos

obtiveram expressodes diferentes mas equivalentes.
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Figura 4- 14: llustragédo da Ultima estratégia seguida pelo grupo 2 (Problema 2 - Tarefa 1)

b) Qual & o nimero total de azulcjos do 11.° termo da sequéncia? ' \/
Mostra como chegaste & lua rosposta.
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Figura 4- 15: Ultima estratégia seguida pelo grupo 2 (Problema 2 - Tarefa 1)

O grupo 3, ndo fugindo a regra, numa primeira observagdo também seguiu a mesma estratégia
dos outros dois grupos. Perante a inexisténcia de uma regularidade entre os termos, alterou a sua
forma de pensar.

A: Eu fui, como sempre, relacionar o nimero do termo seguinte com o do anterior. O primeiro

€ 3, 0 segundo ¢é 8, o terceiro é 15, o0 quarto é 24 e por ai fora...

P: O que fizeste foi 1x3?

A: Porque primeiro vi o total que havia e depois tentei relacionar com o nimero do termo com
o do seguinte pois primeiro tentei relacionar os nimeros dos termos [0s anteriores e 0s
seguintes] e vi que ndo dava nada.

: E porqué?

: Porque entre eles ndo ha uma relagao que tenha encontrado.

: Uma relagéo igual?

: Sim. De proporcionalidade direta...

:Ou ndo...

: Sim!

: A sequéncia trabalhada anteriormente ndo representava proporcionalidade direta. Queres

T » U » U >» T

dizer uma relagdo mais evidente...!

A: Eu reparei 1 para 3 é 1x3, 2 para 8 é 2x4, 3 para 15 é 3x5, 4 para dar 24 é 4x6. Os
nuameros dos termos séo 1, 2, 3, 4 [refere-se ao nimero de cada figura)] e faz-se 0 nimero
do termo mais um numero que era mais dois acima do termo [exemplifica como tinha

registado e conclui que o termo n.? 11 é 11x13, a mesma coisa que as figuras anteriores].
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P: Nao usaste a mesma estratégia que utilizaste no outro [problema 1 desta tarefa]. Foi

diferente. Relacionaste os nimeros dos termos.

e
S
0\
Ny
L/

& T —— =

e P H \
0 2 te \/
iotrmo 2 termo, 3.2 termo V420 termo

> 26224

b S
A e

Figura 4- 16: llustragédo da estratégia do grupo 3 (Problema 2 - Tarefa 1)

Primeiro os alunos apenas estabeleceram uma relagdo funcional entre a posi¢éo da figura e o
respetivo termo. Nesta entrevista, apds uma breve analise e com o intuito de dar sentido a sua
estratégia, os alunos observaram cada figura e verificaram que a podiam decompor em partes,
sendo cada uma composta pelo nimero de quadrados correspondentes ao ndmero da figura. Por
exemplo, a figura 1 é decomposta em 3 partes em que cada uma tem 1 quadrado; a figura 2, é
decomposta em 4 partes em que cada uma tem 2 quadrados; a figura 3, € decomposta em 5
partes em que cada uma tem 3 quadrados; e, assim sucessivamente. Por isso, concluiu que a 11.2

figura teria 13 partes com 11 azulejos cada uma, ou seja, 11x13.

b) Qual & o numero total de azulejos do 11.° termo da seduéncia?
~ Mostra como chegaste a tua resposta.
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Figura 4- 17: Estratégia do grupo 3 (Problema 2 - Tarefa 1)

Sintese

Neste segundo problema da tarefa 1, sobressairam raciocinios mais estruturados, complexos,
abstratos e diferentes entre os grupos, evidenciando a riqueza deste problema no

desenvolvimento do pensamento algébrico.

Se tivesse sido solicitada a escrita das expressdes algébricas equivalentes aos raciocinios
descritos, ir-se-iam obter expressoes diferentes mas equivalentes. Teria sido uma oportunidade de
explorar as equivaléncias de expressdes algébricas e igualdade das representacdes tabelar e

grafica dos dados do problema.

63



Tarefa 2 - Uma vedacao do terreno

Esta é outra tarefa que revelou ter fortes potencialidades na evidéncia do pensamento algébrico.

A utilizagao da folha de calculo permitiu observar aspetos deste tipo de pensamento na utilizagéo

das multiplas representacoes.

O problema foi adaptado do manual de 10.2 ano, da Porto Editora, “Fungdes | - Matematica A”, da
Maria Augusta Neves e Luis Guerreiro cujo objetivo era investigar sobre as dimensdes de um

terreno retangular mediante as condi¢cbes dadas.

Com 50 metros de rede pretende-se fazer uma vedagéao de um terreno
retangular.

Um dos lados do retangulo ndo precisa de rede, pois o terreno a vedar
esta encostado a um muro, como se mostra na figura.

Quais deverao ser as dimensodes do terreno de modo que a sua area seja

de 300 m*? E se se desejar um terreno com a area maxima?

Figura 4- 18: Problema da tarefa 2

Uma vez que o modelo deste problema é a fungdo quadratica e que, como diz Kaput (1999), a
algebra deve ser introduzida como uma ferramenta com significado e compreensdo, a
investigadora quis observar o desempenho algébrico dos alunos com a folha de célculo na
resolugdo do problema, analisando o processo de apresentacao das diferentes representacoes e a
relagdo que estabeleceram entre as mesmas na procura de uma resposta. A partir da discussao
das estratégias dos alunos, a professora introduziu uma ferramenta algébrica de manipulagéo
simbdlica e de transformacao de expressdes - a féormula resolvente de equagdes de 2.2 grau a
uma incégnita, cuja capacidade de aplicagdo esta contemplada no Curriculo e desenvolvimento

curricular em Matematica e no Programa de Matematica de 3.2 ciclo de 1991.

Esta tarefa ocupou dois blocos de 90 minutos: no primeiro, os alunos resolveram a tarefa que
incluia a elaboracdo de um relatério e no segundo, apresentaram as suas estratégias e
conclusdes que foram discutidas no grupo turma. Os alunos fizeram a sua apresentacao apos a
investigadora ter feito uma analise prévia dos seus relatérios e tendo em conta o nivel de

desempenho algébrico dos participantes observado no bloco anterior.

No primeiro bloco, a aula decorreu numa sala equipada com computadores, em forma de U, que
nao era a habitual, embora os alunos ja tivessem tido experiéncias de realizacado de tarefas nesta,
desde o inicio do ano letivo. Os alunos estavam organizados em grupos de dois alunos com um
computador para cada grupo. Apds a entrada na sala de aula, procedeu-se a escrita do sumario, a
distribuicdo da tarefa e a leitura do enunciado no grupo turma, certificando-se que os alunos
compreenderam as condi¢des do problema. A professora ainda relembrou que deveriam
apresentar todas as estratégias utilizadas, mesmo ndo sendo as mais corretas ou mais eficientes

para resolver o problema e que poderiam recorrer a esquemas que considerassem Uteis. Os
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alunos trabalharam autonomamente com o apoio da professora da turma e de outra docente, que
se disponibilizou a colaborar com a investigadora, para esta poder observar os grupos envolvidos
no estudo com mais pormenor.

No final da aula, os alunos tiveram que enviar os dois ficheiros criados (de Excel e Word) para o

correio eletrénico da investigadora e professora da turma.

Nesta tarefa é utilizado o termo “perimetro” para fazer referéncia ao comprimento de rede utilizado

para vedar o terreno retangular.

Esta primeira questao “Quais deverdo ser as dimensdes do terreno de modo que a sua area seja
de 300 m??”, refere-se a um caso particular da situagdo apresentada e, com ela, pretendia-se
ajudar os alunos a tomarem consciéncia das condigdes do problema e das relagbes existentes
entre as variaveis implicadas. Com vista a generalizagado, a investigadora solicitou aos alunos a

procura de varias solugdes para esta questao, caso fosse possivel.

Qualquer um dos grupos lhe deu resposta sem qualquer dificuldade, como referem:

Na primeira pergunta ndo tivemos dificuldades de maior, nem em chegar aos
resultados nem em descrevé-los.

Figura 4- 19: Excerto da descri¢cdo das dificuldades sentidas pelo grupo 1 (Tarefa 2)

Tal como solicitado, descrevem o processo de resolugao da primeira questao da tarefa:

12 Comegamos por desenharum rectangulo;
22 Atribuimos medidas aos 3 lados, visto que um lado do rectangulo_era um muro;
32 A esses 3 lados atribuimos medidas mas com algumas regras:

- A somade todos os lados ndo podia exceder s 50 metros;
Muro

20m

- A suamultiplicagdo do comprimento e largura tinha de ser 300;

15m

Perimetro=15m+15m+20m =50 m

Jrea=20m * 15m =300 m*

Figura 4- 20: Excerto do relatério iniciado pelo grupo 1 (Tarefa 2)

65



Obijetivo do Problema: Descobrir quais devero ser as dimensdes do terreno de modo que a

sua area seja de 300m2

Sabendo que o terreno é um retangulo que se pretendia vedar com 50 metros de rede, mas

um dos seus lados esta encostado a um muro, logo néo precisa de ser vedado. [ Muro

12 Passo: Comegamos por desenhar um retdngulo e atribuir-lhe medidas por tentativas,
sempre respeitando as condigdes de que o seu perimetro fosse 50 metros e a sua 4rea 300m?%;

22 Passo: Conseguimos que as medidas correspondessem ao que era pedido, sendo:

Perimetro;_lado + lado + lado Area;_lado x comprimento
=15+ 15+ 20 =15x20
= 50 metros =300 metros?

20m

Figura 4- 21: Excerto do relatério reformulado pelo grupo 1 (tarefa 2)

Mediante apenas uma solucdo e pretendendo verificar a possibilidade da existéncia de mais
alguma, os alunos recorrem a folha de calculo para organizar uma tabela de valores, cujo

processo €, durante a aula, descrito do seguinte modo:

42 Depois fomos procurar mais valores na folha de célculo;
52 Atribuimos ao comprimento a varidvel “ x” e a largura a variavel” y”;

62 Sabemos que X+ 2Y = 50 metros e que XY=300 metros;

Figura 4- 22: Descrigdo dos passos do grupo 1 para resolver a tarefa 2 (elaborado na aula)

32 Passo: Depois fomos & folha de calculo procurar mais valores que respeitasse aquelas
condigdes, colocando diversos valores ao acaso.

Concluimos que o comprimento tinha que ser sempre superior a 20 e a largura inferior a 15,

dai que subtraimos 0,5 a largura e adiciondAmos 1 ao comprimento.

Figura 4- 23: Descri¢éo do 3.2 passo do relatério reformulado, do grupo 1, apds a aula (tarefa 2)

Numa primeira fase, os alunos utilizam esta ferramenta tecnoldégica do mesmo modo que
poderiam estar a trabalhar apenas com papel e lapis. Identificam as colunas e tentam completa-la
utilizando a calculadora para determinar os valores das dimensdes do terreno.

Na sequéncia de figuras (capturadas através do software Camtasia Studio7), é possivel
compreender as dificuldades que os alunos deste grupo se depararam e que se prendem com

aspetos do pensamento funcional.

A figura abaixo é elucidativa de uma tentativa de preenchimento da tabela em que os alunos
escrevem apenas a férmula da area do terreno retangular (que identificam como “Total”),
introduzindo primeiro os enderegos das células do cabegalho, ndo obtendo, consequentemente,
qualquer valor numérico. Apercebendo-se do erro, de imediato, alteram esses enderecos.
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SOMA v XV £ e
| A B8 C
1 | Comprimento 1______!35&\{@ ______ ! Total
2 20 15 ~A1*81
3|
2 M - fe| =a1"81
A 8 c |
1 [ Comprimento Largura Total
2| 20 15 © | _#vMOR!
il
SOMA ~(& X v f| =2
| A [ c |
1 | Comprimento Largura Total
2 ( 20 T 15 | -a2%s2 11
2l

Figura 4- 24: Organizag&o inicial da tabela de dados na folha de calculo do grupo 1 (Tarefa 2)

Aleatoriamente, os alunos escolhem varios valores para o comprimento e tentam calcular a
respetiva largura com a calculadora, obtendo os valores da area para cada caso particular.

Estendem a formula as restantes linhas da coluna C, fazendo o processo de copia de formulas.

Os alunos nao compreendem como podem estabelecer uma relagéo entre as quatro dimensoées,

demorando algum tempo a consegui-lo.

ca > fo| =namee
| A B c
1 Comprimento Largura Total
2| 20 15 300
2] 24 12 238
4 24 12,5 300
f 1 i) 12 +,
A12 - @ £
A ! ] C
1 Comprimento Largura Total
2 20 15 300
3 24 12 238
4 24 13 312
5 i) 13 325
6 2 130 200
7 32

Figura 4- 25: Preenchimento da tabela estruturada pelo grupo 1 (Tarefa 2)

Ao observarem as colunas desta tabela, tomam consciéncia de que ndo estdo a considerar a
condi¢do relativa ao comprimento da rede disponivel, apagam o que produziram e refazem a
tabela, escrevendo uma nova férmula na coluna “Total” na célula C2, “=A2+B2”. Ainda assim, e

como seria de esperar, voltaram a ndo obter o pretendido que era o comprimento de rede 50.
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SOMA v(© XV fe| =282
4| A [ c [
1 Comprimento Largura Total

................. X
2 25 T 12 ! =~A2+82

B T S

Figura 4- 26: Reformulacado da tabela ja construida pelo grupo 1 (Tarefa 2)

Na compreensao das suas falhas, decidem duplicar a largura. Esta escrita, além de nao ter uma
estrutura matematica a suporta-la, é feita ndo respeitando a sintaxe do software e, por isso, a folha

de calculo néo lhe devolve qualquer valor.

2 ~ £ | =A2:02

A 8 C
1 Comprimento Largura Total

2| 2 @ ®| [Cmnon ]
1

Figura 4- 27: Nova Reformulagéo da tabela ja construida pelo grupo 1 (Tarefa 2)

Mediante as suas dificuldades, a investigadora decide discutir com o grupo casos particulares do
problema com o objetivo de os auxiliar na procura de regularidades entre eles e estimular o
trabalho de generalizagao. O grupo define uma nova estratégia - insere uma nova coluna na tabela
designada por “Largura”, de modo a conseguir observar os trés lados da cerca e ja conseguem

que a folha de calculo Ihe devolva a soma das trés medidas.

[ 3
SOMA v (& XV f| =R2:82:02
4| A g ¢ [o 0
1 Comprimento Largura Largura Total |
-
2 ( 5 il 12,5 .

Figura 4- 28: Outra reformulagéo da tabela ja construida pelo grupo 1 (Tarefa 2)

Alteram o cabecalho da ultima coluna para “Area”, em vez de “Perimetro”. Continuam a langar
valores que verificam apenas a condicdo de o perimetro ser 50 metros, alterando os valores

sempre que nao verificam. Os alunos nao foram capazes de relacionar as variaveis entre si.

£5 v £
] A | 8 i (e | b
1 G:m,'.ﬂmontn l:le]fa lﬂfeufﬂ A.Wﬂ
2 25 12,5 12,5 50
3 24 13 13 50
4 26 14 14 54
el ]

Figura 4- 29: Outra Reformulagao da tabela ja construida pelo grupo 1 (Tarefa 2)
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Alunos alteraram a célula A4 de modo a que o perimetro desse 50.

c10 v 5|

A B C
1| Comprimento Largura Largura
2| 25 12,5 12,5 50
3 24 13 13 50
ke 2 14 14 50
5 | 23 15 15 53
< ’

Figura 4- 30: Outra Reformulagdo da tabela ja construida pelo grupo 1 (Tarefa 2)

Alunos aperceberam-se que o cabegalho da coluna D estava incorreto, alterando-o e definiram a
coluna E para a “Area”.

SOMA (& X v & =63

| A g C | D | e 1|
1 | Comprimento . Largura Largura Perimetro Area
2 5 X 12,5 12,5 50[=A2°F3
3 | 24 13 13 50 1
4| 2 14 14 50
s | 20 15 15 50
e

Figura 4- 31: Outra reformulagéo da tabela ja construida pelo grupo 1 (Tarefa 2)

Alunos definem as dimensdes considerando apenas o perimetro como 50 metros e aproximando
esses valores, manualmente, da area pretendida (300) - como evidéncia deste facto, observe-se a

linha 6 na sequéncia de imagens.
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c14 (= £
A A | g C | D £
1| Cemprimento Largura Largura Perimetro  Area
2l 5 12,5 12,5 50 3125
13l 24 13 13 50 312
(4| 2 14 14 50 303
S 20 is 35— —=0 300 |
6| ( 8 s 25 280 D

B11 v (- |
A A | g ; [ | D £
1| Comprimento Largura Largura Perimetro  Area
7 | 5 12,5 12,5 50 3125
3 2 13 13 50 312
la| 2 14 14 50 303
S5 15 15 50 a0
=

87 - (- |
4 A | 8 ; C | [ E |
1| Comprimento Largura Largura porimetro  Area
2l 5 12,5 12,5 50 3125
19] 24 13 13 50 312
la]] 2 14 14 50 303
257 20 15 S —0 300 |
S T—" -
T T + %

c11 v (s £
A A i g i (e | D E
1| Comprimento Largura Largura Porimetro  Area
| 7| 5 12,5 12,5 50 3125
L3 24 13 13 50 312
L4l 14 14 50 303
Gl 20 o 15 15 50 200
Bl T n | s =

811 v £
4 A | [ ; c | D E |
1| Comprimento Largura Largura Perimetro  Area
=l 5 12,5 12,5 50 3125
13l 24 13 13 50 312
4| 2 14 14 50 303
S 0 15 15 S0 00
6| ( 1 50 03 b

Figura 4- 32: Casos particulares do problema definidos pelo grupo 1 (Tarefa 2)

Apds esta sequéncia de tentativas, os aprendizes comegam a ter mais clarificado algumas
relagdes entre o conjunto de valores.
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Figura 4- 33: Outra Reformulagdo da tabela ja construida pelo grupo 1 (Tarefa 2)
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Consequentemente, definem férmulas utilizando uma estratégia recursiva para as trés primeiras

colunas da sua tabela, embora sé a partir da linha 6 (Figura 4- 34).

|4 A | B | C | D E
1| Comprimento Largura Largura Perimetro Area
|127]25 12,5 12,5 =A2+B2+C2 =A2*B2
|13 [24 13 13 =A3+B3+C3 =A3*B3
L4 |22 14 14 =A4+B4+C4 =A4*B4
15 |22 16 16 =A5+B5+C5 =A5*B5

| 6 |=AS5+1 =B5-1 =C5-1 =A6+B6+C6 =A6*B6

| 7 |=A6+1 =B6-1 =C6-1 =A7+B7+C7 =A7*B7

| 8 |=A7+1 =B7-1 =C7-1 =A8+B8+C8 =A8*B8

| 9 |=A8+1 =B8-1 =C8-1 =A9+B9+C9 =A9*B9
110 |=A9+1 =B9-1 =C9-1 =A10+B10+C10 =A10*B10

Figura 4- 34: Estrutura da tabela obtida pelo grupo 1 apds varias tentativas (Tarefa 2)

Os alunos demoraram a compreender a relagao entre o “perimetro”, a largura e o comprimento do
terreno e, por isso, ndo conseguiram atingir a generaliza¢gdo do problema nesta aula. Os alunos
pareciam estar “bloqueados” e ansiosos pelo trabalho que ainda faltava realizar, ndo se

conseguindo libertar de modo que o seu raciocinio fluisse.

Na segunda lpergunta é que tivemos dificuldades. Ndo sabiamos como chegar a area
maxima, bloquedmos. Ndo conseguiamos relacionar os valores, as varidveis e o que a
professora pretendia que nds fizéssemos.

Depois l& utilizamos a folha de calculo e introduzimos varios valores para ver se
conseguiamos obter resposta. Até que achamos ter alcangado o objetivo e em

responder & questdo proposta.

Figura 4- 35: Excerto da exposicdo das dificuldades sentidas pelo grupo 1 (Tarefa 2)

No entanto, a professora propls a realizagdo do trabalho fora da sala de aula exigindo a
explicagdo de todas as estratégias e procedimentos utilizados. Assim, a tabela obtida e as

conclusdes que explicitaram estao ilustradas na figura 4- 36.
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Comprimento | Largura|Largura| Perimetro Area Comprimento Largura Largura Perimetro Area
12 19 19 50 228 12 19 19 =A2+B2+C2 =A2*B2
13 185 | 185 50 240,5 =A2+1 =B2-0,5 =C2-0,5 =A3+B3+C3 -A3*B3
14 18 18 50 252 =A3+1 =B3-0,5 =C3-0,5 =A4+BA4+C4 -A4*B4
15 17,5 | 175 50 262,5 =A4+1 =B4-0,5 =C4-0,5 =A5+B5+C5 =A5*B5
16 17 17 50 272 =A5+1 =B5-0,5 =C5-0,5 =A6+B6+C6 =A6*B6
17 165 | 16,5 50 280,5 =A6+1 =B6-0,5 =C6-0,5 =A7+B7+C7 =A7*B7
18 16 16 50 288 =A7+1 =B7-0,5 =C7-0,5 =A8+B8+C8 =A8*B8
19 155 | 155 50 294,5 =A8+1 =B8-0,5 =C8-0,5 =A9+B9+C9 =A9*B9
20 15 15 50 300 =A9+1 =B9-0,5 =C9-0,5 =A10+B10+C10 =A10*B10
21 145 | 145 50 304,5 =A10+1 =B10-0,5 =C10-0,5 =A11+B11+C11 =A11*B11
22 14 14 50 308 =A11+1 =B11-0,5 =C11-0,5 =A12+B12+C12 =A12*B12
23 135 | 135 50 310,5 =A12+1 =B12-0,5 =C12-0,5 =A13+B13+C13 =A13*B13
24 13 13 50 312 =A13+1 =B13-0,5 =C13-0,5 =A14+B14+C14 =A14*B14
25 125 | 125 50 312,5 =A14+1 =B14-0,5 =C14-0,5 =A15+B15+C15 =A15*B15
26 12 12 50 312 =A15+1 =B15-0,5 =C15-0,5 =A16+B16+C16 =A16*B16
27 11,5 | 115 50 310,5 =A16+1 =B16-0,5 =C16-0,5 =A17+B17+C17 =A17*B17
28 1 1 50 308 =A17+1 =B17-0,5 =C17-0,5 =A18+B18+C18 =A18*B18
29 10,5 | 105 50 304,5 =A18+1 =B18-0,5 =C18-0,5 =A19+B19+C19 =A19*B19
30 10 10 50 300 =A19+1 =B19-0,5 =C19-0,5 =A20+B20+C20 =A20*B20
31 9,5 9,5 50 294,5 =A20+1 =B20-0,5 =C20-0,5 =A21+B21+C21 =A21*B21
32 9 9 50 288 =A21+1 =B21-0,5 =C21-0,5 =A22+B22+C22 =A22*B22
33 85 85 50 280,5 =A22+1 =B22-0,5 =C22-0,5 =A23+B23+C23 =A23*B23
34 8 8 50 272 =A23+1 =B23-0,5 =C23-0,5 =A24+B24+C24 =A24*B24
35 7,5 78 50 262,5 =A24+1 =B24-0,5 =C24-0,5 =A25+B25+C25 =A25*B25
36 7 7 50 252 =A25+1 =B25-0,5 =C25-0,5 =A26+B26+C26 =A26*B26
37 6,5 6,5 50 240,5 =A26+1 =B26-0,5 =C26-0,5 =A27+B27+C27 =A27*B27
38 6 6 50 228 =A27+1 =B27-0,5 =C27-0,5 =A28+B28+C28 =A28*B28
39 5,5 5,5 50 214,5 =A28+1 =B28-0,5 =C28-0,5 =A29+B29+C29 =A29*B29
40 5 5 50 200 =A29+1 =B29-0,5 =C29-0,5 =A30+B30+C30 =A30*B30
41 4,5 4,5 50 184,5 =A30+1 =B30-0,5 =C30-0,5 =A31+B31+C31 =A31*B31
42 4 4 50 168 =A31+1 =B31-0,5 =C31-0,5 =A32+B32+C32 =A32*B32

Figura 4- 36: Tabela final obtida pelo grupo 1 (Tarefa 2)

Analisando a estrutura da tabela, é notavel que a estratégia utilizada continuou a ser recursiva

para as trés primeiras colunas.

Os alunos definiram um caso particular, que verifica apenas o facto de o perimetro ser 50, na
primeira linha da tabela. Na primeira coluna optaram por escrever uma sequéncia de numeros
naturais e nas outras duas, definiram um incremento de “-0,5” porque a partir das suas tentativas
tinham observado que diminuindo a largura e aumentando o comprimento, o perimetro mantinha-

se sempre 50. Por este motivo e, erradamente (pois a constante é 300), escrevem:

Concluimos que o comprimento tinha que ser sempre superior a 20 e a largura inferior a 15,

dai que subtraimos 0,5 4 largura e adicionaAmos 1 ao comprimento.

Figura 4- 37: Paragrafo das conclusées do grupo 1 (Tarefa 2)

Uma vez encontradas véarias combinag¢des das dimensdes do terreno cuja soma perfazia 50 e
identificando uma regularidade e simetria de valores na tabela (assinalada com cores diferentes),
permitiu que os alunos afirmassem, com toda a certeza, a existéncia de apenas duas dessas

combinagdes que eram solugédo do problema. Por isso, escreveram:
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42 Passo: Analisando a tabela descobrimos que havia s¢ mais yma alternativa:
Perimetro=lado + lado + comprimento Area= lado x comprimento
=30+10+10 =10x30
=50m =300m]

Figura 4- 38: Segunda solugéo do grupo 1 a primeira questédo do problema (Tarefa 2)

Ainda assim, nao satisfeitos apenas com a representacao tabelar da situagéao, constroem o grafico

correspondente (apesar de 0s seus eixos nao estarem definidos) e concluem:

350

300
250
—\CO}K'I‘YI ento
200
—Largura
——Largura
150
~—Perimetro

——Area
100

50

Figura 4- 39: Representacao grafica do problema elaborado pelo grupo 1 (Tarefa 2)

Através do grafico chegamos exatamente as mesmas conclusdes, havendo duas
respostas para a mesma pergunta. Observamos que o perimetro mantém-se
constante, a largura aumenta tal como o comprimento e a area tem um ligeiro

aumento e logo a seguir diminui.

Resposta: O terreno tera de ter 20 metros de comprimento e 15 metros de largura ou entdo
30 metros de comprimento e 10 metros de largura.

Figura 4- 40: Analise e interpretacédo do grafico pelo grupo 1 (Tarefa 2)

Na fase de interpretacdo, os alunos do grupo 2 solicitaram a professora para clarificar a sua
duvida concetual, pois estavam confusos com as nogdes de area e de perimetro. Apds
esclarecidos, iniciaram o seu trabalho exprimindo-se através de uma representagdo iconica da
cerca, possivel mediante as condigées apresentadas e que julgaram ser Unica. Nesse esquema,
tém o cuidado de escrever nos lados os comprimentos de cada um e, apesar de ndo escreverem,
consideraram em primeiro lugar o facto de o perimetro ser 50 e s6 posteriormente é que

verificaram a area do terreno.
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® Lm__émj 1o Comecgamos por encontrar a 12 hipétese, que

2o era 10 metros de largura e 30 de comprimento,

no qual davam 300 metros quadrados.
Aemp = tonds =0

Figura 4- 41: 1.2 Excerto do relatorio realizado pelo grupo 2 (Tarefa 2)

Na tentativa de corresponder ao solicitado pela professora em relagcdo a possibilidade de mais
solugbes, o grupo 2 passou a desenhar mais representagdes da cerca, explicando o seu

raciocinio.

Depois dividimos o 50 (perimetro) por 4 que
deu 12,5 e 50-12,5x2 era igual a 25. Logo a
seguir descobrimos a formula, que é o
perimetro-largurax2 (P-Lx2) e obtemos este

grafico.

.- A largura e o comprimento sdo
proporcionalmenteinversos, ou seja, quandoa
largura € maior, o comprimento € menor e vice-

versa.

Figura 4- 42: 2.2 Excerto do relatério realizado pelo grupo 2 (Tarefa 2)

Pelo que se observa na imagem da figura acima, entende-se que os alunos encontraram as
dimensdes da cerca por tentativa-erro, uma vez que elas apenas respeitavam uma das condigdes.
No entanto, foi a partir destes casos particulares que os alunos estabeleceram uma relagdo entre
as dimensdes da cerca (largura e comprimento no “retangulo” e comprimento total, o qual
designaram por perimetro). Usando esta generalizagdo, procuraram mais casos particulares da

situacao.

Ainda referente a primeira pergunta da tarefa, os alunos do grupo 3, também comegam por
apresentar diferentes hipéteses para as dimensbes do terreno apresentadas sob a forma de
esquemas que registam numa tabela da folha de célculo com trés colunas: a do comprimento, a

da largura e a da area.
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Figura 4- 43: Exemplo de um esquema realizado pelo grupo 3 (Tarefa 2)

o z . . " .
1 = Queriamos descobrir o comprimento dolado do muro que teria que serigual ao

comprimento do lado paralelo. Pensimos em dividir os 50 metros pelos 3 lados darede: 10 + 10
+30=50.

2 o No entanto descobrimos que hd mais possibilidades de dividir os 50 metros pelos 3 lados,

por exemplo: 15+15+20=50.
3 L Entio como existem demasiadas possibilidades, desistimos dessa ideia.

40 . e .
= Resolvemos recomrer aos nossos conhecimentos matematicos. Se x =ao lado mais pequeno

dorectingulo, e v=ao lado maior do rectingulo, entio X x Y =300.

5 o Descobrimos que ha varias maneiras de resolver esta equagdo. Se X=10e Y=30, XxY
=300:S5eX=15eY=20XxY=300

6 2 Recorremos a folha de cilculo para descobrir mais possiveis valores e, na coluna doX

escrevemos =A2+1: ena colunado Y escrevemos=B2-2

Figura 4- 44: Descrigcdo do processo pelo grupo 3 na procura da generalizagao (Tarefa 2)

ZlA LB o 4 A [ B [ c
| 1 |comprimento largura area 1 | comprimento largura area
2 1 48 48 211 48 =A2"B2
[3] 2 46 92 3 [=A2+1 =B2-2 =A3"B3
4 3 44 132 4 |=A3+1 =B3-2 =A4"B4
5] 4 42 168 |5 |=A4+1 =B4-2 =A5"B5
6 5 40 200 6 |=A5+1 =B5-2 =A6"B6
(7] 6 38 228 7 |=A6+1 =B6-2 =AT"B7
8] 7 36 252 18 |=AT+1 =B7-2 =A8"B8
9| 8 34 212 9 [=A8+1 =B8-2 =A9"B9
10 9 32 288 10 |=A9+1 =B9-2 =A10*B10
11, 10 30 300 11 |=A10+1 =B10-2 =A117B11
12 1 28 308 12 [=A11+1 =B11-2 =A12*B12
13| 12 26 312 13 [=A12+1 =B12-2 =A13"B13
14| 13 24 312 14 [=A13+1 =B13-2 =A14*B14
15| 14 22 308 15 |=A14+1 =B14-2 =A15"B15
(16| 15 20 300 16 |=A15+1 =B15-2 =A16"B16
7| 16 18 288 17 |=A16+1 =B16-2 =A17*B17
18| 17 16 272 18 |=A17+1 =B17-2 =A18*B18
19 18 14 252 19 |=A18+1 =B18-2 =A19"B19
200 19 12 228 |20 |=A19+1 =B19-2 =A20"B20

Figura 4- 45: 1.2 tabela construida pelo grupo 3 (Tarefa 2)

A tabela da esquerda da figura acima, construida pelo grupo 3, mostra apenas os valores obtidos;

a da direita representa a mesma tabela, mas mostra as relagdes encontradas através das férmulas

76



introduzidas. Esta ultima foi obtida pela investigadora usando a fungéo da folha de célculo “Mostrar

férmulas” para que se apresentasse, neste estudo, uma evidéncia do processo utilizado.

Da observacao das tabelas, ressaltam trés situacdes distintas relacionadas com as relagbées que
estabelecem quer entre a sequéncia de valores da cada variavel (correspondente a cada coluna)

quer entre os valores das variaveis (correspondente a covaria¢ao).

A primeira é relativa ao facto de os alunos considerarem a variavel comprimento no dominio do
conjunto dos numeros naturais, 0 que os levou a escrever, na primeira coluna, a sequéncia deste
tipo de numeros cujo incremento é um. Apds esta percecdo, generalizam esta variagao
escrevendo na célula A3 a formula “A2+1”, replicando ao longo da coluna, puxando para baixo a
alga desta célula pelo canto inferior direito. Este procedimento é utilizado por todos os grupos ao

longo desta investigacao.

A segunda situagdo foi consequéncia da observagcdo dos resultados da largura obtidos
manualmente e recorrendo a calculadora (sem recurso a folha de calculo). Observaram apenas a
sequéncia de valores que deveriam aparecer na segunda coluna e utilizando uma estratégia
recursiva concluem que é decrescente com incremento de “-2”. Eles dizem “A medida que véo
aumentando o comprimento, a largura diminui duas unidades”. Apesar de nesta afirmacgéo se
referirem ao comprimento ndo estabelecem uma dependéncia entre as variaveis envolvidas. Por
isso, escrevem na célula B2 o nimero 48 e s6 em B3 inserem a férmula que expressa a sua

conjetura “=B2-2”.

A terceira situagao prende-se com o conhecimento da nogéo de area e da férmula de célculo
desta medida de qualquer retangulo. Em C2, escrevem “=A2*B2”, para que a folha de célculo
pudesse devolver o produto do comprimento pela largura em cada caso particular ao longo da

tabela.

Apesar de nao se verificar uma forma de pensamento funcional na segunda situacdo, mediante
uma tabela com valores corretos que correspondiam ao facto de o comprimento da rede disponivel
para vedar o terreno ser 50, bastou-lhes analisar a terceira coluna para encontrar as dimensdes
cuja area era 300, como solicitado. Claro, que sem dificuldades deram resposta a primeira

questao.

Sintese

Comparando o trabalho desenvolvido pelos trés grupos, a investigadora verificou que os grupos 2
e 3 tiveram maior facilidade em iniciar a resolugcdo do problema, em definir as estratégias e
procedimentos a utilizar e em concluir.

O grupo 3 destacou-se pelas estratégias que utilizou e pela forma como comunicou; o grupo 2
evidenciou-se também na definicdo das estratégias mas revelou dificuldades na comunicagao; o
grupo 1 sentiu muitas dificuldades na interpretacdo e na definicdo de estratégias de resolugéo,
estando presos a procedimentos aritméticos e por ndo terem conseguido elevar o seu raciocinio

tentando observar a estrutura que suportava a generaliza¢do deste problema.
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O trabalho dos grupos 2 e 3 evidenciou mais claramente aspetos do pensamento algébrico,

elevando a vertente “pensamento funcional”.

Apos esta descricdo dos processos destes grupos de alunos na interpretagdo e resolugao da
primeira pergunta deste problema, outra questao se levantava: “E se se desejasse um terreno com

a area maxima?” (quais eram as suas dimensoes?).

A decisao do grupo 1, passou por observar as representagoes tabelar e grafica do problema:

12 Passo: Para descobrirmos as dimensoes do terreno com a area maxima respeitando
a condigdo de 50 metros observamos a tabela e o gréafico que construimos na folha de

calculo.

Figura 4- 46: 1.2 passo do grupo 1 para determinar a area maxima do terreno

20 15 15 50 300 350

21 14,5 | 14,5 50 304,5 s

2 14 14 50 308

23 13,5 | 13,5 50 310,5 20 Comprimento
24 13 13 50 312 200 =—Largura

25 125 | 125 50 312,5 15 —Largura

26 12 12 50 312 Perimetro
27 11,5 | 11,5 50 310,5 100 firea

28 11 11 50 308 50

29 10,5 | 10,5 50 304,5 | —

30 10 10 50 300 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |

Figura 4- 47: Representagdes tabelar e grafica do problema pelo grupo 1

Da ultima tabela construida, os alunos focaram-se entre os 20 e os 30 metros de comprimento,
realcando a combinacdo que ressaltava a area maxima. Quanto ao grafico, revela algumas
ambiguidades, como é exemplo o eixo das abcissas para o qual ndo esta definida a variavel que

representa. No entanto, os alunos analisam e concluem:

Também observando o gréfico da tabela conseguimos concluir que o perimetro

mantém-se constante, o comprimento vai aumentando, a largura vai diminuindo e a

4rea comeca a aumentar atingindo o seu valor maximo (312,5 m?) e depois diminui.

Figura 4- 48: Analise e interpretacdo das representagdes tabelar e grafica pelo grupo 1

Mediante mais uma divida sobre o conceito, o grupo dois solicita a professora a fim de clarificar a
expressao “area maxima”. Apos o esclarecimento e a olhar para a folha de célculo, os alunos
iniciaram a estruturagdo de uma tabela com as varidveis com que trabalhavam. Construiram uma
tabela de trés colunas, designando-as por x, y e total. Com o intuito de ndo perderem o sentido

destas letras, a investigadora questionou-os sobre o seu significado e propds que escrevessem no
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cabecalho da tabela as designacdes consideradas. Os alunos responderam que x representava o

comprimento, y a largura e o total, a area.

Iniciaram o preenchimento da tabela com os valores que ja tinham encontrado na folha de

rascunho (figura 4- 49).

Observando o ultimo dos seus exemplos, a investigadora sem compreender o0 processo pediu que

a esclarecessem sobre a forma como tinham calculado o valor do comprimento.

JRTAJ VLN § DY

»2 5

Figura 4- 49: Representagéao de uma combinagao possivel do problema apresentada pelo grupo 2 (Tarefa 2)

Certos do seu trabalho e usando a calculadora, mostraram “50:4=12,5", cujo quociente
consideraram a largura do terreno; fizeram “50-12,5-12,5=25" e afirmam que 25 é o comprimento
desse mesmo terreno de largura 12,5. Repare-se que nesta estratégia esta implicito que os alunos
imaginam esse terreno como sendo de forma quadrada (por isso, dividem o comprimento da rede
por quatro), mas como este tem um muro num dos lados, ao comprimento total da rede subtraem

a rede utilizada nos lados opostos onde nao ha muro.

Da anadlise do conjunto dos casos particulares, os alunos partem para a generalizagéo, registando
que “comprimento = perimetro — largura X 2”. Simplificando esta férmula, em vez de palavras
utilizaram letras, o que lhes permitiu observar que estas podem ter significados diferentes (P
representava uma constante e ¢ e [, varidveis). Entusiasmados com a sua descoberta,
procederam a confirmacado, com papel e lapis, da primeira tentativa para descobrir as dimensoes
do terreno.

ﬁm-ﬁ‘&%w@ = fﬁb&xfﬂ&a -~ w%ﬁm e
Crmle: £+ ? -0 xq =
e £ov R 4L x %

s.og %mw‘f

Figura 4- 50: Escrita da equacéo pelo grupo 2 (Tarefa 2)

Na primeira coluna da folha de célculo (Figura 4- 51) escreveram uma sequéncia de numeros
naturais (com a escrita da férmula “=A2+5”, na célula A3), na segunda, substituiram os seus
valores ja introduzidos manualmente, pela relacdo descoberta e, na terceira, introduziram a

férmula da area do retangulo “=A2*B2”. Claramente, este grupo realca uma das vertentes do
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pensamento algébrico - o pensamento funcional. Assim que copiam as férmulas para as linhas
seguintes da tabela, observam que nas segunda e terceira colunas (correspondentes ao
comprimento e a area, respetivamente), a folha de calculo lhes devolve valores negativos (a partir
da linha 7).

A B c | 4] A B C
1 |Largura Comprimento  Area 1 Largura Comprimento Area
2 1 48 48 2|1 =50-A2%2 =A2*B2
3 6 38 228 3 |=A245 =50-A3*2 =A3*B3
4 11 28 308 4 |=A3+5 =50-A4*2 =A4*B4
5 16 18 288 5 |=A4+5 =50-A5*2 =A5*B5
6 21 8 168 6 |=A5+5 =50-A6*2 =A6*B6
7 26 -2 -52 7 |=A6+5 =50-A7*2 =A7*B7
8 31 -12 -372 8 |=A7+5 =50-A8*2 =A8*B8
9 36 -22 -792 9 |=A8+5 =50-A9*2 =A9*B9
10| 41 -32 -1312 10 [=A9+5 =50-A10*2 =A10*B10
11| 46 -42 -1932 11 |=A10+5 =50-A11*2 =A11*B11

Figura 4- 51: Excerto da tabela obtida pelo grupo 2 apds escrita da relag@o entre dimensdes do terreno e
perimetro (Tarefa 2)

Perante esta nova situagdo, os alunos ficam perplexos e procuram razdées que justificam este
facto, lembrando-se de que tinham uma condi¢cao imposta “a rede disponivel para a vedagao era
apenas de 50 metros”. Uma vez que os valores negativos estavam foram do ambito deste
problema, os alunos continuam a explorar os casos particulares possiveis (agora devolvidos pelas
relagdes funcionais impostas em cada coluna), tendendo a ndo dar mais importancia as linhas

com valores negativos, chegando a elimina-las.

e Etambém quando continudmosa tabelae
verificAmos que os valores comegavam a ficar
negativos porque depois de 25 a soma das
larguras da mais de 50 e o comprimento tem de
ser negativo para subtrair o excesso e dar 50
outra vez.

Figura 4- 52: Justificagéo da devolugéo de valores negativos na tabela dada pelo grupo 2 (Tarefa 2)

Assim sendo, depararam-se com um numero reduzido de casos, 0 que os levou a diminuir o
incremento da primeira coluna de 5 para 1, estendendo todas as colunas da sua tabela até a linha
26. Depois de analisarem a tabela, evidenciando algumas das suas caracteristicas: (i) existéncia
de uma simetria na terceira coluna (a da area), em relagao as linhas correspondentes a area 312
metros quadrados; (ii) existéncia de um valor maximo para a largura de 25 metros; (iii) existéncia

de duas linhas cujas areas eram o mesmo valor (312).
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A B G
1 |Largura Comprimento  Area
2 1 43 438
3 2 46 92
4 3 a4 132
5 4 42 168
6 5 40 200
7 6 38 228
8 7 36 252
9 8 34 272
10 9 32 288
11 10 30 300
12 11 28 308
13 12 26 312
14 13 24 312
15 14 22 308
16 15 20 300
17 16 18 288
18 17 16 272
19 18 14 252
20 19 12 228
21 20 10 200

22 21 8 168
23 22 6 132

24| 23 4 92

25| 24 2 a8

26| 25 0 0

Figura 4- 53: Tabela obtida pelo grupo 2 (Tarefa 2)

Relativamente a ultima caracteristica mencionada, os alunos tendem a considerar que esse sera o
valor maximo da area e é neste ponto que a professora os interpelou, incentivando-os a fazerem
prova de que nao existe mais nenhum maior em relagdo aquele que consideram. Os alunos, apés
uma breve reflexao e siléncio, decidiram voltar a diminuir o incremento da primeira coluna, de 1
para 0,5. Logo observaram que afinal ainda existia: era o 312,5, para a largura de 12,5 e o

comprimento de 25.

Perante as suas descobertas e evolucao e elevacdo dos seus raciocinios evidenciados durante
esta aula, demonstraram ficar espantados e, em simultdneo, agradados e felizes, pois tudo o que
alcangam de novo, no dominio da matematica, € uma vitéria, tendo em conta a sua baixa

autoestima e confianga.

Mas, ndo satisfeitos somente com as respostas da representacdo tabelar, quiseram inserir o
gréafico que expressa a relagédo entre o comprimento e a area deste terreno. Houve um problema
de sintaxe a tabela era composta por trés colunas e os alunos apenas podiam considerar duas
delas. A professora ajudou a ultrapassar esta situagéo, ensinando-os a esconder a coluna néo
pretendida. Quando conseguiram inserir a representagao grafica, mostraram-se espantados com a
parabola e referiram estar “esquisito”, franzindo o sobrolho. Na tentativa de tornar a imagem
grafica mais agradavel e com o intuito de incentivar os alunos a continuar, a professora ajudou a

formatar o icone dos pontos (estava muito grande e desproporcional).
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Figura 4- 54: Grafico obtido pelo grupo 2 (tarefa 2)

Os alunos, “arregacaram as mangas” e comegaram a elaborar o relatério das suas produgdes, tal

como solicitado, revelando dificuldades na exposicao das justificacbes de situagdes matematicas.

A semelhanca do grupo dois, também o grupo trés construiu uma tabela cuja primeira coluna tinha
uma sequéncia de numeros naturais consecutivos e a terceira (correspondente a &rea), dois
valores, também seguidos, com o mesmo valor 312 (Fig.4- 45). A abordagem a esta situagéo pela
professora foi feita do mesmo modo que no grupo dois, mas obteve reac¢des diferentes por parte
dos alunos. Estes questionaram a professora sobre a hipdtese de ser possivel as dimensdes
serem expressas com numeros decimais, esquecendo-se que estavam perante um problema real.
Apéds o esclarecimento, alteraram o incremento da primeira coluna de 1 para 0,5 e replicaram a

nova férmula as restantes linhas da tabela (Fig. 4 -55).

A B C \ A B C
1 comprimento largura area 1 | comprimento largura area
2 1 48 48 2 |1 48 =A2*B2
3 15 46 69 3 =A2+0,5 =B2-2 =A3"B3
B 2 LY 88 4 =A3+0,5 =B3-2 =A4"B4
5 25 42 105 5 =A4+05 =B4-2 =A5"B5
6 3 40 120 6 |=A5+05 =B5-2 =A6*B6
7 35 38 133 | 7 =A6+0,5 =B6-2 =A7*B7
8 B 36 144 | 8 |=A7+0,5 =B7-2 =A8"B8
9 45 34 153 9 =A8+0,5 =B8-2 =A9*B9
10 5 32 160 10 =A9+0,5 =B9-2 =A10*B10
1 55 30 165 11 =A10+0,5 =B10-2 =A11"B11

Figura 4- 55: Tabela obtida pelo grupo 3 (tarefa 2)

Mas, ao contrario do que aconteceu no grupo dois, os valores da segunda coluna (correspondente
a largura) nao ficaram atualizados, uma vez que ndo havia uma dependéncia desta em relagéo a
primeira. Logo que se aperceberam da situagdo e apdés a andlise da mesma, procuraram

regularidades nos seus casos particulares de modo a definirem a largura em fungdo do
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comprimento, rabiscaram algumas condigfes e expressées no seu caderno, escreveram “=50-

A2*2” na célula B2 e replicaram a formula as restantes linhas dessa coluna.

o _. . ’ .
7 Tivemos que descobrir uma férmula pararelacionar o X com o y, para que ao mudar o valor

de x, o y mudasse também para que o seu produto desse sempre 50. Entdo fica=50-A2*2.

Figura 4- 56: Descrigcdo do 7.2 passo do grupo 3 na resolugdo do problema (tarefa 2)

P

Figura 4- 57: Rabiscos do grupo 3 (tarefa 2)

Obviamente que a tabela foi igual a do grupo dois revelando a area maxima de 312,5 metros

quadrados.

o
8 Descobrimos que os comprimentos tém que ser x=10 e v=30 ou x=15 e v=20. E a drea mixima
conseguida com os 50 metros de rede é 312.5.

Figura 4- 58: Conclusdes do grupo 3 (tarefa 2)

o . ol vt e . .
9 A partir do momento em a largura (x) passa dos 25 metros, jd nio é possivel construir uma

vedagio.

60 u Coluna C

Figura 4- 59: Grafico da area do terreno em fungéo da largura construido pelo grupo 3 (tarefa 2)
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Os alunos deste grupo, ao utilizarem a FC na resolugdo deste problema puderam fazer as
tentativas que consideraram necessarias sem o julgamento de outros. Na construgéo inicial da
tabela, primeira representacdo convencional da matematica escolhida para os auxiliar, ndo tinha
uma estrutura funcional entre colunas. Esta s6 foi encontrada a partir da analise dos casos

particulares do problema apoiada em diagramas representativos da situagéo a resolver. A partir da

descoberta, os alunos utilizaram a expressao algébrica da situagdo, mascarada pela férmula da

FC, a segunda representacdo convencional da matematica. Consequentemente, constroem o
gréfico da tabela. Da observagcdo deste, escrevem que a partir dos 25 metros nao é possivel
construir a vedacao, situagdo que nao é verdadeira. A partir deste comprimento, as hipoteses do
problema sdo iguais as obtidas até 25 metros. Embora n&o tenha influenciado a resposta ao

solicitado, o grupo nada referiu sobre o facto de haver pontos representados no 3.2 quadrante,
cujas coordenadas estdo associados a dimensdes negativas.

Tarefa 3 - Quadrados inscritos em quadrados

Esta tarefa foi inspirada num exercicio resolvido do manual de 10.° ano, da Areal Editores, “Infinito

10” (volume 2) de Ana Jorge, Conceicao Alves, Graziela Fonseca e Judite Barbedo cujo objetivo
era investigar sobre as relagdes existentes entre o deslocamento de um ponto do lado do
quadrado e a 4rea de outro inscrito no mesmo quadrado.

A figura abaixo é uma impressdao da applet construida pela investigadora em GeoGebra,

disponibilizada aos alunos na disciplina de Matematica de 9.2 ano da plataforma Moodle, sendo
um suporte dindmico e visual ao estabelecimento das relagoes pretendidas.

Quadrados Inscritos em quadrados
QUADRADOS INSCRITOS NUM QUADRADO
Move este seletor paravisualizares
0s quadrados [GPEF] Inscritos no quadrado [ABCD).
DistdnciaBaP =1
—_———
A F D
il
et \
i \
— \
- \
[ = \
\
\ \
\\ \
\ \
\ \
\ \
\ \
\ \
\ \
\ \
\ \
\ \
\ \
\ A\
\ \
\v _—eC
\ o
\ .
\ =
\ =
\ A
\
. L .
B P c
Lado
Elisabete Mariano, Criado com
Geogebra

Figura 4- 60: Applet de apoio a tarefa 3 construido pela investigadora
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Esta tarefa ocupou dois blocos de 90 minutos. No primeiro, ap6s terem acedido a applet e
preparado os ficheiros de Word e Excel, houve um momento de adaptagdo e exploracdo desta
pequena aplicagdo, seguida da resposta as seis primeiras questées colocadas (Anexo 3). O
segundo bloco foi ocupado a resolver as trés Ultimas questbes da tarefa (da sete a nove) e a

concluir o relatério solicitado.

Em ambos os blocos, a semelhanga do primeiro bloco da tarefa 2, as aulas decorreram numa sala
equipada com computadores, em forma de U, em que os alunos também estiveram organizados
em grupos de dois alunos com um computador para cada grupo. Apds a entrada na sala de aula,
procedeu-se a escrita do sumario, a distribuigio da tarefa, a leitura do enunciado no grupo turma e
ao acesso a applet de apoio ao problema. Os alunos trabalharam autonomamente apenas com o
apoio da professora/ investigadora da turma. A interpretacdo do problema foi realizada em cada
grupo pelas suas especificidades, sendo solicitado o auxilio da professora quando, principalmente,
os alunos se deparavam com dificuldades em estabelecer relagdes. Este facto verificou-se com
muita frequéncia na quarta questdo da tarefa, na qual estava o cerne do pensamento algébrico,
uma vez que apelava a capacidade de organizar os dados do problema e de identificacdo das

regularidades existentes com vista a generalizagao.

Apesar de a tarefa contemplar duas questdes que envolviam uma generalizacdo mais ampla do
problema (“Para ir mais além’) e que foram colocadas com o intuito de desafiar o raciocinio dos
alunos com maior ritmo de resolugéo e de desempenho, nao foram resolvidas por nenhum dos

discentes da turma.

Tal como na tarefa 2, todos os alunos enviaram os dois ficheiros criados para o correio eletronico

da investigadora e professora da turma.

Exploracao inicial da applet “Quadrados inscritos em quadrados”
Na primeira fase de exploracédo da applet, observaram-se atitudes diferentes entre os trés grupos.

Todos os grupos moveram o seletor da distancia de B a P e, pausadamente, analisaram o que
acontecia ao quadrado inscrito [GPEF] com o intuito de procurar relagbes, apesar de o grupo 2
nao ter logo identificado o ponto P na applet. Por este facto solicitou a ajuda da professora a fim

de a questionar sobre o que tinham de mover.

Contextualizacao do problema

Com o intuito de localizar os alunos no plano e de os ajudar na contextualizagdo do problema,

estas primeiras questdes parecem ser fundamentais.

A primeira pretendia que os alunos identificassem as coordenadas dos vértices do quadrado em
funcdo do deslocamento do seu vértice P. A segunda, tinha como finalidade, alertar para o

dominio do problema, Util nas questdes seguintes.
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Tal como se identifica na tarefa (Anexo 3), na pergunta 1, a professora indicou que tinham de
considerar o ponto B como sendo a origem do referencial e identificar as coordenadas dos vértices
do quadrado [GPEF] em fungdo do deslocamento do ponto P, considerando que o lado do
quadrado [ABCD] tinha 5 unidades de comprimento.

Quadrados Inscritos em quadrados

QUADRADOS INSCRITOS NUM QUADRADO

Move este séletor paravisualizares
0s quadrados [GPEF] Inscritos no quadrado [ABCD).

DistinclaBaP = 4

Elisabete Mariano, Criado com

Geogebra

Figura 4- 61: Manipulagao da applet quando a distancia de B a P era 4 unidades

Os grupos 1 e 3 manifestaram dividas referentes a indicacdo das coordenadas dos pontos em

funcdo das condi¢des dadas.

O primeiro grupo, numa primeira fase, indica apenas as coordenadas do ponto P para as duas
situacoes (P é deslocado 1 unidade e 4 unidades) mas, incorretamente. Recorrendo a applet, os
alunos identificaram as coordenadas dos restantes pontos mas mantiveram as coordenadas de
alguns incorretas (as de P na alinea a) e as de P, F e G na alinea b)), que posteriormente,

alteraram, mas continuando algumas delas erradas.

a)R:  (B=(0,1); E=(5,1) ; F=(4,5) G=(0,4)

o O x5 DR

Figura 4- 62: Coordenadas dos pontos, quando P é deslocado 1 e 4 unidades, respetivamente, pelo grupo 1

O grupo 3, apresentou a mesma duvida que o grupo 1 e prosseguiu na resposta a esta questao

com facilidade, embora incompleta, movendo o seletor para os valores pretendidos.
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1= Na12 questdo da ficha usdmos o applet “quadrados inscritos em quadrados”. Ao
verificarmos que o lado do quadrado [ABCD]=5, considerdmos o ponto B o ponto de origemde
um referencial e a0 movermos o quadrado [GPEF] descobrimos que arespostade a) (1;0) e b)
(4;0).

Figura 4- 63: Resposta do grupo 3 a primeira questéo (tarefa 3)

O grupo 2 nao sentiu dificuldades e apresentaram a sua resposta ilustrada com a applet, apesar
de se verificarem algumas incorregdes no que respeita as coordenadas de alguns pontos (as de E

na alinea a) e as de E na alinea b)).

Descobrir as coordenadas dos pontos /
quando o deslocamento de P é de 1 -

unidade:
A (0;5), B (0;0), C (5;0), D (5; 5).w_
F (4;5) e G (0;4). /x.
4 Unidades:

A(0;5), B (0;0), C (5;0), D (5;5)E (4;4)F (1,5) e G (0;1).

A ¥ °
-
\ .

i

® ? c

Figura 4- 64: Resposta completa do grupo 2 a primeira questao (tarefa 3)

Nesta primeira questdo, o embarago revelado por estes alunos prende-se com alguma dificuldade
de abstracdo mas, essencialmente, com alguma distracdo e reduzida concentragdo no arranque

da resolucéo da tarefa.

Na pergunta dois, os alunos ndo revelaram dificuldades pelo que tinha sido exigido na questéo
um. No entanto, o grupo 2 chamou a professora para se certificar da sua resposta. Um destes
alunos explicou muito claramente a razao pela qual o limite maximo do dominio é 5 - “é o

comprimento do lado do quadrado” - e ilustrou a situagdo como mostra a figura 4- 65.
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Quadrados Inscritos em quadrados

QUADRADOS INSCRITOS NUM QUADRADO

M
05 quad

DistdnciaBaP =0

@

Elisabeto Mariano, Criado com

Geogebra

Figura 4- 65: Visualizagdo geométrica do limite maximo do dominio do problema pelo grupo 2 (tarefa 3)

2. Varia entre 0 e 5, porque o lado do quadrado [ABCD] tem de
comprimento 5 unidades.

Figura 4- 66: Indicagado do dominio do problema pelos grupos 2 e 3 (tarefa 3)

Figura 4- 67: Indicagdo do dominio do problema pelo grupo 1 (tarefa 3)

Todos os grupos relacionaram a variagdo do deslocamento de P com o comprimento do lado do
quadrado, tendo o grupo 1 necessidade de recorrer a representagdo visual geométrica como
forma de confirmagao da sua resposta. Também se evidencia que os grupos 2 e 3 se expressaram
em linguagem natural e o grupo 1 usou a simbologia matematica de intervalos de nimeros reais

para se referirem ao dominio do problema.

Generalizacao do problema

A partir da terceira questdo da tarefa, pretende-se orientar os alunos para a generalizacdo do
problema - estabelecer uma relagao entre a distancia de B a P e a area de qualquer quadrado
inscrito no quadrado [ABCD].

A pergunta trés apontava para um caso particular - a area do quadrado inscrito no quadrado
[ABCD] quando a distancia de B a P era 1 unidade - no qual os alunos tiveram de recorrer a
ferramentas matematicas j& apresentadas anteriormente (Teorema de Pitdgoras, resolugédo de
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equagdes incompletas do 2.2 grau a uma incognita e operagcdes com numeros reais), sem as quais

seria impossivel resolver o problema.

O grupo 2 revelou algumas dificuldades na visualizagdo de um dos tridngulos retangulos, que
foram ultrapassadas com a manipulagao da applet. Os alunos identificaram as relacdes existentes
entre os lados do triangulo e do quadrado e a area deste Ultimo, o que os levou a aplicar o
Teorema de Pitagoras para calcularem a medida do lado do quadrado inscrito no quadrado
[ABCD]. Na resolucdo da equacdo obtida, denotaram-se obstaculos relacionados com as

operacoes com 0s nUmeros reais.

Os grupos 1 e 3, ndo evidenciaram dificuldades. No entanto, é de salientar que os grupos 1 e 2
nao se aperceberam de que o quadrado da hipotenusa era a area do quadrado [GPEF], como o

grupo 3.

Se o deslocamento de P for de 1 unidade, qual é Wa drea do quadrado [GPEF]?
Mostra cor egasie 4 lua resposta.
0’{ ﬂn% u—

A4t N b NrEl
h;_ “? N )
o Aot eV

Ptilizamos o Teorema de Pitagoras para descobrir o lado do quadrado; " 2

Fomos calcular a drea do quadrado e chegamos a conclusdo que o valor é17. ¢

Figura 4- 68: Resposta a 3.2 questao pelo grupo 1 (tarefa 3)

.E

. . .
8 P

424 12=x2016+1=x2 x=+V17

[

A drea exacta do quadrado [GBEF] vai ser 17 porque V172 é igual
ail7.

BP gt e afens W 20 2 0P 2
SRERE ela¥im) .

@:gge«,,ﬂﬁ? . ) ‘e .

Figura 4- 69: Resolugéo da questao 3 pelo grupo 2 (tarefa 3)
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3=> para descobrimos o valor exacto da drea do quadrado [GPEF] usdmos um dos tridngulos —
neste caso o tridngulo [PEC] - e utilizdmos o teoremade Pitdgoras para descobriro lado do

tridngulo que corresponde aum lado do quadrado.
¥hostt. J E

Figura 4- 70: Estratégia e concluséo do grupo 3 (tarefa 3)

Com o objetivo de motivar a obtengdo de dados da distancia de B a P e da &rea do quadrado
[GPEF], a quarta questao propde a organizacao desses dados numa tabela de duas colunas, com
um incremento de 0,5 para a primeira varidvel, abrindo a possibilidade de os alunos
acrescentarem mais, caso considerassem necessario.

A estratégia do grupo 1 passou por construirem uma tabela com mais de duas colunas na qual se
observa o que jé na tarefa 2 foi relatado, que se prende com o pensamento funcional. Os alunos
continuam a revelar dificuldades em encontrar relagbes entre as variaveis, demorando algum
tempo até a sua descoberta. Na sequéncia de imagens da figura 4- 71 (leia-se de cima para baixo
e da esquerda para a direita), pode-se observar uma segunda tentativa de construgéo da tabela,
na qual ja se denota alguma preocupagcdo com a covariagdo, mas sem sucesso, pois 0s alunos
ainda ndo tinham visto as regularidades da situagdo em estudo.
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SOMA vi© X ¥ fo| =a2sy 82 v i =[1
A A | 8 4 A— 8 [
i - < T 1 |Distinciade Ra P Area do cuadrads [GPEF]
1 'nn'.',:.nn:. doRa P Areado cuadrado [GPEF) 2 050 1
2 ] 15 3
3 |=A211 | 4 25 5
5 | 3.5 7
| (5] 45 9
7 3,5 1
7 3 6,5 13
SOMA v (& X v | =R 5 75 15
4 A L 8 | 10| 85 17
1 |istinciade Ra P Area do quadrazo [GPEF) 11| 9,51 19|
2 1 1 12 10,5 21
3 2:=A3"2 1 | 12 11,5 2
4 * 1 .2
[4 A [ 8 =] B2 ~@ %1
1 [istinciado Ba P Area do suadrads [GPEF) A A | 8 |
2 1 1 1 |Distinciado Ba P Area do zuadrads [GPEF]
T_2I 4 |73 0,5] [+ 1
7 I s 3 L3 T
3 C . Bl e )
£ 2 = 6 | a5 1
& - i 7 35 1
3 7 14 3 65 1
S 7.5 1
10| 3,5 1
11 95 1
£5 v 5| 12| 105 1
7 A l 8 | 13 115 1
1 [Diszinciade Ra P Area do quadrads [GPEF) =
2 9,5 < 1 SOMA v(* X v f| =272
Bl 15 3 p A [ 8 I
L 2,5 5 1 .lll'.?.iﬂrm doRa P Aroado susdrado [GPEF)
5| 35 7 2 0,5 P22 |
6 | 45 9 3 15 1
7 55 1 4 25 1
3 6,5 13 4 2 l 8 I
3 75 15 1 |Distinciado Ba P Area do suadrads [GPEF)
10| 85 17 2 05 1
) 9.5 19 ) 15 3
12| 105 21 a 25 5
13 115 2 5 35 ?
3 as a

Figura 4- 71: 2.2 tentativa de construgao da tabela pelo grupo 1 (tarefa 3)

Sem terem ainda completa nocdo do trabalho realizado até entdo, recorreram a applet para
compararem os valores da Ultima tabela com a imagem geométrica. Escolhem a distancia de B a
P de 3,5 unidades e observam que nao ha correspondéncia de uma representacao para a outra.
Deste modo, refletiram sobre a situacdo e constroem mais tabelas, obtendo as que estédo
ilustradas na figura abaixo.

l SOMA v (= X « J<| sAr2+827)] SoOMA ~ % v & =204
L4 A | 8 [ 3 4 a [ ] [ c

1 [DistinciadoBa P Distinciado Ra G Distirciade Ga M 1 |[DistinciadoRa P istincadoRa G Mistircade Ga P

»

2 0.5 45 ]'AZ‘Z'OZ‘Z | 2 05 [ a5 9 10
3] 05 a5 3 1 |z82-05 [
4] 0,5 4,5 4 15 3,5

< ne axs

Figura 4- 72: 3.2 tentativa de construgao da tabela pelo grupo 1 (tarefa 3)
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Na primeira imagem da FC desta figura, apoiado na applet, tentaram preencher a tabela
colocando os valores das distancias de B a P e de B a G (catetos do triangulo retangulo [GBP]),
manualmente (sem usarem férmulas), e na coluna C (distancia de G a P correspondente a
hipotenusa do triangulo retangulo [GBP]) escreveram uma férmula que nada se relaciona com a
equacao do Teorema de Pitdgoras. Em vez de escreverem a soma do quadrado dos catetos,
registaram a soma do dobro dos catetos. N&o criticando o valor obtido, tentam definir uma relagdo
entre os valores de cada variavel: na 1.2, escrevem uma sequéncia de nUmeros com incremento
0,5 como solicitado; na 2.2, optam pela estratégia recursiva, ao termo anterior subtraem 0,5 e na

3.2, fazem a replicagéo da formula de C2.

Uma vez que os dados da tabela continuavam a ndo corresponder aos do problema, analisam e
identificam o seu erro, alterando-o (Figura 4- 73). Ao ndo estabelecerem uma relagcédo entre a
medida de hipotenusa e a area do quadrado construido sobre a mesma, acrescentam duas
colunas a tabela (Raiz quadrada da distancia de G a P e a area do quadrado). Assim, com a
tabela de dados completa, no dominio do problema e com os dados correspondentes ao contexto
do mesmo, o grupo facilmente observou a simetria existente nesta representagdo, tal como a

expressao algébrica que permite calcular a area do quadrado [GPEF] em fungéo de d.

A A \ B \ c G
1 | DistanciadeBa P DistanciadeBa G DistanciadeGa P Raiz Area |
2 0 S 25 5 25
3 0,5 4,5 20,5 4,527693 20,5
4 1 4 17 4,123106 17
S| 1,5 3,5 14,5 3,807887 14,5
163 2 3 13 3,605551 13
| V| 2,5 2,5 12,5 3,535534 12,5
6 3 2 13 3,605551 13
[©) | 3,5 1,5 14,5 3,807887 14,5
10 4 1 17 4,123106 17
£ 4,5 0,5 20,5 4,527693 20,5
£ 5 0 25 5 25
4] A | B \ c | D G
1 | Distanciade Ba P | Distdnciade Ba G |DistdnciadeGa P Raiz Area
2|0 =5-A2 =A272+B2"2 =RAIZQ(C2) =D2”2
.3 |=A2+0,5 =5-A3 =A32+B3/2 =RAIZQ(C3) =D342
4 |=A3+0,5 =5-A4 =A4A2+BAN2 =RAIZQ(C4) |=D42
.5 |=A4+0,5 =5-A5 =A572+B5"2 =RAIZQ(CS5) =D5%2
6 |=A5+0,5 =5-A6 =A6"2+B6"2 =RAIZQ(C6) =D6"2
7 |=A6+0,5 =5-A7 =A772+B772 =RAIZQ(C7) =D7~2
.8 |=A7+0,5 =5-A8 =A872+B8"2 =RAIZQ(C8) =D8"2
9 |=A8+0,5 =5-A9 =A972+B9"2 =RAIZQ(C9) =D9”2
10 |=A9+0,5 =5-A10 =A1072+B10"2 =RAIZQ(C10) |=D10"2
11 =A10+0,5 =5-A11 =A1172+B11"2 =RAIZQ(C11) |=D1172
12 |=A11+0,5 =5-A12 =A1272+B122 =RAIZQ(C12) |=D1272

Figura 4- 73: Ultima tabela obtida pelo grupo 1 (tarefa 3)

b} Observa & colune da “Area do Guedrade”, © que chesrves? ) oy S8
Queadd 6 auistancia o Be? 23 ps velosgs E%WQ% @W%QQ Lo
SABELIONES , PuisTe G aeflondd « .

Figura 4- 74: Descri¢cdo da simetria da tabela pelo grupo 1 (tarefa 3)
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Sem que tivesse sido solicitado, o grupo 2 aplicou o Teorema de Pitagoras a outro caso particular,
identificou a regularidade por comparacao ao caso da questao trés e por observagao das relagdes
entre os segmentos de reta da figura na applet (Fig.4- 75) definiu a variavel x como a distancia de
B a P, indicou esta decisao (Fig.4- 76) e escreveu no seu relatério “A distancia de B a P pode ser
calculada através da formula A=(5-x)"2 + x*2” (Grupo 2). A partir daqui, faciimente obteve a tabela
pretendida.

........... 'QUADRADOS INSCRITOS NUM QUADRADO. |

| Move este seletor paravisualizares
08 quadrados [GPEF ] Inscrit quadrado [ABCD).

DistinclabaP = 0.5

Elisabete Mariano, Criado com
Geogebra

Figura 4- 75: Observagéo, pelo grupo 2, da imagem quando a distancia de B a P € 0,5 (tarefa 3)

Assim que se certificam de que a sua conjetura estava correta, os alunos deste grupo
entusiasmaram-se, construiram uma tabela (com quatro colunas) e observaram que esta era
caracterizada por aspetos semelhantes a tabela da tarefa 2, como € o caso dos valores negativos
e da existéncia de uma simetria.

Ot S

R et iy T
R Fes™ :
) e

b sy e
DA s S AN

e

TR R

Figura 4- 76: Inicio da estratégia do grupo 2, na resolugdo da 4.2 questao (tarefa 3)
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1.9) Iniciar a construgao da tabela:

SOMA « (& X v & =p2405
1 I e [
1 .dlst.BaP A do quadrado[GPEF]
2 0,
3 |=A240,5 |

2.%) Replicar da formula de A3 na coluna A até a linha
30, acrescentar as colunas C e D (correspondentes
aos comprimentos dos lados EC e PC) e esconder a
coluna B:

4] A | ¢ 1 o
1 dist.BaP  |EC PC

:g‘wwuoulauw
-

3.9) Escrever a férmula em C2 de modo que a coluna
C seja igual a coluna A, porque os comprimentos dos
lados EC e BP séo iguais:

SOMA (O X A=
4 A | ¢ T o | &
1 ’d_lft-._B.a_E_"sEC PC
20 0,5)=A2
3 1
a 18

4.%) Escrever a formula resultante da observagdo da
relagdo funcional entre as colunas C e D (o
comprimento de PC é a diferenga entre o
comprimento de lado do quadrado [ABCD] e o de

[EC]:
SOMA - XV &5
4| A [ ¢ T o | E
1 dist.BaP E.S_-__-‘P C
2| 0,58_____0,5/=5-C2
3 1
4 15

5.%) Replicagéo das férmulas escritas na linha 2, até a
linha 31:

4 A " c D
1 ‘dlst. BaP EC PC
|2 | 05 0,5 45
3 ‘ 1 1 4
4| 1,5 15 3,5
5 | 2 2 3
6| 2,5 25 25

6.2) Mostrar a coluna B da tabela, escrever a formula que
corresponde ao membro da equacdo do Teorema de
Pitagoras que relaciona os catetos para obter a area do
quadrado [GPEF]:

SOMA « (& X v & =c20+02%
Al A [ B [c T o
1 dist.BaP A do quadrado[GPEF] EC PC
2 0,5|=C242:02%2 { 0,5 4,5]
3 1 1 4
A 15 15 3,5

7.%) Replicar a formula de B2 pela coluna B, até a linha
31:

Al A ] 8 [ D

1 dist.BaP A do quadrado[GPEF] EC PC
28 0,5 20,5 05 4,5
3 | 1 17 1 a
4 1,5 14,5 15 3,5
5 | 2 13 2 3
6 | 2,5 12,5 2,5 2,5

8.2) Observar e assinalar a area maxima do quadrado
[GPEF]:

v 811 - £ | =C1172:01142

4] A [ B . [
1 dist.BaP  |Adoquadrado[Gisi fusio] o

2| 0,5 20,5 0,5 45
3 1 17 1 a
a 15 14,5 15 35
= 2 1 : 2
6 2,5 12,5 2,5 2,5
i 2 1 3 2
= 35 14,5 35 15
3. 4 17 4 1
0 ¥ 20.5 a5 05
L 5] 251 5 0

5,5 30,5 55 05

[
?
b

A= - a

Figura 4- 77: Passos da estratégia do grupo 2, na resolugdo da 4.2 questao (tarefa 3), cujas imagens foram
captadas com o software Camtasia Studio7
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A partir da tabela obtida (8.% passo da figura 4- 77), os alunos concluiram e escreveram “ A area
maior € 25, porque a partir dai um dos lados comeca a ficar negativo.” (Grupo 3), registando a
expressao algébrica que representa a &rea do quadrado [GPEF] em funcao de d (Fig. 4- 78).

Aas. (‘3@? i f’

Figura 4- 78: Férmula obtida pelo do grupo 2 para calcular a area do quadrado [GPEF], em fungéo de d
(tarefa 3)

O desempenho dos alunos do grupo 3 passou pela construgdo de uma tabela de duas colunas na
FC, em que os valores da coluna A faziam parte de uma sequéncia de incremento 0,5 cujo
primeiro termo era 0,5. No entanto, depararam-se com um erro de sintaxe (em vez de escreverem

uma virgula colocaram um ponto) cuja indicagao obtiveram com a fungao “Ajuda” do software.

Daqui em diante, na observagao do video constituido por imagens do computador captadas com o
Camtasia Studio7 e com a camara de video digital, a investigadora verificou que o grupo demorou
muito tempo até escreverem a formula de calculo da area do quadrado [GPEF] na tabela pelas
dificuldades com que se depararam. Neste espago de tempo, foram muitas as vezes que
recorreram a applet a simular diferentes situagdes, obtendo casos diferentes. Mas, apesar das
tentativas ainda néo tinham conseguido encontrar as regularidades e pediram ajuda a professora

que lhes propds a realizagdo do mesmo procedimento utilizado na 3.2 questao para outros casos.

i v-.-\‘t'~‘0> {o /\v\“" "'-/;;_- 3 e
"\.—l«H ‘7?&7',ﬁ
19 =34 *45 Q’*>’ 11,5 ?foT'

T s

) ),:)“.x, e o 5M )Q/

Dy i 1% 'S
32 274y =l = D 5=hh= b
1:) - "/‘ 4 j-:}‘ = \S\—'l"* \': S '\\‘(f)

i i e

N
: g / -

119 205 0 Npp 2 I

Figura 4- 79: Casos particulares do problema obtidos pelo grupo 3 (tarefa 3)
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4 = para chegarmos a uma expressao algébrica que permitisse calcular a drea do quadrado
[GPEF] efetuamos os seguintes calculos.
Distancia Férmula para descobrir a Area
area
0 5x5 25
0.5 4.502+0.542 20.5
a ! 4A24112 17
1.5 3.572+1.542 14.5
2 3724242 13
2.5 2.5°2+2.5°2 12.5
3 2A2+342 13
3.5 1.542+3.542 14.5
4 17244472 17
4.5 0.512+4.542 20.5
5 5x5 25

Figura 4- 80: Organizagéo tabelar dos casos particulares escritos no caderno
(excerto do relatério do grupo 3 referente a tarefa 3)

Na procura de um padrdo entre os casos particulares, os alunos comegaram por escrever no seu
caderno a féormula “=5-A2"2+A2"2”. Apesar de a professora compreender o que tentavam
expressar e identificando a auséncia dos parénteses, instigou-os a escrever a férmula na sua
tabela da folha de célculo para verificarem a sua conjetura. Os alunos sentiam-se contentes
porque consideravam que a sua conjetura estava correta, pelo que quando a inserem na tabela,
demonstram um sentimento de desilusdo. Alunos e professora, em conjunto, exploram os
diferentes casos e fazem a comparacdo com a formula j4 escrita, indicando de imediato a falha ja
reconhecida pela docente, anteriormente. O grupo procede & emenda no seu caderno e na folha
de calculo, replicam-na as outras linhas da tabela e observa-se o seu contentamento na
visualizagado dos resultados esperados, a excegado do Ultimo que nao coincidia. O grupo voltou a

comparar o caso particular em ambos os suportes, encontrando o erro no seu caderno.
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1.9) Escrever a férmula em B2 para obter a area do quadrado [GPEF], apds
a coluna A ja estar preenchida:

SOMA v (7 X Vv Ju| {5-A2)*2+a2%2
4| A B | C |
1 DistinciadeBaP Area do quadrado [GPEF)
21 0,5) =(5-A2)A2£4242 |
3 1

2.%) Replicar da formula de B2 na coluna A até a linha 11:

Bl11 v (= Je | =(5-a11)*2+811°2

4| A B | c
1 DistinciadeBaP Area do quadrado [GPEF)
20 0,5 20,5

3| 1 17
4| 15 14,5

5 2 13
16| 25 12,5

7 3 13
187 3,5 14,5

9 q 17

10 45 20,
] E 7§l

an =

3.9) Iniciar a coluna A em zero, em vez de 0,5 e acrescentar a tabela a linha
12, correspondente ao comprimento maximo do lado do quadrado [ABCD]:

\ SOMA v~ (= X v S| =a2105
| 4] A ’ 8
1 DistinciadeBaP Areado quadrado [GPEF)
20 ol
3| =a2+0,5 20,5
4 1 17
5 L5 14,5
£64 2 13
7 25 125
8 3 13
9 3,5 14,5
10 4 17
11 4,5 20,5
22} 5 25

4.9) Obter a tabela final completa:

4 A 8 I
1 DistinciadeBaP Areado quadrado [GPEF]
2] 0 2]
3 0,5 20,5
4 1 17
5 L5 14,5
6 2 13
7 25 125
[ 3 13
9 3,5 14,5
10 4 17
11 4,5 20,5
12 5 25

Figura 4- 81: Passos da estratégia do grupo 3, na resolucdo da 4.2 questao (tarefa 3), cujas imagens foram
captadas com o software Camtasia Studio7
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Na presenca da sua tabela, comentam “Quando chegamos ao valor 2,5 de distancia, os valores

repetem-se como se tivessem um espelho.” (Grupo 3)

Perante o raciocinio efetuado pelo grupo, € claro que ndo revelaram dificuldades na escrita de

expressao algébrica solicitada.

A criagao das tabelas por cada grupo estimulou os alunos a definirem claramente as variaveis do
problema e a estabelecerem relagbes entre elas, evidenciando-se as carateristicas do
pensamento funcional. Partindo das suas estratégias, mesmo que incorretas, elas foram o ponto
de partida dos alunos para aprenderem a sistematizar e a generalizar os métodos de resolug¢édo do
problema, o que tornou o processo um pouco mais moroso. Este aspeto foi uma das motivacdes
de Rojano (1996) quando desenvolveu alguns dos seus projetos no campo da algebra. Com a
abordagem algébrica realizada pela professora na resolugdo de problemas, estes alunos
demonstraram alguma capacidade de construir significados para os simbolos algébricos, aliado a
algebra sintatica e manipulativa, desafiando o seu conhecimento ja adquirido. Com o recurso a
FC, foi criado um ambiente de trabalho agradavel e estimulante, em que os alunos puderam fazer
as tentativas que consideraram necessérias para alcangar 0 seu objetivo, sem qualquer

julgamento.

Inicialmente, os alunos utilizaram a FC para expressar as suas ideias mais imaturas e para
verificar a veracidade das suas estratégias e, progressivamente, tomaram consciéncia da relagao

interdependente das variaveis, sentindo a necessidade de definirem uma variavel independente.

A intervengdo da professora nesta forma de ensinar algebra centrada no aluno em ambiente de
FC foi muito relevante na orientacdo deste e na abstragdo da estrutura comum dos casos

particulares em dire¢@o a generalizagao e modelag¢éo do problema.

Representacao grafica do problema

Na representacao tabelar do problema, s6 os grupos 1 e 3 limitaram a distdnciade Ba P de 0 a 5,
inclusive, enquanto o grupo 2 a considerou entre 0,5 e 15, obtendo, consequentemente graficos

semelhantes, mas diferentes.

%
A do quadrado[GPEF]
25 . 350 |
°
20 * - 300 ‘ .c
IS - 250 | 2
| s . ru 200 4 R
f o
0 150 ’l ‘0’ # A do quadrado|GPEF)
<
s 100 \ \J
o
50 ot
0 v v v > " 0 M '
L2 : ) i - , u 0 5 10 15 20

Figura 4- 82: Graficos obtidos pelos grupos 1 e 3 (a esquerda) e pelo grupo 2 (a direita)
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Uma vez que as colunas da tabela a serem utilizadas para a construcao do grafico estavam
separadas, o grupo 1 sentiu dificuldades em construir o seu gréfico solicitando a ajuda da
professora. Assim que o conseguem, facilmente identificam o modelo “Observamos que o grafico
€ uma parabola ao contrario.” (Grupo 1). Por comparagao com o grafico obtido na tarefa anterior,
cuja concavidade se encontrava voltada para baixo, os alunos referem que a parabola esta “ao
contrario”.

Interpretacao do problema a partir das representacoes

A questdo sete da tarefa apelava a identificacdo dos extremos da fun¢do que modelava o
problema que foi resolvida com facilidade por todos os alunos. Todos 0s grupos apenas
recorreram a tabela para responder ao solicitado fazendo sobressair diferentes regides, colorindo-
as com cores diversas.

S0 os grupos 1 e 3 associaram estes extremos com duas situagdes verificadas na manipulagao da
applet.

Area méxima do guadrado_é 25, com o deslocamento para0;

Area minima do guadrado ¢ 12,5 , com o deslocamento para 2,5 ;

Portanto para que a area do quadrado seja maxima o deslocamento tem de ser O e para que a
area do quadrado seja minima tem de ser 2,5 .

Figura 4- 83: Extremos da fungao observados pelo grupo 1 (excerto do seu relatorio)

9]

=

=3
N O

6 => Para termos a drea minima do quadrado o deslocamento de P=2.5; para termos a area

maxima do quadrado o deslocamentodeP=0 ou 5.

Figura 4- 84: Tabela do grupo 3 e extremos da fungéo observados (excerto do seu relatério)
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O grupo 2 pintou a verde as linhas que apresentam solu¢des possiveis do problema, marcaram a
amarelo a fronteira das solugbes impossiveis e as restantes, a vermelho. Depois, limitou-se a
observar os valores pretendidos na tabela e a dar resposta a pergunta colocada.

A do quadrado[GPEF] EC PC 7. Area do quadrado:

Minima: 12,5.

Mdxima: 25.

Figura 4- 85: Tabela do grupo 2 e extremos da fungéo observados (excerto do seu relatério)

A representagao tabelar foi uma importante representacao matematica na resolugéo do problema:
€ a partir da sua andlise que concluem sobre as possibilidades extremas do problema, recorrendo
a cor para as fazer sobressair. A aprendizagem tornou-se significativa uma vez que os alunos
compreenderam estas situagdes contextualizadas pela relagdo que estabeleceram com a
representacdo geométrica de cada uma.

Visto que os alunos ja& conheciam todas as ferramentas matematicas de resolugdo de uma
equagao de 2.2 grau a uma incognita (as representagdes tabelar e grafica e a férmula resolvente),
esta questao (“Existe alguma distancia de B a P cuja area do quadrado [GPEF] seja 14,87 E
22.187”) teve o intuito de observar qual seria a escolha e a estratégia utilizada que permitiria dar
resposta ao desafio proposto.

\

Apenas os grupos 1 e 2 recorreram a representacdo tabelar. O grupo 1 fez as iteracdes
necessarias até encontrar os valores perguntados.
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Figura 4- 86: Tabela de valores apds algumas iteragdes (excerto do relatério do grupo 1)

Sim, observando a tabela verificamos que existe.

0,3 4,7 22,18 4,709565: 22,18
4,7 0,3 22,18 4,709565; 22,18

Mudando o incremento de 0,5 para 0,1 conseguimos verificar que existia os valores 14,5 e
22,18 .

Figura 4- 87: Tabela com os valores da area de 14,5 e 22,18 evidenciados pelo grupo 1
(excerto do seu relatorio)

O grupo 2, observando o conjunto de valores da Ultima tabela obtida, foi modificando a entrada da
célula A2 (primeira linha numérica da tabela na primeira coluna da Fig.4- 88), até encontrar os
valores pretendidos.
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8,402 +1,502=14,5 4,702+0,302=22,18

[14,5= (5-d)A2 +dA2] [22,18= (5-d)A2+ dA2]

Figura 4- 88: Representacdes do grupo 2, dos dois cenarios questionados (tarefa 3)

O grupo 3 utilizou o grafico, determinando os objetos que tinham imagem 14,5 e, uma equagéao
que resolveu. Apoés a resolucdo da equacao, teve a preocupacao de ver se coincidiam com a
situagao grafica.

7 = Através do grafico vimos que a distadncia de Ba P tem que ser1.5 e 3.5 para obtermosa

area de 14.5. Para descobrirmos se é possivel o quadrado [GPEF] ter 22.18 de drearecorremos

a seguinte equagdo:

22.18= (5-d)A2+d”2

Através da equacdo verificdmos que o deslocamento de P teria de ser 4.7 ou 0.3. De seguida,

através do gréfico, verificdmos que o resultado estava correcto.

Figura 4- 89: Estratégia do grupo 3 para determinar os casos de a area ser 14,5 e 22,18
(excerto do seu relatorio)
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Da analise das respostas dos trés grupos, verifica-se que nao usaram as mesmas estratégias.

Dois dos grupos usaram as suas tabelas como ponto de partida: um fazendo iteragdes sucessivas
na primeira coluna e o outro variando o primeiro valor até encontrarem as areas pretendidas,

métodos possiveis pelas caracteristicas dindmicas das tabelas da FC.

O outro grupo valeu-se da representacao grafica e da férmula resolvente. Para a primeira situagao
apenas necessitou de interpretar o grafico, mas para a segunda, recorreu a férmula resolvente na
resolucdo da equagado de 2.2 grau escrita pelos alunos deste grupo, estabelecendo uma conexao

com o gréafico na confrontagéo dos resultados obtidos.

Na solicitagdo da questdo 9, estava evidente um rematar da questdo 8, caso ainda ndo tivesse

sido feito.

(5—d)? +d? = 14,5 Cs={1.5|3.5}

Resolvendo esta equagdo obtemos 2 solugdes que correspondem 3s distdnciasde BaPeBaG

quando a area do quadrado é 14,5.

(5—d)? +d? = 22,18 Cs={0.3]4.7}

Resolvendo esta equagdo obtemos 2 solugdes que correspondem 3s distdnciasde BaPeBaG

quando a area do quadrado é 22,18.

Figura 4- 90: Representacao simbdlica das condigbes da questado 8 (grupo 1)

Sem dificuldades, todos os grupos escrevem as equagbes de 2.% grau que ajudam a responder ao

perguntado na questao 8.

Nas conclusdes desta tarefa, a investigadora regista o sentimento e opinido de cada grupo.

Ao longo deste trabalho deparamos com varios obstaculos tais como chegar 4 féormula da area

do quadrado e resolver as equagdes de 22 grau.

Mas que conseguimos superar através do Excel que nos ajudou muito, porque depois de
inserirmos as férmulas corretas conseguimos obter varios resultados e conclusdes.

Achamos que este trabalho ajudou-nos a desenvolver o raciocinio matemaético, (til para a

resolugdo de problemas.

Figura 4- 91: Conclusdes do relatério do grupo 1

Sentimos dificuldades em descobrir a férmula que determinava a

area do quadrado inscrito, o mais facil foi as coordenadas.

Figura 4- 92: Excerto das conclusdes do relatério do grupo 2
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Gostamos de realizar este trabalho e achamos que estas aulas sdo benéficas. Conseguimos

trabalhar bem juntas e chegar a resolugdo dos problemas postos pela professora.

Figura 4- 93: Excerto das conclusdes do relatério do grupo 3

Para o alunos, este tipo de ensino centrado neles é benéfico na evolugdo do seu raciocinio
matematico e, consequentemente, do pensamento algébrico e na capacidade de resolver
problemas. Da andlise do trabalho desenvolvido, o maior obstaculo ainda continua a ser o
caminho da generalizacdo, mas superavel com a partilha e orientagéo do professor. A FC foi vista
pelos alunos como um recurso na validacdo dos seus raciocinios e auxilio na resposta ao

solicitado sobre o problema.
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Capitulo V

Conclusoes

Este capitulo sintetiza todo o trabalho de investigacdo desenvolvido, dando énfase as
caracteristicas dos alunos na resolucao de problemas com a folha de calculo, procurando ajudar
na compreensao do conhecimento do estadio do pensamento algébrico dos alunos e da forma

como a folha de caélculo influencia o desenvolvimento dessa capacidade.

Durante este trabalho, a investigadora destacou aspetos de cada um dos grupos relacionados
com: (i) as estratégias utilizadas na resolugéo de problemas com recurso a folha de célculo; (ii) as
representacdes usadas nesses processos para dar resposta as questdes desses problemas; (iii) a
forma de utilizagéo da folha de célculo no desenvolvimento da capacidade transversal “resolugéao
de problemas” do programa de matemética (Ponte, et al.,, 2007). Esta exposicdo nao teve o
objetivo de fazer comparagdes dos grupos ou induzir generalizagdes, mas sim, problematizar e

contribuir para uma melhor compreenséo sobre o objeto de estudo.

O capitulo estd organizado em duas secgdes. Na primeira, a investigadora apresenta as

conclusdes deste estudo e na terceira, deixa algumas reflexdes finais sobre o estudo.

Conclusoes do estudo

Nesta seccao, apresentam-se as conclusdes do estudo, que seguem uma organizagdo de acordo
com as questdes orientadoras da investigacéo: (1) Quais os processos de resolugao de problemas
na dimensdo aritmética-algébrica com a folha de calculo?; (2) De que modo a folha de célculo
influencia a compreensdo das representagdes convencionais da mateméatica?; (3) Quais os
aspetos do pensamento algébrico real¢ados pelos alunos quando resolvem problemas algébricos

em ambiente de folha de célculo?.

Questao 1: Quais os processos de resoluciao de problemas na dimensao aritmética-

algébrica com a folha de calculo?

Na fase de arranque para a resolugéo dos problemas, uma das maiores dificuldades observadas
prendia-se com a interpretagdo do seu enunciado que foram sendo esclarecidas pela professora
no desenrolar das tarefas. Constatou-se que na realizagdo destas, os alunos utilizaram Iapis e

papel e a folha de calculo e, algumas vezes, a calculadora. Esta conjugagédo de ferramentas
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prendia-se com a necessidade de estruturacdo da estratégia e solugdo do problema. Assim, os
alunos comegaram por utilizar l1&pis e papel ou a applet disponibilizada pela investigadora, fazendo
0S esquemas necessarios a compreensao do problema. O recurso alternativo da calculadora,
esquecendo-se de que a folha de calculo também é uma ferramenta de calculo, foi verificado em
situagbes nas quais os alunos ainda nao tinham identificado a variavel (independente). Nestas
situagbes, recorriam a folha de calculo adotando estratégias de tentativa-erro. Quando a
apropriagdo da variavel independente e a interdependéncia das restantes ja tinha sido
concretizada, os alunos recorreram a FC construindo tabelas que traduziam a relacdo de
dependéncia entre variaveis ou entre os dados da variavel em si. Neste tipo de representacao
estava escondida a expressao algébrica que descrevia a relagdo mas, usando a linguagem da FC.
Esta ajudou os alunos a passarem da dimensao aritmética para a algébrica, usando a linguagem
simbélica da matematica. E este ato de generalizar que evidencia as estratégias algébricas

adotadas pelos alunos.

Questao 2: De que modo a folha de calculo influencia a compreensao das representacées
convencionais da matematica?

A partir do trabalho desenvolvido no ambito desta investigacédo, pode concluir-se que os alunos na
resolugéo de problemas recorrem a folha de calculo para representar os seus dados na forma
tabelar, nas quais procuram estabelecer relagcées entre as varidveis envolvidas, acdo que da
énfase aos aspetos do pensamento algébrico, tal como, a generalizagdo. Os alunos, a partir de
representacdes ndo convencionais da matematica e das regularidades encontradas nos seus
dados, utilizam uma representacao tabelar na folha de calculo que os obriga a expressar-se
“quase simbolicamente” (ndo usando letras, mas enderecos das células). Com mais ou menos
tentativas, demorando mais ou menos tempo, a tendéncia é conseguirem expressar-se utilizando
expressdes algébricas em que, muitas das vezes, a letra da lugar ao endereco da célula,
transparecendo a intimidade criada entre a sintaxe da folha de calculo e a algebra.

Ainda na procura de diferentes cendrios de um dado problema, fazem uso do seu atributo
dindmico e interativo possibilitado pela dependéncia das variaveis. Com esta ferramenta
tecnol6gica conseguem gerar e manipular grandes quantidades de nimeros e formulas, libertar-se
de calculos e manipulagdes algébricas enfadonhas, melhorando o seu desempenho, dando
significado as situagdes e facilitando a resolugdo do problema. Com a utilizagdo da folha de
célculo, além de os alunos sentirem uma maior necessidade de explicar o raciocinio seguido
(Ponte, et al., 2006), acabam por desenvolver 0 seu sentido critico e aumentar a sua atencéo
sobre os resultados obtidos dos problemas com que se deparam, sejam ou ndo da matemética. A
utilizag@o desta ferramenta tecnolégica, tal como de outras, também permite o desenvolvimento do
trabalho autonomo dos alunos em sala de aula e realizar experiéncias longe do julgamento do
professor e envolve os alunos na construgdo do seu conhecimento matematico num ambiente
favoravel a este. Neste contexto de folha de calculo, cria-se uma cultura de argumentacao e de

justificacéo para compreender os problemas usando a algebra como ferramenta.
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Tal como em experiéncias orientadas por Canavarro (2009) e Rojano (2006), este estudo permite
sublinhar alguns aspetos importantes no que diz respeito as representacdes usadas: o recurso a
tabela permitiu o registo organizado e a exploracao sistematica dos casos possiveis e possibilitou
dar énfase a relacao entre as variaveis do problema; a utilizacdo das letras permitiu observar que
elas podem ter significados diferentes (umas representam constantes e outras séo variaveis); o

grafico viabilizou analisar a variagao da varidvel dependente nas uUltimas tarefas.

Questao 3: Quais os aspetos do pensamento algébrico realcados pelos alunos quando

resolvem problemas algébricos em ambiente de folha de calculo?

O pensamento algébrico € um processo de generalizacdo das ideias matematicas a partir de
casos particulares (Kaput & Blanton, 2005). Observando este conceito de pensamento e
observando a analise dos processos dos alunos participantes neste estudo, é evidente que a
generalizagdo das situagbes propostas foi efetivada com o estudo especifico de cada caso
particular. Os alunos procuraram regularidades ou padrdes entre estes, no sentido de visualizarem
as estruturas e as relagbes existentes, trabalho que foi apoiado na ferramenta tecnolégica, folha
de célculo, da forma descrita na tentativa de resposta as primeiras questdes deste estudo. Como
diz Kaput (1999), este procedimento faz sobressair raciocinios e expressdes de nivel mais
elevado. Esta extensdo deliberada do raciocinio ou da comunicagdo para além dos casos
particulares, envolve um conjunto de procedimentos que envolve letras (simbolos). Segundo
Kieran (2004), este conjunto sdo atividades de generalizagao e ferramentas que sao utilizadas na

representacdo das relagbes matematicas.

De entre os dois aspetos principais do pensamento algébrico, a folha de calculo ajuda a realga-los
devido a sintaxe de que é dotada: (i) Pensamento representacional - as ideias algébricas foram
expressas por estes alunos utilizando diversas representagdes, desde as convencionais as nao
convencionais da matematica. Perante sequéncias geométricas apoiavam-se em relacoes
numeéricas ou na prépria composicdo geométrica do problema; perante word problems, faziam
esquemas ou diagramas representativos das situagdes que os ajudavam na criacdo das
representagdes convencionais da matematica na folha de célculo; (i) Pensamento simbdlico - o
recurso aos simbolos sdo uma forma de representar as ideias gerais obtidas a partir do raciocinio,
da atribuicao de significados e da compreensao das situagdes. Ora, com a folha de calculo, os
alunos criaram uma intimidade entre os enderecos das células e as variaveis que utilizavam na
representacdo dos problemas, chegando a escrever no seu caderno expressdes que, em vez de
letras, eram os enderecos das células da folha de célculo. Sem a atribuigdo de significado aos
simbolos, os alunos revelaram mais dificuldades no processo de generalizagdo, como foi notavel

no desempenho do grupo 1, evidente no problema da tarefa 2.

No trabalho com a folha de calculo emergiram as vertentes da algebra. Perante a observancia da
estrutura das tabelas construidas por cada grupo (na apresentacao das férmulas de cada célula
da tabela) emergem as estruturas da aritmética, o que Kaput (2008) designa por aritmética

generalizada. As relagdes e a covariagdo das variaveis, concretizando-se o estudo das fungdes
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envolvidas sdo realgcadas também nessas tabelas e expressas nas suas respostas as questdes
colocadas ou emergidas de situagdes que resultaram do aspeto dindmico e interativo da folha de
célculo. A aplicacdo de um conjunto de linguagens de modelacdo também foi evidenciada na

resolugéo das duas Ultimas tarefas, cujo modelo matematico subjacente era o quadratico.

A diversidade das representagdes simbodlicas sugerem que a folha de calculo ajuda os alunos a
simbolizar as suas ideias informais de um modo mais formal. A forma como a apresentam, da
indicagdo da proximidade que fizeram aos objetos do problema: as mais elementares foram
utilizadas pelos alunos com mais dificuldades ou ainda ancorados a dimens&o aritmética desse
mesmo problema. Apesar de tudo, foi evidente a capacidade dos alunos em generalizar e
simbolizar a aritmética que Ihes era mais familiar.

Consideracoes finais

As consideragoes finais apresentadas enquadram-se no ambito do ensino da matematica e dizem
respeito a eficicia da folha de célculo no desenvolvimento do pensamento algébrico.

Considera-se ser uma mais-valia para os alunos a utilizagdo continuada desta ferramenta
tecnol6gica no desenvolvimento do pensamento algébrico nas aulas de matematica, pois além da
envolvéncia dos alunos na construgdo do seu conhecimento matematico, da apropriagdo mais
profunda desse conhecimento, podem “desenvolver uma predisposicdo para usar a matematica
em contexto escolar e ndo escolar, apreciar os aspetos estéticos da matematica, desenvolver uma
visdo adequada a natureza desta ciéncia e uma perspetiva positiva sobre o seu papel e utilizagéo.”
(Ponte, et al., 2007, p.6). Estes constituem alguns dos objetivos gerais do ensino da matemética
contemplados no programa desta disciplina do ensino basico de 2007. Além destas vantagens, os
alunos tém a sua disposi¢cdo uma ferramenta que lhes permite resolver problemas que exigem o
saber de conhecimentos matematicos que ainda ndo aprenderam, ampliar a sua sabedoria até
eles cuja ponte tem que ser criada pelos professores. Isto significa que, como contempla o
programa de matematica do ensino basico de 2007, a resolugdo de problemas tem que ser vista
como um meio e ndo como um fim, apresentando assim esta disciplina como uma area com
significado. Contudo, ndo quer isto dizer que o ensino e aprendizagem fiquem por aqui, pois o
equilibrio entre a compreensdo e o conhecimento de factos, procedimentos, manipulagbes e
transformagbes da matematica tem que ser garantido. A folha de calculo tem um forte contributo
na compreensdo da matematica e nas conexdes e representacoes que possibilita. No entanto,
apesar de também auxiliar o professor na demonstracao de propriedades da &lgebra, tem pouco
contributo no ensinamento dos procedimentos algébricos, na manipulagdo simbdlica e na
resolucdo de equacgdes, sistemas de equacgdes e inequagbes, usando expressdes algébricas. A
investigadora pormenoriza esta forma de representagao, pois resolver as condi¢oes referidas com
ferramentas tecnolégicas (como a folha de calculo ou programas de geometria dindmica, como o

GeoGebra) ou outras ferramentas matematicas convencionais (representagao tabelar e grafica,
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por exemplo) ou ndo, sdo capacidades que podem sobressair nos alunos mais jovens desde os

primeiros anos de escolaridade.

Tal como foi levado a cabo neste estudo, a resolucdo das tarefas a pares foi adequada por
viabilizar a troca de impressoées entre si, a partilha de informagdes e o esclarecimento das duvidas
da &rea da matematica ou da ferramenta tecnoldgica que dispunham. Particularmente, na tematica
tratada nesta investigagédo, a partilha dos processos de cada elemento do grupo de trabalho
contribuiu para a definicdo de estratégias comuns com tragos de cada membro, que os ajudou a
alcancar um objetivo Unico. Primeiro e em particular na resolugdo de cada problema e, de um

modo mais lato, no desenvolvimento do seu pensamento algébrico.

Outro aspeto que serd importante evidenciar e que até podera ser alvo de futuras investigagoes,
relaciona-se com a visdo e o a vontade (ou ndo) que os educadores tém com a folha de calculo e
com a forma como a poderdo utilizar nas aulas de matematica. Apesar de ser umas das
ferramentas aconselhadas ao longo do programa de matematica do ensino béasico de 2007, sera
gue os professores conhecem o seu papel no desenvolvimento do pensamento algébrico dos

alunos?

Entre as muitas investigacdes existentes, a maioria refere-se a utilizagao da folha de céalculo em
criancas de 1.2 e 2.2 ciclo. Deste modo, qual a contribuigcao da folha de calculo no desenvolvimento

do pensamento algébrico de alunos de niveis superiores a estes?

A calculadora, foi uma das primeiras ferramentas tecnoldgicas que entraram nas salas de aula de
matematica e que assim se mantiveram até aos dias de hoje e em todos os niveis de ensino.
Deste modo, aqui ficam mais algumas questdes que podem ser orientadoras noutras
investigagdes: (i) Podera a folha de célculo usufruir deste estatuto?; (ii) Que condigbes sao
necessarias para fazer da folha de calculo um “material” necessario e “natural” da aula de
matematica?; (i) Havera outras ferramentas tecnolégicas com maior potencial no
desenvolvimento do pensamento algébrico? Caso haja, quais as diferengcas que se podem
identificar na sua utilizacao e de que forma?; (iv) O papel da folha de célculo no desenvolvimento
do pensamento algébrico de alunos, que tradicionalmente, ttm desempenho médio-baixo, quando

expostos a estas metodologias apresentam melhores desempenhos no ambito da Algebra?.

Como também refere Duarte (2011), “sera interessante prosseguir os estudos que aprofundem o

papel desta ferramenta no trabalho algébrico, em atividades de sala de aula.” (p.536).
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Anexos






ANEXO 1

Tarefa 1: Sequéncias geométricas

1. Observa a sequéncia.
<

1.1 Quantos cubos tem a figura 67 Mostra como chegaste a tua resposta.
1.2 Havera alguma figura com 100 cubos? Explica a tua resposta.

1.3 Escreve um termo geral da sequéncia numérica associada a sequéncia pictorica.

2. Na figura estao representados os quatro primeiros termos de uma sequéncia de conjuntos de

azulejos quadrados que segue a lei de formacao sugerida na figura.

Os azulejos s&o todos iguais, sendo uns brancos e outros cinzentos.

1.° termo 2’.° termo 3.° termo 4.° termo

a) Quantos azulejos brancos tem o0 2012.2 termo da sequéncia?
b) Qual é o nimero total de azulejos do 9.2 termo da sequéncia?

Mostra como chegaste a tua resposta.

Problema do teste intermédio de 8.2 ano de 29-02-2012







ANEXO 2

Tarefa 2: A vedacao do terreno

Procede do seguinte modo:

1. Produz um documento em Word onde deverds explicar todos os passos, estratégias e procedimentos que
utilizares e ilustra-os com esquemas ou imagens das tabelas e gréaficos da folha de célculo.

2. Abre 0 Excel do qual necessitaras.

3. Guarda os dois ficheiros anteriores com o formato do exemplo. (Exemplo: TarefaT_Ana1_Pedro14)

4. No final da aula envia os ficheiros produzidos para 0 e_mail da professora.
Para a avaliagdo deste trabalho sera tido em conta, (i) o raciocinio matematico, (i) a capacidade de resolver problemas,
(iii) a utilizagdo da linguagem matematica, (iv) a capacidade de apresentar e discutir ideias e (v) o aspeto grafico e
organizacional do documento escrito.

A VEDAGAO DO TERRENO

Com 50 metros de rede pretende-se fazer uma vedacao de um terreno
retangular.

Um dos lados do retangulo ndo precisa de rede, pois o terreno a vedar
esta encostado a um muro, como se mostra na figura.

Quais deverao ser as dimensdes do terreno de modo que a sua area

seja de 300 m®? E se se desejar um terreno com a area maxima?







ANEXO 3

Tarefa 3: Quadrados inscritos em quadrados

Obijetivo: investigar sobre as relagdes existentes entre o deslocamento de um ponto do lado do
quadrado e a area de outro inscrito nesse mesmo quadrado.

Procede do seguinte modo:

1.

Para a avaliagio deste trabalho seré tido em conta, (i) o raciocinio matematico, (i) a capacidade de resolver problemas,
(i) a utilizacdo da linguagem matematica, (iv) a capacidade de apresentar e discutir ideias e (v) o aspeto gréfico e
organizacional do documento escrito.

Na disciplina “Mat9” da plataforma Moodle encontraras a applet (pequena aplicagdo) que suportara esta tarefa.
Acede a mesma, localiza o ficheiro na secgdo “Equagbes” e abre-o.

Produz um documento em Word onde deveras explicar todos os passos que fores efetuando e ilustra-los com
imagens captadas (figuras da applet, tabelas e graficos da folha de calculo).

Abre 0 Excel do qual necessitaras.

Guarda os dois ficheiros anteriores com o formato do exemplo. (Exemplo: TarefaQ_Ana1_Pedro14)

No final da aula envia os ficheiros produzidos para o e_mail da professora.

O quadrado [ABCD] tem de lado 5 unidades.

P é colinear com B e C e desloca-se ao longo do lado BC,
gerando quadrados inscritos no quadrado [ABCD].

1. Se B for a origem do referencial, quais as coordenadas

L¢]

dos restantes pontos, quando o deslocamento de P for
de:

a) 1 unidade?

b) 4 unidades?

2. Entre que valores varia o deslocamento de P (distancia de B a P)?

3. Se o deslocamento de P for de 1 unidade, qual é o valor exato da area do quadrado

[GPEF]?
Mostra como chegaste a tua resposta.

4. Recorre a folha de célculo.

a) Cria uma tabela onde relaciones a Distdncia de B a P e a Area do Quadrado [GPEF],
com um incremento de 0,5 para a distancia de B a P.
Nota: A tabela pode ser constituida por mais colunas, caso consideres necessario.






b) Observa a coluna da “Area do Quadrado”. O que observas?

5. Seja d, adistanciade B a P.
Escreve uma expressao algébrica que permita calcular a area do quadrado [GPEF] inscrito

no quadrado [ABCD] em fungao de d.

6. Desenha o gréafico da fungédo que relaciona a area do quadrado [GPEF] com a disténcia de
BaP.
Ajuda: Seleciona apenas as colunas “Distdncia de B a P” e “Area do Quadrado”; insere

um grafico de disperséo.

7. Por observacao das representagdes construidas, qual é o deslocamento de P para que a
area do quadrado seja minima? E maxima?

Explica como chegaste a tua resposta.

8. Existe alguma distancia de B a P cuja area do quadrado [GPEF] seja 14,57 E 22,187

Explica como chegaste a tua resposta.

9. Escreve uma condi¢do que permita resolver as situacoes da questédo anterior.

PARA IR MAIS ALEM
Considera agora que o quadrado [ABCD] tem x unidades de lado.

a) Qual é a distédncia de B a P que permite identificar a &rea méaxima do quadrado [GPEF]
inscrito no quadrado [ABCD]? E a minima?
b) Escreve uma expressao algébrica que permita calcular a area de qualquer quadrado

inscrito neste quadrado [ABCD].



