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Resumo: Sio intmeros os problemas de andlise estatistica que envolvem
de alguma forma as chamadas estatisticas de ordem ou estatisticas ordinais.
Remetendo para os muitos titulos ja existentes nesta drea o leitor interessado
em aprofundar este tema, apresentam-se aqui apenas alguns dos resultados
fundamentais da teoria distribucional exacta (distribui¢bes marginais e dis-
tribui¢oes conjuntas, representagio de Rényi e Teorema de Malmquist) e da
teoria distribucional assintética (estatisticas ordinais extremais e estatisticas
ordinais centrais, Teorema dos Tipos Extremais e normalidade assintotica
dos quantis empiricos).

Palavras Chave: Estatistica Ordinal, Distribui¢do Limite, Valores Extremos.

Abstract: Order Statistics are of great importance in many areas of sta-
tistical theory and practice. This subject has experienced a rapid growth in
recent years. Among so many relevant results, we choose to present a few
concerning the basic distribution theory (marginal distributions, joint distri-
butions, Rényi representation and Malmquist Theorem) and the asymptotic
theory (extreme order statistics and central order statistics, Extremal Types
Theorem and asymptotic normality of sample quantiles).

Keywords: Order Statistic, Asymptotic Distribution, Extreme Values.



1. Introducao

Dada uma amostra aleatdéria de dimensao n, (X, Xs, ..., X,,), designamos por
estatistica ordinal de ordem k, o elemento da amostra que ocupa a posic¢ao k
na ordenacéo ascendente dessa amostra, e representamo-lo por Xi., (ou por
X% quando a dimensdo da amostra estiver subentendida). Tem-se pois

Xl:n S X2:n S 3 E S Xn:n

O conhecimento da teoria distribucional exacta (e assintética) das estatisticas
ordinais associadas aos mais diversos modelos tem sido de primordial im-
portancia em muitas dreas da estatistica tedrica e aplicada. Basta notar que,
tanto a mediana amostral como outros quantis sdo exemplos de estatisticas
ordinais. As metodologias robustas, tdo em voga nos tempos recentes, con-
sistem, essencialmente, em eliminar valores extremos de forma a aumentar a
robustez e resisténcia dos estimadores.

Na anslise de amostras censuradas (quer a censura seja de tipo I ou de tipo
IT) do que dispomos, na realidade, é de uma amostra de NV estatisticas ordi-
nais inferiores (associadas & amostra dos n elementos colocados inicialmente
em estudo).

Entre muitas outras aplicagoes das estatisticas ordinais, refira-se ainda a im-
portancia crucial que os Valores Eztremos (mdximos e minimos) tém na inter-
pretacdo e previsdo das mais diversas “calamidades” (temperaturas minimas
ou maximas, cheias, ciclones, tempos de vida minimos em teoria da fiabili-
dade, etc.). O crescente interesse e o vasto leque de aplicabilidade deste tipo
de estatisticas justificaram o aparecimento de alguns titulos especificos no
tema, dos quais se podem destacar os de David (1981), Sarhan e Greenberg
(1962) e Reiss (1989).

2. Teoria distribucional exacta

Seja X a k-ésima estatistica ordinal associada a uma amostra aleatéria de
dimensdo n. Represente-se por Fi.,(z) a sua fungdo de distribuigao (f.d.).
Tem-se

Fin(z) = P[Xgn € 2] = P [ pelo menos k dos X;’s serem inferiores a x| .
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No caso em que a amostra inicial (X3, X3, ..., X,,) é constituida por variaveis
aleatdrias independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.), a probabilidade
acima & de célculo bastante imediato. Basta notar que, se considerarmos
como sucesso o facto de se ter X; < z, entdo o nimero de elementos da
amostra inferiores a x terd uma distribui¢do Binomial(n, F(z)), onde F(z) é
a f.d. subjacente 4 amostra. Logo

T

Pen(z) =3 (7;) Fi(z) (1 - Fz))" 7,1 <k <n. (1)

=k

Como casos particulares temos a distribuigdo do minimo em amostras i.i.d.,

kel

Fimlz) = Z (7;) Ff(gg) (1- F(;,;))n—j

=1

= 1- (g) F(z) (1 - F(z))"
— 1-(1-F@)"
e a distribuicdo do mdzrimo em amostras i.i.d.,
Fonle) = F(x)

Facilmente se demonstra (basta integrar por partes) que a expressio (1)
admite a seguinte representacdo a custa da f.d. da Beta incompleta

_ L POl e ik
_\B(!c,n—k+l)/o e - )

Ip(z)(k,n——k+1)

Fk:n (.’B)

onde B(a, () = F[E(:Z_I;g;) y

Esta representagio permite-nos obter os percentis de Xj., por consulta de
tabelas da beta incompleta (Pearson e Hartley (1970). Biometrika tables -
tabela 16). E interessante notar que a identificaciio da distribuicdo das es-
tatisticas ordinais surge naturalmente através da sua f.d. (mesmo no caso
discreto). Alids, para modelos discretos, a fungio massa de probabilidade de
X1, nd0 tem expressdo explicita

fk::n(-r) = P[Xk;n = -’E] = Fk:n(m) — Fk:n(x i 1)
= Ipy(ksn—k+1) = Ip-nlk,n—k+1)
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No caso continuo, sendo f(z) a funcio densidade de probabilidade (f.d.p.)
de X e fin(z) a f.d.p. de Xy, obtém-se

1

fenl®) = g g F @0 F@)" f) (3)

por derivagdo do integral que surge em (2).

Poderiamos chegar a esta mesma expressdo por um célculo probabilistico di-
recto, o qual se ird revelar muito 1til na dedugdo da densidade conjunta de
duas ou mais estatisticas ordinais.

A ideia é comegar por calcular P [z < Xi., < = + dz] e obter a partir desta
a f.d.p. por passagem ao limite depois de dividida por dx.

H
s, — . ~ s
(k—=1)XX's A (n—k)XX's

De acordo com o diagrama acima, o acontecimento X, €|z,z + dz]
ocorre sse
1) (k — 1) dos n elementos da amostra forem nao superiores a x.

Probabilidade associada: (,:1) F&=1(z).
2) dos (n — k + 1) restantes, um deles, arbitrariamente, deverd estar em
e+ da);
Probabilidade associada: (”';‘H) [F(z + dz) — F(z)].
3) Os restantes (n — k) elementos deverdo ser superiores a = + dz.
Probabilidade associada: [1 — F(z + dz)]”*.

Logo

Plz < Xien <z +dx] = & F*=Y2) [F(z + dz) — F(z)] [1 — F(z + dz)]*™*

" (k- 1)!(.11,—- k)!

resultando daqui, de imediato a expressdo indicada para a densidade de Xg.n.



A partir de um raciocinio andlogo para o cdlculo da probabilidade do acon-
tecimento {z< X <2+ d2,y <Xjm <y + dy}, com 1<i< j<n, z<y,

i J

® ®
-

" T 1T o ”
vty (mo X X's

\_\,._._/ | -~
(i-1)XX's = EihEE (F—i—1)XX's ¥

H—

obtem-se a seguinte expressdo para a f.d.p. conjunta do par (Xin, Xjn)

n! i j—i—lry _ wd e
fi,j:n(xay) = (Z—I)I(J—l—l)l(n—j)'F l(z) [F(y) - F(I)] [1 F(y)} f( )f(y)

para < y.
A generalizagdo a qualquer nimero de estatisticas ordinais é agora um pro-
blema de solugdo quase imediata, vindo

k nit1—n;—1 k
F(z41) — Flz,)"+ ™
fnhnz,...,nk:n(a:l:m?) --.,.’L'k;) = nT H [ ( s ) ( J)] 1 H .f(xj) (4)
para r; < Tz < ... < Ty, onde se convenciona que rp = —00, Ty = +0a,

n=0eng1=n+1l
De entre estas f.d.p. conjuntas tem particular interesse a de (X1, ..., Xnin),
a qual vem dada por

fl,2,..,n:n(w1:m2, veny mn) = n‘ ]_n—_[ f(xj)

=0

para £y < g < ... < Tp.

De (4) resulta ainda uma interessante propriedade para as estatisticas ordi-
nais associadas a uma amostra i.i.d. de uma populagdo com f.d. absoluta-
mente continua.

Na realidade, efectuando algumas simplificagoes convenientes, mostra-se facil-
mente que a f.d.p. condicional de X;,|X1n = 21, Xom = 22, ..., X = 75,
para j > 14, coincide com a f.d.p. condicional de Xj.,|Xin = z:, ou seja,
¢ valida a propriedade Markoviana para esta sequéncia de varidveis. Para
z < y esta tltima f.d.p. é dada por

(n—-9! [Fly) -F@F ' 1-FeI" iy
j—i=1ln-7) [ - F(y)]*~™

FxjnXen (WT) = 0



E claro que, como de costume, o conhecimento da estrutura conjunta de um
vector aleatério, tem como principal vantagem a possibilidade de utilizagio
dos métodos standard para transformagbes os quais nos permitem derivar
a f.dp. de qualquer fungio (“bem comportada”) desse vector. E, pois,
s6 uma questdo de célculos, a obtengdo da f.d.p. de muitas das estatisticas
elementares (mediana, amplitude amostral, trimédia, cociente extremal, etc).

Exemplo 1: Distribui¢io das e.0.’s e da amplitude amostral para o modelo
uniforme em [0, 1].

Represente-se por Uy.n, Usin, ..., Unin a8 estatisticas ordinais associadas a uma
amostra de v.a.’s i.i.d. U[0,1].

Recorrendo & expressdo geral indicada em (3), comegamos por obter

1
fenl®) = a5 D)

w1 —w))"* 0<u<l

Logo Uy, é uma varidvel aleatéria Beta(k,n — k + 1). Quanto & densidade
conjunta de (Uin, Ujn), tem-se

fi,j:n(uav) = (i—l)l(j—?il)l(n—j)!(v - u)j—i—l(l - 'U)n_j 0<u<v<l

Para identificar a distribuigio da amplitude amostral, W = U, — Upnp,
considere-se a transformagao

X = Ul:n
W = Un:n_'Ul:n

cujo jacobiano é |J| = 1, vindo, por isso,
fxw(@,w) = finn(z,z+w) 0<w<1,0<zc<]—w.

Calculando a marginal pretendida, obtem-se, para 0 < w < 1,

= | e = g g 0w

donde se conclui que a amplitude de uma amostra de uniformes em [0, 1]
segue uma distribui¢do Beta(n — 1,2).
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Exemplo 2: Independéncia dos spacings em amostras de exponenciais.
Seja (T4, T3, ..., T;,) uma amostra aleatéria de exponenciais (), isto é, com
Edip

friz) =X , z>0.
Como é sabido, a “falta de memdria”, traduzida através de
PT<z+ylT>2yl=P[T<z] , 2>0,y>0

¢ uma das propriedades que caracteriza a exponencial.

Suponhamos agora que, para facilitar a interpretagio das respectivas es-
tatisticas ordinais, (T3, T3, ..., T) representa os tempos de vida de n mdquinas
postas a funcionar em simultdneo, pelo que T}., representard o tempo que
decorre até & k-ésima falha.

As diferengas Ty, — Tp—1.n com 1 < k < n, é usual chamar “spacings” entre
as estatisticas ordinais, os quais, neste caso concreto, representarao os inter-
valos de tempo entre falhas consecutivas. (Considera-se Tp., = 0).

Ora

o [Tk:n — The—1n > mITk—I:n = y] =P [Tk:n >zt yITk—l:n = y]
= P[todas as (n — k + 1) médquinas que ainda estdo em funcionamento
no instante y, durarem, pelo menos, mais z unidades de tempo].
Dada a “nao memdria” da exponencial, teremos, por isso,
P [Tk:n - Tk—l:n. > $|Tk—1:n = y] = {P[T > m]}n_k-i-l = e—z\(n—k+1)m

para qualquer z > 0 e independentemente de y. Conclui-se assim que os
spacings de exponencias s@o independentes entre si e tém distribuicio expo-
nencial de pardmetro (n — k& + 1)A.

O resultado estabelecido neste exemplo serve de base a uma importante rep-
resentacdo das estatisticas ordinais & custa de uma combinagdo linear de
exponenciais independentes.



Representacao de Rényi

Seja Tkx a k-ésima estatistica ordinal de uma amostra i.i.d. com distribuigao
exponencial unitdria. Vimos no exemplo anterior que as varidveis

1‘fk:(n_k"'_1)(T‘k::n_T'ic:—l:n) ) k=1,2,...,n

sdo i.i.d. e tém, também, distribuicio exponencial de pardmetro 1.
A partir daqui, facilmente se verifica que

ViV 17
£ 2 2 it 1Z kg n (5)

Para se passar ao caso geral basta lembrar que, sendo X uma v.a. com f.d.
F', continua e estritamente crescente, entdo F(X) é uniforme em [0, 1] e que,
sendo U uma v.a. uniforme em [0, 1], entdo — In U é exponencial unitéria.
Seja entdo (X1, Xy, ..., X,) uma amostra i.i.d. com X. Note-se que

Xl:n S X2:n. _<_ et S Xn:n

U
—InF(Xyn) 2 -InF(Xoy) 2 - 2 —In F(Xan)
pelo que, tendo em conta o que acima se disse,

-lnF(Xk:n) g Tn—-k:-}-l:nv

De (5) seguir-se-4 entdo finalmente a seguinte representacio para Xp.,

s ZL+.I_’2_.+...+V_":ﬁ‘_1)
Xk:n e F—l (e—Tn—k-H.:n) — F—l (e (n n—1 & .

Teorema de Malmaquist
Nas condigées de validade da representagio de Rényi, tem-se que

_ F(Xk;n) . _
Un_k+1 - (F(Xk+1:n)) » K=l o (6) l

s&o varidveis aleatorias mutuamente independentes e uniformes em [0,1]. =




Demonstragao :

Tendo em conta que
F(Xgn) a d Va-kn

—]_ —a % — sk -n_Tn—:n‘“
F(Xertm) B g k

o resultado segue-se de imediato, pois poderemos escrever

( F(Xk:n) )k i e Va—kt1
F(Xk+1:n)

e j4 vimos que as v.a.'s {Vi},1 < k < n sfo i.i.d. exponenciais unitdrias.

Vejamos agora de que modo se pode utilizar o teorema de Malmquist na
construgao de um algoritmo simples para simulagio de estatisticas ordinais
de ordem superior.

Seja Yin = F(Xra) que, como se sabe, tem a distribuicio da k-ésima es-
tatistica ordinal de uma amostra de uniformes em [0,1]. Comegando por
fazer k =n em (6) tem-se

8-
Yon=U" com U; ~U[0,1].

2 =U;7"" com U, ~UD,1]eindep. de U,

pelo que 1 .
Yn—l:n = UlF Uzﬂ__l-
Mais genericamente, ter-se-a
1

1. i ke
Yokn= Uln UQHHI kn-;f
Xn—k:n = F_l(yn—k::n)-
Embora este resultado seja vélido para qualquer %, o algoritmo sé se revela

eficiente na simulagéo de estatisticas ordinais de ordem superior (ou inferior),
isto é, para k fixo, pequeno.




3. Teoria distribucional assintética

A obtencdo de distribuictes limites ndo degeneradas para determinadas su-
cessoes de varidveis aleatdrias (de que o teorema Limite Central é exemplo
tipico) tem tido, desde sempre, um papel de extrema utilidade em todos os
ramos da andlise e modelacio estatistica. '

Ao considerar sucessoes de estatisticas ordinais, iremos ter basicamente duas
situagoes distintas: ou a dimensdo da amostra cresce para infinito mas &
mantém-se fixo ou, pelo contrario, k varia com n e acompanha o seu cresci-
mento.

Nesta secgdo incluem-se alguns resultados que ilustram estas duas situacdes,
embora se deva referir que eles constituem apenas uma parcela mfima do
muito que hé feito nesta drea.

Tal como na teoria distribucional exacta, partindo dos modelos exponencial
e uniforme é possivel obter resultados assintoticos validos para sucessées de
estatisticas ordinais em modelos mais gerais.

Proposigao 1

Seja Tk, a k-ésima estatistica ordinal de uma amostra de exponenciais unitérias.

(k fixo). Entéo

T tk—le—t
n!l—z»nc}o P [nTk!n = .’L‘] = “ F(k)

dE ; w20,

isto é, nTi., tem, assintoticamente, uma distribuicio Gamal(k, 1).

Demonstragao :
Recorrendo & expresséo da densidade de Ty, (ver (3)), obtem-se

kam (.7:) = k(:) (1 — e“m)k-—le—(n—k)me—x x>0

Logo

x

n
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- (2

B i)! [Ttn=j) (" ~1).

Para cada j fixo, o factor (n — j) (e”/ " I) converge para x quando n tende
para infinito, e, como tal

k-1
x
e x> 0.

SnTin () == F(?)B ) 2

Isto completa a demonstragiio uma vez que, pelo teorema de Scheffé, a con-
vergéncia das fungbes de densidade implica a convergéncia das respectivas
functes de distribui¢ao (note-se que a reciproca néo ¢ vilida...).

Este mesmo teorema poderia ser demonstrado utilizando resultados conheci-
dos sobre tipos de convergéncia de varidveis aleatdrias.

Mais precisamente, se considerarmos a representagio (5), iremos obter su-
cessivamente

k
174
Ten= 2

=1

7=1

j=1

R Vi

-
lM»

.,

A segunda parcela do segundo membro da tltima expressio converge em
probabilidade para zero, quando n — oo, visto tratar-se de uma soma finita
de v.a.’s que tendem em probabilidade para zero, e a primeira parcela tem
distribuicdo Gama(k, 1) por se tratar de uma soma de exponenciais unitérias
e independentes.
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Proposigao 2

Se {Uj};»1 é uma sucessdo de v.a.’s i.i.d. U0, 1], entdo, Vk > 1

nUkn 2, Gama(k, 1)
(1= Upppim) —2 Gamaf(k, 1)

Demonstragao :

d _ i ; .
Recorde-se que Uy, k1., = e~ T, Utilizando o desenvolvimento em série da
exponencial, tem-ge

Ten)
L= Un—-k+1:n = Tk:n e Z ( £ )

el (-1
j=2 ’

ou seja
n (1 - Un-—k+1:n) = nTk;n -+ Zn

i—1 ¥
onde Z, = ;s nTkm(T"";,)J (1)~ converge em probabilidade para zero,
quando n — oo. Logo, a distribuicio assintdtica de n(l — Un—ki1n) é
idéntica & de nTk.,. Por outro lado, como U; £1- U;, tem-se, obviamente,

d , "
Ukn = 1 — Un—g41:n 0 que conclui a demonstragio .

Seria interessante agora, pegar nos resultados obtidos na proposigao anterior
e, seguindo uma estratégia andloga & utilizada na teoria distribucional ex-
acta, obter o comportamento assintético das estatisticas ordinais associadas
a modelos mais genéricos. No entanto, fazendo as substituicges convenientes,
deduz-se apenas que

k—1,—t

s s (5] - [ e

e . ) - z ph=1g-t
e =

e daqui nao se pode concluir que existam constantes normalizadoras a,, € R,

e bn € R tais que (Xpn — bn)/a, convirja para alguma lei ndo degen-

erada. HEsta questio mereceu de muitos investigadores uma atencao mais
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aprofundada, podendo salientar-se, entre muitas outras, as contribuicdes
de von Mises (1923, 1936), Fisher e Tippet (1928), Genedenko (1943) e
de Haan (1970). Uma vez que k estd fixo, quando n tende para infinito,
Xin (Xn—ki1:n) corresponderd a uma estatistica ordinal extremal minima
(méxima). B esta a razao porque € usual designar esta drea de investigacio
em estatistica como “Teoria de Extremos”,

Tradicionalmente a teoria dos valores extremos foi desenvolvida para méximos
mas os resultados sdo facilmente adaptdveis a mfnimos tendo em conta que
min{X}, Xy,..., Xy} = —max{-X;, —X,, ..., — X,,}. Referiremos aqui unica-
mente o principal resultado de teoria de extremos, o qual desempenha para a
modelagao de méximos um papel andlogo ao que o Teorema Limite Central
desempenha para as somas.

Teorema dos Tipos Extremais (Gnedenko (1943))

Seja {X;}i>1 uma sucessdo de v.a.’s i.i.d..
Se existirem sucessoes de constantes a, € Ry e b, € IR tal que

P [Xn:n = U < :L‘}
Ir

G(z) (7)

n — oo

com G(z) f£.d. ndo degenerada, entdo G s6 poderd ser de um dos seguintes
trés tipos

Tipo I (Gumbel)
Alz) =exp(—e™) , ze R
Tipo II (Fréchet)

0 <0
(I’“(m)m{exp(—:r‘“) r>0 a>0.

Tipo III (Weibull)

g @,

Wa(z) = { i) mal

As condigBes necessdrias para que se tenha (7) e para que G seja de um de-
terminado tipo de entre os trés acima indicados, envolvem, essencialmente,
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o comportamento de cauda da fungéo de distribuiciao de X.

Ao leitor interessado, aconselha-se a obra de Leadbettter, Lindgren e Rootzén
(1983) por constituir um tratado bastante exaustivo e aprofundado da teoria
de valores extremos em modelos estaciondrios.

Mencionou-se anteriormente o facto de, quando & estd fixo e n cresce, as
estatisticas ordinais Xy, € Xn_ky1.n corresponderem a estatisticas ordinais
extremais. Em contraponto com esta situgdo, admita-se agora que k cresce
com n, isto é, que k = k(n) e k(n) co. Surgem assim as estatisticas
ordinais centrais.

Caso particular importante é £ = [np] + 1 com 0 < p < 1, ou seja, o caso em
que Xi:n € 0 quantil empirico de ordem p.

O comportamento assintético das estatisticas ordinais centrais (e dos quantis
empiricos em particular) estd caracterizado no seguinte teorema:

n— oo

Teorema de Rényi

Seja { X;}i>1 uma sucessdo de v.a.’s i.i.d. com f.d. F absolutamente continua.
Seja f(z) a correspondente f.d.p. e admita-se que f(z) é continua e posi-
tiva no intervalo ]a,b[. Entdo, sendo p €]F(a), F(b)[ e k = k(n) tal que
|k(n) — np| = o(y/n), tem-se

Xk:n - F_l(p)

p(1-p)
n

F(F'@) 2 2 ~N@1)

isto ¢

-1 p(1 - p) 1
X MN(F (p), - f(F—l(p)))

Demonstragio : (esboco)

Mais uma vez se terd em conta que X £ F~!(Upn) € que Uy, & e~ Tr-krin
com {U;} sucessdo de uniformes em [0,1] e {T;} sucessdo de exponenciais
unitérias. Considerando inicialmente T,,_r, 1., que, por (5), se pode escrever
como combinagdo linear de exponenciais independentes, bastard verificar a
validade da condigdo de Lindberg-Feller (como € o caso) para que se possa
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aplicar o teorema Limite Central a

Tn—k+1:n - Mn
Sn

onde M,, = E(Ty_x11n) € S2 = var(Th_ki1n)-
Por outro lado, tem-se

n—k+1 E(V;) n—k+1 1 n 1
Mo=B(Topian) = 3 =2y = 3 oy~ g+ 0 ()

=1 i=1

5 n—k+1 1 2 1 1 1
Si=veellinn) = 3 (mrg7) ~5-3+0(3)

g=il L

g, consequentemente,

Tn—k+1:n — Mn _ Tn—k+l:n = III%' mn
Sn B B=g R k(n—k))"

Como k/n — p implica que /n/[k(n — k)] — 0, conclui-se entdo que

Tn—k+lzn o IHP

1-p
np

~ N(0,1).

Passando ao caso geral, obtém-se, numa primeira fase,

2 =

1-p -
np

P [Xk:n 2 F—l (PexP {—.‘I} ln_pp}):l n — oo @("E)

—In F(Xin) +1np _ z}

seguindo-se o resultado pretendido apés o desenvolvimento em série da funcéo

7 (pexp {—a:\/T—n:_f}) até & primeira ordem, em torno do ponto p.
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