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Resume

No presente documento faz-se um resumo, ainda que incompleto e
desenvolvendo apenas modelos simples com indicacao de possiveis
extensoes, da literatura relativa & gestao optima de TeCUreos

naturais nao renovaveis.

Esta gestao, traduzida na trajectoria éptima de quantidades e/ou
precos, € caracterizada para os casos em que O recurso consti-
tui um bem de consumo ou um factor de producao, numa economia
fechada e numa economia aberta. E também caracterizada a trajec
toria optima relativa a actividade de prospeccao — que permite
conhecer melhor as reservas disponiveis e/ou os custos de extrac

¢30 — e a actividade de investigacao de substitutos.

(*) Este documento foi elaborade no ambito do curso de "Optimi~
zacao e Analise Economica II"™ ministrado no 192 semestre do ano
lectivo 1982/83 e fazendo parte do Programa de Mestrado (Douto-

ramento) desta Faculdade
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1 - INTRODUCAO

A literatura existente sobre a utilizagao racional (optima) de recursos na-
turais renovaveis &€ j3 bastante extensa traduzindo o interesse e a importan

cia do tema e as inuceras questoes envelvidas,

Torna-se assim dificil a elaboragao de um resumo dessa literatura que seja

suficientemente exaustivo mas nac muito extenso.

Assim, no presente trabalho abordaremos apenas algumas questoes, conscientes

de que as nao abordadas sao tanto ou mais importantes do que aquelas.

No capitulo 2 consideraremos uma economia (sem produgcao) que possui um recur

so nao renovavel em quantidade limitada e que constitui um bem de consumo de

pois de extraido. Determinaremos a taxa optima de extrac¢ao deste recurso.No
L4 ] - ”

capitulo 3 admitiremos ser possivel conhecer melhor a reserva de recurso e

os custos de extracg3o atraves duma actividade de prospecgao, determinando

conjuntamente as trajectorias optimas de extracgao (consumo) e prospecgao.

Sendo grande parte dos recursos naturais nac renovaveis utilizados como fac-
tores de produgao e nao como bens de consumo, consideraremos no capitulo b

uma economia com produgao, Neste contexto tem sido afirmado que a existencia
de recursos naturais nao renovaveis em guantidade Timitada constitui um limi
te ao crescimento da economia e até da propria populagao. Mostraremos que es
se limite poderd nac existir em face do progresso tecnologico, da possibili-

dade de substituigao dos recursos naturais por outros factores de produgac e

de rendimentos de escala.

No capitulo 5 permitiremos que a economia detentora de um recurso natural nao

renovavel possa ter trocas com o resto do mundo. Mostraremos que essa possibi



lidade de troca permite separar, total ou parcialmente, as trajectorias de
consumo e de extracgao do recurso. Em certas circunctancias, a trajectoria

de deplecac optima €, inclusivamente, independente da taxa de desconto e
dos parametros caracteristicos da fungao de utilidade social,

Mas, a escassez crescente de um recurso n3o renovavel, traduzido numa subida de
prego induz, naturalmente, a procura de substitutos que, ainda que mais ca

ros, sejam abundantes. No capitulo 6 abordaremos esta questéo,ainda que de
forma bastante incompleta.



2 - ECONOMIA SEM PRODUCAD

2.1- Consideremos uma economia dispondo de um recurso natural nao renovavel em
quantidade finita So. Admitamos que este recurso contribui para uma fungao
de utilidade social como fluxo, isto &, que a geragao de utilidade social

so € possivel com uma reducao da quantidade de recurso disponivel.

Seja q, © consumo do recurso no instante t e U(qt) a utilidade social asso
ciada a este consumo. Admitamos que a fungao U{.) e monotonamente crescen-

te, estrictamente concava e duplamente diferenciavel.

Sendo 6 a taxa de desconto, © problema do decisor sera determinar a trajec
toria de consumo que maximize o fluxo actualizado de U{.) estando condicio

nado pela quantidade finita So de recurso. Admitindo um horizonte temporal

infinito, vem (1}:

ma x / e_at U(g.) dt
o

5.a
5=-4g
S >0 , dade
S.q3x0

A Lagrangeana deste problema é:

-3
H=e ot ulq) -xq + us

conduzindo 3s seguintes condi¢oes necessarias (e suficientes dada a concavi-

dade da Hamiltoneana):

A SR
£ A se q = e (2.2)
=y ...{2.3)
uS=10 ... (2.8)



Admi tindo que:

lim y* (g) = = ... {2.5)

q-20

O consumo sera estrictamente positivo, anulando-se assimptoticamente. 0 stock

sera esgotado progressivamente, anulando-se assimptoticamente.

A equagao (2.1) traduz a arbitragem entre o presente e o futuro, indicando
que a trajectdria de consumo 6ptima devera ser tal que a utilidade marginal,

actualizada e igual em todos os instantes.

Esta afectacao socialmente optima sera garantida, em certas condigoes, por

um mercado competitivo. Neste caso, sendo p o prego de recurso, vira:

s (2.6)

‘0 prego do recurso crescera exponencialmente a uma taxa igual a taxa de descon
to. Sendo esta igual 3 taxa de rentabilldade da economia, a equacao (2.6) diz-
-nos que um stock de recurso ainda ndo utilizado proporciona ao seu proprieta-
rio uma rentabilidade idéntica @ que obteria se este vendesse o stock de re-

curso e investisse noutro activo. E o resultado fundamental de Hotelling {1931).

As equagoes (2.1} e (2.3) indicam que o consumo decrescera ao longo do tem-

po, com um consumo inicial determinado de acordo com o stock inicial So.

Diferenciando a equacgao:

S q dt = S0 . (2.7
Q

e tendo em aten;So (2.1), pode constatar-se que:

LR ' ... (2.8)

B, °
ax
% < o . (2.9)



Assim, a uma taxa de desconto mais baixa correspondera uma politica mais

conservacionisia com um prego inicial mais elevado e um ' consumo inicial

mais baixo. 0 7reqo cresceré a uma taxa menor enguanto gue O consumo decres-

cera também a uma taxa menor:

§ ... (2.10})

q _ _
q  n{q)
n{g) = -qu'{q)/ U {(g)

A uma reserva inicial mais elevada correspondera uma politica menos conser

vacionista, resultado que estd de acordo com a intuigao.

2.2- Considerando uma economia competitiva, admitamos que a extraccao do recur

so tem um custo medio constante C. O problema do proprietario do stock So

sera:

max / e-Gt [pq - cq] dt
o}

$=-gq
So> 0, dado
S, g2 D

Continuando a admitir que a utilidade social marginal tende para infinito

quando o consumo tende para zero, O consumo sera estrictamente positivo anu

lando-se assimptoticamente. Quanto ao prego, vira:

p=i:+ke(St e (2.11)

. - 8t . -
Isto e, o prego do recurso nao extraido, Ae , continuara, como nNO €asoO coOm

custos de extracgao nulos, a crescer exponencialmente a uma taxa 6..2 o preco

do recurso extraido crescera a uma taxa variavel menor que §

... (2.12)

P _ _ éc
£ =3



As equagoes (z.11) e (2.12) mostram que se o stock inicial S, for e]evadd
(conduzindo 2 .~ valor de X baixe) o prege do recurso éxtraido serd prati
camente fgual zo custo marginal de extracc¢ao nos primeiros tempos. 0 recur
SO comportar-c¢z-a como um produto convencional cujo custo de produgao e C.
Com o decorrer do tempo a escassez do recurso far-se-a sentir mais acentuada
mente e o cust> da producao (extracgao) deixara de dominar no prego do re-
curso extr-idc. A parcela relativa a renda (''royalty'') passara a dominar,
aproximando a :axa de crescimento do prec¢o da taxa de desconto (em Dasgupta

e Heal (1979) noderd ser encontrada uma analise mais rigorosa para o €aso

de uma procure iso-elastical.

2.3- Se o recurso for propriedade dum monopolista, nao sera o preco do recur-
so extraido me1os o custo marginal de extracgao que crescera a uma taxa &

mas a diferenga entre a receita marginal e o custo marginal de extracgao.

Em Stiglitz (i1976) e comparada a taxa de extracgao em mercado competitivo
com a do monopolista maximizador do lucro, concluindo-se que é igual se a
elasticidade da procura em relagao ao prego for constante e os custos de
extracg3o nules. Nos outros casos o monopolista podera ser mais conserva-
cionista (Sticlitz (1976)) mas situagoes ha que pode ser menos (Lewis, Mat-
hews, Burness {1979}).

2.4~ Continuando zinda a considerar uma economia sem produgao em que O recurso
extraido constitui um bem de consumo, o modelo apresentado pode ser genera
lizado. Assim, no capitulo 3 consideraremos a possibilidade de aumentar as
reservas (ou reduzir a incerteza) através duma actividade de prospecgao.

Recentemente os modelos apresentados tem incorporado incerteza. Assim, Lou

ry {1978) e Gilbert {1979) consideram a reserva disponivel como uma
variavel aleatoria, enquanto que Weinstein e Zeckhauser (1975) e Pindyck
(1981) consideram a procura futura do recurso aleatoria. Deshmukhe Pliska
(1983) consideram aleatoriedade simultaneamente no lado da oferta e da pro

cura, formulando o problema como um processo de acumulacao de Markov, e ilus

trando com exewplos interessantes,

No capitulo b consideraremos o aparecimento de um substitutc,analisando a

transicao de uma economia com um recurso nao renovavel para uma economia
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com um recurso (substituto) renovavel.
: ' \

'Finalmente, é de referir o trabalho de Hartwick {(1978) onde € considerada a ex-

ploragao optima de um conjunto de depdsitos com custos de extracgao diferentes.

Uma analise resumida pode também ser encontrada em Dasgupta e Heal (1979) (cap.6,

secgao 4).



3 - CONSUMO E PROSFECCAD

- 3.1- Consideremos uma economia competitiva com um recursa natural nao renovavel.
Admitamos que atraves de uma actividade de prospeccac € possivel aumentar a

reserva conhecida do recurso.

Seguindo o modelo apresentado por Pindyck (1978), admitamos que o decisor
controla o esforgo de prospecgao, w, € 0 recurso extraido, g. Em resposta
ac esforco de prospecgao a reserva conhecida, R, sofre um acréscimo x = f
(w, x}, dependente desse esforgo e do valor acumulado, x, dos sucessivos
acrescimos. Adnitamos que fw >0 e fuww < 0, isto &, que o resultado da pros
pecgao embora crescente com o esforgo vai-se tornando menos rentavel. Con-
sideremos que o custo de prospecgao, C2( ), apresenta Cz (w) >0 e CY (w)20.

Admitamos, ainda, que o custo marginal da prospec¢ao €3 (.)/fw cresce com w.

No que se refere ao custo medio de extracgao, consideremo-lo dependente da

reserva conhecida: C1 {R). Admitamos que C; (R) <0 e que €7 (R} » « gquando

R+ o.

0 problema do produtor e, entao:

)
o

ma x o/ [qp -Cy (R) q - Cy (m)] e -8t dt

S.d.
R=x-gq N ... (3.1)
x = f( ,x} ... (3.2)
R, q, w, x>0

A Hamiltoneana deste rpoblema é:

H=qpe-6t—t1 (R)qe_at-cz (m)e-6t+

+ A [ f (w, x) -q] +2o Flw, x)

"



"

conduzindo 2s seguintes condicoes necessarias (e suficientes dada a concavi

dade da Hamiltoneana) para a politica optima:

p e-Gt - € (R) e-dt - A] =0 se. q>0 ... {3.3)
<0 se q=0 ... (3.4)
€ W e’ +2,) Fu=0 se w>0 e (3.5)
€0 se g=0 l ... (3.6)
A, =c¢] (R) q & ee (3.7
A == (A, +1,) fx ... (3.8)

-

Derivando (3.3) em ordem ao tempo e substituindo (3.1) e (3.7) vem:

_;L= 5 - ﬁ__]s_(_ﬁl +_L1'-(R)pf (w,x) .. (3.9)

Comparando esta equagao com (2.12) constata-se que o prego decresce mais lep
tamente do que no caso em que nao ha prospecgao (2). Se Cj(R)=0 a taxa de va
riacao do pre¢o nao € alterada pela prospecgac mas o nivel de prego continua
a se-lo.

A equagao (3.9) pode ser escrita:

p - Ci(R) =—;- [ i:: - ¢1{R) f (u, x)] .. (3.10)

Esta equagao diz-nos que, numa politica optima, o lucro marginal resultante
da extracgdo e venda do recurso {preco menos custo marginal de extracgao)de-
ve ser igual ac lucro marginal actualizado associado a manutengao do recurso

(valorizagao do prego mais redugao do custo marginal de extracgao).

Substituindol(3.3) em (3.5}, vem:

3, =._CZ;(_"')___ ;*“_[ p-C, (R)] 8t cee (3.11)
41}

9
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Esta equagao diz-nos gue o custo sombra associado 3 reserva descoberta (co
mo resultado ¢z prospecgao) deve ser igual ao custo marginal de desco-

berta menos o lucro marginal respectivo {precoc menos custo marginal de ex-

tracgao) .

Derivando (3.11) em ordem ao tempo e substituindo iy pela expressao que re-

sulta de {3.8), (3.10) e (3.11), vem :

Cy (0} | ( Fux/fuw). £ - fx +8| + C:{R) qfuw
2 [ ] ! i (3.12)

" S fuw
cz (u‘.ﬂ) c2 (m} .f:dm

Das equagoes (3.9) e (3.12) e possivel concluir que no caso de Ch(C)/fw(D)
ser nulo, a extracg3o e a prospecc3o anulam-se no mesmo instante. J3 se

Co(0) /fw(0)= ¢>0, a prospecgdo anular-se-a antes da extracgdo.

Em Pindyck (1978) s3o analisadas as trajectdrias optimas correspondentes a
diversas situacoes. Tem interesse referir que poderado ocorrer situagoes em
que o pre¢o do recurso cresce, como nos modelos anteriores, mas tambem pode
rao ocorrer casos em que o prego decresce inicialmente e depois volta acres
cer (tfajectéria em U). Tem tambem interesse referir que no caso de fx =0,
isto €, no caso da produtividade da prospecgao nao decrescer com os resulta

dos, ser possivel um estadoc estacionario de longo prazo com x=q.

3.2- No ja citado trabaltho de Pindyck (1978) e também analisado o caso dum mono

polista, obtendo-se:

R'M =&. RM - 8Cy (R) + C{(R) F (w,x) .o (3.13)

onde:

RM =p + p' {q) g e, (3.18)

€ 2 receita marginal.

10



Tal como no caso do equilibrio competitivo, se os custos de extracgao forem
independentes do valor da reserva conhecida (Ci=0), obtem-se um resultado
analogo ao obtido por Hotelling {1931)— receita marginal menos custo margi-

nal de extracgao crescendo exponencialmente a uma taxa igual a taxa de des-

conto.

0 modelo apresentado e susceptivel de generalizagoes. Assim, em Pindyck

3.3

(1980) e considerada uma aleatoriedade no processo de descoberta. 0 proces-

so estocastico adoptado € um processo de [to:
x = f {w,x,0) ... (3.15)

de =o(8) dz = o (8} e (t) Vdr ... (3.16) .

Esta aleatoriedade nao influencia o valor esperado da taxa de variagao do
preco mas altera a trajectoria esperada do prego aumentando-a {reduzindo-a)}
se a produtividade fisica marginal da prospecg¢ao for uma fungdo convexa

{concava) do parametro 8. Nao altera essa trajectoria se for uma fungao li-

near.

No que se refere & dinamica esperada do esforgo de prospecgao, tambem nao e
alterada se a fungao de descoberta for linear no parametro 8. Reduzira (au-
mentara) o valor esperado da taxa de variagao do esforgo de prospecgao e re
duzira (aumentara) o nivel inicial desse esforgo se a produtividade fisica

marginal da prospecgao for uma fungao convexa (concava) do parametro 8.

Deshmuhe Pliska (1980) consideram tambem como estocastico o resultado do es
forgo de prospeccao. Consideram, no entanto, um processo estocastico diferen
te. Designadamente, consideram um processo de Markov. 0 esforgo de explora-
ga0 Optimo € nao crescente com o nivel de recurso e a contribuigao marginal

do recurso (pre;o sormbra) cresce, em valor esperado, & taxa social de descon

to.

3.4~ Mas, a actividade de prospecgao podera ser destinada nao {ou n3oc so) a au-

mentar a reserva conhecida mas a conhecer melhor o valor dessa reserva redu-

il
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2indo a incerteza. Em Pindyck (1980) & considerada esta alternativa.

A actividade ce prospécgio podera tambem ser exercida para obter informagac

sobre custos de extratgao.




4 - ECONOMIA COM PRODUCAO

4.1- Grande parte dos recursos naturais nao renovaveis nao $ao bens de consumo

mas factores de produgao pelo que tem interesse analisar uma economia com

produgao.

Tem sido afirmado que a existéncia de recursos naturais em quantidade limitada
constitui um limite para o crescimento da economia e até da propria popula-
¢ao. Recordemos, por exemplo, as discussoes no tempo de Malthus em que o re

Cursc em causa era a terra e as discussoes recentes a proposito da escassez

do petroleo.

Nas secg¢oes seguintes mostraremos que as limitagoes impostas por esses recuf
sos naturais poderac ser compensadas pelo progresso tecnologico, pela substi

tuicdo dos recursos naturais por outros factores de producao e por rendimen-

tos de escala.

Consideremos o modelo apresentado por Garg e Sweeney (1978) que segue de per
to o apresentado por Stiglitz (1974a) .Assim, seja uma economia (fechada) des-
crita por uma fung3o de produgao de Cobb- Douglas em que os factores de pro

dug3o s30 o capital K, o trabalho L e o recurso natural nao renovavel R. Admi

h.2

tamos que essa fungao apresenta um progresso tecnologico neutro com uma taxa T

+7t o

y=a et g8 1B . (B 1)

0 produto Y podera ser consumido ou investido e o capital sofre uma deprecia

¢ao:

C +K + uK ... (4.2)

-
1]

onde C é o consumo e u a taxa de depreciagao do capital.

0 stock inicial do recurso é conhecido e nao consideraremos a hipotese de adi

goes ao stock atraves da actividade de prospecgao. Assim, em qualquer instante:

L)

13



Admitamos que ¢ factor de produgcac trabalho cresce exponencialmente a uma

taxa n:

L/L =n (4.4)

"Exprimamos todas as variaveis em valores per capita. Assim, das equacoes

(4.1), (4.2} e (4.4) venm:

k=t T B o (pan)k-c ... (4.5)

Das equagoes (4.3} e (4.4) vem:

(4.6)

s = - (r + ns)
Sendo 8§ a taxa de desconto, seja VW a fungEo de bem-estar a maximizar:

W =_/°:a"‘3t L ulc) dt coe (B7)
o

Tendo em atencao que o factor de produgdo trabalho cresce exponencialmente

e admitinde vm valor inicial Lo = 1, vem:

W o= /W.--J“S"")t u(c) dt ... (5.8)
]

Admitamos que a fungao de utilidade u{c)apresenta uma elasticidade consumo

da utilidade marginal, ¢, constante, isto é:

¢ 7 o (4.9)

uf{c) =

A trajectoria optima desta economia sera a resultante da maximizagao de W
sujeita as equagoes de estado (4.5) e (4.6), as condigoes iniciais k(0) e

s{0) e as condig¢oes de nao negatividade de c, r, k, s.

Trata-se de un problema de controlo optimo com variaveis de controlo c, r

e de estado k, s. A Hamiltoneana corrente é:



H = ulc) + Ak [ y = c-(i + n} k] - A (r + ns) . (4.10)
As condigOes recessarias de la ordem sao:
u' {c¢) -y =0 se ¢> 0 (4.11)
< 0 se c=10
lk'%%— -Xg =0 se r>0 coe (4.12)
£ 0 se r=10
y = .3y
A=A [(u +6) 5k ] ... (Bo13)
A= 6 ou A () =2 (0) e ®t ee {h.10)
s 5 5 s

Estas condigoes sao suficientes se, para alem das concavidades de v e de y

ja impostas, se verificar:

tim (—5—) R = limS =0 ... (4.15)

t—> = t= =

Por outro lado, porgue !'im 4 = « quando r 0 e porque lim u'(c) = = gquando

c> 0, o consumo sera estrictamente positivo o mesmo acontecendo ao fluxo de

recurso utilizado.

Derivando (4.12) em ordem ao tempo e substituindo {4.12), (4.13) e (L.1L4)

vems:
Lo -y - oo (4.16)
Esta equacao & a condicao de eficiéncia convencional, indicando que a trajec

toria optima devera apresentar taxas de rentabilidade do recurso em stock e

do capital icuais (se c,r>0).



A equag3o (4.11) indica que ao longo da trajectoria optima o prego sombra
da acumulagao de capital € simplesmente igual a utilidade marginal de con

sumo acrescido por trabalhador.

A equagao (4.14) indica que o prego sombra da manuten¢ao do stock de recur

so deve crescer exponencialmente a uma taxa igual a taxa. de desconto §.

k.3- Das equagoes (4.5), (4.6}, (4.11) a (4.14) e possivel concluir:

—=Ae 'k rm - {u+n) --—E— e (B

s o - (L +n S L (b8

[ cAe'l k“" rB-(u +8 )] _ vee (B.19)

I = 1 [a_:':_ -c£.+'r-5] .- {4.20)

Este sistema de equag¢oes admite uma solucao com as variaveis k, s, ¢, r cres

cendo exponencialmente. A taxa de crescimento das variaveis k, ¢ devera ser

igual:

_ _ _ =6+ T
Y, = xc_yy_ T T ... (4.21)



Da equacao (4.21) pode concluir-se que esta economia, ainda que dispondo
dum recurso natural nao renovavel em guantidade finita e essencial a pro
dugao, pode sustentar um crescimento continuo do consumo per capita desde

que a taxa de progresso tecnoldgico seja superior ao produto da taxa de

desconto pelo "share'' do capital.

Da equagac (4.18) conclui-se que neste estado estacionario o quociente en

tre o fluxo de recurso consumido na produgao e o stock de recurso se man-

tem constante e igual a - Y -n.
Das equagoes (4.1), (4.16), (4.20) e (4.21) obtem-se:

Yk — U= &+ o¥c - oo (4.23)
Mostrando que neste estado estacionario a taxa de rentabilidade (do capital

e do recurso em stock) & maior (menor) que a taxa de desconto se a economia

estiver em expansao (declinio).

h.h - As taxas de crescimento (no estado estaciondrio) sao tanto maiores quan
to maior for a taxa de progresso tecnologico, o que esta de acordo com a in-

tuigao economica. Por outro lado, sao tanto menores quanto maior for a taxa

de desconto.

No que se refere a influencia da elasticidade consumo da utilidade marginal,

o, nas taxas de crescimento, constata-se que um valor maior de o decresce (se

positivas) estas taxas.

4.5- Como foi referido, se existir um estado estacionario o quociente entre ©
fluxo do recurso usado na producao e o stock do recurso € constante e igual

a - (¥s+n}, obrigando a que so exista estado estacionario se: ¥g +n 0.

Mas a existéncia dum estado estaciondrio nao garante que a trajectoria opti

ma convirja para esse estado a partir de quaisquer dotagoes iniciais de ca-

pital e recurso. Garg e Sweeney (1978) demonstram que no modelo considerado
essa convergencia se verifica. As dotagoes iniciais nao influenciam as taxas

de expansao de longo prazo da economia mas tem influéncia nos niveis de acti

vidade economica.

17



4.6~ 0 modelo apresentado constitui um caso simples em que nao ha incerteza, a
economia -esta fechada aoc comércic com o resto do mundo, exisfe um unico bem
de consumo, a depreciagao do capital € proporcional ao capital, os factores
de produgao sdo homogeneos, o factor trabalho cresce exponencialmente a uma
taxa fixada exogenamente. A fungao de produgac considerada € do tipo Cobb-
-Douglas, istc &, todos os factores de produgao s3o essenciais e as elasti-
cidades de substitui¢ao s3o unitarias. Foram determinadas a politica e as
trajectorias optimas do ponto de vista ''utilitariano' tendo sido adoptada
uma funcao de utilidade particular apresentando uma utilidade marginal com

uma elasticidade do consumo constante.

A an3lise pode, pois, ser estendida considerando uma economia aberta, varios
sectores de producao, economias de escala, etc. No capitulo seguinte aborda-

remos o caso da economia aberta.
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5 - ECONOMIA ABERTA

5.1 - Consideremos uma economia aberta dispondo dum recurso natural n3o renovavel
em quantidade finita. Sendo permitido o comercio com ¢ resto do mundo, © recurso
natural pode ser usado na produgao domeéstica ou exportado. As divisas geradas pe-

la exportacao poderdo ser usadas para importar capital {ou bem de consumo) ou pa-

ra comprar activos estrangeiros.

Adoptando o modelo de Dasgupta, Eastwood e Heal (1978), consideremos que as pos-

sibilidades de produgao doméstica sao descritas por:
Y = F(K, R, t} o (5.7)

onde K &€ o stock de capital domestico e R o fluxo de recurso patural usado na
producac doméstica. Por nao considerarmos explicitamente outros factores de pro-

ducao, nomeadamente o trabalho, admitiremos que F{...) apresenta rendimentos de-

crescentes em K e R.

" Seja E o fluxo de recurso exportado e P(E) o respectivo prego (f.o.b. e em moeda

nacional). Sendo S o stock de recurso disponivel, vem:
§ = - (R + E) ... (5.2)

0 stock inicial, So, € conhecido e nao consideraremos a possibilidade de adicoes

em resultado duma actividade de prospecgao.

0 stock de activos da economia, W, e constituido pelo stock de capital, K, e pe-
lo stock (W - K) de activos estrangeiros com uma taxa de rentabilidade r. Admita-

mos que o capital € maleavel, isto €, pode ser transformado instantaneamente e

sem custos em activos estrangeiros e vice-versa,

Assim:

W=F (K,R, t}) -C+ P(E)E+r (W-K ... (5.3)
Sendo § a taxa de desconto, seja WF a fungao de bem-estar social a optimizar:

WF - é‘” e Sty (0) dt .. (5.4)
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A fung3o de utilidade U{.)} é estrictamenteconcavae U -~ =« quando C + 0.

A trajectoria optima desta economia sera a resultante da maximizagao de WF sujei-
ta as equagoes de estado {5.2) e (5.3), as condicoes iniciais So, Wo e as condi-

¢oes de nao negatividade de C, R, W, S.

Trata-se de um problema de controlo optimo com variaveis de controlo C, E, R, K

e de estado W, S. A Hamiltoneana corrente e, pois;
H=u(C) + 2, [F(K, R, t) = C+ P(E)E + r(W-K)] - Aq(R+E) ... (5.5)

As condigoes necessarias de primeira ordem sao:

Ut () = iw _ ... (5.6)
Ay 93— [P(E)E] = 24 - .o (5.7)
[ . _
A, FR = Xs se R> 0 _ ... (5.8)
£ Ag ~seR=10
|-'K=r se K> 0 ... (5.9)
sr ‘ se K= 0
Ay = (6-r) 2y o A = Ay o (8r)t ... (5.10)
: &t
Ag = SAg »  Ag = Agg € ... (5.11)

De referir que se verifica sempre a igualdade em (5.6) porque o consumo € estric-
tamente positivo devido 3o comportamento da fungao de utilidade quando o consumo
tende para zero. No que se refere a (5.7) tambem se verifica sempre a igualdade

porque nao foram consideradas restrigoes a E.

Admitindo que os dois factores de produgac K e R sac essenciais, isto €, que

F{0,R) = F(K,0) = 0, se um destes factores for estrictamente positivo o outro tam-

bem o &,

Considerando o caso em que R é estrictamente positivo, das equagoes (5.7) e (5.8)

vem:

—— P(E) E = Fp ... (5.12)
dE
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. Esta equagao traduz uma condigao de eficiéncia estatica e indica que ao longo da
trajectoria optima, se o fluxo R for estrictamente positivo, a produtividade mar-

ginal do recurso deve ser igual a receita marginal de exportagao.

Considerando K e R esfrictamente positivos, das equagoes (5.8), (5.9), (5.10) e
(5.11) vem: ' '

FK=FR/FR=|' . s (5-13)

Esta equagao traduz uma condigao de eficiéncia dinamica e indica que ao longo da
trajectoria optima, se o stock de capital K e o fluxo de recurso R forem positi-

vos, as taxas de rentabilidade dos trés activos da economia - capital domestico,

recurso e activo estrangeiro - s$ac iguais.

Seja o a elasticidade de consumo da utilidade marginal:

o =-y''/cut .. (5.14)

Das equagoes (5.6) e (5.10) vem:
c/C = 6-r)/e ... {5.15)
.. (5.16)

vy =-(r-0)

Esta Gltima equagdo indica que ao longo duma trajectéria optima a utilidade margi-

nal deve decair a uma taxa igual a taxa de rentabilidade 1iquida.

5.2 ~ Prossequindo na analise desta economia, adoptemos formas especificas para

as relagoes funcionais. Assim, consideremos uma fung¢ao de utilidade U(C) com uma

elasticidade da utilidade marginal, o, constante:

1-€
> | ... {5.17)

1 -5

u(c) =

No-que se refere 3 fungdo de produgao caracterizemo-la com um progresso tecnolo-

gico neutro e elasticidade do produto relativamente aps factores constantes:

t ko g8 ... (5.18)

= el
F{K, R, t) = ¢ o+ B <]



. Quanto a procura do recurso pelo resto do mundo, admitamos que apresenta uma elas-

ticidade preco, - 1/£, constante:

P(E) = (1 +£)E" (5.19)
Designando por Yy @ ta;ka de crescimento (exponencial) da variavel x, vem:

o= @6-ri/se ... {5.20)

Yep = .o (5.21)

¥e- /€ ... (5.22)

¥e =[F-0-2r]7 [t -c-g] , ... {5.23)

¥y =[-8 /7D -e-g v (5.20)

A existéncia dum stock limitado de recurso e a "impossibilidade' {n3o admitida mate-

maticamente no modelo mas que parece razoavel) de importar sem jimites conduz a que
R>0s6seR<0. De (5.3) vem:

R>0D-+R<0+1< {1 -Ta)r ... (5.25)

Se T >{1-@) r, a dnica trajectoria possivel € K = R = 0, parecendo ilégico que uma
elevada taxa de progresso tecnologico conduza a um fecho da economia doméstica. Das-

gupta, Eastwood e Heal (1978) admitem, que neste caso ndo haja optimo,

5.3 - A caracteristica mais saliente dos resultados constantes das equagdes (5.20)
a (5.25) € a independéncia da extracg¢ao do recurso (para produgao e exportagao) dos
parametros da funcac objectivo (taxa de desconto e elasticidade da utilidade margi-
nal). A introdugao da possibilidade de troca com o resto do mundo permitiu separar
0 consumo da extracgao do recurso. Por outro lado a taxa de juro dos activos estran-

geiros foi fixada exogenamente pelo que as condicoes de eficiencia (5.13) determinam

a evolugao dos activos domésticaos {capital e recurso).

5.4 - 0 modelo apresentado € generalizado em Dasgupta, Eastwood e Heal (1978) para
0 caso duma taxa de juro dos actives estrangéiros dependente do stock destes acti-
vos - desaparecendo a independéncia referida acima - e para o caso duma redugao brus

ca e sustentada, em data incerta, da procura externa do recurso.

Parrestad (1979) considera uma economia aberta dispondo dum stock dum recurso natural

nao renovavel em quantidade limitada nio utilizado na producao doméstica e que pode
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ser exportado. As divisas resultantes desta exportagao poderao ser utilizadas para
“adquirir activos estrangeiros e/ou financiar a importacdo de bens de consumo. Nao
existindo restrigdes no montante da divida {ou excedente) externa, Aarrestad consta-

ta uma separagac totsl entre a extracgido do recurso e o consumo financiado pela ex-

portagao,

Harris (1981) considera uma pequena economia aberta com dois sectores e dois facto-

res de producao sendo um destes um recurso nao renovavel. Constata uma especiali

zagao intertemporal da economia.

6 - TRANSICAO DE RECURSO NAQ RENOVAVEL PARA UM SUBSTITUTO RENOVAVEL

6.1 - Nos capitulos anteriores a economia apresentava progresso tecnologico (neutro
e continuo) e possibilidade de substituigéo de recurso por capital. Neste capitulo
considéraremos o aparecimento dum substituto para o recurso natural. Nomeadamente,
estamos interessados em analisar a transi¢3o de um recurso com custos de extracgao

baixos mas em quantidade 1limitada para um recurso com custos mais elevados mas abun-

dante.

6.2 - Consideremos uma economia dispondo dum recurso nao renovavel em quantidade fi-
nita So cuja extrac¢zo € feita com um custo médio constante C1. Admitamos que a tec-
nologia da economia permite a produgao de um substituo a um preco €2. Suponhamos

ainda que a economia ja tem acesso a essa tecnologia, nao existindo restrigoes de ca-

pacidade na produgao do substituto.

Sendo 91 e 92 as quantidades de recurso e do seu substituto consumidas seja U{ql1+g2)

a utilidade gerada por esse consumo. Sendo § a taxa de desconto, o problema do deci-

sor sera definir a trajectoria q1 e q2 gue maximize a soma actualizada das utilida-

des. Formalmente:

max /7 e **[y(a14a2) - C1a1 - €292]dt
+]

5.4.

§ = -qi
q1, 92,5 > 0

A Hamiltoneana corrente deste problema de controlo optimo e, pois:

H=U(q1+g2} - €1qQl ~ £292 - A.q1 + oS ... (6.1)



.- - . . .4 -
As condigoes necessarias de 1= ordem sao:

Ut (L) - e =g se ql > 0 (6.2)
g Ag se qt =0

u'(.) -c2=20 se q2 > 0 ... (6.3}
< 0 se g2 =0

Ag - 8Ag = 0 se S>0 oo (6.4)
= -o se S =10

impondo 3 fungdo de utilidade uma convexidade estricta e U'(.}) + = quando (ql+q2)~+ 0,

necessariamente gl+gz > 0.

Consideremos uma trajectoria com uma extracgao do recurso ate ao seu esgotamento

numa primeira Tase e utilizacao posterior do substituto:

12 fase
Ut =01+ gy . %t <2 ... (6.5)
T
S ql dt = S0 ... (6.6)
22 fase
p!' = C2 ... {6.7)

Esta trajectoria satisfaz as condigbes necessarias.Como a Hamiltoneana é estricta-

mente concava nas variaveis de controlo a solu¢do constitui o Unico éptimo.

A economia em causa esgotara o recurso antes de produzir o substituto. 0 custo de
produgao deste constitui um limite superior ao prego de mercado do recurso. Uma tec-

nologia com estas caracteristicas foi denominada por Nordhaus '‘backstop technology”.

6.3 - Em Dasgupta e Stiglitz (1981} este modelo é estendido considerando que a tec-
nologia ainda nao esta disponivel s6 sendo "inventada'' numa data T. Sendo conhecida
esta data a trajectéria Optima apresentard 3 fases: (a) pré-invengao (utilizagao do
recurso), (b) pOs-invercao e pré-inovagao {tecnologia ja disponivel mas continuagao

da utilizacao do recurso), (c) pro-inovagdo (recurso esgotado e utilizagao da nova

tecnologia. A fase (b) pode n3o ocorrer e a economia passar directamente da fase (a)

a fase {c) com uma descontinuidade no prego.

Ainda em Dasgupta e Stiglitz (1981) € considerada a hipdtese da_data da "invengao"

ser aleatoria. A trajectoria Optima apresenta também 3 fases-com uma descontinuidade
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do prego na data do invengdo.

Dasgupta e Heal (1974) consideram também o aparecimento em data incerta dum substi-

tuto no contexto duma economia com producao (recurso usado como factor de produgao

e nao como bem de consumo).

Hoel (1978) analisa o caso do aparecimento de um substituto em data certa mas com

custo.incerto.

6.4 - Farzin (1982) considera que a economia ja dispoe da tecnologia que permite pro
duzir o substituto mas admite que o custo de extracgao do recurso e o custo de pro-
ducao do substituto dependem da taxa de rentabilidade {custe) do capital, suposta
igual a taxa de desconto. Como no modelo da seccao (6.2}, a renda do recurso natu-

ral crescera a uma taxa igual a taxa de rentabilidade do capital e o recurso sera

utilizado até ao seu esgotamento total,

Analisando a influéncia da variagao das variaveis exogenas (taxa de desconto, stock
inicial do recurso), Farzin conclui que no que se refere a taxa de desconto uma di-
minuigao desta nao conduz, como € vulgarmente aceite, a uma maior conservagao do re-
curso. A influéncia da variagao da taxa de desconto depende das exigencias com capi-

tal da tecnologia de extracgaoe da tecnologia de produgac do substituto e do tamanho

do stock de recurso.

Ainda em Farzin {(1982) & feita uma analise da influéncia de rendimentos de escala na
producac do substituto. Verificando-se rendimentos de escala crescentes existira um
intervalo de tempo em que o pre¢o do recurso excedera o custo marginal de produgao

do substituto nao sendo este produzido durante esse intervalo de tempo.

6.5 - Mas, a data de aparecimento do substituto pode ser uma variivel controlada

pelo esforgo dedicado a investigacao e desenvolvimento, ainda que incerta.

Dasgupta, Heal e Majumdar (1976) e Dasgupta, Giltbert e Stiglitz (1982) determinam a

despesa optima em 18D. Neste Uitimo trabalho a énfase & na influéncia da organizacao

industrial na l&D.

7 - NOTAS FINAIS

- - - - - - - - - : ”*
7.1 - Como foi referido na introdugao, as questoes envolvidas na definigao da poli-
tica optima de utilizagao de recursos naturais n3o renovaveis s3o.em grande numero

impossibilitando a sua analise na totalidade e com © minimo de profundidade num tra-

balho nao muito longo. Assim, optamos por seleccionar apenas algumas questoes cientés
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de que deixamos de lado gquestoes bastante importantes.
Tentando colmatar um pouco estas lacunas, referiremos sumariamente mais alguns pro-

blemas associados & utilizagao optima dos recursos,

7.2 - A exploragao dos recursos naturais e influenciada pela estrutura de mercado

do lado da oferta, nomeadamente se o recurso apresentar caracteristicas de proprieda
. de comum (comexternzlidades de produc¢ao ainda que se concedamdireitos exclusivos de

exploragao). A analise teorica desta influéncia da estrutura de mercado tem sido ob-

jecto de esforgo cons;derével - Weinstein e Zeckhauser (1975), Stiglitz (1976), Swe-

eney (1976}, Aivasiane Callen (1979}, Lewis, Mathews e Burness (1979), Tullock (1579

Lee (1980), Lewis e Schmalensee (1980), Ulph e Folie (1980), Stiglitz e Dasgqupta

{1981), ete. -

Tambem como referido, a estrutura de mercado influencia o esforgo dedicado a investi-

gagao e desenvolvimento - Dasgupta (1981), Dasgupta, Gilbert e Stiglitz (1982},

Intimamente ligada com estas questoes encontra-se a definicao da regulagao optima -

Conrad e Hool (1981), ete.

7.3 - 0s recursos considerados nos capitulos anteriores s3o nao duraveis pois so pro-
duzem utilidade como fiuxo, isto e, desde que uma unidade de recurso tenha sido

consumida, gerando utilidade, nao podera produzir mais utilidade.

Mas, ha recursos duraveis cuja utilidade e funcao do stock - ouro, prata, diamantes,
outros metais preciosos, etc., A determinagéo da utilizagao optima destes recursos

tem sido objecto de andlise por varios autores - Stewart (1980), Levhari e Pindyck

{1981), etc.

7-4% - Finalmente, uma referéncia a uma questao que diz respeito nao apenas 3 utiliza-

¢ao de recursos naturais nao renovaveis mas de qualquer recurso por varias geragoes.

Trata-se da equidade entre geragoes. No presente trabalho, consideramos uma fungao
de utilidade, uma taxa de desconte e maximizamos um integral de utilidades presentes
e futuras actualizadas. Com este procedimento obtivémos o rateio optimo entre gera-

¢oes. Mas, procedimentos alternativos poderac e tem sido adoptados.
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NOTAS

(1} - Neste documento adoptamos a seguinte notagao:

it dx¢/dt
f1{x) = df/dx

g, (x,y)= 29/3x

Por facilidade e sempre que nao cause confus3o, retiraremos o subscrito t em variaveis

dependentes do tempo,

(2) - Embora a equagio {2.12) se reporte ao caso em que o custo meédio de extracgdo €

constante, obtém-se uma equac3o idéntica se o custo depender da reserva.

-
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