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RESUMO 

A presente dissertação surge no seguimento do trabalho realizado por Ana Silva em 

dissertação de mestrado [1] na qual validou o programa PROAES_NL, tendo-lhe adicionado 

o cálculo de sensibilidades não lineares. 

O principal objetivo consiste na criação de uma metodologia que realize a otimização 

de topologia de treliças usando o conceito de Ground Structure e considerando a possibilida-

de de encurvadura. 

Esta temática é muito interessante, uma vez que o desenvolvimento desta metodologia 

com sucesso permite aproximar a fase de otimização da fase de fabrico. 

É crucial ter em consideração, durante o projeto, o fenómeno da encurvadura pois o 

mesmo leva a grandes deslocamentos transversais e à perda de rigidez da estrutura. 

Recorreu-se à análise não linear pelo método corrotacional e à imposição de imperfei-

ções, locais e globais, de forma a não ser necessário a imposição de constrangimentos de en-

curvadura. Implementou-se com sucesso no programa, através da metodologia criada, a pos-

sibilidade de maximizar a força aplicada, tendo como constrangimento um valor máximo 

para o deslocamento num determinado nó da estrutura, definido pelo utilizador aquando do 

projeto. 

Aplicou-se o método de Newton Raphson para controlar o valor das forças aplicadas e 

o Method of Moving Asymptotes, ou MMA, para a otimização estrutural.  

Replicaram-se os exemplos apresentados no artigo tido como base da autoria de Ma-

dah e Amir [2] de acordo com a metodologia criada, e os resultados obtidos foram posteri-

ormente comparados com os obtidos através do software de elementos finitos ANSYS, ten-

do-se verificado um erro pequeno entre ambos e consequentemente validado a presente me-

todologia. 

 

Palavas chave: Encurvadura, Imperfeições, Otimização Topológica, Treliças, Força, 

Deslocamento, Constrangimento, Newton-Raphson, MMA, ANSYS 
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ABSTRACT 

The present dissertation follows the work carried out by Ana Silva in her master's the-

sis [1] in which she validated the PROAES_NL program, having added the calculation of 

non-linear sensitivities. 

The main objective consists in the creation of a methodology that successfully performs 

the topology optimization of trusses using the concept of Ground Structure and considering 

the possibility of buckling. 

This topic is very interesting since the successful development of this methodology al-

lows the optimization phase to get closer to the manufacturing one. 

It is crucial to consider buckling phenomenon, during the project, as it leads to large 

transversal displacements and loss of stiffness in the structure. 

Non-linear analysis using the corotational method and the imposition of local and 

global imperfections was used to avoid the need to impose buckling constraints. Through the 

created methodology, the possibility of maximizing the applied force was successfully im-

plemented in the program, having as constraint a maximum value for displacement at a cer-

tain point of the structure, defined by the user during the project. 

Newton Raphson's method was used to control the value of the forces applied and the 

Method of Moving Asymptotes, or MMA, used for structural optimization.  

The examples presented in the article authored by Madah and Amir [2] were replicated 

according to the methodology created, and the results obtained were later compared with 

those obtained using the finite element software ANSYS, having verified a small relative 

error between both. Consequently, the present methodology was validated.  

Keywords: Buckling, Imperfections, Topology Optimization, Trusses, Force, Displace-

ment, Constraint, Newton-Raphson, MMA, ANSYS 
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INTRODUÇÃO 

1.1 Motivação 

A otimização é uma parte intrínseca do projeto em engenharia. Otimizar significa pro-

curar obter as condições mais favoráveis ou o melhor rendimento possível de algo em estu-

do, podendo utilizar-se variadas técnicas para esse propósito. Mesmo na antiguidade, pro-

jetar significava escolher uma solução razoavelmente ótima. Contudo, contrariamente à atua-

lidade, não existiam metodologias e algoritmos específicos para a otimização. Com o avanço 

da tecnologia, os métodos criados têm vindo a ser alterados e aprimorados facilitando o seu 

uso pelo utilizador [3]. 

A otimização estrutural consiste na procura da estrutura que, de forma mais eficiente, 

permite realizar a função desejada. Pretende-se determinar variáveis de projeto que possibili-

tem a minimização ou maximização de uma função objetivo definida, sem que, certos cons-

trangimentos impostos sejam violados.  

Este tema foi inclusive estudado por Galileo Galilei no século XVI [4], tendo posterior-

mente sofrido um grande desenvolvimento proveniente do aparecimento dos computadores, 

dos métodos numéricos de programação matemática e de métodos numéricos de análise de 

estruturas, dos quais se destaca o Método dos Elementos Finitos (MEF) que se baseia na dis-

cretização da estrutura em elementos finitos, compondo uma malha [3]. 

No Departamento de Engenharia Mecânica e Industrial (DEMI), tem vindo a ser de-

senvolvido, um programa da autoria do Professor João Cardoso denominado PROAES 

(PRograma de Análise EStrutural). 

A presente dissertação pretende dar um contributo no desenvolvimento do programa 

mencionado e consequentemente nas matérias de otimização estrutural. 
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1.2 Enquadramento 

O estudo da otimização topológica usando o conceito de Ground Structure, tem diver-

sos artigos publicados na literatura, no entanto, muito raramente consideram a possibilidade 

de instabilidade ou encurvadura, que representa uma parte crucial no projeto e estudo de 

qualquer estrutura.  

Hazem Madah e Oded Amir [2] propuseram uma metodologia que, através do método 

corrotacional, ao impor um deslocamento máximo e aplicando diversas imperfeições iniciais 

à estrutura, não requer a imposição de constrangimentos de encurvadura. Esta será a meto-

dologia em estudo durante a presente dissertação. Recorrer-se-á ao software PROAES, que 

tem vindo a ser desenvolvido e conta com o contributo de vários alunos orientados pelo Pro-

fessor João Cardoso, nomeadamente de Ana Silva [1], Tiago Batista [5], Marco Correia [6] e 

João Marmeleiro [7]. O software constituirá assim um ponto de partida na dissertação, uma 

vez que será o programa onde se implementará a metodologia a estudar. 

A otimização topológica e a análise não linear foram abordados por Ana Silva [1] em 

tese de mestrado (2019), utilizando o software anteriormente mencionado, contudo, os resul-

tados obtidos, recorrendo à análise não linear, não foram considerados ideais quando com-

parados com outros exemplos anteriormente publicados. 

1.3 Objetivos 

O objetivo principal da presente dissertação consiste no desenvolvimento de uma me-

todologia a implementar no programa PROAES, usando o conceito de Ground Structure e que 

considere a possibilidade de encurvadura. Com base na metodologia apresentada por Ma-

dah e Amir pretende-se também avaliar e validar a mesma através da realização de exem-

plos que, posteriormente, serão comparados com os resultados proveniente da utilização de 

outros softwares. Efetuar-se-ão alterações ao código do programa até que os resultados se 

considerem satisfatórios e consequentemente a metodologia considerada adequada. 
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1.4 Estrutura da Dissertação 

A estrutura da dissertação apresenta-se dividida em cinco principais capítulos. O 

primeiro e presente capítulo procura introduzir o tema, o que incentivou o estudo do 

mesmo e quais os objetivos a atingir. No seguinte capítulo são apresentadas metodolo-

gias, assim como vários conceitos cruciais para o melhor entendimento do que será tra-

tado no decorrer da dissertação e em capítulos mais avançados. No terceiro capítulo, 

procura-se apresentar a metodologia utilizada na obtenção dos resultados e alguns con-

ceitos mais específicos para a compreensão do método utilizado. No quarto capítulo, 

discute-se a otimização de topologia da estrutura alvo e são apresentados diferentes re-

sultados, desde áreas a forças. Por fim, no quinto capítulo, é feito um balanço do traba-

lho realizado e feitas sugestões para a continuação do desenvolvimento desta temática. 

A figura 1 ilustra a estrutura seguida. 

 
Figura 1 - Estrutura da Dissertação 
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REVISÃO DE LITERATURA 

2.1 Otimização Estrutural 

A otimização estrutural, como brevemente descrito no capítulo introdutório, consiste 

na procura da estrutura mais eficiente, e capaz de respeitar os critérios de serviço, por meio 

de iterações consecutivas. Existem diferentes objetivos que podem ser relevantes, como a 

minimização dos deslocamentos, obtendo a estrutura mais rígida possível, ou a minimização 

do peso, obtendo a estrutura mais leve. Seria ideal conjugar ambas as formulações e obter 

simultaneamente a estrutura mais leve e rígida, no entanto, tal é impossível uma vez que 

estas formulações entram em conflito, o que torna necessário a imposição de constrangimen-

tos que são comumente: deslocamentos, tensões e volume. Gallagher e Gellatty [8][9] em 

1964 procuraram desenvolver uma abordagem automatizada para o projeto de estruturas 

tendo como objetivo a minimização da massa, sendo estes estudos, em duas partes, os pri-

meiros esforços para a aplicação de técnicas de programação a esta temática. Na figura 2, é 

apresentado um diagrama que representa o processo iterativo de otimização estrutural. 

  
Figura 2 - Processo iterativo de otimização estrutural (retirado de [3]) 
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A otimização estrutural contribui para a sistematização da atividade de projeto e pos-

sui três principais categorias, sendo elas: Dimensional, de Forma e de Topologia. 

2.1.1 Otimização Dimensional 

Inicialmente, o foco do estudo da otimização encontrava-se associado à otimização da 

dimensão das estruturas. Neste tipo de problema, as variáveis de projeto são as dimensões 

das secções transversais dos elementos constituintes da estrutura, que podem ser do tipo 

discreto, assumindo dimensões normalizadas no mercado das quais são exemplo a lista de 

perfis HEB, ou contínuo, variando entre um limite superior e um limite inferior estabelecido. 

Ao longo do processo de otimização dimensional, mantém-se inalterada a topologia e forma 

da estrutura.  

No caso de compósitos, pode também ser variável o número de lâminas, a espessura 

das placas, ou a orientação das fibras.  

Na figura 3 é possível observar um exemplo de otimização dimensional aplicada a uma 

estrutura. 

 
Figura 3 - Exemplo de Otimização Dimensional (retirado de [10]) 

2.1.2 Otimização de Forma 

A otimização de forma veio a ser estudada um pouco mais tarde, e otimiza uma estru-

tura com topologia já definida, isto é, a topologia irá manter-se durante o processo. As variá-

veis de projeto são contínuas e correspondem às coordenadas de posição dos pontos, linhas 

ou superfícies que definem a fronteira, exterior ou interior, da estrutura. A finalidade passa 

por encontrar a forma que melhor satisfaz a função objetivo. De salientar que caso a topolo-

gia definida inicialmente não seja ótima, então a otimização de forma obtida também não o 

será, chamando-se assim, uma estrutura sub-ótima. A figura 4 representa a aplicação de oti-

mização de forma. 

 
Figura 4 - Exemplo de Otimização de Forma (retirado de [10]) 
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2.1.3 Otimização de Topologia 

A otimização de topologia, através de várias iterações e da otimização do número de 

nós e barras, tem como principal objetivo definir de que forma deve ser alocado material no 

domínio de projeto, para obter a melhor performance, ou em outros termos, o melhor de-

sempenho estrutural. 

Tipicamente, a otimização topológica pode ser vista como um procedimento que dis-

tribui racionalmente o material disponível numa área ou volume fixos através da remoção 

gradual de pequenas porções de material com nível baixo de tensão que não está a ser usado 

eficientemente na transmissão dos esforços internos. É comum ter como objetivo minimizar o 

rácio de peso sobre rigidez mecânica. Alguns dos principais pontos fortes da otimização to-

pológica são a criação de estruturas leves, a poupança de material, de energia e a redução do 

número de protótipos a realizar [11]. 

Por norma, os problemas desta categoria de otimização são discretos, existindo ou não 

material no domínio considerado, ainda assim, podem ser resolvidos de acordo com méto-

dos com variáveis contínuas.  

Pode dividir-se os métodos em duas famílias, uma que otimiza topologias no domínio 

contínuo e outra específica para estruturas do tipo treliça. 

No primeiro caso, trata-se a densidade em cada ponto como uma variável contínua, no 

segundo, as variáveis são a área da secção transversal de cada barra. Caso as barras apresen-

tem um valor inferior ao considerado relevante, não serão apresentadas na solução obtida 

graficamente. 

São conhecidas várias abordagens para este tipo de otimização, sendo exemplos o 

"Soft-Kill Method", o "Hard-Kill Method", o SIMP e o Ground Structure, este último específico 

para estruturas reticuladas e que será utilizado no decorrer da dissertação, e abordado em 

maior detalhe num outro sub-capítulo. 

Na figura 5 observa-se um exemplo da aplicação de otimização de topologia. 

 
Figura 5 - Exemplo de Otimização de Topologia (retirado de [10]) 

Na figura 6 encontra-se um exemplo do uso da otimização topológica e do avanço da 

tecnologia nesta matéria. Através da aplicação, TopOpt [12] desenvolvida pela Danmarks Tek-

niske Universitet (DTU) é possível resolver o problema de "minimum compliance" de uma estru-

tura, de forma rápida e visualmente apelativa em 2D. 
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Figura 6 - Otimização de Topologia (TopOpt) 

A configuração obtida pelo uso da aplicação é muito semelhante à observada em estru-

turas já implementadas por variados locais como é exemplo a Ponte da Arrábida, no Porto, 

ilustrada na figura 7. 

 
Figura 7 - Ponte da Arrábida 

2.2 Formulação do Problema 

O engenheiro Lucien André Schmit Jr. [13], após estudar várias formulações, propôs 

uma da sua autoria, composta por uma função objetivo, um conjunto de constrangimentos 

que limitam o domínio das variáveis de projeto e um algoritmo capaz de resolver o proble-

ma. Esta formulação continua a ser usada atualmente. 

As variáveis de projeto devem, tanto quanto possível, ser independentes umas das ou-

tras. Os constrangimentos correspondem às limitações impostas no problema e a função 

objetivo, tal como o nome indica, consiste no critério que permite analisar a otimalidade da 

solução. 
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A forma standard de um problema de otimização encontra-se ilustrada na equação 1. 

No caso em questão, procura-se minimizar a função 𝑓(𝑥). 

 

𝑚𝑖𝑛
𝑥

                          𝑓(𝑥) 

𝑆𝑢𝑗𝑒𝑖𝑡𝑜 𝑎               𝑔𝑗(𝑥) ≤ 0                           ; 𝑗 = 1,… ,𝑚 

                                 ℎ𝑘(𝑥) = 0                           ; 𝑘 = 1,… , 𝑝 

                                 𝑥𝑖
𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 𝑥𝑖

𝑚𝑎𝑥             ; 𝑖 = 1,… , 𝑛 

 

(1) 

Com 𝑓 representando a função objetivo, 𝑔𝑗 e ℎ𝑘 os constrangimentos de desigualdade e 

de igualdade, 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) o vetor das 𝑛 variáveis de projeto e 𝑥𝑖
𝑚𝑖𝑛 e 𝑥𝑖

𝑚𝑎𝑥 os limites 

inferiores e superiores de 𝑥, respetivamente. 

Existem algumas observações referentes à formulação standard de um problema de 

otimização. São algumas delas: 

• As funções objetivo e os constrangimentos dependem apenas das variáveis de pro-

jeto; 

• O número de constrangimentos de igualdade deve ser menor ou igual ao número de 

variáveis de projeto, i.e., p ≤ n; 

• Se p > n ⇒ o sistema de equações é indeterminado; 

• Se p < n ⇒ a solução ótima para o problema é possível; 

• Se p = n ⇒ não existe otimização a fazer porque o valor ótimo é solução dos cons-

trangimentos de igualdade; 

• Não existe restrição no número de constrangimentos de desigualdade; 

• Se 𝑓, 𝑔 e ℎ são funções lineares diz-se que estamos perante um problema de programa-

ção linear; 

• Se 𝑓, 𝑔 ou ℎ são funções não lineares diz-se que estamos perante um problema de pro-

gramação não linear [3].  

 A presente dissertação irá ter um maior foco no estudo de estruturas com comporta-

mento não linear, que ocorre quando a estrutura sofre grandes deslocamentos. Outro tipo de 

estruturas com comportamento não linear ocorre quando a estrutura plastifica total ou parci-

almente ou existe contacto entre duas ou mais superfícies. 

2.3 Análise Não Linear 

A análise linear de estruturas assenta num conjunto de hipóteses que se traduzem por 

relações lineares entre as diversas grandezas em jogo. Assumem-se materiais elástico linea-

res e a hipótese de pequenos deslocamentos. A análise linear permite obter uma aproxima-
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ção do comportamento real das estruturas e do seu modo de funcionamento, no entanto, 

existem situações para as quais os resultados obtidos por este tipo de análise diferem muito 

da realidade, o que torna necessário recorrer à utilização de uma análise não linear [14]. 

Quando uma estrutura apresenta relações tensão-extensão não lineares de materiais no 

domínio plástico e no domínio elástico, ou sofre grandes deslocamentos, diz-se que exibe 

comportamento não linear, o que leva à existência de uma dependência da matriz de rigidez 

com o deslocamento, dada pela equação: 

 [𝐾(𝑢)]{𝑢} = {𝑓} (2) 

Onde [𝐾(𝑢)] expressa a dependência, anteriormente referida, da matriz rigidez com o 

vetor de deslocamento, {𝑢} [15] [16]. 

Para uma compreensão facilitada entre as diferentes análises abordadas, apresenta-se a 

figura 8, na qual um pilar de comprimento 𝑙 é submetido à ação de uma força vertical, 𝑃, que 

atua com uma excentricidade, 𝑒, em relação ao seu eixo. Em b) observa-se a configuração 

deformada da coluna, com um deslocamento dado por 𝛿 e em c) um gráfico com a relação 

entre a carga e o deslocamento para as diferentes análises consideradas, de onde se observa 

uma influência significativa da não linearidade geométrica para valores de carga elevados.  

 
Figura 8 - Pilar Submetido a uma Força de Compressão com Excentricidade. a) Configuração Indeformada. b) 

Configuração Deformada. c) Gráfico 𝑃 vs 𝛿. (Retirado de [17]) 

 

Em artigos como [18] e [19] está presente o efeito da análise não linear nas estruturas, 

sendo nestes casos considerados métodos de otimização baseados na densidade. A aplicação 

da não linearidade agregada ao método de Ground Structure é um tema ainda pouco desen-

volvido atualmente. 
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2.4 Método Corrotacional 

O método corrotacional, apresentado inicialmente por Rankin e Brogan [20] baseia-se 

no pressuposto que as vigas constituintes da estrutura em estudo apresentam uma esbelteza 

elevada e suportam grandes deslocamentos, não ultrapassando o limite elástico do material. 

Tal pressuposto permite usar relações cinemáticas envolvendo deformações e deslocamentos 

lineares. Segundo [20] qualquer campo de deslocamentos pode ser decomposto em três 

componentes diferentes, são elas: translação de corpo rígido, rotação de corpo rígido e de-

formação. É utilizado um sistema de coordenadas global e local. A forma como estas grande-

zas se relacionam, na existência de rotação do corpo rígido, é dada por: 

 𝑢𝑡𝑜𝑡 = 𝑢𝑑𝑒𝑓 + 𝑢𝑟𝑖𝑔 (3) 

Sendo 𝑢𝑡𝑜𝑡 o deslocamento total dado pela soma do deslocamento proveniente da de-

formação, 𝑢𝑑𝑒𝑓, com o deslocamento devido à rotação do corpo rígido, 𝑢𝑟𝑖𝑔. 

Esta metodologia é usada em programas como o ANSYS na análise de estruturas cons-

tituídas por vigas nas quais se verifique grandes rotações. A vantagem do método corrotaci-

onal resulta de permitir, por meio de transformações de coordenadas, usar programas de 

análise linear de estruturas para realizar análises não lineares, através da adição de uma 

transformação de coordenadas suplementar [14][20]. 

2.5 Método dos Elementos Finitos 

A designação do método atualmente conhecido como Método dos Elementos Finitos 

foi primeiramente introduzida em 1960 por Ray Clough [21]. 

Antes da implementação deste método, a análise dos meios contínuos era efetuada por 

meio de resolução direta de sistemas de equações de derivadas parciais, o que resultava num 

processo de complexidade muito elevada.  

O MEF representa assim um método mais geral e poderoso, sendo capaz de resolver 

problemas concretos de engenharia envolvendo geometrias ou condições fronteiras comple-

xas, é por isso utilizado em diversas áreas de estudo como a estrutural, térmica e hidráulica. 

Baseado no cálculo variacional, o Método dos Elementos Finitos, procura obter a fun-

ção que leva a que um funcional atinja um valor extremo, máximo ou mínimo. 

Inicialmente neste método era comum a utilização de elementos finitos triangulares e 

tetraédricos, mais tarde passou a dar-se preferência aos elementos quadriláteros ou hexae-

dros [21]. 

O MEF pode ser dividido em três principais fases, sendo elas: o Pré-Processamento, a 

Solução e o Pós-Processamento.  
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Na fase de Pré-Processamento dá-se a divisão do domínio do problema em subdomí-

nios, chamados elementos finitos. De seguida procede-se à derivação da função interpolado-

ra ou de forma, que pode ser de diferentes graus consoante a complexidade do objeto de 

estudo. 

A resolução de equações diferenciais segundo o método dos elementos finitos é tradu-

zida pela seguinte equação: 

 [𝐾]{𝑢} = {𝑓} (4) 

Sendo 𝐾 a matriz de rigidez, em coordenadas globais, 𝑢 o deslocamento sofrido e 𝑓 

uma carga constante aplicada.  

A resolução da equação (4) implica, no caso de estruturas com comportamento não li-

near, a utilização de um método iterativo, sendo muito utilizado o Método de Newton-

Raphson, abordado num capítulo posterior. 

A fase da Solução consiste no processo de resolução da equação apresentada durante a 

fase anterior. 

A última fase é responsável por interpretar os resultados obtidos da resolução da 

equação [1] [22]. 

2.5.1 Elemento Barra 

O elemento finito barra 2D é o elemento mais simples, apresenta apenas dois graus 

de liberdade por nó, o deslocamento em 𝑋 e em 𝑌. No caso de se considerar o elemento barra 

3D, tem-se adicionalmente, o deslocamento segundo a coordenada 𝑍. 

A matriz de rigidez deste elemento, quer para 2D quer para 3D é dada por: 

 [𝐾] = [

𝐸𝐴

𝐿
−

𝐸𝐴

𝐿

−
𝐸𝐴

𝐿

𝐸𝐴

𝐿

] (5) 

Com 𝐸 representando o Módulo de Young, 𝐴 a área da secção transversal do elemen-

to e 𝐿 o seu comprimento. 

Para a barra 2D é necessário recorrer a uma matriz de transformação de coordenadas 

globais para locais. Essa matriz é dada por: 

 [𝑇] = [
𝑐𝑜𝑠 𝛼 𝑠𝑒𝑛 𝛼 0 0

0 0 cos𝛼 𝑠𝑒𝑛 𝛼
] (6) 

A variável 𝛼 corresponde ao ângulo entre o referencial local e global, 𝑥 e 𝑋, respeti-

vamente. 

Na figura 9 encontra-se representado um elemento finito de barra 2D e os respetivos 

nós (1 e 2). Uma vez que elementos possuem referenciais distintos, foi necessário obter o ân-

gulo de rotação (𝛼) do local (a verde) para o global (a vermelho). 
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Figura 9 - Elemento Barra 2D 

2.5.2 Elemento Viga 

O elemento viga 2D apresenta 3 graus de liberdade por nó. Em adição aos desloca-

mentos em 𝑋 e em 𝑌, apresenta a rotação 𝜃.  

Nos elementos viga existem graus de liberdade associados a esforços de flexão, que 

são independentes dos graus de liberdade associados à tração/compressão e a matriz rigidez 

resultante é dada por: 

 [𝐾] =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝐸𝐴

𝐿
0 0 −

𝐸𝐴

𝐿
0 0

0
12𝐸𝐼

𝐿3

6𝐸𝐼

𝐿2
0 −

12𝐸𝐼

𝐿3

6𝐸𝐼

𝐿2

0
6𝐸𝐼

𝐿2

4𝐸𝐼

𝐿
0 −

6𝐸𝐼

𝐿2

2𝐸𝐼

𝐿

−
𝐸𝐴

𝐿
0 0

𝐸𝐴

𝐿
0 0

0 −
12𝐸𝐼

𝐿3
−

6𝐸𝐼

𝐿2
0

12𝐸𝐼

𝐿3
−

6𝐸𝐼

𝐿2

0
6𝐸𝐼

𝐿2

2𝐸𝐼

𝐿
0 −

6𝐸𝐼

𝐿2

4𝐸𝐼

𝐿 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (7) 

Sendo 𝐼 o segundo momento de ordem da secção transversal. As restantes variáveis 

mantêm a correspondência anteriormente estabelecida para o elemento barra. 

A matriz de transformação de coordenadas para este elemento é dada por: 

 [𝑇] =  

[
 
 
 
 
 

cos 𝛼 sin𝛼 0 0 0 0
− sin𝛼 cos𝛼 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0
0 0 0 cos𝛼 sin𝛼 0
0 0 0 − sin𝛼 cos𝛼 0
0 0 0 0 0 1]

 
 
 
 
 

 (8) 
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No caso de se considerar uma viga 3D, cada nó apresenta 6 graus de liberdade, no-

meadamente, os deslocamentos segundo 𝑋, 𝑌 e 𝑍, assim como as rotações em torno dos 

mesmos eixos resultando numa matriz de rigidez 12×12. 

O elemento viga 2D está representado na figura 10. Salienta-se a adição da rotação 

em comparação com a figura anterior relativa ao elemento barra. 

 
Figura 10 - Elemento Viga 2D 

2.6 Método de Newton-Raphson 

O método de Newton-Raphson foi desenvolvido por Isaac Newton e Joseph Raphson 

[23]. Tem como objetivo estimar as raízes de uma função, e possibilita também a determina-

ção de mínimos ou máximos, quando usado para otimização.  

Este método iterativo é capaz de resolver a equação (2) através da minimização do re-

síduo, ∆𝑓, definido por: 

 ∆𝑓 = 𝑓 − [𝐾](𝑢)𝑢 (9) 

O processo iterativo de Newton-Raphson pode ser descrito nos seguintes passos: 

Realiza-se a primeira iteração na qual se considera 𝑢0 = 0 e se avalia a matriz rigidez, 

𝐾, para a posição indeformada.  

Obtém-se o primeiro incremento nos deslocamentos, ∆𝑢1, e atualizam-se os desloca-

mentos, 𝑢1 = ∆𝑢1. Seguidamente determinam-se as forças exteriores aplicadas, que equili-

bram as forças internas, obtendo-se 𝑓1. A diferença entre as forças aplicadas 𝑓 e as forças 

aplicadas 𝑓1 consiste no primeiro resíduo, ∆𝑓1, que é calculado pela equação: 

 ∆𝑓1 = 𝑓 − [𝐾](𝑢1)𝑢1 (10) 

Para a segunda iteração resolve-se o sistema de equações lineares: 

 𝐾(𝑢1)∆𝑢2 = ∆𝑓1 (11) 

E atualizam-se os deslocamentos novamente, agora com 𝑢2 = 𝑢1 + ∆𝑢2. 
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Uma ilustração gráfica do Método de Newton-Raphson, anteriormente descrito, pode 

ser observada na figura 11.  

 
Figura 11 - Ilustração Gráfica do Método de Newton-Raphson (retirado de [24]) 

O processo pode ser repetido sucessivamente até que o resíduo, ∆𝑓𝑛, corresponda às 

necessidades do utilizador. Realizam-se 𝑛 iterações utilizando o último deslocamento obtido, 

𝑢𝑛, dado por: 

 𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 + ∆u𝑛+1 (12) 

2.7 Ground Structure 

A metodologia denominada Ground Structure foi inicialmente proposta por Dorn et al. 

em 1964 [25] e é específica para estruturas reticuladas, como as treliças. 

Neste método o domínio do problema é discretizado num conjunto de nós, conectados 

por barras de elementos finitos, formando uma malha que dá o nome ao método. No artigo 

[26] introduz-se a classificação de uma Ground Structure segundo o seu nível de conectivida-

des, afirma-se que o primeiro nível gera barras entre nós vizinhos, o segundo entre vizinhos 

de vizinhos e o nível máximo de conectividade ocorre quando todos os nós estão conectados 

por barras. Uma representação deste conceito é apresentada na figura 12. 
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Figura 12 - Ground Structure. a) Nível de Conectividade 1. b) Nível de Conectividade 2. c) Conectividade Total 

De seguida, um algoritmo procura estabelecer as ligações ótimas de barras para um de-

terminado carregamento e condições de apoio estabelecidas. 

A solução obtida pelo algoritmo segundo este método é altamente dependente da ma-

lha definida e das condições inicialmente impostas, uma vez que não permite a movimenta-

ção de nós ou barras, e apenas a remoção de material. Tal condição torna aconselhável a cria-

ção de uma malha densa, porém, consequentemente resulta uma maior exigência computa-

cional. 

2.8 Estabilidade 

Os conceitos de equilíbrio e resistência são essenciais na correta análise de uma estru-

tura. No entanto, é também crucial assegurar que esse equilíbrio é estável, ou seja, garantir 

que a estrutura tende a recuperar o seu equilíbrio após sofrer uma perturbação. 

Membros de uma estrutura sujeitos a esforços de compressão podem sofrer o fenóme-

no denominado de “buckling” ou “encurvadura”, o mesmo ocorre de forma não proporcio-

nal, e resulta num estado de perda de rigidez axial acompanhado de grandes deslocamentos 

transversais indesejados, podendo dar-se o colapso imediato e completo da estrutura. Este 

fenómeno pode ocorrer antes do limite à compressão, 𝑃𝑐𝑟, ser atingido e impede a estrutura 

de suportar os esforços para os quais foi projetada inicialmente tornando o projeto inviável. 

Na figura 13 é possível observar um exemplo deste fenómeno. À esquerda está presente uma 

barra de comprimento 𝐿 na qual é aplicada uma força axial vertical 𝑃, o deslocamento per-

pendicular ao eixo é representado por 𝑤, e a curvatura resultante da aplicação de uma força 

crítica, 𝑃𝑐𝑟, na barra é representada a linha tracejada. À direita, o gráfico Força vs Desloca-

mento no qual se observa que para cargas inferiores à crítica, o equilíbrio é estável e não se 

verifica a presença de deslocamentos transversais. Após se atingir  𝑃𝑐𝑟 existe um grande au-

mento no deslocamento, sendo imprevisível a sua direção, e o equilíbrio torna-se instável 

[27]. 
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Figura 13 - Coluna Carregada por uma Força P e o respetivo Gráfico Força vs Deslocamento (retirado de [27]) 

O cálculo da carga crítica de encurvadura de uma viga depende das condições de fron-

teira existentes como se pode notar na figura 14. 

 
Figura 14 - Carregamento e Encurvadura de Vigas com Diferentes Condições de Fronteira (adaptado de [28]) 

Tipicamente, a área de secção transversal dos membros constitui a variável de projeto 

aquando da otimização. Uma vez que a encurvadura se relaciona com a forma da secção 

transversal, esta informação é muito pertinente no seu cálculo. A carga crítica pode ser calcu-

lada pela equação (13), sendo E o módulo de Young, 𝐼 o segundo momento de área e 𝐿 o 

comprimento equivalente de encurvadura como mostrado na figura anterior. Seguiu-se a 

sugestão do artigo [2], na qual o momento de inércia da secção transversal pode ser expresso 

em função da área usando a relação 𝐼 = 𝛼𝐴2 sendo que, para o caso em estudo, com barras 

de secção transversal circular 𝛼 = 1/4𝜋. 

 𝑃𝑐𝑟 =
𝜋2𝐸𝐼

𝐿2
 (13) 

Podem destacar-se dois tipos de instabilidade, nomeadamente a local e global. 
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2.8.1 Estabilidade Local 

A instabilidade local ocorre, por exemplo, quando uma parte da aba de uma viga em 

I instabiliza, sob efeito das tensões de compressão, como se mostra na figura 15. Pode tam-

bém acontecer que uma barra da estrutura instabilize por ultrapassar a carga crítica indicada 

pela equação (13). A ocorrência de instabilidade local pode não conduzir obrigatoriamente à 

instabilidade de toda a estrutura. 

 
Figura 15 - Instabilidade Local (adaptado de [29]) 

2.8.2 Estabilidade Global 

A instabilidade global carateriza-se pela presença de instabilidade ao longo de toda a 

estrutura. Deste fenómeno resulta uma redução muito elevada da rigidez e o colapso de toda 

a estrutura. Na figura 16 observa-se uma representação deste tipo de instabilidade. 

 
Figura 16 - Instabilidade Global (adaptado de [29]) 
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3  

 

METODOLOGIA 

A presente dissertação pretende continuar o trabalho já desenvolvido anteriormente 

por Ana Silva [1] que estudou a utilização da análise não linear na otimização de topologia 

de treliças, segundo a metodologia de Ground Structure no programa PROAES_NL. 

 Considerou-se pertinente estudar, analisar e validar a metodologia aplicada e propos-

ta por Madah e Amir, na qual são introduzidas imperfeições geométricas locais e globais na 

treliça inicial de forma a não ser necessário impor constrangimentos de encurvadura local, 

mas apenas considerar a estabilidade global. 

Pretende-se obter a estrutura com maior rigidez ou por outras palavras, aquela que se-

ja mais resistente à instabilidade. Os autores referem duas formulações distintas, MaxF e 

MinV. A primeira, MaxF, é utilizada quando se realiza uma análise na qual é imposto um 

valor, constante e controlado pelo utilizador, para o deslocamento. A estrutura mais rígida 

proveniente desta formulação corresponde à maximização da capacidade de carga, se apli-

cada num ponto singular, ou seja, tem como objetivo maximizar a força aplicada na estrutu-

ra, sem que seja ultrapassado o deslocamento definido previamente como limite. Pode ob-

servar-se a correspondente formulação standard na equação 14. 

 

𝑚𝑖𝑛
𝑥

                          𝑓 = −𝜗 

𝑆𝑢𝑗𝑒𝑖𝑡𝑜 𝑎               𝑔𝑗 = ∑𝑥𝑖𝑙𝑖 ≤ 𝑉∗,

𝑁

𝑖=1

 

                                 𝑥𝑖
𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 𝑥𝑖

𝑚𝑎𝑥              𝑖 = 1,… ,𝑁 

𝑐𝑜𝑚:                       𝑹(𝒙, 𝒖, 𝜗) = 𝜗𝒇̂𝑒𝑥𝑡 − 𝒇̂𝑖𝑛𝑡(𝒙, 𝒖) = 0  

(14) 

Sendo 𝑥𝑖 a variável de projeto, correspondente à área da secção transversal da barra, 𝑙𝑖 

o comprimento de cada barra, 𝑉∗ o volume disponível, 𝑁 o número de barras existentes e 𝜗 o 

fator de carga, neste caso apresentado como negativo, e consequentemente realiza-se a mi-
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nimização. Esta alteração resulta como consequência do algoritmo utilizado para a otimiza-

ção, no caso, o MMA. Nesta formulação, parte-se de uma estrutura bastante flexível e cum-

prindo com o constrangimento de volume procura-se alterar as áreas das várias barras de 

forma que a estrutura resultante convirja para a mais rígida. 

A segunda formulação, MinV, surge como o reverso da anterior. Pretende-se minimi-

zar o volume da estrutura dada um constrangimento de força que deve ser superior a um 

valor definido como mínimo necessário. A sua forma standard pode ser visualizada na equa-

ção 15. 

 

𝑚𝑖𝑛
𝑥

                          𝑓 = ∑𝑥𝑖𝑙𝑖 ≤ 𝑉∗,

𝑁

𝑖=1

 

𝑆𝑢𝑗𝑒𝑖𝑡𝑜 𝑎               𝑔 = 𝜗 ≥ 𝜗∗ 

                                 𝑥𝑖
𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 𝑥𝑖

𝑚𝑎𝑥              𝑖 = 1,… ,𝑁 

𝑐𝑜𝑚:                       𝑹(𝒙, 𝒖, 𝜗) = 𝜗𝒇̂𝑒𝑥𝑡 − 𝒇̂𝑖𝑛𝑡(𝒙, 𝒖) = 0 

(15) 

As variáveis correspondem às descritas anteriormente e 𝜗∗ representa o fator de carga 

mínimo necessário. Nesta formulação, o ponto de partida consiste numa estrutura de volume 

elevado que, mantendo a rigidez necessária para suportar o fator de carga presente como 

constrangimento, será progressivamente diminuído até que não seja possível obter um valor 

inferior de volume sem violar o constrangimento. 

3.1 PROAES 

O PROAES consiste num programa, desenvolvido no DEMI da FCT NOVA, em lingua-

gem MATLAB, que pode também ser utilizado em ambiente Octave. Possui diferentes capa-

cidades, das quais são exemplo:  

• Análise de modelos estruturais pelo método dos elementos finitos; 

• Cálculo de derivadas de algumas medidas de desempenho estrutural (performances) 

em relação a variáveis de projeto;  

• Análise de fiabilidade de modelos estruturais pelo método FORM;  

• Otimização de estruturas, considerando constrangimentos associados a medidas de 

desempenho estrutural e/ou medidas de fiabilidade.  

 A otimização de estruturas consiste na capacidade do programa que será abordada 

de forma mais aprofundada. É capaz de calcular as respostas das estruturas e alterar os pa-

râmetros que condicionam o problema [30]. 
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3.2 Deslocamento Máximo 

De forma a ir de encontro com a formulação MaxF sugerida pelo artigo, foi necessário 

proceder à alteração do programa, e modificá-lo para que, estabelecendo um deslocamento 

máximo num grau de liberdade da estrutura, o mesmo devolvesse a força necessária para o 

atingir e os deslocamentos resultantes dessa mesma força aplicada. Recorreu-se ao método 

de Newton-Raphson com comprimento de arco cilíndrico para este efeito. 

Foi criada uma variável, denominada "max_desloc", um vetor com três entradas que 

deve ser definido pelo utilizador aquando do início do estudo. Na primeira entrada do vetor 

deve ser introduzido o número do nó no qual se pretende impor o deslocamento, na segunda 

entrada é necessário especificar o grau de liberdade, com 1 correspondente a 𝑥, 2 a 𝑦 e 6 a 𝜃. 

Por fim, a terceira entrada recebe o valor definido como limite para o deslocamento. 

A figura 17 mostra um exemplo em código retirado do PROAES_NL. 

 
Figura 17 - Implementação do Deslocamento Máximo em Código 

3.3 Método de Newton-Raphson com Arco Cilíndrico 

De forma a não ultrapassar o limite definido para o deslocamento, recorreu-se ao mé-

todo de Newton-Raphson com Arco Cilíndrico, capaz de controlar o valor das forças aplica-

das na estrutura através do parâmetro 𝜆 designado fator de carga para o método de Newton 

Raphson, que varia entre 0 e 1. Esta alteração no método permite seguir a curva força-

deslocamento mesmo que a derivada desta seja negativa, como nos casos de snapthrough. 

A função de equilíbrio passa assim a ser dada pela seguinte equação: 

 [𝐾(𝑢)]{𝑢} = 𝜆{𝑓} (16) 

O fator de carga introduzido é dependente de outra variável, o comprimento de arco, 

∆𝐿, e responsável pela amplitude do deslocamento incremental.  

Este método é um processo incremental e iterativo, onde ocorrem incrementos no fator 

de carga, ou 'passos', aos quais se seguem iterações na procura de convergência, controladas 

por ∆𝐿. O processo descrito encontra-se ilustrado na figura 18, sendo visível os incrementos 

no fator de carga. 
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Figura 18 - Ilustração do Método de Newton-Raphson com Arco Cilíndrico 

O propósito deste método consiste assim na obtenção da convergência para 𝜆𝑖+1 e 𝑢𝑖+1. 

O processo é descrito em maior detalhe na dissertação de Ana Silva, estando já implementa-

do uma versão do mesmo no PRograma de Análise EStrutural. 

Assim, e de forma a interromper o método de Newton-Raphson com Arco Cilíndrico, 

procurou-se controlar o deslocamento através da variável "delta_L". Inicialmente elaborou-se 

em código um modo de interromper o método de Newton-Raphson, mas revelou-se demasi-

ado brusco, não atingindo a convergência nem os resultados desejados.  

Melhorou-se o código implementado com o objetivo de controlar a variável na primei-

ra iteração que não do primeiro passo, e definiu-se que, caso "delta_L" somado ao valor abso-

luto do deslocamento do nó e grau de liberdade em questão fosse superior ao valor absoluto 

do valor limite para o deslocamento, "UMAX", então "delta_L" seria atualizado, passando a 

valer "UMAX" subtraído do valor absoluto do deslocamento do nó e grau de liberdade con-

siderados. Caso tal não aconteça e "delta_L" seja inferior à tolerância inicialmente definida, 

então o método de Newton-Raphson deve ser interrompido com o comando "converge=1". 

As linhas de código que permitem realizar o descrito anteriormente estão representadas em 

linguagem MATLAB na figura 19. 

 
Figura 19 - Implementação do Código com Controlo de Deslocamento 
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3.4 Performance de Força 

De forma a obter a força necessária para atingir o deslocamento máximo imposto teve 

de alterar-se no PROAES_NL as performances com o objetivo de incluir um quarto caso adi-

cional.  

Foi necessário alterar as performances do PROAES_NL com o objetivo de, para além 

das 3 performances já implementadas (volume, deslocamentos e tensão), incluir uma per-

formance para a carga aplicada, como ilustrado na figura 20. 

 
Figura 20 - Implementação da Performance Força 

3.5 Otimização com Método das Assintotas Móveis 

Idealmente, o método utilizado para a otimização de estruturas deve ser de fácil im-

plementação, flexível e capaz de interpretar diferentes tipos de constrangimentos. Estando 

perante análises não lineares, optou-se por utilizar o Method of Moving Assymptotes (MMA) 

introduzido em 1987 por Krister Svanberg. Em cada iteração é criado um subproblema con-

trolado pelas assintotas móveis, que contribuem para a estabilização do processo de conver-

gência [11][31]. 

A formulação base de um problema de otimização segundo o MMA é a apresentada de 

seguida. 

 

min                         𝑓0(𝑥) + 𝑎0𝑧 + ∑(𝑐𝑖𝑦𝑖 +
1

2
𝑑𝑖𝑦𝑖

2

𝑚

𝑖=1

) 

𝑆𝑢𝑗𝑒𝑖𝑡𝑜 𝑎               𝑓𝑖(𝑥) − 𝑎𝑖𝑧 − 𝑦𝑖 ≤ 0,          𝑖 = 1,… ,𝑚 

                                 𝑥𝑗
𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑥𝑗 ≤ 𝑥𝑗

𝑚𝑎𝑥                 𝑗 = 1,… , 𝑁 

                                 𝑦𝑖 ≥ 0,                                     𝑖 = 1, … ,𝑚 

                                                                   𝑧 ≥ 0. 

(17) 

Com 𝑓(𝑥) correspondendo à função objetivo, 𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛)𝑇 às variáveis de projeto e 

𝑦 = (𝑦1, … , 𝑦𝑛)𝑇 e 𝑧 correspondendo às variáveis de otimização artificiais.  

𝑥𝑗
𝑚𝑖𝑛 e 𝑥𝑗

𝑚𝑎𝑥 são números reais, também chamados de limite inferior e superior, que sa-

tisfazem a condição 𝑥𝑗
𝑚𝑖𝑛 < 𝑥𝑗

𝑚𝑎𝑥 [32]. 
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𝑎0 e 𝑎𝑖 são números reais que satisfazem a condição 𝑎0 > 0 e 𝑎𝑖 > 0. 

𝑐𝑖 e 𝑑𝑖 são números reais que satisfazem a condição 𝑐𝑖 > 0 , 𝑑𝑖 > 0 e 𝑐𝑖 + 𝑑𝑖 > 0. 

O subproblema deste método inicia-se sendo os valores de 𝑥𝑘 , 𝑦𝑘 e  𝑧𝑘 presentes na 

equação 17 escolhidos. De seguida, é gerado um subproblema aproximado onde se substitu-

em as funções 𝑓𝑖(𝑥) por funções convexas 𝑓𝑖
(𝑘)

(𝑥). As aproximações realizadas têm, princi-

palmente, em consideração o gradiente do ponto de iteração atual, mas também as iterações 

prévias. 

O subproblema é resolvido passando a solução a ser o próximo ponto de iteração, ge-

rando um novo subproblema [32]. 

O processo é interrompido quando atingido um nível de convergência definido como 

suficiente ou quando atingido o número máximo de iterações. 

Para que seja possível realizar análise em OCTAVE utilizando o MMA recorreu-se à 

TOOLBOX de otimização criada por Daniel Paciência [33]. O processo de interação entre o 

programa e a ferramenta mencionada apresenta vários ficheiros, são eles o ficheiro de inicia-

lização, de input, de output, a função objetivo, a função de constrangimento, e os ficheiros 

opt2ef e ef2opt. 

Cabe ao utilizador a criação do ficheiro de inicialização, de input, assim como das fun-

ções objetivo e de constrangimento. 

Na inicialização é necessário estipular o número de variáveis e de constrangimentos e 

definir o número máximo de iterações a realizar pelo programa assim como o valor do "mo-

ve limit" a implementar. Um exemplo destes valores é apresentado na figura 21. 

 
Figura 21 - Exemplo de Valores de Inicialização 

Posteriormente são definidos os parâmetros internos do MMA e obtidos os valores ini-

ciais da função objetivo e de constrangimento, chamando o PROAES. Por fim é iniciado um 

ciclo responsável pela otimização, que termina caso seja atingida a tolerância pretendida ou 
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o número máximo de iterações. O ciclo calcula para cada iteração, o valor da função objetivo 

e de constrangimento sendo restringido pelo limite superior e inferior definidos na figura 22 

como exemplo. 

 
Figura 22 - Código Responsável pela Imposição dos Limites de Otimização 

No presente estudo, a função de objetivo é responsável por calcular a mínima força ne-

cessária para atingir o deslocamento máximo imposto. A função escreve no ficheiro ef2opt e 

lê o ficheiro opt2ef, e uma vez que, no exemplo considerado, a força é aplicada verticalmente 

de cima para baixo (negativa) foi necessário somar um valor durante a otimização para que o 

valor do objetivo permanecesse positivo. É também calculado o gradiente (gradf) e normali-

zado, como mostram as figuras seguintes. 

 
Figura 23 - Minimização da Força Necessária 

 
Figura 24 - Cálculo e Normalização do Gradiente da Força 

A função de constrangimento é responsável por calcular os constrangimentos de vo-

lume, sendo o seu código muito semelhante à função objetivo. Define-se o volume máximo 

(VOL_MAXIMO) a considerar e é também calculado o gradiente (gradc) e normalizado. 
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Figura 25 - Cálculo do constrangimento de volume 

 
Figura 26 - Cálculo e Normalização do Gradiente de Volume 

No ficheiro input são definidos todos os nós, elementos e as suas ligações, materiais, 

secções, apoios e forças. 

No opt2ef dá-se a indicação da análise pretendida, podendo optar-se pelo cálculo das 

performances, sensibilidades ou ambas. É definido o número de variáveis e os seus valores, o 

número de performances e a sua identificação. 

O ficheiro de output contém um resumo dos dados do problema seguidos dos resulta-

dos da análise efetuada e o ficheiro ef2opt as performances e sensibilidades pedidas no 

opt2ef. 

3.6 Modelação da Estrutura 

Procurou-se reproduzir, de forma adaptada, o problema apresentado em [2] na qual 

foram introduzidas na estrutura quer imperfeições geométricas locais, quer globais para fa-

vorecer o fenómeno de encurvadura.  

A estrutura alvo de estudo no artigo é apresentada na figura 27. Em (a) é ilustrado o 

domínio inicial de 4.0 m de comprimento e 2.0 m de largura. Em (b) observa-se a Ground 

Structure utilizada, composta por 13 barras, sendo 2 sobrepostas, que não foram considera-

das no decorrer do estudo. Em (c) foram impostos à Ground Structure anteriormente definida, 

imperfeições geométricas locais, já em (d) apenas foram impostas imperfeições geométricas 

globais.

 
Figura 27 - Estrutura em Estudo (retirado de [2]). a) Domínio Inicial. b) Ground Structure da Estrutura. c) Imper-

feições Locais. d) Imperfeições Globais 
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As imperfeições locais, ou empenos, são aplicados através de um pequeno deslocamen-

to imposto nos nós que interligam os 2 elementos que formam cada barra, os restantes nós 

mantêm-se fixos. A figura 28 permite uma melhor visualização das imperfeições locais.  

 
Figura 28 - Imperfeições Locais (retirado de [2]) 

As imperfeições globais são aplicadas através de um deslocamento nos nós, anterior-

mente fixos. Pode, de seguida na figura 29, observar-se com melhor clareza o efeito deste 

tipo de imperfeições. 

 
Figura 29 - Imperfeições Globais (retirado de [2]) 
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Recorreu-se ao programa já implementado "gera_nós.m" da autoria de Bernardo 

Abrantes [34] para de uma forma mais expedita obter as posições deslocadas dos nós da es-

trutura. Este programa, requer que sejam definidos dois valores, referentes à magnitude quer 

das imperfeições locais quer globais. É possível observar a numeração dos vários nós na fi-

gura 30. 

 
Figura 30 - Modelação da Estrutura com Numeração dos Nós 

As imperfeições globais são aplicadas nos nós intermédios da estrutura que conectam 6 

elementos, atingindo o valor definido nomeadamente nos nós 13 e 16. As imperfeições locais 

são aplicadas aos nós intermédios das barras da estrutura. 

Para permitir a aplicação dos empenos e a deslocação da posição inicial dos nós, é van-

tajoso que cada barra da estrutura seja modelada por vários elementos, tendo-se optado por 

uma sequência de três vigas colineares. A figura 31 ilustra a modelação da estrutura e a nu-

meração dos 33 elementos necessários. 
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Figura 31 - Modelação da Estrutura com Numeração dos Elementos 

Ainda assim, uma vez que cada barra tem apenas uma área e não três, existem apenas 

11 diferentes variáveis e, portanto, 11 barras que foram numeradas de acordo com a figura 

32. 

 
Figura 32 - Modelação da Estrutura com Numeração das Barras 

Os autores do artigo tido como base realizaram 6 diferentes combinações nas quais 

consideraram a presença/ausência de imperfeições locais e globais e analisaram o efeito na 

solução. Nas combinações de 1 a 4 foi imposto um deslocamento de −10−6 𝑚, já nas duas 

últimas, o deslocamento imposto foi aumentado para −10−2 𝑚. Ambos os valores de deslo-

camento imposto são aplicados na vertical no nó 25, destacado a vermelho na figura 30. Na 

tabela 1 apresentam-se as várias combinações utilizadas. 
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Tabela 1 - Combinações de Imperfeições 

 

 

 

 

 

 

 

As soluções ótimas, obtidas pelos autores, resultantes da otimização com as diferentes 

combinações, estão ilustradas na figura 33. 

 
Figura 33 - Otimizações Resultantes das Combinações de Imperfeições (retirado de [2]) 

No âmbito da presente dissertação, para um deslocamento de −10−6 𝑚 optou-se por 

dar enfâse às combinações 1 e 4, respetivamente sem imperfeições (caso A) e com ambas as 

imperfeições aplicadas (caso B) 

Para o deslocamento de −10−2 𝑚 a enfâse na presente dissertação assenta na combina-

ção 6, com ambas as imperfeições aplicadas embora com algumas alterações face ao apresen-

tado no artigo (caso C). 

Seguidamente pode observar-se a ilustração da modelação das estruturas para ambos 

os casos, sem e com as imperfeições iniciais impostas. Recorreu-se ao programa 'grafi-

co_topologia_optima_PROAES1' para a obtenção das mesmas. De salientar que as imperfei-

ções locais iniciais eram de 0.01 m e as imperfeições globais de 0.05 m, o que não é muito 

expressivo visualmente.  

Combinação Imperfeição Local Imperfeição Global 𝜹 

1 Não Não 10−6 

2 Sim Não 10−6 

3 Não Sim 10−6 

4 Sim Sim 10−6 

5 Sim Não 10−2 

6 Sim Sim 10−2 
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Figura 34 - Treliça 11 Barras sem Imperfeições 

      
Figura 35 - Treliça 11 Barras com Imperfeições  
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4  

RESULTADOS 

Para a obtenção de resultados tendo em conta a metodologia proposta pelo artigo base, 

realizaram-se várias otimizações, tendo-se procurado verificar alterações nas áreas das bar-

ras e nas forças obtidas quando a estrutura é sujeita a diferentes deslocamentos máximos. Foi 

também averiguada a importância do grau de imperfeições quer na força necessária para 

atingir o deslocamento definido, quer na convergência. Para isso, criaram-se 3 novos fichei-

ros de dados nos quais se multiplicaram as imperfeições inicias por fatores de 2, 3 e 4, resul-

tando em imperfeições locais e globais com amplitude máxima respetivamente de 0.02 𝑚 e 

0.1 𝑚 no primeiro caso, 0.03 𝑚 e 0.15 𝑚 no segundo caso, e 0.04 𝑚 e 0.2 𝑚 no último caso. 

4.1 Sem Imperfeições (Caso A) 

Após a correta definição dos vários parâmetros necessários ao correto funcionamento 

do PROAES_NL, executou-se a análise para a treliça sem imperfeições e obteve-se, como 

esperado, um ficheiro de resultados. Foi construída uma tabela, apresentada de seguida, na 

qual são exibidos os valores do deslocamento em 𝑥 e 𝑦, assim como das rotações em 𝑧. Foi 

salientado, a negrito, o valor dos deslocamentos e rotações no nó 25 (nó inferior direito da 

estrutura) que corresponde ao valor definido como máximo.  



 34 

Tabela 2 - Deslocamentos e rotações obtidas pelo OCTAVE para o caso A. 

Nó D𝒙 D𝒚 Rot𝒛 

1 0 0 -6.8213x10-8 

2 9.9649x10-9 9.1224x10-17 2.3055x10-8 

3 -1.0379x10-8 2.4163x10-17 2.2738x10-8 

4 0 0 -6.9164x10-7 

5 -6.1848x10-8 -7.8731x10-8 -1.6198x10-7 

6 2.8473x10-8 -8.7723x10-8 -1.0819x10-7 

7 -2.7731x10-8 -8.5565x10-8 -1.0402x10-7 

8 6.2349x10-8 -8.1629x10-8 -1.6667x10-7 

9 -1.2369x10-7 -2.0715x10-7 -2.1673x10-7 

10 -8.5217x10-8 -2.0089x10-7 -1.5849x10-7 

11 8.7892x10-8 -2.0639x10-7 -1.6117x10-7 

12 1.2469x10-7 -2.1310x10-7 -2.1938x10-7 

13 -1.8554x10-7 -3.5904x10-7 -2.3243x10-7 

14 -5.3758x10-8 -3.6096x10-7 -1.7262x10-7 

15 5.7526x10-8 -3.6288x10-7 -1.7092x10-7 

16 1.8705x10-7 -3.6479x10-7 -2.2733x10-7 

17 -2.0841x10-7 -5.4986x10-7 -3.2777x10-7 

18 -5.1486x10-8 -5.4549x10-7 -2.4781x10-7 

19 5.6665x10-8 -5.5985x10-7 -2.5939x10-7 

20 2.0558x10-7 -5.4270x10-7 -2.9653x10-7 

21 -2.3128x10-7 -7.7973x10-7 -3.4967x10-7 

22 -9.2267x10-8 -7.7345x10-7 -2.8304x10-7 

23 9.1839x10-8 -7.4122x10-7 -2.6034x10-7 

24 2.2411x10-7 -7.4789x10-7 -3.1081x10-7 

25 -2.5412x10-7 -1.0000x10-6 -2.9811x10-7 

26 -7.7049x10-8 -9.8147x10-7 -2.4114x10-7 

27 7.7955x10-8 -9.6294x10-7 -2.3182x10-7 

28 2.4264x10-7 -9.4441x10-7 -2.7017x10-7 

 

De maneira a comprovar o bom funcionamento do programa e dos resultados obtidos, 

recorreu-se ao software de elementos finitos ANSYS. Os resultados alcançados por este pro-

grama, podem ser consultados na tabela abaixo. Os deslocamentos no nó 25 são novamente 

realçados para uma visualização mais facilitada. 
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Tabela 3 - Deslocamentos e rotações obtidos pelo ANSYS para o caso A. 

Nó D𝒙 D𝒚 Rot𝒛 

1 0 0 -6.8057x10-8 

2 9.8705x10-9 0.57203x10-17 2.3163x10-8 

3 -1.0507x10-8 -0.61473x10-17 2.2686x10-8 

4 0 0 -6.9488x10-7 

5 -6.1848x10-8 -7.8823x10-8 -1.6190x10-7 

6 2.8374x10-8 -8.7629x10-8 -1.0812x10-7 

7 -2.7845x10-8 -8.5679x10-8 -1.0408x10-7 

8 6.2349x10-8 -8.1472x10-8 -1.6738x10-7 

9 -1.2370x10-7 -2.0719x10-7 -2.1668x10-7 

10 -8.5314x10-8 -2.0098x10-7 -1.5836x10-7 

11 8.7819x10-8 -2.0632x10-7 -1.6127x10-7 

12 1.2470x10-7 -2.1312x10-7 -2.2000x10-7 

13 -1.8554x10-7 -3.5904x10-7 -2.3237x10-7 

14 -5.3795x10-8 -3.6096x10-7 -1.7257x10-7 

15 5.7476x10-8 -3.6288x10-7 -1.7094x10-7 

16 1.8705x10-7 -3.6480x10-7 -2.2746x10-7 

17 -2.0841x10-7 -5.4990x10-7 -3.2793x10-7 

18 -5.1516x10-8 -5.4547x10-7 -2.4728x10-7 

19 5.6617x10-8 -5.5990x10-7 -2.5942x10-7 

20 2.0558x10-7 -5.4245x10-7 -2.9639x10-7 

21 -2.3128x10-7 -7.7991x10-7 -3.4985x10-7 

22 -9.2314x10-8 -7.7349x10-7 -2.8298x10-7 

23 9.1851x10-8 -7.4123x10-7 -2.6039x10-7 

24 2.2411x10-7 -7.4782x10-7 -3.1059x10-7 

25 -2.5415x10-7 -1.0000x10-6 -2.9814x10-7 

26 -7.7027x10-8 -9.8147x10-7 -2.4117x10-7 

27 7.7987x10-8 -9.6294x10-7 -2.3181x10-7 

28 2.4264x10-7 -9.4441x10-7 -2.7007x10-7 
 

4.1.1 Comparação de resultados com ANSYS 

Com o objetivo de validar os resultados obtidos pelo PROAES_NL utilizou-se o pro-

grama PROAES_2_ANSYS, que compila a informação presente no ficheiro .inp num ficheiro 

do tipo .ans para que possa ser reproduzido no software ANSYS. Neste software foi necessá-
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rio recorrer à análise para grandes deslocamentos, como ilustrado na figura 36 e à aplicação 

do desejado deslocamento no nó 25. 

 
Figura 36 - Opções de Análise no ANSYS 

Criou-se uma tabela de forma a serem mais facilmente observáveis os valores obtidos 

pelos dois softwares assim como o erro relativo, salientado na tabela num tom de laranja. O 

erro relativo foi calculado pela seguinte equação: 

 𝐸𝑟𝑟𝑜 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑣𝑜 𝑝𝑒𝑟𝑐𝑒𝑛𝑡𝑢𝑎𝑙 = |
𝑃𝑅𝑂𝐴𝐸𝑆_𝑁𝐿 − 𝐴𝑁𝑆𝑌𝑆

𝐴𝑁𝑆𝑌𝑆
| ∗ 100 (18) 

 

A tabela com os resultados é apresentada na seguinte página.  
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Tabela 4 - Comparação de resultados entre os dois softwares para o caso A. 

SEM IMPERFEIÇÕES 
DX DY ROTZ 

OCTAVE ANSYS ERRO OCTAVE ANSYS ERRO OCTAVE ANSYS ERRO 

0 0 - 0 0 - -6,82E-08 -6,81E-08 0,23 

9,96E-09 9,87E-09 0,96 9,12E-17 5,72E-17 59,47 2,31E-08 2,32E-08 0,47 

-1,04E-08 -1,05E-08 1,22 2,42E-17 -6,15E-17 139,31 2,27E-08 2,27E-08 0,23 

0 0 - 0 0 - -6,92E-07 -6,95E-07 0,47 

-6,18E-08 -6,18E-08 0,00 -7,87E-08 -7,88E-08 0,12 -1,62E-07 -1,62E-07 0,05 

2,85E-08 2,84E-08 0,35 -8,77E-08 -8,76E-08 0,11 -1,08E-07 -1,08E-07 0,06 

-2,77E-08 -2,78E-08 0,41 -8,56E-08 -8,57E-08 0,13 -1,04E-07 -1,04E-07 0,06 

6,23E-08 6,23E-08 0,00 -8,16E-08 -8,15E-08 0,19 -1,67E-07 -1,67E-07 0,42 

-1,24E-07 -1,24E-07 0,01 -2,07E-07 -2,07E-07 0,02 -2,17E-07 -2,17E-07 0,02 

-8,52E-08 -8,53E-08 0,11 -2,01E-07 -2,01E-07 0,04 -1,58E-07 -1,58E-07 0,08 

8,79E-08 8,78E-08 0,08 -2,06E-07 -2,06E-07 0,03 -1,61E-07 -1,61E-07 0,06 

1,25E-07 1,25E-07 0,01 -2,13E-07 -2,13E-07 0,01 -2,19E-07 -2,20E-07 0,28 

-1,86E-07 -1,86E-07 0,00 -3,59E-07 -3,59E-07 0,00 -2,32E-07 -2,32E-07 0,03 

-5,38E-08 -5,38E-08 0,07 -3,61E-07 -3,61E-07 0,00 -1,73E-07 -1,73E-07 0,03 

5,75E-08 5,75E-08 0,09 -3,63E-07 -3,63E-07 0,00 -1,71E-07 -1,71E-07 0,01 

1,87E-07 1,87E-07 0,00 -3,65E-07 -3,65E-07 0,00 -2,27E-07 -2,27E-07 0,06 

-2,08E-07 -2,08E-07 0,00 -5,50E-07 -5,50E-07 0,01 -3,28E-07 -3,28E-07 0,05 

-5,15E-08 -5,15E-08 0,06 -5,45E-07 -5,45E-07 0,00 -2,48E-07 -2,47E-07 0,21 

5,67E-08 5,66E-08 0,08 -5,60E-07 -5,60E-07 0,01 -2,59E-07 -2,59E-07 0,01 

2,06E-07 2,06E-07 0,00 -5,43E-07 -5,42E-07 0,05 -2,97E-07 -2,96E-07 0,05 

-2,31E-07 -2,31E-07 0,00 -7,80E-07 -7,80E-07 0,02 -3,50E-07 -3,50E-07 0,05 

-9,23E-08 -9,23E-08 0,05 -7,73E-07 -7,73E-07 0,01 -2,83E-07 -2,83E-07 0,02 

9,18E-08 9,19E-08 0,01 -7,41E-07 -7,41E-07 0,00 -2,60E-07 -2,60E-07 0,02 

2,24E-07 2,24E-07 0,00 -7,48E-07 -7,48E-07 0,01 -3,11E-07 -3,11E-07 0,07 

-2,54E-07 -2,54E-07 0,01 -1,00E-06 -1,00E-06 0,00 -2,98E-07 -2,98E-07 0,01 

-7,70E-08 -7,70E-08 0,03 -9,81E-07 -9,81E-07 0,00 -2,41E-07 -2,41E-07 0,01 

7,80E-08 7,80E-08 0,04 -9,63E-07 -9,63E-07 0,00 -2,32E-07 -2,32E-07 0,00 

2,43E-07 2,43E-07 0,00 -9,44E-07 -9,44E-07 0,00 -2,70E-07 -2,70E-07 0,04 

 

A força necessária para atingir o deslocamento máximo definido foi também obtida 

com recurso a ambos os softwares. A figura 37 mostra o resultado obtido através da utiliza-

ção do programa OCTAVE, nomeadamente recorrendo ao ef2opt. 
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Figura 37 - Força Necessária para atingir o deslocamento do caso A segundo o OCTAVE  

Utilizando o software de elementos finitos, ANSYS, a força resultante no nó 25 é ilus-

trada na figura 38. 

 
Figura 38 - Força Necessária para atingir o deslocamento do caso A segundo o ANSYS  

Pode observar-se uma aproximação muito boa e consequentemente comprova-se o 

bom funcionamento do PROAES_NL quer no cálculo dos deslocamentos e rotações, quer 

para a força necessária para o presente caso. 

A utilização do ANSYS permitiu ainda a obtenção da estrutura deformada que pode 

ser observada na figura 39. 

 
Figura 39 - Estrutura sem Imperfeições Deformada 

4.2 Com imperfeições (Caso B) 

O processo de comparação realizado foi refeito para o caso da estrutura com as imper-

feições iniciais aplicadas sendo os resultados da comparação novamente satisfatórios. Os 

mesmos podem ser consultados nas tabelas abaixo.  
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Tabela 5 - Deslocamentos e rotações obtidas pelo OCTAVE para o caso B. 

Nó D𝒙 D𝒚 Rot𝒛 

1 0 0 9.5291x10-7 

2 -4.7560x10-7 1.7402x10-9 4.9112x10-7 

3 -6.0291x10-7 -3.6518x10-9 -2.0467x10-7 

4 0 0 -1.8122x10-6 

5 -9.5172x10-8 1.0551x10-6 1.6039x10-6 

6 2.1681x10-7 -2.6799x10-7 -9.0757x10-7 

7 -7.6123x10-7 -8.4167x10-7 -3.7862x10-7 

8 1.1187x10-7 -1.4507x10-6 -1.5285x10-6 

9 -1.4351x10-7 8.7183x10-7 -1.6565x10-6 

10 -4.7476x10-7 -5.9631x10-7 9.1836x10-7 

11 5.4256x10-7 -6.3832x10-7 6.4670x10-8 

12 1.6512x10-7 -1.4289x10-6 1.4814x10-6 

13 -1.8418x10-7 -3.5047x10-7 -8.5151x10-7 

14 2.7766x10-7 -3.6021x10-7 -4.7484x10-7 

15 4.0909x10-7 -3.6302x10-7 8.1020x10-8 

16 2.0828x10-7 -3.6884x10-7 4.6314x10-7 

17 -2.0497x10-7 -5.1444x10-7 -5.6516x10-8 

18 4.6743x10-7 -1.0750x10-6 -7.9701x10-7 

19 -1.8275x10-7 -8.1195x10-7 -9.7428x10-7 

20 2.2219x10-7 -6.0463x10-7 -7.1644x10-7 

21 -2.2908x10-7 -7.1181x10-7 -5.5138x10-7 

22 -5.0024x10-7 -1.1768x10-6 8.2418x10-8 

23 5.5794x10-7 -1.2134x10-6 4.0811x10-7 

24 2.2991x10-7 -9.4689x10-7 -1.9609x10-7 

25 -2.5979x10-7 -1.0000x10-6 7.1545x10-8 

26 -3.8089x10-7 -9.8182x10-7 1.1762x10-8 

27 -1.2947x10-7 -9.6545x10-7 -7.0402x10-7 

28 2.4634x10-7 -9.4345x10-7 -1.9338x10-8 
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Tabela 6 - Deslocamentos e rotações obtidas pelo ANSYS para o caso B. 

Nó D𝒙 D𝒚 Rot𝒛 

1 0 0 9.5316x10-7 

2 -0.4758x10-7 1.7407x10-9 4.9129x10-7 

3 -6.0311x10-7 -3.6530x10-9 -2.0471x10-7 

4 0 0 -1.8129x10-6 

5 -0.9518x10-8 1.0553x10-6 1.1602x10-6 

6 2.1678x10-7 -2.6795x10-7 -9.0726x10-7 

7 -7.6152x10-7 -8.4198x10-7 -3.7868x10-7 

8 1.1189x10-7 -1.4510x10-6 -1.5283x10-6 

9 1.4351x10-7 -8.7166x10-7 -1.6567x10-6 

10 -4.7488x10-7 -5.9645x10-7 9.1866x10-7 

11 5.4223x10-7 -6.3798x10-7 6.4673x10-8 

12 1.6513x10-7 -1.4288x10-6 1.4818x10-6 

13 -1.8417x10-7 -3.5047x10-7 -8.5129x10-7 

14 2.7752x10-7 -3.6021x10-7 -4.7466x10-7 

15 4.0891x10-7 -3.6301x10-7 8.0928x10-8 

16 2.0829x10-7 -3.6883x10-7 4.6265x10-7 

17 -2.0497x10-7 -5.1435x10-7 -5.6309x10-8 

18 4.6739x10-7 -1.0750x10-6 -7.9700x10-7 

19 -1.8300x10-7 -8.1220x10-7 -9.7406x10-7 

20 2.2219.x10-7 -6.0476x10-7 -7.1654x10-7 

21 -2.2907x10-7 -7.1158x10-7 -5.5142x10-7 

22 -5.0007x10-7 -1.1766x10-6 8.2749x10-8 

23 5.5786x10-7 -1.2133x10-6 4.0801x10-7 

24 2.2992x10-7 -9.4705x10-7 -1.9596x10-7 

25 -2.5980x10-7 -1.0000x10-6 7.1113x10-8 

26 -3.8075x10-7 -9.8182x10-7 1.1707x10-8 

27 -1.2936x10-7 -9.6546x10-7 -7.0389x10-7 

28 2.4635x10-7 -9.4345x10-7 -1.9225x10-8 
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4.2.1 Comparação de resultados com ANSYS  

Tabela 7 - Comparação de resultados entre os dois softwares para o caso B. 

COM IMPERFEIÇÕES 

DX DY ROTZ 

OCTAVE ANSYS ERRO OCTAVE ANSYS ERRO OCTAVE ANSYS ERRO 

0 0 - 0 0 - 9,53E-07 9,53E-07 0,03 

-4,76E-07 -4,76E-07 0,04 1,74E-09 1,74E-09 0,03 4,91E-07 4,91E-07 0,03 

-6,03E-07 -6,03E-07 0,03 -3,65E-09 -3,65E-09 0,03 -2,05E-07 -2,05E-07 0,02 

0 0 - 0 0 - -1,81E-06 -1,81E-06 0,04 

-9,52E-08 -9,52E-08 0,01 1,06E-06 1,06E-06 0,02 1,16E-06 1,16E-06 0,02 

2,17E-07 2,17E-07 0,01 -2,68E-07 -2,68E-07 0,01 -9,08E-07 -9,07E-07 0,03 

-7,61E-07 -7,62E-07 0,04 -8,42E-07 -8,42E-07 0,04 -3,79E-07 -3,79E-07 0,02 

1,12E-07 1,12E-07 0,02 -1,45E-06 -1,45E-06 0,02 -1,53E-06 -1,53E-06 0,01 

-1,44E-07 -1,44E-07 0,00 8,72E-07 8,72E-07 0,02 -1,66E-06 -1,66E-06 0,01 

-4,75E-07 -4,75E-07 0,03 -5,96E-07 -5,96E-07 0,02 9,18E-07 9,19E-07 0,03 

5,43E-07 5,42E-07 0,06 -6,38E-07 -6,38E-07 0,05 6,47E-08 6,47E-08 0,00 

1,65E-07 1,65E-07 0,01 -1,43E-06 -1,43E-06 0,01 1,48E-06 1,48E-06 0,03 

-1,84E-07 -1,84E-07 0,01 -3,50E-07 -3,50E-07 0,00 -8,52E-07 -8,51E-07 0,03 

2,78E-07 2,78E-07 0,05 -3,60E-07 -3,60E-07 0,00 -4,75E-07 -4,75E-07 0,04 

4,09E-07 4,09E-07 0,04 -3,63E-07 -3,63E-07 0,00 8,10E-08 8,09E-08 0,11 

2,08E-07 2,08E-07 0,00 -3,69E-07 -3,69E-07 0,00 4,63E-07 4,63E-07 0,11 

-2,05E-07 -2,05E-07 0,00 -5,14E-07 -5,14E-07 0,02 -5,65E-08 -5,63E-08 0,37 

4,67E-07 4,67E-07 0,01 -1,08E-06 -1,08E-06 0,00 -7,97E-07 -7,97E-07 0,00 

-1,83E-07 -1,83E-07 0,14 -8,12E-07 -8,12E-07 0,03 -9,74E-07 -9,74E-07 0,02 

2,22E-07 2,22E-07 0,00 -6,05E-07 -6,05E-07 0,02 -7,16E-07 -7,17E-07 0,01 

-2,29E-07 -2,29E-07 0,00 -7,12E-07 -7,12E-07 0,03 -5,51E-07 -5,51E-07 0,01 

-5,00E-07 -5,00E-07 0,03 -1,18E-06 -1,18E-06 0,02 8,24E-08 8,27E-08 0,40 

5,58E-07 5,58E-07 0,01 -1,21E-06 -1,21E-06 0,01 4,08E-07 4,08E-07 0,02 

2,30E-07 2,30E-07 0,00 -9,47E-07 -9,47E-07 0,02 -1,96E-07 -1,96E-07 0,07 

-2,60E-07 -2,60E-07 0,00 -1,00E-06 -1,00E-06 0,00 7,15E-08 7,11E-08 0,61 

-3,81E-07 -3,81E-07 0,04 -9,82E-07 -9,82E-07 0,00 1,18E-08 1,17E-08 0,47 

-1,29E-07 -1,29E-07 0,09 -9,65E-07 -9,65E-07 0,00 -7,04E-07 -7,04E-07 0,02 

2,46E-07 2,46E-07 0,00 -9,43E-07 -9,43E-07 0,00 -1,93E-08 -1,92E-08 0,59 
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Figura 40 - Força necessária para atingir o deslocamento do caso B segundo o OCTAVE  

 
Figura 41 - Força necessária para atingir o deslocamento do caso B segundo o ANSYS 

 
Figura 42 - Estrutura com Imperfeições Deformada 

4.3 Otimização Topológica 

4.3.1 Caso A 

Após a validação do funcionamento do PROAES_NL no cálculo dos deslocamentos, 

rotações e forças, avançou-se para a realização da otimização topológica da estrutura. Recor-

rendo ao ficheiro 'inicializacao.m' já abordado anteriormente, definiram-se os parâmetros: 

• Move limit = 0.0001 

• Máximo de iterações = 500 

• Valor inicial das variáveis = 3.95 × 10−4 𝑚2 

• Força aplicada = − 0.0001 𝑁 

• Limite inferior de área = 2 × 10−5 𝑚2  

• Limite superior de área = 2 × 10−3 𝑚2 

O gráfico resultante desta otimização pode ser consultado na figura 43. 
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Figura 43 - Gráfico Objetivo vs Iteração (caso A) 

De seguida, na figura 44, são apresentados os valores das áreas de cada barra. O objeti-

vo consiste na maximização da força, mas como abordado anteriormente e para que se man-

tivesse positivo foram feitas alterações, consequentemente, a sua proximidade de zero é con-

siderada satisfatória. O mesmo acontece para o constrangimento de volume, embora este se 

aproxime de zero vindo do lado negativo. Por fim é apresentado o tempo decorrido para a 

obtenção do resultado. 

 
Figura 44 - Resultados da Otimização (caso A) 

Por fim, na figura 45, é ilustrada a estrutura considerada ótima pelo programa para re-

sistir aos esforços aplicados. É de salientar as semelhanças obtidas entre esta estrutura e a 

obtida no layout 1, presente na figura 33, com exceção da barra sobreposta que não foi consi-

derada no presente estudo. 
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Figura 45 - Estrutura Otimizada (caso A) 

4.3.2 Caso B 

Com as imperfeições iniciais aplicadas, apenas foi alterado nos parâmetros de iniciali-

zação o limite de iterações que passou para 800, uma vez que para o valor definido anteri-

ormente a convergência não era atingida. Desta otimização resultaram as seguintes figuras. 

 
Figura 46 - Gráfico Objetivo vs Iteração (caso B) 

 
Figura 47 - Resultados da Otimização (caso B) 
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Figura 48 - Estrutura Otimizada (caso B) 

4.4 Alterações ao ficheiro  

Procurou-se replicar o estudo realizado e apresentado anteriormente, para o desloca-

mento imposto de −10−2 𝑚, no entanto, para este caso, e como será comprovado no capítulo 

4.3, foi necessária a criação de três novos ficheiros de dados, com o dobro (imperfeições lo-

cais de 0.02 𝑚 e globais de 0.1 𝑚), triplo (imperfeições locais de 0.03 𝑚 e globais de 0.15 𝑚) e 

o quádruplo (imperfeições locais de 0.04 𝑚 e globais de 0.2 𝑚) das imperfeições tidas como 

iniciais para permitir que fosse atingida a convergência. As estruturas resultantes da aplica-

ção destas imperfeições são ilustradas na figura 49. 

 
Figura 49 - Estrutura com o Dobro das Imperfeições Iniciais 
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Figura 50 - Estrutura com o Triplo das Imperfeições Inicias 

 

 
Figura 51 - Estrutura com o Quádruplo das Imperfeições Iniciais 

Devido a problemas de convergência que se verificaram quer no OCTAVE quer no 

ANSYS, não foi possível obter resultados para a estrutura sem imperfeições se considerado 

um deslocamento máximo imposto de −10−2 𝑚. Desta forma, serão apenas apresentados os 

resultados referentes à estrutura que permite uma convergência mais facilitada, ou seja, com 

o quadruplo das imperfeições iniciais. 

4.4.1 Caso C 

Foi realizada a análise da estrutura, nomeadamente com imperfeições locais de 0.04 𝑚 

e globais de 0.20 𝑚, ou seja, quatro vezes superior às imperfeições inicialmente consideradas. 

Os resultados dos deslocamentos e rotações podem ser observados nas tabelas seguintes.  
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Tabela 8 - Deslocamentos e rotações obtidas pelo OCTAVE para o caso C 

Nó D𝒙 D𝒚 Rot𝒛 

1 0 0 6.8829x10-3 

2 -9.5365x10-4 3.7939x10-6 -2.6517x10-4 

3 -1.7376x10-3 -4.9289x10-5 1.9869x10-3 

4 0 0 -1.1959x10-2 

5 -2.7279x10-3 1.5014x10-2 2.0344x10-2 

6 1.0108x10-2 -1.0102x10-2 -1.9093x10-2 

7 -3.7758x10-3 -4.5303x10-3 -4.0636x10-4 

8 2.1187x10-3 -1.2903x10-2 -1.6069x10-2 

9 -2.8456x10-3 1.4708x10-2 -2.1911x10-2 

10 -1.6119x10-3 -2.2227x10-3 5.2856x10-3 

11 1.4147x10-2 -1.4005x10-2 1.0685x10-2 

12 2.4381x10-3 -1.4313x10-2 1.1831x10-2 

13 -2.5160x10-3 -3.2636x10-3 -1.4933x102 

14 5.2780x10-3 -3.7916x10-3 -7.2670x10-3 

15 6.5308x10-3 -3.8073x10-3 3.2819x103 

16 2.1296x10-3 -4.1005x10-3 8.3062x10-3 

17 -2.6988x10-3 -6.1421x10-3 4.4227x10-4 

18 6.6294x10-3 -1.4338x10-2 -1.0113x10-2 

19 -2.2191x10-3 -8.4617x10-3 -1.0849x10-2 

20 2.1057x10-3 -5.7817x10-3 -7.8059x103 

21 -2.8683x10-3 -7.2082x10-3 -4.6248x103 

22 -6.0087x10-3 -1.2074x10-2 1.2382x10-3 

23 6.8077x10-3 -1.4659x10-2 8.0714x10-3 

24 1.7377x10-3 -9.7993x10-3 -2.7035x10-3 

25 -3.3839x10-3 -1.0000x10-2 6.4916x10-4 

26 -4.4458x10-3 -9.8905x10-3 -2.5226x10-4 

27 -1.6716x10-3 -9.8498x10-3 -7.3409x10-3 

28 1.8158x10-3 -9.6032x10-3 1.4350x10-3 
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Tabela 9 - Deslocamentos e rotações obtidas pelo ANSYS para o caso C 

Nó D𝒙 D𝒚 Rot𝒛 

1 0 0 6.9591x10-3 

2 -9.8177x10-4 -8.6334x10-8 -6.0351x10-5 

3 -2.0085x10-3 -6.0259x10-5 2.3105x10-3 

4 0 0 -1.3585x10-2 

5 -2.5595x10-3 1.4178x10-2 1.8925x10-2 

6 8.5582x10-2 -8.5477x10-3 -1.6928x10-2 

7 -4.4781x10-3 -5.3524x10-3 -9.5827x10-4 

8 2.3466x10-3 -1.4374x10-2 -1.7490x10-2 

9 -2.670x10-3 1.3713x10-2 -2.0806x10-2 

10 -2.1940x10-3 -2.9173x10-3 6.2305x10-3 

11 1.2532x10-2 -1.2402x10-2 8.5715x10-3 

12 2.6412x10-3 -1.5423x10-2 1.4162x10-2 

13 -2.3428x10-3 -3.1839x10-3 -1.3810x102 

14 4.9641x10-3 -3.6764x10-3 -6.9605x10-3 

15 6.2816x10-3 -3.6919x10-3 2.8353x103 

16 2.2858x10-3 -3.9572x10-3 7.6707x10-3 

17 -2.5193x10-3 -5.9269x10-3 -1.8617x10-5 

18 6.4459x10-3 -1.3831x10-2 -1.0022x10-2 

19 -3.2468x10-3 -9.4715x10-3 -1.2204x10-2 

20 2.2492x10-3 -6.0944x10-3 -8.1914x103 

21 -2.7303x10-3 -7.3779x10-3 -5.0269x103 

22 -7.0190x10-3 -1.3075x10-2 2.5246x10-3 

23 6.7696x10-3 -1.4325x10-2 7.6192x10-3 

24 1.8967x10-3 -1.0005x10-2 -2.0989x10-3 

25 -3.2187x10-3 -1.0000x10-2 1.7465x10-3 

26 -4.8935x10-3 -9.8503x10-3 -2.0877x10-4 

27 -1.9855x10-3 -9.8061x10-3 -8.1270x10-3 

28 2.0247x10-3 -9.5250x10-3 1.1635x10-3 

4.4.2 Comparação de resultados com ANSYS 

Os resultados foram novamente comparados com os obtidos através do ANSYS, verifi-

cando-se uma disparidade superior entre os valores dos dois softwares comparativamente 

com os casos de análise anteriores. Ainda assim, os seguintes resultados foram considerados 

satisfatórios na maioria dos casos. 
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Tabela 10 - Comparação de resultados entre softwares para o caso C 

COM IMPERFEIÇÕES 

DX DY ROTZ 

OCTAVE ANSYS ERRO OCTAVE ANSYS ERRO OCTAVE ANSYS ERRO 

0 0 - 0 0 - 6,88E-03 6,96E-03 1,09 

-9,54E-04 -9,82E-04 2,86 3,79E-06 -8,63E-08 4494,44 -2,65E-04 -6,04E-05 339,38 

-1,74E-03 -2,01E-03 13,49 -4,93E-05 -6,03E-05 18,20 1,99E-03 2,31E-03 14,01 

0 0 - 0 0 - -1,20E-02 -1,36E-02 11,97 

-2,73E-03 -2,56E-03 6,58 1,50E-02 1,42E-02 5,90 2,03E-02 1,89E-02 7,50 

1,01E-02 8,56E-02 88,19 -1,01E-02 -8,55E-03 18,18 -1,91E-02 -1,69E-02 12,79 

-3,78E-03 -4,48E-03 15,68 -4,53E-03 -5,35E-03 15,36 -4,06E-04 -9,58E-04 57,59 

2,12E-03 2,35E-03 9,71 -1,29E-02 -1,44E-02 10,23 -1,61E-02 -1,75E-02 8,12 

-2,85E-03 -2,67E-03 6,58 1,47E-02 1,37E-02 7,26 -2,19E-02 -2,08E-02 5,31 

-1,61E-03 -2,19E-03 26,53 -2,22E-03 -2,92E-03 23,81 5,29E-03 6,23E-03 15,17 

1,41E-02 1,25E-02 12,89 -1,40E-02 -1,24E-02 12,93 1,07E-02 8,57E-03 24,66 

2,44E-03 2,64E-03 7,69 -1,43E-02 -1,54E-02 7,20 1,18E-02 1,42E-02 16,46 

-2,52E-03 -2,34E-03 7,39 -3,26E-03 -3,18E-03 2,50 -1,49E-02 -1,38E-02 8,13 

5,28E-03 4,96E-03 6,32 -3,79E-03 -3,68E-03 3,13 -7,27E-03 -6,96E-03 4,40 

6,53E-03 6,28E-03 3,97 -3,81E-03 -3,69E-03 3,13 3,28E-03 2,84E-03 15,75 

2,13E-03 2,29E-03 6,83 -4,10E-03 -3,96E-03 3,62 8,31E-03 7,67E-03 8,28 

-2,70E-03 -2,52E-03 7,12 -6,14E-03 -5,93E-03 3,63 4,42E-04 -1,86E-05 2475,62 

6,63E-03 6,45E-03 2,85 -1,43E-02 -1,38E-02 3,67 -1,01E-02 -1,00E-02 0,91 

-2,22E-03 -3,25E-03 31,65 -8,46E-03 -9,47E-03 10,66 -1,08E-02 -1,22E-02 11,10 

2,11E-03 2,25E-03 6,38 -5,78E-03 -6,09E-03 5,13 -7,81E-03 -8,19E-03 4,71 

-2,87E-03 -2,73E-03 5,05 -7,21E-03 -7,38E-03 2,30 -4,62E-03 -5,03E-03 8,00 

-6,01E-03 -7,02E-03 14,39 -1,21E-02 -1,31E-02 7,66 1,24E-03 2,52E-03 50,95 

6,81E-03 6,77E-03 0,56 -1,47E-02 -1,43E-02 2,33 8,07E-03 7,62E-03 5,94 

1,74E-03 1,90E-03 8,38 -9,80E-03 -1,00E-02 2,06 -2,70E-03 -2,10E-03 28,81 

-3,38E-03 -3,22E-03 5,13 -1,00E-02 -1,00E-02 0,00 6,49E-04 1,75E-03 62,83 

-4,45E-03 -4,89E-03 9,15 -9,89E-03 -9,85E-03 0,41 -2,52E-04 -2,09E-04 20,83 

-1,67E-03 -1,99E-03 15,81 -9,85E-03 -9,81E-03 0,45 -7,34E-03 -8,13E-03 9,67 

1,82E-03 2,02E-03 10,32 -9,60E-03 -9,53E-03 0,82 1,44E-03 1,16E-03 23,33 
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Figura 52 - Força necessária para atingir o deslocamento do caso C segundo o OCTAVE  

 
Figura 53 - Força necessária para atingir o deslocamento do caso C segundo o ANSYS  

4.4.3 Otimização Topológica (Caso C) 

Procedeu-se de seguida à realização da otimização topológica para as imperfeições re-

feridas, o que se verificou uma tarefa mais exigente devido à dificuldade em atingir a con-

vergência. Inicialmente os parâmetros foram os seguintes: 

• Move limit = 0.00001 

• Máximo de iterações = 600 

• Valor inicial das variáveis = 3.95 × 10−4 𝑚2 

• Força aplicada = −0.5 𝑁 

• Limite inferior de área = 2 × 10−4 𝑚2 

• Limite superior de área = 2 × 10−3 𝑚2 

Os dados resultantes desta tentativa são apresentados abaixo. 

 
Figura 54 - Gráfico Objetivo vs Iteração  
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Figura 55 - Resultados da Otimização  

 
Figura 56 - Estrutura Otimizada  

Estes resultados não foram considerados ideais, embora seja de salientar o facto de o 

algoritmo priorizar o aumento de áreas em barras sujeitas à compressão. Fizeram-se algumas 

alterações e novas tentativas de otimização com o objetivo de obter uma estrutura mais se-

melhante ao layout 6, presente no artigo tido como base. Considerou-se também importante 

aumentar o intervalo entre o limite inferior e superior de 10 para 100. Assim, os parâmetros 

foram alterados para:  

• Move limit = 0.00001 

• Máximo de iterações = 600 

• Valor inicial das varáveis = 1 × 10−3 𝑚2 

• Força aplicada = −0.4 𝑁 

• Limite inferior de área = 1 × 10−4 𝑚2 

• Limite superior de área = 1 × 10−2 𝑚2 

De forma a dar um pouco mais de liberdade ao programa foi também aumentado o 

constrangimento de volume máximo, que passou de  1 × 10−2 𝑚3, nas análises anteriores, 

para 2.55 × 10−2 𝑚3. Os resultados provenientes desta formulação foram os seguintes. 
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Figura 57 - Gráfico Objetivo vs Iteração (caso C) 

 
Figura 58 - Resultados da Otimização (caso C) 

 
Figura 59 - Estrutura Otimizada (caso C) 

Nesta última estrutura é possível observar que a área de várias barras na análise ante-

rior foi transferida para as barras 2, 3, 5, 6, 7 e 9. Recorreu-se novamente à função que devol-

ve a estrutura otimizada, desta vez considerando apenas as barras de área superior a 

1.1 × 10−4 𝑚2. O resultado obtido é apresentado na figura 60. 
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Figura 60 - Estrutura Otimizada (caso C) 

4.5 Convergência 

Recorreu-se ao aumento proporcional das imperfeições, uma vez que a aplicação des-

tas diminui a necessidade de uma força tão elevada e permite uma convergência mais facili-

tada. Para comprovar esta afirmação, averiguou-se qual o limite de convergência obtido para 

cada uma das imperfeições. Os resultados obtidos tendo como base uma força aplicada de 

−0.1 𝑁 são apresentados em forma de tabela e para melhor visualização, em gráfico, abaixo. 

 

Tabela 11 - Estudo de convergência 

 

 
Figura 61 - Gráfico Deslocamento Máximo vs Fator de Imperfeição (𝛿 = −1e-2) 

 

Deslocamento Máximo −4.73 × 10−3 −7.13 × 10−3 −1.47 × 10−2 −2,13 × 10−2 

Fator de imperfeição 1 2 3 4 
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4.6 Forças 

Foi também realizado um estudo, utilizando o ambiente OCTAVE, com o objetivo de 

observar o comportamento da força necessária para atingir os vários deslocamentos máxi-

mos impostos fazendo variar o grau de imperfeições. Para os deslocamentos de 𝛿 =

−10−6 𝑚2 e 𝛿 = −10−4 𝑚2 a força aplicada foi de −0.1 𝑁 no ficheiro input. Para o desloca-

mento de 𝛿 = −10−2 𝑚 a força foi aumentada para −0.5 𝑁. As tabelas com os dados e os re-

sultados gráficos podem ser consultados de seguida. 

Tabela 12 - Estudo da força necessária para atingir determinado deslocamento consoante o fator de imperfeição 

 

 
Figura 62 - Força Necessária vs Fator de Imperfeição (𝛿 = −1e-6) 

 

 

Força Necessária (-1E-6) −5.30 × 10−5 −3.79 × 10−5 −2.85 × 10−5 −2.46 × 10−5 

Força Necessária (-1E-4) −5.34 × 10−3 −3.80 × 10−3 −2.58 × 10−3 −1.78 × 10−3 

Força Necessária (-1E-2) - −2.97 × 10−1 −2.21 × 10−1 −1.63 × 10−1 

Fator de Imperfeição 1 2 3 4 
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Figura 63 - Força Necessária vs Fator de Imperfeição (𝛿 = −1e-4) 

 

 
Figura 64 - Força Necessária vs Fator de Imperfeição (𝛿 = −1e-2) 

 

Como esperado, a força necessária para atingir o equilíbrio para os vários deslocamen-

tos máximos impostos diminui com o aumento das imperfeições aplicadas. De realçar a im-

possibilidade de atingir a convergência para o caso de deslocamento de 𝛿 = −10−2 𝑚  e ape-

nas com as imperfeições iniciais. Pode também observar-se que a relação entre força e ampli-

tude da imperfeição se aproxima da linearidade. 
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4.6.1 Layout 1 

Por último, e utilizando as áreas obtidas anteriormente para o deslocamento de 𝛿 =

−10−6 𝑚, do qual resultou uma estrutura muito semelhante à presente no artigo, foi estuda-

da a relação entre força aplicada e deslocamento máximo imposto. O gráfico resultante é 

apresentado na figura 65. 

 
Figura 65 - Gráfico Força vs Deslocamento 

Posteriormente foi comparado com os resultados obtidos por Madah e Amir [2] que se 

encontram na figura 66, mais especificamente na reta 1. 

 

 
Figura 66 - Gráfico Força vs Deslocamento (retirado de [2]) 
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5  

CONCLUSÕES E RECOMENDAÇÕES 

O principal objetivo desta dissertação consistia na criação de uma metodologia, capaz 

de realizar otimização de topologia de treliças segundo o conceito de Ground Structure, sem 

que fosse necessária a imposição de constrangimentos de encurvadura e de forma a aproxi-

mar a fase de otimização da fase de produção. O PROAES_NL foi o programa desenvolvido 

ao longo deste documento, com a contribuição de muitos outros programas, métodos e algo-

ritmos. Recorreu-se à linguagem de programação MATLAB, ao programa de elementos fini-

tos ANSYS, ao método de Newton-Raphson com arco cilíndrico, assim como ao método cor-

rotacional e a algoritmos como o MMA, entre outros.  

Após a introdução de conceitos e do tema a desenvolver foi apresentada a metodologia 

que permitiu a obtenção de resultados. A mesma consistiu na introdução de imperfeições 

locais e globais na estrutura a analisar não sendo necessário os constrangimentos de encur-

vadura. Permite, após a definição de um deslocamento máximo aplicado num certo nó da 

treliça em estudo, maximizar a força possível de aplicar na estrutura, sem ultrapassar esse 

deslocamento imposto. Considerou-se necessário aumentar a proporção das imperfeições 

para que a convergência fosse mais facilmente atingida, especialmente para deslocamentos 

impostos mais elevados, tendo sido criados ficheiros com até 4x o valor das imperfeições 

iniciais.  

Realizaram-se vários testes a uma treliça de 11 barras. Procedeu-se à análise dos deslo-

camentos, rotações e forças, com e sem imperfeições quer para 𝛿 = −10−6 𝑚 quer para 𝛿 =

−10−2 𝑚. Verificou-se o correto funcionamento do programa uma vez que se aproximava do 

valor do deslocamento definido sem o ultrapassar e devolvia os resultados provenientes des-

sa análise. Os mesmos foram comparados com os obtidos recorrendo ao software ANSYS 

sendo o erro relativo entre os dois muito baixo, validando também a análise segundo a me-

todologia criada. De referir que, da observação da comparação de resultados se pode con-

cluir que o erro tende a aumentar com o aumento do deslocamento imposto inicialmente. 

O resultado da otimização foi também favorável, sendo notório a procura do algoritmo 

em priorizar o aumento de áreas em barras sujeitas à compressão. 
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Foi possível concluir que o aumento do grau de imperfeições se relaciona com o limite 

de convergência da estrutura, ou seja, para obter resultados sendo imposto um deslocamento 

elevado, pode ser necessário aumentar o grau de imperfeições de forma que a metodologia 

seja capaz de proceder à análise. Consequentemente, verificou-se que a força necessária para 

atingir certo deslocamento, diminui com o aumento do grau de imperfeições.  

Por último, e procedendo à comparação entre os resultados obtidos e os resultados de 

Madah e Amir, podem observar-se algumas semelhanças, sendo exemplo o gráfico de força 

vs deslocamento relativo ao layout 1 presente no artigo. 

Pela análise dos resultados obtidos e conclusões retiradas pode afirmar-se globalmente 

que o objetivo da dissertação foi cumprido e que o PROAES_NL consiste numa ferramenta 

útil e poderosa. 

Como recomendações para estudos futuros considero que seria interessante aplicar es-

ta metodologia a outros exemplos da literatura assim como implementar a formulação MinV. 
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