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Resumo

Neste trabalho desenvolve-se, implementa-se e valida-se uma técnica de refinamento adap-
tativo de malha aplicada a um modelo variacional de fratura, capaz de caracterizar efi-
cazmente o comportamento de propagacao de fratura em condicoes de elasticidade linear.
De acordo com a teoria de Griffith, considera-se como principio variacional base a inter-
pretacdo do problema de propagacao de fenda como um problema de determinacao da
configuracao que minimiza a energia global do sistema mecanico. Recorre-se ao método
denominado por Alternating Direction Method of Multipliers (ADMM) na nomenclatura
anglo-saxo6nica, como algoritmo de resolucdo do problema de minimizagdo fundamental. A
eficacia computacional do método adaptativo proposto resulta da conjugacao de hipoteses
simplificativas de andlises especificas, relativas & malha de elementos finitos, permitindo
reduzir o nimero de graus de liberdade sem perda de precisao e, simultaneamente, utilizar
técnicas e abordagens diferenciadoras. Os exemplos de aplicagdo mostram que a técnica
desenvolvida conduz a resultados semelhantes aos obtidos pelos diferentes autores citados
em bibliografia. Contudo, a possibilidade de inovagao do método implementado revela que
esta ndo é uma area de investigacao que se possa considerar como concluida, havendo ainda

que explorar solucoes alternativas permitindo ultrapassar as limitacoes existentes.
Palavras chave:

e Fratura elastica linear

Teoria de Griffith

Otimizacao (programa¢ao matemética)

Alternating Direction Method of Multipliers

Método dos Elementos Finitos

Refinamento adaptativo de malha
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Abstract

In the present work is developed, implemented and validated an adaptive mesh refinement
technique applied to a variational model of fracture, capable of effectively characterize the
behavior of fracture propagation in linear elasticity conditions. According to Griffith’s the-
ory, it is assumed as basis of the variational principle interpretation of crack propagation
problem as a problem of determining the configuration that minimizes the overall energy
of the mechanical system. For its resolution it is used a method known as Alternating
Direction Method of Multipliers (ADMM), as a resolution algorithm of fundamental mini-
mization problem. The computational efficiency of the proposed adaptive method results
from the combination of simplifying assumptions of specific analysis on the finite element
mesh, to allow reducing the number of degrees of freedom without loss of accuracy and,
simultaneously, use of differential techniques and approaches. The application examples
reveal that the technique developed leads to similar results to those obtained by different
authors cited in the bibliography. However, the possibility of the implemented innova-
tion of the method reveals that this is not an area of research that can be considered as
completed, existing the need to explore alternative solutions allowing to overcome existing

limitations.

Keywords:

e Linear Elastic Fracture

Griffith’s theory

Optimization (Mathematical Programming)

Alternating Direction Method of Multipliers

Finite Element Method

e Adaptive mesh refinement
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o. tensao critica
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Q) dominio do corpo
Operadores Especiais
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Enquadramento Geral

Diversas aproximagoes numéricas, resultantes da aplicacdo da teoria classica de Griffith,
tém vindo a ser formuladas, verificando-se que a obtencao de estimativas de propagacao
de fratura de precisdo assinalavel requerem a utilizacdo de um ntamero elevado de
variaveis de decisdo, usualmente denominados de graus de liberdade na nomenclatura
utilizada na mecénica computacional.  Esta necessidade de garantir um ntamero
consideravel de graus de liberdade traduz-se, num tempo de calculo elevado e
consequentemente na limitagdo da qualidade dos resultados obtidos devido ao
esgotamento dos recursos de célculo disponiveis num computador comum. Do ponto de
vista numeérico, tem sido demonstrado que a convergéncia de solucdes através de modelos
de elementos finitos requerem necessariamente adaptacoes de malha, a fim de evitar

efeitos de dependéncia da mesma.

Recentemente, Bourdin et al. [1] propuseram uma abordagem energética diferenciadora,
que interpreta o problema de propagacdo de fratura como sendo um problema de
determinacao da configuragdo que minimiza a energia global do sistema mecénico,
baseando-se na teoria classica de Griffith [2] como pressuposto base para o seu
desenvolvimento. Tirando partido desta abordagem, desenvolve-se na presente
Dissertagao uma técnica de refinamento adaptativo de malha associada a uma formulacio
variacional de fratura, que incorpora na sua génese a resolucdo de um problema de
minimizacao energético. No presente modelo ndo convencional de elementos finitos, capaz
de simular a propagacao de uma (ou diversas) fendas, ha a necessidade de resolver um
problema ndo linear de otimizacdo matemética, recorrendo-se para tal ao método
denominado por Alternating Direction Method of Multipliers (ADMM) [3] na
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nomenclatura anglo-saxénica. Neste contexto, propde-se a implementacao de duas
estratégias de refinamento de malha que visam mitigar os efeitos de dependéncia

decorrentes da aplicagdo direta da formulacdo de elementos finitos utilizada.

1.2 DMotivacao

Durante o desenvolvimento da presente Dissertagdo, os fatores determinantes para a correta
execucao da proposta de trabalho basearam-se em duas vertentes motivacionais distintas:

a pessoal e a cientifica.

No aspeto pessoal, o interesse e a vontade de contribuir para o desenvolvimento de novas
ferramentas de andlise, que agrupassem na sua génese, a programagao e utilizacao de
métodos de elementos finitos surgiram da realizagao da disciplina de Modelos Reduzidos
e Computacionais em Engenharia, lecionada pelo Professor Méario Vicente da Silva,
orientador cientifico da presente Dissertacdo. FEmbora o gosto e interesse pelas areas
mencionadas, o tema a desenvolver mostrava-se completamente novo. No entanto, a
transversalidade do mesmo nas diversas areas da Engenharia Civil e a possibilidade de
contribuir para o desenvolvimento da plataforma mechpy' foi o bastante para despertar o

interesse pelo tema.

No que concerne a vertente cientifica, tem sido demonstrado que a utilizacdo do MEF
como método de resolucdo de problemas de fratura, requer necessariamente adaptacoes
de malha, a fim de evitar efeitos de dependéncia da mesma. Varias técnicas tém sido
formuladas de modo a colmatar esta problematica (e.g., h-adaption, r-adaption e
s-optimization) mas, o fator diferenciador em cada uma delas, perfaz um resultado tinico
e inovador. Assim, o maior desafio prende-se com a necessidade de desenvolver teorias e
consequentemente métodos de fratura capazes de dar resposta aos problemas atuais,
concebendo modelos suficientemente robustos e generalizados capazes de avaliar situacoes
complexas de fratura, possibilitando desenvolver e implementar técnicas alternativas as
ditas convencionais, utilizando para tal abordagens inovadoras, resultando na
possibilidade de contribuir de forma assertiva para o desenvolvimento do conhecimento

dentro da comunidade cientifica.

Por ultimo, é de notar que este relativo insucesso dos métodos existentes revela que esta
nao é uma area de investigagao que se possa considerar como concluida, havendo ainda que

explorar solucoes alternativas permitindo ultrapassar as limitacdes observadas atualmente.

e mechpy é uma biblioteca informatica desenvolvida no departamento de Eng. Civil da FCT/UNL, em
ambiente python, para a implementagao e desenvolvimento de formulages nao convencionais de elementos
finitos.
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1.3 Objetivos

O objetivo primordial da presente Dissertacao consiste no desenvolvimento, implementagao
e validagao de uma estratégia de refinamento adaptativo de malha associada a um modelo
nao convencional de elementos finitos, capaz de caracterizar eficazmente o comportamento

de propagacao de fenda no contexto da Mecanica da Fratura Elédstica Linear.

Com este prop6sito definido, considera-se a realizacao de trés objetivos cruciais para uma
correta execucao da solugdo proposta. O primeiro objetivo deste trabalho consiste numa
validacao inicial da presente formulacao variacional recentemente desenvolvida. Em
particular, pretende-se que esta seja capaz de contabilizar os seguintes efeitos: (i) entrada
da malha de elementos finitos; (ii) preparacao do modelo tendo em conta as restri¢oes
fisicas inerentes ao problema; e (iii) propagagao de fratura com dependéncia da malha
tendo em conta a implementacdo do ADMM. O segundo objetivo consiste em
desenvolver, de raiz, uma biblioteca de refinamento adaptativo de malhas em python? que
permita, através da conjugacio de hipdteses simplificativas de analises especificas
relativas & malha de elementos finitos, reduzir o nimero de graus de liberdade sem perda
de precisao durante a fase de propagacio de fenda e, simultaneamente, utilizar técnicas e
abordagens diferenciadoras. Esta biblioteca deverd ser adaptavel para futura
incorporacao de novas funcionalidades, tais como a compatibilizacdo de elementos finitos
com topologias diversas e flexibilidade da opc¢ao de novas metodologias de analise (e.g.,
novos modos de divisao hierarquicas), entre outras. Por ultimo, dispondo da referida
ferramenta de célculo totalmente operacional, torna-se imprescindivel proceder & anélise
de exemplos numéricos, validando e comparando os resultados obtidos com os existentes

em bibliografia.

Para que objetivo primordial da presente Dissertacdo seja concretizado com sucesso, o
modelo desenvolvido, implementado e validado devera ser capaz de exibir: (i) robustez
- garantia de convergéncia da solucao para situacoes com caracteristicas semelhantes aos
exemplos desenvolvidos; (ii) versatilidade - capacidade de modelacao e estudo de problemas
com topologia, carregamentos monotonicos e materiais diversos; e (iii) adaptabilidade -

implementacao de novas formulagoes de fratura.

Por ultimo, pretende-se contribuir para o desenvolvimento da plataforma mechpy através
da inovacao da ferramenta e proporcionar a continuidade de futuros trabalhos referentes a

teméatica em questao.

? Linguagem de programacao de alto nivel (Very High Level Language (VHLL)), interpretada e interativa,
criada por Guido Van Rossum. Esta é uma linguagem orientada a objetos.
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1.4 Organizagao do Documento

A Dissertacao desenvolve-se ao longo de sete Capitulos, o primeiro dos quais é a presente
introdugdo.  Seguem-se os Capitulos centrais do documento cujo conteido é aqui

sumarizado.

Capitulo 2 Procede-se a uma definicdo breve dos conceitos fundamentais da teméatica
em andlise. Para tal, sdo revistos alguns conceitos estabelecidos pela Mecénica da
Fratura Elastica Linear, considerados essenciais para estabelecer o enquadramento

tedrico adequado.

Capitulo 3 Apresenta-se a formulacdo variacional utilizada. Aqui, expoe-se a utilizacao
da otimizacdo matematica aplicada & mecéanica da fratura através da apresentacao

dos conceitos fundamentais do algoritmo de minimiza¢do mateméatica ADMM.

Capitulo 4 Realiza-se uma descricao da implementacao da formulagio numérica. Para
tal, apresentam-se as estratégias adotadas e a sua importancia para a construgao

logica de um problema de fratura.

Capitulo 5 Considera-se como sendo o principal Capitulo da Dissertacio. Neste,
desenvolve-se a técnica de refinamento da malha utilizada como proposta de
solucdo. E feita uma descricdo sucinta de todos os conceitos tedricos utilizados e

uma abordagem grafica geral as rotinas desenvolvidas.

Capitulo 6 Valida-se e afere-se a capacidade da formulagao numeérica e da ferramenta
de refinamento proposta. Para tal, apresentam-se neste Capitulo exemplos
numéricos da sua aplicacao. Os exemplos analisados advém de problemas
tipicamente académicos com contextualizacdo & 4rea da engenharia civil,

procurando ilustrar as potencialidade implementadas.

Capitulo 7 Por tltimo, sao apresentadas as principais conclusoes retiradas deste trabalho,

juntamente com algumas sugestoes de desenvolvimentos futuros.



Capitulo 2

Breve Revisao Sobre Conceltos da

Mecanica da Fratura

2.1 Introducao

No presente Capitulo serdao introduzidos os conceitos de mecénica da fratura estritamente
necessarios ao suporte das matérias tratadas nos Capitulos subsequentes. A literatura
sobre mecénica da fratura é bastante extensa e complexa. Textos completos sobre esta
tematica podem ser consultados em [4]-[6]. A maior atencao é dada aos conceitos
fundamentais referentes & Mecanica da Fratura Eléastica Linear, enfatizando a explicagao
no critério energético proposto por Griffith. Neste contexto, a evolucdo historica e
pressupostos necessarios para um melhor entendimento da temética sdao abordados de

forma mais extensa.

Apesar da existéncia de outros critérios introduzidos na mecénica da fratura como formas
alternativas de medir a tendéncia para o crescimento das fendas, generalizada aos casos
em que a extensdao da regiao de deformacao plastica é importante, estes nao serdo aqui
apresentados pela razao do método desenvolvido nesta Dissertacdo estar focado na anéalise

linear elastica.

Como enquadramento, referem-se aqui trés obras de maior relevincia na Mecénica da
Fratura Elastica Linear citadas neste Capitulo, tendo como seus autores, Griffith [2],
Irwin [7] e Orowan [8]. Destes, destacam-se os dois primeiros como impulsionadores da

abordagem apresentada.
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2.2 Consideracoes Gerais

Os critérios de dimensionamento convencionais procuram explicar o conceito de rutura,
baseando os seus pressupostos no comportamento dos materiais, limitando a tensdo
méxima nas seccoes ou regioes consideradas criticas dos elementos estruturais ao valor da
tensdo de seguranca. O sucesso da aplicacdo dos procedimentos tradicionais de
dimensionamento depende do uso de um fator de seguranga suficientemente alto para
evitar falhas provocadas por qualquer aspeto que ndo tenha sido tomado em consideracao
no calculo e, suficientemente baixo para evitar peso excessivo e desnecesséario consumo de
material e energia. A escolha destes fatores é usualmente um processo empirico, baseado
designadamente na experiéncia acumulada [9, pp. 35-36]. Na préatica, porém, encontra-se
uma enorme diversidade de situagoes, caracterizadas por cargas aplicadas brusca ou
lentamente ciclicas ou estaticas, por ambientes corrosivos ou ndo, por diferentes
temperaturas de servigo que podem ser constantes ou varidveis e, ainda pelos processos
de fabricacdo utilizados, que podem determinar alteragoes das propriedades dos materiais

bem como o aparecimento de tensoes residuais [4, pp. 10-13].

De acordo com Broek [6, pp. 24-48|, & parte dos processos quimicos envolvidos na
degradacdo dos materiais, a ocorréncia de fraturacido nas estruturas através de processos
fisicos variados, pode verificar-se: (i) na auséncia de deformagao plastica; (ii) na presenca
de deformagdo plastica; ou (iii) de modo combinado. Segundo o mesmo autor, quando
ocorre fissuracdo a tensOoes abaixo da tensdo limite do material sem que exista
deformacao plastica na vizinhanca da fenda, este promove o aparecimento de fratura
fragil. As fendas propagam-se muito rapidamente, e sdo tdo instaveis que a propagacao
da fratura ocorre sem gradual aumento da tensdo imposta. Por outro lado, a existéncia
de fratura proveniente de materiais com comportamento dictil ocorre na presenca de
uma elevada deformacado plastica na vizinhanga da fenda. Estes casos sao geralmente
caraterizados por uma progressao lenta e controlada da fissura. Esta fratura é estavel e

nao progride a menos que haja um aumento da tensao aplicada.

A existéncia de materiais com caracteristicas diferenciadas faz com que os critérios
convencionais de dimensionamento nao sejam suficientemente robustos para explicar o
aparecimento e desenvolvimento de fraturas em estruturas sujeitas a tensoes de trabalho
nominais abaixo da tensdo de cedéncia do material. Projetos de crescente sofisticacido e
razoes de economia criaram a necessidade de melhorar a compreensao do comportamento
dos materiais nas condic¢oes de servigo e, em particular dos problemas de fratura [4, pp.
1-3]. Na disciplina da mecanica da fratura, o estudo da existéncia de fendas, traduz-se
numa anélise de propagagdo de fissuras ao longo de um determinado corpo. Este inclui

na sua constituicao, diversos defeitos e caracteristicas préprias que o definem enquanto
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elemento de analise. Segundo Kanninen e Popelar [5, pp. 138-139], a fratura a
propagar-se, podera fazé-lo de trés modos distintos: (i) modo I - abertura perpendicular
ao plano de fissura devido a tracgoes impostas; (ii) modo II - deslizamento no plano entre
as faces da fissura na direcao do seu comprimento devido & ocorréncia de forcas de corte;
e (iii) modo IIT - deslizamento fora do plano entre as faces da fissura na dire¢do normal
ao comprimento da fissura, (ver Figura 2.1). A deformagao causada pela ocorréncia de
fratura no corpo, pode ser originada através de uma sobreposicdo destes trés modos
bésicos identificados. Contudo, o modo I é, em regra, o mais critico e aquele que ocorre

com maior frequéncia na pratica.

Modo 1 Modo 11 Modo 111

N

T

Figura 2.1: Modos de fratura (adaptado de Kanninen e Popelar |5, pp. 138-139])

No entanto, de forma a compreender o fenémeno fisico de propagacao é necessério
desenvolver critérios que permitam avaliar quando as falhas por desenvolvimento de

fratura irdo ocorrer em estruturas fissuradas devido as solicitagoes mecanicas impostas.

2.3 Mecanica da Fratura Elastica Linear

Como nota prévia, refere-se que as subsecgdes pertencentes & presente secgdo, tém como
bibliografia base as obras de Gdoutos [4, pp. 79-117|, Kanninen e Popelar [5, pp. 3-46]
e Broek [6, pp. 3-24]. Sempre que necessario, serdo ainda citadas outras referencias de

relevincia para a tematica em questao.

Na Mecénica da Fratura Elastica Linear, os problemas sao analisados através de modelos
que consideram que os corpos se deformam linearmente de acordo com a Lei de Hooke
até ao momento da fratura (ver Figura 2.2). Para além deste comportamento dito

perfeitamente fragil, existem também na verdade outros fenémenos fisicos e geométricos
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nao lineares em todas as estruturas. Contudo, num nimero significativo de casos, estes
efeitos estdo restringidos a uma pequena zona, normalmente negligenciada face a drea que
esta ocupa relativamente ao tamanho de fratura existente. Quando tal ndo sucede, os
parametros definidos aqui, nao sao apliciveis e torna-se necessario procurar novos

critérios que caracterizem a sua propagacao.

Carregamento

Fratura Fratura fragil, Fratura ¢/ Fratura ductil ap6s
perfeitamente ¢/ pequena deformagao grande deformagio
fragil zona plastificada plastica plastica

N
7
Deslocamento

— S—@
F<<F, F<F, F=F, F>F,

Mecanica de Fratura Elastica Linear (

Figura 2.2: Estados de deformacao pléstica num corpo com fenda

2.3.1 Evolucao Histérica

O primeiro registo do indicio da dependéncia da resisténcia de um corpo com a existéncia
de defeitos remonta ao tempo de Leonardo da Vinci, nos finais do século XV, o qual
realizou experiéncias de tracao em cabos de ferro de igual diametro, tendo concluindo que
a resisténcia variava na proporcao inversa do comprimento dos cabos. Até ao século XIX, o
comportamento dos materiais face a solicitagoes impostas, traduzia-se num conhecimento

totalmente empirico, com cariz bastante rudimentar.

A produgao em massa de materiais durante o periodo da Revolugao Industrial (séc. XVIII
- XIX) foi a grande alavanca para um maior conhecimento nesta area. No entanto, a

dependéncia de escala introduzida por Leonardo da Vinci foi incompreendida até ao inicio
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do século XX, onde Inglis [10] demonstrou que a introducao de uma cavidade eliptica numa
placa de comprimento infinito solicitada por tensdes uniaxiais, alteraria o estado de tensao
ao redor do defeito introduzido, concluindo que as tensoes geradas pela sua introducao
seriam de tal forma elevadas que a placa deixaria de apresentar as mesmas caracteristicas

de resisténcia iniciais.

Contudo, as teorias modernas referentes ao fenémeno de fratura iniciam-se por volta de
1920 com Griffith, baseando o seu trabalho experimental a problemas de fratura em
materiais com comportamento perfeitamente fragil, o vidro. Este autor desenvolveu o
trabalho realizado por Inglis, propondo um novo critério energético designado por energia
critica de propagacao de fratura, G.. No entanto, os pressupostos de Griffith ndo tinham
em linha de conta possiveis deformacgoes plasticas na ponta da fenda, considerando
sobretudo uma andalise atéomica proveniente da libertacdo de energia superficial do

material aquando da ocorréncia de fratura.

Durante o periodo da Segunda Grande Guerra (1939-1945) e apds a ocorréncia de
desastres com importancia assinalavel, novos investigadores prosseguiram o trabalho
protagonizado por Griffith. Orowan, sugeriu que a energia libertada na propagacio de
uma fissura era consumida ndo s6 como energia de tensdo superficial mas também e

sobretudo na deformacao plastica associada ao processo de fratura.

Durante a década de 50, Irwin utilizou os pressupostos de Griffith e de Orowan, centrando
a sua andlise na energia de deformacao armazenada e na energia de superficie proveniente
do trabalho realizado numa zona de deformacao plastica. Deste estudo, resultou uma
modificagdo de extrema importéancia, onde o conceito de plasticidade foi introduzido no

conceito inicial de energia critica de propagacao de fratura.

Irwin [11] destacou-se também pela introducdo de um parametro local & extremidade da
fenda, o fator de intensidade de tensao, K, e pelo estabelecimento de uma relacao
quantitativa entre este fator e a energia de propagacao de fratura. Para a resolucao deste
problema no ambito da elasticidade, disp6s na altura em que realizou o seu trabalho, das
solugoes deduzidas por Westergaard [12|. Estas solucoes, baseavam-se numa técnica
analitica de tratamento do problema na determinacao de tensoes e deformacgoes em

corpos fissurados.

Deste estudo, resultou um avanco significativo na andlise de propagacao de fratura, onde
Irwin demonstrou que a abordagem energética era equivalente a uma abordagem de
intensidade de tensdo local, segundo a qual a fratura ocorreria quando o valor da
concentracao de tensdes na ponta da fenda atingia um valor critico. Esta demonstracao
de equivaléncia de G e K forneceu a base para o desenvolvimento da Mecénica da

Fratura Elastica Linear [13].
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2.3.2 Critério Energético Proposto por Griffith

A resisténcia de um material & tracao deve ser explicada, teoricamente, por forgas ao nivel

atémico. Porém, devido a defeitos varios, a resisténcia pratica é consideravelmente menor
do que a estimativa teérica [2].

Griffith, focando o seu trabalho na resolucao desta dicotomia, demonstrou que a ideia de
que a discrepancia entre os valores teoéricos e reais da resisténcia & rutura se deveria
explicar pela presenca de fissuras, porventura muito pequenas, no material. A ideia
principal da teoria proposta, centrava-se no conceito de que ocorreria propagagao de
fratura devido a existéncia da libertacdo de energia face & resisténcia existente do
material constituinte do corpo. Utilizando a solu¢do do campo de tensoes de Inglis [10]
para uma placa contendo uma cavidade eliptica central (ver Figura 2.3), Griffith estava

apto a formular uma aproximagdo energética, onde a energia elastica, U, armazenada no
sistema seria,

2

(o
U = o (Vrota — 2ma?) (2.1)

onde Viga tenderia para infinito tendo em consideracio as dimensdes da placa e 2wa®
representaria o volume de fenda introduzida.

Figura 2.3: Placa com extremidades fixas de dimensées infinitas, de espessura unitéria,

em estado plano de tensdo, contendo uma cavidade eliptica central de comprimento 2a
perpendicular as tensdes uniaxiais impostas o

Além da alteracdo das tensoes eldsticas provenientes da introducdo da fissura na placa,
Griffith através das suas experiéncias com fibras de vidro, afirmou, que para materiais com

comportamento idealmente fragil, a introducdo deste defeito geraria uma quantidade de
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energia superficial,
De = 2(2a)vs = 4vsa (2.2)

onde o factor 2 representaria a criacdo de duas superficies de fratura de comprimento
igual a da fenda (no caso 2a) e 7s; a energia de tensdo superficial proveniente de
consideragtes ao nivel atémico. Griffith, considerando que a criacao de novas superficies
advinha de processos termodinamicos irreversiveis em condicoes especificas' de analise a
corpos deforméveis devido a alteragoes energéticas ao longo do tempo, e considerando
que todas as alteracoes que diziam respeito a este referiam-se & propagagdo da fenda,

afirmou que a fratura ocorreria caso o balanco energético fosse favoravel,

HTotale—WjLD'Gz%—%Jr 50 >0 (2.3)
onde W corresponderia ao trabalho realizado pelas cargas aplicadas. Para tal, existiria uma
diminuicdo da energia potencial (U + W), proveniente da libertacao da energia elastica e
do trabalho realizado pelas cargas aplicadas ao elemento, e um aumento da energia de
superficie, resultado da ocorréncia da propagacao de fenda (ver Figura 2.4). No caso de
uma placa com extremidades fixas, a carga externa nao realiza trabalho e assim a energia
necesséria para a propagacao teria de resultar de uma libertacao de energia elastica. Deste
modo, a energia eldstica armazenada na placa com existéncia de fissura diminuiria, com

igual valor ao volume de tensdo libertada pelo material fraturado.

Energia - . .
—~ Energia Superficial

Potencial Energético Total

~

N Energia de Deformacdo Elastica

Propagacio de Fenda N
: \

Estavel Instavel

Tamanho de Fenda

Figura 2.4: Balanco energético relativo a uma pequena fissura inserida numa placa com
extremidades fixas de dimensoes infinitas (adaptado de Janssen et al. [14, pp. 11])

1 . .o~ L. .. - Lo . . L.

(i) condigoes estaticas; (ii) deformagoes puramente elasticas; (iii) sistema adiabatico sem qualquer fonte
de calor interno; (iv) forgas exteriores conservativas (graviticas, elasticas), resultando num decréscimo do
trabalho exterior realizado
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Assim, Griffith postulou um novo critério de fratura energético, onde definiu o conceito de
energia critica de propagacgao de fratura, G. |J /mQ], para materiais com comportamento
fragil em condigoes eldsticas, onde, para que ndo ocorresse propagacao de fratura, o valor

do potencial energético teria de ser inferior ao estipulado por G.:

o1l
= < G =27, 2.4
5y = Ge =27 (2.4)

Caso a energia elastica libertada fosse igual & energia critica de propagacao, seria calculado
o valor do comprimento critico de fenda, a., para uma determinada tensdo aplicada, ou

valor critico de tensdo, o., para cada valor de comprimento de fenda ocorrido:

G.E
e = o
I
_% — G = (2.5)
@ G.E
Oc =
m™a

Fisicamente, a equacdo (2.4) pode ser interpretada da seguinte forma: (i) a esquerda
da equacao representa-se a energia total disponivel para que exista propagacao de fenda,
onde o sinal negativo representa o decréscimo do potencial energético; e (i) a direita da
equacdo, o factor 2 representa a criagdo de duas novas superficies devido & ocorréncia de
fratura com uma tensao energética superficial v5. No entanto, observa-se que esta anélise
se associa a materiais frageis, com comportamento puramente eldstico. Segundo Soboyejo
[15, pp. 365-395|, tipicamente, existe uma pequena zona ineldstica na ponta da fratura,
onde dependendo do material, podem ocorrer processos irreversiveis, nomeadamente: (i)
deformacao plastica (metais); (ii) micro-fraturas (ceramicos); (iii) descolagem de fibras
(compositos); ou (iv) formacao de uma superficie fissurada (polimeros). Para materiais
mais dacteis do que o vidro, o valor de G. deve ser associado a uma constante, Csp,
sendo esta > 2v,. Orowan sugeriu que a energia libertada na propagacao de uma fissura
era consumida ndo s6 como energia de tensdo superficial mas também e sobretudo na

deformacao plastica associada ao processo de energia:
Csp =277 + (2.6)

Contundo, Orowan e Irwin esclareceram que, desde que os métodos da elasticidade linear
pudessem ser utilizados (e portanto a extensdo da zona deformada plasticamente fosse
muito menor do que a extensdo da fenda), a resisténcia a fratura seria dominada pelo
parametro da tensao energética superficial. Assim, a condicao critica de fratura resultante

do balango energético seria,

G = 27, (2.7)
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onde G. seria a energia de propagacao critica considerando agora comportamentos
inelasticos na ponta da fratura. Esta energia de propagacdo, seria uma propriedade
intrinseca do material, medindo a sua capacidade de resistir & propagacao de fendas.
Deste modo, além da definicdo do corolario (2.4) para materiais com comportamento
perfeitamente fragil, o critério da fratura de Griffith continuava vélido para materiais com
caracteristicas de plasticidade ndao desprezavel, onde a energia critica de propagacao de
fratura incluiria na sua génese a energia dissipada dessa zona ineléstica presente na ponta
da fenda. Assim, a ideia central da teoria de Griffith permanecia vélida para a

generalidade de problemas de fratura.
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2 Breve Revisao Sobre Conceitos da Mecanica da Fratura




Capitulo 3

Otimizacao Matematica Aplicada a

Fratura

3.1 Introducao

A teoria classica de Griffith referente a fratura fragil tem sido referenciada ao longo dos
iltimos anos através da utilizacdo de modelos numéricos designados por free discontinuity
(generalizados a teoria de Griffith; ver, e.g., [1], [16]-[18]). O termo referido, foi introduzido
por Giorgi e Ambrosio [19] que postulam que a solugao pode conter descontinuidades e, em
adicao, a localizagao das mesmas ao longo dos diversos incrementos de carga é desconhecida

a priori.

A abordagem proposta por Bourdin et al. [1], a qual serviu de inspiracdo para o
desenvolvimento da formulagdo variacional utilizada no presente trabalho, interpreta o
problema de propagacao de fenda como um problema de determinacdo da configuracao
que minimiza a energia global do sistema mecénico. Para a sua aplicacdo a problemas de
fratura, é necessario garantir restri¢oes fisicas no modelo de propagacdo de modo a
satisfazer a irreversibilidade do fenémeno. A abordagem mais comum, passa pela
minimizacao sucessiva e independente dos diversos incrementos de carga, que geram ou
nao propagacao de fenda. Durante o incremento, garantem-se restrigdoes fisicas de

irreversibilidade até ao limite de incrementos estipulados.

Este tipo de formulacoes variacionais, leva invariavelmente & necessidade de resolver um
problema de programacgao matemdatica. Para tal, neste trabalho, recorre-se ao método
denominado por Alternating Direction Method of Multipliers (ADMM) [3] na nomenclatura

anglo-saxénica, como algoritmo de resolucao do problema de minimizacao fundamental.

15
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Este método numérico permite resolver problemas de otimizacdo nao-lineares convexos
através da aplicacao de um algoritmo iterativo bastante expedito e eficiente. O método
descrito, decompode o problema original em dois sub-problemas, resolvendo-os através de

minimizacoes sucessivas e alternadas.

3.2 Formulagao Variacional

Nesta seccao descreve-se, com o detalhe necessario, a formulacao utilizada neste trabalho.
De acordo com Vicente da Silva [20], considera-se um corpo  de dominio convexo,
constituido por um material fragil elastico linear, delimitado por uma fronteira T,

composta por trés sub-regioes complementares, I',, I'; e I'¢,

=r,ul,ur, (3.1a)
r,Nny=TyNT.=T,NT.=0 (3.1b)

onde I', ¢ a regiao da fronteira onde sao impostas restricoes ao deslocamento do corpo,
denominada por fronteira cinematica, I'; é a regido da fronteira onde se conhecem as forcas
exteriores aplicadas, denominada por fronteira estética, e ['; é a regido representativa das

superficies de fratura existentes (ver Figura 3.1).

'y

Figura 3.1: Particao do dominio §2 nas sub-regites complementares de I'

Como nota inicial, considera-se que daqui em diante, a utilizacdo de uma nomenclatura
particular em relacio a varidvel tempo (e.g., I'.(t) = ‘T'.). Segundo Vicente da Silva [20],
a propagacao de uma fratura corresponde a uma determinada fissura inicial incrementada

por uma variagao na superficie,

AP =T, + AT, (3.2)
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onde esta propagacao de fenda corresponde a um processo fisico irreversivel,
T, CcHA T, (3.3)

sendo o dominio ao longo do tempo, ‘Q, representado pela exclusio da sub-regido

representativa das superficies fraturadas:
N =0\'T. (3.4)

A ocorréncia de propagacao de fenda pressupde a existéncia inicial de contacto unilateral
entre faces, definindo-se como restricao fisica implicita a nao interpenetragao de elementos

vizinhos aquando da propagacao de fratura,
[lul]] -n>0 (3.5)

onde [|u|] corresponde aos deslocamentos relativos (n,t) entre faces sendo n a normal
exterior a superficie fraturada conforme ilustrado na Figura 3.2. A ocorréncia desta fissura
deve-se & dissipacdo de energia ao longo da superficie da mesma, proporcional & &rea

de fraturacao ocorrida, originada por forcas exteriores ao corpo que impulsionam o seu

o

Figura 3.2: Deslocamento admissivel entre faces fraturadas I'. num dominio = {Q% Q°}

aumento.

t

A ocorréncia de uma nova superficie fraturada e de acordo com Pandolfi e Ortiz |21], resulta
da combinacao de trés fatores fundamentais, que combinados, geram ou nao, aumento de
fenda: (i) energia elastica libertada pela ocorréncia de fratura; (ii) energia especifica de
fratura, que penaliza proporcionalmente a area de fratura ocorrida; e (iii) condigbes e
restricoes fisicas inerentes ao processo de fratura, nomeadamente a irreversibilidade do
fenémeno apds solicitacoes impostas, dependéncia de caminho fraturado originado pela

continuidade do processo e histerese.
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Segundo Bourdin et al. [1] a propagacao de fenda pode ser aproximada a um problema de
minimizacao, tendo como pressuposto base o critério energético de Griffith. Estes autores
consideram que se a energia libertada exceder a energia critica proveniente de todos os
caminhos possiveis criticos a analisar, a fratura ocorrerd pelo caminho que ird minimizar

o potencial energético total do sistema,

t
minimizacao ’ Mo (u,Te) = Ulu,Te) = W(u,T,) —i—/ Da (T\FCD dr (3.6)
0
em que,
1
U == / (tu) T k(tu) dV (3.7)
2 Jar.
W= / (tf)Tu dV +/ (tf) u ds (3.8)
Q I

onde u representa 0s deslocamentos, k a matriz de rigidez elementar, f, as forcas de
superficie por unidade de volume e f; as forcas de tracao por unidade de superficie. O
ultimo termo da equagdo (3.6) representa a energia de propagacao de fenda absorvida

durante a ocorréncia de fratura, D¢, definido como sendo,

Cfca FCZ
DG:{G\ [ T >0 (3.9)

00, Te| <0

onde |I';| é a variacao da area de fratura (comprimento no caso bidimensional) ao longo
do tempo. Sem a presenca deste 1ltimo termo, o problema resume-se simplesmente ao
principio da estacionaridade da energia potencial (U+W), recuperando assim um problema

tipico de valor de fronteira elastico linear.

3.3 Algoritmo de Programacao Matematica

De forma a resolver o problema de minimizacdo descrito na seccao anterior, propoe-se a
utilizagdo do ADMM. O conceito de ADMM foi desenvolvido inicialmente por Glowinski

e Marroco [22] e Gabay e Mercier [23] em meados dos anos 70.

Embora existam algumas referéncias implicitas em [24], o termo ADMM foi cunhado no
final da década de 80, inicios da década de 90 (generalizados ao conceito do ADMM; ver
e.g., [25]-[27]). O método descrito também ¢é por vezes designado por Alternating Direction

Augmented Lagrangian (ADAL) ou método de divisao de Bregman [28].
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De acordo com Boyd et al. 3], o algoritmo de programacao mateméatico ADMM, consiste na
resolucao sucessiva do problema de minimizacao, utilizando alternada e independentemente
as variaveis de decisao relativas ao problema em questdo. A estratégia delineada por esta
ferramenta de calculo permite que a nao-linearidade do problema possa ser tratada de
forma simples e direta. O método apresentado visa combinar as vantagens de um problema
de minimizacao dual com o método Lagrangeano aumentado, apresentando uma taxa de
convergéncia competitiva face a métodos alternativos, especialmente com tolerancias nao
muito apertadas. Este algoritmo apresenta ainda uma robustez assinalavel sendo a sua

convergéncia praticamente garantida.

O método descrito, estd apto a resolver problemas que possam ser escritos na forma,

minimizagio f(x) + g(z) (3.10a)
sujeito a: Az + Bz (3.10b)

onde z € R" e z € R™ sdo variaveis de decisao. Aqui, A:R" = Rl e B: R™ — R’ sdo
matrizes lineares de transformacao. Na fungao objetivo (3.10a), f e g sdo fungoes de valor

limite, significando que fora do seu dominio, o valor a retornar serd oo, e.g.:

(3.11)
00, x ¢ dom fy

f(z) :{ fr(x), x € dom fy

Em adicdo, estas fungoes devem apresentar caracteristicas adicionais, nomeadamente
serem fechadas e convexas [3]. A parte destas imposigoes, ndo sdo impostas mais
restricoes relativamente ao problema em estudo, permitindo assim analisar uma vasta

gama de problemas.

Apos a construgao da fungao objetivo (3.10a), define-se a fungao Langrangena aumentada
para o problema a minimizar. Através do uso de multiplicadores de Lagrange, y, a restri¢ao
linear (3.10b) ¢é inserida na fungao objetivo (3.10a). Adicionalmente, é acrescentado um
termo de penalidade quadratico, controlado pelo denominado parametro de penalidade p,

um escalar positivo (p € R1), com o objetivo de reforcar a restricio inicial imposta (3.10b):
Ly(w.2.) = £(z) + 9(2) + v (Ax + B2) + || v + Bz (3.12)

O algoritmo 1 apresenta as linhas gerais do processo de solugdo do ADMM. O cerne deste
algoritmo de programacao matematico consiste fundamentalmente nos passos 4, 5 e 7,
onde a fun¢do Lagrangeana é sucessiva e independentemente minimizada utilizando para
tal as variaveis de decisdo, = e z, da funcdo objetivo (3.10a). E de salientar que em cada
fase de minimizacdo, apenas uma variavel de decisdo é utilizada, enquanto as restantes

permanecem inalteradas. Durante o decorrer do processo, a variavel dual, y, ¢é
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consequentemente atualizada com base no residuo primal, r,. De forma a melhorar a
eficiencia do algoritmo, o valor do parametro de penalidade pode ser modificado no
decorrer do processo de convergéncia. Contudo, ndo existe na literatura uma estratégia
precisa e inequivoca de como proceder & atualizagao deste pardmetro. Tais resultados
podem ser consultados em [3]| de forma a obter um maior detalhe acerca do algoritmo de

programacao mateméatico ADMM.

Algoritmo 1 Esquema de solu¢ao ADMM

1: Arbitrar 2% € R™ e 3° € R! > Fase de inicializacao
2: k<« 0

3: repetir

4: 2"+l argmin L,(z, 2", yk) > Minimizacao segundo variavel de decisdo x
5: 2R arglfqin Ly (2" 2, 4%) > Minimizagao segundo varidvel de decisdo z
6: TI;H +— AkaH + B2k > Validade do valor residual primal
7: yk+1 — yk + p?“;fﬂ > Atualizacdo da varidvel dual
8: 7"5“ — pATB(F L — 2F) > Validade do valor residual dual
9: Atualizar o pardmetro de penalidade p > Etapa opcional
10: k<k+1

11: até |r];|] < eprimal ¢ ||pk|| < dual > Critério de paragem

O algoritmo 1 passa pela obtencao a cada iteragdo, k£, de uma boa aproximacao a
minimizagao da funcao Lagrangeana (associada ao valor corrente dos multiplicadores,
yk) A tarefa de obter o exato minimizador do Lagrangeano, para cada iteracdo k, ndo é
trivial e exige um custo computacional significativo. Alternativamente, opta-se por obter
uma boa estimativa do minimizador do Lagrangeano, realizando sucessivas minimizacoes

da funcao objetivo em relagao a cada variavel de decisao.

O objetivo primordial da utilizacdo do algoritmo de programacao matematica ADMM, no
estudo de um modelo de fratura, passa pela decomposigao do problema de otimizacao geral
em dois subproblemas. O primeiro, considera o calculo dos deslocamentos globais devido
& ocorréncia de fratura. Para tal, minimiza a func@o objetivo em funcdo da varidvel de
decisdo, x, e resolve a equagao linear obtida. O segundo, relaciona esses deslocamentos e
procura obter o potencial minimo que minimize a solucao de propagacao de fenda. Estes
dois subproblemas podem ser designados por problemas de minimizacao global e local da
funcao objetivo que definem o problema. O detalhe necessario para executar estas duas

fases de minimizacdo serd apresentado no Capitulo 4.
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Como nota final, tecem-se algumas consideragbes sobre parmetros considerados de

relevancia no algoritmo 1:

1. A fase de inicializacdo (passo 1) ndo pretende ter um papel restritivo no
desenvolvimento do processo iterativo, considerando-se assim a correspondente
arbitrariedade aos vetores identificados. Contudo, considera-se como bom principio,

a inicializacao a zeros dos vetores referenciados;

2. O valor inicial do parametro de penalidade, p, apresenta um papel importante no
ritmo de convergéncia do método iterativo ADMM. O seu valor nao deve ser muito
elevado nem muito reduzido, de modo a obter uma convergéncia adequada. Caso
este seja elevado, pode originar uma evolugdo muito rapida no processo de
convergéncia, convergindo para um valor menos preciso do que aquele que o método
é capaz de produzir, uma vez que o problema fica mal condicionado. Caso este seja
muito reduzido, pode provocar um processo inverso, onde a evolu¢do do processo
iterativo torna-se demasiado lenta, levando a um decréscimo significativo da taxa de
convergéncia. Salienta-se que este fator reforga as condi¢oes de compatibilidade do

problema;

dual =5 adotar devem

3. Os valores das tolerancias de erro primal, e?"™ e dual, €
satisfazer as necessidades da solugdo matemética a analisar. Caso os valores
adotados sejam muito reduzidos, o ntmero de iteracdes, k, terd que ser
suficientemente elevado para garantir a convergéncia desejada. No entanto, apesar
de obter um resultado matematico com um nivel de precisao superior, o tempo de
calculo aumenta significativamente. De modo a simplificar o processo de
convergéncia, considera-se a mesma tolerdncia a adotar em ambos os casos,

6pmmal — 6dual — ¢

Para que haja uma solucao matematica conveniente para o problema, é necessario conjugar
convenientemente os parametros referidos. Para tal, os valores a adotar devem ter em linha

de conta experiéncias numéricas realizadas dentro do &mbito da propagagao de fratura.
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Capitulo 4

Formulacao Numérica

4.1 Introducao

No processo de modelagdo numeérica de um problema fisico, varias etapas sdo
desenvolvidas. O processo inicia-se pela formulacao de um modelo matemético capaz de
descrever o problema fisico real. Posteriormente, recorre-se a obtencdo de um método
numérico que permita construir uma solugao, usualmente aproximada, para o problema.
Este é traduzido por um algoritmo que nao é mais do que um completo e ndo ambiguo
conjunto de passos que conduzem 3 solu¢do do problema. Esta fase constitui o cerne da

analise numérica.

No presente Capitulo, a formulacado variacional de fratura apresentada no Capitulo 3 é
discretizada através de uma formulagdo nao convencional de Elementos Finitos. Dai,
resulta um problema ndo-linear de otimizacao que serd resolvido através da aplicacao do
ADMM. Neste método, a garantia de que a solucao obtida converge para a solugdo exata
e que o grau de precisdao da solucao aproximada nao se traduz na existéncia de erros
numéricos provenientes do método, concebe de forma efetiva a base para a correta
resolucdo do problema. Assim, na seccdo 4.2 discutem-se os detalhes decorrentes da
aplicacao do método numérico, descrevendo as hipdteses simplificativas assumidas e
modos de compatibilizacdo entre elementos finitos utilizados. A discretizacao da
formulagao variacional é discutida na seccao 4.3 através da obtencdo da fungdo objetivo
que rege o problema de fratura. Na seccdo 4.4 traduz-se o problema nao-linear de
otimizagdo através da implementagdo do algoritmo de programacio matematica ADMM.
Por fim, na seccao 4.5 realiza-se uma breve descricdo dos passos fundamentais na

preparacao do modelo numeérico de fratura a analisar.

23
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4.2 Discretizagao do Elemento Finito

De acordo com a nomenclatura introduzida por Pian [29], [30], a presente formulacao de
elementos finitos é designada como sendo uma formulagao hibrida. Esta, ao contrério
do que acontece com o Método dos Elementos Finitos (MEF) convencional, aproxima
campos tanto no dominio como na fronteira, nao sendo a prior: garantida a compatibilidade
entre elementos. De facto, esta condicao de compatibilidade é introduzida através de
uma aproximacao adicional do campo de deslocamentos relativos, sendo esta aproximacao
independente das restantes. Assim, a compatibilidade exigida entre elementos é garantida
através da introducéo de condicoes de restricdo adicionais no principio variacional. A
utilizacao deste campo nas fronteiras inter-elementares permite introduzir descontinuidades
no campo de deslocamentos, possibilitando assim o surgimento e propagacao de fendas no

modelo numeérico.

Relativamente ao campo de deslocamentos no dominio dos elementos finitos, este é linear
e resulta da utilizacdo do elemento triangular de 3-nés convencional [31]. Apesar da sua
reduzida utilizagdo no meio cientifico devido a existéncia de elementos capazes de obter
melhores solucoes, e.g., elemento triangular de 6-n6s convencional, a simplificagio existente
durante os processos de anélise (ver Tabela 4.1), determina a sua utilizagdo numa fase inicial

de projeto.

Tabela 4.1: Caracterizacao do elemento finito utilizado

Elemento Deslocamento  Deformacao
Linear Constante
3-n6s

Assim, na presente formulacdo e contrariamente ao que acontece no MEF, cada no é tnico
e pertence a um determinado elemento, existindo por isso miltiplos nés com coordenadas

iguais, pertencendo no entanto a elementos distintos.

Conforme mencionado anteriormente, nas fronteiras inter-elementares introduz-se uma
aproximagao adicional para o campo de deslocamentos relativos, [|lu|]. Neste caso,
assume-se também que este campo € linear. Assim, as aproximacoes adotadas poderao

ser escritas do seguinte modo,

u = {ug, uy}T = LN;dS (4.1a)
[lul) = {{Julln, [[ull}" = XLig; (4.1b)
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onde o indice ¢ representa o né e o indice e o elemento finito, as matrizes N e L
representam as fungdes de forma nodais, conforme indicado em [32, pp. 87-89|, e os
vetores d e g associam o valor de cada deslocamento nodal. E de salientar que as funcoes
de forma utilizadas, no dominio dos elementos, consideram uma aproximacao linear do
campo de deslocamento no dominio dos elementos finitos, devido & utilizacdo de
elementos triangulares convencionais de 3-nés. Mais, as func¢bes L; sdo também funcoes
lineares, contudo, estas aproximagdes sdo expressas no referencial local (n,t), normal e
tangencial, da interface (ver Figura 4.1). A compatibilidade entre estas duas
aproximagoes, (4.1a) e (4.1b), pode ser escrita para um no6 i, através da condigdo

seguinte,

g = [”x " ] (d® —d®) emT, (4.2)
Ny —MNg

onde os sfmbolos @ e © associam a fronteira partilhada, I'., por dois elementos
considerados, podendo a sua ordem ser escolhida de forma arbitraria (ver Figura 4.1).
Associada a cada fronteira inter-elementar, o vector normal é definido, com base da
direcdo exterior ao elemento com sinal &, sendo esta a convengdo a seguir. A
transformacao de eixos principais (x,y) em eixos locais (n,t) torna o problema

fisicamente compreensivel em termos de deslocamentos relativos existentes.

Figura 4.1: Fronteira inter-elementar (adaptado de [20])

No entanto, a possibilidade de ocorréncia de deslocamentos relativos inter-elementares,
levanta um problema de compatibilizacdo, uma vez que passa a ser possivel a
interpenetracdo entre elementos adjacentes. Deste modo, caso o deslocamento relativo
ocorra e provoque esta situacdo, a formulacao deverd impossibilitar este fenémeno. Para

tal, estabelece-se a seguinte condigao,
Agy, +n*(1dP —tdP) >0 (4.3)

garantindo que o deslocamento relativo total, no instante de tempo ¢, na diregdo normal &
superficie inter-elementar nao é negativo, impossibilitando assim a sobreposicao de

elementos adjacentes.
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4.3 Problema de Otimizacao Discreto

Assume-se que a solucao de propagacao de fratura é conhecida no instante de tempo t.
Para o incremento subsequente ¢ + At, a solucdo final para o campo de deslocamento d
resulta da soma de incrementos Ad provocados pela imposi¢ao de solicitacoes ao longo do

tempo, resultando:
AL =1+ Ad (4.4)

Atendendo & equagao (3.6), o principio variacional que rege o problema de propagagao da

fratura, de acordo com a teoria de Griffith, pode ser escrito na seguinte forma discreta,

minimizacio T I pge = AU (TTALD) — AT (HFAL) + DG (Ag) (4.5)
em que:
1 1
AL = 5(td)Tm + 5(Ad)TK(Ad) + (fd)T K (Ad) (4.6)
t+AtW — (t+AtF)Ttd + (t+AtF)TAd (47)

Tendo em consideragao a equagao (4.2) a parcela de dissipacao de energia, Dg, devido a
propagacao da fratura pode ser escrita em fungdao de Ag. Por tltimo, é ainda necesséario

nao esquecer da condigdo de nao sobreposicao (4.3).

Combinando as equacoes (4.5), (4.6) e (4.7) e introduzindo condi¢oes de compatibilidade
(4.2) e (4.3) fisicas inerentes a um problema de fratura no principio variacional, resulta o

problema de otimizacao que governa a presente formulacao ndo convencional de elementos

finitos:
1
minimizacao 5(Ad)TK(Ad) + (td)TK(Ad) — (A )T Ad + Da(Aq) (4.8a)
sujeito a: (todas as fronteiras inter-elementares)
Ag=|"" "™ | (Ad? — AdD) (4.8b)
Ny —Ng
Agn +nT(tdP —tdP) >0 (4.8¢)

E de salientar que na funcio objetivo (4.8a) os termos ndo dependentes de Ad ou Agq
puderam ser eliminados. Esta simplificagao advém do facto destes termos serem constantes,
i.e, ndo dependerem das varidveis de decisdo, e consequentemente nao afetarem a solucao

dita 6tima.
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4.4 Implementacao ADMM

Introduzindo as restri¢coes (4.8b) e (4.8¢c) e dando énfase a esta ultima, o funcional
Lagrangeano aumentado de (4.8a) é definido em relagdo as varidveis discretas do

problema do seguinte modo,

Np 2

: _ T(Ag NP ._ 112
Min Max ﬁ—f(Ad>+g(Aq>+;;Al (Agi = RAd;) + £ || Agi — RAi|[* (4.9a)

sujeito a:  (todas as fronteiras inter-elementares)

Agn +n' [P —1dP) >0 (4.9b)

onde, Np representa o nimero de fronteiras, A o multiplicador Lagrangeano, R a matriz de
rotacao do sistema e p o pardmetro de penalidade. Do ponto de vista fisico, o pardmetro p
pretende ilustrar uma interface equivalente inter-elementar (ver Figura 4.2) respetivamente
as forcas nodais existentes. Salienta-se que dependendo do valor inicial adotado, assim
seré o favorecimento inicial em termos de velocidade de convergéncia do método, conforme

(4.10).

p— 0, (solucdo descontinua)
(4.10)

{ p — 00, (solucdo continua)

Figura 4.2: Representacao fisica do parametro p

Na mecénica computacional, A além de representar a imposicdo da restricdo linear na
funcao objetivo, em regra, representa também uma grandeza fisica. Este, dependendo da
formulagdo implementada, associa-se a um determinado comportamento. Aqui, os
multiplicadores de Lagrange representam as forcas existentes entre fronteiras
inter-elementares (ver Figura 4.3). Efetivamente, o seu valor traduz de forma genérica a
forga de reagao nodal F; necessario para garantir contacto, R = F] + F3, entre elementos

adjacentes.

Figura 4.3: Tlustracao do significado fisico dos multiplicadores de Lagrange A
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A resolucao deste problema é efetuada através do algoritmo do ADMM, apresentado no
Capitulo 3. De forma a uniformizar a nomenclatura utilizada, apresenta-se na Tabela 4.2

a conversao para o algoritmo 1.

Tabela 4.2: Tabela de conversao de nomenclaturas

ADMM Em [20]
v Ad
. Aq
y A
A R
B I
Fal2) %(Ad)TK(Ad) + ()T K (Ad) — (AT A

(
gn(z) /t Da(Aq)ot

4.4.1 Aplicagao do Algoritmo ADMM & Formulacao de Elementos
Finitos

Posteriormente a obtengao do funcional Lagrangeano aumentado (4.9a), otimizam-se as
variaveis de decisdo primais, Ad e Aq, do problema. Para tal, é necessario minimizar cada
uma, de forma independente e sucessiva. Seguidamente, serdo detalhados os passos 4 ¢ 5

do algoritmo 1, designados por minimizagao global e local, respetivamente.

4.4.1.1 Minimizacao Global

O passo de minimizagao global, corresponde a uma minimizagdo em relagdo ao campo de
deslocamentos, que envolve simultaneamente a contribuicao de todos os elementos finitos
que definem o dominio. O problema de otimizagao envolvido, pode ser expresso como

sendo,
Min %(Ad)TK(Ad) + ()T K(Ad) — (A FYTAd — ATRAD — p(RAD)TAq  (4.11)

onde a fungao objetivo resulta da manipulacao algébrica de (4.9a) em ordem a manter,
exclusivamente, termos afetos a variavel de decisdo corrente, Ad. Assim, esta otimizacao

tem como objetivo a procura do ponto estacionario que minimize a funcao Lagrangiana
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aumentada em relacao a esta varidvel de decisao:
(fd+ Ad)TK — 58 F — RT(A 4+ pAg) =0 (4.12)

Esta equacdo conduz a um sistema linear de equacbes. A matriz deste sistema tem
propriedades anédlogas & matriz do sistema governativo do MEF. E simétrica, positiva

definida e bastante esparsa.

4.4.1.2 Minimizacao Local

O problema de minimizacdo presente é denominado de minimizagdo local porque
corresponde a uma minimiza¢dao em relacdo ao potencial energético local, que é restrito a
cada fronteira inter-elementar. Esta fase é realizada fronteira a fronteira inter-elementar

de modo independente, sendo o problema de otimizacao envolvido,

Min  Dg(Aqg)+ A\ Aq + gAqTAq — p(RAd)T Aq (4.13a)
q

sujeito a:  (todas as fronteiras inter-elementares)

Agp +nT TP —tdP] >0 (4.13b)

onde a fun¢do objetivo resulta da manipulacdo algébrica de (4.9a) em ordem a manter,
exclusivamente, termos afetos & varidvel de decisdo corrente, Aq. Sendo a energia de
dissipagao, D¢, uma funcao definida por ramos (3.9), esta pode ser escrita da seguinte

forma,

A =
pe=1" ¢=0 (4.14)
pGeL, Aq#0

onde L representa o comprimento da fronteira em questdo. A solugdo do problema (4.13)

é obtida através do seguinte procedimento:

1. Obter a solugao 6tima de (4.13a) considerando que a abertura de fenda ocorre
necessariamente. Assim o termo da energia de dissipagio é uma constante e a
solucao é dada por:

)\T

Ag = " + (RAd)T (4.15)

2. Projetar a solugdo anterior (4.15) no espaco das soluc¢oes admissiveis. Para tal, e de
acordo com (4.13b), basta igualar a zero todas as componentes dos deslocamentos

relativos normais, caso estas sejam negativas.
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3. Para concluir, verificar se para a solugdo obtida o valor da func¢do objetivo é nao

positiva. Caso nao seja, a solugdo 6tima corresponde & solucao nula.
Ag=0 (4.16)

Note-se que esta tltima solucdo corresponde a nao abertura da fenda. Por tltimo,
refere-se que esta verificagdo pode ser expressa para uma determinada fronteira e de

comprimento L do seguinte modo,

II. < G.L Age =
<GL = Ag=0 (4.17)
e >G.L = Ag.#0
com,
T
Il :H |:Ae - p<A2QE - ReAd>:| Aqe H2 (418)

4.5 Detalhes de Implementacao

De forma a implementar o algoritmo de programagdo mateméatico ADMM, define-se aqui
um organograma que traduza de forma genérica a realizacao de uma andlise computacional
de um problema de propagacao de fenda (ver Figura 4.4). Este centra-se em trés etapas

principais: (i) entrada de dados; (ii) pré-processamento; e (iii) processo incremental.

Pré-processamento

Processo de
I " Assemblagem" I
M

atriz Rotagao

! Numeragao

Fotrada dos Graus de
de .
Dados :

Liberdade Sistema ;Fatorizag:ﬁo

overnativo |-

Solicitagdes
Impostas

Global
Local

incr+1

Fatorizacdo

Terminar

ADMM

(propagacao de fenda)

Figura 4.4: Organograma do algoritmo de célculo
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A etapa de entrada de dados traduz-se pela definicdo da malha de elementos finitos do
exemplo numérico, procedendo-se & sua construcao através de um gerador de malhas
convencional, e.g., o gerador de malhas gmsh [33]. Ainda nesta fase, definem-se as
caracteristicas de fronteira, materiais constituintes, solicitacoes impostas e parametros
base de andlise: (i) NIncr; (ii) NIter; e (iii) Tol. Posteriormente, procede-se a etapa de
pré-processamento. Aqui, as matrizes de rigidez elementares e de rotagdo do sistema sdo
definidas. Por fim, procede-se ainda & montagem do sistema governativo da minimizacao
global. Segue-se o processo incremental de deslocamentos. Estes vao sendo impostos até
ao limite de incrementos estipulado, Nj,.., onde a solucdo vai sendo aproximada &
solucao exata através da aplicacao do algoritmo 1, tendo em conta os parametros N Iter e
Tol definidos. As solucbes obtidas em cada incremento sdo visualizadas através da
utilizagao do software open-source Paraview [34]. Por ultimo, a solucao de propagagao
final de fratura é obtida. Seguidamente, descrevem-se de forma sucinta, os passos de
maior relevAncia constituintes do organograma do algoritmo de célculo ilustrado na
Figura 4.4.

4.5.1 Numeracao dos Graus de Liberdade

A formulacdo numérica baseia-se em duas andlises complementares: (i) anélise global do
elemento; e (ii) analise local da fronteira inter-elementar constituinte. Como tal,
consideram-se duas numeragoes dos graus de liberdade distintas, identificando-se como

global e local respetivamente.

4.5.2 Solicitacoes Impostas

Na andlise realizada consideram-se dois tipos de solicitagoes nodais: (i) variaveis; e (ii)
permanentes. Ambas, sdo aplicados na fase indeformada do corpo (o principio dos pequenos
deslocamentos ¢ assumido). Daqui resulta um vetor de deslocamentos nodais F, com

F € R" onde n representa o niimero de graus de liberdade globais em estudo.

4.5.3 Processo de “Assemblagem”

A constituicdo da matriz de rigidez global do sistema deriva de um processo de
“assemblagem” de todas as matrizes de rigidez, K¢, dos diversos elementos constituintes

do dominio,

K¢ = / BN D BNTdA (4.19)
A
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onde BN é a matriz com as derivadas parciais das funcoes de interpolacdo em ordem as
coordenadas globais e D a matriz elastica associada a um estado plano de tensao,
contendo as caracteristicas do material em andlise, sendo este caracterizado pelo seu
modulo de elasticidade, F, e coeficiente de Poisson, v. Num processo de “assemblagem”
tradicional, existe uma sobreposicao direta de efeitos aquando da redundéncia de nés com
coordenadas iguais. Esta construcdao matricial de procura e sobreposicdo de efeitos ao
longo dos diversos elementos constituintes do dominio, exibe um gasto computacional
assindvel e consequentemente moroso. De modo a otimizar o processo de assemblagem
descrito, recorre-se a introducdo individualizada e separada das matrizes de rigidez na

matriz de rigidez global do sistema:
K°CK (4.20)

Através da introducao do fator de penalidade p na matriz de rigidez global, considera-se
o efeito de sobreposicdo de nés de acordo com as fronteiras inter-elementares existentes.
Salienta-se o facto do sinal negativo de p. Esta diferenciacao deve-se a rigidez de ligacao

existentes entre nés de dois elementos distintos,
K + PN Kij —p com tj € I, (4.21)

onde ¢ e j representam os {ndices dos nés associados aos diversos elementos. Daqui resulta
uma matriz de rigidez global K simétrica definida positiva bastante esparsa de dimensao

{n x n} onde n representa o nimero de graus de liberdade globais em estudo.

4.5.4 Construcao da Matriz Rotacao
A matriz R representa a matriz de rotagao do sistema, transformando os eixos locais (n, t)

nos eixos globais (z,y). Esta tem de dimensdo {m x n} onde m representa os graus de

liberdade locais e n os graus de liberdade globais. Considere-se a Figura 4.5.

°]

Ax

Figura 4.5: Fronteira inter-elementar com os eixos globais e locais representados



4.5 Detalhes de Implementacao 33

A partir do célculo da normal exterior a fronteira inter-elementar I'.,

A A
n= [nx n } = Y - (4.22)
4 VA2 + Ay Az 4 Ay?

obtém-se a relagao entre eixos globais e locais,

(4.23)

e Ty ] (4.24)

O espalhamento das contribui¢cbes das matrizes locais de rotagio na matriz global de
rotacdo, R, faz-se de acordo com as numeracoes global e local definidas. Salienta-se que
graus de liberdade que partilhem o mesmo né, trocam de sinal aquando da sua

introducdo da matriz. A sua escolha é feita de forma arbitréria.

4.5.5 Fatorizacao

De acordo com a equacdo (4.12), a inversa da matriz de rigidez global é executada para
obtencao do vetor dos deslocamentos globais, Ad. No entanto, o processo de inversao de
matrizes pressupde a utilizagdo de recursos computacionais bastante assinalavel, ndo sendo
eficiente ao ponto de se considerar uma alternativa viavel na resolu¢do do problema. Seja
K uma matriz simétrica e definida positiva (valores da diagonal principal maiores que zero)
torna-se possivel decompor a matriz K por um produto de duas outras matrizes (L e LT),
em que a matriz L corresponde & matriz triangular inferior e LT amatriz triangular superior
da matriz K respetivamente. Este processo de decomposi¢ao de matrizes designa-se por
fatorizacao de Cholesky |35, pp. 421-425|:

K=LL" (4.25)

Através da relagao de (4.25) obtém-se a matriz L considerando as relagdes existentes em

[35, pp. 421-425]. Assim, a equac@o (4.12) pode ser reescrita na forma,
(td+ Ad)TLLT -3 F — RT(A + pAq) =0 (4.26)

onde, para a sua resolucao (obtencao dos deslocamentos globais Ad), recorre-se a utilizagao
do software MUMPS - aMUltifrontal Massively Parallel sparse direct Solver [36], [37].
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Salienta-se o facto que, decorrente da utilizagao do algoritmo de programagcao matematico
ADMM, em cada passo de incremento, este avalia todo o caminho de propagacdo até ao
incremento atual, i.e, caso ocorra uma determinada propagacao de fratura num
determinado incremento, esta propagacdo serd sempre avaliada até ao término do
processo incremental. Esta andlise constante de incrementos anteriores, levanta um
problema grave em termos de velocidade de convergéncia do método implementado.
Como solugdo, ap6s propagacgao de fratura num determinado incremento, reconstréi-se a

matriz governativa do sistema tendo em consideracao a propagacdo de fenda ocorrida.



Capitulo 5

Refinamento Adaptativo de Malha

5.1 Introducao

Diversos modelos numéricos, baseados na teoria classica de Griffith, tém sido formulados,
recorrendo quer a aproximagbes continuas (ditas fracas) [38] quer aproximagoes
descontinuas (ditas fortes) [21], [39], [40] nas suas modelacoes da fratura. Do ponto de
vista numérico, tem sido demonstrado que a obtencdo de solugbes vilidas de modelos free
discontinuity requerem necessariamente adaptacoes de malha, a fim de evitar efeitos de

dependéncia da mesma [41].

Neste contexto, propoe-se acoplar a formulacao nao convencional de elementos finitos de
fratura, descrito no Capitulo anterior, uma estratégia de refinamento adaptativo de malha
especialmente concebido para esta formulacdo. Assim, na seccdo 5.2, realiza-se um breve
enquadramento da problemética relacionada com a dependéncia de malha, descrevendo por
fim a solugdo proposta. Aqui, apresenta-se um organograma de calculo geral contendo as
etapas de refinamento implementadas. Na seccao 5.3 descrevem-se com detalhe suficiente os
modos de divisao hierdrquica concebidos para elementos triangulares de 3-ndés, utilizados na
presente formulacao. Por fim, nas secgoes 5.4 e 5.5 realiza-se uma explicacao abrangente dos
processos de refinamento adaptativos desenvolvidos. E ainda de notar, o acompanhamento
recorrente de organogramas de célculo referentes as etapas de refinamento, facilitando o

acompanhamento do leitor ao longo da teméatica descrita.

35
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5.2 Enquadramento Geral

A construcao de uma malha de elementos finitos, pressupde a definicao de um determinado
grau de refinamento, i.e, definir o tamanho dos elementos que constituem a malha. Caso
este seja considerdvel, o esforco computacional necessario para a realizagao de calculo
pode comprometer o desempenho da formulagdo utilizada. Pelo contrario, caso o grau
de refinamento seja excessivamente grosseiro, a qualidade da solugdo obtida poderé ficar
comprometida. De acordo com os pressupostos do modelo, introduzidos no Capitulo 4, a
propagacao de fratura a ocorrer, desenvolver-se-4 obrigatoriamente ao longo das fronteiras
inter-elementares constituintes dos elementos. Por sua vez, além das restrigdes fisicas
proprias de um problema de fratura, a propagacao da fenda estd intrinsecamente ligada
ao grau de refinamento que carateriza a malha de elementos finitos. Considere-se um
caminho de fratura de dimensdo [, e um incremento de fenda Aa. Uma das seguintes
situacoes poderd ocorrer: (i) [ = Aa (situagao ideal); (i) | > Aa (ndo ocorre propagagao
total); e (iii) I < Aa (propagacao para além do caminho). Caso [ seja inferior ou superior a
dimensao de incremento de fratura Aa, ocorrerdo erros grosseiros na analise efetuada. Esta
afirmacdo advém da existéncia de fronteiras com dimensoes incompativeis com o problema.
Caso ocorra alguma destas situagoes, o modelo numérico entra em conflito direto com o
principio de propagacao. No entanto, e de um modo geral, o grau de refinamento por si s6,
nao se apresenta como solucao final para o problema de dependéncia de malha conforme

se ilustra na Figura 5.1.

Figura 5.1: Esquema de dependéncia de malha com imposi¢ao de deslocamento u: (a)
tipo de malha; (b) orientacdo incorreta dos elementos (azul a tracejado - propagacdo
perpendicular; vermelho a cheio - propagacao ao longo das fronteiras inter-elementares)

A orientagdo dos elementos, face a possivel ocorréncia de fenda (esta a propagar-se ira
faze-lo, em regra, na direcdo normal & direcao das tracoes) deve ser tal que o potencial
energético existente num determinado incremento seja despendido na propagacao total de
fratura e ndo na transposicao de fronteiras inter-elementares com orientacdes incompativeis
com a convenc¢ao de propagacao. Caso tal fendmeno ocorra, o sistema ird necessitar de

mais energia do que seria necessario na realidade.
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5.2.1 Solucao Proposta

O método proposto pretende solucionar os dois problemas identificados através da
implementacdo de duas etapas de refinamento, tendo cada uma caracteristicas proprias
de analise do problema que possibilitam que a propagacao da fratura siga uma trajetoria
coerente face & direcdo das tracOes impostas sem comprometer de forma assertiva o
desempenho computacional. Para tal, propde-se a modificacdo do organograma de
célculo original (ver Figura 4.4) através da inclusdo de duas etapas distintas denominadas
de: (i) refinamento; e (ii) refinamento inverso, da malha. Aqui, define-se um organograma
do algoritmo de calculo com refinamento da malha (ver Figura 5.2) com base na

formulag@o numérica apresentada no Capitulo 4.

Pré-Processamento

. Nao .
r > incr < NIncr > Terminar
incr+1

Sim L

Solugéo Elastica

(ADMM)

Defini¢do da Zona
Critica

¥ L4 v
Refinamento / [Reonenta(;ao de] [Reﬁnamento h]

Refinamento de Malha

+ Elementos

Reorientagdo de
elementos

[ Fatorizagdo ] [ Fatorizacdo ]

ADMM

Malha foi
alterada?

Malha foi

Vi
(propagacao de fenda) alterada?

Fatorizacdo

Gerador de Malha Local

Delaunay

Refinamento Inverso de Malha

Figura 5.2: Organograma do algoritmo de calculo com refinamento da malha
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O método proposto pretende melhorar de forma assertiva o caminho de possivel
propagacao de fratura através de um refinamento adaptativo da malha. Para tal,
define-se numa primeira instancia uma zona local de anélise, designada por zona critica.
Esta é definida através de uma solucdo puramente eléstica de deslocamentos, obtidos da
aplicacdo do ADMM. Note-se que este conceito de utilizar uma solucdo puramente
elastica para avaliar a tendéncia para propagacao de uma fenda ndo é inovador no
contexto da Mecéanica da Fratura Elastica. Efetivamente, pode-se considerar que este

principio ja tido sido introduzido nos trabalhos de Irwin [7]

Sobre a zona critica, realiza-se o refinamento adaptativo proposto, aplicando o refinamento
h e/ou reorientando os elementos finitos da mesma. Ambas as estratégias de refinamento
sao aplicadas tendo em consideracao a biblioteca de divisao de elementos triangulares de 3-
nos desenvolvida. Nesta, definem-se trés modos de divisdo hierarquica (1 divisao, 2 divisoes
e 3 divisoes), possibilitando que os diversos elementos triangulares constituintes da zona

local definida possam ser subdivididos com base num determinado critério.

Numa segunda fase e consequente propagacgado, ou nao, de fenda através da aplicacdo do
ADMM (numa segunda fase), procede-se ao refinamento inverso. Aqui, propoe-se a
utilizagdo de um gerador de malhas triangulares Delaunay [42], [43] com o intuito de
colmatar eventuais deficiéncias, quer em relacdo ao tamanho quer em relacdo a distorgéo
dos elementos, provenientes da aplicacdo das estratégias de refinamento iniciais
(refinamento h e reorientagdo de elementos) e melhorar a eficiéncia do algoritmo
desenvolvido através da diminuicdo do niimero de graus de liberdade implicitamente

criados na primeira etapa de refinamento.

Como nota final, apresentam-se algumas caracteristicas de duas fases consideradas de

relevancia no organograma do algoritmo de calculo com refinamento da malha:

1. Refere-se a utilizacao do algoritmo de programacado mateméatica em duas situacoes
distintas: (i) solucdo puramente elastica; e (ii) propagacao de fenda. No primeiro
caso, a andlise efetuada impossibilita a ocorréncia de fenda. Nesta, o objetivo
primordial passa pela obtencdo do potencial energético local associado a cada
fronteira inter-elementar, definindo-se posteriormente a zona critica a analisar. O
detalhe sobre esta solugao é apresentado na secgdo 5.4.1. Numa fase posterior,
realiza-se novamente o ADMM, com o objetivo de analisar a propagacao, de
fratura. KEsta fase concerne o processo incremental base ilustrado no organograma

original (ver Figura 4.4);

2. Sempre que a malha de elementos finitos sofre alteragdo, ocorre o processo de
fatorizagao (ver seccao 4.5.5). Este apesar de melhorar a eficiéncia da formulagao, é

utilizado nas duas etapas de refinamento, levando a que o processo seja
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computacionalmente exigente. No entanto, a diminuicao dos graus de liberdade
proveniente da aplicagdo do gerador de malhas triangulares Delounay favorece a
sua repetida utilizacdo. Esta fase implica necessariamente um processo de nova

montagem da matriz governativa de minimizacao global.

5.3 Modos de Divisao Hierarquica de wum Elemento

Triangular

Processos de refinamento de malhas de elementos finitos tém sido um tema de interesse
no meio da comunidade cientifica. Como resultado, diversas abordagens tém sido
propostas, apresentando cada uma, particularidades que as definem enquanto alternativa
a resolucdo do problema. Destas, destacam-se aqui as abordagens ditas hierdrquicas.
Considera-se que a inclusdo de processos hierdrquicos durante a fase de refinamento,
melhoram consideravelmente o propoésito geral de andlise, traduzindo-se num processo
individual, flexivel e extensivel. Estes baseiam-se numa filosofia hierarquica Pai para
Filho(s), onde os novos elementos (aqui denominados de elementos Filhos) herdam todas
a caracteristicas do seu antecessor, o elemento Pai. Esta dependéncia de caracterfsticas
entre elementos, torna possivel a determinacdo do elemento antecessor ao elemento
criado. Tendo por base a filosofia descrita, desenvolvem-se aqui trés modos de divisdo de
elementos triangulares de 3-nos: (i) modo de 1 divisdo; (ii) modo de 2 divisdes; e (iii)
modo de 3 divisoes (ver Figura 5.3). O modo de 1 divisdo resulta da bisseccao de apenas
um lado do tridngulo, o modo 2 divisdes da bisseccdo de dois lados do tridngulo e
finalmente o modo de 3 divisdes a bisseccao de todos os lados do tridngulo. Sempre que
ocorre uma estratégia de refinamento (refinamento h e/ou reorientacdo de elementos), os
modos de divisao hierdrquica sao executados com base no nimero de divisdes a serem

realizadas por elemento analisado.

....................

A £
(a) (b) (c)

Figura 5.3: Modos de divisao hierarquica de um elemento triangular: (a) modo de 1 divisao;
(b) modo de 2 divisoes; (c¢) modo de 3 divisoes
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5.3.1 Filosofia de Implementacao

A definicao dos modos é feita através da inclusao de novos nés nas fronteiras selecionadas a
dividir. Sempre que é criado um novo né, quer pela estratégia de refinamento h quer pela
reorientacdo de elementos, este é colocado no centro da fronteira, dividindo-a de forma
simétrica. Por cada n6é novo adicionado, é criado uma nova fronteira com as mesmas
caracteristicas que a sua antecessora (a filosofia hierarquica mantém-se). A Figura 5.4
ilustra um processo de refinamento tipo, tendo em consideragdo o ntmero de novos nos

existentes por elemento analisado.
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Figura 5.4: Esquema de aplicagdo dos modos de divisdo: (a) malha tipo; (b) introdugao de
noés proveniente de um dos processos de refinamento; (c) aplicagdo dos modos de divisdo

O modo de 1 divisdo é aplicado quando existe apenas uma fronteira dividida. A partir
deste, ocorre a ligacdo entre a fronteira dividida e o ndé oposto a esta. O modo de 2
divisoes ¢ um modo misto. Neste, além da ligacao entre fronteira dividida e nd oposto é
efetuada também a ligacdo entre fronteiras divididas. E ainda de notar que, conforme
representado na Figura 5.3, o modo de 2 divisoes pode ser executado de forma distinta.
A escolha de como é realizada a divisdo, deve-se a direcdo das tensdes principais no
elemento. O detalhe necessario para um melhor entendimento desta solucdo sera
apresentado na seccdo 5.4.4. Por fim, o modo de 3 divisdes ¢é realizado através da ligacao
entre todas as fronteiras divididas existentes no elemento. E de salientar que a
introducdo de noés provenientes da aplicacdo dos processos de refinamento carece de
informacao face as restricdes fisicas e deslocamentos impostos durante o processo
incremental. De forma a garantir uma continuidade coerente no processo, quer em termos

de geometria quer em termos de deslocamentos garante-se aqui que:
1. o deslocamento do novo né corresponde a uma média dos deslocamentos ocorridos
em ambos 0s nés que compdem a fronteira onde este foi inserido;

2. a compatibilidade fisica deve ser garantida de acordo com as condicGes fisicas a que

0s nos pertencentes a fronteira estdao sujeitos.



5.4 Refinamento de Malha 41

5.4 Refinamento de Malha

Conforme explicado anteriormente, a etapa de refinamento divide-se em trés fases
principais. Cada uma destas fases pretende executar tarefas individualizadas de andlise
que melhorem a morfologia da malha face & propagacao de fratura ao longo do seu
dominio. A base da anélise desenvolvida centra-se sobretudo na definicao da zona critica,
sendo esta, uma zona local, limitada por elementos a analisar durante o processo
incremental de deslocamentos impostos. Sobre esta, procede-se de forma isolada ou
conjunta a: (i) um refinamento recursivo (refinamento h), até que a dimensdo da malha
em estudo durante um determinado passo incremental satisfaca determinada restricdo
imposta; e (ii) reorienta-se cada elemento pertencente & zona limitada, favorecendo a
propagacao linear de fratura. A escolha isolada ou conjunta das estratégias de
refinamento ¢ definida pelo utilizador. O organograma proposto (ver Figura 5.5), sera

detalhado durante as préximas subseccoes da presente seccao.

Solugéo Elastica Definigio da Zona

(ADMM) Critica
\4 \ \4
Opcio (iii): Opgcao (ii): reorientacdo de Elementos Opcao (i): refinamento h

refinamento h
+

reorientagdo de elementos

Tamanho da
fronteira > Nivel de
Refinamento

Dividir
fronteiras?

Selecionar fronteiras
a dividir

Selecionar fronteiras a
dividir

Divisao
incorreta ?

ADMM

Modificagdo da

divisdo efetuada (propagagdo de fenda)

i

Malha foi
alterada?

Fatorizacdo

Figura 5.5: Organograma do algoritmo de calculo referente & etapa de refinamento
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5.4.1 Solucao Elastica - ADMM

Numa solugao elastica (convencional), o uso da equagao fundamental do MEF,
KAd=F (5.1)

seria suficiente para obtencao dos deslocamentos, Ad, existentes. Através destes, seria
possivel o calculo das tensdes existentes e consequentemente das deformacdes a que os
elementos estariam sujeitos para futura analise. Assim sendo, torna-se pertinente justificar
a utilizacdo de um processo iterativo, o ADMM, computacionalmente mais dispendioso

para a obtencao desta solucgao.

Efetivamente, esta opcao teve em conta nao s6 o propésito do célculo direto dos
deslocamentos ocorridos mas também e sobretudo a sua utilidade na definicao de zonas
potencialmente propicias & propagagdo de fratura.  Aqui, além da obtengdo dos
deslocamentos globais e locais (ver sec¢ao 4.4) define-se também a zona local de analise,
designada de zona critica. A sua delimitagdo considera o calculo do potencial energético
local presente ao longo de todas as fronteiras inter-elementares constituintes do dominio.
Este é obtido através de uma anélise puramente eldstica, sem possibilidade de ocorréncia
de fratura, associando-se a cada fronteira inter-elementar o seu respetivo potencial

energético local, conforme algoritmo 2.

Algoritmo 2 Esquema de associagao do potencial energético a cada fronteira inter-
elementar

1. Ag < £ + (RAd)T > Deslocamentos locais
2: para c:fda fronteira ¢

3: se Aq; <0 entao > Verificar sobreposicao
4: Aqu +~0 . > Anular sobreposicdo
5. B+ [)\ — p<A2q — RAd)] Aq > Potencial energético local

6: para cada fronteira ¢

7: II; « EZT E; > Associacao do potencial energético local

De acordo com o algoritmo 2, a nao sobreposicdo de elementos é garantida através dos
passos 2, 3 e 4. A associagdo do potencial energético local é realizado para cada fronteira
inter-elementar através do passo 6 e 7. No final do processo, todas as fronteiras inter-
elementares sao caracterizadas tendo em consideraciao o seu potencial energético antes de
qualquer andlise de propagacao de fratura. Através deste, serd justificada a inclusao, ou

nao, dos elementos que a compde dentro da zona critica.
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5.4.2 Definicao de Zona Critica

Define-se zona critica como sendo a possivel zona de evolucao de fratura, que ocorrera caso
o balanco energético seja favoravel & propagacdo de uma fenda, possibilitando uma analise
centrada face ao dominio total considerado. Esta é composta por elementos que, de forma
justificada, permitem a propagacdo de fratura através das suas fronteiras inter-elementares.

A estes elementos, da-se a designacao de criticos.

5.4.2.1 Elemento Critico

Elemento constituinte da zona critica. ApoOs a definicdo do potencial energético local
(algoritmo 2), associa-se ao elemento, o racio energético, R., que o caracteriza.
Considera-se que este é representado pelo maior valor de entre os trés racios associados as

trés fronteiras inter-elementares que o compoem,

(5.2)

I, I, 1II
Re:max{ ! 2 3}

D¢, Da, Day

onde II; e D¢, (com i =1,2 e 3) correspondem aos valores do potencial energético local e
da energia de propagacao de fratura na fronteira inter-elementar ¢ que constitui o elemento.
Através deste, caracteriza-se o seu estado como critico ou néo critico, conforme este seja
superior ou inferior ao valor de Veritico:

Re > veritico,  critico

(5.3)

Re < Verttico, 1Nao critico

O valor de veritico € definido de forma a controlar a dimensao da zona critica de dano inicial,
Veritico = min {1; max {0.5; Rmax}} (5.4)

onde Rpax representa o maior de todos os réacios energéticos elementares. Em (5.4) o valor
0.5 resulta do coseno do angulo de 60°. Admitindo-se, deste modo, que face as interfaces
originais a dire¢ao de crescimento da fenda poderd sofrer um desvio de um angulo com

metade da amplitude mencionada.

5.4.2.2 Expansao de Zona Critica

Decorrente da restri¢io imposta em (5.3), a zona critica inicialmente definida pode ser
constituida por elementos em ndmero reduzido. Efetivamente, o critério apresentado

identifica, em regra, apenas elementos na ponta da fenda (zona local de tensoes elevadas).
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No entanto existe a possibilidade da existéncia de potencial energético local
suficientemente elevado que permita a propagacdo de fratura para fora da zona de
andlise. Caso este fendmeno aconteca, perde-se o controlo da propagacdo de fenda.
Assim, resulta a necessidade de expandir a zona critica, com critério definido, de forma a

colmatar as situagoes identificadas.

O problema é facilmente identificado quando a dimensao, L, das diversas fronteiras inter-
elementares dos elementos criticos que geram um determinado caminho de propagacao, é

menor que a dimensdo total, Lota1, de propagacao de energia de fratura:

Lrotal = Z GE > ZL (5.5)

Considere-se a Figura 5.6. Aqui, um caminho de fratura é representado pelas fronteiras
inter-elementares a negro (ver Figura 5.6a), sendo este um caminho de fratura possivel
de entre os nove elementos criticos existentes (elementos de cor cinza). No entanto, o
comprimento total proveniente da divisao entre valor de potencial energético local e a
tensdo superficial do material que caracteriza cada elemento (ver Figura 5.6b) é superior
ao tamanho definido pelo caminho possivel de propagacdo. Desta forma, as fronteiras
constituintes dos elementos criticos analisados ndo apresentam tamanho suficiente para que
apenas seja possivel analisar os elementos criticos constituintes da zona definida. Assim,
torna-se imperativo aumentar a regiao de modo a conter elementos afetos a propagagio da

fenda além dos elementos criticos ja constituintes da zona.

AVAY

AVAVAVA.  AVAVAN

\VAVAVAVAVAVAVAVAV/

Figura 5.6: Esquema representativo de um possivel caminho de propagagao de fratura: (a)
caminho possivel (linha a negro); (b) caminho total (linha a vermelho)

De modo a tentar garantir uma zona de andalise que considere o caminho de propagacao de

fratura total, define-se um racio de propagacao,

{ r =1, caminho completo (5.6)

r =0, inicio do caminho
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onde r representa o quociente entre a soma das energias de propagacao de fratura e a
energia disponivel no elemento critico corrente,
> (95 — 91)(Ge + GL) /2

r= o (5.7)

onde os indices ¢ e j representam os elementos adjacentes a analisar, g o centro de gravidade
de cada um, G, a tensao superficial do material que os caracteriza e E° a energia disponivel
associada ao elemento critico naquele instante. E de notar, que & medida que se propaga
o caminho através da adicdo de novos elementos, maior serd a energia de propagacao
de fratura. Enquanto o valor de r for menor que 1, novos elementos sdo adicionados a
zona critica inicial, de acordo com critério definido em (5.6). Desta forma, a zona critica
final resulta da anéalise de todos os caminhos possiveis que se iniciem de um determinado

elemento critico, conforme se ilustra na Figura 5.7.

VAN
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Figura 5.7: Expansao de zona critica através de um elemento critico central. Representacao
de um gradiente de cor cinza ilustrando o aumento da zona de andlise

A analise descrita pretende assim obter de forma expedita e aproximada uma zona
suficientemente abrangente, de modo a analisar uma &rea capaz de conter todos os

caminhos de propagagado de fratura durante cada incremento de deslocamento realizado.

5.4.2.3 Energia Disponivel em Cada Elemento Critico

O conceito de energia disponivel em cada elemento critico requer alguma ponderacdo na
forma como se obtém o seu valor. O processo de andlise pretende que a zona critica
resultante desta abordagem seja abrangente mas nao totalmente conservadora. De forma
a garantir uma andlise cuidada face aos resultados obtidos durante a fase de aplicacao
numeérica, estudaram-se as seguintes abordagens: (1) energia elastica durante o passo de

incremento; (2) potencial energético local maximo por elemento; (3) potencial energético
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local total por elemento de acordo com o pardmetro veritico; € (4) energia elastica referente
apenas aos elementos criticos existentes. Salienta-se que o conceito utilizado nas quatro
abordagens energéticas pretendeu representar um balanco energético seguindo um principio

anédlogo da formulagao variacional utilizada:

1. A primeira abordagem energética pretende que todos os elementos criticos tenham
a mesma energia disponivel para ocorréncia de propagacao de fenda. Esta resulta
da obtencgdo da energia elastica durante o passo de incremento de deslocamentos
impostos. E de esperar que esta abordagem represente uma estimativa
exageradamente conservadora, visto disponibilizar toda a energia elastica para
ocorréncia de possivel propagacao de fratura, sendo expectavel a obtencao de uma

zona muito abrangente:

1
Eeléstica = §< Ad, KAdT> (5'8)

2. A segunda abordagem energética pretende que a energia disponivel por elemento
critico traduza o valor mais elevado do potencial energético local das fronteiras
inter-elementares que compdem o elemento. Aqui, o nivel de conservadorismo é
consideravelmente inferior as restantes abordagens energéticas, sendo expectavel um

conjunto de zonas com menor abrangéncia de elementos:
E° =maz{Il;} comi=1,2¢e3 (5.9)
3. A terceira abordagem energética corresponde & variagdo de energia consoante o
numero de fronteiras inter-elementares que satisfacam veritico. O valor da energia é

obtido através da soma do potencial energético local das fronteiras

inter-elementares que compoem o elemento de acordo com a restricao imposta:

E¢=) "1 ,1;/Dg, > Vaitico com i =1,2¢ 3 (5.10)

4. A quarta e tltima abordagem energética associa exclusivamente a cada elemento
critico a sua a energia elastica, proveniente do calculo do ponto 1. Esta corresponde

aproximadamente & mesma ordem de grandeza da terceira abordagem energética.

Apos a analise de todas as abordagens descritas, verificou-se que o resultado obtido nédo
satisfazia a zona local pretendida. Por um lado, a 1% abordagem mostrou-se muito
conservadora, nao centrando o estudo exclusivamente numa zona local de anélise. Em
contrapartida, as abordagens 2 e 3, mostraram uma grande dependéncia de malha,

devido ao céalculo do potencial energético local de cada fronteira inter-elementar. Esta
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dependéncia traduzia-se numa diminuicao de zonas de acordo com o tamanho de malha
utilizado. Por ultimo, a 42 abordagem néo acrescentou nenhuma alteragao significativa.
E de notar que de entre as quatro abordagens descritas, a 3% e 42, apresentavam-se como
sendo as mais equilibradas. No entanto, nenhuma abordagem proposta evidenciava
garantias de abrangéncia total da zona de propagacdo de fenda. Note-se que as
conclusoes descritas nao serao ilustradas no Capitulo de exemplos (Cap. 6) da presente

Dissertagao.

De modo a minimizar o efeito de dependéncia de malha, propoe-se, na fase de entrada de
dados, a introducdo de um pardmetro energético, p., sendo este definido pelo utilizador.
De um modo geral, este deve representar o nimero de fronteiras possiveis a fraturar, sendo

o seu valor estimado com base na energia critica de propagacao de fratura:
E° =p. = G. x n° de fronteiras a fraturar (5.11)

Note-se que esta solucao nao garante que a zona obtida abranja totalmente o caminho de
propagacao de fratura, uma vez que este nao € conhecido a priori. No entanto, considera-se

a sua utilizacdo em todos os exemplos numéricos ilustrados no Capitulo 6.

5.4.3 Refinamento h

De modo a melhorar a qualidade de refinamento da malha, procede-se a um refinamento
inicial do tipo h. Neste sentido, pretende-se que os elementos constituintes da zona critica,

sejam de tamanho igual ou superior a uma determinada dimensao,
hmin = ph (5.12)

onde py, € definido pelo utilizador (na fase de entrada de dados) como sendo um parametro

de dimensdo minima de malha. Caso este valor seja omitido a priori,
hmin = 0.5hayvg (5.13)

sendo hayg 0 valor representativo da dimensao média da malha inicial. A medida que os
elementos se afastam dos elementos criticos, o refinamento vai sendo menor, seguindo a

seguinte trajetoéria de evolucao,
h = hupin + (havg — hmin )T (514)

onde r representa o racio de propagacao definido anteriormente em (5.7). Note-se que

quando r = 0, o tamanho de malha toma o valor minimo adotado, afetando todos os
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elementos criticos existentes. Caso r = 1, significa que o caminho de propagacao terminou
e o refinamento toma o valor médio da malha inicial. O valor de h calculado é associado a
cada noé constituinte das fronteiras dos diversos elementos pertencentes & zona critica. O
processo de refinamento h ocorre, sempre que 3/4 do tamanho L da fronteira constituinte de
um determinado elemento pertencente a zona critica seja superior ao nivel de refinamento

médio hyeq associado aos nés que a compoem:

3
ZL > hmed (515)

O valor de L é afetado pela constante devido & necessidade de garantir que a fronteira
analisada é divida, quando a dimensao da sua metade é superior ao tamanho de divisao
proposta (colocagdo de um novo néd no centro da mesma). Caso contrario, podem ocorrer
divisoes indesejadas. Sempre que a condigao (5.15) se verifique a fronteira analisada é
selecionada para futura divisdo, iniciando-se um processo recursivo até ao término do
mesmo. Apds a selecio de todas as fronteiras, ocorre o processo de divisao através da
utilizagdo dos modos de divisdo hierarquicas (ver sec¢do 5.3). Durante a fase de divisao,
o valor de h pertencente ao novo nd criado serd igual a média do valor de h dos nés que
compoem a fronteira onde este foi inserido. O processo repete-se até que todas as fronteiras
constituintes dos diversos elementos pertencentes & zona critica sejam de tamanho inferior
ou igual ao grau de refinamento associado a cada um dos seus nés. A Figura 5.8 pretende
ilustrar de forma esquemaética um refinamento tipo. Para tal, considera um elemento
critico dos nove existentes no exemplo ilustrado anteriormente (ver Figura 5.7) refinando
com critério definido por (5.14) tendo em conta o grau de refinamento a adotar dependendo
da fronteira analisada. Salienta-se que o processo implica a anélise de todos os elementos

criticos existentes.
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Figura 5.8: Esquema representativo de refinamento h: (a) representagdo de um gradiente
de cor cinza de acordo com o racio de propagagao; (b) refinamento local do tipo h
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5.4.4 Reorientacao de Elementos

Na ocorréncia de fratura, esta propagar-se-a, preferencialmente, segundo a orientacao
normal & direcdo associada & componente principal de tensdo de tracdo. Partindo deste
pressuposto, pretende-se que a orientacdo das fronteiras inter-elementares constituintes
dos elementos pertencentes a zona critica estejam de acordo com este principio. Assim
sendo, e considerando o7 e oj; como tensGes de tragdo e compressao, respetivamente
(obtidas atraves da anélise elastica (estado plano de tensdo) num elemento triangular de
3-n6s com deformacgoes constantes ao longo do seu dominio), definem-se as diregoes das
fronteiras e das possiveis divisdes a adotar (ver Figura 5.9), totalizando nove

possibilidades. Destas, a direcao mais perpendicular a oj serd a orientacao selecionada.

Figura 5.9: Orientacao de um elemento triangular: (a) representacao das tensoes de tracao,
or, e de compressao, oyr; (b) definigdo de orientagdes existentes

Para tal, através da aplicacao do produto interno, entre as possibilidades de orientacao,

?ij, e a tensdo maxima de tracao, oy, obtém-se a orientacdo mais perpendicular:
()" ey~ 1 (5.16)

Desta forma seleciona(am)-se a(as) fronteira(as) de cada elemento a dividir. Note-se que
caso a direcdo selecionada seja uma fronteira j4 existente e nao uma possivel divisdo a
efetuar, esta nao sera dividida, significando que uma das trés fronteiras do elemento esta

alinhada com a diregdo preferencial para a ocorréncia de propagacao de fratura.

Conforme indicado na secgdo 5.3, o modo de 2 divisdes (ver Figura 5.3) é obtido de duas
formas distintas. A sua construcio é realizada tendo novamente em consideracdo o estado
de tensdes a que o elemento esta sujeito, realizando-se o mesmo procedimento (5.16), mas
considerando apenas duas orientagoes alternativas, conforme ilustrado na Figura 5.10. A
divisdao do elemento é sempre realizada inicialmente entre fronteiras divididas.
Posteriormente, realiza-se o produto interno entre as duas hip6teses de orientacao

existentes, nunca ocorrendo a possibilidade de conflito entre direcdes selecionadas.
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Salienta-se, por ultimo, que este modo de divisdo é utilizado igualmente no refinamento

h, seguindo os mesmos pressupostos descritos aqui.

1

Figura 5.10: Orientacdes para o modelo de 2 divisoes

5.4.4.1 Operacao de Troca de Arestas

O sistema de divisdo de elementos desenvolvido baseia-se na colocacao de nés a priori
nas fronteiras a dividir. Tendo em consideragdo o namero de nés existentes no elemento,
assim sera a sua divisao de acordo com os modos de divisdo hierarquica. No entanto, esta
estratégia de divisao possibilita que o elemento possa conter novos nés que nao representem
a sua orientacao de divisao, i.e, devido & necessidade de compatibilizagao entre elementos
adjacentes, o elemento analisado ird conter mais nés que o previsto. Esta compatibilizacdo
traduz-se numa possivel incongruéncia de orientacoes, levando que a divisao do elemento
efetuada nao contenha nenhuma aresta com a orientagdo pretendida, de acordo com a
anélise do estado plano de tensdes. De modo a corrigir esta situacao, a fronteira que
impossibilita essa mesma orientacao é trocada de posi¢ao (ver Figura 5.11). Desta forma,
a compatibilidade entre elementos adjacentes é realizada sem que exista comprometimento
na orientacio dos elementos anteriormente analisados. E de notar a existéncia de um novo
modo de divisao (ver Figura 5.11c), nao sendo este, no entanto, passivel de ser op¢ao sem

que exista possibilidade de comprometimento de orientacoes.

AVSYAY- Y-

Figura 5.11: Orientagdo incorreta de elementos: (a) orientacao de acordo com convengao
adotada (modo 1 Divisao); (b) orientagdo incorrecta devido a compatibilizagdo de
elementos adjacentes (modo de 3 Divisdes); (c) orientacao do elemento corrigida (mudanga
de posicao da fronteira)
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5.5 Refinamento Inverso de Malha

Conforme explicado no inicio do presente Capitulo, a estratégia de refinamento inverso,
pretende por um lado mitigar eventuais assimetrias na malha ap6s a primeira etapa de
refinamento (refinamento h e/ou reorientacao dos elementos) bem como melhorar o
desempenho do algoritmo desenvolvido através da diminuicao assinaldvel do ntimero de
graus de liberdade existentes na zona em anélise. Para tal, recorre-se & implementagao de
um gerador de malhas triangulares de Delaunay [42], [43] com o objetivo de obter uma
malha consideravelmente mais simétrica e regular que a anterior, considerando-se a
delimitagdo de um dominio especifico de anéalise, através da identificacao de: (i)
fronteiras; (ii) vértices; e (iii) zonas de relevancia. No entanto, e tendo em consideragdo
os pressupostos de utilizacao do gerador de malhas triangulares de Delaunay, a
reconstrucdo de elementos pressupdoe uma compatibilidade entre malhas, de forma a
garantir que a analise de propagacao de fratura durante o processo incremental nao é
comprometida. E de notar ainda, que ao contrario do que acontece com a primeira etapa
de refinamento, onde o novo né é mapeado tendo em consideracdo a informacio
disponivel na fronteira onde este é inserido, aqui o processo nao é realizado de forma
direta. Devido ao desconhecimento do local de insercao do novo né face & malha antiga
(onde sdao conhecidos os deslocamentos ocorridos), o processo de compatibilizacdo ¢é
realizado procedendo-se ao mapeamento através da utilizacao das técnicas designadas de
Walking Algorithms na nomenclatura anglo-saxénica. O organograma proposto que
identifica os processos descritos (ver Figura 5.12), sera detalhado durante as proximas

subseccdes da presente seccao.

ADMM
Alteragao da

o
propagagdo de fenda Malha?

Defini¢do do Dominio Mapeamento

segmentos Walking Algorithms
vértices
zonas de relevancia

Defini¢do do elemento

Gerador de Malha Local de partida

Refinamento Inverso da Malha

Compatibilizagdo entre Malhas

arvore bindria

Delaunay

Novos Nos

Figura 5.12: Organograma do algoritmo de calculo referente a etapa de refinamento inverso
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5.5.1 Gerador de Malha Local - Delaunay

De um modo geral, a qualidade da malha reflete-se no niimero, na forma e no tamanho
dos seus elementos constituintes. A sua obtencdo implica necessariamente um esforgo
computacional assinalavel, onde o equilibrio entre estes trés fatores deve ser satisfeito. No
entanto, e apesar da tentativa de desenvolver estratégias que maximizem este equilibrio,
a dependéncia de malha face aos procedimentos implementados leva invariavelmente &
deterioragao da qualidade da mesma. Durante a primeira etapa de refinamento, ocorre um
aumento consideravel de graus de liberdade, traduzindo-se em elementos com tamanhos e
formas distintas, levando a que o processo continuo de adaptacao morfolégica da malha
face a propagacao de fratura ao longo dos diversos incrementos, provoque uma assimetria
severa na malha original. De modo a minimizar os efeitos desta problemaética, propoe-se a
reconstrugdo da zona analisada, através do uso de um gerador de malhas triangulares de
Delaunay. Para a sua utilizagdo, define-se um dominio especifico de reconstrucao. Este,
divide-se em trés grupos principais: (i) fora da zona critica; (ii) fronteira da zona critica;
e (iii) dominio da zona critica, definindo-se critérios de decisdo que possibilitam a escolha

de elementos, fronteiras e nés pertencentes ao dominio a considerar:

1. Define-se como fator de decisdo geral a eliminacao de todos os elementos constituintes
da zona critica, & excegao de elementos que fagam parte da fronteira de propagagao
de fratura. Considera-se que qualquer fronteira exterior pertencente & zona critica

e/ou inter-elementar que separe materiais diferenciados deve ser preservada.

2. Qualquer elemento que tenha sido dividido devido a fatores de compatibilizacdo fora
da zona crilica, deve ser analisado consoante o seu factor de forma, denominado
razao de aspeto, AR (sigla resultante da terminologia inglesa, aspect ratio) [44, pp.
196-199|,

1 allblle
8 (s — lal)(s — [B))(s — e

AR (5.17)
onde s = (Ja|+1b|+|¢])\2 e |al, |b] e |¢| correspondem aos comprimentos dos lados do
tridngulo. Aqui, o factor de decisdo, corresponde a comparagdo do AR do elemento
com o AR™* da malha original. Caso o valor de AR do elemento seja menor de

AR™* este sera eliminado.

O nivel de refinamento adotado na reconstrucao de malha ¢é definido considerando uma
aproximacao a area de um triangulo equilatero de lado h,ye igual & dimensao original da

malha. Todos os elementos assim criados terdo de area aproximada:

\/§h2 (5.18)

= 4 avg

A
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5.5.2 Mapeamento - Walking Algorithms

Decorrente da utilizacao do gerador de malhas triangulares de Delaunay, os deslocamentos
ocorridos na zona analisada durante a propagacao da fenda perdem-se devido & substituicao
da malha antiga pela malha nova. De forma a colmatar esta perda de informagao, propoe-
se a realizacdo de um mapeamento de deslocamentos entre ambas as malhas, tendo como
principal objetivo, localizar a posi¢ao do novo né introduzido face & sua posicdo na malha

substituida, contendo esta os deslocamentos ocorridos até a substituicao realizada.

Conforme explicado anteriormente, o processo de mapeamento ndo é realizado de forma
direta, devido ao desconhecimento inicial da posicao do novo né, sendo necessario a priors,
definir a posicdo deste. Para tal, utiliza-se uma técnica de procura de elementos, designada
de Walking Algorithms na nomenclatura anglo-saxénica. O nome advém do modo como
o n6 de procura é encontrado. A estratégia dos algoritmos provenientes desta técnica
baseiam-se fundamentalmente na conectividade de elementos através das suas fronteiras
inter-elementares, saltando de elemento em elemento até encontrar o nd desejado (ver
Figura 5.13).

Figura 5.13: Estratégia de procura (« elemento inicial na malha antiga; v ponto de procura
na malha nova; w elemento encontrado na malha antiga)

Segundo Devillers et al. [45], a estratégia de procura divide-se em trés tipos: (i) visibility
walk; (ii) straight walk; e (iii) orthogonal walk. Na presente Dissertagdo, as técnicas de
visibility walk e straight walk s@o implementadas. A sua escolha reflete-se na orientacao
do utilizador. Ambas, utilizam uma metodologia de procura com base na orientacao das
fronteiras dos elementos (5.19). Esta é definida através do determinante entre as

coordenadas dos nos da fronteira (t,u) e do ponto de procura (v):

(uzp —tz) (vz —ta)

5.19
(uy —ty) (vy —ty) ( )

orientacgao(t, u,v) =
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5.5.2.1 Vaisibility Walk

A técnica wvisibility walk (ver e.g. [45]-[47]) determina o elemento seguinte, 1, testando a

orientagao das suas fronteiras face ao ponto de procura ¢ (ver Figura 5.14).

Figura 5.14: Estratégia de procura de wvisibility walk (o elemento inicial na malha antiga;
g ponto de procura na malha nova; w elemento encontrado na malha antiga)

Aqui, o conceito de procura estocastica é introduzido [45], onde a ordem da fronteira
pertencente ao elemento nao é relevante. Além deste detalhe, ocorre uma verificacio de
elementos ja visitados, designando a técnica de procura como remembering stochastic walk
[45]. Além dos pressupostos base ilustrados em [45], a filosofia de implementacao adotada

é representada no algoritmo 3.

Algoritmo 3 Esquema remembering stochastic walk

1: Entrada: a e q > Elemento inicial de partida e ponto a procurar
2: Saida: w > Elemento que contém ponto ¢
3: elemento w < « > Fase de Inicializacao
4: elemento Y < w

5: booleano encontrado < falso

6: repetir

7 encontrado < verdadeiro

8: para cada fronteira i € ¥

9: [ < noéy € fronteira ¢ > Nos da fronteira em anélise
10: r < noby € fronteira 4
11: vizinho < elemento que atravessa fronteira i > Elemento seguinte
12: se Y # vizinho > Verificar se o elemento ja foi visitado
13: se oritentagao(l,r,q) <0 > Direcdo Errada
14: P —w > Atualizacdo de elementos
15: w + vizinho
16: encontrado < falso

17: sair
18: até encontrado < verdadeiro
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5.5.2.2  Straight Walk

A segunda estratégia de procura implementada designa-se por straight walk [45]. De um
modo geral, esta estratégia define um modo de procura com base na definicdo de um
segmento de reta zﬁ, que ligue um determinado ponto de partida (p € a) ao ponto de

chegada (¢ € w), conforme representando na Figura 5.15.

Figura 5.15: Estratégia de procura de straight walk (verde claro - inicializagao; verde escuro
- caminho de procura)

Esta estratégia de procura é composta por dois passos fundamentais: (i) inicializacao; e (ii)
caminho de procura. No passo de inicializagdo um dos vértices, p, do elemento de partida,
«, é selecionado e posteriormente é feito uma procura do elemento vizinho, 4, intersectado
pelo segmento de reta ﬁ Esta procura é feita com base na posicio dos vértices [ e r que
compd&em o elemento. Até ser encontrado, os vértices [ e r vao permutando entre si ao longo
dos elementos vizinhos de «. Posteriormente ao passo de inicializacdo, inicia-se o processo
de caminho de procura. Cada elemento é selecionado com base na orientacio das suas
fronteiras. Sempre que um elemento 7 é selecionado, os vértices [, r e s vao permutando de
forma a garantir que o elemento intersecta o segmento ﬁ O caminho de procura termina
quando a orientagdo definida por todas as fronteiras do elemento 7 ultrapassa o ponto de
chegada ¢q. Assim, o elemento a procurar w é o ultimo a ser visitado. Propde-se ao leitor

a consulta do algoritmo base proveniente desta estratégia de procura em [45].

5.5.2.3 Definicao do Elemento de Procura Inicial

A aplicacdo de estratégias de procura Walking Algorithms, pressupoe a identificagdo de
um elemento de partida para o inicio de procura. Este, habitualmente, pode ser escolhido
de forma arbitraria. O tempo de procura do elemento de chegada pode depender do local
onde este se encontra face ao elemento de partida escolhido. No entanto, esta definicao,

em regra, ndo compromete a eficiéncia de procura do algoritmo, mas sim a eficicia de
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localizacao do elemento. No caso da existéncia de zonas que apresentem descontinuidade
no dominio (cavidades, fissuras, etc), as estratégias de procura implementadas ndo exibem
robustez suficiente para avaliar o caminho que evite a passagem por zonas probleméticas
de procura (ver Figura 5.16). De facto, as versoes dos Walking Algorithms encontradas na

literatura nao garantem a convergéncia do método para dominios ndo convexos.

Figura 5.16: Zona problematicas de procura (impossibilidade de proseguir o caminho -
« elemento inicial na malha antiga; ¢ ponto de procura na malha nova; w elemento a
encontrar na malha antiga): (a) visibility walk; (b) straight walk

Este problema nao pode ser considerado despiciente no atual contexto. De modo a colmatar
esta limitacdo, propde-se uma procura otimizada do elemento de partida. Para tal, define-
se um domfinio convexo de procura que garanta a inexisténcia de descontinuidades ao longo
do caminho a percorrer entre o elemento de partida a e o elemento de chegada w (ver Figura

5.17). Qualquer elemento pertencente a este dominio, deve satisfazer a premissa enunciada.

Figura 5.17: Elementos de procura iniciais o com inexisténcia de descontinuidades

A estratégia adotada passa pela delimitagio de zonas problematicas através da
implementagao de uma &arvore binaria construida para o efeito [48, pp. 221-286] (ver
Figura 5.18). Esta tradicionalmente, ¢ construida através de pontos, onde cada um
contém apontadores & esquerda e & direita. O ponto de partida, designado de root, é

colocado no topo da arvore. Cada apontador apresenta uma sub-arvore. Caso esta nao
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apresente correspondéncia com um dos seus apontadores, significa portanto que o ponto
apenas apresenta uma correspondéncia possivel. O processo recursivo de construcao
termina, quando todas as correspondéncias sdo introduzidas na arvore. A implementacao
deste tipo de estratégia permite obter diversas vantagens, nomeadamente: (i) relacionar a
informacao de forma estrutural; (ii) representacdo e construcgao hierdrquica flexivel; e (iii)

procura e construcdo de informagao de forma eficiente.

root

Ponto | sub-arvore
apontadores esquerda/direita

= NC

apontador sem
conrespondéncia

| y XF

\ /

Figura 5.18: Representagao estandardizada de uma arvore binéria

Tendo em consideracao os pressupostos apresentados, define-se aqui uma estrutura
hierarquica de fronteiras que delimitem zonas exteriores aos possiveis caminhos a
percorrer. A partir da definicdo desta estrutura, constréi-se uma &arvore bindria
especializada composta por fronteiras que garantam a existéncia de um dominio convexo.
Esta por sua vez, é construida de acordo com a posicao da normal exterior que
caracteriza cada fronteira. A medida que a arvore vai crescendo, verificam-se as posicoes
dos no6s a procurar face & fronteira atual em andalise. Quando um dos apontadores da
estrutura apresenta mudanca de direcdo, essa fronteira apresenta-se como fronteira de
partida, garantindo que os nés que se apresentem de um dos lados desta terdo um
caminho inexistente de descontinuidades. Desta forma, o elemento de partida serd o
constituinte da ultima fronteira antes da mudanca de direcdo. A arvore é concluida
quando a ultima fronteira ndo apresenta nenhuma correspondéncia adicional. E de notar,

que a ordem de construcdo segue a numeragao de criacdo das fronteiras existentes, nao

sendo conhecido a priori a arvore estrutural a desenvolver.

5.5.2.4 Mapeamento

\

Finalizada a procura do elemento pertencente a malha antiga, é possivel realizar o

mapeamento de deslocamentos (5.20) do né pertencente & malha nova (ver Figura 5.19).
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O processo de mapeamento realizado segue os mesmos pressupostos que a equagao (4.1a),
associando-se a cada né do elemento o seu peso, INV;, respetivo face & posicao que o novo
n6 ocupa no elemento encontrado. As fung¢des de forma, N;, seguem os principios do
MEF, podendo ser consultadas em [32, pp. 87-89].

3
Ady =Y Ni(z,y)Ady  (5.20)

i=1

Figura 5.19: Mapeamento de um novo né g



Capitulo 6
Aplicacoes Numéricas

6.1 Introducao

Neste Capitulo s3o apresentados trés exemplos numeéricos demonstrativos das
capacidades da formulacao numérica implementada com e sem refinamento adaptativo e
a subsequente andlise critica dos resultados obtidos. O primeiro problema consiste numa
viga fina retangular com inclusao de entalhe numa das suas faces, submetida a
deslocamentos pontuais de tracdo uniaxiais. Aqui, comparam-se as solu¢des obtidas com
as existentes em [21], de forma a analisar e validar os resultados, realizando um conjunto
de simulacdes que possibilitem aferir com maior rigor o desempenho da ferramenta
implementada. O segundo caso de andlise apresenta-se como sendo uma chapa fina
retangular com inclusdo de entalhe numa das suas faces, submetida a deslocamentos de
tragdo. Estes, sao aplicados em duas das suas faces rigidas. Os resultados aqui obtidos
sao validados face as solugOes existentes em [38]. Ao contrario do primeiro caso de
estudo, a exemplificacdo deste modelo, permite aferir de um modo expedito a
sensibilidade da formulacao numérica face & imposicao de deslocamentos em angulos
diversos. Por ultimo, sugere-se a modelagdo de um terceiro exemplo. Este consiste
igualmente numa chapa fina retangular com inclusao de entalhes em ambas as faces
laterais, submetida a deslocamentos de corte nas restantes faces rigidas. Os resultados
aqui obtidos validam a capacidade da ferramenta de identificar zonas locais distintas
propicias & propagacao de fratura. Todos os calculos foram efetuados num computador
de uso pessoal. Este, é constituido por um microprocessador Intel Core i5-2520M; sendo
o modelo caracterizado por uma velocidade de relogio de 2.50GHz. A méquina possui
ainda uma memoria de 8.00Gb. O ambiente utilizado é suportado pelo sistema operativo

Linux Ubuntu 14.04.3 LTS, instalado numa méquina virtual

99
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Considera-se que daqui em diante, a utilizagdo de uma nomenclatura particular em relacdo
a estrutura e nivel de refinamento da malha de elementos finitos, com z € {0,1,2,3} e
y € {0.25,0.1,0.05,0.025}, respetivamente. Assim:

Mx malha estruturada, simétrica, com caminho de propagacao pré-estabelecido
MxNE malha nao estruturada, sem caminho de propagacao pré-estabelecido
MxNE O aplicacao isolada da estratégia de orientagdo de elementos

MxNE Ry aplicacao isolada da estratégia de refinamento h

MxNE ROy aplicacao conjunta das estratégias de refinamento

6.2 Exemplo 1

Neste primeiro exemplo considera-se uma viga retangular fina (ver Figura 6.1). Esta ¢
constituida por material elastico, com moédulo de Young E = 1.06 e coeficiente de Poisson
v = 0.27. A energia critica de propagacdo é Ge = 0.0001. Esta, contém a inclusdo de um
entalhe de a = 1, ilustrando a existéncia de uma fenda inicial. O tamanho da viga é L =6
e b = 0.5 de metade de altura. A viga encontra-se tracionada em dois dos seus vértices.
De forma garantir a propagacao no plano de fratura, considera-se uma pressao exercida

em ambas as faces de o = 0.035.

uuTuu
T

u

Figura 6.1: Geometria e condicoes de fronteira. Dimensoes da viga: L = 6,b = 0.5
e tamanho de fenda inicial ¢« = 1. Incrementos de deslocamento: wu. Propriedades do
material: £ = 1.06, v = 0.27 e Gc = 0.0001

O estudo efetuado centra-se na anéalise do problema: (1) sem aplicagdo de refinamento

adaptativo; e (2) com aplica¢ao de refinamento adaptativo:

1. comparam-se os resultados com os disponiveis em |21]|. Para tal, modela-se a viga
retangular fina (ver Figura 6.1) através de seis malhas distintas. As primeiras trés
(de acordo com Pandolfi e Ortiz [21]) apresentam a particularidade de serem malhas
estruturadas, simétricas com orientacdo de caminho de propagagao pré-estabelecido,

i.e., os elementos apresentam uma orientacao de acordo com a propagagao expectavel
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de fratura. As restantes, sdo malhas nao estruturadas, sem orientacdo de caminho
de propagacdo pré-estabelecido. Através destas, demonstra-se a dependéncia clara

de propagacao de fratura tendo em consideracao a configuragdo original de malha;

2. ilustra-se a estratégia implementada de refinamento adaptativo ilustrada na Figura
5.2. Modela-se o exemplo através de uma malha nao estruturada, sem orientacao de
caminho de propagagdo pré-estabelecido. Analisa-se a eficiéncia da ferramenta
desenvolvida face aos resultados previamente obtidos no ponto 1, salientando-se a
aplicabilidade individual e/ou conjunta das etapas de: (i) refinamento h e (ii)

reorientacao de elementos.

6.2.1 Analise de Propagacao de Fratura sem Aplicagao de Refinamento
Adaptativo

Demonstra-se a eficiéencia da formulacdo numérica sem aplicagdo de refinamento
adaptativo. Inicia-se a andlise através de trés malhas: (i) M1; (ii) M2; e (iii) M3,
estruturadas, simétricas (longitudinalmente) com orientagdo de caminho de propagacgio
pré-estabelecido, constituidas por elementos triangulares de 3-nés ao longo do seu

dominio (ver Figura 6.2), apresentando niveis de refinamento distintos (ver Tabela 6.1).

A,

Figura 6.2: Discretizacdo da viga retangular fina: (a) M1; (b) M2; (¢) M3
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Tabela 6.1: Analise da viga retangular fina: caracteristicas das malhas estruturadas

NGL
Malha Tipos de Elementos h Namero de Elementos
Global  Local
M1 0.1 1200 7190 6880
M2 linear 0.05 4800 28794 28160
M3 0.025 19200 115194 113920

A analise efetuada considera um total de dez incrementos de deslocamentos, NIncr=10,
cada um de valor u = 0.1. A medida que o processo incremental evolui, regista-se a
propagacao de fratura ocorrida. Para efeitos de validacao, os resultados aqui obtidos sao
comparados com os existentes em [21], tendo em consideracdo a malha de elementos
finitos com o nivel de refinamento superior. Os autores referenciados, recorrem &
estratégia de eliminacao de elementos [31, pp. 331] tendo como propésito a propagagao
de fenda ao longo do dominio considerado, através da imposicao de um ntmero elevado
(ndo referenciado) de incrementos de deslocamento. De facto, a curva de comparagao é
obtida através da aplicacao de um meétodo explicito, necessitando invariavelmente de um
numero substancialmente elevado de passos. Salienta-se ainda, que os resultados obtidos
pelos autores citados sao referentes a elementos quadraticos (elemento triangular de
6-nos), traduzindo-se expectavelmente em resultados de maior precisdo. A Figura 6.3
ilustra a evolucdo de fenda para as trés malhas testadas, tendo em consideracao o niimero

de incrementos de deslocamento e as caracteristicas base do exemplo.

[21] M1 M2 M3

Posicédo da Ponta da Fenda

O | | | | |
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

Deslocamento Imposto

Figura 6.3: Propagacao de fenda em malhas estruturadas tendo em consideragao diferentes
niveis de refinamento. Comparagao direta de resultados com os existentes em bibliografia
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Os resultados obtidos (ver Figura 6.3), aproximam-se satisfatoriamente dos existentes em
[21]. As trés curvas de propagacdo obtidas, seguem a mesma trajetéria de evolugao,
iniciando-se o aparecimento de fenda praticamente no mesmo instante de imposicao de
deslocamento existente na curva de comparacao. Note-se que & medida que o nivel de
refinamento aumenta, as curvas tendem a seguir um comportamento suave, ndo existindo
praticamente oscilagoes durante a fase de propagacao. Salienta-se o facto dos resultados
obtidos neste trabalho corresponderem & discretizacao do dominio através de elementos
triangulares de 3-n6s. Ainda, ao contrario do que acontece com a curva de comparacao
onde existe a necessidade de um numero elevado de incrementos, aqui constata-se que,
sendo este um método implicito, com um ntmero reduzido de incrementos obtém-se
aproximadamente a mesma trajetéria de propagacdo. Ao longo do processo incremental,

destaca-se em cada incremento a energia dissipada em relacdo & energia elastica total

disponivel, conforme se ilustra na Figura 6.4.

Hm Energia Dissipada -= Balango Energético Hm Energia Dissipada -= Balango Energético
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(c)
Figura 6.4: Curvas de balanco energético: (a) M1; (b) M2; (¢) M3

Note-se, em regra, a tendéncia decrescente da energia de dissipagdo existente nas trés
malhas analisadas. A medida que o nivel de refinamento aumenta, constata-se que a energia

de dissipagdo tende a diminuir gradualmente, sem ocorréncia de oscilagdes significativas,
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tornando-se evidente a aproximacao da curva de energia eldstica total & curva de balanco
energético. De facto, esta observagdao pode ser justificada pelo aumento da flexibilidade
da malha ao longo do processo incremental, i.e, & medida que os incrementos vao sendo
impostos, a malha tende a deformar-se mais devido ao consecutivo aumento de fenda. Por
outro lado, sendo este um processo iterativo, a anélise entre incrementos pode significar
oscilagoes com maior significado, ocorrendo uma maior ou menor propagacao de fenda

durante cada passo de incremento.

Tendo por base a informagao descrita, ilustra-se na Figura 6.5 a propagagao final de fratura
em cada malha analisada. Conforme expectavel, a trajetéria de propagacao apresenta-se

totalmente perpendicular face & direcdo dos deslocamentos impostos.

et

KA

Figura 6.5: Propagacao final de fratura: (a) M1; (b) M2; (¢) M3

Considerem-se agora trés novas malhas: (i) MONE; (ii) MINE; e (iii) M3NE, nao
estruturadas sem orientagao de caminho de propagacao pré-estabelecido, constituidas por
elementos triangulares de 3-nés ao longo do seu dominio (ver Figura 6.6). Das
caracteristicas descritas, destaca-se a nao orientagao de caminho de propagagao.
Refere-se ainda, a existéncia de um aumento de elementos e consequentemente de ntamero
de graus de liberdade entre malhas estruturadas (ver Tabela 6.1) e nao estruturadas (ver

Tabela 6.2) para o mesmo nivel de refinamento. Este aumento deve-se em medida a ndo
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estruturacao da malha e consequentemente & tentativa de aproximacao de todos os
elementos ao nivel de refinamento estipulado, por parte do gerador de malhas
triangulares convencional. No entanto, a comparacao de resultados entre malhas continua
a considerar-se valida, uma vez, que o aumento de elementos favorece a qualidade dos

resultados obtidos.

(c)

Figura 6.6: Discretizacao da viga retangular fina: (a) MONE; (b) MINE; (¢c) M3NE

Tabela 6.2: Andlise da viga retangular fina: caracteristicas das malhas nao estruturadas

NGL
Malha Tipos de Elementos h Ntmero de Elementos
Global  Local
MONE 0.25 184 1094 988
MINE linear 0.1 1550 9290 8980
M3NE 0.025 25380 152268 151000

Pretende-se agora comparar os resultados aqui obtidos, com os anteriormente
apresentados (ver Figura 6.3) tendo em consideracdo as diferencas implicitas na
construcao das malhas nao estruturadas analisadas, nomeadamente o nimero e a
orientacdo dos elementos constituintes. Tendo por base a informacao descrita, ilustra-se

na Figura 6.7 a propagacao final de fratura em cada malha analisada.
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Figura 6.7: Propagacao final de fratura: (a) MONE; (b) MINE; (c) M3NE

Os resultados nao apresentam exatamente o mesmo comportamento de propagacao
relativamente aos anteriores (ver Figura 6.5). Ao contrario das primeiras trés malhas
estruturadas com orientacoes de fratura pré-estabelecidas, onde a trajetdria apresenta-se
linear, o comportamento aqui obtido, representa em regra, oscilagoes assinaldveis. Mais, a
medida que o nivel de refinamento diminui, a divergéncia de resultados é mais acentuada,
ocorrendo até a separacio de elementos ao longo do dominio. E de destacar o
comportamento de propagagdo de fenda na malha MONE. Devido & dimensao e
orientacao dos seus elementos constituintes, a malha acaba por fraturar totalmente ao
terceiro incremento de deslocamento, ndao chegando a ocorrer uma propagacao semelhante
as restantes. Salienta-se ainda, a andlise de caminhos de propagacao distintos nas malhas
MONE e M1INE, provocando a separacao ou fraturacdo completa do modelo. Refere-se no
entanto, que para niveis de refinamento superiores (ver Figura 6.7c), a trajetoria global
de propagacdo de fenda apresenta uma maior linearidade, conforme seria expectével.
Deste modo, pode-se concluir que, apesar da existéncia de oscilagdoes durante a fase de
propagacdo de fenda, as malhas M1INE e M3NE, apresentam, em regra, uma trajetoria
final de propagacao de fratura consistente com os resultados expectaveis. As curvas de
propagacgado obtidas sdo ilustradas e comparadas na Figura 6.8. Efetivamente, a curva

MINE tende a oscilar ligeiramente face & malha estruturada M3 mais refinada (ver
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Figura 6.8a). No entanto, tendo em conta um panorama geral (ver Figura 6.8b), as
malhas analisadas tendem a convergir para o mesmo resultado final de propagacao de

fenda (a curva de propagagao da malha MONE nao é representada).

M3 —— MINE M3NE ——
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0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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Figura 6.8: Propagacao de fenda tendo em consideraciao diferentes tipologias de malha:
(a) malhas nao estruturadas com diferentes niveis de refinamento; (b) comparacao direta
de resultados com obtidos de malhas estruturadas e existentes em bibliografia
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De facto, estas observacoes podem ser corroboradas pela oscilacdo existente nas curvas de
balancgo energético, destacando-se em cada incremento a energia dissipada em relacao a
energia eldstica total disponivel conforme se ilustra na Figura 6.9. Esta constatagao de
oscilacoes ao longo dos diversos incrementos de deslocamento, deve-se em grande medida &
necessidade de um maior gasto energético na transposicao de fronteiras inter-elementares
de elementos mal orientados face a real trajetoria de propagacao de fratura. Efetivamente,
esta transposicdo de elementos mal orientados traduz-se numa perda de propagagido de
fratura num determinado incremento, sendo possivelmente compensada aquando da sua
transposicdo. Tal fendémeno pode ser observado através de aumentos subitos de energia
dissipada. A medida que o nivel de refinamento diminui, maiores oscilacoes tendem a existir
ao longo do processo incremental. Em contrapartida, & medida que o nivel de refinamento
aumenta, mesmo considerando elementos mal orientados, a sua transposicao nao requer um
gasto energético assinaldvel, constatando-se uma tendéncia clara de decréscimo de energia

dissipada, tal como acontecia nas malhas com caminho de fratura pré-estabelecido.

mm Energia Dissipada -= Balango Energético mm Energia Dissipada -= Balango Energético
i — Energia Elastica Total

— Energia Elastica Total
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Figura 6.9: Curvas de balango energético: (a) MINE; (b) M3NE

Assim, pode-se afirmar que para malhas com niveis de refinamento elevados, mesmo
considerando elementos mal orientados, existe uma tendéncia de aproximacdo aos
resultados obtidos das malhas estruturadas. No entanto a ocorréncia de oscilagoes
(altimo incremento ilustrado na Figura 6.9b) pode fazer-se sentir, caso os elementos
estejam mal orientados em determinado incremento de deslocamento. Desta forma,
verifica-se que caso o refinamento seja baixo e/ou os elementos apresentem uma
orientacdo incorreta, maiores oscilagbes ao longo do processo irdo ser sentidas. Em suma,
este fenémeno pode ser observado através da construcdo de um gréfico
Forca-Deslocamento (ver Figura 6.10), onde se representa a forga méxima atingida ao
longo de toda a propagacdo de fenda, denominada de forca de pico. A excecdo das
anélises anteriores onde a malha MONE foi analisada tendo em conta v = 0.1, aqui
considera-se necessirio representar esta mesma malha com deslocamento u = 0.05 como

pardmetro de comparagdo na anélise a ser efetuada na secgdo 6.2.2.
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M1 + M2 M3 *— MONE —&— M1INE M3NE —e—
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Figura 6.10: Curva Forga-Deslocamento referente a cada malha estruturada e nao
estruturada analisada

Tabela 6.3: Erro associado & forca de pico de referéncia

M3 M3SNE M2 M1 MINE MONE

Forca de Pico x1072 | 1.19  1.22  1.26 1.38 1.75 2.99
Erro 7 0.00 1.95 542 1347 32.02 60.08

Observe-se os resultados ilustrados na Tabela 6.3, considerando a forca de pico da malha M3
como valor de referéncia. Para niveis de refinamento consideravelmente elevados (curvas
M2, M3 e M3NE), as forcas de pico sdo praticamente as mesma, significando isto que as
curvas de Forca-Deslocamento apresentam aproximadamente o mesmo comportamento. No
entanto, a diminuigao por si s6 do nivel de refinamento (curva M1), mantendo a orientagao
do caminho de propagacao de fratura, altera consideravelmente a forca de pico observada,
existindo um erro de aproximadamente 13.477. Aliado a esta diminuicao, a nao orientacao
de elementos (curva MINE e MONE) traduz-se num erro muito superior, chegando atingir

na malha MONE um valor de aproximadamente 60.08.

Do ponto de vista de dimensionamento, esta divergéncia de valores observada traduz-se
num erro bastante consideravel. De um modo geral, a diferenciagdo de malhas tendo em
conta apenas o nivel de refinamento, assinala uma melhoria significativa nos resultados,
conforme se constata pela malha M3NE. A orientagdo incorreta de elementos

apresenta-se como fator importante no afastamento entre curvas. Assim, constata-se que
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a conjugacao destes dois fatores mencionados, impossibilita a analise do problema. Desta
forma, pretende-se que através da aplicacao do refinamento adaptativo local a malha
MONE, seja possivel obter resultados semelhantes aos das restantes malhas, aproximando
as curvas de propagacio, sem que exista a necessidade de se considerar um refinamento

elevado em todo o dominio da malha.

6.2.2 Formulagao Numérica com Refinamento Adaptativo

Conforme referido, pretende-se demonstrar com este primeiro exemplo a eficiéncia da
formulacao numérica com a aplicacdo do refinamento adaptativo. Para tal, considere-se a
malha mais grosseira MONE como malha base. Nesta, propoe-se a seguinte ordem de
trabalhos: (1) aplicacdo isolada de refinamento h; (2) aplicacao isolada de reorientagao de
elementos; (3) aplicacdo conjunta. Na secgdo 6.2.3 comparam-se todos os resultados
obtidos tendo em conta as diferentes estratégias adotadas. Note-se que nas andlises
subsequentes apenas se ilustra o caminho total de propagagdo de fenda de modo a nao
sobrecarregar o documento. Por dltimo, salienta-se que nas andlises que se seguem,
reduziu-se para metade o passo de carga de modo a permitir uma aplicagdo mais efetiva

das técnicas adaptativas de refinamento de malha preconizadas.

6.2.2.1 Definicao da Zona Critica

Todas as aplicagoes sao executadas tendo em conta um determinado parametro energético
elementar, p. = 7 x 107°, sendo este um valor estimado empiricamente. Note-se que o
parametro identificado pode variar dependendo da abrangéncia que o utilizador pretende
para determinada aplicacdo. A Figura 6.11 ilustra a primeira zona critica identificada em
todas as aplicacoes. Nesta, constata-se uma definicdo de zonas especificas de anélise, sendo
os elementos de cor vermelha indicadores dos elementos criticos inicialmente definidos. A
regido é expandida até perfazer uma area previsivel de possivel propagacao de fratura. Esta
vai evoluindo & medida que os incrementos de deslocamentos vao sendo impostos. Todos

os elementos de cor azul escuro nao pertencem & zona local de anélise.

Figura 6.11: Zona critica inicial u =0
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6.2.2.2 Propagacao Total de Fenda Considerando Diferentes Aplicacoes

Seguindo a ordem de trabalhos definida anteriormente, ilustram-se os resultados de
propagacdo de fratura obtidos. Em cada aplicagdo, ilustram-se as zonas criticas
referentes a quatro passos de deslocamentos u impostos (0.25; 0.5; 0.75; 1.00) e

propagacao final de fenda.

1. Aplicacdo isolada da estratégia de refinamento h. Através desta pretende-se obter o
mesmo nivel de refinamento existente nas malhas MINE e M3NE. Para tal, define-se

o parametro py,' com os seguintes valores: (i) 0.1; e (ii) 0.025, respetivamente.

0.25 0.50

NS 7SH
57

% ‘4
EINENAS S

s

(b)

Figura 6.12: Propagagdo final de fratura considerando isoladamente, diferentes niveis de
refinamento h na malha MONE: (a) pp, = 0.1; (b) pp = 0.025

! Parametro associado ao nivel de refinamento definido pelo utilizador (ver secgao 5.4.3)
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2. Aplicagao isolada da estratégia de orientacao de elementos. Através desta pretende-
se obter um caminho de propagacado de fenda de acordo com as tensdes de tragao
existentes. Estas sao representadas na Figura 6.13, ilustrando as orientagoes no
incremento onde ocorre a primeira divisdo de elementos. Salienta-se o modelo acaba
por fraturar totalmente antes do processo incremental terminar. De facto, e apesar

da existéncia de caminho, a fenda nao se propaga como seria expectéivel.

Tensoes Principais

tragdo -
compressdo —

Orientagdo e Divisdo

Figura 6.13: Aplicacdo isolada de orientagdo de elementos

Desde ja refere-se, que devido ao resultado de propagacio obtido para MONE O, esta
aplicagdo nao serd analisada com detalhe. No entanto, apresenta-se o seu resultado

como fator de comparacgao.
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3. Aplicagdo conjunta das estratégias de refinamento disponiveis. Através destas,
pretende-se melhorar os resultados obtidos no ponto 1 aplicando a orientagdo de
elementos apds refinamento h. Assim, a Figura 6.14a representa a propagacao de
fenda tendo em consideracao pp = 0.1 enquanto a Figura 6.14b ilustra a propagacao

de fratura considerando pp = 0.025.

0.25 0.50
& 7
L
0.75 1.00
- J

(b)

Figura 6.14: Propagacao final de fratura considerando a aplicacdo conjunta de ambas as
estratégias de refinamento na malha MONE: (a) p, = 0.1; (b) pp, = 0.025

Considerando apenas os dois casos de estudo analisados com sucesso (ponto 1 e 3),
constréi-se a Tabela 6.4. Nesta, representa-se o niimero médio de elementos constituintes
e NGL associados, relativamente & malha MONE adaptada. Aqui constata-se que
adaptacao morfolégica da malha, ndo penaliza em excesso o ntmero de elementos
constituintes, face as malhas originais para aquele nivel de refinamento adotado (ver

Tabela 6.2), verificando-se assim, um compromisso em termos de controlo de NGL.
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Tabela 6.4: Anélise da viga retangular fina: caracteristicas da malha MONE tendo em
conta diferentes estratégias de refinamento (valores médios tendo em conta o processo
incremental)

N1 de El t NGL (médi
Malha Tipos de Elementos  pp HIERe € RICIEITos (médio)

(meédio) Global Local
1
VONE R 0 340 2030 1825
- _ 0.025 678 4057 3703
linear 0.1 1524 9134 8699
MONE RO '
- 0.025 2885 17301 16549

6.2.3 Comparacgao de Resultados

Considerando as propagacoes finais de fratura ilustradas anteriormente, sumarizam-se
aqui algumas conclusoes relevantes. A primeira observacao a ser feita, revela-se bastante
animadora. A excecdo da aplicacdo isolada da estratégia de orientacdo de elementos, o
aumento local do nivel de refinamento, por si s6, traduz a possibilidade de anéilise da
malha MONE, onde esta acabava por fraturar totalmente mesmo antes de atingir o
numero de incrementos total definido. De facto, a aplicagdo isolada da estratégia de
refinamento h revela em ambos os casos (p, = 0.1 e p, = 0.025), uma tendéncia de
propagacao de fratura perpendicular & dire¢ao dos deslocamentos impostos. Ainda assim,
constata-se alguma irregularidade de propagacao. FEsta é observada pelas oscilagoes
sentidas nas curvas de balanco de energia, conforme se ilustra na Figura 6.15, onde a
necessidade de gasto energético em transpor elementos mal orientados ¢ ainda notério.
Observa-se ainda a menor dissipacao de energia numa fase inicial considerando p, = 0.1

(ver Figura 6.15a), quando comparado com a malha MINE original (ver Figura 6.9a)

= Energia Dissipada -= Balango Energético = Energia Dissipada -= Balango Energético
- Energia Elastica Total - Energia Elastica Total
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Figura 6.15: Curvas de balanco energético: (a) MONE_RO0.1; (b) MONE_RO0.025



6.2 Exemplo 1 75

A aplicagdo isolada da estratégia de orientacao de elementos revela-se insuficiente.
Apesar da definicdo de um caminho perpendicular de fratura proveniente da aplicacao da
estratégia, a malha acaba por fraturar. Uma possivel justificagdo para a ocorréncia deste
fenémeno deve-se em certa medida a dimensdo ainda consideravel dos elementos, motivo
pelo qual, a fenda nado tende a propagar como seria expectdvel. No entanto, caso se
considere a aplicacdo conjunta de ambas as estratégias, o resultado final de propagacao
tende a melhorar satisfatoriamente. Em ambos os casos, verifica-se que a propagacao da
fenda tende a seguir uma trajetoria maioritariamente linear, ocorrendo um melhoramento

assinalavel na trajetoria de propagagdo devido & adicdo da estratégia de orientacdo de

elementos.
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Figura 6.16: Propagacao de fenda ao longo da malha MONE considerando aplicac¢ao isolada
e conjunta referente as estratégias de refinamento
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Figura 6.17: Balango energético: (a) MONE _ROO0.1; (b) MONE_R00.025
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Conforme expectavel, as curvas de balanco de energia (ver Figura 6.17) tendem
progressivamente a linearizar para niveis de refinamento mais elevados, devido a
orientagdo corrigida de elementos. Ainda assim, a curva de refinamento conjunto
considerando p;, = 0.1 ainda apresenta oscilacGes assinaldveis. Quando comparados os
melhores resultados obtidos (aplicacao conjunta das aplica¢oes de refinamento para
pr, = 0.025) com os das malhas M3, M3NE e [21] (ver Figura 6.18), constata-se que as
curvas de propagacao (ver Figura 6.18) tendem a apresentar, em regra, o mesmo
comportamento, muito embora, exista um ligeiro aumento de oscilacoes ao longo do

processo de fendilhagdo relativamente & curva de aplicacdo de conjunta MONE R0O0.025.

4 T
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35| M3NE ——
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Figura 6.18: Comparacgao final de propagagoes

Por ultimo, ilustra-se a curva For¢a-Deslocamento (ver Figura 6.19) final (relativa a malha
MONE_R00.025). Através desta observa-se uma reducao significativa face a forca de pico
obtida anteriormente (ver Figura 6.10) traduzindo-se agora num erro, relativamente a forga
de pico de referéncia (M3), de aproximadamente 38.807. De facto, a diminui¢do assinalavel
do valor resulta da estratégia delineada para defini¢ao de elementos criticos inicias (ver

seccao 5.4.2 equacao (5.4)).

Em suma, constata-se que os resultados obtidos, podem ser justificados pelas etapas de
refinamento adotadas. Nas aplicagbes analisadas verifica-se ao longo da propagacao de
fenda, uma perda de qualidade de orientacdo. De facto, o residuo de adaptacdo de malha
junto a fenda propagada revela-se um possivel problema a resolver. A adaptacao constante
da malha penaliza em excesso a qualidade inicial da mesma. A medida que a fenda se
propaga, as assimetrias vao sendo mais evidentes, provocando invariavelmente uma anélise

indesejada do problema.
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Figura 6.19: Comparacgao final de curvas Forca-Deslocamento

6.3 Exemplo 2

Neste segundo exemplo considera-se uma chapa fina retangular de L x 2b (ver Figura 6.20).
Esta é constituida por material elastico, com mddulo de Young F = 1.0 e coeficiente de
Poisson v = 0.2. A energia critica de propagacio é Gec = 0.01. Apresenta a inclusdo de um
entalhe de a = 1, ilustrando a existéncia de uma fenda inicial paralela relativamente a face
superior e inferior da chapa. A largura da chapa é L = 3 sendo metade da sua altura b = 1.
Esta contém nos seus topos duas placas rigidas de altura ¢ = 0.5, nas quais sao impostos os
deslocamentos u, cuja orientagdo é definida pelo angulo «. Estas placas apresentam grande
resisténcia (Ge — 00), inviabilizando o possivel aparecimento de fendas junto as zonas de
aplicacao dos deslocamentos. O estudo efetuado centra-se na analise do problema: (1) sem

aplicagao de refinamento adaptativo; e (2) com aplicagao de refinamento adaptativo:

1. modela-se a chapa retangular fina através de quatro malhas com niveis de
refinamento distintos.  Estas sdo malhas ndo estruturadas sem caminho de
propagacao pré-estabelecido. Sobre estas, impoem-se deslocamentos em diferentes
angulos a: (i) 90° ; (i) 45°; (iii )7°; e (iv) 0°, de modo aferir o comportamento de

propagagao de fratura;
2. através da malha com o nivel de refinamento inferior, analisa-se a eficiéncia da

ferramenta desenvolvida, face aos resultados obtidos no ponto 1.

Note-se, que o fator de maior relevincia neste estudo passa pela observacdo do caminho

de propagacao de fenda, tendo em conta a orientagdo dos deslocamentos impostos.
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Figura 6.20: Geometria e condicoes de fronteira

Em ambos os casos de analise, os resultados obtidos sao comparados com os existentes em
[38]. A anélise efetuada considera um passo de incremento de valor u = 0.025. Salienta-se
que o valor estipulado ndo corresponde a nenhuma referéncia em [38], sendo este um passo
de deslocamento sugerido. Note-se que o problema em anéalise mobiliza essencialmente o
modo de fratura I, quando o = 90°, modo II, quando o = 0°, ou uma combinagdo de

ambos, para angulos a intermédios (ver Figura 2.2).

6.3.1 Anailise de Propagacao de Fratura sem Aplicacao de Refinamento
Adaptativo

A andlise é realizada través de quatro malhas, constituidas por elementos triangulares
de 3-no6s: (i) MONE; (ii) MINE; (iii) M2NE; e (iv) M3NE. Estas malhas encontram-se
representadas na Figura 6.21, estando as suas caracteristicas (dimensées, numero total de

elementos e de graus de liberdade) sumarizadas na Tabela 6.5.

Tabela 6.5: Anélise da chapa retangular fina: caracteristicas das malhas

NGL
Malha Tipos de Elementos h Nuamero de Elementos
Global  Local
MONE 0.25 368 2060 2096
MINE ) 0.1 2312 13500 13592
linear
M2NE 0.05 9464 56026 56224

M3NE 0.025 37928 226054 226448
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Figura 6.21: Discretizacao da chapa retangular fina: (a) MONE; (b) MINE; (c) M2NE; (d)
M3NE

Finalmente, na Figura 6.22 ilustra-se a orientacao final de fenda para as quatro malhas
testadas, comparando os resultados obtidos com as zonas existentes em [38], analisando-
se fundamentalmente o angulo de propagacao da fratura . Tendo em consideragdo as
orientacbes obtidas face & aplicagdo de diferentes deslocamentos em diferentes dngulos,

pode se concluir:

e para a = 90°, a fenda propaga-se a partir da fenda ja existente ao longo do eixo
horizontal (ver Figura 6.22a). Contudo, a trajetéria de propagagdo da fenda
resultante da anélise MONE tende afastar-se da zona expectavel, observando-se uma

clara dependéncia de malha;

e para o = 45° a fenda propaga-se a partir da fenda ja existente, conferindo um
determinado intervalo 6 € [—15°;—30°]. Note-se um ligeiro afastamento da zona
definida em [38] (ver Figura 6.22b). Neste caso, os resultados de MONE tendem

a comportar-se de forma semelhante aos restante

. No entanto, constata-se que a

orientacdo de elementos nesta malha é favordvel a esta trajetéria de propagacao;
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e para a = 7°, a fenda propaga-se a partir da fenda ja existente, aumentando o valor
de 6 face ao ponto anterior. Aqui § € [—45°;—60°| (ver Figura 6.22c). Aqui, os

resultados de MONE tendem novamente a divergir;

e para o = 0°, a propagacdo de fenda apresenta uma orientagdo semelhante a 6 = 7°
(ver Figura 6.22d). No entanto em [38] os autores definem duas regides simétricas.
No entanto, é dito que a regido superior nao ocorre em modelacdes cléssicas de fenda,
sendo assumido pelos mesmos autores uma abertura de cariz duvidosa (problemas

de inter-penetracdo de elementos).

[38]:zz22: MONE—— MINE—— M2NE—— M3NE—— [38]::222: MONE—— MINE—— M2NE—— M3NE——
1.5 1.5
1.2 A 1.2
0.9 1 0.9 1
0.6 0.6
0.3 1 0.3
0.0 0.0
-0.3 -0.3
-0.6 -0.6 1
-0.9 -0.9
1.2 o0 12
St 7777 St
-1.0 -0.7 -04 -0.1 02 05 08 1.1 14 1.7 20 -1.0 -0.7 -04 -0.1 02 05 08 1.1 14 1.7 20
(a) (b)
[38]:z222: MONE—— MINE—— M2NE—— M3NE—— [38]:2222: MONE—— MINE—— M2NE—— M3NE——
1.5 1.5
1.2 1.2
0.9 0.9
0.6 0.6 1
0.3 0.3
0.0 0.0
-0.3 -0.3
0.6 0.6
-0.9 -0.9
-1.2 4 ) " -1.2 4
ASt——T—TT—T T St
-1.0 -0.7 -04 -0.1 02 05 08 1.1 14 1.7 20 -1.0 -0.7 -04 -0.1 02 05 08 1.1 14 17 20
() (d)

Figura 6.22: Orientacao final de fratura tendo em consideracdo a aplicacao de
deslocamentos em diferentes angulos a: (a) 90°; (b) 45°%; (¢) 7°; (d) 0°
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Salienta-se ainda, que a propagacao da fenda ocorre de forma subita, i.e, observa-se um
comportamento muito fragil de propagacao tendo em conta os diferentes angulos de

deslocamentos impostos.

Em todas as anélises realizadas, constata-se que a diminuicdo do nivel de refinamento
(malha MONE) pode comprometer consideravelmente a orientacao de fenda desejada. No
entanto, caso as orientagoes dos elementos sejam favoraveis face ao deslocamento imposto,
a fenda pode ndo sofrer oscilagoes muito significativas, conforme se verifica na Figura
6.22b. Verifica-se ainda que caso o nivel de refinamento nao seja excessivamente grosseiro,
os resultados tendem a convergir, mesmo com algumas oscilagoes, para a mesma gama de

valores de 6.

Tendo em consideragao as orientacoes dos deslocamentos impostos e as caracteristicas base

do exemplo, ilustram-se na Figura 6.26 as propagacoes de fratura obtidas.
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Figura 6.26: Fratura ocorrida tendo em conta a: (a) 90°; (b) 45°;
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6.3.2 Formulacao Numérica com Refinamento Adaptativo

Pretende-se demonstrar com este segundo exemplo a minimizacdo de dependéncia de
malha face & aplicagdo das estratégias de refinamento adaptativo. Para tal, considera-se a
malha MONE como malha a analisar. Nesta, aplica-se de forma conjunta as estratégias de
refinamento, adotando-se um valor de p, = 0.025, aproximando o nivel de refinamento
local da malha MONE ao refinamento definido na malha M3NE. Justifica-se a escolha de
aplicacdo conjunta das estratégias de refinamento, com base nos resultados obtidos no

primeiro exemplo analisado.

Todas as analises sao executadas tendo em conta o mesmo parametro energético elementar,
pe =5 x 107°. A Figura 6.27 ilustra a orientacdo final de fenda considerando os diferentes
angulos de aplicacao de deslocamentos. Note-se que os resultados ilustrados comparam as
trajetérias de propagacdo aqui obtidas com as curvas provenientes da malha MONE sem
adaptacao e zonas existentes em [38]. Tendo em consideragao os resultados finais, pode se

concluir:

e para o = 90°, a fenda MONE RO apresenta um comportamento bastante mais
horizontal face ao resultado inicialmente obtido na malha MONE original,
aproximando-se satisfatoriamente dos resultados de maior relevancia (ver Figura
6.27a). No entanto, verifica-se uma perda de orientacdo em determinado momento

de propagacao;

e para a = 45°, a fenda MONE RO ilustra um comportamento similar & curva M3NE,
ocorrendo um melhoramento assinaldvel face a curva original MONE (ver Figura
6.27b). Ainda assim, o caminho de propagagao tende a divergir ligeiramente da zona
definida em [38]. Em todo o caso, a fenda tende afastar-se no final do caminho de

propagacao;

e para o = 7°, a fenda MONE RO enquadra-se na zona definida em [38], ilustrando
um comportamento aproximado ao da curva M3NE (ver Figura 6.27¢). O resultado
obtido é elucidativo da melhoria ocorrida em termos de comportamento de
propagacao face & curva original MONE. Observa-se no entanto, um comportamento

divergente em certo momento de propagacao;

e para a = 0°, a fenda MONE RO apresenta um comportamento bastante aproximado
da curva M3NE (ver Figura 6.27d) enquadrando-se dentro da zona definida em [38].
Verifica-se, novamente um comportamento divergente ao longo do caminho de

propagacao.
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[38]:z222: MONE—— MONE RO----- M3NE—— [38]:z222: MONE—— MONE RO----- M3NE——

1.5 1.5

1.2 1 1.2

0.9 1 0.9

0.6 0.6

0.3 0.3

0.0 1 0.0 1

0.3 - 0.3 -

-0.6 - 0.6 -

0.9 - 0.9 -

-1.2 b -1.24

ASt————T——T—— 7T St

-1.0 07 04 -0.1 02 05 08 11 14 1.7 20 -1.0 -0.7 04 0.1 02 05 08 11 14 17 20
(a) (b)
[38]:z222: MONE—— MONE RO----- M3NE—— [38]:zzz2: MONE—— MONE RO----- M3NE——

1.5 1.5

1.2 1 1.2

0.9 - 0.9 1

0.6 0.6

0.3 0.3 1

0.0 1 0.0 1

0.3 1 -0.3 -

-0.6 -0.6

-0.9 -0.9 1

12 : 12
St St

-1.0 -0.7 04 01 02 05 08 1.1 14 17 20 -1.0 -0.7 04 0.1 02 05 08 LI 14 1.7 20

(c) (d)

Figura 6.27: Orientacdo final de fratura tendo em consideracdo a aplicacao de
deslocamentos em diferentes angulos a: (a) 90°; (b) 45°%; (¢) 7°; (d) 0°

Em todos os casos ilustrados, observa-se uma melhoria significativa relativamente aos
resultados obtidos através da aplicagdo da formulacdo numérica sem refinamento
adaptativo considerando a curva associada & malha MONE original. No entanto, as
curvas MONE RO, em todos os angulos analisados, apresentam uma discrepancia ao
longo do caminho de propagagao relativamente as curvas de referéncia. Conforme referido
anteriormente, a propagacao de fenda ocorre de forma subita, levando & fratura completa
do modelo. Esta discrepancia, pode ser justificada em parte pela dificuldade de definicao

de zonas criticas locais que consigam abranger todo o caminho de propagagdo de fenda
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em determinado incremento de deslocamento. Note-se no entanto, que a identificacao da
zona de fratura nunca é posta em causa. A Figura 6.28a ilustra a ultima zona critica
definida considerando o = 90°. Na Figura 6.28b observa-se a propagacao final de fenda

ocorrida ap0s a etapa conjunta de refinamento.

(a) (b)

Figura 6.28: Propagacao além da zona critica definida: (a) zona critica; (b) refinamento
e propagacao de fenda considerando a zona critica definida

Através da andlise destas duas figuras, constata-se que a propagacao de fenda ocorre para
além da zona definida, impossibilitando o controlo total sobre a mesma. Sempre que
ocorre uma propagacao que leve a fratura total do modelo, o estudo do problema através
de zona locais pode ficar comprometido. Caso tal fen6meno ocorra, a fenda propagar-se-a
de acordo com o nivel de refinamento original da malha, aumentando consideravelmente a

sua dependéncia de propagacao.

Uma possivel solugao seria aumentar o valor do parametro p. de modo a expandir a zona
local a analisar, na tentativa de abranger a zona de propagagao previsivel. No entanto,
esta expansdo consideravel de zona local deixaria de fazer sentido em situacdes onde o
aumento significaria uma andlise total do dominio do modelo. Tendo em consideragado as
orientacoes dos deslocamentos impostos e as caracteristicas base do exemplo, ilustram-se

na Figura 6.29 as propagacoes finais obtidas.
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(c) (d)

Figura 6.29: Propagacdo de fenda através da aplicacdo conjunta das estratégias de
refinamento sobre a malha MONE, considerando a: (a) 90°; (b) 45°; (c¢) 7°; (d) 0°
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6.4 Exemplo 3

Neste terceiro e ultimo exemplo considera-se uma chapa fina quadrada representada na
Figura 6.30a. Esta é constituida por material eldstico, com modulo de Young FF = 1.0 e
coeficiente de Poisson v = 0.2. A energia critica de propagacdo ¢ Gec¢ = 0.0001. Ao
contrario do exemplo 2, a chapa apresenta a inclusdo de entalhes em ambas as faces
laterais, ilustrando a existéncia de duas fendas iniciais. Esta chapa encontra-se submetida
a deslocamentos horizontais opostos © = 0.1 nos topos. As dimensoes da chapa sdo L = 3
e a = 1. Tal como no exemplo anterior, aqui utilizam-se igualmente duas placas rigidas de
altura b = 0.5 na base e no topo da chapa. Estas apresentam um Ge¢ — oo, inviabilizando
o possivel aparecimento de fendas junto as zonas de aplicacdo de deslocamentos.

u
e

b Ge —> o
L3
L/3 a
L3 a

b Ge —> o

S>>
u

L
(a) (b)

Figura 6.30: Chapa fina quadrada: (a) geometria e condi¢oes de fronteira; (b) discretizagio
do problema

Tabela 6.6: Analise da chapa quadrada fina: caracteristica da malha

NGL
Global Local

MONE linear 0.25 496 2828 2832

Malha Tipos de Elementos A  Numero de Elementos
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6.4.1 Importancia da Analise Efetuada

Realizando um paralelismo entre este exemplo com os anteriormente apresentados, verifica-
se uma diferenca em termos de analise do problema. Este ndo apresenta unicamente uma

zona elucidativa (dois entalhes) de propagacao de fenda.

De facto, os dois exemplos anteriormente analisados, centram o estudo numa determinada
zona local definida. As fendas introduzidas em cada modelo, evidenciam um tunico local
de possivel propagacdo de fratura. No entanto, nenhum deles ilustra a capacidade da
formulagao em identificar zonas distintas de andlise, sendo esta preconizada, ou nao, por
um determinado entalhe. Note-se, que a principal vantagem da andlise de refinamento
local adaptativo, deve-se em grande medida & capacidade de identificar zonas distintas
de propagacao de fratura. Assim, através da anéalise do presente problema, pretende-se
demonstrar a capacidade de identificacdo e de refinamento em zonas diferentes de anélise,

observando-se a partida a definicao de zonas criticas distintas.

6.4.2 Analise do Problema

Tendo em conta o objetivo de analise identificado, modela-se a chapa ilustrada na Figura
6.30a através da malha MONE (ver Figura 6.30b e Tabela 6.6). Para tal, recorre-se a
aplicacao direta e conjunta das estratégias de refinamento implementadas, definindo-se
pn = 0.1. Note-se que o nivel de refinamento nao apresenta nenhuma restricao de anélise,

sendo este considerado suficiente para o caso.

Uma vez mais, justifica-se a utilizagdo conjunta das estratégias de refinamento pelos
resultados anteriormente obtidos em ambos os exemplos analisados. FEsta é executada
tendo em conta, p. = 5 x 107°, sendo este um valor estimado que salvaguarde a zona de

propagacao de fenda entre futuras zonas criticas.

Tendo em conta o sentido e direcao dos deslocamentos horizontais impostos, é expectivel
que as fendas existentes no modelo tendam a convergir. No entanto, e tendo em conta a
imposicao de deslocamentos, a fenda devera verificar um comportamento bastante fragil,

tal como se observou no exemplo anterior.

6.4.3 Propagacao de Fenda

Apos aplicagio das estratégias conjuntas de refinamento adaptativo, ilustram-se aqui os

resultados obtidos. Assim sendo, verifica-se:
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1. Numa primeira fase, identifica-se claramente, duas zonas criticas bem definidas (ver
Figura 6.31). Os elementos de cor vermelha apresentam-se como elementos criticos
inicialmente identificados, sendo a zona expandida até perfazer uma regido
suficientemente abrangente (tendo em consideracdo o parametro p. definido).
Note-se que as zonas criticas identificadas nao se sobrepdem, evidenciando anélises

independentes do problema;

Figura 6.31: Definicao de duas zonas criticas distintas

2. Apos a definicdo das zonas, ocorre o refinamento conjunto (ver Figura 6.32).
Constata-se uma tendéncia de unificar ambas as zonas, de modo a compreender um
determinado caminho entre regides. Este efeito de convergéncia, é evidenciado pela

introducao da estratégia de orientacao de elementos apods etapa de refinamento h;

Figura 6.32: Aplicacao conjunta das estratégias de refinamento
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3. Por altimo, ocorre a propagacgao de fenda (ver Figura 6.33)). Tal como expectavel,
a fenda propaga-se entre entalhes existentes, verificando-se assim uma convergéncia
total. Note-se que a propagacao ocorrida é totalmente abrangida pelas zonas criticas
identificadas junto as fendas iniciais. Refere-se ainda o facto da propagacgao ocorrer

de forma muito fragil.

Figura 6.33: Propagacao de fenda entre entalhes existentes

Em suma, evidencia-se através de um exemplo simples de analise, a capacidade da
formulacdo em identificar claramente zonas distintas de anélise. Através desta
observagdo, € possivel afirmar que independentemente do ntimero de regides propicias a
propagacao de fenda, estas sao sempre identificadas, possibilitado aferir com maior rigor

a ocorréncia de fraturagdo ao longo do modelo em estudo.



Capitulo 7

Conclusoes e Desenvolvimentos

Futuros

7.1 Conclusoes

Neste trabalho desenvolveu-se, implementou-se e validou-se uma técnica de refinamento
adaptativo de malha aplicada a um modelo variacional de fratura, capaz de caracterizar

eficazmente o comportamento de propagagao de fratura em condigoes de elasticidade linear.

Em particular, considerou-se como principio variacional base a interpretagdo do problema
de propagacao de fenda como um problema de minimizacao energético global do sistema
mecanico. Para a sua resolugdo recorreu-se ao ADMM como algoritmo de resolugdo do

problema de minimizacao fundamental.

A validacao global da formulacdo implementada dividiu-se em duas etapas distintas: (1)
verificagdo do comportamento tendo em conta aplicagdo direta da formulagao; e (2)
desenvolvimento e validacdo do refinamento adaptativo proposto. Em particular,
consideraram-se os seguintes efeitos gerais de analise: (i) imposicdo de deslocamentos
nodais diversos; (ii) energias de propagacao diferenciadas; e (iii) zonas locais de anélise de
fratura distintas, conferindo & formulacao adaptabilidade a problemas de fratura

generalizados.

A eficdcia computacional da formulacao variacional implementada resultou da adocao de
hipoteses simplificativas permitindo: (i) reduzir o nimero de incrementos de deslocamentos
necessarios para atingir resultados precisos; (ii) anélise local de propagagao de fratura; e

(iii) adaptacao morfologica constante da malha ao longo do processo incremental definido.
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Os exemplos de aplicacdo apresentados no Capitulo 6, mostraram que a aplicacao direta
da formulacdo sem refinamento adaptativo tendo em conta niveis de refinamento
elevados, conduz a resultados semelhantes com os existentes em bibliografia. E ainda
possivel observar que para refinamentos reduzidos ocorre uma ligeira divergéncia e que a
introducdo isolada ou conjunta das etapas de refinamento adaptativo resultam em
hipéteses de andlise distintas, destacando-se, a estratégia conjunta como solucao mais
equilibrada. No entanto e, considerando a utilizagdo de elementos lineares, os resultados
obtidos sobre-estimaram o inicialmente expectdvel. Salienta-se ainda, a dificuldade
existente em conseguir definir zonas criticas abrangentes de fratura, sendo esta

responsével pelo processo de adaptagao de malha constante.

Em particular, os exemplos apresentados permitiram extrair as seguintes conclusoes:

e O primeiro exemplo abordou anélise global de um problema tipico de fratura,
através da imposicdo pontual de deslocamentos numa viga retangular fina com
inclusio de um entalhe de tamanho unitario. Mostrou-se que para malhas
estruturadas, simétricas e com caminho de propagagdao pré-estabelecido, os
resultados tenderiam a convergir para a curva de comparagdo aplicando
diretamente a formulacao numérica sem refinamento adaptativo, destacando-se aqui
o nimero reduzido de incrementos necessarios para obtencdo de resultados
convergentes. De modo a verificar a dependéncia de malha, analisaram-se trés
malhas ndo estruturadas, sem caminho de propagagdo pré-estabelecido. Atraveés
destas, conclui-se que para niveis de refinamento reduzidos e/ou elementos mal
orientados com dimensao elevada, a propagacao de fratura estaria condicionada, de
tal modo, que impossibilitaria a analise do problema. Em contrapartida, a
consideracao de refinamentos mais elevados tenderia por si s6 a aproximar as curvas
de propagacao. Deste modo, pretendeu-se analisar a malha com refinamento mais
grosseiro aplicando as estratégias de refinamento adaptativo. Aqui, conclui-se que
dependendo do tipo de aplicagdo (isolada ou conjunta) os resultados tenderiam a
divergir ou a convergir, constatando-se que a aplicagdo conjunta das estratégias
desenvolvidas (refinamento h e orientacao de elementos) mostrava-se como melhor
solucao de aproximacao. Para além desta constatacdo, a observacao de maior
relevancia traduziu-se na possibilidade de analisar e obter resultados através de
uma malha que & partida mostrava-se incompativel com o problema. No entanto,
verificou-se também que a adaptacao morfolégica constante da malha tenderia

progressivamente a deteriorar a qualidade da propagacao de fenda ao longo da viga.

e No segundo exemplo estudou-se a precisao da formulagdo em responder a
deslocamentos impostos em é&ngulos diversos, aplicados a duas placas rigidas

colocadas nas extremidades de uma chapa retangular fina com inclusdo de um



7.2 Desenvolvimentos Futuros 93

entalhe de tamanho unitario. Verificou-se que a aplicacao direta da formulagdo sem
refinamento adaptativo resultou numa aproximacao bastante satisfatéria face aos
resultados existentes em bibliografia. Ainda assim, os resultados que traduziram
melhor aproximacao corresponderam as malhas com refinamentos mais elevados.
Deste modo, pretendeu-se aplicar a estratégia conjunta de refinamento adaptativo
de modo a melhorar os resultados referentes & malha com refinamento mais
grosseiro. Ao contrario do primeiro problema, onde a fratura ocorria de forma
gradual, aqui a propagacao de fenda ocorria de forma bastante fragil. Apesar da
aplicacao conjunta das estratégias de refinamento, a dificuldade de definir uma zona
critica, devido as limitacoes anteriormente mencionadas, impossibilitaram que a
fenda apenas se propagasse dentro da zona local definida. Ainda assim, os
resultados obtidos traduziram-se, em regra, a propagacoes bastante mais

aproximadas das curvas de maior relevancia.

e O terceiro e 1iltimo exemplo foi apresentado como sugestdo de estudo. Este serviu
para validar a capacidade da formulacdo em identificar zonas distintas propicias de
fratura. De facto, o exemplo ilustrado possibilitou verificar a identificacdo de duas
zonas de andlise, refinando-as isoladamente através da aplicacdo conjunta das
estratégias de refinamento. Assim, validou-se a sua aplicabilidade em exemplos com

fraturas iniciais diversas.

Salienta-se ainda, que a estratégia idealizada de orientagdo nao se apresenta como melhor
solucgdo, i.e, a orientacdo tal como estd idealizada, através de divisdes de elementos, perfaz
um aumento significativo de elementos com AR mal condicionado, provocando uma maior
assimetria da malha ao longo do processo incremental. A orientagio deve ser realizada sim,
visto melhorar significativamente a propagacao, mas nao, de modo a aumentar o nimero
de NGL ao longo dos incrementos. Deste modo, o processo deverd corresponder a um
refinamento e reorientacdo de elementos através de um processo de realocacao de fronteiras
inter-elementares. Observa-se ainda, que & exce¢do do modo de 3 divisbes, os restantes
modos tendem a fragilizar bastante a tentativa de manter uma simetria consideravel da

malha ao longo do processo incremental.

7.2 Desenvolvimentos Futuros

O trabalho realizado constitui apenas um passo no sentido do desenvolvimento e
implementacdo de um modelo variacional de fratura para efetuar analises elésticas
lineares de propagacao de fendas. Em suma, os principais desenvolvimentos futuros sao

apresentados de seguida.
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Em primeiro lugar, a ferramenta desenvolvida, deverd ser melhorada de modo a facilitar
os processos de introdugao de dados e tratamento de resultados, e.g. através do
desenvolvimento de um interface grafico. A arquitetura do programa deverd também ser
revista, com o objetivo de permitir a implementacao futura de novas funcionalidades. Em

particular, sugerem-se as seguintes atualizagoes tendo em conta o estado atual:

1. Implementacao de topologias diversas de elementos finitos além do elemento finito

tradicional de 3-nés, e.g. elemento finito tradicional de 6-nos;

2. Desenvolvimento de novos modos de divisdo hierdrquica, possibilitando uma maior

diversidade de situagoes de analise;

3. Melhoramento da zona de refinamento junto a fenda.

Relativamente ao desenvolvimento de novas capacidades de andlise de propagacao de

fratura, sugere-se:

1. A remodelacao das estratégias de refinamento adaptativo desenvolvidas, através da
utilizacao de conceitos simples e diretos de andlise, definindo a seguinte a ordem de
trabalhos:

(a) Em primeiro lugar, a zona critica local é definida através da obtencao dos
deslocamentos provenientes do calculo da equacao fundamental do MEF. O
processo iterativo ADMM na fase de propagagdo elastica deixa de ser
efetuado, passando o calculo do multiplicador Lagrangeano a ser estimado com
base nas forcas de ligacdo entre fronteiras inter-elementares. A partir do
conhecimento dos deslocamentos e do multiplicador Lagrangeno define-se a

zona local de analise.

(b) Em segundo lugar, as restantes zonas constituintes do modelo deixam de
conter descontinuidades, i.e, ocorre a exclusdo de fronteiras inter-elementares
deixando se ser possivel a propagacao fora da zona critica. Esta exclusao de
zonas traduz-se numa analise puramente elastica conforme o MEF, permitindo
reduzir substancialmente o ntmero de graus de liberdade em anélise,
prevendo-se portanto uma melhoria significativa do desempenho da

formulagao.

(c) Sobre a zona critica definida, aplica-se o gerador de malhas triangulares
Dalaunay definindo de forma direta o nivel de refinamento desejado. Desta

forma deixa de ser aplicado o processo recursivo de divisoes atual.
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(d) Posteriormente, ocorre a orientacdo de elementos tendo em conta o
pressuposto de realocacao de fronteiras inter-elementares, deixando de ser

necessaria a divisao sisteméatica de elementos.

(e) Por ultimo, apo6s a propagagdo de fenda, aplica-se o refinamento inverso

conforme se encontra implementado.

2. Utilizacao de elementos tipo XFEM na atual formulacdo. Esta abordagem modeliza
as fendas enriquecendo alguns nés da malha de elementos finitos tradicionais com
funcées descontinuas. E uma ferramenta poderosa na descricio do fenémeno da
fratura permitindo poupar esforcos computacionais, ja que a simulagao das fendas é

independente da malha, evitando o refinamento sucessivo durante a sua propagacao.
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