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Este texto nao foi escrito respeitando o Novo Acordo Ortogréfico, pois
estd ao abrigo do perfodo de transicao em que as duas ortografias coexistem. O
Artigo 2.° da Resolugado da Assembleia da Repiblica n.? 35/2008, publicada no
Didrio da Repiblica, 1.* série, n.° 145, de 29 de Julho de 2008, pp. 4802-4803,
prevé um prazo de seis anos para a transicao definitiva para a nova ortografia.
Assim, este perfodo, iniciado a 13 de Maio de 2009, para a entrada em vigor do
novo Acordo Ortogréfico, terminard em 2015.
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Resumo

Considere-se uma matriz de dados cujas linhas correspondem aos objectos
e as colunas correspondem as varidveis. A estas matrizes podemos associar-
-lhes matrizes diagonais de pesos, quer para os objectos, quer para as varidveis,
obtendo-se assim um trio de matrizes a que se dd o nome de estudo. Ao conjunto
de varios estudos, chama-se série de estudos.

Hoje em dia, existem vérias técnicas para o tratamento de séries de estudos na
Anslise Conjunta de Tabelas. A formulacao apresentada permite-nos fazer infe-
réncia sobre as séries de estudo, pois os resultados apresentados nesta dissertacao
podem ser aplicados as matrizes dos produtos de Hilbert-Schmidt, matrizes estas
muito importantes na primeira fase da metodologia Statis.

Os modelos que consideramos sao modelos que se baseiam na decomposicao
espectral das matrizes médias e que sao apresentados da seguinte forma

i=1 i=1
para matrizes com grau r > 1, onde E = % (E +E') com

vec (E) ~ N (0k2,021k2) ,

como podemos ver em [Salvador et al., 2012].

Para estudar tais modelos, iremos usar operadores do tipo vec, ver
[Salvador e Mexia, 2013]. Recorde-se que os operadores vec sao operadores que
quando aplicados a uma matriz, empilham sucessivamente as colunas dessa ma-
triz, ver [Harville, 1998] e [Schott, 1997]. Estes operadores do tipo vec s@ao ope-
radores que também fazem corresponder vectores a matrizes.

xXvii



xviil Resumo

Assim, para uma matriz simétrica A = [a;;] de ordem k, temos os operadores

_ o -
a"'T
s _vec(A) = : :
Ak
V2a15
i ﬁa(k—l)k i
T oan ] [ a1 ]
. - Arrp . - ALk
a_vec (A;r) = N e b_vec (A;r) = NI,
| V24, | I \/§a(k—1)k

onde

k(k+1)
2

I

e s vec(A) é um vector com g componentes, em que g =

e a_vec(A;r) é um vector com a, componentes, em que a, = g — b,;

e b vec(A;r) ¢ um vector com b, componentes, em que b, = _(’f—f)(/;—”rl).

Temos também

vi(A) =

que é um vector coluna cujas componentes sao os elementos do j—ésimo vector
linha da matriz A que comega na posigao (j,j). O vector v; (A) é um vector
com ¢; componentes, em que ¢; = k — j + 1.

Aplicando estes operadores a matriz S, mostrou-se que se r < k, as compo-
nentes da b vec (P*S (P*)" ;T) tém uma distribuicao aproximadamente normal,
ou seja

b_vec (P*S (P*) i) ~ N (0,0%),



Resumo Xix

t . ~
sendo P* = [ N Ak ] uma matriz ortogonal, em que ~q,...,7, sao os
vectores proprios associados aos valores préprios 64, ..., 0, da matriz S cuja de-

composi¢ao espectral é
k
S=> 0.
i=1

Com vista a encontrar o grau do modelo, temos a estatistica de teste

b, v, ('8 ()"

Fy =
k—r+1 |b_vec (P*S (P*)' 5 r)

r

I

que tem aproximadamente uma distribuicao I de Snedecor nao central, com
k —r+1eb, graus de liberdade, ver [Mexia, 1989a] e [Salvador e Mexia, 2013,
ou seja,

fo ~ Fk—'r—l—l,br (5'r)

T

com )
A

or = —,

o

e que permite testar a hipétese Hy, : A, = 0.

Usando estes resultados é possivel determinar r e ajustar um modelo do tipo

i=1
Este modelo pode ser simplificado se o valor de A, for igual a 0, reduzindo o
modelo anterior ao modelo

r—1

i=1
Caso \._; seja significativamente diferente de 0 entao este 1ltimo modelo serd
um modelo com grau r — 1.

Palavras chave: Matrizes Simétricas, Modelos para Matrizes Estocésticas
Simétricas, Operadores do tipo vec e Familias Estruturadas.
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Abstract

Consider a matrix of data whose rows correspond to objects and whose columns
correspond to variables. We can associate them to diagonal weights matrices, one
for the objects and the other for the variables, thus obtaining a trio of arrays to
which is given the name of study. A set of several studies, called a series of
studies.

Today several techniques exist for treating a series of studies on the Joint
Analysis of Tables. The presented formulation allows us to make inference about
the series of studies, since the results presented in this thesis can be applied to
matrices of Hilbert-Schmidt products that are very important in first step of the
Statis methodology.

The models we consider are based in the spectral decomposition of the mean
matrices being of the form

i=1 i=1
for matrices with degree r > 1, where E = % (E + E') with

vec (E) ~ N (0k2,021k2) ,

as we see in [Salvador et al., 2012].

To study such models we used vec type operators, see [Salvador e Mexia, 2013].
Remember that vec operators are operators that when applied to a matrix,
successively stacking the columns of this matrix, see [Harville, 1998] and
[Schott, 1997]. The vec type operators are operators are also vectors correspond
to matrices.

xx1
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Namely for a symmetric matrix A = [a;;| of order k, we have

a1
Apy
s_vec(A) = : :
Ak
V2a1;
i \/ia(kfl)k i
[ ayp ] [ apynry ]
Arp ALk
vec (A;r) = and b vec(A;r)=
7 ( ) \/§a12 - ( ) \/§a(r+1)(r+2)
L V2a,, | L V2ag-1r

where

e s _vec(A) is a vector with g components where g = k(kTH);

e a_vec(A;r) is a vector with a, components where a, = g — b,;

(k—r)(k—r+1)

e b _vec(A;r) is a vector with b, components where b, = 5 :

We have also

which is a column vector whose components are the components of the j — th
row vector of matrix A starting at position (j,j). The vector v; (A) have ¢;
components where ¢; = k — j + 1.

Applying these operators to S, we showed that if » < k, the components of
b_vec (P*S (P*) ;r) have approximately normal distribution, namely

b_vec (P*S (P*) i) ~ N (0,0%),
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where P* = [ N Ak ]t is an orthogonal matrix where ~,,...,7; are the
eigenvectors associated with eigenvalues 6, ...,60; of matrix S whose spectral

decomposition is
k
S=) 0y
i=1
In order to find the model degree, we have the statistic

b, v, (B*S () )H

Fy =
k—=r+1p_vec (P*S (P*)" ; r)||”

r

which has approximately a non-central F' distribution, with & —r + 1 and b,
degrees of freedom, see [Mexia, 1989a] and [Salvador e Mexia, 2013], that is

FO ~ Fk—r-‘,—l,br (57")

T

where

so that we may test Hg, : A, = 0.

Using these results it is possible to determine r and fit a model

This model can be simplified if the value of A, is equal to 0, reducing the previous

model to model »

i=1
If \,_1 is significantly different from 0 then the last model is a model with degree
r—1.

Keywords : Symmetric Matrices, Models for Symmetric Stochastic Matrices,
vec type Operators and Structured Families.
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Notacoes e Acrénimos

v — vector (letra mintdscula a negrito)

o" — vector nulo do tipon x 1

1" — vector com as componentes todas iguais a 1 do tipon x 1
Y —  vector aleatério (letra maiiscula a negrito)

A — matriz aleatéria (letra maitiscula a negrito)

O.m — matriz nula do tipo n x m

I, — matriz identidade de ordem n

J. — matriz de ordem n com as componentes todas iguais a 1
Al — matriz transposta de A

Al — matriz inversa de A

AT — matriz inversa de Moore-Penrose de A

A~ — matriz inversa generalizada de A

A =a;] — matriz A com elemento genérico a;;

A =Ja;...a;] — matriz com vectores coluna ay, ..., ay

D (ay,...,a,) — matriz diagonal com elementos principais as, ..., a,

Il — norma euclidiana
car (A) — caracteristica da matriz A
|A| — determinante da matriz A

XXV
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tr (A) — trago da matriz A

R(A) — espaco imagem da matriz A

N (A) — espago nulidade da matriz A

Q(A) — matriz de projeccao ortogonal sobre o espaco imagem da matriz A
Pg — matriz de projecgao ortogonal sobre o subespago S

dim(S) — dimensao do subespago S

S+ — complemento ortogonal de S

S — complemento ortogonal do subespaco S relativamente a F
H — soma directa ortogonal de subespagos

E[X] — valor esperado da varidvel aleatéria X

VIX] — variancia da varidvel aleatéria X

E [X] — valor esperado do vector aleatério X

COV [X] — matriz de covariancia do vector aleatério X
Pr() — probabilidade

oF — vector coluna do tipo k X 1 cuja ¢ — ésima componente ¢ igual a
1 e as restantes nulas

® — produto de Kronecker entre matrizes
~ — ...distribui-se aproximadamente como...
A — aproximadamente igual

~ — ...distribui-se como...

— — ...CONVerge para...

q.c.

— — ...converge quase certamente para...

— — ...converge uniformemente para...



Notacgoes e Acrénimos xxVil

!
3
5
=

(z|m,n)

f
[ (z]m,n,0)
|

STATIS
ACT
1.7.d.

ANOVA

distribuicao limite
distribuicao normal com valor médio j e varidncia o

distribuicao qui-quadrado central com n graus de liberdade

distribuicao qui-quadrado com n graus de liberdade e parametro
de nao centralidade

distribuicao F' de Snedecor central com m e n graus de liberdade

distribuicao F' de Snedecor com m e n graus de liberdade e pardmetro
de nao centralidade ¢

distribuicao do quociente de dois qui-quadrados centrais
independentes, x?, e x?

distribuicao quociente de dois qui-quadrados independentes,
X (0) e X},

funcao densidade de uma distribuicao Fmﬁn

funcdo densidade de uma distribuigao F',., (§)

final de demonstragao

Structuration de Tableaux o Trois Indices de la Statistique
Anélise Conjunta de Tabelas

independentes e identicamente distribuidos

Anadlise de Variancia
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Capitulo 1

Introducao

No ambito da tese de doutoramento em Estatistica e Gestao do Risco, realizada
na Faculdade de Ciéncias e Tecnologia da Universdade Nova de Lisboa, o presente
trabalho pretende contribuir para o estudo da estrutura dlgébrica de modelos.

Nesta dissertagao pretendemos introduzir uma nova formulagao para os mo-
delos de matrizes estocdsticas simétricas. Nessa nova formulacao, iremos utilizar
os operadores s vec (A), a_vec(A;r) eb vec(A;r) aplicados a uma certa ma-
triz A, que serao abordados na subseccao [3.2.1.1] e utilizados na apresentagao de
resultados importantes para construir modelos para matrizes estocasticas simétri-
cas. Estes operadores vectoriais, além de se apresentarem como parte importante
na nova formulacao para estes modelos, também facilitam a apresentacao desses
resultados.

Os modelos para matrizes estocdsticas simétricas deram a base para realizar
inferéncia para matrizes isoladas e para familias estruturadas de matrizes. Nestas
familias as matrizes, todas da mesma ordem, correspondem aos tratamentos de
modelos base, conforme apresentado na secgao [3.2

Uma vez que as matrizes tém todas a mesma ordem, estamos perante o caso
equilibrado em que temos o mesmo niimero de graus de liberdade para o erro para
cada tratamento. A ANOVA e técnicas relacionadas sao, no caso equilibrado,
técnicas robustas para o caso de heterocedasticidade e ainda mais para o caso da
nao-normalidade, ver [Tto, 1980] e [Scheffé, 1959]. Recorde-se que, para modelos
individuais de matrizes simétricas, uma formulacao interessante é apresentada
em [Areia, 2009].

Admitindo que a série de estudos tem uma estrutura comum de grau r < k e
portanto, em vez de considerarmos o modelo

S =)aa' +E (1.1)

sendo S a matriz dos produtos internos de Hilbert-Schmidt, apresentado em



2 Introdugao

[Oliveira e Mexia, 1999], iremos considerar o modelo da seguinte forma

i=1 i=1
com ooy = d;5, B; = oy, com i, j=1,...,remqued;; =0sei#jed; =1

se i = j. De forma que a matriz S seja simétrica, admite-se E = % (E + E') com
vec (E) ~ N (0k2,021k2) . (1.3)

Em [Oliveira, 2001], através de um estudo de simulagao, mostrou-se que quando o
primeiro valor préprio da matriz S é suficientemente maior que os restantes, pode-
-se utilizd-lo para estimar \; e o correspondente vector préprio para estimar a;.
Pretende-se generalizar esta abordagem, ou seja, quando os r primeiros valores
préprios da matriz S sao suficientemente maiores que os restantes, pode-se utiliza-

-los para estimar Aq,..., A\, e os correspondentes vectores préprios para estimar
A,y ...,00.
Assim, sejam 61 > 0y > ... > 0, os valores préprios da matriz S associados
aos vectores préprios vy, vs, - - -, Yx, 'espectivamente. Assim
k
_ ¢
S = E 0:v:Yi- (1.4)
i=1

Entao podem estimar-se os r primeiros vectores estrutura por

B; =0;v, comi=1 ... 71 (1.5)

Os casos mais interessantes para estes tipos de modelos, ocorrem quando as
matrizes dessa familia tém o primeiro valor préprio dominante ou os primeiros va-
lores préprios dominantes. Nesse caso, estuda-se a acgao dos factores desse de-
lineamento, sobre os componentes do primeiro vector de estrutura ou dos primeiros
vectores de estrutura, conforme seja apenas o primeiro valor préprio dominante
ou os primeiros valores proprios dominantes, respectivamente.

Assim dada uma matriz simétrica A = [a;;] de ordem k, ou seja A €0 em
que Oy representa o conjunto de matrizes simétricas de ordem k, tal que
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a1 Q12
a12 22

A1(r—1) A2>r—1)
A= a1y Qor

A1(r+1)  A2(r+1)

a1(k—1) A2(k-1)
a1k A2k

a1(r—1) A1y
a2(r—1) A2y

A(r—1)(r—-1) G(r—1)r
A(r—1)r oy

A(r—1)(r+1)

A(r-1)(k—=1) Qr(k—1)
A(r—1)k Gy

representaremos por s vec (A) o vector coluna

do tipo g X 1 com g =

I ai1
aT‘T
s _vec(A) =
Akl
V2a1;
i \/§a(k—1)k i
k(kTH), tendo-se

A(r—1)(r+1)
Qr(r41)
Ar(r41)  O@r+1)(r+1)

A(r+1)(k—1)

A1(r+1)
a(r41)

IA]* = |ls_vec (A)].

a1(k—1)
a2(k—1)

A(r—1)(k-1)
Qr(k—1)
A(r41)(k—1)

A(k—1)(k—1)
A(r41)k T A(k-1)k

Q1g
A2k

A(r—1)k
Qrg
A(r+1)k

A(k—-1)k
Ak

(1.6)

(1.7)

Consideremos ainda mais dois operadores, a_vec (A;r)eb_vec(A;r), dados

por

a_vec(A;r) =

do tipo a, X 1 e b, X 1, respectivamente, com a,

a1

Qpp

\/§<l12

L \/§ark .

:b_vec (A;r)

A(r41)(r+1)

Akl
V20 11)(r42)

L \/ia(k:—l)lc i

(1.8)

g _ br e br — (k‘—T’)(k’—T’-‘rl)‘

2
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Consideremos também o vector coluna

ajj

Aj(j+1)

Aj(k—1)

L Gk

cujas componentes sao os elementos do j—ésimo vector linha da matriz A que
comega na posicao (j,j), portanto serd um vector coluna do tipo ¢; X 1, em que
Cj = ]{I — ] + 1

Aplicando estes operadores & matriz S, mostrou-se que se r < k, as compo-
nentes de b vec (P*S (P*)" ;r) tém uma distribui¢ao aproximadamente normal,
ou seja

b_vec (P*S (P*)";r) ~ N (0,0%), (1.10)
sendo P* = [~} -+ ~} ]t uma matriz ortogonal, em que vy, ..., Sa0 08
vectores proprios associados aos valores préprios 64, ..., 0, da matriz S cuja de-

composigao espectral é
k
S=) i
i=1

Com vista a encontrar o grau do modelo, a estatistica de teste usada para o
validar é

b, v, (PS (P7) )H
k—r+1 Hb vec(P*S (P*)" ; )H
que tem aproximadamente uma distribuicao F' de Snedecor nao central, com

k —r+1eb, graus de liberdade, ver [Mexia, 1989a] e [Salvador e Mexia, 2013],
ou seja,

Fo =

r

(1.11)

Fy o~ Froryip, (0r) (1.12)
com 9
AT‘

0, = P (1.13)

Usando estes resultados é possivel determinar r e ajustar um modelo do tipo
2.

De facto, um ponto de interesse abordado nesta dissertacao, diz respeito a
variagao do grau da estrutura comum, ou seja, a variacao do grau r. Sabemos que
quando se considera um valor para r inferior ao que deveria ser considerado, isto é,
quando o r é sub-avaliado, a soma dos quadrados dos erros terd um parametro de
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nao centralidade bastante grande e neste caso a poténcia dos testes F' diminuird,
ver [Mexia, 1989a].

Note-se ainda que o modelo pode ser simplificado se o valor de A, for igual a
0, reduzindo-se o modelo anterior ao modelo

r—1

=1

Caso \._; seja significativamente diferente de 0 entao este iltimo modelo serd
um modelo com grau r — 1.

Uma vez apresentado o tema em que se insere esta dissertagao, vejamos agora
como esta estd estruturada.

No capitulo [2| comega-se por apresentar os resultados preliminares de forma
a ter-se uma dissertacao auto-suficiente. Estes resultados serao de natureza al-
gébrica e de natureza estatistica. Nele incluiu-se alguns conceitos e resultados
muito importantes sobre teoria das matrizes com aplicagao a estatistica, ver
[Schott, 1997], [Horn e Johnson, 1985] e [Rao, 1973].

De seguida, no capitulo |3 que é um capitulo que constitui a parte essen-
cial da nossa dissertacao, apresentaremos os modelos para matrizes estocdsticas
simétricas baseados na decomposicao espectral das respectivas matrizes médias,
de acordo com uma nova formulacao, introduzindo os operadores do tipo vec.

No capitulo seguinte, capitulo [4] apresentaremos as familias estruturadas de
matrizes estocdsticas simétricas, sendo este um capitulo também essencial nesta
dissertacao. As matrizes de uma tal familia terao a mesma dimensao, sendo no
nosso caso k X k, e corresponderao aos n tratamentos de um delineamento base.
Ao estudar-se uma tal familia procura-se analisar a acgao dos factores do delinea-
mento base sobre os modelos da familia. Os delineamentos que se consideram sao
delineamentos ortogonais estando associados a partigoes ortogonais de R™. Assim,
como veremos, podemos aplicar a ANOVA e técnicas associadas na analise.

Admitindo-se que os graus rq,...,7, dos modelos da familia nao sao nulos,
ter-se-a

r=min{ry,...,r,}

com r > 0, podendo estudar-se a accao dos factores do delineamento base sobre
os 1 primeiros vectores de estrutura.

Quando o grau é o mesmo para todas as matrizes da familia, estando-se
no caso equilibrado, as mesmas contribuem com o mesmo nimero de graus de
liberdade para o erro. Estamos assim no caso equilibrado e poderd admitir-se a
homocedasticidade. Assim, ver [Scheffé, 1959] e [Ito, 1980], no caso equilibrado,

a ANOVA e técnicas relacionadas sao robustas para a heterocedasticidade.
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No capitulo |5| incluiu-se uma aplicacao prética dos resultados apresentados e
desenvolvidos nos capitulos anteriores. Os dados utilizados dizem respeito aos
resultados de 12 eleigoes legislativas realizadas em Portugal Continental entre os
anos 1976 e 2009, em 16 concelhos de Portugal Continental. A aplicacao pratica
desta dissertagao serd apresentada no a&mbito da metodologia Statis pelo que
neste mesmo capitulo foi feito o enquadramento dessa metodologia.

As principais conclusoes obtidas no decorrer deste trabalho serao descritas no
capitulo[6] Ainda neste capitulo serdo também referidos os trabalhos que poderao
ser realizados no futuro.

Serd ainda de referir que ao longo da elaboragao desta dissertacao resultaram
algumas publicacoes e apresentagoes em conferéncias, como sejam
[Salvador et al., 2012], [Salvador et al., 2012a] e [Salvador e Mexia, 2013], e
aguarda-se a aceitacao de mais uma publicacao.



Capitulo 2

Preliminares

2.1 Conceitos e Resultados Basicos

Este capitulo contém uma compilacao de alguns conceitos e resultados muito im-
portantes e bem conhecidos sobre teoria das matrizes com aplicagao & estatistica.
Neste mesmo capitulo, apresentaremos também outros resultados que derivam
directamente dos anteriores.

A Algebra Matricial desempenha um papel importante na Estatistica. Em
particular, na formulacao de modelos lineares é usual usar dlgebra matricial na
apresentacao e verificacao dos resultados, porque nos permite manipular de forma
eficiente a complexidade das vérias varidveis observadas.

Assim, dada a importancia dos conceitos e resultados que apresentaremos,
estes servirao de apoio ao longo deste trabalho, pois pretende-se que esta disser-
tagao seja auto-suficiente, dai considerar-se pertinente a sua inclusao.

Alguns destes resultados podem ser encontrados, por exemplo, em
[Schott, 1997], [Horn e Johnson, 1985] e em [Rao, 1973], que sao consideradas
referéncias bibliograficas de Algebra Matricial para a Estatistica. A maior parte
das demonstragoes dos resultados foram excluidas, uma vez que nao foram con-
sideradas de maior importancia na elaboracao desta dissertacao e poderao ser
encontradas nas referéncias citadas.

2.1.1 DMatrizes Ortogonais

Defini¢ao 2.1.1 (Matriz Ortogonal) Uma matriz P de ordem m, cujas co-
lunas (ou linhas) formam um conjunto ortonormado de vectores é designada por
uma matriz ortogonal, ou seja, P é ortogonal se e sd se

P'P =PP' =1,
onde I, representa a matriz identidade de ordem m.

7
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Vejamos agora algumas propriedades das matrizes ortogonais.

Teorema 2.1.1 Sejam P e Q matrizes ortogonais de ordem m e A uma matriz
qualquer também de ordem m. Entao

o |[P|=+1
o |[PAP| = |A|
e PQ ¢é uma matriz ortogonal

onde |.| representa o determinante de uma matriz.

2.1.2 DMatrizes Simétricas
Se a transposta de uma matriz A é igual & matriz A, dizemos que a matriz A é
simétrica.

Teorema 2.1.2 Seja A uma matriz simétrica de ordem n.

e (s valores proprios de A, 01, ...,0,, sdo nimeros reais.

e Os vectores prorios, ¥y, - . ., Y, correspondentes aos valores proprios distin-
tos, 01,...,0,, sdo mutuamente ortogonais. Os wvectores proprios,
Yii1s-- -1 Yn» cOTTESpONdENtes aos valores proprios nao distintos podem ser
escolhidos para ser mutuamente ortogonais uns aos outros.

Se os vectores préprios de uma matriz simétrica A sao vectores normalizados
e sao as colunas de uma matriz P, entao P é uma matriz ortogonal que pode ser
usada para expressar A em termos de seus valores e vectores préprios.

Teorema 2.1.3 Se A é uma matriz simétrica com valores préprios 01,...,0,, e
vectores proprios normalizados ¥4, . ..,7, entao A pode ser expressa como

A=PD(0r,....0,)P = 0!
=1

onde P é uma matriz cujas colunas sao os vectores normalizados vy, ...,7,. A

Z@ﬁﬂﬁ chama-se decomposicao espectral de A.
i=1
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Dem. Pelo teorema sendo P uma matriz cujas colunas sao os vectores

normalizados 7, ...,7,, entao P é uma matriz ortogonal. Entao temos
t
Y1
PP' = I, &APP'=ASA[~, ... v, ]| : =A s
Tn
t
Y1
& [A’yl A'yn] : =A<
Tn
- qt
Y1
S [0y o Oy ]| =A s
— 7” -
- qt
Y1
= [9171 9n7n} : =A&
Tn ]

& PD(6y,...,0,)P'=A &
& ZG;}/ﬁﬁzA
=1
]

Corolédrio 2.1.3.1 Se A é uma matriz simétrica entao P diagonaliza A, isto é,
P'AP =D (0y,...,0,).

Dem. Pelo teorema [2.1.3 sabemos que
A=PD(0,...,0,) P

logo
A = PD(,,...,0,)P' < P'A=PPD(,...,0,P &
& P'A=D(0,...,0,)P'<PAP =D 6,,...,0, PP &
& P'AP=D(6,,...,0,)
|
Teorema 2.1.4 Se A é uma matriz com valores préprios 04, . ..,0,, entao:

=1
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o tr(A)=) 0,
i=1

onde tr (.) designa o trago de uma matriz, ou seja, o trago de uma matriz é
a soma dos seus elementos principais..

Dem. Pelo teorema [2.1.1, sabemos que
|A| = |[P'AP|.
Assim

|A| = |P'AP| = D (61,....0.)| = [ ] 0:-

Facilmente se prova que

2.1.3 Matrizes Inversas Generalizadas e Matrizes Inversas
de Moore-Penrose

Sempre que uma matriz X & singular diz-se que X! nao existe, mas existe
uma matriz inversa generalizada, que como o seu proprio nome indica é uma
generalizacao da matriz inversa, ver [Schott, 1997], de tal forma que

Defini¢ao 2.1.2 (Matriz Inversa Generalizada)A matriz inversa genera-

z

lizada de uma matriz A do tipo m x n é uma matriz G do tipo n X m e que
verifica
AGA = A.

Assim, ver [Pollock, 1979], temos

Teorema 2.1.5 Qualquer que seja a matriz A existe uma e uma sé matriz A™
tal que:

e AATA=A
o« ATAAT= AT
o (AAT) = AAT

e (ATA)Y=ATA
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A matriz At denomina-se a inversa de Moore-Penrose de A. Se A for uma
matriz invertivel entdo At = A~

A matriz inversa de Moore-Penrose é muito titil em demonstracoes envolvendo
modelos lineares.

Note-se ainda que sendo A uma matriz simétrica de ordem k, com
car(A) =1 <k, (2.1)

onde car (.) designa a caracteristica de uma matriz, pode-se sempre ordenar os
vectores linha de uma matriz P diagonalizadora ortogonal de A de forma a ter-se

PAP' =D(ry,...,7,0,...,0) (2.2)
com r1,...,r; os valores préprios nao nulos de A, tendo-se
A =P'D(ry,...,7,0,...,0)P (2.3)
e
AT =P'D(r{,...,r},0,...,0)P. (2.4)

2.1.4 Matrizes de Projeccao Ortogonal

Seja E um espaco vectorial e S um subespaco vectorial de E. Consideremos ainda
{z1,...,2,} uma base ortonormada de E e {z,...,z,} uma base ortonormada
de S, sendo r < m.

Consideremos ainda x € F tal que

X = XT: o Z; + Zm: OZ;. (2.5)
i=1 i=r+1

Definigao 2.1.3 (Complemento Ortogonal) Seja S um subespago vectorial
de E. O complemento ortogonal de S, denotado por S+, é o conjunto de todos os
vectores de E que sdo ortogonais a todos os vectores em S. Assim

Sl:{X:XEEexty:OpamtodooyeS}.

Teorema 2.1.6 Se S é um subespacgo vectorial de E entdo o seu complemento
ortogonal S* também é um subespaco vectorial de F.

A consequéncia do teorema que se segue, € que se S é um subespago vectorial
de E e a sua dimensao for r, entdo S+ também é um subespaco vectorial de E e
a dimensao é m — r.
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Teorema 2.1.7 Suponhamos que {z1,...,2;, 211, ...,2y,} € uma base ortonor-
mada de E e {zy,...,2.} é uma base ortonormada para o subespaco vectorial S
de E. Entdo {z,,1,...,Zn,} € uma base ortonormada para S*.

A projeccao ortogonal de um vector x do tipo m x 1 para um subespago
vectorial S de E pode ser convenientemente expressa na forma matricial.
Consideremos

{21,...,2,} (2.6)

uma qualquer base ortonormada para .S, enquanto

{21,. .., 2r 21, 2} (2.7)

¢ uma base ortonormada para E. Suponhamos ainda que aq, ..., @, Qpig, ...y Gy
sao constantes que satisfazem a seguinte relagao

X = oZ1+ ...+ Q2+ Qi 1Z1 F o+ QZy, = (2.8)
= (z1+...+z) + (Vi1Zry1 + ..+ Op2Z) =
= Zaizi—FZaizi:u—kv,
i=1 i=r+1

ou seja, x pode ser escrito como combinacao linear dos elementos da base do
subespaco vectorial S e dos elementos da base do subespaco vectorial S+, sendo
x um elemento de FE.

Podemos ainda escrever

a=[ar 0 Ay Q) = [} aé}t e Z = 7,7, (2.9)
onde
o = [ag--- a,,]t ;g = [y e -am]t (2.10)
Z, = [z1-2]) 5 Zo= (2,11 Zm],
sendo

Z, — a matriz que tem por colunas os elementos da base de S

Z, — a matriz que tem por colunas os elementos da base de S+

a7 — o vector coluna com r coeficientes, sendo r a dimensao de S

ay — o vector coluna com m — r coeficientes, sendo m — r a dimensdo de S*.

Entao atendendo a (2.8), (2.9) e (2.10]), podemos reescrever x da seguinte

forma
X = Zo= [Zl ZQ] [a’i Ot;}t = Zlal + Z2a2 =

T m
= g o;Z; + E ;Z; =u—+v
i=1

i=r+1
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em que consideramos u = Zy; e v = Ziss.

Uma vez que {z1,...,%,,%11,...,%,} ¢ uma base ortonormada de F, entao
ziz; = lezlz; =0comi#j i,j=1,...,m, temos que
77, =1,
77, =1,,,
Z§Z2 = Or,m—r
Zt2Z1 = Om—r,r

e entao vem

Z.Zix = 7,7t (Za)=7,Z 7, Z,) [} ab]’ = (2.11)
= 2,27, 7Z,7\Z,| [a! o] = [Z, 07 7"] [} ab]’ =
~—— g
= Z1a1 = u,

e assim diremos que o vector u, como foi descrito em (2.11)), é designado pela
projeccao ortogonal de x em S, uma vez que u = Z;Zx, sendo Z; a matriz que
tem por colunas os elementos da base do subespaco vectorial S.

Analogamente, podemos considerar também

ZoZhx= 774 (Zax) = ZoZt |70 Zo) [ o]’ = (2.12)

t

= |2y Z57, Zy 757, | [t o] = (07 Zy) [l ab]’ =
—— ——
=Zpay = v,

e diremos que o vector v, como foi descrito em (2.12), é designado pela projecgao
ortogonal de x em S*, uma vez que v = ZyZix, sendo Z, a matriz que tem por
colunas os elementos da base do subespaco vectorial S*.

Apés a exposicao anterior, podemos considerar o seguinte teorema

Teorema 2.1.8 Suponhamos que as colunas da matriz Z, do tipo m x r formam
uma base ortonormada para o subespago vectorial S (de dimensdo r), que é um
subespaco vectorial de E. Se x € E, entdao a projec¢cio ortogonal de x em S é
dada por Z,Zx.

Analogamente, podemos também considerar o seguinte teorema

Teorema 2.1.9 Suponhamos que as colunas da matriz Zo do tipo m x (m —r)
formam uma base ortonormada para o subespaco vectorial S* (de dimensao m—r),
que é um subespaco vectorial de E. Se x € E, entao a projec¢ao ortogonal de x
em St é dada por ZyZix.
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A matriz Z,Z} ¢ designada por matriz de projecgdo ortogonal sobre o sub-
espago vectorial S e por vezes pode ser designada por Pg. Similarmente, Z,Z}
é a matriz de projeccao ortogonal sobre o subespaco vectorial S*. Assim, é de
notar também que

Z,

] 2.7+ 77— 1, (2.13)

¢ a matriz de projeccao ortogonal sobre o espago vectorial F.

Uma vez que
77" = 7.7} + 7,7}, (2.14)

e que ZZ' =1,,, entao temos a equacio simples
7,7, =1,, — 1,7 (2.15)

relativa as matrizes de projeccao sobre o subespaco vectorial e sobre o seu com-
plemento ortogonal, S e S*, respectivamente.

Embora um subespaco vectorial nao tenha uma base tinica ortonormada, a
matriz de projeccao ortogonal formada a partir desta base ortonormada é tinica.
Para provar isto, temos o seguinte teorema.

Teorema 2.1.10 Suponhamos que as colunas da matriz Zy do tipo m xr formam
uma base ortonormada para o subespaco vectorial S de dimensao r e que as
colunas da matriz Wy do tipo m X r, também formam uma base ortonormada
para o mesmo subespaco vectorial. Entdao

7.Z! = W W',

Definigao 2.1.4 (Matriz de Projecgao Ortogonal) A matriz Ps = ZqZ}
designa-se por matriz de projec¢cao ortogonal em S.

Defini¢ao 2.1.5 (Espaco Nulo de uma matriz) O espago nulo de uma matriz
A ¢ o0 espago que contém todas as solugoes de Ax = 0, e representa-se por N (A),
ou seja

N (A)={x:Ax=0}.

Defini¢ao 2.1.6 (Espaco Imagem de uma matriz) O espaco imagem de
uma matriz A é
R(A)={Ax:x€ E}.
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Sendo Pg a matriz de projecgao ortogonal em S, sabemos que R (Pg) = S,
pois

R(Ps) ={Psx:x€ E} ={ZZix:x€ E} =5 (2.16)
e que N (Pg) = S* porque
N (Ps) ={x:Psx=0"} = {x:Z;Zix=0"} = 5, (2.17)

ou seja, o espaco imagem de Pg ¢ S e o espaco nulo de Pg é S+.

E facil ver que a matriz Pg é uma matriz simétrica e uma matriz idempotente,
pois . .
(Ps)' = (Z:Z}) = (Z}) Z! = 2,2} = Ps (2.18)

PsPs = 7,217, Z} = ZLZ} = 7,Z] = Ps. (2.19)

De um modo geral, se definirmos a matriz X; = [x;---Xx,] em que (X;---X,)
sao colunas linearmente independentes, entao as colunas de

7, = X;A (2.20)

formarao uma base ortonormada para S se A é uma qualquer matriz do tipo r xr
para a qual

77, =1, & (X;A) (X;A) =1, & AX!X,A =1, (2.21)
Assim, a matriz A serd uma matriz invertivel uma vez que
car (Xy) = car (Z,) =r (2.22)
e por isso A~ existe, o que faz com que
AXIXA = Lo (A) T TAXIXAA = (A) LA s (2.23)
& XIX=(A) AT e XX, = (AAY) T
ou equivalentemente
-1
XiXi= (AA) e (XIX)) T = ((AA) ) e (XIX0) T = AAn (229)
Consequentemente, podemos obter a expressao para a matriz de projeccao
ortogonal ,Pg, sobre o subespaco vectorial S em termos de X; como sendo
Ps = Z,Z, = (X;A) (X;A)' = X, AA'XE = X, (XEX,) 7 XL (2.25)

Portanto, j& vimos que a matriz de projeccao ortogonal em S, ou seja Pg, que
é dada por Z;Z!, ¢ uma matriz simétrica e idempotente, o que nos leva a afirmar
que toda a matriz de projeccao ortogonal é simétrica e idempotente.

Vejamos agora o teorema que nos diz que toda a matriz simétrica e idempo-
tente Pg ¢ uma matriz de projeccao ortogonal em S



16 Preliminares

Teorema 2.1.11 Toda a matriz simétrica e idempotente Pg é uma matriz de
projec¢ao ortogonal em S.

O seguinte lema enumera proposicoes equivalentes sobre matrizes de projeccao
ortogonal e os subespacos vectoriais associados.

Lema 2.1.1 As sequintes proposi¢oes sao equivalentes:
1. P é uma matriz de projeccao ortogonal;
2. 1,—P é uma matriz de projecgcao ortogonal;
R (P) =N (I,—P);
R (L,—P) = N (P);
R (P) é ortogonal a R (1,—P);
N (P) é ortogonal a N (I,—P).

A soma directa de subespacos vectoriais que se denota por H, pode também
ser representada pelo espaco imagem de matrizes de projecgao ortogonal. Os
teoremas que se seguem mostram isso.

Teorema 2.1.12 Sejam Pq,..., Py, matrizes de projeccio ortogonal, tais que
P,P; = 0", com i # j. Entao
k
1. P =>_ P, é uma matriz de projec¢io ortogonal;
i=1

2. R(P)NR(P;) =0, comi# j;
3. R(P)=8_R(P).

Teorema 2.1.13 Seja P uma matriz de projeccao ortogonal associado a um

subespago vectorial S. Suponhamos que S é uma soma directa de subespagos, isto

é, S =Mmr_|S;. Entao existem matrizes de projecgio ortogonal tinicas, Py, ..., P,
k

tais que P = > P; e P,P; = 0", quando i # j.

=1

E interessante observar que os teoremas |2.1.12| e |2.1.13| complementam-se, na
medida em que um é o "contrédrio"do outro.

Podemos ainda concluir que uma outra forma de obter a matriz de projeccao
ortogonal sobre um espago colunas R (X) de uma matriz de caracteristica méxima
¢é considerar
-1

Prx) =X (XtX)

Segue-se a seguinte proposicao

X!, (2.26)
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Proposigao 2.1.1 Dada a matriz X do tipo nx k e tomando-se R (X) e R (X),
entdo temos as matrizes de projec¢ao ortogonal sobre R (X) e R (X') dadas por

Prxy) = X (X'X)"X! e Prxy= (XX)" (X'X),

respectivamente.

2.1.5 DMatrizes Ortogonais Estandardizadas e Diago-
nalizadoras Ortogonais

Defini¢ao 2.1.7 (Matriz Ortogonal Estandardizada) Seja s um nimero in-
teiro e considerem-se as matrizes ortogonais

7 (1)

T

P, =

em que Ty é uma sub-matriz de P, constituida pelas linhas de Py menos a
primeira. As linhas de Ty sao vectores de contrastes mutuamente ortogonais
de norma um. Vectores de contrastes sao vectores cujas componentes tém soma
nula. As matrizes Py assim definidas sao chamadas matrizes ortogonais estandar-
dizadas.

Defini¢ao 2.1.8 (Matriz Diagonalizadora Ortogonal) Dada uma matriz
simétrica M de ordem k, existe uma matriz P ortogonal de ordem k tal que

PMP' = D(r,...,7) & PPMPP=P'D(r,...,7)P &
& M:PtD<T1,...,Tk)P

onde D (r1,...,11) representa uma matriz diagonal cujos elementos principais,
r1,...,Tk, SG0 08 valores proprios da matriz M. Neste caso, P diz-se a matriz
diagonalizadora ortogonal de M, e 0s seus vectores linha serao os vectores proprios
ortonormados de M, associados aos respectivos valores proprios.

Caso M seja uma matriz definida positiva tem-se r; > 0,5 = 1,...,k, e
podemos dizer que estd definida a matriz

Go=D <7~;1/2, . ,r,;W) P (2.27)

que é solucao da equacao matricial em X,

XMX' =1, (2.28)
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ou seja,

XMX! =

onde I é a matriz identidade de ordem £, e portanto Gg é a solucao da equacao
matricial em X.

Os vectores linha da matriz P formam um conjunto de vectores préprios orto-
normados associados aos valores préprios da matriz M, sendo possivel representar
a matriz P por

P=[A}.. Al (2.29)

em que A' representam os vectores préprios ortonormados associados aos valores
préprios da matriz M.

Tendo as matrizes simétricas que comutam especial interesse nesta disser-
tagao, apresenta-se o seguinte resultado, ver [Schott, 1997]

Proposicao 2.1.2 Sejam A4,...,A,, matrizes simétricas de ordem k. Entao
existe uma matriz ortogonal P tal que para cada i, PPA;P = D; é uma matriz
diagonal cujos elementos principais sao os valores proprios de A; se e so se
AA; = AjA; para todos os pares (i,7),i,5 = 1,...,m, isto €, se e s6 se as
matrizes Aq, ..., A,, comutarem.

2.1.6 Produto de Kronecker

O produto de Kronecker de matrizes tem importantes aplicagoes na Estatistica
permitindo, na maior parte dos casos, representacoes mais compactas. Este pro-
duto entre matrizes nao deve ser confundido com o produto usual, pois este, esté
definido para quaisquer tipos de matrizes.

Esta operagao tem sido largamente estudada por [Graham, 1981], [Steeb, 1991]
e [Steeb e Hardy, 2011].

Definigao 2.1.9 (Produto de Kronecker) Seja A = [a; ;| uma matriz do tipo
m X n e B uma matriz do tipo p X q, entdao o produto de Kronecker entre estas
duas matrizes, A ® B, serd dado pela matriz por blocos sendo A ® B uma matriz
do tipo mp X nq, ou seja

Cl1,1B a1,2B a1,nB

AgB= | @B 2B @2

am,lB ij’zB amynB
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com
bl,l b1,2 ce bl,q
b2,1 52,2 ce b2,q
bp,l bp,2 T bp,q

Observe-se que o produto de Kronecker de matrizes nao goza da propriedade
comutativa.

Vejamos agora alguns dos resultados sobre o Produto de Kronecker, que po-
dem ser encontrados em [Schott, 1997].

Teorema 2.1.14 Sejam A, B e C matrizes quaisquer e a e b vectores quaisquer.
Entao

e a®A =A®a=aA, para qualquer escalar «;

(@A) ® (B) = af (A ® B), para quaisquer escalares o e [3;

(AB)®C=A®(B&®C);

(A+B)eC=(A®C)+ (B®C), se A e B sio do mesmo tipo;

A(B+C)=(A®B)+(A®C), se B e C sio do mesmo tipo;
e ab'=a®b'=b'®a.

Tendo em conta as propriedades apresentadas no teorema [2.1.14] facilmente
se estabelece que

(i “iUz) ® (i ijj> = iiaibj (U; @ V). (2.30)

i=1 j=1
A proposi¢ao seguinte fornece um resultado 1til de combinagao entre o pro-
duto usual de matrizes e o produto de Kronecker.

Teorema 2.1.15 Sejam A, B, C e D matrizes dos tipos m X h, p X k, h X n e
k x q, respectivamente. Entao

(A®B)(C®D)=AC®BD.

Corolédrio 2.1.15.1 Sejam A e B matrizes idempotentes quaisquer. FEntao
A ® B é uma matriz idempotente.
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Dem. Atendendo ao teorema [2.1.15| e admitindo o produto usual definido, com

A e B matrizes idempotentes, temos
(AB)(A®B)=AA BB =A®B.

Coroldrio 2.1.15.2 Sejam A e B matrizes ortogonais quaisquer. Entao A ® B

¢ uma matriz ortogonal.

Dem. Basta observar que sendo A e B matrizes ortogonais de ordem m e n,

respectivamente, tém-se

(A®B)(A®B) = (A®B)(A'®B')=AA'@BB' =

= L,®1,=L.

Analogamente

(A®B)' (A®B) =1,,.

Coroldrio 2.1.15.3 Sejam A e B matrizes de projecgao ortogonal. Entio AQB

¢ uma matriz de projeccao ortogonal.

Dem. Prova-se usando a demonstracao de[2.1.15.1/e[2.1.15.2, m

Teorema 2.1.16 Sejam A e B matrizes quaisquer. Entao
(A®B) = Al ® B

Dem. Sabe-se que

_ t t
&171B CLLQB cee aLnB al,lB
; a1 B aeB - ay,B aq oB?
(A®B) = ) . ) = ’
am1B apB - a,,B Bt
- L A1,n
a1l Q21 © Gma
a12 Q22 Coa 2
— ) ) m, ® Bt — At ® Bt
| al,n a2,n : am,n |

a9 1Bt

a9 2Bt

agth
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Corolério 2.1.16.1 Sejam A e B matrizes simétricas quaisquer. Entao
(A®B)' = A®B,
isto é, A @ B é uma matriz simétrica.

Dem. Sendo A e B matrizes simétricas, tem-se atendendo ao teorema [2.1.16
que

(A®B) =A'®B'=A®B.

Teém-se ainda os seguintes teoremas

Teorema 2.1.17 Seja A uma matriz quadrada de ordem m e seja B uma matriz
quadrada de ordem p. Entdao

|A®B|=|Al" x |BJ".

Teorema 2.1.18 Seja A uma matriz quadrada de ordem m e seja B uma matriz
quadrada de ordem p. Entao

car (A ®@ B) = car (A) x car (B).

Teorema 2.1.19 Seja A uma matriz do tipo m X n, e seja B uma matriz do
tipo p X q. Entao

. (A(X)B)_1 =A'@B Y sem=np=qeA®B,A eB sio matrizes

1nvertiveis.
e (A®B)"=At®B*
e (A®B) = A~ ®B7, para qualquer inversa generalizada, A~ e B~, de A

e B, respectivamente.

Vejamos agora ainda um resultado importante. Consideremos D(a) e D(b)
matrizes diagonais cujos elementos principais sao as componentes do vectores a
e b, respectivamente. Entao tem-se

D(a) ® D(b) = D(a®b). (2.31)
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Dadas as matrizes simétricas M; e M, existem matrizes ortogonais P; e Py
e matrizes diagonais D(a) e D(b) tais que

Os elementos principais de D(a) e D(b) sao os valores préprios de M; e M,
respectivamente, correspondendo-lhes como vectores préprios, os vectores linha
de P; e P5. Assim, tem-se

(P1®@Py) (M; ® My) (P1 ® Pz)t = (P1M1Pi) ® (P2M2Ptg) =
= D(a)® D(b) =D(a®b).
pelo que os valores préprios de M; ® My serao os produtos dos valores préprios
M; e M, e os vectores préprios sao os vectores linha de Py ® Ps.

Vejamos o seguinte teorema que também pode ser encontrado em [Schott, 1997],
bem como a sua demonstracao.

Teorema 2.1.20 Sejam Ay, ..., A\, 0s valores proprios de uma matriz A quadra-
da de ordem m e sejam 04, ...,0, os valores proprios de uma matriz B quadrada
de ordem p. Entdao o conjunto dos mp valores proprios de A ® B é dado por

{Nbji=1,....m;j=1,...,p}.

2.1.7 Operador vec

As vezes ¢ conveniente reorganizar os elementos de uma matriz A = [a;;] do tipo
m X n, em um vector coluna do tipo mn x 1. Uma forma de o fazer, é empilhar
sucessivamente as colunas da matriz A, e obtém-se o operador vec (A). Assim,
sendo

a1 a2 v a1(n—1) A1in
21 22 T a2(n—1) Q2n
A = . . _
A(m-1)1 A(m—1)2 T A(m—1)(n—-1) A(m—-1)n
L am1 Am2 T Am(n—1) Amn i
= [a a -+ a,1 a,]
em que ay, ..., a, sao os vectores coluna de A, vem
a;
az
vec (A) = : : (2.33)
an—1

ap
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Note-se que, por defini¢do, o elemento na posi¢do (i,7) da matriz A é o
(j — 1)m + i—ésimo elemento de vec (A), ver [Harville, 1998].

Vejamos algumas propriedades deste operador
e vec (a') = vec(a) = a, sendo a um vector coluna qualquer;

e vec (bat) = a® b, sendo a um vector coluna n x 1 e b um vector coluna
m X 1;

vec (cA) = cvec (A), sendo ¢ um escalar e A uma matriz qualquer;

vec (A + B) = vec (A) + vec (B), sendo A e B matrizes do mesmo tipo;

n n
vec < E G Ai> = E c;vec (A;), sendo ¢; um escalar e A; uma matriz
i—1 i=1

qualquer, com ¢ =1,...,n.

Seja A uma matriz do tipo m X n e B uma matriz do tipo n X p em que

by, b, ..., b, representam as p colunas da matriz B. Entao
Ab;
Ab,
vec (AB) = _ (2.34)
Ab,

que como ¢ evidente a j—ésima coluna da matriz AB é Ab,. Note-se que podemos
também considerar

vec (AB) =D (AA,...,A)vec(B) (2.35)
ou equivalentemente
vec (AB) = (I, ® A) vec (B). (2.36)
Generalizando este resultado, temos o seguinte teorema

Teorema 2.1.21 Para quaisquer matriz A, B e C do tipo m Xn, n xXp ep Xq,

respectivamente,
vec (ABC) = (C'® A) vec (B)

Assim, atendendo ao teorema [2.1.21, podemos também expressar o vec do
produto AB das duas formas seguintes
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e vec(AB) = (B'®1L,)vec(A);

e vec(AB) = (B'® A)vec(l,).
Teorema 2.1.22 Para quaisquer matrizes A e B do tipo m x n, temos
tr (A'B) = (vec (A))' (vec (B))
Dem. Consideremos a; e b; as colunas das matrizes A e B, respectivamente.

Observe-se que o j—ésimo elemento da diagonal de A'B ¢ igual a a’b; entao
temos

b,
n b2
tr (AtB) = Zaz-bj = [ al al, --- a } i =
— :
j b,
ap ! b1
as b2 ¢
- 7 | = (vec (A) (vec (B))
a, b,,

|

Note-se, que pelo teorema [2.1.22] podemos dizer que o produto interno usual
de quaisquer duas matrizes do tipo m x n é igual ao produto interno usual dos
seus vec's. Observe-se também que

tr (A'B) =tr (B'A) =tr (BA") = tr (AB') . (2.37)
Podemos generalizar o teorema [2.1.22

Teorema 2.1.23 Para quaisquer matriz A, B, C e D do tipo m X n, m X p,
p X g en X q, respectivamente,

tr (A'BCD') = (vec (A))' (D ® B) (vec (C))

Dem. Usando os teoremas 2.1.21] e 2.1.22]

tr (A'BCD') = tr (A" (BCD')) = (vec(A))" (vec (BCD')) =
(vec (A))! ((Df)t ® B) vec (C) =
= (vec(A))' (D ® B) (vec (C))
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Note-se que

tr (A'BCD') = tr (D'A'BC) = tr (CD'A'B) = tr (BCD'A')

tr (A'BCD') = i |(A'BCD')'| = tr (DC'B'A) = tr (ADC'B') =
— tr (B'ADC') = tr (C'B'AD) .

2.2 Algebras de Jordan Comutativas

As Algebras de Jordan Comutativas foram introduzidas em [Jordan et al., 1934],
aquando de uma reformulagao da Mecanica Quéantica. Posteriormente foram re-
descobertas por Seely ([Seely, 1970], [Seely, 1971], [Seely, 1972], [Seely, 1977)),
que as utilizou no &mbito da Inferéncia Estatistica, e iniciou-se assim uma linha
de investigacao muito interessante, sendo mais tarde usadas, por exemplo, por
ZmySlony  [Zmy$lony,1978],  Drygas [Drygas et al., 1992],  Vanaleuween
[Vanaleuween et al., 199§, [Vanaleuween et al., 1999|, Fonseca
[Fonseca et al., 2006], [Fonseca et al., 2007], [Fonseca et al., 2008] e Jesus
[Jesus et al., 2009], [Jesus et al., 2009a].

Em [Seely, 1970], Seely designou as Algebras de Jordan Comutativas como es-
pagos vectoriais quadréticos, o que também é feito por Rao em [Rao e Kleffe, 1988],
mas nesta dissertacio iremos designa-las como Algebras de Jordan Comutativas.

Defini¢ao 2.2.1 (Algebra de Jordan Comutativa) Um espaco linear de ma-
trizes reais simétricas, A, diz-se uma Algebra de Jordan Comutativa, se, além

de ser uma Algebra Jordan, dadas quaisquer matrizes A e B de A, temos que
AB = BA.

De um ponto vista menos formal, diremos que as Algebras de Jordan Co-
mutativas de matrizes simétricas sao espacos lineares constituidos por matrizes
simétricas que comutam e que contém os quadrados das suas matrizes.

Todas as Algebras de Jordan Comutativas de matrizes simétricas tém uma sé
base, a base principal, constituida por matrizes de projecgao ortogonal, mutua-
mente ortogonais, ver [Seely, 1971].

Pode-se ainda mostrar que toda a familia de matrizes de projeccao orto-
gonal, mutuamente ortogonais constitui a base principal da Algebra de Jordan
Comutativa de matrizes simétricas, constituida pelas suas combinagoes lineares.

Assim, dada uma matriz ortogonal

P=[Al.. AL], (2.38)
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as matrizes

Q, = A;Aj, j=1....m (2.39)

sao matrizes de projeccao ortogonal e mutuamente ortogonais, constituindo a
base principal de uma Algebra de Jordan Comutativa de matrizes simétricas,

A(P).

Designando por A (P) a Algebra de Jordan Comutativa de matrizes simétri-
cas, representaremos a base principal da Algebra de Jordan Comutativa de ma-
trizes simétricas por

Q={Qu,....Qun} =tp(A(P)). (2.40)

Inversamente, se considerarmos
Qj:Ag-Aj, j=1,....m, (2.41)
entdo as matrizes Q, ..., Q,, constituem a base principal de uma Algebra de

Jordan Comutativa de matrizes simétricas, A (P) ,sendo
P=[AL.. A (2.42)

a matriz ortogonal associada a élgebra A (P).

Assim, temos

A;Aj =Q; e AjA; =1y, comj=1,...,m, (2.43)
sendo g; = car (Q;) .
Além disso, dado que Qq, ..., Q,, sdo mutuamente ortogonais, teremos
Q,;Qi =0y, (2.44)

onde Oy, ,. representa a matriz nula do tipo g; X g;.

Observe-se ainda, que os espacos imagem das matrizes da base principal serao
também mutuamente ortogonais, ou seja

R(Q;)={v:v=Qju}, comj=1,...,m, (2.45)
serao também mutuamente ortogonais, pois

(Qiuz’)t (quj) = UZQZQiu] Q = 0

1,.--,Qm sdo mutuamente ortogonais

Em relacao a ordem da matriz P com que iremos trabalhar é ordem n, caso
nada seja dito em contrério.
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Definigao 2.2.2 (. Algebra de Jordan Comutativa Completa) Sejam
g1, -, gm as caracteristicas das matrizes da base principal {Qq, ..., Qn} de uma
Algebra de Jordan Comutativa A (P), se

> Q=L cAP)
j=1

com I, a matriz identidade de ordem n, diz-se que A(P) é completa, o que

significa que
>_9i=n,
j=1

m

caso contrdrio, tem-se Y, g; < n.
i=1

Observe-se que podemos dizer que uma Algebra de Jordan Comutativa de
matrizes simétricas ¢ completa se contém as matrizes inversas, pois se A (P)
contém as matrizes inversas devemos ter

m

> Qi =1, (2.46)

Jj=1

uma vez que
> gi=n. (2.47)
j=1

No caso em que a dlgebra nao é completa, podemos juntar as matrizes da base
principal, a matriz dada por

Qni1 =1, — Z Qj. (2.48)
j=1

Assim, neste caso, diz-se que a Algebra de Jordan Comutativa, A (P), com
base principal {Qyq, ..., Qm, Qmi1} € a Algebra Completada de A (P).

Defini¢ao 2.2.3 (Algebra de Jordan Comutativa Regular) Se
1 1 ¢
-J,=-1"(1") € A(P),
3, =17 (1")' € A(P)

com J,, a matriz de ordem n cujos elementos sao todos iguais a 1 e 1™ o vector

coluna de ordem n cujos elementos também sao todos iguais a 1, diz-se que A (P)
¢ reqular.
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Assim, seja M uma matriz de projeccao ortogonal, portanto, M é uma matriz
simétrica e idempotente, pertencente a A4 (P), logo ter-se-a

M = Z CL]‘Q]‘, (249)
j=1

ou seja, M serd uma matriz que é combinacao linear das matrizes da base principal
da &algebra.

Como M é idempotente e as matrizes Qyq, . . ., Q,, sao mutuamente ortogonais

tem-se
Z anj = Z CZ?Q]', (250)
Jj=1 Jj=1

vindo
m m
a;Q; = a2Q. < a; =ad?
Jg T 7] J T Y
Jj=1 Jj=1

pelo que a; = 0 ou a; = 1 com j = 1,...,m, e toda a matriz de projecgao
ortogonal pertencente a A (P) é soma de matrizes da base principal. Logo se
uma matriz de projeccio ortogonal com caracteristica 1 pertencer a uma Algebra
de Jordan Comutativa, pertence a respectiva base principal. Em particular, numa
Algebra de Jordan Comutativa Regular tem-se

Q1= lJn. (2.51)

n

Consideremos agora ¥ = {j:a; #0} = {j : a; =1}, e atendendo a (2.49)
podemos reescrever M da seguinte forma

M = Z Qj (2.52)

JjeT

pelo que concluimos que as matrizes de projeccao ortogonal pertencentes a A (P)
serao somas de todas as matrizes da base principal, {Qg, ..., Q,,}, ou entéo seréo
a soma de um subconjunto do conjunto das matrizes dessa base, dependendo se
existe algum a; = 0.

Assim sendo M como referido em (2.49) e seja V; o espaco imagem da matriz
da base principal Q;, temos

M:Zanj e V,=R(Qj), comj=1,...,m.
j=1
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e representando por H a soma directa ortogonal de subespagos vectoriais, tem-se
RM) =R (D Q| =3 ao/R(Q) =3 R(Q)= BV,
j=1 j=1 JEY

uma vez que os subespacos V;, com j = 1,...,m sao ortogonais entre si, como

vimos em ([2.45)), logo ter-se-a
car (M) = Z gj (2.53)

jer
pois
car (M) = car Zanj = dim (R (M)) = Zdim(vj) —
J=1 JEY
= @)=Yy
jer jer
com g; = car (Q;) =dim (V,) com j=1,...,m.

Proposigao 2.2.1 Seja

M=) 4,Q
j=1
com {Q1,...,Qn} a base principal de uma Algebra de Jordan Comutativa com-
pleta, A (P), entao ay, ..., a,, serao os valores proprios de M com multiplicidades
g1 =-car (Q1), ..., gm = car (Q,,) ,respectivamente, caso 0s ay, ..., a, sejam dis-

tintos. Se houver grupos de a; idénticos somam-se as respectivas multiplicidadesﬂ

Dem. Sendo as matrizes Q;, com i = 1, ..., m, matrizes de projeccao ortogonal
de ordem n, logo simétricas e idempotentes, os seus valores proprios sao iguais a
1 ou iguais a 0] Os valores préprios iguais a 1 tém multiplicidade g; e os valores
préprios iguais a 0 tém multiplicidade n — ¢g;, com ¢ = 1, ..., m, tendo-se

SR
j=1

!'Uma vez que M é uma matriz de projeccao ortogonal, e por isso é simétrica, entdo, sabe-se
que os seus valores préprios tém identicas multiplicidades (algébrica e geométrica).

2Todos os valores préprios de uma matriz simétrica e idempotente sdo iguais a 0 ou iguais
al.
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porque a Algebra de Jordan Comutativa é completa, logo a soma de todas as
caracteristicas das matrizes que constituem a base principal da dlgebra serd igual
a ordem da matriz, bem como

m

> Q=1

J=1

Dados os g; vectores préprios de Q; associados ao valor préprio 1, os mesmos
constituem uma base ortonormada para V; = R (Q;), com i = 1,...,m, sendo
estes subespacos mutuamente ortogonais. Juntando as bases dos subespacgos V;,
com ¢ =1,...,m, obtém-se uma base

{Vl,b e 7Vgl,17 V172, e ,Vg%g, .. ,Vl,m, e 7ng,m}

para R". Nesta base de R", os primeiros ¢; vectores constituem uma base para

V1, e assim sucessivamente, até que os dltimos vectores constituem uma base
) ) m

para V,,. Ora, sendo

M = Z anj?
j=1

entao a matriz cujos vectores linha sao os vectores desta base de R" é a matriz
diagonalizadora ortogonal P, tendo-se

PMP' =D (ay,...,a1,...,0m,...,0n).

Logo
A1y .,A1,A2,...,09,...,Qm, ..., Ay,
Vv Vv
g1 vezes g2 vezes gm vezes
sao os valores proprios de M com multiplicidades gy, . . ., g,. Os vectores préprios

associados a estes valores préprios sao os vectores linha

’0171, N 7vgl,17 ’ULQ, N ,’09272, N ,ULm, N 7'Ugm,m
NS ~~ NS ~~ ~~ >
g1 vezes g2 vezes gm, vezes

de P, o que estabelece a tese. m

Se Q for uma matriz de projeccao ortogonal, portanto, uma matriz simétrica
e idempotente, tem-se Q* = Q. [

Além disso, se

3Se Q for uma matriz simétrica e idempotente, significa que a Inversa de Moore Penrose
coincide com a prépria matriz.
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com {Q,...,Q.} a base principal de A (P) ter-se-4, uma vez que Qq,...,Q,,
sao idempotentes e mutuamente ortogonais

M*"=> "a/Q; € A(P) (2.55)
Jj=1

+ = + -1
com a; —Oseaj—Oeaj =a;

inversa de Moore-Penrose de M.

seaj #0,com j=1,...,m, ouseja, M" é a

Segue-se a seguinte proposicao:

Proposigao 2.2.2 A Algebra de Jordan Comutativa A (P) contém matrizes in-
vertiveis se e so se for completa.

Dem. Seja M € A(P) uma matriz invertivel, entdio M = > a,;Q; com
jeT
T = {j:a; #0}, logo atendendo a (2.53) e sendo M uma matriz invertivel,

temos

n = car (M) = Zgj = anr(Qj),
jET JEY
vindo Y = {j:a; #0} = {1,...,m} e >, Q; = I,, logo A(P) é uma algebra
j=1
completa.
Contrariamente, sendo A (P) uma &lgebra completa, entao tem-se que

L,=) Q€AP)
j=1
e I, ¢ uma matriz invertivel, pois |I,| = 1 # 0, logo A (P) contém matrizes
invertiveis. m
Segue-se a seguinte proposicao:
Proposigao 2.2.3 Sendo A (P) uma Algebra de Jordan Comutativa completa,

M = ZCL]‘Q]' S A(P)
j=1

diremos que M é uma matriz invertivel se e sé se a; #0, com j=1,...,m.
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Dem. Através da proposicao sabemos que aq, . . ., a,, sao os valores préprios
da matriz M e como a matriz M é invertivel, todos os seus valores préprios sao
nao nulos.

Também facilmente se vé que, caso M seja invertivel entdao |[M| # 0. Além
disso
m
M =2,
j=1

pois repare-se que
PMP' =D (a;1,,,...,an1m) © M =P'D (a1, ...,a,1,,)P.

Logo

m

> a,Q;

j=1

M| = = [P'D (a1ly,,. .., anly,) Pl =

= |P|D(aly,. ..., anIm)| [P =] af
j=1

Como |M| # 0, entdo a; #0,com j=1,...,m. m
Sendo Qq, ..., Q,, matrizes de projeccao ortogonal, logo simétricas e idempo-
tentes, tem-se

Q; = AJA,; (2.56)

com AjAE = I,,, sendo os vectores linha de A; uma base ortonormada para
V; =R(Qj), com j = 1,...,m. Portanto, se A (P) for uma dlgebra completa,
ou seja, se

j=1

. . t . .~
os vectores linha da matriz P = [A} ... Al " constituirdo uma base ortonormada
de R", visto ter-se

L= Q=) AlA; (2.58)
j=1 j=1

Entao por defini¢ao, P serd uma matriz ortogonal que estd associada & dlgebra
A(P).

Inversamente, dada uma matriz ortogonal P e uma partigdo den = {1,...,n}
em m conjuntos T; com j = 1,...,m, disjuntos dois a dois, ter-se-4

I, =) Q=) AlA; (2.59)
j=1 j=1
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sendo as matrizes A; constituidas pelos vectores linha de P com indices em T},
com j = 1,...,m. E facil de verificar que as matrizes Q, sao matrizes simétri-
cas e idempotentes sendo, portanto, matrizes de projeccao ortogonal e também
mutuamente ortogonais.

Assim, {Qq, ..., Q. } serd a base principal de uma Algebra de Jordan Comu-
tativa completa que tem P como matriz ortogonal associada.

Sendo M € A (P) uma matriz de projecgdo ortogonal, entdo atendendo a
(2.53)) se car(M) = 1, M terd de pertencer a base principal {Qq, ..., Qu}. []
Se A (P) for uma Algebra de Jordan Comutativa regular com base principal

{Q1,...,Qn} vem que

n
e ter-se-a . ) .
=2J,=—=1")( =" 2.61
@ == () (7 0) 20D
vindo

A = <ﬁ ( ")t) : (2.62)

em que 1" é o vector coluna de ordem n cujos elementos também sao todos iguais
al.

Logo P tem uma primeira linha com elementos iguais a e além disso,

tem-se

-

A;AL =09 comj=2,...,m. (2.63)

Como a soma de componentes de qualquer vector linha de A;, com

J = 2,...,m, é nula, esses vectores serao vectores de contrastes. Portanto as
matrizes A, com j = 2,...,m serao matrizes de contrastes e P serd uma matriz

ortogonal estandardizada, ver sec¢ao [2.1.5

Seja F(P) uma familia de matrizes simétricas que tém como P a sua matriz
diagonalizadora ortogonal, entao tem-se o seguinte resultado, ver [Ferreira, 2000]

Proposicao 2.2.4 F(P) ¢ uma Algebra de Jordan Comutativa.

Dem. F(P) ¢ um espaco vectorial uma vez, que dadas as matrizes
My, ..., M, € F(P), uma sua combinacao linear

M=) bM; € F(P)

j=1

4Note-se que %J n serd uma matriz de projeccao ortogonal de caracteristica 1, logo pertence
a base principal de uma dlgebra de Jordan comutativa, sempre que pertence a dlgebra de Jordan
comutativa.
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pois

PMP! =P (Z bij> P' =) "b; (PM;P') = > D,
j=1 j=1 j=1
continua a ser uma matriz diagonal e facilmente se verificam todas as outras

condigoes para ser espaco vectorial.
Sabemos que as matrizes pertencentes a esta familia comutam e utilizando a

proposigao [2.1.2] tem-se
(PMP') (PMP') = D?,

isto é,
PM?P! = D?

¢ uma matriz diagonal, logo M? € F(P).
Sejam «, ..., o, os vectores linha de P e ry,...,7, os valores préprios de
M € F(P), entao tem-se, pela decomposigao espectral, ver [Schott, 1997], que

n
M = E T
j=1

Sendo M uma matriz qualquer pertencente a F(P) e que pode ser escrita como
uma combinacgao linear nao nula das matrizes Q; = ajag- linearmente indepen-
dentes, entao as matrizes Q;, com j = 1,...,n constituirdo uma base para F(P).

Mostra-se ainda que sendo os vectores o, . . ., o, vectores ortonormados, en-
tdo as matrizes Q; sao matrizes de projec¢do ortogonal (e portanto matrizes
simétricas e idempotentes) e que sdo mutuamente ortogonais, ou seja,
Q;Q; = O,,, para j # i e j = 1,...,n. Assim sendo F(P) tem dimensao
n. m

Falta ainda provar, relativamente a proposicao anterior, que a base é unica.
Efectivamente, Seely em [Seely, 1971], chamou as Algebras de Jordan Comu-
tativas de espagos vectoriais comutativos quadrédticos e apresentou o seguinte
resultado

Proposicao 2.2.5 Uma condi¢ao necessdria e suficiente para um subespago A (P)
ser Algebra de Jordan Comutativa é a existéncia de uma base {Q1,...,Qn} para
esse subespago, tal que cada matriz simétrica Q;, com j = 1,...,m ¢é idempotente
e QiQ; =0y, paraj #iej=1,...,m. Além disso, independentemente do
indice das matrizes na base, essa base € iunica.

Dem. A parte da condicao necessaria e suficiente é facilmente provada. A
demonstracao de que essa base € tnica apresenta-se de seguida.
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Seja {Qy, ..., Q. } uma base de uma Algebra de Jordan Comutativa A (P),
constituida por matrizes de projecgao ortogonal mutuamente ortogonais e supo-
nha-se que se tinha outra base {Ry,...,R,,} para A (P) formada por matrizes
de projecgao ortogonal e mutuamente ortogonais. Fixando w € {1,...,m} sejam
a; nimeros reais tais que

m

R, = Z a;Q;

=1

e by, ; nimeros reais tais que

Q=) bR,
j=1

para h=1,...,m.
Entao, uma vez que as matrizes Q;, para ¢ = 1,...,m sao mutuamente or-
togonais e idempotentes, vem

R,Qn = (Z aiQi) Qi = a,QrQsn = a,Q;, = 4 Qn
=1

0 mesmo para matrizes R; para j =1,...,m
Rth = Rw <Z bh,jRj) = wah,wa = bh,wRi} = bhﬂuRw
j=1

logo a,Qn = brwRy para b = 1,...,m. Como as matrizes Q; sao linearmente
independentes tem-se R, # 0 e como Qj, e R,, sao matrizes pertencentes a bases
tem-se que (ap, = 0 ou ap, = 1) e (bpw = 0 ou by, = 1), e portanto R, = Qy,
para algum h. Dado que esta igualdade se verifica para w =1, ..., m, entao esta
provada a unicidade da Qq,...,Q,,. =

2.3 Distribuicoes Associadas a Distribuicao Nor-
mal

Existem vérias distribuigoes relacionadas com a distribuicao normal, mas dessas
destacaremos a distribuicao qui-quadrado e a distribuicao F' de Snedecor, em
particular as distribuicoes qui-quadrado nao central e F' de Snedecor nao central,
muito utilizadas ao longo desta dissertagao.
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2.3.1 Distribuicao Qui-quadrado Nao Central

Defini¢ao 2.3.1 (Distribuicao Qui-Quadrado) Sejam X, ..., X, varidveis
aleatorias i.i.d., X; ~ N (0,1), logo X = [ X: ... X, ]t tem distribuicao nor-
mal de vector médio 0" e matriz de covaridancia I,,. Assim

En:XfZXtXNXi

1=1

isto é, a soma de quadrados de n varidveis aleatorias i.i.d., X; ~ N (0,1), tem
distribui¢ao qui-quadrado (central) com n graus de liberdade.

Definigao 2.3.2 (Distribuicao Qui-Quadrado Nao Central) Sejam

X1, ..., X, varidveis aleatdrias independentes cuja distribuicao de X; ~ N (u;,1) ,
de tal forma que X = [ X1 ... X, ]t tem distribuicao normal de vector médio
n= [ e ey, ]t e matriz de covaridncia 1,,. Assim

Zn: X?=X'X
=1

nao tem distribuicao qui-quadrado central, mas a soma de quadrados de desvios
tem distribuicao qui-quadrado central, ou seja,

n

X - )= (X =) (X—p)~ X2,

i=1

uma vez que X; — p1; ~ N (0,1).
Assim

Y XP=X'X~ 2 (0),
=1

onde x2 (8) ¢é designada por distribui¢ao qui-quadrado ndo central de parametro
de nao centralidade d, em que § E] é definido como

0= ul=p'p.
=1

Teorema 2.3.1 Se Yi,Y,,....Y, sao independentes cuja distribuicao de
Y, ~ X2 (8;) entdo

k
> Vi~ X2 (9)
i=1

’Note-se que em algumas referéncias o parametro de nio centralidade é definido de outra
forma, tal como metade da soma ou a sua raiz quadrada.
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com

Corolario 2.3.1.1 Se Y;,Y,,...,Y, sao independentes cuja distribuicao de
Y; ~ X2 entdo

k
2
§ Yi~x;,
=1
com

k
i=1

2.3.2 Distribuicao F' de Snedecor Nao Central

Definigao 2.3.3 (Distribuicdo F de Snedecor) Se X ~ x2, Y ~ x2 com X
e Y independentes, entdo o quociente

W=+ ~F

p.q

< = I

tem distribuicao F' de Snedecor (central) com p e q graus de liberdade.

Definigao 2.3.4 (Distribuicdo F de Snedecor Nao Central) Se X ~ x2 (),
Y ~ Xg com X eY independentes, entao o quociente

W= NFIMJ (5)

< |'~<|“:3 |

tem distribuicio F' de Snedecor nao central com pardmetro de ndo centralidade
0, onde 6 é o mesmo pardmetro de nao centralidade da distribuicdo de X.

Quando uma estatistica com distribuicao F' de Snedecor é usada para testar
uma hipdétese Hy, a distribuicao serd central se a hipétese Hy for verdadeira e
terd distribuicao F' de Snedecor nao central se essa hipotese for falsa. Assim, a
distribuicao F' de Snedecor nao central pode ser usada para avaliar a poténcia de
um teste F'.
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2.3.3 Distribuicao de Formas Quadraticas

Teorema 2.3.2 Seja X ~ N (u,I,) entdo
(X = p) (X = p) ~ X
Teorema 2.3.3 Seja X ~ N (u, C) entao
(X —p) CH(X —p) ~x;.

Teorema 2.3.4 Sejam X ~ N (u, C), onde C é uma matriz definida positiva e
A uma matriz simétrica de constantes. Se AC é idempotente e car (AC) = r
entao

X'AX ~ 2 (\)

com
A= p'Ap.

Dem. Ver em [Schott, 1997]. m

Coroldrio 2.3.4.1 Se X ~ N (0",1,,) e A ¢é idempotente e car (A) =, entao
XIAX ~ 2.

Dem. Ver em [Schott, 1997]. m

Coroldrio 2.3.4.2 Se X ~ N (u,0%L,) e A é idempotente e car (A) = r, entdo
X'AX ~ oy 2 ()

com

1 t
0= Sk Ap.

Dem. Ver em [Schott, 1997]. m

2.4 Testes de Hipd6teses - Testes F

e Seja’Y um vector aleatério tal que Y ~ N (u, 0*1,) . Entao, ver [Mexia, 1995],
|Y||* serd o produto de 2 por um qui-quadrado com n graus de liberdade
e parametro de nao centralidade dado por

1
5= = lul” (2.64)
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escrevendo-se

IY* ~ o*xi (6). (2.65)
Consideremos
S ~ a2 (2.66)
independente de Y, entao o quociente
Y]
F=—5 (2.67)

terd, ver [Mexia, 1995], distribuicdo F' de Snedecor nao central com n e m
graus de liberdade e parametro de nao centralidade 9, escrevendo-se

F ~ Fp (6). (2.68)

e Em particular, sendo Y ~ N (u,0%L,) e se u = 0" entdao em (2.64)) viria
0 = 0, e consequentemente

Y[ ~ o*x;, (2.69)
e portanto F tera distribuicao F' de Snedecor central, escrevendo-se
F ~ Fym. (2.70)
e Mais geralmente, ver [Mexia, 1995, se Y ~ N (u,0°M) com
car (M) =1 < n tem-se
(Y = b)'M*t (Y —b) ~ o7 (0) (2.71)
sendo M™ a matriz inversa de Moore-Penrose da matriz M (uma vez que

a inversa usual de M nao existe, pois car (M) = [ < n) e o parametro de
nao centralidade dado por

5:1

o2

(b —b)'M" (1 —b) (2.72)
e em que b é um vector qualquer.

Se considerarmos
S~ o*x2 (2.73)

e independente de Y, ter-se-4

~ m (Y =b)'M* (Y —b)
F=7 S

com distribuicao F' de Snedecor nao central com [ e m graus de liberdade
e parametro de nao centralidade J, escrevendo-se

F o Fim (6). (2.75)

(2.74)
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e Em particular, sendo Y ~ N (u,0*M) e se p = b entao em (2.72) viria
0 = 0, e consequentemente

(Y =b)'M" (Y —b) ~ 02\? (2.76)
e -
Y-b)M"(Y-bDb
o ?( ) - Y=b) p.. (2.77)
ou seja F’ tem distribuicdo F' de Snedecor central com [ e m graus de
liberdade.

Assim, F serd a estatistica do teste utilizada para testar a hipdtese
Hy:p=Db. (2.78)

Designemos por fi_q;,» 0 quantil de probabilidade 1 — ¢ da distribuigao F' de
Snedecor central com [ e m graus de liberdade, ou seja

Pr [f/ S flqu,m] =1- q. (279)

Como ¢ = 0, e por isso a hipétese Hy verifica-se, tem-se neste caso, que a poténcia
do teste serd dada por

Pot =1—=Pr[F < fiqim] =Pr[F > fi_qum] = ¢ (2.80)
donde concluimos que o teste serd nao distorcido.
Uma vez que

PriF < fiqm = l—q&
m (Y —b)' M+ (Y —b)
! S

& Pr[ §f1—q,z,m] =l—-q&

& Pr [(Y—b)tl\/ﬁ (Y =b) < fi_gim ¥ % X S] =1—¢q
como consequéncia, as desigualdades

(¥ — ) M (Y = ) < i g xS (2.81)
definem elipséides de confianga de nivel 1 — g para u, isto é, a probabilidade de

p estar coberto por este elipséide é 1 — ¢, donde o teste F' de nivel ¢ nao rejeita

Hy se e s6 se b pertencer ao elipséide de confianca de nivel 1 — ¢, referido em
(2.81)). Diz-se, neste caso, que o teste goza de dualidade, ver [Mexia, 1990].
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Quando M é uma matriz definida positiva, significa que todos os seus valores
préprios sao todos positivos e consequentemente o determinante da matriz M é
diferente de 0, e por isso a matriz M é invertivel, logo M* = M~! e M~! também
¢ definida positiva, vindo

5= 5 (=)' M () (2.8

e podendo reescrever-se a hipétese Hy : p=b como Hy : § = 0. Neste caso, o
teste ¢ estritamente nao distorcido, ver [Mexia, 1995].
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Capitulo 3

Modelos para matrizes
estocasticas simétricas

3.1 Consideracoes Prévias

Este capitulo constitui a parte essencial da nossa dissertacao. Nele apresentare-
mos modelos para matrizes estocdsticas simétricas baseados na decomposicao
espectral das respectivas matrizes médias.

Assim, sendo S = [S;;] uma matriz estocdstica simétrica, a respectiva matriz
média E [S] = [E (S;;)] serd simétrica. A caracteristica da matriz E [S] serd igual
ao grau de S. Se S tem grau r, temos

E[S] = Z Ao, (3.1)
i=1

facto este utilizado na seccao seguinte para construir o modelo base.

3.2 Modelo Base

Em ([Oliveira e Mexia, 1998], [Oliveira e Mexia, 1999 e [Oliveira, 2001]) desen-
volveu-se inferéncia estatistica para matrizes com grau 1. Foram utilizados mo-

delos da forma
S=X\ac' +E (3.2)

emque E=1(E+E') sendo E = [e;;], i =1,...,k; j =1,...,k com e;; i.i.d.
com distribuicdo normal de valor médio nulo e variancia o2, ou seja,

eij ~ N (0,0%), (3.3)

tendo
vec (E) ~ N (0k2,021k2) , (3.4)

43
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em que vec (E) representa a vectorizagdo da matriz E.
No que se segue, alargaremos a formulagdo introduzida em
[Oliveira e Mexia, 1999] e reformularemos o que foi apresentado em [Areia, 2009].

Vejamos, em primeiro lugar, como construir modelos da forma
S=> Aol +E (3.5)
i=1

para matrizes com grau r > 1 com E = 1 (E + E') sendo
vec (E) ~ N (0k2,021k2) . (3.6)

Observe-se que

t
o0

=05, comi=1,...,7; j=1,...,m (3.7)

em que 0;; =0sei# jed; =1sei=j.

Considerando
B; = N, comi=1,... 1 (3.8)

o modelo apresentado em (3.5)), pode ser reescrito
i=1 i=1

com E = [¢;] e E = [e;].

Repare-se que

(eii + eii) = €45, (310)

DN | —

(eij +eji) i # j e € =

DN | —

logo
2

€ij ~ N (0’%) I F ] e €i~ N (0,02) . (3.11)

Se i # j, e sabendo que e;; ~ N (0,06?), tem-se

(£ (eij) + E(eji)) =0

DN | —

E(e;)=E (% (es; + eji)) =

V) =V (% (eij + ej,-)) = 411 (V (eij) +V(ej)) =
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logo
o2
Eij ~ N <O, ?> , para 7 7& j (312)

E se i = j, temos

1
E(e;)=E (5 (e + %’)) = F(eii) =0
e
1
View)=V <§ (eii + %‘)) =V (&) = 0°
logo
€; ~ N (0,0%). (3.13)
Por outro lado
o2
Cov (Ew,éﬂ) = Cov (é’U?éZ]) =V (EZ]) = —,
E é simétrica 2

comi=1,....k;j=1,....k,ei#£je
CO’U(EM,EZZ):V(EH):U2, COmizl,...,k; jzl,...,]{,

sendo nulas as covaridncias entre os restantes pares de elementos de E.

3.2.1 Validacao do Modelo

O processo de validagao de um modelo é uma fase bastante importante na
construcao de um modelo, pois poder-se-a utilizar um modelo nao adequado.
Assim, a validagao do modelo permite-nos confirmar a adequagao deste modelo
aos dados.

3.2.1.1 Operadores vectoriais

Vejamos alguns operadores vectoriais que facilitam a apresentacao de resultados
importantes inseridos neste capitulo e no seguinte.

Dada uma matriz simétrica A = [a;;] de ordem k, ou seja A € O em que Oy,
representa o conjunto de matrizes simétricas de ordem k, temos
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[ an a2 ai(r—1) Qir A1(r+1) A1(k—1) ay |
12 a2 az(r—1) Qor A2(r+1) A2(k—1) a2k
A1(r—1) A2(r-1) A(r—1)(r-1) G@r-1)r A@F—1)(r+1) A(r-1)(k—=1) Q(r-1)k
A= air Q2r Q(r—1)r Gy Qp(r4+1) Qr(k—1) Qrk
A1(r+1)  A2(r41) Ar—1)(r+1)  Gr(r+1)  A(r+1)(r+1) A(r+1)(k—1)  A(r+1)k
a1(k—1) A2(k-1) Ar—1)(k—1) Qr(k—1) Q(r4+1)(k—1) A(k—1)(k—1) Qk—1)k
alk A2k A(r—1)k Qri A(r41)k A(k—1)k Ak
e representaremos por s_vec (A) o vector coluna
_ an -
Ayy
s_vec(A) = (3.14)
Ak
V2a1,
i \/ia(kfl)k i
do tipo g X 1 com g = @, tendo-se
2 2
[A]" = [|s_vec (A)]". (3.15)
Consideremos a_vec (A;r) e b_vec (A;r) dados por
[ an ] [ apynry ]
Ay (0757
a vec(A;r)= ;b vec(A;r) = 3.16
- (Asr) V2a1 - (Ajr) \/§a(r+1)(r+2) (3.16)
\/§ark i L \/§a(k71)k i

do tipo a, X 1 e b, x 1, respectivamente, com a, = g — b, e b, =

Modelos para matrizes estocdsticas simétricas

2

(k—r)(k—r+1)

Note-se ainda que estes operadores gozam das seguintes propriedades, faceis

de estabelecer.
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e s _vec (Z clAl) = Z (e xs_vec(A)));

=1

(g xa_vec(Ay;r));

m
e a_vec E aAy;r
=1

1

NE

l

b_vec (ZC[AZ; 7’) Z axb_vec(Ay;r));
=1

=1

1A]* = la_vec (Asr)||* + [|b_vec (As)|*.

Note-se que esta tltima propriedade pode ser apresentada por
ls_vec (A)|* = [la_vec (A;r)|* + [[b_vec (A;r)[|* (3.17)
atendendo a (3.15)).

3.2.1.2 Resultados importantes

Interessa-nos agora estabelecer os seguintes lema e proposicao

Lema 3.2.1 Sendo P uma matriz ortogonal e vec (E) ~ N (0k2,021k2>, tem-se
vec (PE) ~ N <0k2,021k2> :

Dem. Como
2
vec (E) ~ N (Ok ,021k2>

com E = [e;...e;] tem-se ey, ..., e i.i.d. com distribuigdo N (Ok,0'21k> , vindo
PE = [Pe; ... Pe;] com Pey,...,Pe; i.i.d. e com distribuicao N (0*,6°I;) logo

vec (PE) ~ N <0k2,021k2) ,
0 que estabelece a tese. m

Proposicao 3.2.1 Seja P uma qualquer matriz ortogonal de ordem k. Entdo
5_vec (PEPt) ~ N (09,0219) ,

a_vec (PEP"; r) ~ N (0° 0’1, ),

b_vec (PEPt; r) ~ N (ObT,JQIbT) )
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com g = k(k;l), ayr = g — —(k_r)(’;_rﬂ) =g—10br eb = —(k_r)(’;_rﬂ).

Note-se ainda que
|s_vec (PEP) H2 ~ X,

Ha_vec (PEPt; r) H2 ~ a2xir,

||b_vec (PEPt; 7’)”2 ~ 02)(;.
Dem. De acordo com o lema tem-se
vec (PE) ~ N <0’f2,021k2)

e dado vec (E'P!) = vec ((PE)’) ter as mesmas componentes de vec (PE),
também temos
vec (E'P") ~ N <0k2,021k2> .

Sabemos também que
vec (E) ~ N (0k2,021k2) ,

logo vec (E') terd as mesmas componentes que vec (E) , e portanto
vee (BY) ~ N (0,0%12)
Assim, podemos também dizer que
vec ((Et)t Pt) = vec (EPt) ~ N (Ok2,021k2> ,

e finalmente, podemos agora voltar a utilizar o lema|3.2.1}, que atendendo ao facto
de P ser uma matriz ortogonal temos

vec (PEP') ~ N (0k2,021k2> .
Podemos também dizer que sendo

vec (E'P!) ~ N <0k2,021k2) ,
e voltando a utilizar o lema [3.2.1], temos

vec (PE'P') ~ N (0% 0L,z
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Consideremos entdo PEP! = [eo} e sendo (PEtPt)t = PEP! entao

ij

— 1 1 1 1
PEP!=P (- (E+E!) | Pt = ZPEP' + —PE'P! = = (PEP' + PE'P!
(2 ( + )) 2 + 2 2 ( + ) ’

logo as componentes de s vec (PEPt) serao

o (o] o (o] 1 o o 1 o o] 1 o o
€115 €225+ -5 €ppy - - - 7€kk>\/§ <§ (612+621)) 7\/5 (5 (613+€31>> 7o V2 (5 (e(k—1)k+€k(k—1))) )

sendo as componentes de a_ vec (PEPt : r)

o o o 1 e] e] 1 e] o 1 o (¢}
€115 €225+ -+ Eppy V2 <— (€75 + 621)) V2 <— (€73 + 631)> V2 (5 (erp + 6kr)> ’

2 2
e as componentes de b_ vec (PEPt ; r)

[e] o 1 [} o 1 o [}
E(r+1)(r+1)r - - 5 Chks V2 (5 (e(r+1)(r+2) + 6(r+2)(r+l))) V2 (5 (e(k—l)k + ek(k—l))) :

Note-se ainda que s _vec (PEPt) tem g componentes com

-k 2k+k -k K+Ek  k(k+1)
2 2 2 2

g=k+

b_vec (PEPt; 7") tem b, componentes com

(k=r)—=(k—=r) 2k—=r)+(k—-r)°—=(k-=1)

b, = (k—r)+ 5 = 5 =
(k= r)(k—r+1)
— 5 :

e a_vec (PEP'; r) tem a, componentes com
a, =g —b,.
Atendendo ao facto de

vec (PEP') ~ N (0% 0T,z )

vec (PE'P') ~ N <0’f2,0—21k2) :

vem que
s_vec (PEPt) ~ N (09,0219) .
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Podemos também concluir que

a_vec (PEP") ~ N (0 ,0°1,,),

e
b_vec (PEP') ~ N (0" ,0°L,,) .
Consequentemente temos
Hs_vec (PEPt) H2 ~ azxf],
Ha_vec (PEPt; 7‘) ||2 ~ U2X2T,
e

Hb_vec (PEPt; r) H2 ~ 02)(;,

o que completa a demonstracao. m

3.2.2 Grau do modelo

Sejam 64, ...,0; os valores proprios associados aos vectores préprios vy, ..., Y
da matriz S cuja decomposicao espectral é

k
S=> 0. (3.18)
=1

Pode-se entao escolher matrizes ortogonais P* e P° tais que

t t

7 @
S e P =| : (3.19)

Vi o,
e admitindo que v; ~ a; e 0; = \; para i = 1,...,7, sendo v¥ (A) o i—ésimo
vector linha de uma matriz A, temos vF (P*) ~ v¥ (P°), parai = 1,...,r, ver

[Vaquinhas e Mexia, 1992].

Por outro lado, temos

P’ (Z /\z‘aiaﬁ) (P ~ P (Z ez"Yﬁf) (P)' =
i i=1

= S (0P A (B)) = (6, (P, (PT,)') =

i=1 =1
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sendo 87 o vector com a i— ésima componente igual a 1 e as restantes nulas e
D (60,...,0,,0,...,0) representa a matriz diagonal cujos r primeiros elementos
da diagonal sao #,...,0,, respectivamente e os restantes k£ — r elementos da
diagonal sao nulos. Assim, concluimos, atendendo ao modelo (3.9)), que

i=1

~- P (Z )\iaioé) (P*)' +P'E(P")' ~
=1
~ D(b,,...,6,,0,...,0) + P*E (P*)'

isto é
P*S (P*)' ~D (0y,...,6,,0,...,0) + P*E (P*)’ (3.20)

Assim, atendendo a ([3.20)) temos

b_vec (P*S(P*)" ; r) ~ b_vec (D (1,...,0,,0,...,0) + P*E(P*)" ; 1) =

= b_vec(D(6y,...,0,,0,...,0);7)+b_vec (P*E (P*)"; r) -
= 0" +b_vec (P'E(P*)" ;r) =b_vec (P*E(P*)" ;1)
e uma vez que através da proposicao [3.2.1], temos
b_vec (P*E P ;r)~N (0" ,0°1,,) . (3.21)
entao temos também que
b_vec (P*S(P*)" ; r) ~ N (0" ,0°L,), (3.22)

onde ~ indica distribuicao aproximada.

Consequentemente podemos dizer que
||b_vec (P*S (P*)" ; r) H2 ~ 07X (3.23)
Em relacao ao operador a_vec (.), temos ainda que

a_vec (P*S (P*)t : 7“) A a_vec (D (01,...,0.,0,...,0)+P'E (P*)t : 7") —
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= a_vec(D(0y,...,0,,0,...,0);7r)+a_vec (P*E (P*)" ; r) =

= +a_vec (P*E (P*)" ; r) =

0]
= 0, +a_vec(P'E(P") ;r),

onde 64, ...,0, sao os r primeiros valores préprios da matriz S. E uma vez que

a_vec (P*E (P*)’ ; r) ~ N (0%,0%1,), (3.24)

como sabemos pela proposigao [3.2.1] entdao concluimos que

a_vec (P*S(P*)' ;7) ~ N (0,,0°L,.) . (3.25)

Assim por (3.25)), temos
|la_vec (P*S (P 7) H2 ~ o?x2 (0,) (3.26)

com

5, Qierz 16, 1* = Z@Q 2ZA?- (3.27)
=1

Atendendo  que ||a_vec (P*S (P*)"; T) ||2 ¢  independente  de
Hb_vec (P*S (P*)"; 7")”2, e por (3.23)) e (3.26) temos

Jo_vee(®-sey')| 2

. (3.28)

- b_r Ha_vec (P*S (P*)"; fr)||
e VEC(P*b @) a |b_vec (P=S (P*)"; r)||

T

T

que tem aproximadamente distribuicao F' nao central com a, e b, graus de liber-
dade e parametro de nao centralidade 9,., escrevendo-se

Fr ~ FaT,bT <5r) 5 (329)

com

R P I
&:EZ@NEZ&. (3.30)
=1 =1
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Consideremos Y7, ...,Y, as componentes de b vec (P*S (P*)t ; r) . Quando
o modelo (3.9) se ajusta somos levados a nao rejeitar a hipdtese

Hy:Yi,..., Y, sao i.i.d. com distribuicao aproximadamente N (O, 02) (3.31)
contra a hipdtese alternativa
Hy:Y,...,Y, sao independentes mas tais que Y; ~ N (,ui, 02) , (3.32)

comi=1,...,0,.

Para testar a hip6tese Hy em ([3.31)) temos, ver [Mexia, 1995], a estatistica de

teste dada por
by 2
£
F = =1 (3.33)

b, b, 2

i=1 i=1
que tem, caso Hj se verifique, a distribuicao do quociente de dois qui-quadrados
centrais e independentes, x7 e x2 _;, ou seja, F ~ Fp, _1.

De facto, esta estatistica de teste foi construida para testes cuja hipétese
nula é H, referida em contra a hipétese alternativa em que as varidveis
Yi,..., Y, sao independentes mas nao identicamente distribuidas, ou seja, H;
referida em (3.32]).

Para considerar o que se passa quando a hipétese Hy referida em (3.31)) nao
é verdadeira, tomemos

by
o= 1 (3.34)
=1

Neste caso, o numerador e o denominador de F, podem-se exprimir como o
quociente de dois qui-quadrados independentes, mas nao centrais, com 1 e b, — 1
graus de liberdade e pardmetros de nao centralidade d; e d5, respectivamente, ver
[Mexia, 1989a], isto é

2
= X1 (51)
F o~ LAV (3.35
Xl2)r—1 (62) )
e em que
1 o i i
5y = o=t |
1 bTO'Q (; Mz) brO-Q (3 36)
e

1 br 1 b'r 2 1 b’r /,1,2
2 2 0

52:; Zﬂi_b_(zui) :;(Z“i_b_)' (3.37)
i=1 T \i=1 (= "
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Repare-se que se
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entao
b br
Z}/Z ~ N ( Miabro-2>
i=1 i=1
e
b,
> Y by
i=1
~ N 1
v ()
logo
by 2
>, L\
z:bl o2 - b,o2 (Z YZ) ~ X1 (01) (3-38)
r T i=1
com )
01 = L 3
1= b0 2 Hi |-
E sendo
}/;, ~ N (:uw 02)
entao v
2O N (1
. (13, 1)
logo
b 2 by
Y; 1
S (3) -z
-1 \7 E—
com
1 &
0= i
S
Ora
1 & AR
=D D (Z n) ~ 1 (52) (3.39)
i=1 r i=1
com

1 & AN
_ 2 _
-s= 53k (S -

1 (& 1 (& ’
i 2_ - .
L (-1 ( uz>
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Assim, por (3.38) e (3.39) vem
) by 2 , by 2
bo? (; Yi) B2 (1-21 Yi)
Lo ) br - by by 2\
i= i= ; i=1

()

br by 2
i=1 i=1

il
|
|
|

Observe-se que Hy referida em (3.31)), verifica-se se e s6 se d; = 65 = 0.

Existem alternativas em que d; predomina sobre d, e outras em que 0y pre-
domina sobre ;.

Quando ¢; predomina sobre 5 :

e a estatistica F tende a tomar valores superiores aos que tomaria quando
Hj se verifica.

Quando 95 predomina sobre 97 :

e a estatistica F tende a tomar valores inferiores aos que tomaria quando Hy
se verifica.

Assim, segundo [Mexia, 1989a], podemos considerar estes testes como sendo
testes bilaterais.

Considerando 7p,1,brl o p—ésimo quantil da distribuicio F,, 1, temos a
regiao de nao rejeicao do teste para um nivel ¢ dada por

72 1 bT713?1J 1,bp—1] * (3-40)

PRl 29

Verifica-se que para os niveis de significAncia usuais, a poténcia destes testes
cresce rapidamente com ¢y e 02, ver [Mexia, 1989a].
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Observe-se ainda, por (3.36]) e (3.37), que

1 by 2 1 (& AL 2
— 2 —
e = b (So) 5 (- (o) ] -
" i=1 i=1 " o\i=1

] by 2 e , 1 b, 2
= bo? (;M) +;;M_bra2 (;M) =
1 &
= ;;N?-

Note-se ainda, que no caso em que se estd a considerar a rejeicao de Hy, esta
pode resultar de

e nao adequagao do modelo (3.9));

e 0, e 7; nao serem bons estimadores de \; e «;, respectivamente, com
1=1,...,7

Logo, quando Hy nao é rejeitada, somos levados a admitir que

e 0 modelo (3.9)) ajusta-se;

e 0; e v; sao bons estimadores de \; e a;, respectivamente, com ¢ = 1,...,7.

Observe-se que o modelo (3.9) poder-se-ia ajustar com A" = 0", sendo

M
(3.41)

reduzindo-se o modelo |) ao modelo S = E, sendo este modelo pouco interes-
sante do ponto de vista das aplicacoes.

Interessa-nos pois efectuar o seguinte teste de hipéteses

Ho,r - |A"[] = 0
vs (3.42)
Hy, ||A"[| >0

Estabelecga-se a proposicao
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Proposicao 3.2.2 Quando no teste , Hy, nao se verifica, a estatistica de

teste
b ||a vec(P*S P* : )H

ar|b_vec (P*S (P) ; )|’

tem aprorimadamente distribuicao F' nao central com a, e b, graus de liberdade
e parametro de nao centralidade §,, com

1 « 1 «
574:;;8?%;;/\?

escrevendo-se
Fr o~ Far,br <5r> .

Dem. Raciocinando-se como atras foi feito, demonstra-se esta proposi¢ao. m

Observe-se ainda que o modelo (3.9)) poder-se-ia simplificar caso o valor préprio

A, fosse igual a 0, reduzindo-se o modelo ([3.9) ao modelo
r—1 r—1
S=> Aol +E=> Bl +E. (3.43)
i=1 i=1

Este ultimo modelo seria um modelo com grau r — 1, sendo r — 1 a carac-
teristica da componente deterministica do modelo, ou seja, Z: L iyl teria
caracteristica r — 1.

Assim, com este propdésito, interessa-nos efectuar também o teste de hipdteses

Hy,: A =0
vs (3.44)
HY, : A #0

para verificar o grau do modelo.

Consideremos a matriz U = [u;;] tal que

U11 U12 s Uty U1(+1) e U1 (k—1) U1k
U21 U22 s Ug; U2(j+1) e U2(k—1) U2k
U= Uj1 Ujz Uy Ui+ o W(k-1) Ujk
UG+n1 UG+n2z o0 UG+ UGG+ UG (-1 UGk
Uk-1)1 Uk-1)2 -~ Uk-1); Wk-1)G+1) *°° Wk-1)(k—1) Uk-1)k
L Ukl Uk2 s Uk Uk(5+1) e Uk(k—1) Ukk



58 Modelos para matrizes estocdsticas simétricas

e seja
Uy
Uj+1)
v (U) = : (3.45)
Uj(k—1)
Uk

0 j—ésimo vector linha da matriz U a comegar na posigao (7, j) . O vector v, (U)
¢ um vector com c¢; componentes, em que ¢; = k — 7 + 1.

Admitindo que 0; =~ \;, parai =1,...,r, temos

v, P*S(P")") = v, (D(0,...,0,,0,...,0) + P'E (P*)") =

Q
<
g
>

A 0,...,0) + P*E(PY)) =

= v, D(1,.. ., A 0,...,0) + v, (PE(PY)) =

A
0 o t
= | Ty, (P*E (P*) )
0
Assim, uma vez que
v, (P*E(P*)") ~ N (05711 0°T)_,11), (3.46)
podemos dizer que
v, (P*S(P*)") ~ N (N8 0°Thyi1) (3.47)

sendo 64" o vector coluna do tipo (k — 7 + 1) x 1 com a primeira componente
igual a 1 e as restantes nulas. Consequentemente temos

v, (P*S (P))|” ~ 0%x2 st (6., (3.48)

com

(3.49)

pois

2 2

5, = — ()\T(Slle—r—l-l)t ()\T(sllc—r—i-l) _ Ji ()\Tdilc—rﬂ)t ()\T(silc—rﬂ) _
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Estabelecga-se a seguinte proposicao

Proposicao 3.2.3 Quando no teste , Hg, nao se verifica, a estatistica de
teste

b, v, (P*S (P*)t)HQ
k—r+1 ||b vec(P*S P* ; )H
tem aproximadamente distribuicao F nao central com k —r + 1 e b, graus de
liberdade e pardmetro de nao centralidade

O_

T

escrevendo-se

Fp o~ Froryrp, (0r) -
Dem. Sabe-se por que
b _vec (P*S (P*)"; r) ~ N (ObT,UQIbT) ,

e consequentemente

|b_vec (P*S (P*)" ; r) ||2 ~ oG
Sabemos ainda por que

v (P*S (P)) " ~ X341 (00),
com

Uma vez que b_vec (P*S(P*)" ; r) e v, (P*S(P*)") sdo independentes, a es-
tatistica de teste
e, (P8 |

o _ h—rt1 _ by HV (P*S (P") )H
" ||b7vec(P"bS(P*)t;7‘)“2 k—r+1 Hb vec (P*S P* . )H

tem aproximadamente distribuicao F' nao central com k£ —r 4+ 1 e b, graus de
liberdade e parametro de nao centralidade 9,., escrevendo-se

f: ~ Fk—r—l—l,bT (57') .

Observe-se ainda que em relacao ao teste , pode-se ir baixando o grau
até encontrar o primeiro A, que seja significativamente maior que 0. Ou seja,
se para A, nao rejeitar Hg,, irei efectuar um novo teste para A,_i. Se
novamente nao rejeitar Hy, ,, irei efectuar uma novo teste, desta vez para \,_s,
e assim sucessivamente, até encontrar o primeiro ' tal que para A,s o teste leva
a rejeicdo de Hg,,, e neste caso o modelo teria grau r’.

!
,7'7



60 Modelos para matrizes estocdsticas simétricas

3.2.3 Inferéncia sobre os parametros de estrutura (3;), o°
e parametros de nao centralidade (4, )

3.2.3.1 Inferéncia sobre 3,

Sendo .
S = Z 0:7:i (3.50)
i=1

a decomposicao espectral da matriz S e 4; o vector préprio da matriz S associado
ao valor préprio 6; temos

S, = 07, :Bi, comi=1,...,k, (3.51)
embora s6 nos interessem os r primeiros pares (-y;,6;) .

Consideremos as matrizes ortogonais P* e P° tais que

i o
P = : e P°=] : (3.52)
Vi a,

entao temos

SG”Y=<§:&%%>[71-~ Voo M) =

k k k
=={(;%%%>% X (;@%%>% “e <2@%%>w}=

[0 o b o ) =[B o B B
Admitindo que v, ~ «; e 0; ~ \; parai = 1,...,r, sendo vF (A) o i—ésimo
vector linha de uma matriz A, temos v¥ (P*) ~ v¥ (P°), parai = 1,...,r, ver

[Vaquinhas e Mexia, 1992], e considerando o modelo (3.9)), vem

S(Po)t: (Z)\Zalaf—i—E) [ o ZREIEE o 7SRRI o 7 ¥ ] —
=1

— <Z)\zala:>[al “ e ar ak:|+E|:a1 P ar ak:|:
=1

_ [ (Zl Aiaiaﬁ) a ... (Z Aiaiaﬁ) a ... (Z /\iaiaﬁ) o } LB (P

= [)\lal A W T 0’“]+E(P°)t:[ﬁ1 e B, - Ok}_i_E(Po)t.
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logo podemos assumir que
3, - B, gk}%ml B, 0* ] +E(P°)"  (3.53)
em que
B;~0comj=r+1,...k (3.54)
Assim, sendo
2
P*S (P*)t — 77” |: Bl e Br Bk ~
: _s(P)’
L Vi
o
~ (078 ([ By - B, 0* ] +E(Po)t) =
| &
o T
= (879 [ /61 ’ Br Ok ] +POE(PO)t -
| &
= D(\,...,\,0,...,0) + P°E (P°)' ~
~ D(\,...,A\,0,...,0) + P'E(PY)
Considerando
V = ||s_vec (P°E (P)")||", (3.55)

podemos verificar que a informacao contida em S fica condensada nos seguintes
pares (,32, V) ,com¢=1,...,7, quando o modelo 1’ se ajusta.

Ao vector 3, dé-se o nome de i—ésimo vector de estrutura estimado e é uti-

lizado para estimar o vector 3, = \;a;.
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Observe-se ainda, que quando v, ~ a; € 0; = \; parat = 1,...,r, tem-se
Bi = 0iv;=8v,= (Z )‘J'O‘J‘O‘;‘ +E> Yi & (Z 9]”7;‘"}’;’ +E> Yi =
j=1 j=1

= Oy, + E’Yi =0+ E’Yi

Assim, uma vez que BZ ~ B3; + E,, e considerando a matriz de covariancia
de 3,, COV <Bi>, temos

COV (B) ~ COV (8, + Bv,) = COV (Ev,) =v,COV (E) v (3.56)

Se considerarmos o i—ésimo vector préprio «; tal que
Vi = : (3.57)

entao por (3.56|) vem

k k
cov (B) ~ ~,COV (E) 4! = 02 (Ik +3 ) 71‘,]‘72‘,]") =

j=1 j'=1
= o? (Ik —i—%*yif) ~ oI, comi=1,...,k,

porque sabemos que [|v;|| = 1, logo os elementos da matriz ~,v! nio serao
grandes, podendo ser considerados praticamente nulos, isto é v,v% &~ 0.

Adiante, trabalharemos no caso equilibrado em que a ANOVA e técnicas
associadas sao robustas para a heterocedasticidade, o que nos permitird admitir
a homodecasticidade, ver [Scheffé, 1959] e [Ito, 1980].

Ora, os r primeiros vectores linha de P*S(P*)" sdao independentes de

t . .
Hb vec (P*S (P*)"; ) H . Observe-se que sendo P*S (P*)” uma matriz simétrica,
0s seus r primeiros Vectores coluna, &, ..., &,, serao idénticos aos r primeiros vec-
. . , . . t ~
tores linha e por isso também os r prlmelros vectores coluna de P*S (P*)" seréo

independentes de ||b vec (P*S P* ; H logo os vectores de estrutura
B, = (P& comj=1,...,m (3.58)

serao independentes de ||b vec (P*S P* ; )||

Estabelega-se assim a proposicao cuja demonstragéo serd conforme o que se
apresentou anteriormente.
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Proposicao 3.2. 4 Os fuectores de estrutura Bl,...,,@T sao independentes de
[o_vec (P*S (P*)" s r)]|".

b

Como

j’YjH = Qj H7J|| - 9j7 comj=1,...m, (3'59)

e em geral,
01 >> 0y >> ... (3.60)

a inferéncia desenvolvida para familias estruturadas centrar-se-4 nos primeiros
vectores de estrutura ajustados.

Consideremos os 3, ..., 3, com vista a
e possiveis estudos futuros

e poder-se admitir que sendo B, = Hb_vec (P*S (P*)"; r)‘ 2 , temos

2.2
BTWO— Xbra

caso contrdrio, surgirao parametros de nao centralidade nos denominadores
dos testes F. Se tal acontecer, a poténcia destes testes ficaria diminuida,
ver [Mexia, 1995].

3.2.3.2 Inferéncia sobre o2

Por ([3.23]) sabemos que

||b_vec (P*S (P*)t : 7") H2 ~ 02X§T, (3.61)
e considerando
B, = |[b_vec (P*S (P*)" ; 1)’ (3.62)
entdo um estimador aproximadamente centrado para o? serd
o= ]Z’— (3.63)

Designemos por %gr;p o quantil de probabilidade p da distribuicao Xl%w ou seja
1 2
Pr ;BT <., =p (3.64)

teremos os diferentes intervalos de confianca de nivel 1 — ¢ dados por
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° B, . B,
%E ) Y
bri1—2 b4
L ’ 2 T2

2
L briq

o |0; E’T};

que permitem, por dualidade, testar a hipotese

Hy: 0? = o (3.65)
Assim, o teste de nivel ¢ :
e bilateral, rejeita Hy se o intervalo de confianca de nivel 1—q, {%QL; y]23”° ] ,
br;l—% Vbr;%

nao contém o3;

e unilateral esquerdo, rejeita Hj se o intervalo de confianga de nivel 1 — ¢,

[QB—’“; +00 [, nao contém o2;
Fbori1—q

e unilateral direito, rejeita Hy se o intervalo de confianca de nivel 1 — g,

O. 3 nao COIlt ém gq.
I ) 0
%b iq

3.2.3.3 Inferéncia sobre J,

Para efectuarmos inferéncia sobre o pardmetro de nao centralidade, 9,, vamos
considerar

e estimadores centrados para este parametro;
e intervalos de confianca para este parametro;

e testes de hipéteses para este pardmetro.

O parametro de nao centralidade, d,., € um paradmetro importante pois o teste
de hipdéteses ([3.44)), referido anteriormente, pode ser reescrito da forma

or 0, =0
vs (3.66)
tri0r>0
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Para realizar inferéncia sobre ¢,, iremos utilizar a estatistica
k—r+1
(o] (o}
17° = —"F, (3.67)
br
que é mais manejavel que a estatistica F, - F, € a estatistica referida na proposigao

[3.2.3] Assim, temos

R R Tl

7o = T
b =1 veo (PSP )]
v, (s (@)

|b_vec (P*S (P*)" ; )|

‘ 2

Ora, a estatistica 7.° tem a distribui¢ao de um quociente de dois qui-quadrados,
cujo numerador é um qui-quadrado nao central com k —r + 1 graus de liberdade
e parametro de nao centralidade 9, e o denomlnador é um qui- quadrado central
com b, graus de liberdade. Sendo Hv (P*S (P*) )|| Hb vec (P*S P* ; )H
independentes, entao

T2 ~ Frri1p, (6r) . (3.68)

A funcao densidade da distribuicao Fk—r—i—l,bT (0,) serd dada por

)

oo (5_T)j_
fzlk—r+1,0,6,)=c2 2 f
=0

(z|k =7 +1+24,b,) (3.69)

<

onde, com h = k —r + 1 + 2j, se tem a fungdo densidade da distribuigio Fp,
dada por

0 , 2<0
7(2 ‘habT) = r( htbr h_ (3'70)
(5r) b2 2>0
O CINEEE S
+oo
onde I'(.) ¢ a funcao gama com I'(p) = [ wP'e“du, com p € R, ver

0
[Mexia, 1995].

Sabemos que integrando por partes, obtém-se a seguinte propriedade para a
funcao gama
I'(p+1) =pl(p) (3.71)

e que

+oo
/7(2 |h,b,)dz =1 (3.72)
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por se tratar de uma funcao densidade de probabilidade.

Assim, ver [Oliveira, 2001], temos
“+o0o

b T(2\T (b
/ SR P (2)h+bf ). (3.73)
5 (142) 2 I (%5=)
Sendo B
7;0 ~ Fk—r+17br (57“) ) (3-74)
e com b, > 2, temos o valor médio dado por
00 Sr J
w(zlk—r—+1,0b.6,) :eﬁz%u(z|k—r+1+2j,bT), (3.75)
=0 7
em que, considerando h = k —r 4+ 1 4 2j, se tem
h
p b)) = (3.76)
Logo
,u(z]k—r—l—l,br,ér):b _2(16—7“+1+(5r), (3.77)
o que faz com que B
0r=(0b—2)T°—(k—r+1). (3.78)

seja um estimador centrado para d,.

Por outro lado, a distribui¢io Fi_,114, (0,) é, ver [Mexia, 1995], estritamente
decrescente em 0,, pelo que podemos utilizar o procedimento geral para obter
intervalos de confianga para 9, , ver [Mood et al., 1987].

Comecemos por obter uma estatistica que depende de 9,., mas cuja distribuicao
nao depende de J,. Entao, essa estatistica vai ser

k— 1
T° = ++f: (3.79)
tal que B
7:”0 ~ Fk—r+1,br (67“) . (380)
Assim, usando a distribui¢ao de 7.°, e resolvendo em ordem a J, a equagao
F(T2|k—r+1,b,0,)=1—¢q (3.81)

obtém-se o limite inferior para um intervalo de confianca de nivel 1 — ¢, limitado a
esquerda. Na prética, é este valor que nos interessa, pois se tivermos "confianca"
de que 9, > 0 somos levados a aceitar r como limite inferior do grau.

No entanto, observe-se que para valores grandes de 9, verificou-se que a
solugdo numérica da equagao (3.81)) levanta algumas dificuldades. Com vista
a solucionar estas dificuldades, iremos recorrer a lineariedade assintética apre-

sentada na sec¢ao seguinte (secgao (3.2.3.4)).
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3.2.3.4 Uma aplicacao da lineariedade assintética

Para resolvermos a dificuldade apresentada na seccao anterior vamos recorrer a
lineariedade assintética, ver [Mexia e Oliveira, 2010], [Mexia et al., 2011] e
[Nunes et al., 2013].

Esta técnica aplica-se, com vista a obtencao de distribuigoes limite ligadas ao
crescimento da nao centralidade e nao da dimensao da amostra.

Essas distribuicoes limite permitir-nos-ao abordar questoes relativas & pre-
dominancia em situacoes, em que o primeiro valor préprio ou os primeiros valores
préprios de uma matriz simétrica sao fortemente dominantes.

Comecemos por apresentar a definicao de uma fungao assintoticamente linear.

Defini¢ao 3.2.1 (Func¢do Assintoticamente Linear) Dada uma fun¢do su-
ficientemente regular g : R¥ — R, sejam gego gmdiente e a matriz hessiana
EI de g, respectivamente. Entao, sendo rq (X)_O supremo do raio espectral r (y)
de g (y) ﬂ quando ||y — x|| < d, a fun¢do g é uma fungao assintoticamente
linear, se qualquer que seja d > 0, temos

com
a (u) = sup ij;)” il 2

t
1 _ | 89 9g 9g
g (X) - |:81’1 Oxy * " axk:|

a%g d%g
ox2 Ox10xT)
2 _ .
g(x) = : :
_9%g %9
Oz 0z, E)zi

3Designamos por raio espectral de uma matriz A o valor :

p(A)= max |\ (A)]

1=1,...,n

onde A; (A) s@o os valores préprios de A.
Observagao: Se a matriz A {or simétrica entéo ||A|| = p(A), pois ||A|| = /p(ATA).
Seja A uma matriz quadrada. Entdo para qualquer norma matricial, temos p(A) < ||A]|; e

para qualquer ¢ > 0, existe sempre uma norma tal que ||A|| < p(A)+c, ou seja, o raio espectral
¢ o infimo do conjunto das normas de uma matriz.
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Vé-se que uma dada funcao ¢ é uma funcao assintoticamente linear se ao
afastarmo-nos da origem, a sua componente linear tornar-se dominante. Por
exemplo, sabendo que as primeiras e as segundas derivadas parciais de poliné-
mios sao elas mesmas polinémios com grau decrescente com derivagoes sucessivas,
entao os polinémios serao assintoticamente lineares.

Note-se que formas lineares e quadraticas, bem como outros polinémios de
baixo grau desempenham um papel importante na inferéncia estatistica. Assim,
atendendo & importancia de polinémios de baixo grau e com o objectivo de estudar
as estatisticas que sejam da forma

Y=9gX+p), (3.82)

consideremos g uma funcao assintoticamente linear, sendo X um vector aleatério
k—dimensional, com uma distribuicio qualquer e g € R* um vector no aleatério
tal que

]| — +oc. (3.83)
Consideremos
Z=yg(p)+g(p'X (3.84)
0 que é equivalente a
Z—g(p)=g(w'X (3.85)

Consideremos também

(3.86)

Y9 gX+p—gp)
lg ()] g ()]
Provou-se, ver [Mexia e Oliveira, 2010] e [Mexia et al., 2011], que as fungoes

de distribuicao Fyz e Fz. de Z e Z°, respectivamente, sao boas aproximacoes das

funcoes de distribuicao Fy e Fyo, fungoes de distribuicao de Y e Y°, respectiva-
mente.

'Y'O

(3.87)

Mostrou-se também, ver [Mexia e Oliveira, 2010] e [Mexia et al., 2011], que
sup | Fy- (2) — Fe ()} — . (359
|| —+oo

sendo Fy. e Fzo as fungoes de distribuicao de Y° e Z°, respectivamente.

Observe-se, que se a distribuicao Fz. nao depender de p (ou de %) ,

tem-se
Fygzo (z) = [° (z) (3.89)
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€ nesse caso teremos

sup {|Fy- (z) - F* ()} | — 0, (3.90)
(S
Fyo % F° (3.91)
[l —+o0

. ~ u
considerando, em geral, que Fyo (z) nao depende de p e onde — representa a
convergéncia uniforme.

Uma vez que as distribuigoes qui-quadrado e ¢t de Student possuem numerosas
aplicagoes importantes em inferéncia estatistica e desempenham um papel impor-
tante, em particular nesta dissertagao, segue um exemplo de uma aplicacao a estas
distribuicoes, com vista a obtencao de intervalos de confianca para o parametro
de nao centralidade.

Consideremos para o efeito, a funcao g tal que

g(X) =X (3.92)
Temos entao
dg Jdg dg
X) = = (2X1,...,2X) =2(Xy,..., X)) =2X
Q( ) (aX178X27 78Xk ( 1 ) k) ( 1 ) k)
e
02 92
% T %% 2 ... 0
g(z) = : : : = 1=
a ? 02
axkagxl a_Xg,g 0 2
1 0
0o --- 1

pelo que g é uma funcao assintoticamente linear.

Tomemos
Y =g(X+p) =X+ p| (3.93)
com X ~ N (0,0%I;). Assim teremos
Y ~o®x; (9), (3.94)

ou seja, Y tem distribuicao do produto de o2 por um qui-quadrado com k graus
de liberdade e parametro de nao centralidade §, em que

el g(p)
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70
Como
g (p)=2p (3.96)
temos
g ()| = 1126l = 2| al] = 20V/5,
pois por (3.95)) temos
Il = oV (3.97)

Observe-se agora que por (3.87)), temos, com U = ||X + p|?

Y-g) gX+p) -9 _
g ()] lg ()]

U |pll® _U-0%

- 20\/3 20\/3

YO

logo tendo em conta que

—o?
Yo o léa'\/; o U - 0—2(5 B
o o 202v/6
U_
= 2 — < N(0,1)

2/

pois Y° ~ N (0,0?)e onde — indica distribuigao limite.
Assim, sendo Y° ~ N (0,0?) independente de S ~ o*x?, temos

YO
~ (3.98)

isto é, L segue uma distribuicao ¢ de Student com g graus de liberdade. Portanto

U—c3§
200 ¢, (3.99)

S
Vi
e sendo u o valor de U e s o valor de S, faz com que,
u—o% = 20\/5\/§tg o u—o% — 20\/5\/§tg =0«
g g
& 025+20\/5\/Etg —u=0
g
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e resolvendo em ordem a v/ tem-se

—0\/;59 + /02312 4 024
g 99
Vi = p &
1
& \/g:—(\/gtg+1/§t§+u>
o g g

Uma vez que S ~ o%x? entao % serd um bom estimador para o2, logo uma

g

. . . [XE
estimativa para % serd 4/ =Z.

Teremos agora que gerar pares (tg(i), X3(1)> com ty(i) ~ tg e X2, ~ X tomando

para estimador de v/8

2
— e,
Vo =1/ % <\/§t9(i) + gtjw + u) , (3.100)

0 que nos permite efectuar simulagoes.

Ordenando as estimativas obtidas para V8, temos

\/5(1) < \/5(2) <... < \/S(N) (3.101)

e considerando \/gp o quantil de ordem p este serda dado por

Vs, = \/g(pN) (3.102)

e portanto o intervalo de confianga a (1 — ¢) x 100% de confianga para V0 serd

WS;; 751_3] . (3.103)

O teorema de Glivenko-Cantelli, ver [Loéve, 1977], diz-nos que & medida que a
dimensao da amostra aumenta, a distribuicao empirica tende para a distribuicao
tedrica, ao comparar os quantis empiricos e tedricos, ou seja, se considerarmos
F,, a funcao de distribuigao empirica de uma amostra de dimensao n constituida
por observagoes i.7.d. com distribuicao F' entao tem-se

S, =sup{|F, (z) — F(z)]} % 0 (3.104)

n—-- —+00

q.c. . . N .
onde — significa convergéncia quase certa.
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Em [Ferreira, 2005], apresenta-se um resultado andlogo para a fungao inversa
da fungao de distribui¢ao. Sendo F' (z) uma func¢do continua e estritamente cres-
cente, qualquer que seja p € ]0,1], o quantil de F' para a probabilidade p serd
dado por

z,=F"'(p). (3.105)

Seja ainda z,,, o quantil de F), para a probabilidade p. Assim

Proposicao 3.2.5 Se F(x) tiver fun¢io densidade de probabilidade continua
f(z), ese f(x) >0 sempre que 0 < F(x) < 1, qualquer que seja o € 0, 1]
tem-se

Snyazsup{|xn7p—xp| 2 <p< 1—%} 2500

Assim, dispondo dos pares <tg(7;), X§(¢)> com i =1,...,N em que t,; segue
uma distribui¢do ¢ com g (i) graus de liberdade e é independente de X?,(i) que
segue uma distribui¢ao qui-quadrado central com ¢ (i) graus de liberdade, podem-

se obter os quantis empiricos para V9 e a partir daqui construir intervalos de
confianca para Vo e consequentemente para 9.

No exemplo de aplicagao préatica apresentado em |5.3.1} nao foi necessdrio, por
razoes que adiante apresentamos, aplicar estes resultados.



Capitulo 4

Familias Estruturadas

4.1 Consideracoes Prévias

Neste capitulo vamos considerar familias estruturadas de matrizes estocdsticas
simétricas. As matrizes de uma tal familia terao a mesma dimensao, sendo no
nosso caso k x k, e corresponderao aos n tratamentos de um delineamento base.

Ao estudar-se uma tal familia procura-se analisar a accao dos factores do
delineamento base sobre os modelos da familia considerada.

Os delineamentos que se consideram sao delineamentos ortogonais estando
associados a particoes ortogonais de R™. Assim, como veremos, podemos aplicar
a ANOVA e técnicas associadas na anilise.

Admitindo-se que os modelos da familia tém graus rq,...,r, nao nulos, e
considerando-se

r=min{ry,...,r,} (4.1)

com r > 0, pode-se estudar a accao dos factores do delineamento base sobre os r
primeiros vectores de estrutura.

No entanto, como referimos atrds, muitas vezes o primeiro valor préprio é
fortemente dominante para a generalidade dos modelos, tendo-se » = 1. Em
tais situacgoes temos de analisar a acgao dos factores sobre o primeiro vector de
estrutura.

Quando o grau é o mesmo para todas as matrizes da familia, as mesmas con-
tribuem com o mesmo nimero de graus de liberdade para o erro. Estamos assim
no caso equilibrado e poderd admitir-se a homocedasticidade, ver [Scheffé, 1959]
e [Tto, 1980].

73



74 Familias Estruturadas

4.2 Delineamento Base - Estrutura Algébrica

Como referimos, os delineamentos base que estamos a considerar tém estrutura
ortogonal, estando associados a particoes da forma

R" = 87 ,V, (42)
onde H indica soma directa ortogonal.

Dado um vector de observagoes com vector médio p interessard testar hipéte-
ses da forma

onde | indica o complemento ortogonal.

Estas hipdteses generalizam as hipoteses usuais da forma
Hoj:peVi,j=1,...,m, (4.4)
tratando-se de uma generalizacao que faz surgir, como veremos, propriedades da

dualidade para os testes F.

Isto sugere que a familia das hipéteses Hyj (b;),j = 1,...,m constitui uma
formulacao natural das hipéteses a testar.

Estes delineamentos sao, como veremos, fdceis de tratar, quando se dispoe de
um par (Y,.S) em que
Y ~N (p,0°C) (4.5)

com C uma matriz conhecida e definida positiva, independente de
2.2
S~o X, (4.6)

Na secgao mostraremos como construir testes F' e obter resultados rela-
cionados para cada uma das hipéteses

HO,j (b]),j = 1,...,m. (47)

4.3 Heterocedasticidade controlada sem restricoes

Vejamos agora, como construir a estatistica de teste para testes de hipdteses da
forma

Hy: Ap = Ab. (4.8)
em que A é uma matriz do tipo k X n.

Suponhamos que se tem um par aleatério (Y, .S), em que

Y ~N (p,0°C) (4.9)
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S~a?x2, (4.10)

sendo Y independente de S e C uma matriz conhecida e definida positiva. Como
a matriz de covariancia de Y é uma matriz conhecida, a menos de o2, diremos
que temos a heterocedasticidade controlada [Mexia, 1989a]. Diremos ainda
que nao se tem restrigoes pois pode admitir-se que p é um vector qualquer de
R™, sendo n o nimero de componentes de Y, e pode-se utilizar S para estimar

a2,

Se considerarmos

N(A)={xeR": Ax =0}, (4.11)

o espago de nulidade de A, a hipétese Hy em (4.8) pode ser reescrita da forma
pois

Ap=Ab e Ap— Ab=0" < A (u—b)=0" (4.13)

Por outro lado, considerando

P =Au (4.14)

¥, = Ab, (4.15)

temos a proposicao m que nos permite reescrever a hipétese Hy em (4.8)) da
forma

Proposicao 4.3.1 A hipétese Hy : Ap = Ab pode ser reescrita como
Hy 21 = 1.

Dem. Quando v = 1, temos Ay = Ab vindo p — b € N (A). Inversamente,
se g —b € N (A) entdo A (e —b) = 0%, logo A — Ab = 0%, que ¢é equivalente
a Ap = Ab, o que é o mesmo que ter-se ¥ = 1),. B

Por outro lado se escrevermos

Uppr AV (4.16)

quando e s6 quando Au = Av, e definimos assim uma relagao de congruéncia
Pn(a) em R™.

Assim sendo, representamos por [u] N(A) @ classe de congruéncia a que u per-
tence. Vé-se assim, que a hipétese Hy em pode, uma vez mais, ser reescrita
de outra forma, ou seja

Hy: p € [bya) (4.17)
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pois p € [b]y 4, significa que pppr(a)b, ou seja, Ap = Ab.

Por outro lado, considerando 17) = AY, temos

P ~ N (9,02 ACA") (4.18)
pois
E [Tp] — E[AY] = AE[Y] = Ap = ¢ (4.19)
e que
v m — V[AY] = AV[Y]A' = A (0°C) A'=0?ACA".  (4.20)

Interessa-nos agora estabelecer o seguinte lema

Lema 4.3.1 Quando os vectores linha da matriz A sao linearmente indepen-
dentes e C é uma matriz definida positiv ACA' também é uma matriz definida
positiva.

Dem. Como os vectores linha da matriz A sao linearmente independentes, os
vectores coluna da matriz A’ também sao linearmente independentes.

Consideremos z # 0%, vindo A’z # 0", e como C é uma matriz definida
positiva, temos

z' (ACAY)z = (A'z) C(A'z) > 0

o que implica que z’ (ACAt) z > 0, o que estabelece a tese de ACA® ser uma
matriz definida positiva, pois visto z ser um vector qualquer nao nulo. m

Uma vez que se admite que a matriz C é uma matriz definida positiva, recorde-
-se que, matrizes de covariancia regulares sao matrizes definidas positivas E], ver
[Mexia, 1989a]. Observe-se que o > 0, e sendo ¢2C uma matriz definida positiva,
entdo é equivalente a 02C ser uma matriz invertivel. Assim, neste caso diremos
que temos heterocedasticidade controlada regular.

Assim ACA' é uma matriz invertivel, logo uma matriz definida positiva, se

e s6 se A for horizontalmente livre, isto é, os vectores linha da matriz A sao
linearmente independentes.

Portanto, interessa-nos estabelecer a seguinte proposicao

1'C ¢ uma matriz definida positiva se x!Cx > 0, para todo o x € R".

2Sabemos que quando uma matriz é definida positiva, significa que os seus valores préprios
sao todos positivos e consequentemente o determinante da matriz é diferente de 0, e por isso a
matriz é invertivel, logo a matriz é regular.
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Proposicao 4.3.2 Sendo a heterocedasticidade controlada reqular e sendo A
uma matriz horizontalmente livre do tipo k X n, a estatistica

IS o) (ACA) ™ (% — )
ok S

tem distribuicao F' nao central com k e g graus de liberdade e parametro de nao
centralidade

5= 5 (b — o)’ (ACAY) " (ap — ahy)

e escrevendo-se

F ~ Fiy(9).
Dem. Considerando
Pp=AY |, Yp=Ap e ,=Ab
temos _
Y —1Py~N (¢ - ¢0=02ACAt)
pois
E [@Nb—d)o} — E[AY — Ab] = E[AY] - E[Ab] =
= AF[Y]-Ab=Apu—Ab=9¢ — 1,
e

4 [17)—%] = VI]AY — Ab] =V [AY] = AV [Y]A' =
= A (UZC) Al = s2ACA".
Temos também
(% w0) (ACAY™ (4 —a8) ~ >3 (9

pois sendo B

Y-y~ N (¢ - ¢0¢U2ACAt) )
a forma quadrética é o produto por ¢ de um qui-quadrado com k graus de
liberdade e parametro de nao centralidade §, ver [Mexia, 1990], em que

5= 5 (b — o)’ (ACAY) " (& — ).

Uma vez que Y e S sao independentes temos também que <1Nb — 'z,b0> e S também

sao independentes, e consequentemente, a forma quadrédtica é independente de
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S, e daf resulta directamente a tese, ja4 que, o quociente entre um qui-quadrado
nao central a dividir pelos seus graus de liberdade e um qui-quadrado central a
dividir pelos seus graus de liberdade, resulta numa distribuicao /' nao central
com k e g graus de liberdade e parametro de nao centralidade ¢, isto é,

L @—wo)’f(wgf)l@—wo) s (%~ 00)’ (AC;M* (% — ao0)

tal que
F ~ Fy4(0)

em que o pardmetro de nao centralidade é igual a

1 -1
0= —5 (¥ =) (ACAY) (¢ — ).
|
Considerando-se agora que a matriz A, pode ser vista como

Al =a; ... a (4.21)

em que aj ...ay sao vectores coluna formados pelas linhas da matriz A, podere-
mos considerar também as seguintes sub-hipoteses

Hy,;:alp=alb, comi=1,... k. (4.22)

Note-se que estas hipéteses derivam da hipétese Hy em e portanto verifica-
-se a hipdtese Hj se e s6 se se verificarem as hipéteses Hy;, com ¢ =1,...,k, o
que nos leva a dizer que a hipétese Hj ¢ a interseccao das hipéteses Hy;, com
1=1,...,k, escrevendo-se

k
HO - ﬂ HO,Z'- (423)
1=1

Por outro lado, diremos que as componentes de 1;5 =AY, Y =Apetp,=Ab
sao as seguintes

U, = alY,com i=1,... k; (4.24)
Y, =alp, com i=1,... k; (4.25)
Vo = alb, com i=1,...,k, (4.26)

respectivamente.



Heterocedasticidade controlada sem restri¢oes 79

Assim temos

%NN( Z»,azafCai),comz’:l,...,k, (4.27)

% — g ~ N (% — woji,azafCai) ,comi=1,...,k, (4.28)
E |:Q’Zz:| =F [afY] = afE Y] = afl‘ = 1,
E |~ o] = E[alY —alb] = F[alY] - E[alb] =alE[Y] - alb =
= afp - aﬁb =, — 1/}0,1';

Vv [%] =V [a]Y] = alV [Y]a; = a} (6°C) a; = 0’aCa;

V0t = VI[alY —alb] =V [alY] —alV [Y]a; =

= al (020) a; = 0°a.Ca;.
Observe—se que szz é independente de S, bem como zzz — 1, também ¢ indepen-
dente de S. Assim, para testarmos a hipétese Hy,;, temos a seguinte estatistica
de teste

1 (7 2 ~ 2
oo (Wi,
Ce U I A
F, = 5 = —Cn 5 ,comi=1,... k (4.29)
g [

que tem distribuicao F' nao central com 1 e g graus de liberdade e pardmetro de
nao centralidade )
(%‘ - ¢0,i)

o%alCa;

0; = ,comi=1,... k. (4.30)

Por outro lado, temos a seguinte proposicao

Proposicao 4.3.3 As varidveis pivot

(#-v) (aca) " (¥-v)
S

F =

EN NS

~ 2

' alCa S
tém distribuicoes F' centrais com k e g graus de liberdade e com 1 e g graus de
liberdade, respectivamente.

,comi=1,....k
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Dem. Considerando 1:5 =AY,y =Ap e p, = Ab, temos
¥ — 1 ~ N (0%, 62ACA")
pois
E ['sz—z,b} — E[AY — Apl = E[AY] — E[Ap] = AE[Y] — Ap =
= Ap—Ap=0"
€
v [?p - zp] — VIAY — Ap] = V[AY] = AV [Y] A’ = A (62C) A'=0>ACA’

e consequentemente temos

(&) (ACA) " (4 —w) ~ o\,

Temos também que

=, ~ N (07 JQaECai) )
pois
E [1} - wi] — Ela'Y —aly] = E[a'Y] - E[alp] = al E[Y] - alp =
= ajp—ajp=0

e

)

\% [2711 — wz} =V [a’éY — a‘;u} =V [afY] =alV[Y]al =a! (020) al = 0%alCa;

e consequentemente temos

(Gi-v)

t
a;Ca;

2

Assim, uma vez que
2.2
S~oTx,-

temos

(17,_¢>t(ACAt)_1(1~b—'¢) (@Nb B ¢>t (ACAt)—1 (@Nb — ¢>

F = 3 - i
g

ESSS]

em que F' tem distribuicao F' central com k e g graus de liberdade, e escreve-se

f/NFk,g
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e temos também

~.7/.2 ~

% (Fi=v:)” b, — . ’
g aca g MW
’ % % a!Ca; S ’

em que F tem distribui¢ao F' central com 1 e g graus de liberdade, e escreve-se
fz‘/ ~ g
comi=1,....k m

Da varidvel pivot F’ obtém-se elipséides de confianca para 1), ja que con-
siderando f, 1, o quantil de ordem p para a distribuicao F' central com k e g
graus de liberdade, tem-se que

Pr ((«,b ) (ACA) ™ (v~ ) <k x fkg) -

(- %) (aca) ™ (v 9)

- P
' S

S fl_qvk’g

NS

= Pr (f/ < fl—q,k,g) =1- q.
Observe-se que o teste de nivel g rejeita Hy, se e sé se, 1, nao estiver contido
no elipséide de confianga de nivel 1 — ¢. Assim o teste F goza de dualidade.

Por outro lado, um ponto estd no interior de um elipséide se e s6 se estiver
entre todos os pares de planos paralelos tangentes ao elipséide.

Dado a # 0 existe um tal par de planos tangentes e ortogonais a a, estando
1) entre os seus pares (ver [Scheffé, 1959]) se e s6 se

a'p — at{b‘ < \/ k X fi_grga (ACA") ag (4.31)

pelo que temos os intervalos de confianga simultaneos dados por

Pr (ﬂ

a

alyp — at{z)‘ < \/k: X fi—grga’ (ACA")a g) =1-gq, (4.32)

onde () indica que se consideram todos os vectores a com k componentesﬂ
a

3Observe-se que para a = 0, se tem a desigualdade trivial 0 < 0.
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Esta tltima expressao pode ser considerada como uma versao do bem co-
nhecido teorema de Scheffé, ver [Mexia, 1989b].

Observe-se que quando

\/k X fi—qkg@l (ACAt) ag < ‘atb — at'l,b| (4.33)
se tem
Pr (a4 =a'b) <q (4.34)

dizendo-se que a’1 é significativamente diferente de a’b ao nivel de probabilidade
q.

Quando se utiliza o teorema de Scheffé para encontrar diferencas significativas
entre as componentes de 1), trabalha-se com os vectores da forma

0 0 0

1 0 1

0 1 -1
| 0 | | 0 ] | 0]

onde 1, corresponde & i—ésima componente do vector §; — d; e —1 & i'—ésima
componente do vector d; — d,, e com b = 0, entao 1, e v, diferem significativa-
mente ao nivel ¢ se

S i~ o~
\/k‘ fl,q,k,g(uii — ZUW + UM/) E < ‘wz — wi’ (436)
ja que com ACA'=U = [y;j] comi=1,....,kej=1,...,k, se tem
Por outro lado, para as restantes varidveis pivot, F/, com i = 1,..., k, obtém-

se os intervalos de confianca dados pelos pares de desigualdades

~ S ~ S
Y — \/afCai Ji—qig E < <+ \/afCal- Ji—q1g E’ (4.38)
comi=1,...,k, jid que estas sao equivalentes as desigualdades

~ 2
(wi — wl) < afCai Jfizgig g, comi=1,...,k, (4.39)
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~ 2 S
Pr ((% - %) < aECai fl—q,l,g E) =Pr (‘7:1/ < fl—q,l,g> =1-—gq, (4-40)

comi=1,..., k.

Observe-se que os testes F, (4.8)) e (4.22), que construimos gozam de dualidade

e o teste de nivel ¢ para Hy nao rejeita essa hipotese se e sé se 1, estiver
contido no elipséide de confianca de nivel 1 — ¢;

e o teste de nivel ¢ para Hy,;, com ¢ = 1,..., k, nao rejeita essa hipétese se
e sé se ¢, ,;, com i = 1,... k estiver contido no intervalo de confianga de
nivel 1 — gq.

Por outro lado as hipéteses testadas, Hy e Hy;, podem também ser reescritas
da forma
Hy:6=0 (4.41)

Hy;:0, =0, comi=1,...,k, (4.42)
respectivamente, pelo que os testes F' sao estritamente nao distorcidos.

Assim, sendo Fy, , (0) a distribuigdo F' nao central com k& e g graus de liberdade
e parametro de nao centralidade J, tem-se que, [Mexia, 1989a],

OF (z|k, g, 0)
0 4.43
9% < (4.43)
pelo que a poténcia do teste de nivel ¢ é dada por
poty (0) =1 —F (fi—grglk, 9,9) (4.44)

e que vai crescendo com 4.

Analogamente, sendo F , (d;) a distribuigdo F' nao central com 1 e g graus
de liberdade e parametro de nao centralidade 9;, tem-se que

OF (z|1,49,0; .
OF (211,9,9:) <0, comi=1,....k, (4.45)
096;
logo os testes para as hipdteses Hy;, com 7 = 1,...,k também sao estritamente

nao distorcidos.

Observe-se que estamos a admitir que ACA' é uma matriz definida positiva.

Quando se tem um delineamento base ortogonal em vez de uma hipétese
Hy (b) havera que considerar as hipéteses Hy ; (b),j = 1,...,m. Podem assim,
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ser aplicados os resultados desta sec¢ao desde que se disponha de matrizes A;,

com j = 1,...,m, cujos vectores linha constituem uma base ortonormada para
V,, com j =1,...,m, representando-se
Aj«—V; comj=1,...,m (4.46)
quando queremos indicar que os vectores linha da matriz A; constituem uma
base ortonormada para V;, com j = 1,...,m. Entao
t
P = [Aﬁ . Afn} (4.47)

serd uma matriz ortogonal associada & particao.

Consideremos b € R" e sendo P é uma matriz ortogonal, considere-se a familia
ortogonal de hipéteses da forma

Hy(bj):Ajp=Ab,comj=1,....m (4.48)

sendo
Al =a;;...a;;]|, comj=1,...,m. (4.49)

Podemos ainda considerar as seguintes sub-hipéteses

Ho;(b,j):aj,u=a’ ;b comi=1,... . kjej=1,..m. (4.50)
Sendo B
Y, =A;Y, comj=1,...,m; (4.51)
Y, =Ajp, comj=1,...,m; (4.52)
e
Py, =A;b,comj=1,...,m (4.53)

tem-se para as hipéteses Hy(b,j), com j = 1,...,m, referidas em (4.48)), as
seguintes estatisticas de teste

b — .tA.cAt. b —
F(b,j)=%<¢j ¢o,;> (A 5 2 <¢] QPOJ)’ com j=1,...,m, (4.54)
J

que seguem uma distribuicao [’ nao central com k; e g graus de liberdade e
parametros de nao centralidade

3 (b, j) = % (v; — o) (A;CAY) " (3, —4py;), com j=1,...,m. (4.55)

Note-se que os parametros de nao centralidade sé se anulam quando as hipéteses
Hy (b,j) correspondentes sao verdadeiras. Assim estes testes serdo estritamente
nao distorcidos.
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Considere-se

¢j717 te 7¢j,k]- (456)
as componentes de 17)]-, comj=1,...,m;e
¢j,17 e ﬂ/’j,kj (4.57)
as componentes de 1, com j = 1,...,m; bem como
Yio1s > Vion, (4.58)
as componentes de ¥, ,, com j =1,...,m.
Para as sub-hipéteses Hy; (b,j), com i =1,...,kj e j =1,...,m, temos as

seguintes estatisticas de teste

- 2
N ey N -
i ( ,])—F 5 ,comi=1,... kjej=1...,m, (4.59)
]71

que tém distribuicao F' nao central com 1 e g graus de liberdade e pardmetros de
nao centralidade

. 1 . .
di (b, j) = P (wﬂ _¢j,0,1)> comi=1,....kjej=1,...,m, (4.60)
j7Z
sendo
vj; =a;,Ca;;, comi=1,....kjej=1... m. (4.61)

Estes parametros de nao centralidade, d; (b, 7), anulam-se quando e s6 quando
as correspondentes sub-hip6teses Hy; (b,j) se verificam, pelo que também estes
testes sao estritamente nao distorcidos.

Proposicao 4.3.4 Para;, com j =1,...,m temos as sequintes varidveis pivot

(@Z]’ - @Z)j)t (AjCA;)il <7:/;] B ¢])
S

,comj=1,...,m,

N g
/b — —
F'(b,j) k

que sequem uma distribuicao F' central com k; e g graus de liberdade, com
7=1,...,m.

Raciocinando de forma andloga ao apresentado anteriormente, obtém-se para
os elipséides de confianca de nivel 1 — ¢

(wj B ij (AjCAg,)_l <wj _ 1%) < ki X figkg g, (4.62)
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com j = 1,...,m, enquanto que o teorema de Scheffé d4 os intervalos de confianca
simultineos expressos por

Pr ﬂ(

a;

S
< \/k,’] X fl—q,kj,g a§ (A]CA;) aj§> =1- q, (463)

t t
aj; — ayp;

comj=1,...,m.

Mais uma vez, estes testes gozam da dualidade ja que o teste de nivel de
significAncia ¢ nao rejeita Hy (b,j) quando e s6 quando v ; estd contido no elipséide
de confianga de nivel 1 — ¢, com j =1,...,m.

Proposicao 4.3.5 Para os 1)
sequintes varidveis pivot

- 2

o g ) |

Fi(b,j)=—=———"— comi=1,....kjej=1,...,m,
Uj,z' S

jio comi = 1,... ki ej=1,...,m, temos as

que tém distribuicao I central com 1 e g graus de liberdade.

Neste caso, tem-se os intervalos de confianca de nivel 1 — ¢, dados por

V= \/Uj,z‘ X fi—g14

comi¢=1,...,k; e j=1,...,m, mostrando-se ainda que também estes testes
para as sub-hipéteses gozam de dualidade.

< |

~ S
<Y <Y+ \/Uj,i X fiogig 7 (4.64)

4.3.1 Analise conjunta de matrizes estocasticas simétricas

Comecemos por considerar os primeiros vectores de estrutura ajustados

B(1),....B (m) (4.65)

para as m matrizes de uma familia estruturada, a que correspondem as somas de
quadrados
Si~02xi, comi=1,...,m. (4.66)

Podemos admitir a independéncia das matrizes, pelo que os pares (,@1 (1), Si> ,

com ¢ = 1,...,m, serao independentes. Atendendo & reprodutibilidade dos qui-
quadrados temos

S=>Y Si~o®x] (4.67)
=1
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com
m

9=> g (4.68)
i=1
independente de qualquer vector Y com componentes

Y =c'B, (i), comi=1,...,m (4.69)
o qual terd matriz de covariancia ¢>C com
C=D (¢ (I 47 (7, (D) ervonr T+ ()7 (m) ) (470)

uma vez que que a matriz de covariancia de By (i) serd I, + v, (i)~ (i), para
i = 1,...,m, porque sabemos que ||v, ()| = 1, logo os elementos da matriz
~1 (i)~} (i) ndo serdo grandes, podendo ser considerados praticamente nulos, isto
¢ v, (1) (i) = 0. Por isso, muitas vezes pode-se admitir a homocedasticidade
aproximada dos vectores de estrutura ajustados, Bl (1),... ,Bl (m) , uma vez que
~1 (1)~} (i) = 0, tendo-se nesse caso C = I,,, ver [Oliveira, 2001].

Por outro lado quando se querem comparar as j—ésimas componentes dos
primeiros vectores de estrutura toma-se o vector

0

c=6;=|11.,j=1,..Fk (4.71)

L 0

onde 1 corresponde & j—ésima componente de d; e neste caso dizemos que a
andlise é transversal.

Se as vdrias componentes desses vectores correspondem a momentos suces-
sivos, podera tomar-se ¢ como um vector de contrastes. Por exemplo, podemos
tomar

S

(0 — 61) = (4.72)

C =

Sl
[\
=)

a1
V2
onde este vector de contraste podera ser utilizado para medir a evolucao global

e neste caso estarfamos em presenca de uma andlise longitudinal.

Os resultados sobre heterocedasticidade controlada poderao agora ser aplicdveis
aos pares (Y,5).
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4.3.2 Algebras de Jordan Comutativas e Cruzamento de
Factores

As partigoes ortogonais que consideramos na secgao traduzem a existéncia
de um modelo com estrutura ortogonal.

Um caso muito importante ¢ quando os tratamentos correspondem a todas
as combinacoes possiveis dos niveis de u factores, dizendo-se nesse caso que os
factores cruzam.

As Algebras de Jordan Comutativas de matrizes simétricas, sdo muito tteis
para exprimir a estrutura destes modelos. Na seccao introduzimos as Alge-
bras de Jordan Comutativas, abordando alguns dos aspectos apresentados nesta
seccao.

Consideremos u factores de efeitos fixos, com a4, ..., a, niveis para cada efeito
e quando cruzamos os factores, temos

u

n=]Ja (4.73)

i=1
. ~ , . ’ . o 7z
combinagoes possiveis dos niveis, sendo n o nimero total de tratamentos, ver

[Khuri et al., 1998].

Num modelo deste tipo tem de se considerar os efeitos dos factores e as inter-
acgoes entre esses mesmos factores. Esses efeitos e essas interacgoes correspon-
derao aos vectores nao nulos de

I'={h:h=0Vh =1 coml=1,...,u}. (4.74)

A h = 0 podemos fazer corresponder o valor médio geral, enquanto que se
h tiver uma componente nao nula corresponder-lhe-ao os efeitos do factor indi-
cado por essa componente. Caso h tenha mais do que uma componente nao nula
corresponder-lhe-ao as interacgoes entre os factores indicados por essas componentes.

Podemos ordenar os vectores segundos os indices
i(h) =1+ h2" (4.75)
j=1

Os modelos de efeitos fixos para o conjunto de u factores podem, ver
[Fonseca et al., 2006], no caso equilibrado, ser escritos como

Y =) X(h)n(h)+e (4.76)

onde, se se tiver r observagoes por tratamento, se tem

X (h) = é)xl (h))®1", comh €T (4.77)

=1



Heterocedasticidade controlada sem restri¢oes 89

u
onde @) representa o produto de Kronecker entre u matrizes e consideram-se as
=1

matrizes o
X;(0)=1" coml=1,...,u
{ Xl (1> = Ia” com | = , , U (478)
tendo-se ainda
e~N (0"0°T,) (4.79)

L]
com n = nr.

Nesta reformulagao, o vector médio nao serd um vector qualquer de R, mas
sim um vector do espago imagem de matrizes I» @ 1".

Teremos pois de adaptar a formulacao apresentada ao modelo que estamos a
considerar. Assim, consideremos o modelo

Y =) X(h)n(h)+e (4.80)
hel
em que se tem u factores de efeitos fixos com aq,...,a, niveis para cada efeito,

tomando-se

X (h) = X)X, (l) (4.81)

e em que e ~N (0,062C).
Assim, temos
Y ~N (p,0°C) (4.82)

com

p=>Y X(h)n(h) (4.83)

hel
e que é independente de
S~ axl. (4.84)
Sejam
M (h) = X (h) (X (h))", comh €T, (4.85)

que sao matrizes que também se escrevem da forma
M (h) = QM (h), comh €T, (4.86)
=1

e em que

{Ml(O)iial, coml=1,...,u (4.87)

a, coml=1 ... u
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onde J, = 1° (1°)" ¢ a matriz do tipo s X s com todos os elementos iguais a 1.

Ora se considerarmos

Q(h) =) Qi (lu), comheT, (4.88)

em que

_ 1 _
{ Q; (0) = Jo, coml=1,... u (4.89)

Ql(l):Ial—ailJal, coml=1,...,u

vé-se facilmente que Q(h), com h € T'| sdo matrizes de projecgao ortogonal, mu-
tuamente ortogonais e constituem a base principal dessa Algebra de Jordan Co-
mutativa de matrizes simétricas, a A (I").

Como, ver [Fonseca et al., 2003]

M) = 3 bR Q). (4.90)

kel'(h)

com

T(h)={k:kel k<h,l=1..u} (4.91)
(§]
bk)= [] @ (4.92)
Igp(k)

onde

ok)={l:k =1} (4.93)

tem-se M (h) € A(I"), com h € T, j& que
1 1
I = (Ia - —Ja) +=J.. (4.94)
a a

Note-se que M (h) serd uma matriz que é combinagao linear das matrizes da base
principal da Algebra de Jordan.

Por outro lado, tem-se

Q(h)=(A(h)"A(h), conheT (4.95)
Ah) = @A () (4.6
onde

1
Vai

A (0)=-L (1), coml=1,...,u (4.97)
A(1)=L,, coml=1,...,u '
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e L, com[=1,...,u é obtida retirando a primeira linha igual a
1 1
Ta \/—a},comlzl,...,u (4.98)
a uma matriz ortogonal a; X a;, com [ =1,... u.

Por exemplo, podemos ter

_1 9 L
_ 2 2
Ly=| ¥* 5, ¥
V6 V6 V6
e
1 1 _1 1
T
Li=| -3 =5 3 3
i _1 _1 1
2 2 2 2
Jj& que as matrizes
1 1
_ 2 2
Py=| Vi 2,
V2 V2
1 1 1
V3 V3 V3
P; = _ 1 0 1
- 2 2
TG
V6 V6 V6
e
1 1 1 1
2 2 2. 2
1 1 _1 1
_ 2 2 2 2
Pi=1 1 % 11
2 2 2 2
i 1 _1 1
2 2 2 2

sao ortogonais estandardizadas.

E agora facil de aplicar os resultados da seccao anterior, na medida em que
construimos as matrizes A;, com: =1,...,2%

O que diferencia o nosso tratamento do habitual é:

e admitirmos ter Y independente de S, com S ~ o2 X;., 0 que permite eliminar
restricoes em p para estimar o

e admitir que Y ~N (u,02C), sendo, em geral, C # I,,, mas conhecida, pelo
que em vez de homocedasticidade teremos heterocedasticidade controlada.
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Capitulo 5

Aplicacao Pratica

5.1 Consideracoes Prévias

A aplicacao pratica desta dissertacao serd apresentada no A&mbito da metodologia
Statis pelo que na seccao seguinte iremos fazer o enquadramento dessa metodolo-
gia e de seguida apresentar-se-4 a aplicagao préitica.

5.2 Metodologia Statis

A metodologia Statis foi inicialmente introduzida por Escoufier [Escoufier, 1973]
e L’Hermier des Plantes, no Laboratério de Probabilidades e Estatistica da Uni-
versidade de Montpellier II, por volta de 1976 [L” Hermier, 1976] e posteriormente
desenvolvida por Lavit em 1988 [Lavit, 1988] e em 1994 [Lavit et al., 1994].

Esta metodologia consiste no estudo simultaneo de virias tabelas de da-
dos quantitativos ou qualitativos transformados, ver [Oliveira, 1996], que
apresentem uma das seguintes caracteristicas:

e L tabelas de dados recolhidas em diferentes circunstancias temporais ou
espaciais, que apresentam os mesmos individuos, mas as varidveis podem
eventualmente ser diferentes;

e [ tabelas de dados compostas pelas mesmas varidveis, mas onde o grupo
de individuos presente em cada uma das tabelas pode, eventualmente, ser
diferente.

Para cada uma destas situagoes corresponde uma estratégia: a primeira pri-
vilegia as posicoes relativas dos individuos (Statis), e a outra estuda as relagoes
entre as varidveis (Statis Dual). Quando existe interesse em estudar o compor-
tamento dos individuos e das varidveis, opta-se por aplicar as duas estratégias.

Existem muitos estudos desenvolvidos através da metodologia Statis, com apli-
cagoes em diferentes dominios do conhecimento. Contudo, qualquer fenémeno

93
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cuja andlise compreenda informagao medida num horizonte temporal
ou espacial, desde que seja constituida por dados quantitativos ou qua-
litativos transformados pode ser estudado por esta metodologia.

A aplicacao da metodologia Statis envolve trés fases :

1. Inter-estrutura: nesta fase pretende-se encontrar as relagoes existentes
entre as diferentes matrizes de dados, de modo a verificar as semelhancas
e as diferencas que surgem entre as matrizes de dados, efectuando-se assim
uma comparacao global das matrizes de dados;

2. Compromisso: esta fase consiste em resumir as k matrizes de dados numa
86, através da definicao de um compromisso, e em que este compromisso
deve ser representativo do conjunto de tabelas e caracterizar a estrutura
comum ao conjunto de dados;

3. Intra-estrutura: nesta fase consegue-se obter a representacao das tra-
jectérias que permitem visualizar a evolucao dos individuos, bem como a
quantificacao dessa evolugao.

Na figura 5.2 podemos ver as duas fases da metodologia Statis.

Individuos
N Compromisso
Individuos

e

oo N
Varidveis

Varidveis T

Inter-estrutura: comparagéo global das Compromisso: estrutura comum dos
diferentes tabelas de dados dados

Figura 5.1: Fases da metodologia STATIS: Inter-estrutura e Compromisso.

Deste modo, podemos dizer que a metodologia Statis, sendo uma metodologia
de Anadlise Conjunta de Tabelas, visa essencialmente captar as trajectérias dos
individuos e das varidveis ao longo do tempo ou espaco, de modo a apresentar
as semelhancgas e as diferencas entre as diferentes tabelas de dados, ao longo do
periodo ou espaco em estudo.
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Assim, a metodologia Statis ¢ uma técnica de andlise de dados explo-
ratdria, inserida na andlise conjunta de tabelas, que se aplica a dados do
tipo quantitativo ou qualitativo transformado descritos por um conjunto
de varidveis medidas em diferentes horizontes temporais ou espaciais. Os dados
sao representados em k tabelas designadas por X;, com i = 1,...,k, em que
¢é o indice associado a cada matriz de dados que compoe o estudo. O objectivo
principal desta metodologia consiste na procura de uma estrutura comum entre
as tabelas de dados.

Assim, podemos dizer que esta metodologia nao se restringe apenas & andlise
de uma matriz de dados, como seria o caso de uma Anédlise em Componentes
Principais (ACP), mas sim, permitir a explora¢ao simultdnea de vérias tabelas
de dados quantitativos ou qualitativos transformados |[Oliveira, 1996], usando o
método Statis ou método Statis-Dual, conforme a situagao.

5.2.1 O Método STATIS

Para aplicacao do método Statis, em que o nimero de individuos é fixo podendo
variar o nimero de varidveis, consideremos k matrizes de dados, cada uma delas
denotada por X;, com i = 1,....k, e do tipo n X p;, onde n é o nimero de
individuos em cada tabela e p; o nimero de varidveis (quantitativas ou qualitativas
transformadas, ver [Oliveira, 1996]) na i-ésima tabela, com ¢ = 1,... k, como
podemos ver através da figura [5.2

1FEED, 1 FERE, 1R,

Figura 5.2: k quadros de dados: notagao do método STATIS.

No instante i, o quadro de dados X; é a matriz de dimensao n X p;

(@) e )
(@) (a2) - (ah)’

a j—eésima varidvel é o vector de R", que contém as observagoes dessa varidvel
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para cada um dos individuos,

(x)" = (5’72)1 (5.2)
(«3)’

e 0 h—ésimo individuo é o vector de RP que contém as suas caracteristicas para
as p; variaveis consideradas,

<(Xh)i>t:[<l’;1l)i @) ... @) ] (5.3)

No ambito do Statis, consideram-se k matrizes de dados, e a estas associam-se
matrizes diagonais de pesos das varidveis e dos objectos. Os trios contituidos por
estas matrizes serd um estudo. Neste caso tem-se:

e as matrizes de dados X; do tipon X p;, com i =1,...,k;
e as matrizes diagonais dos pesos dos objectos, D,,;

e as matrizes diagonais dos pesos das varidveis, D,,, com 7 =1,... k.

O trio de matrizes (X;,D,,D,,) denomina-se por estudo ¢ o conjunto dos
varios estudos que constituem as varias observagoes designa-se por série de estu-
dos.

O método Statis ¢ um dos métodos de condensar a informacao contida num
trio de matrizes.

Assim, em [Y. Escoufier e H. I’'Hermier, 197§|, associou-se a cada estudo, as
matrizes

A, =XD,XD,,comi=1,...,k, (5.4)
do dimensao n X n e interpretando-se
S = [sij] = (As, Aj) g = tr (AiA§‘> (5.5)

como uma matriz de covariancia.

5.2.2 O Meétodo Statis-Dual

Para aplicacao do método Statis-Dual, em que o nimero de individuos pode
ser varidvel e o nimero de varidveis é fixo, consideremos k£ matrizes de dados,
cada uma delas denotada por X;, com ¢ = 1,...,k, e do tipo n; X p, onde n;
¢ o nimero de individuos na i-ésima tabela, com ¢+ = 1,...,k e p o nimero de
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ylEiiiRR) | PRI fliii BB

1 1 1
Ny n, Ny

Figura 5.3: k& quadros de dados: notagao do método STATIS-Dual.

varidveis (quantitativas ou qualitativas transformadas , ver [Oliveira, 1996]) em
cada tabela, como podemos ver através da figura [5.3]
No instante i, o quadro de dados X; é a matriz de dimensao n; X p

X;= : : : ' (5.6)

@) (@) e ()

a j—eésima varidvel é o vector de R™, que contém as observacoes dessa varidvel
para cada um dos individuos,

oy = | ) (5.7)

(1)’

e 0 h—ésimo individuo é o vector de R” que contém as suas caracteristicas para
as p varidveis consideradas,

t

A\ T . . .
(6)) = [ @) @) .. @] (5.8)
No ambito do Statis-Dual, consideram-se k& matrizes de dados, e a estas

associam-se matrizes diagonais de pesos das varidveis e dos objectos. Neste caso
tem-se:

e as matrizes de dados X; do tipon; X p,comi=1,...,k;
e as matrizes diagonais dos pesos dos objectos, D,,;, com 7 =1,... k;

e as matrizes diagonais dos pesos das varidveis, D,,.
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O trio de matrizes (X;,D,,,D,) denomina-se por estudo e o conjunto dos
varios estudos que constituem as varias observagoes designa-se por série de estu-
dos.

O método Statis-Dual é um dos métodos de condensar a informagao contida
num trio de matrizes.

Assim, em [Y. Escoufier e H. L'Hermier, 1978|, associou-se a cada estudo, as
matrizes

B, =X!D,,X;D,,comi=1,...,k, (5.9)
de dimensao p X p e interpretando-se

como uma matriz de covariancia.

5.2.3 Inter-estrutura

Consideremos a matriz S = [s;;], com i, j = 1,...,k, (matriz de inter-estrutura,
simétrica, semidefinida positiva) designada por matriz dos produtos escalares
entre as matrizes A; e A; ou entre as matrizes B; e B; conforme seja o método
Statis ou o método Statis-Dual. Sem perda desta informacao, seja S = [s;;], com
1,7 = 1,...,k, uma matriz de dimensao k x k, cujo termo geral é

sij = (i, Aj) g = tr (AGAY) (5.11)

e sendo S uma matriz simétrica, terd como decomposicao espectral

k k
S=Y b= Voo, (5.12)
i=1 i=1

em que 0, > 0 > ... > 0, sao os valores préprios da matriz S associados aos
vectores préprios vy, s, - - -, ¥y, respectivamente. Através da decomposigao es-
pectral da matriz S é possivel uma representacao geométrica dos estudos. As
coordenadas do ponto representativo do j—ésimo estudo sao as j—ésimas com-
ponentes dos vectores v/017v1, V027, - . ., VOrYs, 0 que matricialmente se pode
representar

[ VO o VOvan o VO T
[\/E’h \/e_j'Yj \/Q’Yk}: \/0_171,]‘ \/9_2%7]‘ \/@%,j

| VOe o VOvas o VOV
(5.13)
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ou seja, as coordenadas do ponto representativo do j—ésimo estudo estao repre-
sentadas na j—ésima linha da matriz (5.13]).

Apés a representacao geométrica dos pontos representativos dos estudos, serd
possivel fazer a interpretacao. Segundo a abordagem feita em [Lavit, 1988], Lavit
considera que uma série de estudos tem uma estrutura comum, quando os pon-
tos representativos dos vdrios estudos, segundo a representacao de Escoufier, se
situam ao longo de um tnico eixo, ou seja, as restantes componentes dos pontos
serao praticamente nulas, a excepcao da primeira, tendo-se entao

9?: HQj'yjHQ ~0, comj=2 ...k

e como consequéncia, a informacao da série fica condensada numa parte deter-
ministica, afirmando-se assim que

S ~ 61v17'-

Podemos entao falar na existéncia de um colapso dimensional do conjunto dos
pontos representativos da série de estudos. No caso referido em [Lavit, 1988], este
colapso é unidimensional. Pode-se no entanto considerar colapsos r—dimensionais
em que r < k. Dir-se-a entao, que se estd perante uma estrutura comum de grau
r, ou seja, as ultimas k& —r coordenadas dos pontos representativos da série serao
desprezéaveis, o mesmo é dizer que

9?2 Hﬁj'ysz%O, comj=r+1,... k.

5.3 Eleicoes Legislativas em Portugal Continen-
tal

5.3.1 Enquadramento da aplicacao pratica

Nesta seccao pretende-se apresentar uma aplicacao pratica, evidenciando o
objectivo proposto nesta dissertacao, ou seja, pretende-se validar a escolha do
grau do modelo.

Assim, o nosso estudo incidiu sobre os resultados de 12 anos de eleicoes le-
gislativas realizadas em Portugal Continental entre os anos 1976 e 2009.

Para tal deveriam ser consideradas as NUTS (Nomenclaturas de Unidades
Territoriais). As NUTS designam as sub-regides estatisticas em que se divide o
territério dos pafses da Uniao Europeia, incluindo o territério portugués. Estas
designacoes estao de acordo com o Regulamento (CE) n.° 1059/2003 do Parla-
mento Europeu e do Conselho de 26 de Maio de 2003, relativo & instituicao de
uma Nomenclatura Comum das Unidades Territoriais Estatisticas (NUTS), com
vista a estabelecer uma divisao coerente e estruturada do territério econémico co-
munitdrio, criando uma base territorial comum para efeitos de andlise estatistica
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de dados. Esta classificacao é hierarquica, subdividindo cada Estado Membro em
unidades territoriais ao nivel de NUTS I, cada uma das quais é subdividida em
unidades territoriais ao nivel de NUTS II, sendo estas, por sua vez, subdivididas
em unidades territoriais ao nivel de NUTS III.

Assim, Portugal encontra-se dividido, de acordo com esta classificagao

e NUTS I : Continente, Agores e Madeira
e NUTS II - Norte, Centro, Lisboa, Alentejo, Algarve, Acores e Madeira
e NUTS III

o Norte: Minho-Lima, Cavado, Ave, Grande Porto, Tamega, Entre
Douro e Vouga, Douro e Alto Trés-os-Montes

o Centro: Baixo Vouga, Baixo Mondego, Pinhal Litoral, Pinhal Interior
Norte, Dao-Lafoes, Pinhal Interior Sul, Serra da Estrela, Beira Interior
Norte, Beira Interior Sul, Cova da Beira, Oeste e Médio Tejo

o Lisboa: Grande Lisboa e Peninsula de Setibal

o Alentejo: Alentejo Litoral, Alto Alentejo, Alentejo Central, Baixo
Alentejo e Leziria do Tejo

o Algarve: Algarve
o Acgores: Acores
o Madeira: Madeira

Uma vez que os dados que iremos apresentar dizem respeito a Portugal Conti-
nental e o primeiro ano a que dizem respeito os dados ¢ 1976, iremos utilizar uma
outra divisao do territério portugués, por ser mais simples, pois a actual estrutura
da divisao administrativa de Portugal ¢ actualmente bastante complexa.

A Constituicao Portuguesa de 1976, estabelece que Portugal se divide so-
mente em regides auténomas (Agores e Madeira) e em regides administrativas.
Por sua vez, todas estas se dividem em municipios e estes tltimos em fregue-
sias. As regioes administrativas, cuja criacdo estd prevista desde a aprovagao
da Constituicao (1976), sao segundo este documento, os 18 distritos de Portugal
Continental, pois “enquanto as regides administrativas nao estiverem concreta-
mente instituidas, subsistira a divisao distrital no espaco por elas nao abrangido”,
pelo que em Portugal Continental os municipios mantiveram-se agrupados em 18
distritos.

Assim, de acordo com a antiga divisao do territério portugués, foram consi-
deradas as seguintes regioes de Portugal Continental:

e Regiao Norte - que contempla os distritos de Viana do Castelo, Braga,
Porto, Vila Real e Braganca
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e Regiao Centro Norte - que contempla os distritos de Aveiro, Coimbra,
Viseu, Guarda e Castelo Branco

e Regiao Centro - que contempla os distritos de Leiria, Lisboa, Santarém
e Portalegre

e Regido Sul - que contempla os distritos de Setibal, Faro, Evora e Beja.

Em cada regiao foram seleccionados dois distritos: um distrito no Litoral e um
distrito no Interior. Para cada distrito foram ainda considerados dois concelhos,
sendo um deles a capital de distrito e o outro seleccionado aleatoriamente.

Na tabela [5.1] podemos ver os distritos escolhidos, bem como os concelhos
analisados e respectivas abreviaturas.

H Regiao H Distrito H Concelho H
Norte Braga Braga (Brg)
Fafe (Faf)
Bragancga | Alfandega da Fé (AlF)
Braganga (Brgg)
Centro Norte | Coimbra Coimbra (Cbr)
Cantanhede (Ctn)
Guarda Guarda (Grd)
Aguiar da Beira (AgB)
Centro Leiria Leiria (Ler)
Obidos (Obd)
Santarém Santarém (Str)
Abrantes (Abr)
Sul Setubal Settubal (Stb)
Barreiro (Brr)
Beja Beja (Bja)
Almodovar (Almd)

Tabela 5.1: Distritos-Concelhos escolhidos por Regiao

Em cada concelho foram seleccionadas dez freguesias. No caso em que o
concelho seleccionado nao tinha dez freguesias, juntaram-se freguesias de conce-
lhos adjacentes. Ao concelho de Obidos juntdmos trés freguesias do concelho
de Peniche, ao concelho de Abrantes juntdmos trés freguesias do concelho de
Constancia, ao concelho do Barreiro, juntdamos trés freguesias do concelho da
Moita e trés freguesias do concelho do Seixal, ao concelho de Setibal juntdmos
quatro freguesias do concelho de Palmela e ao concelho de Almodovar juntdmos
trés freguesias do concelho de Mértola.

Os dados dos resultados eleitorais foram obtidos através do site do STAPE
(Secretariado Técnico dos Assuntos para o Processo Eleitoral), onde para cada
eleicao apresentam o nimero de eleitores inscritos, o nimero de votantes, o
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nimero de votos em branco, o nimero de votos nulos, o niimero de votos nos
diferentes partidos e coligagoes e respectivos mandatos.

Com base na informacao disponivel, organizaram-se os dados de forma que
para cada eleicao e para cada concelho, fosse criada uma tabela de dupla entrada,
onde para cada freguesia e para cada opcgao politica apresenta-se as respectivas
percentagens de votos. Na tabela podemos ver as opgoes politicas que foram
consideradas

\ OPCOES POLITICAS \
Partido Social Democrata PSD
Partido Socialista PS
Partido do Centro Democritico Social-Partido Popular | CDS-PP
Coligacao Democritica Unitéria CDhU
Outros Partidos de Direita OutDRT
Outros Partidos de Esquerda OutESQ
Votos em Brancos-Nulos B-N
Abstencao ABS

Tabela 5.2: As diferentes opcoes politicas consideradas

Em algumas eleicoes, o PSD e o CDS apresentaram listas conjuntas. Os votos
nessa coligacao foram distribuidos pelos dois partidos, tendo nestes casos sido
ponderadas as suas votacoes proporcionalmente aos seus resultados nas eleicoes
legislativas imediatamente anteriores ou posteriores.

5.3.2 Ajustamento e validagcao do modelo

Com base nos resultados eleitorais foi possivel construir, para cada ano de eleicao e
para cada concelho uma matriz de dados X; com ¢ = 1, ..., 16 com a percentagem
de votos em cada uma das opcoes politicas consideradas para cada freguesia
escolhida nesse concelho.

Assim, em cada matriz X; com i = 1,..., 16, as linhas da matriz correspondem
as freguesias seleccionadas aleatoriamente e as colunas correspondem as opgoes
politicas consideradas em [5.2]

Atribuimos as matrizes de pesos: Dig = %110 (matriz de pesos para as fregue-
sias) e Dg = Ig (matriz dos pesos para as opgoes politicas).

Foi utilizado o software R (versio 2.15.0 (2012-03-30), The R Foundation
for Statistical Computing, ISBN 3-900051-07-0), para efectuar todos os célculos
necessarios para o ajustamento e validacao do modelo.

Ap6s a obtengao da série de estudos (X;, Do, Dg) ,para cada concelho, re-
correu-se ao software para obter as matrizes dos produtos escalares de Hilbert-
Schmidt, bem como os valores e vectores préprios associados das matrizes S das
varias séries de estudos.
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Os trés primeiros valores préprios, 61, 05 e 03, para os véirios concelhos sao
apresentados na tabela [5.3

Concelho 01 D) 03
Braga 64443390.000 | 65229.950 | 50896.390
Fafe 83094160.324 | 305144.948 | 139302.726
Braganca 93442609.319 | 500487.791 | 171148.442
Alf. da Fé | 78659763.114 | 373110.134 | 154047.373
Coimbra | 74926310.000 | 115712.900 | 26936.890
Cantanhede | 86888180.000 | 75238.370 | 29669.640
Guarda 75398565.017 | 540308.780 | 230426.971
Ag. da Beira | 98230572.330 | 634681.620 | 284489.784
Leiria 95153290.000 | 248866.100 | 121078.800
Obidos 78985540.000 | 271833.000 | 72716.980
Santarém | 67324530.000 | 561305.500 | 104776.300
Abrantes 67144530.000 | 230306.800 | 143789.000
Setibal 62339090.000 | 107597.900 | 22771.430
Barreiro 82344280.000 | 144983.100 | 17499.650
Beja 78848340.000 | 306586.200 | 122502.900
Almodovar | 83566161.553 | 359929.298 | 46847.421

Tabela 5.3: Valores préprios dos varios concelhos

Através da decomposicao espectral das matrizes representativas dos vdrios
estudos, apresenta-se na tabela [5.4] a percentagem de variancia explicada, dada
pelo quociente entre o primeiro valor préprio e o traco da matriz S.

Observe-se que em todos os concelhos o peso do primeiro valor préprio na
representacao espectral ¢ muito préximo dos 100% pelo que se confirma que a
existir estrutura, esta serd comum para as diferentes séries de estudos.

Note-se ainda, através da tabela [5.3] que em todos os concelhos, o primeiro
valor préprio é muito superior aos restantes valores préprios, o que nos per-
mite concluir que a estrutura comum tem grau um, ou seja, » = 1. Ora,
[Oliveira e Mexia, 2004], mostraram que quando r = 1 e k < 20, se

T1 =

2
91
k

2.8

Jj=2

> 200,

sendo 71 o valor da preponderancia para 6, podemos usar ,[~31 = 617, para estimar
B;. De facto, neste caso temos r =1 e k = 12 < 20, e o valor da preponderancia
para cada concelho estd apresentado na tabela [5.5

Como podemos ver através da tabela[5.5 o valor da preponderancia em todos
os concelhos é superior a 13837, o que é um elevado valor para a preponderancia,
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Concelho Z;:ll 5 X 100%
Braga 99.68
Fafe 99.32
Braganca 99.12
Alf. da Feé 99.08
Coimbra 99.77
Cantanhede 99.82
Guarda 98.66
Ag. da Beira 98.71
Leiria 99.50
Obidos 99.43
Santarém 98.92
Abrantes 99.25
Setiibal 99.77
Barreiro 99.78
Beja 99.36
Almodovar 99.40

Aplicacao Prética

Tabela 5.4: Percentagem de variabilidade explicada nos vérios concelhos

Concelho | Valor da Preponderancia, 7
Braga 455165.930
Fafe 59512.878
Braganca 30549.259
Alf. da Fé 36228.008
Coimbra 392006.816
Cantanhede 1043315.325
Guarda 15794.299
Ag. da Beira 18753.902
Leiria 111704.967
Obidos 74211.924
Santarém 13837.676
Abrantes 56569.224
Setubal 319861.621
Barreiro 316138.465
Beja 56115.988
Almodovar 52130.455

Tabela 5.5: Valor da Preponderancia para os vérios concelhos
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garantindo-se assim a qualidade dos estimadores e permitindo concluir que a
estrutura comum tem grau um.

Nas tabelas[5.6}, 5.7, [5.§ e indica-se, para cada concelho, o primeiro vector
de estrutura, obtido pelo produto do primeiro valor préprio e as componentes do
vector préprio associado, correspondendo a cada um dos doze anos eleitorais.
Esta representagao permite mais facilmente analisar se hd maior ou menor va-
riabilidade, uma vez que os vectores proprios sao normalizados. Uma andlise ré-
pida das tabelas 5.7 e permite-nos evidenciar a existéncia de uma
maior variabilidade nas componentes do vector de estrutura para os concelhos de
Leiria e Braganca sendo os concelhos de Beja e Setiibal os que apresentam maior
estabilidade nas componentes do vector de estrutura.

Assim, nas tabelas [5.6] [5.7] e indica-se, para cada concelho, as com-
ponentes do vector estrutura, correspondendo as 12 componentes do vector es-
trutura aos 12 anos eleitorais. Este vector estrutura estimado, obteve-se fazendo
o produto do valor préprio pelo vector préprio que lhe estd associado, ou seja

B = 017,

Braga Fafe Braganca Alf. Fé
1976 | 16897578.60 | 18842922.97 | 19999578.25 | 20579019.43
1979 | 16282334.16 | 18264959.42 | 21263391.77 | 16686624.81
1980 | 15527366.28 | 19695811.61 | 22294824.84 | 18377587.85
1983 | 18311228.54 | 20435465.69 | 21312617.83 | 19341822.84
1985 | 13134725.81 | 18905203.72 | 22471853.78 | 18699778.67
1987 | 19468566.69 | 25591047.55 | 29861088.03 | 25334092.84
1991 | 21338046.03 | 28298001.09 | 30916941.76 | 25819204.87
1995 | 20699097.15 | 25979516.08 | 28346257.72 | 24869684.27
1999 | 20894689.86 | 26876356.16 | 30816876.51 | 25114586.00
2002 | 20232684.25 | 27161538.09 | 31018533.54 | 25983244.83
2005 | 19998804.21 | 26512399.37 | 30769988.61 | 24653804.26
2009 | 18565953.80 | 27557688.26 | 30223525.26 | 24150879.38

Tabela 5.6: Vectores de estrutura dos concelhos da Regiao Norte

Uma vez que concluimos que a estrutura comum tem grau um, apresentam-
se os valores observados da estatistica F, referida em (3.33) na pagina . Os
valores dessa estatistica e para os vérios concelhos, encontram-se na tabela [5.10]

Como podemos observar pela tabela os valores para a estatistica F
validam o modelo

i=1

para r = 1, de forma clara e para todos os concelhos, pois nao permitem rejeitar
a hipdtese nula (Hy referida em (3.31]) na pagina , a um nivel de significincia
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Coimbra | Cantanhede Guarda Ag. Beira
1976 | 21232561.01 | 21565223.89 | 18785757.84 | 26736782.96
1979 | 18562363.69 | 21804586.08 | 21477311.74 | 32412191.25
1980 | 18639341.10 | 22441098.71 | 18371004.44 | 25620905.25
1983 | 22656197.86 | 22914766.60 | 20224682.91 | 23774319.59
1985 | 15834455.43 | 20799719.56 | 16263256.01 | 21698386.88
1987 | 20533140.88 | 27667279.48 | 24089130.13 | 31899061.46
1991 | 22490150.20 | 28801653.14 | 20582292.12 | 30973982.79
1995 | 24649198.37 | 27054384.85 | 24714080.42 | 27494009.94
1999 | 24815774.41 | 26871054.18 | 25082674.35 | 28806125.17
2002 | 24295559.82 | 27145307.14 | 23810092.23 | 30829473.87
2005 | 22496849.82 | 25975552.14 | 25006886.79 | 28450197.56
2009 | 21445403.80 | 26213275.93 | 20582292.12 | 29476248.44

Tabela 5.7: Vectores de estrutura dos concelhos da Regiao Centro Norte

Leiria

Obidos

Santarém

Abrantes

1976

23076445.55

18207202.82

17923782.78

19012591.75

1979

25106921.77

16270935.96

15802530.23

13590164.57

1980

26410373.12

17432890.67

17269834.01

15759202.78

1983

22983465.59

20559979.04

18823265.86

18683434.41

1985

21926374.06

18168934.08

15018175.86

14693403.76

1987

37010334.08

24472054.89

19587144.33

18590510.70

1991

36249790.20

26646692.69

22660465.34

20216197.93

1995

27764792.04

24850274.0

21423716.23

21860160.05

1999

27167464.36

27051425.64

22267868.78

22230245.43

2002

29609046.71

26684669.12

21173998.90

24633253.21

2005

24343687.68

24592725.84

20829130.76

21801254.83

2009

22862141.57

24710814.79

18690223.17

18451383.15

Tabela 5.8: Vectores de estrutura dos concelhos da Regiao Centro




Eleicoes Legislativas em Portugal Continental

Setiibal

Barreiro

Beja

Almodovar

1976

18031918.19

28923440.19

22214826.159

19823109.56

1979

16438877.04

28457675.90

26127815.551

20481953.42

1980

15459791.35

26693236.05

23202613.480

19218402.04

1983

17573278.25

26890446.90

22997041.365

22439101.98

1985

14105038.54

20666887.65

20001003.059

20559738.83

1987

16651781.70

20310862.98

20315354.628

23451962.09

1991

18416470.55

20704233.19

20662673.900

25605902.34

1995

19341095.93

22012907.41

22729499.185

27577880.94

1999

21004888.87

23598936.14

24534552.195

28779195.61

2002

20257990.72

22643791.80

23723624.881

27642788.99

2005

18791616.30

21072325.90

23924401.739

27613002.83

2009

18674991.01

20783953.35

21913748.603

23542175.91

Tabela 5.9:

Vectores de estrutura dos concelhos da Regiao Sul

Concelho | Valor da Estatistica JF
Braga 4.881
Fafe 2.879
Braganca 2.487
Alf. da Fé 3.252
Coimbra 2.137
Cantanhede 3.509
Guarda 3.016
Ag. da Beira 3.325
Leiria 2.934
Obidos 2.485
Santarém 1.665
Abrantes 3.301
Settbal 1.685
Barreiro 1.545
Beja 2.403
Almodoévar 1.945

Tabela 5.10: Valor da Estatistica F para os vérios concelhos
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de 5%, o que leva a nao rejeicdo de um modelo de grau um (r = 1),
S = )\10(1@3 + E

De facto, como podemos ver através da tabela [5.10, a hip6tese de que os
residuos terem valores médios nulos e serem homoceddsticos nao foi rejeitada para
nenhum dos concelhos. Com efeito, para um nivel de significAncia de 5% e r = 1,
a regido de nao rejeicao para o teste com estatistica F ¢ [7%,1@71? ?17g,1,bﬁ1] =
[ foo2s.1.65 foorsa.es) = [0.00099; 5.265] para todos os concelhos.

Portanto, uma vez que os residuos podem-se assumir com valores médios
nulos e homoceddsticos, foram calculados os valores da estatistica F, para r = 1,
apresentada em (|3.28)) na pédgina , e que constam na tabela m

Concelho | Valor da Estatistica F; | Estimativa de §;
Braga 2503412.407 29130605.100
Fafe 327320.829 3808812.190
Braganca 168020.924 1955140.572
Alf. da Fé 199254.046 2318580.531
Coimbra 2156036.426 25088411.864
Cantanhede 5738235.047 66772177.640
Guarda 86868.643 1010823.116
Ag. da Beira 103146.458 1200237.697
Leiria 614377.383 7149106.642
Obidos 408165.705 4749552.569
Santarém 76107.211 885599.178
Abrantes 311130.672 3620417.635
Setubal 1759239.046 20471133.280
Barreiro 1738760.830 20232841.284
Beja 308637.957 3591411.499
Almodovar 286717.503 3336337.126

Tabela 5.11: Valor da Estatistica F; e Estimativa de d; para os varios concelhos

Conforme podemos observar, os valores da estatistica JF; para os vdrios con-
celhos, foram altamente significativos, podendo pois nao se rejeitar, para todos os
concelhos, a existéncia de uma estrutura comum de grau um, ou seja, rejeitou-se

a hipétese nula
Ho, : ||A"|| =0, parar =1,

conforme teste (3.42) da pégina

Tendo em conta que se trata de uma estrutura comum de grau um, os valores

da estatistica Fy ( apresentada na proposi¢ao , para os varios concelhos,
sao os mesmos valores apresentados para a estatistica F; e a distribuicao destas
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duas estatisticas coincide, nomedamente, os parametros de nao centralidade sao
iguais. Uma vez que os valores das estatisticas F; e F7 sao valores altamente
significativos, nao hd diuvidas quanto a rejeicao, para todos os concelhos, da
hipétese nula

H&l : )\1 = 0,

conforme teste (3.44)) referido na pédgina , reforgando assim a existéncia de uma
estrutura comum de grau um.

Ainda em relagao aos pardmetros de nao centralidade, apresentam-se as esti-
mativas para d; na tabela [5.11] para os diferentes concelhos, obtidas através do
estimador referido em (3.78]) na pagina

57‘:(br—2)7;o_(k_7"+1)7

sendo
k—r+1 v, (P*S (P))||* _
7° = Fy = — . 5 ~ Fri1p, (0r)
by Hb_vec (P*S(P*)" ; r) H
ebr:w,parakzmer:l.

Repare-se que nao foi necessario construir intervalos de confianca para 9dq,
conforme apresentado na subsec¢ao[3.2.3.4] uma vez que os valores das estatisticas
F1 e F} sao valores altamente significativos, levando de imediato a rejeicao da
hipétese nula.

5.4 Sema-Simulacao

Tornando-se necessario comprovar os resultados apresentados recorremos a dados
semi-simulados, utilizando para o efeito, os dados utilizados na secgao [5.3.1] e
procedendo a uma perturbacao dos valores préprios das virias matrizes consi-
deradas.

De facto, a utilizacao do termo dados semi-simulados deve-se ao facto de nao
estarmos interessados em gerar novos dados, efectuando um simulacao propria-
mente dita, mas sim obter novas matrizes S tais que

i=1

com grau r > 1 e sendo E = 1 (E + E?) tal que

1
2

vec (E) ~ N (0k2,021k2) , (5.15)
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e cuja decomposicao espectral de S serd

k
S = Z 0y,
i=1

Assim, uma vez que os resultados apresentados na seccao [5.3.1}, indicaram-nos
uma estrutura comum com grau um (r = 1), tornou—se necessario comprovar os
resultados apresentados para r > 1.

De forma a conseguir que os dados apresentem um grau maior do que um,
perturbou-se o 2° valor préprio das matrizes por forma que

92 - 02561,

mantendo-se os restantes valores proprios iguais aos considerados em [5.3.1

De seguida, obtiveram-se as novas matrizes S;, com ¢ = 1,...,16, e para as
quais se apresentam os seus quatro primeiros valores préprios, 61, 02, 03 e 64 na

tabela B5.12|

Matrizes 04 09 05 04

Sq 64443390.000 | 16110850.000 | 50896.390 | 41678.700
So 83094160.324 | 20773540.081 | 139302.726 | 41575.630
S3 93442609.319 | 23360652.330 | 171148.442 | 61161.520
Sy 78659763.114 | 19664940.779 | 154047.373 | 57289.282
Ss 74926310.000 | 18731580.000 | 26936.890 | 10562.830
Se 86888180.000 | 21722050.000 | 29669.640 | 21014.170
S~ 75398565.017 | 18849641.254 | 230426.971 | 96759.961
Ss 98230572.330 | 24557643.083 | 284489.784 | 127329.927
Sg 95153290.000 | 23788320.000 | 121078.800 | 586396.620
S0 78985540.000 | 19746390.000 | 72716.980 | 67040.760
S11 67324530.000 | 16831130.000 | 104776.300 | 35840.490
Sio 67144530.000 | 16786130.000 | 143789.000 | 70442.250
Si3 62339090.000 | 15584770.000 | 22771.430 6734.857

Si4 82344280.000 | 20586070.000 | 17499.650 9255.178

Si5 78848340.000 | 19712080.000 | 122502.900 | 34092.210
Si6 83566161.553 | 20891540.388 | 46847.421 | 37877.930

Tabela 5.12: Valores préprios das varias matrizes semi-simuladas

Através da decomposicao espectral das matrizes representativas dos varios es-
tudos, apresenta-se na tabela[5.13|a percentagem de varidncia explicada dada pelo
quociente entre o primeiro valor préprio e o tragco da matriz S;, com
1 =1,...,16, bem como o quociente entre a soma dos dois primeiros valores
proéprios e o trago da respectiva matriz S;,com ¢ = 1,...,16. Note-se que através
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Matrizes 9 % 100% | B x 100%
i1 0i > bi
S 79.86 99.83
So 79.80 99.75
S3 79.77 99.72
Sy 79.71 99.64
Ss 79.95 99.94
Sg 79.44 99.93
S+ 79.59 99.49
Ss 79.58 99.47
Sg 79.84 99.81
S1o 79.85 99.82
S11 79.84 99.79
Sio 79.74 99.67
Si3 79.96 99.96
S14 79.97 99.96
Si5 79.83 99.79
Sis 79.89 99.86

Tabela 5.13: Percentagem de variabilidade explicada nas vdrias matrizes semi-
simuladas

da tabela podemos verificar que os dois primeiros valores préprios das ma-
trizes S;, com i =1, ..., 16, sao fortemente dominantes.

Para todas as matrizes S;, com ¢ = 1,...,16, o peso do primeiro valor préprio
na representacao espectral das matrizes S; é muito préximo dos 80%, e o peso da
soma do primeiro e segundo valores préprios na representacao espectral é muito
proximo dos 100%, o que confirma que a existir estrutura, esta serd comum para
as diferentes séries de estudos, com possibilidade de ser uma estrutura comum de
grau dois.

Os valores observados da estatistica F, referida em na péagina con-
siderando r = 2, para as vdrias matrizes S;, com ¢ = 1,...,16, encontram-se na

tabela [5.14].

Os valores para a estatistica F validam o modelo
2
i=1

de forma clara e para todas as matrizes consideradas, pois nao permitem rejeitar
a hipétese nula (Hy referida em (3.31])), a um nivel de significancia de 5%, o que
leva a nao rejei¢do de um modelo de grau dois (r = 2),

S = Mol + Mazal +E
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Matrizes | Valor da Estatistica F
Sy 4.255
So 3.181
Ss 3.274
Sy 4.348
Sy 3.759
Sg 4.442
Sy 3.642
Sg 3.999
Sg 2.907
S 3.327
Sqi1 2.473
Sio 2.912
Si3 2.154
Si4 3.203
S5 2.547
S 5.270

Tabela 5.14: Valor da Estatistica F para as vérias matrizes semi-simuladas
com E = 1 (E + E') sendo
vec (E) ~ N (0122,021122) . (5.16)

De facto, como podemos ver através da tabela [5.14] a hipétese de que os
residuos terem valores médios nulos e serem homoceddsticos nao foi rejeitada
para nenhuma das matrizes. Com efeito, para um nivel de significAncia de 5% e
r =2, a regido de ndo rejeicio para o teste com estatistica F é

[fg,l,brﬁ flfg,l,bel] = [ fo.025,1,54; fo.975,1,54} = [0.000991; 5.3159]
para todas matrizes S;, com i =1,...,16.

Portanto, uma vez que os residuos podem-se assumir com valores médios
nulos e homocedédsticos, foram calculados os valores da estatistica F, para r = 2,
apresentada em ([3.28)) na pagina 52, e que constam na tabela

De facto, como podemos ver através da tabela [5.15] a hipétese nula
Ho, : ||A"|| =0, para r =2,

conforme teste da pégina [56] foi rejeitada para todas as matrizes, pois os
valores da estatistica JF, para as vdrias matrizes, foram altamente significativos,
podendo pois nao se rejeitar, para todas as matrizes S;,com ¢ = 1,...,16, a
existéncia de uma estrutura comum de grau dois (r = 2).
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Matrizes | Valor da Estatistica 7, | Valor da Estatistica F;
S 2167068.706 266537.862
S 765877.184 94198.798
S3 627932.826 77232.380
S4 497830.916 61230.540
Ss 15311279.112 1883205.452
Se 12176418.667 1497634.381
S7 212404.043 26124.561
Ss 219487.311 26995.766
So 1203173.716 147983.933
S1o 1558147.154 191643.768
S11 921992.332 113400.126
S12 429730.545 52854.559
S13 17255801.129 2122371.261
Si4 40248585.374 4950360.768
S5 940556.884 115683.467
Si6 4024130.126 494946.486

Tabela 5.15: Valor da Estatistica F» e F; para as varias matrizes semi-simuladas

Tendo em conta que se trata de uma estrutura comum de grau dois, apre-
sentam-se ainda na tabela os valores da estatistica Fs ( apresentada na
proposigao , para as varias matrizes. Uma vez que os valores da estatistica
Fs sao valores altamente significativos, nao hd dividas quanto a rejeigao, para
todos as matrizes, da hipétese nula

HS,Q . )\2 - O,

conforme teste (|3.44)) referido na pégina , reforcando assim a existéncia de uma
estrutura comum de grau dois.

Ainda em relacao aos parametros de nao centralidade, apresentam-se as es-
timativas para d, na tabela [5.16, para as diferentes matrizes, obtidas através do
estimador referido em ([3.78]) na pagina

Sy = (b —2)T° — (k—7+1),

sendo
k—r41 P*s (P*))|’ _
o bT + Fo— Hzr ( ( )3 || s~ Frcriin, (5,)
r Hb_vec (P*S (P*)" 7“) H
eb,.:w,parakzmerzz
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Matrizes | Estimativa de 9
Sq 2825290.339
So 998496.260
S3 818652.225
Sy 649032.729
Ss 19961966.794
Sg 15874913.444
S~ 276909.351
Sg 286144.115
Sg 1568618.690
S10 2031412.937
S11 1202030.340
Sio 560247.325
Si3 22497124.376
Si4 52473813.139
S5 1226233.750
S16 5246421.752

Tabela 5.16: Estimativa de d, para as varias matrizes semi-simuladas

Repare-se, que mais uma vez, nao foi necessario construir intervalos de con-
fianga para do, conforme apresentado na subsecgao uma vez que os valores
das estatisticas JF» e F;5 sao valores altamente significativos, levando de imediato
a rejeicao da hipdtese nula.



Capitulo 6

Conclusao

Nesta dissertagao mostramos como utilizar os operadores do tipo vec na vali-
dacao do modelo. Recorde-se que os operadores vec sao operadores que quando
aplicados a uma matriz, empilham sucessivamente as colunas dessa matriz, ver
[Harville, 1998] e [Schott, 1997]. Os operadores do tipo vec sao operadores que
também fazem corresponder vectores a matrizes, ou seja, permitem reorganizar
alguns elementos de uma matriz em um vector coluna. A formulacao apresen-
tada permitiu-nos fazer inferéncia sobre as séries de estudo, pois os resultados
apresentados nesta dissertagao podem ser aplicados as matrizes dos produtos de
Hilbert-Schmidt, matrizes estas muito importantes na primeira fase da metodolo-
gia Statis. Assim, os operadores permitiram-nos apresentar resultados que per-
mitem realizar inferéncia para modelos para matrizes estocdsticas simétricas.
Estes modelos deram a base para realizar inferéncia para matrizes isoladas e
familias estruturadas de matrizes. Em particular consideramos o caso em que as
matrizes correspondem aos tratamentos de modelos base.

Assim, usando os resultados apresentados, com a utilizacao de operadores do
tipo vec, é possivel ajustar um modelo do tipo

i=1 i=1
com grau r. Caso A\, = 0, o modelo anterior podera ser simplificado, obtendo-se
r—1 r—1
S = Z)\iaiaquE: Z,Biaﬁ—f—E
i=1 i=1

se \,._ for significativamente diferente de 0. Neste caso, estaremos em presenca de
um modelo com grau r — 1. Estes resultados, como j4 referimos, podem ser aplica-
dos as matrizes dos produtos de Hilbert-Schmidt, as quais sao muito importantes
na primeira fase da Metodologia Statis.

Em termos praticos, usamos os resultados das Eleicoes Legislativas que ocor-
reram entre 1976 e 2009 em Portugal Continental. Com estes dados obtivemos
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um modelo com grau um. Sendo de nosso interesse que o grau fosse maior que
um, recorremos a dados semi-simulados, ou seja, utilizamos os resultados dessas
mesma Eleicoes Legislativas, mas em que perturbamos o segundo valor préprio,
de forma a que este fosse fortemente dominante, como acontecia com o primeiro
valor proprio. Assim, apresentamos um modelo para séries de estudo com es-
trutura comum de grau dois (r = 2), e que através da validagdo deste modelo,
verificou-se que nao se rejeitava a hipétese de os residuos terem valores médios
nulos e serem homoceddsticos e que a rejeigao das hipéteses Hoz e Hy, indicava
um ajustamento adequado de um modelo com estrutura comum de grau dois
(r =2).

De futuro, pretendemos estudar os virios tratamentos, no caso em que o delin-
eamento nao tem estrutura ortogonal. Um outro aspecto a trabalhar, relaciona-se
com a parte da simulacao.

Como podemos constatar, existe um trabalho que nos espera no futuro, pois
encaramos uma tese de doutoramento como sendo um trabalho que terd sempre
continuagao, e a partir da mesma, seja possivel desenvolver um trabalho cada vez
mais completo e pormenorizado.
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