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"Em Matematica, a arte de colocar uma questdo deve ser mais

valorizada do que a arte de a resolver.” (George Cantor).






RESUMO

A presente dissertacdo encontra-se organizada em duas partes. Na primeira descreve-se
o trabalho desenvolvido no ambito da pratica de ensino supervisionada durante o ano letivo
2024/25. Esta parte é composta por trés capitulos. Os dois primeiros incidem sobre a pratica
letiva e ndo letiva em que a professora estagiaria participou. No ultimo capitulo, apresenta-se
uma reflexdo critica sobre a experiéncia do estagio pedagogico.

Por sua vez, a segunda parte assenta no projeto de investigacao e encontra-se dividida
em cinco capitulos. O primeiro apresenta o enquadramento do estudo, enquanto o segundo
diz respeito ao referencial tedérico que o sustenta. No terceiro capitulo descreve-se a
metodologia adotada, seguida da analise dos dados recolhidos. Por fim, no quinto capitulo,
relnem-se as principais conclusdes do estudo.

O trabalho de investigacdo visou analisar de que forma os alunos do 11.° ano mobilizam
os seus conhecimentos sobre sucessdes na resolucao de tarefas matematicas. Com base neste
proposito, procurou-se responder as seguintes questdes de investigacao:

1. Como se caracteriza a compreensao do conceito de sucessao?

2. Como acontece o processo de reificagdo do conceito de sucessao?

A investigacao seguiu uma metodologia qualitativa, assente na analise de quatro estudos
de caso individuais. A recolha de dados foi realizada através da observacdo participante e ndo
participante, de entrevistas semiestruturadas e da recolha e andlise das produgdes escritas dos
alunos participantes.

No que concerne as conclusdes, foi possivel identificar distintos modos de compreensao
do conceito de sucessdo, destacando-se a compreensdo instrumental, patente na aplicacao
mecanica de férmulas e procedimentos memorizados. Ainda assim, alguns alunos
evidenciaram progressos no sentido de uma compreensao relacional. Relativamente ao
processo de reificacdo, verificou-se que a concecdo do conceito permanece maioritariamente
no plano operacional, correspondente a fase de interiorizagdo, embora se tenham verificado
indicios de transicdo para o estadio de condensacdo. Contudo, em nenhum dos casos se

observou uma reificagdo plena do conceito de sucessao.

Palavras chave: Estagio pedagogico, Sucessdes, Compreensao, Teoria da reificacdo.
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ABSTRACT

This dissertation is organized into two parts. The first part describes the work carried out
within the scope of supervised teaching practice during the 2024/25 academic year. It consists
of three chapters: the first two focus on the teaching and non-teaching activities in which the
trainee teacher was involved, while the final chapter presents a critical reflection on the
teaching practical experience.

The second part centers on the research project and is divided into five chapters. The
first chapter outlines the study’s framework, and the second discusses the supporting
theoretical foundations. The third chapter details the adopted methodology, followed by an
analysis of the collected data. The fifth and final chapter presents the main conclusions of the
study.

The research aimed to analyze how 11th grade students apply their knowledge of
sequences when solving mathematical tasks. To this end, the following research questions were
addressed:

1. How is the understanding of the concept of sequence characterized?

2. How does the process of reifying the concept of sequence occur?

A qualitative methodology was employed, based on the analysis of four individual case
studies. Data collection involved participant and non-participant observation, semi-structured
interviews, and the analysis of student work and classroom tasks.

The findings suggest that different types of instrumental understanding were present,
particularly in the mechanical application of memorized formulas and procedures (Herscovics
& Bergeron, 1984; Skemp, 1976). Nevertheless, some students demonstrated progress toward
relational understanding (Skemp, 1976). Regarding the reification process, the concept of
sequence largely remained at the operational level, corresponding to the stage of
interiorization. Although some indicators of the condensation stage were observed (Sfard,

1991), in none of the cases was full reification of the concept achieved.

Keywords: Teaching practicum, Sequences, Mathematical understanding, Reification

theory.
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PARTE 1 — RELATORIO DE ESTAGIO






1. INTRODUCAO

O presente relatério de estagio foi redigido com o objetivo de descrever e analisar o
trabalhado desenvolvido pela professora estagiaria com as turmas do 9.°, 11.° e 12.° anos de
escolaridade, no decorrer do ano letivo 2024/25, no ambito da unidade curricular Estagio
Pedagodgico, que integra o plano de estudos do segundo ano do Mestrado em Ensino de
Matematica do 3.° ciclo no Ensino Basico e no Secundario, da Faculdade de Ciéncias e
Tecnologia da Universidade Nova de Lisboa.

Nesta parte, encontra-se uma descricdo detalhada da pratica de ensino supervisionada,
nomeadamente a caracterizacao das turmas e a descricdo de algumas das aulas lecionadas
pela professora estagiaria. Adicionalmente, sdo também enumeradas as atividades
extracurriculares em que participou e que integram a pratica nao letiva.

Por fim, apresenta-se uma reflexdo sobre o estagio pedagdgico e o impacto desta
experiéncia na construcdo da identidade profissional e no desenvolvimento pessoal da

professora estagiaria, autora desta publicacdo.






2.PRATICA DE ENSINO SUPERVISIONADA

No presente capitulo procede-se a descricdo da pratica pedagogica supervisionada
desenvolvida pela professora estagiaria, com particular destaque para a caracterizagdo das
turmas acompanhadas e para os planos das aulas lecionadas.

No decorrer do estagio pedagdgico, a professora estagiaria acompanhou turmas do
9., 11.° e 12.° anos de escolaridade. A professora estagiaria assistiu a metade das aulas do 9.°
ano (turma secundaria) e a totalidade das aulas do 11.° ano (turma principal), na qual foi
implementado o projeto de investigacdo. Adicionalmente, a professora estagiaria acompanhou

outra turma do 11.° ano e ainda uma turma do 12.° ano.

2.1. Planos de aula

O agendamento e os temas das aulas lecionadas pela professora estagiaria foram
sempre definidos em conjunto pelo nucleo de estagio, constituido pela professora cooperante
titular das turmas de 11.° e 12.° ano e pelas duas professoras estagiarias. Apos cada reunido,
a professora estagiaria elaborou uma planificagdo da aula a lecionar. Posteriormente, a
planificacdo era analisada e refletida em nucleo de estdgio, realizando-se as alteraces
necessarias, até que esta se encontrasse plenamente alinhada com os objetivos de
aprendizagem e as caracteristicas de cada turma. Em cada plano de aula eram descritos os
conteldos a abordar, a sequéncia dos momentos da aula, as respetivas estratégias de ensino
a adotar e antecipavam-se possiveis dificuldades que os alunos pudessem manifestar.

No final de cada aula lecionada, o nucleo de estagio reunia-se novamente para refletir
sobre os pontos positivos e os aspetos a melhorar. Sempre que presente, o professor
supervisor da Faculdade de Ciéncias e Tecnologia da Universidade Nova de Lisboa participou
também nestes momentos.

Por ultimo, a professora estagiaria redigia uma reflexdo escrita, presente no subcapitulo

correspondente a aula lecionada.

2.2. Préatica pedagdgica no 11.° ano

A turma do 11.° ano do curso de cientifico-humanistico de ciéncias e tecnologias era
constituida por 21 alunos, dos quais 12 eram do sexo masculino e 9 do sexo feminino, com

uma média de idades de 16 anos.



O grupo era bastante heterogéneo e, apesar de manter uma atitude globalmente
serena, demonstrava pouco espirito de equipa e entreajuda entre os seus elementos. Tratava-
se, de facto, de uma turma notoriamente fragmentada, com pouca predisposi¢do para o
trabalho colaborativo no grande grupo. Esta realidade foi consequéncia da reestruturacao na
composicao das turmas que ocorreu na transicao do 10.° para o 11.° ano.

Relativamente ao nivel de aproveitamento global da turma, existia um grupo de alunos
bastante interessado e participativo, mas apenas um numero muito reduzido conseguia
alcancar classificagdes elevadas de forma consistente. Mesmo entre estes alunos, era frequente
observar-se alguma inseguranga em momentos de avaliacdo sumativa, o que contribuia para
que os resultados nem sempre correspondessem ao potencial demonstrado. Grande parte dos
alunos da turma apresentava dificuldades na articulagdo e mobilizagdo de conhecimentos, na
interpretacdo de enunciados e na aplicacdo de conteddos previamente trabalhados. Estas
lacunas tornavam-se particularmente evidentes nos momentos de introdugao de novos temas,

pelo que era necessario fazer sempre uma revisdo dos pré-requisitos do 3.° ciclo associados.

2.2.1. Planificagbes anual e de temas

No inicio do ano letivo, o nucleo de estadgio concebeu uma planificagdo anual por
conteudos, referente ao 11.° ano (Anexo 1), em conformidade com o documento das
Aprendizagens Essenciais de Matematica A para este nivel de escolaridade (MEC, 2018).

Ao longo do ano letivo, foram igualmente elaborados, pelo nulcleo de estagio,
planificacdes de temas, dirigidos a cada uma das unidades programaticas do 11.° ano, também
com base nas Aprendizagens Essenciais de Matematica A (MEC, 2018). A titulo exemplificativo,

apresenta-se no Anexo 2 uma dessas planificacdes de tema.

2.2.2. Aulas lecionadas

No decorrer do ano letivo, a professora estagiaria lecionou um total de 20 aulas de 50
minutos. Todas as aulas foram realizadas na presenca da professora cooperante, que era
simultaneamente a docente titular da turma, e da colega estagiaria. Note-se que todas as aulas
lecionadas se encontram agrupadas em blocos duplos, perfazendo um total de 100 minutos.
De forma ilustrativa, encontra-se no Anexo 3 um plano de aula completo do 11.° ano, referente

as aulas do dia 17 de marco.



2.2.2.1. Aulas de 7 de outubro
As aulas de 7 de outubro centraram-se na introducdo do conceito de radiano. Segue-

se um resumo da planificacdo das aulas, organizado na Tabela 1.

Tabela 1

Resumo das aulas de 7 de outubro — 11.° ano

Tema e Tépico: Trigonometria — Medidas de amplitudes em radianos

Sumario: Definicdo de radiano. Medidas de amplitudes em radianos. Conversdo de graus em

radianos. Resolugdo dos exercicios do PowerPoint “Medidas de Amplitudes em Radianos".

Recursos: Papel, lapis, caneta e borracha; Manual “Novo ipsilon 11" - Parte 1;

Computador com internet e projetor; PowerPoint "Medidas de Amplitudes em Radianos” (Anexo 4).

Objetivos especificos: Converter medidas angulares entre graus e radianos; Aplicar a definicdo de
radiano na resolucdo de problemas; Interpretar e comunicar resultados matematicos relacionados
com angulos em diferentes unidades; Analisar criticamente diferentes estratégias para a conversao e

resolucdo de problemas com angulos.

Acoes a desenvolver com os alunos: (i) Projetar o PowerPoint "Medidas de Amplitudes em
Radianos”; (ii) Introduzir o conceito de radiano, recorrendo aos exemplos e exercicios de aplicacdo do
PowerPoint; (iii) Deduzir, em grupo turma, a amplitude, em radianos, dos angulos giro, raso e reto;
(iv) Explicar a conversdo de graus para radianos e vice-versa; (v) Construir a tabela trigonométrica
com a conversdo dos angulos de 30°, 45° e 60° em radianos; (vi) Representar na circunferéncia
trigonométrica os angulos notaveis; (vii) Resolver os exercicios 96, 98, 99, 106, 112 e 115 das pag. 59

a 63 do manual.

Apos a conclusao da primeira aula lecionada, procedeu-se a analise e reflexao sobre o
seu desenvolvimento. Um dos principais aspetos identificados foi a existéncia de alguns
momentos “mortos”. Estes periodos de inatividade afetam negativamente a dinamica da aula,
pois os alunos tendem a dispersar a atencéo e a perder o foco. E, assim, essencial que o tempo
seja utilizado de forma eficiente, procurando manter sempre o envolvimento dos alunos.

Sugeriu-se também que, apds a exposicdo tedrica e antes de se iniciar a resolu¢do dos
exercicios, se tivesse realizado uma breve sistematizacdo dos conteludos abordados.
Reconhece-se que a inclusdo deste momento teria sido bastante pertinente, dado que, nas
aulas observadas até ao momento, se constatou que os alunos em questao valorizam bastante

estes momentos em que organizam as ideias sobre 0os novos conceitos antes de os aplicarem.



Além disto, teria sido vantajoso incentivar ainda mais os alunos a participarem
ativamente, convidando-os, por exemplo, a irem ao quadro resolver os exemplos propostos e
a exporem as suas ideias. Ainda assim, considera-se que se conseguiu aproveitar as
intervengdes e as sugestdes que foram surgindo de forma espontanea, integrando-as na
explicacdo do conteldo programado. No seguimento desta ideia, importa destacar que foi de
forma consciente que a professora estagiadria tentou variar ao maximo os alunos que
resolveram os exercicios no quadro. Inclusive, sempre que foi demonstrado algum tipo de
resisténcia ou inseguranca por parte dos mesmos, procurou-se incentiva-los para que
superassem essas barreiras, promovendo um ambiente de confianga e inclusdo na sala de aula.

Relativamente ao ndo cumprimento da totalidade do plano, a professora cooperante
sublinhou que a estimativa do tempo é uma competéncia que se aprimora com a experiéncia
e que o plano de aula é um documento flexivel que pode e deve ser ajustado conforme o ritmo
e as necessidades dos alunos. A docente reforcou também a importancia de se estar preparado
para responder rapidamente as questdes inesperadas dos alunos.

De modo geral, o balanco da aula foi bastante positivo, especialmente tendo em
consideragdo que se tratou da primeira aula lecionada a esta turma. A professora cooperante
sublinhou que o facto de se ter conseguido criar uma boa dinamica com a turma foi

fundamental para que a aula decorresse de forma pacifica e fluida.

2.2.2.2. Aulas de 8 de outubro
Nas aulas de 8 de outubro prosseguiu-se com o estudo do conceito de radiano e
introduziu-se a redugdo ao 1.° quadrante, através da realizacdo de uma tarefa exploratoria

(Anexo 5). Segue-se um resumo da planificacdo das aulas, organizado na Tabela 2.

Tabela 2

Resumo das aulas de 8 de outubro — 11.° ano

Tema e Tépico: Trigonometria — Medidas de amplitudes em radianos; Redu¢do ao 1.° Quadrante

Sumario: Sistematizacdo dos conteldos abordados na aula anterior.
Realizagdo da tarefa “Reducdo ao 1.° Quadrante” no GeoGebra.

Resolucdo da ficha de exercicios “Reducao ao 1.° Quadrante”.

Recursos: Papel, lapis, caneta e borracha; Computador com internet e projetor; Kits tecnolégicos (1

por grupo); PowerPoint “Medidas de Amplitudes em Radianos” (Anexo 4); Tarefa “Redugdo ao 1.°
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Quadrante” (Anexo 5); PowerPoint “Reducao ao 1.° Quadrante” (Anexo 6); Recurso do GeoGebra

"Reducdo ao 1.° Quadrante”; Ficha de Exercicios "Reducdo ao 1.° Quadrante” (Anexo 7).

Objetivos especificos: Melhorar a capacidade de investigacdo e descoberta auténoma; Utilizar as

férmulas trigonométricas da reducdo ao 1.° quadrante.

Acoes a desenvolver com os alunos: (i) Sistematizar os conteldos abordados na aula anterior,
através da construcdo da tabela trigonométrica com a conversdo dos angulos de 30°, 45° e 60° em
radianos e da representacdo na circunferéncia trigonométrica dos angulos notaveis; (ii) Projetar a
tarefa “Reducdo ao 1.° Quadrante” e explicar a sua estrutura; (i) Realizar, em grupos de 2 ou 3 alunos,
a tarefa "Reducdo ao 1.° Quadrante”; (iv) Promover a analise e discussdo, em grupo turma, das
conclusdes obtidas na tarefa; (v) Sistematizar, no PowerPoint “Reducdo ao 1.° Quadrante”, as
conclusdes referentes a reducdo ao 1.° quadrante; (vi) Resolver a ficha de exercicios “Reducdo ao 1.°

Quadrante”.

Conforme sugerido pela professora cooperante no final da primeira aula lecionada, a
presente aula teve inicio com a sistematizagdo, no quadro, dos principais contetudos abordados
na aula anterior. O foco foi identificar os angulos notaveis na circunferéncia trigonométrica e
construir, em grupo turma, uma tabela com os valores das razdes trigonométricas desses
angulos, agora expressos em radianos. Os alunos colaboraram ativamente, demonstrando
bastante apreco por estes momentos de consolidagdo. Contudo, o ritmo desta parte inicial da
aula revelou-se um pouco lento, com alguns tempos “mortos” devido ao tempo que os alunos
demoraram a realizar os registos nos respetivos cadernos. Apesar de reconhecer a importancia
dos registos individuais, a professora estagiaria tem consciéncia que a ocorréncia constante
destes tempos "mortos” condiciona o ritmo das aulas, pelo que considera fundamental
procurar estratégias para reduzir estes periodos.

Relativamente a tarefa, foi necessario fazer alguns ajustes na constituicdo dos grupos,
para otimizar o nimero de kits tecnolégicos disponiveis e a garantir a produtividade de todos
os grupos. Importa ressalvar que estes ajustes foram realizados pela professora estagiaria com
a colaboracdo da professora cooperante logo no inicio da aula, para evitar momentos de maior
agitacdo a meio da aula que, inclusive, pudessem perturbar o normal funcionamento de outras
aulas. Reconhece-se que, antes do inicio da resolucao da tarefa, teria sido vantajoso projetar a
apliqueta do GeoGebra e exemplificar como deviam mover o ponto P, realcando que as
coordenadas dos pontos deviam ser expressas em funcdo do angulo «, cuja amplitude era

desconhecida. Partiu-se do pressuposto que estes detalhes seriam intuitivos, mas a experiéncia



em sala de aula demonstrou o contrario, pelo que uma explicacdo mais clara e detalhada teria
contribuido para que a tarefa fosse executada com maior fluidez.

Observou-se também que os alunos nao estdo familiarizados com este tipo de tarefas
gue os colocam como participantes ativos na construcdo do seu proprio conhecimento. Neste
sentido, durante a sua realizagdo, foi necessario um acompanhamento mais individualizado,
pelo que a presenca das trés docentes (professora cooperante e professoras estagiarias) foi
fundamental neste momento da aula.

A semelhanca da aula anterior, ndo foi possivel cumprir completamente o plano de
aula. Esta situagdo evidencia uma das principais dificuldades sentidas pela professora estagiaria

até ao momento, a estimativa mais realista do tempo necessario para cada momento da aula.

2.2.2.3. Aulas de 14 de outubro
As aulas de 14 de outubro centraram-se na reducao ao 1.° quadrante. Segue-se um

resumo da planificacdo das aulas, organizado na Tabela 3.

Tabela 3

Resumo das aulas de 14 de outubro — 11.° ano

Tema e Tépico: Trigonometria — Redug¢do ao 1.° Quadrante

Sumario: Sistematizacdo das conclusdes relativas a tarefa “Reducdo ao 1.° Quadrante” realizada no

GeoGebra. Resolucao da ficha de exercicios “Reducdo ao 1.° Quadrante”.

Recursos: Papel, lapis, caneta e borracha; Computador com internet e projetor; Tarefa “Reducao ao
1.° Quadrante” (Anexo 5); PowerPoint "Reducdo ao 1.° Quadrante” (Anexo 6); Recurso do GeoGebra

"Reducdo ao 1.° Quadrante”; Ficha de Exercicios “"Reducdo ao 1.° Quadrante” (Anexo 7).

Objetivos especificos: Utilizar as formulas trigonométricas da redugéo ao 1.° quadrante.

Acoes a desenvolver com os alunos: (i) Promover a analise e discussdo, em grupo turma, das
conclusdes obtidas na tarefa; (ii) Sistematizar, no PowerPoint “Reducdo ao 1.° Quadrante”, as

conclusdes referentes a reducdo ao 1.° quadrante; (i) Resolver a ficha de exercicios “Reducdo ao 1.°

Quadrante”.

No inicio da aula a professora estagidria comegou por observar as conclusdes
registadas pelos grupos na tarefa "Reducdo ao 1.° Quadrante”. Este procedimento permitiu-
lhe corroborar as principais dificuldades que havia identificado, na aula anterior, durante a sua
realizacao.
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Posto isto, a professora estagiaria recorreu novamente ao GeoGebra, revisitando, em
grupo turma, cada uma das situacbes exploradas. A utilizacdo deste recurso revelou-se
particularmente Util, uma vez que, na sala em questao, a imagem é projetada diretamente no
quadro, o que permitiu fazer anotagdes sobre a prépria apliqueta do GeoGebra. A professora
cooperante enalteceu a estratégia da professora estagiaria para se desmarcar da metodologia
adotada pela colega estagiaria que optou por recorrer ao PowerPoint "Reducdo ao 1.°
Quadrante” para sistematizar as conclusdes. O PowerPoint foi, posteriormente, disponibilizado
a turma via Teams, como material de apoio. Ainda sobre as conclusdes da tarefa, constatou-se
que, por terem sido registadas apenas na ficha de trabalho e ndo no caderno da disciplina
como ¢é habitual, alguns alunos nédo as reconhecerem como parte integrante da matéria.

Perante sinais de agitagdo durante as explicacdes, sugeriu-se que uma estratégia eficaz
podera ser solicitar aos alunos que expliquem aos colegas o procedimento adotado, sobretudo
porque os que tendem a ficar mais irrequietos sdo aqueles que consideram ja ter
compreendido o conteldo e, por isso, desvalorizam a atencao nesses momentos.

Na reunido de nucleo de estagio, destacou-se também a opcdo pedagdgica de, antes
de entregar a ficha de exercicios, exemplificar no quadro a simplificacdo de uma expressao
com a aplicagdo direta das formulas trigonométricas da redugdo ao 1.° quadrante. Esta decisdo
foi tomada na sequéncia do que se observou na aula da colega estagiaria, na qual a distribuicdo
imediata da ficha de trabalho provocou alguma agitagcdo entre os alunos, dificultando que
retomassem a atencdo necessaria para acompanhar a explicacdo. Neste sentido, a professora
estagiaria reconhece a importancia de ter assistido as aulas lecionadas pela colega estagiaria.
Apesar de alguns recursos, como a tarefa e a ficha de exercicios alusivas a reducdo ao 1.°
qguadrante, terem sido construidos em conjunto, as diferentes metodologias adotadas por cada
professora, assim como as proprias caracteristicas dos alunos, originaram dinamicas de aula
distintas. Esta experiéncia refor¢ou a importancia de o docente adaptar continuamente as suas
estratégias de ensino as necessidades e caracteristicas especificas dos alunos.

Durante a resolucdo dos exercicios, procurou-se variar nos alunos selecionados para ir
ao quadro, conduzindo a participagdo de alguns que, até entdo, nunca o tinham feito.

Por ultimo, sublinha-se que as dificuldades antecipadas aquando do planeamento do
bloco de aulas se confirmaram, o que realga a importancia da flexibilidade na gestdo da aula

e da capacidade de responder as necessidades que emergem em tempo real.
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2.2.2.4. Aulas de 4 de novembro
Nas aulas de 4 de novembro iniciou-se o estudo da Geometria Analitica do 11.° ano,
estabelecendo-se uma conexao direta com os conceitos de Trigonometria abordados

anteriormente. Segue-se um resumo da planificagdo das aulas, organizado na Tabela 4.

Tabela 4

Resumo das aulas de 4 de novembro — 11.° ano

Tema e Tépico: Geometria Analitica — Declive e inclinagdo de uma reta no plano

Sumario: Declive e inclinacdo de uma reta no plano.

Resolucao dos exercicios da pagina 127 do manual.

Recursos: Papel, lapis, caneta e borracha; Manual “Novo ipsilon 11" — Parte 1; Computador com

internet e projetor; Recurso do GeoGebra "Declive e Inclinacdo de uma reta no plano”.

Objetivos especificos: Reconhecer a relagdo entre a inclinagdo de uma reta no plano com o respetivo

declive.

Acoes a desenvolver com os alunos: (i) Projetar a apliqueta do GeoGebra e promover a analise e
discussdo, em grupo turma, da relagdo entre a inclinacdo de uma reta no plano e o respetivo declive,
nos casos em que a reta passa e ndo passa na origem; (ii) Sistematizar as conclusdes obtidas; (iii)
Resolver os exercicios 2.6, 2.7., 2.9, 2.10,, 2.11,, 4., 5., 6., 7. e 8. da pag. 127 do manual.

Dada a proximidade do teste de avaliagdo sumativa, verificou-se que os alunos tinham
bastantes duvidas relativamente aos conteldos lecionados até ao momento.
Consequentemente, grande parte da aula foi dedicada ao seu esclarecimento, exigindo, por
parte da professora estagiaria, um ajuste do plano previamente estabelecido. Assim, restou
aproximadamente meia hora da aula para abordar o declive e inclinacao de uma reta no plano.

Apesar das circunstancias imprevistas, o nucleo de estagio considerou que este
momento da aula decorreu de forma bastante positiva. A professora cooperante elogiou o
facto de a professora estagiaria ter conseguido implementar um ritmo adequado durante a
exploragdo dos varios casos no GeoGebra, sublinhando a importancia de um professor em sala
de aula ser capaz de ajustar o ritmo de ensino consoante as necessidades e dinamica da turma.

Os alunos demonstram-se bastante recetivos a introducdo do novo tema,
compreendendo a aplicagdo direta da trigonometria no estudo da geometria. Rapidamente
chegaram as conclusdes pretendidas e, a medida que estas iam sendo alcangadas, a professora

estagiaria optou por as sistematizar de imediato no quadro, uma vez que antecipou que o
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tempo restante ndo fosse suficiente para explorar todos os casos. Assim, mesmo que nem
todos os casos fossem explorados, os alunos ja tinham os registos dos conteddos abordados.

O recurso desenvolvido no GeoGebra revelou-se bastante util, facilitando a
interpretacao visual e a exploragdo intuitiva dos varios casos apresentados. Dada a recetividade
dos alunos, foi-lhes solicitado que, em casa, explorassem autonomamente os casos
particulares das retas horizontais e verticais ndo explorados em aula. Para esse efeito,
informou-se que o recurso do GeoGebra seria disponibilizado na plataforma Teams.

Este tipo de abordagem revela um elevado potencial para fomentar a autonomia dos
alunos. Todavia, reconhece-se que a turma em questdo ndo estd familiarizada com praticas
regulares de trabalho e estudo auténomo. Consciente desta realidade, a professora estagiaria
refletiu sobre a melhor forma de promover o envolvimento dos alunos e decidiu disponibilizar
o recurso do GeoGebra acompanhado por orientacbes mais detalhadas, com o intuito de os
apoiar na exploracdo dos casos particulares e na formulagdo das conclusdes pretendidas. Para
esse efeito, adicionou-se no inicio da tarefa uma breve sintese dos contelidos abordados em
sala de aula, de modo a facilitar a continuidade do estudo (Anexo 8).

Apesar do esforco, por parte da professora estagidria, em adaptar o recurso do
GeoGebra, incluindo orientagdes claras para facilitar a compreensdo e promover o estudo
auténomo, a adesao dos alunos ndo correspondeu as expectativas. Embora na aula seguinte
grande parte dos alunos tenha conseguido enunciar as conclusdes pretendidas, poucos foram
0s que recorreram ao recurso disponibilizado e, mesmo entre estes, foram evidentes algumas
dificuldades na sua utilizacdo. Por exemplo, na apliqueta estavam marcados os pontos 4 e B,
de coordenadas ndo fixas, e era-lhes pedido que tracassem a reta de equacdo y = 5. O que
alguns alunos fizeram foi deslocar o ponto B de modo que a sua ordenada fosse 5, ndo
alterando o valor da abcissa e mantendo o ponto A com coordenadas (0,0). Obviamente que
a reta obtida ndo correspondia a reta de equacdo y = 5, pois ao fixarem a abcissa do ponto B,
nao consideraram a necessidade de ajustar a posi¢cao do ponto A. Note-se que a utilizagdo do
GeoGebra neste contexto permitiu a professora estagiaria acompanhar o progresso individual
dos alunos fora da sala de aula, revelando-se uma ferramenta de avaliacdo formativa.

Este desafio evidenciou a importancia de, mesmo adaptando as abordagens
pedagogicas, estar atento ao ritmo e preparacdo dos alunos para diferentes métodos de
ensino. Deste modo, a professora estagiaria reconheceu que a introducdo gradual do estudo

auténomo, particularmente quando envolve a utilizacgdo de novas tecnologias, deve ser
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acompanhada de estratégias de apoio continuo e esclarecimento de duvidas, para que os

alunos possam retirar o maior proveito possivel dos recursos disponibilizados.

2.2.2.5. Aulas de 25 de novembro

As aulas de 25 de novembro marcaram a introducao do produto escalar de vetores.
Tratou-se de um conjunto de trés blocos de aulas consecutivos, apoiados na ficha de trabalho
concebida para esse fim (Anexo 9). Segue-se, na Tabela 5, um resumo da respetiva

planificagdo.

Tabela 5

Resumo das aulas de 25 de novembro — 11.° ano

Tema e Tépico: Geometria Analitica — Produto escalar de vetores

Sumario: Revisdo de conceitos relacionados com o calculo vetorial.
Nocao de produto escalar e angulo de dois vetores.

Resolucao dos exercicios das paginas 131 e 135 do manual.

Recursos: Papel, lapis, caneta e borracha; Manual “Novo ipsilon 11" — Parte 1; Computador com
internet e projetor; Recurso do GeoGebra "Produto escalar de vetores”; Ficha de trabalho "Produto

escalar de vetores” (Anexo 9).

Objetivos especificos: Rever conceitos relacionados com o célculo vetorial; Reconhecer e aplicar a
nogao de produto escalar; Reconhecer e determinar o angulo de dois vetores; Melhorar a capacidade

de investigacdo e descoberta auténoma.

Acoes a desenvolver com os alunos: (i) Distribuir a ficha de trabalho e explicar a sua estrutura; (ii)
Resolver, em grupo turma, os exercicios de revisdo da Parte | da ficha de trabalho e, simultaneamente,
sistematizar alguns conceitos relacionados com o célculo vetorial; (iii) Projetar a apliqueta do
GeoGebra e promover a analise e discussdo, em grupo turma, das no¢des de produto escalar e de
angulo de dois vetores; (iv) Sistematizar, na Parte Il da ficha de trabalho, os conteldos referentes a
nogdo de produto escalar e de angulo de dois vetores; (v) Promover uma discussdo sobre a relagao
entre o produto escalar e o angulo de dois vetores, partindo do conceito de trabalho de uma forga;
(vi) Sistematizar, na ficha de trabalho, as conclusGes obtidas; (vii) Resolver os exercicios 12.1., 12.2.,

12.3. e 12.4. da pag. 131 e os exercicios 18, 19 e 20 da pag. 135 do manual.

Para este bloco de aulas, preparou-se uma ficha de trabalho (Anexo 9) composta por
duas partes, estruturada de modo a acompanhar os diferentes momentos da aula e a facilitar

a organizagdo dos alunos. A parte | visava relembrar conceitos do calculo vetorial estudados
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em anos anteriores, essenciais para o conceito de produto escalar de vetores. A parte Il incluia
espacos destinados ao registo dos conteddos abordados, bem como uma seccao de caracter
mais exploratorio, que desafiava os alunos a relacionar o conceito de trabalho de uma forga,
estudado nas aulas de Fisico-Quimica, com a definicdo de produto escalar. Esta metodologia
procurou responder as dificuldades dos alunos previamente identificadas, ao nivel da
organizacao do estudo autonomo, bem como a desvalorizacdo face as fichas de trabalho.

A medida que a professora estagiaria comecou a referir alguns conceitos relacionados
com o calculo vetorial, constatou-se que os alunos ja ndo tinham presente muitos desses
conteldos, o que exigiu uma recuperacdo mais prolongada do que o previsto.
Consequentemente, a primeira parte da aula, dedicada a revisdo desses conceitos, acabou por
se estender durante sensivelmente uma hora, condicionando o cumprimento integral do plano
delineado. Ainda assim, o nucleo de estdgio considerou que a abordagem adotada foi
fundamental, pois permitiu consolidar os pré-requisitos necessarios para a compreensdo dos
novos conceitos. Acresce que, do ponto de vista da professora estagiaria, torna-se dificil
prosseguir com os conteddos programaticos quando os alunos nao dominam os
conhecimentos prévios, sobretudo tendo em conta que naturalmente o nivel de exigéncia e
complexidade dos conteudos tende a aumentar. O equilibrio entre recuperar os conceitos
essenciais e lecionar os novos conteddos é uma competéncia exigente que se acredita que se
aprimora com a pratica profissional.

Devido a uma avaria inesperada do projetor, que até entdo funcionava normalmente,
foi impossivel utilizar o recurso do GeoGebra construido, pelo que a professora estagiaria
optou por representar no quadro os dois casos: vetores com o mesmo sentido e vetores com
sentidos contrarios. Neste sentido, a professora estagiaria compreendeu que a capacidade de
adaptacao perante constrangimentos inesperados é uma competéncia essencial no exercicio
da pratica letiva, garantido que o desenvolvimento da aula ndo fica comprometido. Apesar do
constrangimento, considera-se que as representacdes no quadro foram eficazes e permitiram
aos alunos compreender com clareza a nogdo geométrica de produto escalar.

De modo geral, a aula decorreu num ambiente tranquilo, ainda que se tenham
registado momentos pontuais de desorganiza¢ao na participagdao dos alunos. A aula terminou
com a atribuicdo do T.P.C,, o exercicio 12 da pagina 131, com o objetivo de reforcar os

conteudos lecionados, considerando que a préxima aula era no dia seguinte.
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2.2.2.6. Aulas de 26 de novembro

Nas aulas de 26 de novembro prosseguiu-se com o estudo do produto escalar de
vetores, iniciado na aula anterior. Segue-se um resumo da planificacdo das aulas, organizado
na Tabela 6.

Tabela 6

Resumo das aulas de 26 de novembro — 11.° ano

Tema e Tépico: Geometria Analitica — Produto escalar de vetores

Sumario: Correcao do T.P.C.
Nocao de produto escalar e angulo de dois vetores — continuagéo.

Resolucao dos exercicios da pagina 135 do manual.

Recursos: Papel, lapis, caneta e borracha; Manual “Novo ipsilon 11" — Parte 1; Computador com

internet e projetor; Recurso do GeoGebra "Produto escalar de vetores”; Ficha de trabalho (Anexo 9).

Objetivos especificos: Reconhecer e aplicar a nogdo de produto escalar; Reconhecer e determinar o
angulo de dois vetores; Estabelecer a relagdo entre produto escalar e angulo de dois vetores; Melhorar

a capacidade de investigacdo e descoberta auténoma.

Acodes a desenvolver com os alunos: (i) Corrigir o T.P.C;; (ii) Projetar a apliqueta do GeoGebra e
introduzir a nocdo de angulo de dois vetores; (iii) Sistematizar, na Parte Il da ficha de trabalho, as
conclusdes referentes a nocao de angulo de dois vetores; (iv) Promover uma discusséo sobre a relagéo
entre o produto escalar e o angulo de dois vetores, partindo do conceito de trabalho de uma forga;
(vi) Sistematizar, na 32 pagina ficha de trabalho, as conclusées obtidas; (v) Resolver os exercicios 18,
19 e 20 da pag. 135 do manual; (vi) Atribuir T.P.C.

Dado que na aula anterior ndo foi possivel cumprir na integra os contetdos planeados,
as aulas subsequentes retomaram o trabalho a partir do ponto em que se havia ficado.

A correcdo do exercicio proposto para T.P.C. permitiu revisitar e consolidar a nocdo
geométrica de produto escalar de vetores introduzida na aula anterior. Apesar da metodologia
de envolver os alunos na explicacdo do raciocinio aos colegas nao ser uma pratica habitual,
revelou-se bastante eficaz, promovendo o pensamento critico e a colaboragdo entre pares.
Este momento levou a professora estagiaria a refletir sobre a importancia de diversificar as
estratégias pedagogicas, como forma de melhor atender as necessidades especificas dos

alunos e enriquecer o processo de ensino e aprendizagem.
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Antes de prosseguir com a introducdo do angulo de dois vetores, a professora
estagiaria assegurou que todos os alunos dispunham da ficha de trabalho distribuida na aula
anterior e que haviam realizado todos os registos, dado que a ficha foi concebida precisamente
com o intuito de orientar o estudo dos alunos.

Na reunido de nucleo de estagio, apds a aula lecionada, foi consensual a percecao de
que os alunos compreenderam adequadamente o conceito de angulo de dois vetores. No
entanto, surgiram algumas duvidas relativas a notagdo utilizada para representar a amplitude
deste angulo, o que exigiu um esclarecimento mais profundo durante a aula.

Importa referir que o recurso construido no GeoGebra, revelou-se particularmente util
para representar e explorar as diferentes situacoes, oferecendo uma visualizacao clara de como
o angulo entre vetores varia consoante a direcdo e o sentido destes.

Por fim, face a insegurancga de alguns alunos relativamente a escolha da definicdo de
produto escalar a utilizar, a professora estagiaria considerou necessario realizar uma
sistematizacdo dos conteldos abordados até ao momento. Este momento teve como objetivo
estruturar o conhecimento, esclarecer duvidas e assegurar a correta compreensao e aplicacao
dos conceitos por parte dos alunos. Consequentemente, ndo foi possivel concretizar, em sala
de aula, a resolucdo dos exercicios planeados. Dado que a aula seguinte decorreria apds uma
semana, os exercicios foram atribuidos como T.P.C., garantindo aos alunos tempo suficiente

para consolidar e aplicar os conhecimentos adquiridos.

2.2.2.7. Aulas de 2 de dezembro
A aulas de 2 de dezembro centraram-se no estudo da variagdo do sinal e das
propriedades do produto escolar de vetores. Segue-se um resumo da planificagdo das aulas,

organizado na Tabela 7.

Tabela 7

Resumo das aulas de 2 de dezembro — 11.° ano

Tema e Tépico: Geometria Analitica — Produto escalar de vetores

Sumario: Correcao do T.P.C.
Sinal e propriedades do produto escalar de vetores.

Resolucao dos exercicios da pagina 139 do manual.

Recursos: Papel, lapis, caneta e borracha; Manual “Novo ipsilon 11" — Parte 1; Computador com

internet e projetor; Ficha de trabalho “Produto escalar de vetores” (Anexo 9).
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Objetivos especificos: Analisar o sinal do produto escalar; Aplicar as propriedades do produto

escalar.

Acodes a desenvolver com os alunos: (i) Corrigir o T.P.C,; (ii) Promover uma discussdo, em grupo
turma, para explorar a variacdo do sinal do produto escalar; (iii) Sistematizar, na 42 pagina ficha de
trabalho, as conclusdes obtidas; (iv) Enunciar as propriedades do produto escalar e regista-las na ficha

de trabalho; (v) Resolver os exercicios 24, 25 e 26 da pagina 139 do manual.

A aula decorreu de acordo com o plano previamente delineado, existindo lugar para
os alunos se revelarem participantes ativos na construcao do préprio conhecimento. Durante
o estudo da variacdo do sinal do produto escalar de vetores, os alunos participaram de forma
ativa na discussdo coletiva, alcangando com relativa facilidade as conclusdes pretendidas. A
percecdo da professora estagiaria foi que os alunos assimilaram de forma sélida a relacao entre
o sinal do produto escalar e o sinal do cosseno do angulo formado pelos vetores.

No caso especifico em que o produto escalar de vetores € nulo, a professora estagiaria
considerou oportuno introduzir de imediato a nocao de perpendicularidade entre vetores,
estabelecendo a sua relagdo com o produto escalar. A introducdo deste novo contetdo
permitiu reforcar o conceito ldégico de equivaléncia. Este momento ocorreu de forma natural e
constituiu uma ponte para as aprendizagens a desenvolver nas aulas subsequentes.

Relativamente aos exercicios, observou-se uma evolucdo positiva na dinamica da
turma. Os alunos demonstraram mais confianca e entusiasmo na sua resolucdo no quadro,
constituindo, tal atitude, um indicador significativo de melhoria da sua relacdo com a disciplina.

Por fim, na reunido de nucleo de estagio, refletiu-se sobre a sequéncia das trés aulas
dedicadas ao produto escalar de vetores. No que concerne a ficha de trabalho concebida
(Anexo 9), reconheceu-se que, inicialmente, os alunos demonstraram algumas dificuldades em
acompanhar a sua organizacdo e realizar os respetivos registos, o que levou a professora
estagiaria a ajustar a sua metodologia apos a primeira aula. Nas aulas seguintes, projetou a
ficha de trabalho e realizou os registos simultaneamente com os alunos, o que facilitou o
acompanhamento e organizagdo da informacao por parte dos mesmos.

Em suma, considera-se que os objetivos de aprendizagem foram alcangados e que se
conseguiu recuperar o interesse e a seguranca dos alunos em relagdo a disciplina,

especialmente apds as dificuldades significativas demonstradas no tema da trigonometria.
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2.2.2.8. Aulas de 17 de margo
A aulas de 17 de margo centraram-se no estudo do limite da familia de sucessdes (u,,)
+b ;. . ..
de termo geral u,, = Z:T e nas regras operatdrias com limites finitos. Segue-se um resumo da

planificacdo das aulas, organizado na Tabela 8.

Tabela 8

Resumo das aulas de 17 de marco — 11.° ano

Tema e Topico: Sucessdes — Limites de sucessdes

s . . ~ +b ~ .. .
Sumario: Limite da sucessao de termo geral u, = ——. Operagdes com limites finitos.

Resolucdo dos exercicios da ficha de trabalho “Limites finitos".

Recursos: Papel, lapis, caneta e borracha; Manual “Novo ipsilon 11" — Parte 2; Computador com

internet e projetor; Kits tecnolégicos (1 por grupo); Ficha de trabalho “Limites finitos” (Anexo 10);

P x +by
Recurso do GeoGebra “Limite da sucesséo u, = ———".

. . ) . .. e ~ +b
Objetivos especificos: Determinar o limite da familia de sucessdes (u,) de termo geral u,, = %;

Reconhecer e aplicar as regras operatorias com limites finitos; Melhorar a capacidade de investigacao

e descoberta autbnoma.

Acoes a desenvolver com os alunos: (i) Distribuir a ficha de trabalho e explicar a sua estrutura; (ii)
Projetar a tarefa e promover a analise e discussdo, em grupo turma, das conclusdes obtidas na sua
resolucao; (iii) Generalizar e sistematizar as conclusdes obtidas; (iv) Resolver o exercicio 2 da ficha de
trabalho; (v) Preencher, na ficha de trabalho, as propriedades das operacdes com limites finitos.
Paralelamente, aplicar a operacdo estudada aos exemplos: u,, = % ;v =3 —niz; (vi) Resolver o
exercicio 3 da ficha de trabalho; (vii) Sistematizar os conteddos referentes ao calculo dos limites

abordados até ao momento.

Para estas aulas, a professora estagiaria construiu uma ficha de trabalho composta por

an+b, ,

A e - b - .. e et L,
trés partes: “Limite da sucessdo u, =—-—", "Operacdes com limites finitos” e "Exercicios de

aplicacdo”. Esta estrutura tinha como objetivo acompanhar os diferentes momentos da aula e
apoiar os alunos na organizagdo do seu estudo. A primeira parte era composta por uma tarefa

na qual os alunos, com o auxilio do GeoGebra, analisaram como a variacdo dos parametros
.. ~ +b . , .
a, b, c e d afeta o comportamento do limite da sucessao u,, = %. Esta parte incluia também

um espaco destinado a generalizagdo das conclusdes obtidas, culminando num exercicio de

aplicacdo direta dos diferentes casos observados. Na segunda parte, o foco eram as operagdes
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com limites finitos, incluindo um espaco para o registo das propriedades operatorias e a sua
aplicacdo a exemplos concretos. Por fim, a terceira parte era composta por quatro exercicios
gue exigiam a aplicacdo dos conceitos trabalhados ao longo das ultimas aulas.

As aulas decorreram conforme o planeado, sendo possivel cumprir todos os momentos
estabelecidos, com a participacdo ativa dos alunos. Desta forma, foram cumpridos os objetivos
estipulados e os alunos conseguiram desenvolver as competéncias pretendidas.

Na reuniao do nucleo de estagio, foi unanime a opinido que os alunos compreenderam

. . , . ~ +b .
bem os diferentes casos associados ao calculo do limite da sucessao u,, = % . Sublinhou-se

gue o recurso do GeoGebra foi extremamente Util na exploracdo das varias situagdes, pois
permitiu aos alunos observar de forma clara como a variagdo dos parametros afeta o
comportamento do limite da sucessdo, garantindo uma compreensao mais visual do conceito.

No entanto, foram evidentes algumas dificuldades relativamente as propriedades
operatdrias com limites finitos, uma vez que exigem um maior grau de abstracdo. Face a isto,
sugeriu-se uma pequena alteracdo na estrutura da ficha de trabalho, propondo-se que os
exemplos fossem trabalhados primeiro e sé depois se proceder a respetiva generalizacao.

As professoras presentes na aula sublinharam que existiu uma evolucdo significativa
face as aulas lecionadas anteriormente, sendo notdrio uma melhor marcacdo dos diferentes
momentos da aula. Este facto permitiu uma conducdo mais fluida da aula, garantindo uma
transicao natural entre as tarefas e evitando periodos de inatividades.

Durante este bloco de aulas, a professora estagiaria sentiu-se menos ansiosa e mais
confiante na gestdo e conducao das mesmas. Considera-se que isto se deve, em grande parte,
a relagdo de confianca estabelecida entre a professora e os alunos, o que contribuiu para o
sucesso das aulas. Na reunido de nucleo de estagio, esta dimensdo relacional foi igualmente
destacada como crucial para uma gestdo eficaz do comportamento e para o envolvimento
ativo dos alunos, mesmo diante de contelidos mais desafiantes como o conceito de limite.

Neste sentido, elogiou-se a observacdo incluida no plano de aula que destaca a
necessidade de, no momento de atribuir o T.P.C, considerar o ritmo da turma e as

circunstancias externas como o teste de Fisico-Quimica que os alunos tinham no dia seguinte.
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2.2.3. Trabalho de projeto

No ambito do Dominio de Autonomia Curricular (DAC) e em articulacdo com a
disciplina de Biologia, foi desenvolvido com a turma principal do 11.° ano o trabalho de projeto
que culminou na constru¢do de um canteiro em espiral.

Para concretizar esta proposta, a turma foi dividida em cinco grupos de trabalho,
ficando cada um responsavel por planear a constru¢cdo de um canteiro em espiral, aplicando
os conhecimentos matematicos adquiridos previamente sobre progressdes aritméticas e
geométricas. No planeamento do projeto, os alunos foram ainda desafiados a integrar
principios de sustentabilidade, a considerar as necessidades especificas das plantas e a
recorrer, de forma critica e responsavel, a aplicagdes de inteligéncia artificial.

Com o intuito de orientar o desenvolvimento do projeto, foi disponibilizado aos alunos
um guiao elaborado pelo nucleo de estagio, concebido para estruturar as diferentes fases de
trabalho, desde a pesquisa inicial até a construcdo, e estabelecer os principais objetivos a
atingir em cada etapa. Este documento pode ser consultado no Anexo 11.

Durante a fase de planeamento do canteiro em espiral, reservaram-se momentos de
trabalho em sala de aula, dedicados ao acompanhamento e apoio continuo por parte das
professoras. Posteriormente, ainda em contexto de sala de aula, cada grupo apresentou o seu
projeto e o respetivo poster cientifico (Anexo 12). Na apresentacdo, os alunos explicaram, entre
outros aspetos, a(s) progressdao(des) matematica(s) escolhida(s), a estrutura e o tamanho do
canteiro, incluindo o niumero de voltas da espiral e a largura de cada volta, a organizacdo do
espaco e das plantas e a estimativa dos recursos necessarios, como, por exemplo, o nimero
de tijolos. Cada grupo construiu ainda um protétipo tridimensional do respetivo canteiro, que
foi impresso numa impressora 3D, disponivel na sala LED da escola.

Concluidas as apresentacdes, procedeu-se a votacdo do canteiro representativo da
turma. O projeto vencedor foi construido na horta da escola, durante uma aula de Matematica
A, integrada no programa dos “Dia D" do agrupamento (Anexo 13). Esta iniciativa do
agrupamento visa promover momentos de partilha de aprendizagens, incentivando a

1"

criatividade, a inovacao e o bem-estar, sob o lema “Crescer e inovar, com bem-estar!”.
O desenvolvimento deste trabalho de projeto encontra-se em consonancia com o
documento das Aprendizagens Essenciais de Matematica A do 11.° ano, que recomenda o

aprofundamento do estudo das sucessdes através da elaboracdo de um trabalho de projeto.
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2.24. Avaliacdo

No decurso do ano letivo, a professora estagiaria esteve envolvida em diversos
momentos do processo de avaliacao dos alunos, colaborando ativamente, tanto na construcao
de instrumentos de avaliagdo, como na implementagdo de estratégias de avaliacdo formativa
e sumativa. A correcao e classificacdo de todos os instrumentos de avaliagdo formativa e
sumativa foram igualmente da responsabilidade da professora estagiaria.

A professora estagiaria participou na elaboragdo de todos os minitestes e testes de
avaliagdo sumativa aplicados a turma principal acompanhada, assim como na definicdo dos
critérios de classificacdo de cada um desses instrumentos. Para efeitos ilustrativos, apresenta-
se no Anexo 14 um teste de avaliagdo sumativa.

Em articulacdo com o nucleo de estagio, a professora estagiaria construiu um conjunto
de fichas de trabalho destinadas a consolidar os contetdos trabalhados e a preparar os alunos
para os instrumentos de avaliacdo sumativa. Estas fichas incidiram sobre diversos tépicos,
nomeadamente, trigonometria, geometria analitica, estatistica, sucessdes, limites de funcdes e
funcdes racionais (Anexos 12 a 17). Algumas das fichas de trabalho foram disponibilizadas em
formato papel, para resolugdo em contexto de sala de aula, enquanto outras foram atribuidas
como tarefas através do canal da disciplina, no Teams, a plataforma oficial de comunicacao
entre professores e alunos da escola. No caso das tarefas propostas via Teams, estipulou-se
um prazo de submissdo das resolugdes, apds o qual a professora estagiaria procedeu a
correcdo e devolveu feedback individualizado a todos os alunos, recorrendo as potencialidades
da plataforma para esse fim. Um exemplo de feedback disponibilizado encontra-se no Anexo
21. Adicionalmente, os alunos podiam refletir sobre a tarefa realizada, através da escolha de
um emoji e de um sentimento associado. No Anexo 22 encontra-se um exemplo dessas
reflexdes, com as respostas de alguns alunos a uma tarefa especifica. Esta pratica fomentou
momentos de autorreflexdo e desenvolvimento do sentido critico dos alunos, permitindo-lhes
ter consciéncia das suas dificuldades e reconhecer os seus progressos.

Através do canal da disciplina no Teams, a professora estagiaria disponibilizou, ainda,
as resolucdes completas de todas as fichas de trabalho e elementos de avaliacdo sumativa.

Durante o ano letivo, a professora cooperante e a professora estagiaria procuraram
implementar outras estratégias de avaliacdo formativa. O feedback oral foi uma pratica

recorrente durante as aulas e incluia sugestdes de melhoria, orientacbes para trabalho
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auténomo e valorizacdo das conquistas dos alunos. Inclusive, em determinadas situagdes, eram

os préprios alunos que procuravam este feedback e orienta¢des por parte das professoras.

2.3. Préatica pedagdgica no 9.° ano

A turma do 9.° ano era composta por 20 alunos, igualmente distribuidos entre o sexo
feminino e masculino, com uma média de idades de 14 anos.

No que respeita ao desempenho escolar, a turma apresentava lacunas bastante
profundas nas aprendizagens, refletindo-se num aproveitamento global fraco. Apenas trés ou
quatro alunos conseguiam obter sucesso na disciplina de Matematica, enquanto os restantes
enfrentavam dificuldades significativas no acompanhamento dos contelddos lecionados. De
modo geral, os alunos revelavam pouca autonomia e fracos habitos de trabalho, tanto dentro,
como fora da sala de aula, sendo frequente ndo levarem o material necessario para a realizacao
das atividades propostas nas aulas. Acresce que existia um grupo de alunos particularmente
desmotivado, cuja atitude perante a disciplina era marcada pelo desinteresse e por uma
postura de desisténcia relativamente a propria aprendizagem.

A par disto, enfrentaram-se diversos desafios relacionados com o comportamento em
sala de aula, com alunos frequentemente irrequietos, dando lugar para a existéncia de
conversas paralelas e com pouco envolvimento nas tarefas propostas. De forma transversal,
observava-se escassa valorizacdo da escola por parte dos alunos, que, na sua maioria,
evidenciavam poucas aspiracdes académicas ou objetivos pessoais relacionados com o

sucesso escolar.

2.3.1. Aulas lecionadas

Ao longo do ano letivo, a professora estagiaria lecionou um total de 6 aulas de 50
minutos. Todas estas aulas foram realizadas na presenca da professora cooperante, da
professora titular da turma e da colega estagiaria. Note-se que todas as aulas lecionadas se

encontram agrupadas em blocos duplos, perfazendo 100 minutos.
2.3.11.  Aulas de 23 de outubro

Nas aulas de 23 de outubro introduziu-se as inequacbes do 1.° grau com uma

incégnita. Segue-se um resumo da planificacdo das aulas, organizado na Tabela 9.
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Tabela 9

Resumo das aulas de 23 de outubro — 9.° ano

Tema e Tépico: Algebra — Inequacées do 1.° grau com uma incdgnita

Sumario: Situacdo de equilibrio e desequilibrio numa balanca de pratos.
Inequacdes do 1.° grau com uma incognita. Resolucdo dos exercicios da pagina 39 do manual.

Realizacdo do Kahoot “"Inequagbes em acao”.

Recursos: Papel, lapis, caneta e borracha; Manual “Prisma 9" — Volume 1; Computador com internet

e projetor; Balanca de pratos e pesos; Telemével; Kahoot “Inequagdes em acdo”.

Objetivos especificos: Reconhecer inequagdes do 1.° grau com uma incognita; Traduzir situagdes
em contextos matematicos e ndo matematicos por meio de uma inequacao do 1.° grau com uma
incégnita; Resolver inequagdes do 1.° grau com uma incognita e apresentar o respetivo conjunto-

solugdo.

Acoes a desenvolver com os alunos: (i) Explicar o funcionamento da balanga de pratos; (ii)
Representar uma situacdo de equilibrio na balanca de pratos e escrever a equacdo que descreva a
situacdo. Com base neste exemplo, relembrar os conceitos: incognita, termos e membros de uma
equacao; (iii) Representar uma situagdo de desequilibrio na balanga de pratos e escrever a inequagéo
que descreva a situacdo. Com base no exemplo, introduzir o conceito de inequacao e de solucao de
uma inequacao; (iv) Resolver, em grupo a turma, a inequacao: —3x — 9 > 15. Com base no exemplo,
referir os principios de equivaléncia e introduzir o conceito de conjunto-solu¢do de uma inequagao

(representar na reta real e na forma de intervalo de nimeros reais); (v) Resolver os exercicios 11.2,

11.4, 11.6 e 11.8 da pag. 39 do manual; (vi) Realizar, em grupos, o Kahoot “Inequaces em acao”.

Devido a restricdes de horario, a professora estagiaria ndo teve oportunidade de
acompanhar todas as aulas desta turma desde o inicio do ano letivo, o que condicionou, numa
fase inicial, o conhecimento das dinamicas da turma e das caracteristicas individuais dos
alunos. Por este motivo, o nucleo de estagio decidiu que a primeira aula lecionada seria
conduzida pelas duas professoras estagiarias, em regime de coadjuvagdo. Desta forma, cada
uma ficou responsavel por momentos distintos da aula, alternando entre si as
responsabilidades e garantindo uma abordagem colaborativa durante a pratica letiva.

Importa referir que a estratégia adotada na turma do 9.° ano acompanhada pela colega
estagiaria foi semelhante, pelo que foram alternados os momentos lecionados por cada
professora estagiaria, assegurando que, no final das duas aulas observadas, ambas tivessem

tido a oportunidade de lecionar todos os momentos planeados.
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Face ao feedback recebido, por parte da professora cooperante e da professora titular
da turma, em relagdo a aula lecionada na outra turma do 9.° ano, ajustou-se o desenvolvimento
da aula, procurando responder as caracteristicas especificas dos alunos desta turma.

Durante a aula, os alunos demonstraram bastante interesse na ilustracdo pratica das
situagdes de equilibrio e desequilibrio, proporcionada pela utilizagdo da balanca de pratos. A
manipulagdo dos pesos revelou-se uma estratégia eficaz para facilitar a compreensédo da
transicdo entre as duas situa¢des. Simultaneamente, de forma a estabelecer um paralelismo
entre a vertente pratica e a componente teorica, procedeu-se a sistematizacdo dos conceitos
no quadro, incentivando-se a participacao ativa dos alunos no decorrer deste momento.

A balanca de pratos utilizada, um modelo antigo pertencente ao material dos
laboratérios de Fisico-Quimica da escola, despertou curiosidade nos alunos e conferiu um
caracter diferenciador a aula. O recurso a materiais menos usais foi destacado positivamente
pela professora cooperante e pela professora titular da turma, que sublinharam a importancia
de diversificar as metodologias no contexto de sala de aula.

No que respeita a introducdo da resolucdo de inequagdes, a inequacdo —3x —9 > 15
foi resolvida em grupo turma e optou-se por mencionar apenas oralmente os principios de
equivaléncia, uma vez que estes ja haviam sido abordados de forma detalhada no 7.° ano, no
ambito da resolucdo de equacdes. Esta opcdo pedagdgica permitiu o envolvimento de um
numero significativo de alunos, tornando este momento da aula mais dinamico e acessivel.

De seguida, procedeu-se a resolucdo do exercicio 11. No entanto, a professora
estagiaria decidiu ndo seguir integralmente as alineas inicialmente previstas no plano de aula,
por considerar, no momento, que algumas poderiam revelar-se excessivamente complexas
para o grupo de alunos em questao. Assim, optou por comecar pelas questdes mais simples e
ir aumentando gradualmente o grau de dificuldade. Durante esta fase da aula, varios alunos
resolveram inequacdes em simultaneo no quadro e, apesar dessa dinamica ser propicia a
alguma agitacdo, o momento foi gerido de forma organizada e eficaz. A professora estagiaria
optou também por envolver ativamente os alunos no processo de aprendizagem, convidando-
0s a apresentar as suas resolucdes no quadro e a partilhar os respetivos raciocinios com os
colegas. Os alunos demonstraram-se bastante recetivos a esta abordagem.

Durante a realizacao do Kahoot, a turma esteve naturalmente mais agitada, uma vez
que este tipo de atividade é propicio a tal comportamento.

Por fim, importa mencionar que no decorrer da aula foi feito, por parte das professoras

estagiarias, um esforco consciente para estimular ao maximo a participacdo e envolvimento
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dos alunos. Procurou-se estabelecer um ritmo de aula em que nao houvesse lugar para a
existéncia de conversas paralelas, que sdo bastante frequentes na turma em questdo. Ainda
assim, reconhece-se a importancia de nas aulas futuras continuar a incentivar a participacao

de determinados alunos que, em muitos momentos, permanecem inativos.

2.3.1.2. Aulas de 8 de janeiro
Nas aulas de 8 de janeiro introduziu-se o caso notavel da multiplicagdo diferenga de
quadrados. Segue-se um resumo da planificacdo das aulas, organizado na Tabela 10. O plano

completo da aula encontra-se no Anexo 23.

Tabela 10

Resumo das aulas de 8 de janeiro — 9.° ano

Tema e Tépico: Algebra — Casos notaveis da multiplicacéo

Sumario: Casos notaveis da multiplicagdo: diferenca de quadrados.

Resolucao dos exercicios das paginas 130 e 131 do manual.

Recursos: Manual “Prisma 9" — Volume 1; Papel, lapis, caneta e borracha; Computador com internet
e projetor; Telemovel; Tarefa “Caso Notavel: Diferenca de Quadrados” (Anexo 23); Quadrados de
papel coloridos e tesouras; PowerPoint “Caso Notavel: Diferenca de Quadrados” (Anexo 23); Desafio:

1"

“O Ano Novo em Matematica

Objetivos especificos: Aplicar a propriedade distributiva da multiplicagdo em relagdo a adicdo de
monomios; Generalizar o caso notavel da multiplicacdo de binémios: diferenca de quadrados; Aplicar

o caso notavel da multiplicagcdo de binémios: diferenca de quadrados.

Acoes a desenvolver com os alunos: (i) Distribuir a tarefa e explicar a sua estrutura; (ii) Realizar, em
grupos de 2 ou 3 alunos, a tarefa; (iii) Projetar o PowerPoint e promover, em grupo turma, a analise e
discussdo das conclusdes obtidas na resolucdo da tarefa; (iv) Generalizar o caso notavel; (v)
Sistematizar alguns conceitos relacionados com o caso notavel; (vi) Transformar, em grupo turma, a
expressao algébrica (x — 4)(x + 4) num polindmio reduzido; (vii) Resolver os exercicios: 2, pag. 130;
1.4, 1.6, 1.8 e 5, pag. 131; (viii) Atribuir T.P.C.; (ix) Resolver o desafio “O Ano Novo em Matematica!”.

Perante as dificuldades de aprendizagem e o reduzido envolvimento habitual por parte
dos alunos nas tarefas propostas, considera-se que o bloco de aulas foi planeado de forma
adequada. A professora estagiaria procurou adaptar recursos e estratégias para promover a

participacdo ativa dos alunos e facilitar a compreensao do caso notavel.
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A tarefa realizada revelou-se eficaz, ao criar um ambiente colaborativo, propicio ao
envolvimento dos alunos, inclusive daqueles que habitualmente se mostram menos
participativos. A utilizagdo de materiais manipulaveis, bem como a escolha de valores
numéricos concretos em vez da generalizacdo imediata, contribuiram para uma melhor
apropriacdo do conteldo, permitindo aos alunos visualizar concretamente o raciocinio
matematico subjacente. No entanto, identificou-se algum desfasamento entre a componente
pratica da tarefa e o momento de generalizagcdo do caso notavel, aspeto que mereceu reflexdo
por parte da professora estagiaria.

Face a agitacdo de alguns alunos da turma, a professora estagiaria recorreu a uma
estratégia que, em aulas anteriores, se revelou eficaz: chamar os alunos mais irrequietos ao
quadro para resolverem os exercicios propostos e explicarem o respetivo raciocinio aos
colegas. Contudo, nesta aula, a estratégia ndo teve o efeito desejado, pois alguns alunos
adotaram uma postura exibicionista, desviando o foco do trabalho e tentando comprometer
o ambiente de aprendizagem. Ainda assim, as professoras presentes destacaram que, apesar
dos desafios comportamentais da turma, a professora estagiaria manteve uma postura serena

e profissional, revelando controlo da situacdo na gestdao dos diferentes momentos da aula.

2.4. Préatica pedagdgica noutras turmas

Ainda que com menor frequéncia nas aulas, a professora estagiaria acompanhou
também outras duas turmas da professora cooperante, do 11.° e 12.° anos, ambas do curso
cientifico-humanistico de ciéncias socioeconémicas. A presenca da professora estagiaria foi
particularmente regular nas aulas da turma do 11.° ano, sobretudo nas de caracter pratico.

A turma do 11.° ano era composta por 24 alunos, dos quais 18 eram do sexo masculino
e 6 do sexo feminino. O aproveitamento global da turma era fraco, sendo que mais de metade
dos alunos transitou do 10.° ano com classificacdo negativa. Uma parte significativa dos alunos
da turma apresentava profundas fragilidades ao nivel dos pré-requisitos, o que comprometia
a aquisicdo e mobilizacdo dos contelidos programaticos de Matematica A do 11.° ano.

Perante este cenario e na sequéncia da reunido intercalar do 1.° semestre, a professora
cooperante implementou um conjunto de medidas, entre as quais se incluiu a presenga mais
frequente das duas professoras estagiarias nas aulas de caracter pratico, como forma de
reforcar o acompanhamento individualizado dos alunos. Durante estas aulas, a dinamica da

turma era bastante positiva, marcada pelo trabalho colaborativo e espirito de entreajuda.
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Considera-se que esta medida contribuiu para um ambiente mais propicio a
aprendizagem, que se refletiu numa mudanca da postura dos alunos quer em aula, quer face
a disciplina de Matematica. Além disto, do 1.° para o 2.° semestre registou-se uma melhoria
significativa dos resultados, tendo 8 dos 19 alunos que apresentavam classificacdo negativa no
1.° semestre conseguido recuperar e obter classificacdo positiva.

A turma do 12.° ano era constituida por 15 alunos, dos quais 7 eram do sexo masculino
e 8 do sexo feminino. Embora tenha estado presente num menor nimero de aulas, a professora
estagiaria manteve-se em permanente contacto com a professora cooperante que fazia
questdo de partilhar a sua experiéncia com este grupo. Constatou-se que, apesar de se tratar
de uma turma do 12.° ano, a atitude dos alunos perante a disciplina, nomeadamente no inicio
do ano letivo, revelava pouco estudo e trabalho auténomo, aquém do que seria expectavel
face as exigéncias da disciplina de Matematica A.

Apesar da presenga menos regular nas aulas destas turmas, a experiéncia revelou-se
particularmente significativa, uma vez que permitiu reconhecer a diversidade e a complexidade
dos contextos educativos, reforcando a importancia de uma pratica docente flexivel e
diferenciada. O contraste entre a turma do 11.° ano, onde a implementacdo de medidas
pedagogicas ajustadas e atempadas se refletiu positivamente no desempenho e envolvimento
dos alunos e a turma do 12.° ano, onde se evidenciou a necessidade de fomentar habitos de
estudo auténomo e consistente, consolidou a consciéncia de que cada grupo exige respostas

pedagogicas especificas.

28



3. PRATICA NAO LETIVA

Neste capitulo sdo descritas as atividades ndo letivas realizadas em que a professora
estagiaria participou, nomeadamente as reunides e formagdes assistidas e as visitas de estudo

acompanhadas.

3.1. Reunides assistidas

3.1.1. Reunides de estagio

As reunides de nucleo de estagio contaram sempre com a presenca das duas
professoras estagiarias e da professora cooperante titular das turmas do 11.° e 12.° ano.
Durante estas reunides, definiram-se as aulas a serem lecionadas pelas professoras estagiarias,
estabeleceram-se propostas de momentos de avaliagdo e os respetivos critérios e planearam-
se as atividades letivas e ndo letivas. Além disso, estas reunides revelaram-se um espaco de

partilha e debate de estratégias pedagdgicas a adotar em contexto de sala de aula.

3.1.2.  Reunibes de grupo e departamento

A professora estagiaria participou nas reunides do grupo disciplinar 500 e do
departamento de Matematica (grupos 230 e 500). A presenca nestas reunides permitiu um
contacto direto com a natureza das informacdes transmitidas aos docentes, nomeadamente
as provenientes do Conselho Pedagdgico. Estas sessdes constituiram também uma
oportunidade para discutir e definir os critérios de avaliacdo do grupo disciplinar, realizar
balangos semestrais sobre o ponto de situagcdo das turmas, partilhar praticas pedagdgicas

entre os docentes e escolher os manuais escolares do 11.° ano a adotar no proximo ano letivo.

3.1.3. Reunides de conselho de turma

A professora estagiaria esteve presente em todas as reunides de conselho de turma, da
turma principal acompanhada ao longo do ano letivo, nas quais se discutiram situagoes
relativas a alguns alunos, se tomaram decisdes face a eventuais problemas da turma e se
formalizaram as classificagdes finais de todas as disciplinas.

Adicionalmente, a professora estagiaria participou nas reunides de conselho de turma
da outra turma do 11.° ano, na qual a professora cooperante desempenhava a fun¢édo de

secretaria. Esta presenca permitiu-lhe compreender melhor o papel desempenhado pelo
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diretor de turma e pelo secretario, bem como familiarizar-se com o processo de redagéo das

atas, tendo, inclusive, contribuido na sua elaboracéo.

3.14. Outras Reunibes

No dia 2 de setembro, a professora estagiaria esteve presente na reunido aberta do
Conselho Geral do agrupamento da escola, onde houve lugar a ceriménia de tomada de posse
da nova diretora do agrupamento.

Ainda durante o periodo pré-letivo, realizou-se, no dia 9 de setembro, a Reunido Geral

de Docentes, na qual a professora estagiaria também participou.

3.2. Formacdes assistidas

No dia 11 de dezembro, a professora estagiaria assistiu a uma sessdo formativa online
dedicada a utilizagdo do INOVAR. Esta formacdo teve como objetivo capacitar os docentes
para o dominio das funcionalidades especificas da plataforma utilizada pelo agrupamento. Dos
topicos abordados, destaca-se o lancamento das avaliagdes de final de 1.° semestre, a
elaboracdo e consulta de atas e a recuperacdo de faltas dos cursos profissionais.

Esta sessdo formativa revelou-se particularmente relevante para a professora estagiaria,
uma vez que permitiu uma maior familiarizagdo com as ferramentas disponiveis no INOVAR,
nomeadamente no que diz respeito aos seus beneficios para os docentes no processo de
avaliagdo dos alunos. Além disto, como permite automatizar e organizar diversas tarefas, o uso
do INOVAR possibilita que os professores dediquem mais tempo a atividades pedagdgicas e
ao acompanhamento individual dos seus alunos.

No decorrer do més de maio, a professora estagiaria esteve presente nas apresentacoes
de manuais escolares de diversas editoras e ainda na formacdo “"Aprender Matematica com

tecnologia” organizada pela Raiz Editora.

3.3. Dia Internacional da Matematica

Para a celebracdo do Dia Internacional da Matematica, assinalado a 14 de marco, o
Departamento de Matematica organizou um conjunto de atividades adaptadas aos diferentes
niveis de escolaridade. No caso das turmas do 11.° ano, a participagdo concretizou-se com a
escrita de poemas relacionados com a disciplina. A professora estagiaria esteve envolvida na

organizagao desta atividade com as turmas acompanhadas, incentivando os alunos na criagao
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dos poemas que foram, posteriormente, afixados por toda a escola. No Anexo 24, encontra-se
0 poema escrito por um aluno.

Ainda integrada nas comemoracdes do Dia Internacional da Matematica, destaca-se a
participacdo de cinco alunos do 11.° ano da escola na competigdo internacional de Matematica
Ndboj (Anexo 25). Trata-se de uma competicdo de caracter dinamico e colaborativo, na qual
equipas constituidas por quatro ou cinco alunos enfrentam desafios matematicos de
dificuldade crescente, abrangendo areas como geometria, teoria dos niUmeros, combinatéria
e algebra. A professora estagiaria acompanhou a equipa da escola no evento que decorreu no
dia 14 de margo, no Técnico Innovation Center, em Lisboa, reunindo equipas de alunos do 3.°
ciclo e do ensino secundario. A participacdo nesta iniciativa revelou-se uma oportunidade
enriquecedora para os alunos, permitindo-lhes desenvolver competéncias matematicas e de
trabalho colaborativo, num ambiente estimulante e competitivo. O caracter internacional da
competicdo conferiu um entusiasmo acrescido a equipa da escola, uma vez que os problemas
foram resolvidos simultaneamente por equipas de diversos paises europeus, com os resultados

atualizados em tempo real, num leaderboard global.

3.4. Visitas de estudo

No ambito da disciplina de Portugués, a professora estagiaria acompanhou a turma
principal do 11.° ano em duas visitas de estudo. A primeira visita de estudo decorreu no dia 4
de dezembro e teve como destino a Igreja de Sao Roque, em Lisboa. A segunda visita de
estudo realizou-se no dia 11 de dezembro, com a ida ao Museu do Aljube. Em ambas as
ocasides, os professores envolvidos acompanharam os alunos durante todo o percurso, desde
a saida da escola até aos respetivos locais a visitar.

Numa outra ocasido, a professora estagiaria, em conjunto com a colega de estagio e a
professora cooperante, participou na organizacdo da ida de duas turmas do 11.° ano, incluindo
a turma principal acompanhada, ao Dia Aberto da Faculdade de Ciéncias da Universidade de
Lisboa, realizado no dia 7 de maio. Durante esta iniciativa, os alunos tiveram a oportunidade
de conhecer a ampla oferta de licenciaturas, explorar areas do seu interesse e compreender,
na pratica, o impacto dos diferentes cursos no quotidiano. Para a professora estagiaria, a
participagdo na organizacao desta visita de estudo revelou-se particularmente enriquecedora,
uma vez que lhe proporcionou um contacto direto com os procedimentos burocraticos

inerentes a organizacdo de uma visita de estudo (Anexo 26).
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4. REFLEXAO SOBRE O ESTAGIO PEDAGOGICO

O estagio pedagdgico constituiu uma etapa crucial na formacdo inicial da professora
estagiaria, permitindo-lhe colocar em pratica na sala de aula os conhecimentos adquiridos
durante a formagdo académica. A integracao na escola foi pautada por um ambiente acolhedor
e colaborativo, tendo sido muito bem recebida por parte do corpo docente e das assistentes
operacionais, o que contribui para um ambiente de trabalho propicio ao desenvolvimento
profissional.

Ao longo da pratica letiva, reconheceu-se que uma planificacdo pormenorizada de cada
aula constitui um elemento imprescindivel para garantir o seu bom funcionamento. Através de
uma preparagao cuidada, foi possivel antecipar dificuldades, prevenir imprevistos e garantir
uma maior intencionalidade pedagdgica. No entanto, foi igualmente percetivel que o plano de
aula deve ser encarado como um instrumento flexivel e dinamico, passivel de ser ajustado em
funcao das especificidades do grupo turma e das necessidades que emergem em tempo real.

Relativamente ao desempenho da professora estagiaria, foi notéria a sua evolucao ao
longo do ano letivo. A comunicagdo tornou-se mais clara, os episddios de dispersdo
diminuiram significativamente e a gestdo do tempo e das tarefas revelou-se progressivamente
mais eficiente e alinhada com os objetivos de aprendizagem. Esta melhoria refletiu ndo s6 o
seu amadurecimento profissional, como também a sua capacidade de refletir criticamente
sobre as praticas adotadas, adaptando-as de forma consciente as necessidades dos alunos.

A professora estagiaria teve o privilégio de acompanhar turmas de trés niveis de ensino.
No ensino basico, uma turma do 9.° ano e no ensino secundario, duas turmas do 11.° ano e
uma turma do 12.° ano. Esta diversidade constituiu uma oportunidade Unica de contacto com
diferentes perfis de alunos e praticas letivas ajustadas aos discentes.

Desde as primeiras aulas da turma principal acompanhada do 11.° ano, a professora
cooperante incentivou a professora estagiaria a circular pela sala de aula e a interagir
diretamente com os alunos. Ao longo do ano letivo, estabeleceu-se uma relagdo de confianca
mutua com o grupo, essencial para a criacdo de um ambiente propicio a aprendizagem.

Por sua vez, o acompanhamento regular da outra turma do 11.° ano revelou-se
igualmente significativo, pois permitiu constatar como a implementagdo atempada de medidas
pedagogicas ajustadas as especificidades dos alunos pode ter um impacto transformador.
Perante fragilidades profundas ao nivel dos pré-requisitos do 3.° ciclo e dificuldades claras na
aquisicdo e mobilizacdo dos conteldos, a adocdo de estratégias adequadas originou uma
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melhoria substancial na relacao dos alunos com a disciplina e nos resultados obtidos. Nao
obstante, o facto de se tratar igualmente de uma turma do 11.° ano, as diferengas entre os
dois grupos eram significativas. Foi, assim, percetivel que a existéncia de varias turmas do
mesmo nivel ndo garante, por si s6, uma pratica docente mais simples ou uniforme,
desmitificando-se, a perce¢do de homogeneidade frequentemente associada a este cenario.
Importa salientar que as turmas em questdo foram muito recetivas a presenca da professora
estagiaria, valorizando o seu contributo no processo de ensino e aprendizagem.

Em relacdo a turma do 12.° ano destaca-se a oportunidade de observar a gestdo
equilibrada da professora cooperante nos contetdos lecionados, ajustando-se a diversidade
de perfis, nomeadamente entre os alunos que se iam ou ndo propor ao exame nacional.

O contacto com a turma do 9.° ano foi um choque de realidade para a professora
estagiaria, dada a elevada incidéncia de alunos desinteressados, pouco assiduos e episodios
frequentes de indisciplina. Face a este contexto, tornou-se evidente que o exercicio da
docéncia exige, além do dominio cientifico, uma elevada capacidade de adaptacao, tomada de
decisdes eficazes e criatividade na implementacdo de estratégias diversificadas. Nas aulas que
lecionou, a professora estagiaria procurou contrariar o desinteresse manifestado por alguns
alunos, através da implementacdo de metodologias de ensino que promovessem o seu
envolvimento. Ainda que exigente, a experiéncia vivida com esta turma foi profundamente
enriquecedora, proporcionando a professora estagiaria uma visdo realista e amadurecida das
multiplas dimensdes que compde o quotidiano escolar. Com efeito, verificou-se que, ao nivel
do 3.° ciclo, a docéncia exige um cuidado redobrado na transmissdo dos contetidos, de modo
a garantir que os conceitos sao, efetivamente, compreendidos pelos alunos. A articulagdo entre
o acompanhamento das varias turmas permitiu a professora estagiaria refletir criticamente
sobre as diferencas significativas entre o ensino basico e o ensino secundario.

Por outro lado, no que concerne a avaliagdo dos alunos, a professora estagiaria
contactou com a complexidade inerente a elaboracdo dos instrumentos de avaliacdo, tendo
participado ativamente na sua construcao. O seu envolvimento permitiu-lhe compreender a
importancia de uma planificagdo criteriosa, que inclua decisdes claras sobre o que se pretende
avaliar, bem como a atribui¢do ponderada de cota¢des, de modo a assegurar justica, coeréncia
e alinhamento com os objetivos de aprendizagem.

O facto de o estagio pedagdgico ter decorrido numa escola que adota o modelo de
avaliagdo por areas de competéncia, constituiu uma oportunidade particularmente
enriquecedora. No caso da disciplina de Matematica, os alunos sdo avaliados de acordo com
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quatro dominios: Conhecimentos e Procedimentos (CP), Raciocinio Matematico (RM),
Resolucdo de Problemas (RP) e Comunicacdo Matematica (CM). Em cada elemento de
avaliagdo sumativa, existe uma distribuicdo igualitaria entre estes quatro dominios.
Consequentemente, é atribuida uma classificacao distinta para cada um dos dominios, em vez
de uma nota global de 0 a 20 valores ou de 0 a 100%. Esta realidade fez com que a professora
estagiaria contactasse diretamente com um modelo de avaliacdo atual, centrado nas
competéncias dos alunos. Ainda que este modelo tenha sido implementado no agrupamento
de escolas no ano letivo 2022/23 e esteja alinhado com as orientacbes nacionais, a sua
implementagdo continua a suscitar resisténcia por parte de alguns docentes da escola. Essa
resisténcia, frequentemente motivada pelo receio da mudanca e pela dificuldade de
abandonar praticas de avaliagdo enraizadas, conduz a procura de solu¢des que se aproximem
o mais possivel do modelo de avaliacao tradicional, como, por exemplo, a atribuicdo de um
Unico dominio a cada questdo de um teste de avaliagdo sumativa. Note-se que os elementos
de avaliagdo concebidos pelo nucleo de estagio ndo se enquadram neste caso, conforme se
pode verificar no Anexo 14. Perante este cenario, a professora estagiaria refletiu criticamente
e concluiu que a transicdo para modelos de avaliacdo centrados no desenvolvimento de
competéncias exige, ndo s6 formagdo continua por parte dos docentes, como também cultura
colaborativa que promova a partilha de praticas e reflexdo pedagdgica.

Em suma, o estagio pedagodgico contribuiu, substancialmente, para o crescimento
pessoal e profissional da professora estagiaria. Seguramente que um dos aspetos que mais
enriqueceu esta experiéncia foi o trabalho colaborativo desenvolvido no seio do nucleo de
estagio. A observacdo sistematica das aulas lecionadas pela professora cooperante e pela
colega estagiaria fomentou a partilha de estratégias de ensino, gestdo em sala de aula e
abordagem dos conteldos matematicos. Além disso, as professoras estagiarias colaboraram
ativamente na concecdo e preparacgao de recursos didaticos, ainda que, posteriormente, cada
aula tenha seguido dinamicas préprias, ajustadas ao estilo pessoal de cada uma.

Desde o inicio do ano letivo que a professora cooperante concedeu bastante autonomia
a professora estagiaria. Esta confianca traduziu-se na possibilidade de experimentar diferentes
abordagens pedagdgicas e de refletir criticamente sobre a sua pratica, fatores estes que

contribuiram significativamente para o processo de constru¢do da sua identidade profissional.
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PARTE 2 — PROJETO DE INVESTIGACAO
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1. INTRODUCAO

A presente investigacdo encontra-se organizada em cinco capitulos. O primeiro
capitulo apresenta a motivagdo e pertinéncia do estudo realizado, bem como o objetivo e as
questdes de investigacdo que se pretendem responder. O segundo capitulo é dedicado a
revisdo de literatura, comegando por se discutir a aprendizagem da algebra e o papel das
tarefas no processo de ensino e aprendizagem da Matematica. De seguida, o foco recai sobre
a compreensao dos conceitos matematicos e, por fim, apresenta-se um subcapitulo relativo a
teoria da reificacdo. No terceiro capitulo, contextualiza-se a metodologia adotada, com
destaque para a investigacao qualitativa, o estudo de caso, os instrumentos de recolha de
dados e os procedimentos metodoldgicos adotados na investigagdo. No quarto capitulo,
expdem-se os estudos de caso e a respetiva analise dos dados. O quinto e Ultimo capitulo é

reservado as conclusdes do estudo efetuado.

1.1.  Motivagado e pertinéncia do estudo

A implementacdo de tarefas que contemplam o tema das sucessdes foi a principal
motivagdo para este estudo. Segundo o National Council of Teachers of Mathematics (NCTM,
2017), um ensino eficaz da Matematica é aquele que promove o envolvimento dos alunos na
resolucao e discussdo de tarefas, contribuindo, assim, para o desenvolvimento do raciocinio
matematico e da resolucao de problemas. Agregado a este fator, a possibilidade de investigar
como os alunos do ensino secundario constroem e mobilizam os seus conhecimentos sobre
este tema foi um fator determinante para a concretizagdo da presente investigacao.

Apesar das orientacdes curriculares e dos avancos na investigacdo em didatica da
matematica, € ainda visivel uma permanéncia de praticas letivas ancoradas na reproducéo de
procedimentos, muitas vezes desprovidos de sentido conceptual (Ribeiro et al., 2024). Esta
concecdo ndo é apenas teodrica, decorre também da experiéncia pessoal da investigadora
enquanto aluna e futura professora, ao constatar que se continua, por vezes, a ensinar da
mesma forma como se aprendeu, mesmo que se reconhegam, a posteriori, as fragilidades
deste tipo de ensino. Como referem Ribeiro et al. (2024), é necessario questionar as verdades
que se cristalizaram no ensino da matematica e romper com rotinas pedagdgicas que
privilegiam o resultado em detrimento da compreensao conceptual ao longo do processo de

ensino e aprendizagem. Foi precisamente este confronto entre o que se ensina, como se ensina
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e o que os alunos efetivamente compreendem e como compreendem que impulsionou a
realizacao do estudo.

Independentemente das alteragdes curriculares previstas, este estudo mantém-se atual
e pertinente, uma vez que as sucessdes integram tanto o documento das Aprendizagens
Essenciais de Matematica A atualmente em vigor no 11.° ano, como o programa homologado

em 2023, que sera implementado a partir do proximo ano letivo (MEC, 2018; Silva et al., 2023).

1.2. Objetivo e questdes de investigagao

Com vista a analisar de que forma os alunos mobilizam os seus conhecimentos sobre
sucessdes na resolugdo de tarefas, o trabalho de investigagdo foi orientado pelas seguintes
questdes de investigagao:

1. Como se caracteriza a compreensao do conceito de sucessao?

2. Como acontece o processo de reificacdo do conceito de sucessdo?
Uma vez definido o objetivo da presente investigacdo e clarificada a sua pertinéncia no

ambito do ensino e aprendizagem da Matematica, no capitulo seguinte procede-se ao

enquadramento tedrico que a sustenta.
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2.REVISAO DE LITERATURA

Neste capitulo apresenta-se o referencial tedrico que sustenta o estudo levado a cabo
com alunos de uma turma do 11.° ano do curso cientifico-humanistico de ciéncias e
tecnologias, no ano letivo 2024/25. Com esta investigacao pretende-se analisar de que forma
os alunos mobilizam os seus conhecimentos sobre sucessdes na resolucao de tarefas. O
enquadramento tedrico encontra-se, assim, organizado em quatro subcapitulos:
aprendizagem da algebra, tarefas matematicas, compreensdo dos conceitos matematicos e

teoria da reificacao.

2.1. Aprendizagem da Algebra

A Algebra é um ramo da Matematica que, segundo Ponte (2017), assenta na nocdo de
variavel como uma entidade abstrata que se pode representar de forma simbdlica ou nédo
simbdlica e na nocdo de estrutura que envolve relacdes, operacdes e propriedades. O mesmo
autor acrescenta que este campo da Matematica permite formular generaliza¢cdes sobre
estruturas matematicas, através do uso de variaveis.

Enquadrado no dominio da Algebra, o conceito de funcdo é considerado um dos mais
importantes de toda a Matematica, assumindo um lugar proeminente nos programas do
ensino secundario (Ponte, 1990; 2017). A aprendizagem de fun¢des estimula o
desenvolvimento do pensamento algébrico que, por sua vez, promove a interpretacdo da
matematica e estimula os alunos a estabelecer generalizacbes e conexdes entre diferentes
conceitos (Windsor, 2010). Segundo este autor, o desenvolvimento do pensamento algébrico
ocorre de forma gradual, passando por trés estadios. Os alunos comecam por recorrer a
linguagem natural para descrever generalidades e relagbes, posteriormente, utilizam
diagramas e simbolos matematicos para abreviar essas ideias e, por fim, sintetizam essas ideias
através de expressdes matematicas e equacdes, tabelas e graficos (Windsor, 2010).

Ponte (2017) defende que o pensamento algébrico pode e deve iniciar-se desde os
primeiros anos de escolaridade, numa fase conhecida como “early algebra”, na qual ainda nédo
se recorre a linguagem simbdlica. Segundo este autor, nesta fase é fundamental a articulagéo
entre as representacdes visuais, numérica e em linguagem natural, sendo o trabalho com

sequéncias um dos aspetos centrais. Numa etapa mais avancada, ganha particular relevancia
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a relagdo entre as representagdes algébrica e grafica, bem como a sua articulagdo com a
linguagem natural (Ponte, 2017).

O curriculo de Matematica em Portugal encontra-se alinhado com esta perspetiva de
desenvolvimento progressivo do pensamento algébrico. Apesar do conceito de sucessdo ser
formalmente introduzido apenas no 11.° ano do ensino secundario, é esbogado ao longo do
percurso escolar. Desde o primeiro ciclo do ensino basico, os alunos comecam a ser
confrontados com situagdes que envolvem a identificacdo de regularidades em sequéncias,
num contexto predominantemente empirico (Canavarro et al., 2021a). Conforme progridem
para o segundo e terceiro ciclo, comegam a contactar com a lei de formacdo de uma sequéncia
ou sucessdo, ainda que esta Ultima ndo seja designada formalmente como tal (Canavarro et
al, 2021b; 2021c¢).

Uma sucessdo corresponde a uma fungdo cujo dominio é o conjunto dos nimeros
naturais e o conjunto de chegada é o conjunto dos numeros reais. De acordo com as
Aprendizagens Essenciais de Matematica A do 11.° ano, em vigor a data desta investigacdo, os
alunos devem ser capazes de resolver problemas que envolvam sucessdes mondtonas,
limitadas e definidas por recorréncia, progressdes aritméticas e geométricas, bem como
apropriar-se da nocao de limite de uma sucessao (MEC, 2018). Na versao mais recente deste
documento, os tépicos sucessdes e progressdes aritméticas e geométricas, inseridos no tema
Matematica discreta, sdo abordados separadamente (Silva et al., 2023). No topico sucessoes,
os autores estabelecem como objetivos de aprendizagem a identificacdo e a analise de
regularidades em exemplos numéricos e pictoricos, bem como a identificacdo e a analise de
formas de gerar sucessdes, quer através de termos gerais, quer por recorréncia. Relativamente
as progressdes aritméticas e geométricas, pretende-se que os alunos sejam capazes de as
reconhecer e de as definir a partir do primeiro termo e da respetiva razao.

As tarefas propostas no ambito desta investigacdo foram desenhadas de acordo com

estes objetivos curriculares.

2.2. Tarefas Matematicas

As tarefas constituem um elemento central no processo de ensino e aprendizagem da
Matematica (Duarte et al.,, 2024), uma vez que proporcionam diversas atividades aos alunos
(Ponte, 2014; 2020). Apesar dos termos atividade e tarefa serem frequentemente utilizados

como sinénimos, na teoria educacional distinguem-se conceptualmente (Ponte, 2014; 2020).
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Segundo Swan (2014), uma tarefa é qualquer coisa que o professor coloca aos seus alunos
para fazer, enquanto o termo atividade refere-se as acdes concretas realizadas pelos alunos na
resolucdo de uma tarefa (Christiansen & Walther, 1986). Ou seja, a tarefa consiste no que é
proposto pelo professor ao aluno e a atividade representa o que o aluno efetivamente faz para
obter a resposta (Ponte, 2020). Assim, o que os alunos de facto aprendem resulta,
maioritariamente, da atividade que desenvolvem e da reflexdo sobre esse processo
(Christiansen & Walther, 1986).

De acordo com o NCTM (2017), as tarefas propostas aos alunos devem motiva-los para
a aprendizagem e envolvé-los na resolucdo de problemas, ajudando-os a construir novos
conhecimentos. Neste sentido, as tarefas matematicas propostas em sala de aula devem ser
concebidas como oportunidades de aprendizagem, permitindo que os alunos compreendam
os conceitos matematicos abordados (Martins, 2016). Contudo, nem todas as tarefas possuem
o mesmo potencial para promover a aprendizagem (Rodrigues & Moura, 2023), uma vez que
influenciam ndo sé o conteddo aprendido pelos alunos, como também a forma como o
aprendem (Gomes et al., 2022). De acordo com o NCTM (2017), a investigagdo em educagao
matematica tem demonstrado que a aprendizagem se revela mais significativa em aulas que
envolvem tarefas que mobilizam o pensamento e o raciocinio de nivel elevado,
comparativamente com aquelas em que se recorre a tarefas mais procedimentais.

Posto isto, uma das decisdes mais relevantes que o professor realiza regularmente
consiste na selecdo das tarefas a propor em sala de aula, na medida que estas constituem o
ponto de partida das experiéncias de aprendizagem dos alunos (Gafanhoto & Canavarro,
2012). Nas Aprendizagens Essenciais de Matematica A, para o ensino secundario, homologadas
em janeiro de 2023, estabelecem-se critérios que caracterizam uma tarefa matematica como

promissora:

[...] ser interessante e desafiante, envolver matematica relevante, criar
oportunidades para aplicar e ampliar conhecimentos, permitir diferentes
estratégias, tornar possivel monitorizar a compreensao dos alunos e

apoiar o seu progresso (Silva et al., 2023, p.6).

Portanto, é evidente a relevancia das tarefas no contexto da diferenciacdo pedagdgica,

pelo que a sua elaboracdo e selecdo devem atender as caracteristicas e necessidades

43



especificas dos alunos, constituindo um elemento fundamental na planificacdo das praticas
educativas do professor (Silva et al.,, 2023).

Ponte (2005) defende que é a partir das tarefas matematicas que o aluno se deve sentir
envolvido em atividades matematicas ricas e produtivas. Com efeito, as tarefas possuem
diferentes estruturas, consoante o seu grau de desafio e abertura. No que concerne ao grau
de desafio matematico, o autor defende que este estd relacionado com a percecdo da
dificuldade de uma questao, variando entre reduzido e elevado. Relativamente ao grau de
abertura, o autor considera que uma tarefa fechada é aquela em que se especifica de forma
clara no enunciado o que é dado e o que é pedido, enquanto uma tarefa aberta envolve um
grau de ambiguidade maior, seja em relagdo ao que é dado, ao que é pedido ou em ambos os
aspetos. Cruzando estas duas dimensdes, Ponte (2005) propde que as tarefas sejam
classificadas conforme o propdsito que com elas se pretende alcangar (Figura 1).

Figura 1

Relacdo entre diferentes tipos de tarefas

Desafio reduzido
A

Exercicio Explora¢do

Fechado < » Aberto

Problema Investigagdo

v
Desafio elevado

Nota. Ponte (2005, p. 17).

Portanto, as tarefas matematicas configuram-se como elementos estruturantes no
processo de ensino e aprendizagem da Matematica. A sua relevancia transcende o contelddo
que permitem trabalhar, abrangendo igualmente o modo como potenciam o envolvimento
dos alunos e potenciam o desenvolvimento do seu raciocinio. Por conseguinte, a elaboracao
e selecdo criteriosa das tarefas, revelam-se aspetos fundamentais para garantir experiéncias de

aprendizagem ricas e significativas, alinhadas com os objetivos educativos definidos.

2.3. Compreensao dos conceitos matematicos

Um conceito pode ser entendido como uma “capsula de pensamento que envolve

milhares de experiéncias distintas e que estd pronta para integrar mais uns milhares” (Sapir,
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1970). Esta natureza dinamica dos conceitos é enfatizada por Swan (2017), ao descrevé-los
como organicos, resultado da tentativa do individuo de dar sentido ao mundo que o rodeia,
num processo continuo de evolucdo e adaptacao.

O termo compreensdo é bastante complexo, refletindo a diversidade de perspetivas
que tém emergido ao longo do tempo. Gravemeijer (1997), enfatiza a importancia de
privilegiar o processo de fazer matematica, em que os alunos possuam uma compreensao
profunda da sua matematica e sejam capazes de explicar e justificar os seus procedimentos.
Por outro lado, Sierpinska (1994), distingue claramente a compreensao do conhecimento,
sustentando que a compreensao é uma atividade cognitiva que ocorre ao longo do tempo e
que se concretiza através de atos de compreensdo. Os atos de compreensdo sdo as
experiéncias mentais rapidas que permitem ao individuo mobilizar ideias e conceitos. Assim,
no contexto do conhecimento, a compreensao sera um recurso para o conhecimento.

Skemp (1976) considera que existem dois modos de compreensao dos conceitos
matematicos: compreensdo instrumental e compreensao relacional. O primeiro diz respeito a
capacidade de adquirir e aplicar regras ou métodos na resolucdo de problemas, privilegiando-
se 0 "saber como”, sem necessariamente se compreender o “porqué”. Segundo o autor, este
tipo de compreensédo consiste na aprendizagem de varios planos que orientam o aluno, passo
a passo, desde os dados iniciais até obter as respostas as questdes, sem que tenha consciéncia
da relacdo entre as etapas e o objetivo final (Skemp, 1976). Apesar das criticas que apresenta
a esta abordagem, o autor reconhece-lhe algumas vantagens, nomeadamente, a facilidade de
compreensao de forma instrumental, o alcance rapido e visivel dos resultados e a possibilidade
de obter resposta corretas mais rapidamente e de forma confiavel (Skemp, 1976).

Por sua vez, a compreensdao relacional assenta na constru¢do de uma estrutura
conceptual que permite ao aluno produzir multiplos “planos para chegar de qualquer ponto
de partida, dentro do seu esquema, até qualquer ponto de chegada” (Skemp, 1976). Por outras
palavras, baseia-se em principios que possuem uma aplicacdo mais geral, em que o aluno esta
consciente do “como” e do "porqué” dos métodos, possibilitando a sua adaptacao para novos
problemas e a construcdo das relacdes necessarias para atribuir significado (Skemp, 1976).
Entre as vantagens desta abordagem, o autor destaca a sua maior adaptabilidade a novas
tarefas, pois o facto de o aluno compreender ndo apenas o funcionamento de um determinado
método, mas também as razdes que o sustentam, permite-lhe estabelecer ligacdes entre o
método e os problemas e adapta-lo a novas situacdes. Ja a compreensao instrumental exige a

memoriza¢do dos tipos de problemas em que determinado procedimento é aplicavel, bem
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como a aprendizagem de um método diferente para cada nova classe de problemas. Embora
inicialmente possa exigir um maior esfor¢o cognitivo, os conceitos compreendidos de forma
relacional tendem a ser mais duradouros, pelo que o tempo investido em aprender de forma
relacional pode acabar por ser inferior. Outra vantagem esta relacionada com o facto de os
esquemas construidos de forma relacional serem organicos, facilitando a articulacdo com
outras areas do conhecimento.

Partindo do pressuposto que o desenvolvimento da compreensao de um conceito
implica a construcdo de estruturas de conhecimento ricas e integradas, que favorecem uma
aprendizagem verdadeiramente significativa, tal como é defendido pelas orientagdes
curriculares (NCTM, 2017), o ensino deve priorizar a compreensao relacional dos conceitos
(Gutiérrez-Fallas & Henriques, 2017; Skemp, 1976).

Contudo, a implementacdo desta abordagem pode enfrentar algumas barreiras,
originando desencontros entre as expectativas dos professores e as dos alunos (Skemp, 1976).
Um dos cendrios possiveis ocorre quando alunos que procuram compreender
instrumentalmente sdo ensinados por professores que desejam que eles aprendam
relacionalmente (Skemp, 1976). Neste caso, embora cause menos problemas imediatos para
os alunos, o professor pode sentir-se frustrado pela desvalorizacdo do seu trabalho de
planificacdo. Skemp (1976) explica que tal ocorre porque os alunos tendem a agarrar-se a
regras que lhes permitam obter as respostas, ignorando principios mais gerais. Esta
dependéncia por regras especificas, em detrimento de uma compreensao abrangente, é
apontada pelo autor como como uma das fragilidades da compreensao instrumental.

Pelo contrario, pode ocorrer que alunos que procuram compreender relacionalmente
enfrentem um ensino que se limita a uma abordagem instrumental (Skemp, 1976). Segundo
Skemp (1976), este desencontro pode ser ainda mais prejudicial, uma vez que os alunos que
desejam uma compreensao mais profunda se sentem frustrados e desmotivados pela auséncia
de oportunidades para explorar os “porqués” dos conceitos. Neste sentido, o autor enfatiza
que o professor deve ser capaz de ponderar entre a compreensao instrumental e relacional em
funcao das vantagens de cada tipo de compreensao e das caracteristicas de cada situacao de
ensino e aprendizagem (Skemp, 1976). Embora ambas as formas de compreensdo apresentem
vantagens e possam ser Uteis em contextos distintos, para Skemp (1976) apenas “a
compreensdo relacional pode ser considerada adequada para o professor’. No entanto,
importa reconhecer que tal ideal nem sempre se concretiza na pratica pedagdgica, o que, na
sua opinido, podera ser fruto de fatores como a pressdo dos programas extensos, a preparacao
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dos alunos para avaliagdes externas como os exames nacionais e a resisténcia de alguns
professores a reestruturacdo dos seus esquemas de ensino (Skemp, 1976).

Domingos (2003) argumenta que a abordagem de Skemp, que apresenta a
compreensdao matematica em polos opostos, ndo reflete muitas das situacbes de
aprendizagem com que os alunos se deparam. Herscovics e Bergeron (1984) ao reconhecerem
algumas das principais caracteristicas presentes na constituicdo dos objetos matematicos,
desde os mais elementares até aos mais avancados, ampliam a visdo de Skemp. Estes autores
propée um modelo composto por quatro modos de compreensdo: intuitiva, de
procedimentos, abstracdo matematica e formalizagdo. A compreensao intuitiva consiste num
conhecimento matematico informal baseado em pré-conceitos, perce¢des visuais ou agdes
ndo quantificadas, enquanto a compreensdo de procedimentos refere-se a aquisicdo de
procedimentos matematicos que os alunos podem relacionar com o seu conhecimento
intuitivo e aplicar de forma adequada. A abstracdo matematica pode ser entendida no sentido
usual como o afastamento de uma representagdo ou de um procedimento especifico ou no
sentido matematico como a construcao de invariantes, a reversibilidade e composicao de
transformagdes e operagdes matematicas ou a generalizacdo. Por sua vez, a formalizacdo
envolve interpretagdes usuais da axiomatica e a demonstracdo matematica formal, podendo
incluir também a definicdo formal de uma nocdo matematica ou o uso do simbolismo
matematico para expressar conceitos previamente abstratos ou compreendidos por

procedimentos.

2.4. Teoria da reificacédo

De acordo com Domingos (2003), interpretar um conceito implica reconhecer essa
entidade como algo dotado de um determinado potencial, que se manifesta através de uma
sequéncia de acOes. Esta perspetiva remete para a teoria da reificacdo, segundo a qual os
conceitos matematicos podem ser concebidos estruturalmente, como objetos ou,
operacionalmente, como processos (Sfard, 1991; Sfard & Linchevski, 1994).

Para Sfard (1991), a concecdo estrutural refere-se a capacidade de ver uma entidade
matematica como um objeto, algo que existe como uma estrutura estatica e que pode ser
facilmente reconhecida e manipulada, sem a necessidade de detalhar. Por outro lado, a
concecdo operacional foca-se nos processos, algoritmos e sequéncia de acdes necessarios

para construcao de um conceito (Sfard, 1991).
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Embora a primeira vista as concecdes possam parecer incompativeis, Sfard (1991)
argumenta que sdo complementares, na medida que representam diferentes formas de
compreender a mesma situagdo sendo, por isso, necessarias e dependentes uma da outra para
uma compreensao profunda da Matematica. Neste enquadramento, Domingos (2003) enfatiza
que a proposta de Sfard (1991) distingue-se da de Skemp (1976) pela sua natureza ontolégico-
psicolégica combinada e pela énfase na complementaridade entre as duas perspetivas. Assim,
as vantagens da abordagem de Sfard (1991) residem, por um lado, no facto de se centrar
simultaneamente na natureza das entidades matematicas (dimensdo ontoldgico) e na forma
como sdo percebidas pelo sujeito (dimensdo psicolégica) e, por outro lado, prevalece a
complementaridade das duas perspetivas (Domingos, 2003). Sfard (1991) acrescenta ainda
que a abordagem operacional tende a ser o ponto de partida para a aquisicao de novas no¢des
matematicas, pelo que prefere falar em dualidade em vez de dicotomia, como sugere Skemp
(1976) quando se refere as concegdes estrutural e operacional.

A autora descreve que a transicdo do modo operacional para a compreensdo de
conceitos como objetos abstratos é um processo longo e complexo, que se desenvolve em
trés frases: interiorizagdo, condensacéo e reificacdo. Embora os processos de aprendizagem
variem de individuo para individuo, estas trés etapas sdo comuns no desenvolvimento dos
conceitos matematicos (Sfard, 1991).

No estadio de interiorizagdo, o individuo familiariza-se com os processos que irdo,
eventualmente, originar um novo conceito. Nesta fase, comeca a trabalhar com operagdes e a
manipular objetos matematicos de nivel inferior, tornando-se proficiente na realizacdo dos
processos, que servirao como alicerces para a compreensdo mais abstrata do conceito em
questao (Domingos, 2003; 2006; Martins & Domingos, 2019).

Para Sfard (1991), a fase de condensacdo constitui o momento crucial no processo de
construcdo do conceito, pois diz respeito ao momento em que o individuo compreende as
sequéncias dos processos como um todo, sem precisar de se focar em detalhes (Domingos,
2003; 2006; Martins & Domingos, 2019).

A terceira e ultima fase, de reificacdo, verifica-se quando o aluno consegue conceber
uma nova entidade matematica como um objeto completo e auténomo, desvinculando-se dos
processos que a originaram (Sfard, 1991). Assim, enquanto os dois estadios anteriores sdo
mudancas graduais e quantitativas, a reificacdo é um salto instantaneo que permite ao aluno
tratar o conceito como uma estrutura estatica (Domingos, 2003; 2006). Sfard (1991) sublinha
gue a partir do momento que se encontra reificado, o conceito pode servir de base a formacao
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de conceitos de nivel superior, permitindo ao aluno iniciar um novo ciclo de aprendizagem,
passando novamente pela fase de interiorizacdo e avancando até a reificagdo dessa nova
entidade. Pela forma como o modelo é apresentado, deve ser entendido como uma hierarquia,
onde cada estadio depende do anterior para que possa ser alcancado (Domingos, 2003).

No caso especifico do conceito de fungdo, Sfard (1991) resume a sua apreensdo num
processo inicialmente operacional, através do calculo do valor de uma funcdo para um
determinado valor de x, que evolui para uma concecdo estrutural, na qual a funcdo é
percecionada como um objeto matematico para um valor generalizado de x. Inicialmente, na
fase de interiorizacdo, o aluno comeca por compreender o conceito de variavel e desenvolve
a capacidade de utilizar a expressao analitica da fungdo para determinar o valor da variavel
dependente, para um determinado valor da variavel independente (Martins & Domingos,
2019). Posteriormente, na fase de condensacdo, o aluno passa a analisar a fungdo através da
sua expressao analitica, sem ter a necessidade de especificar valores. Nesta etapa, torna-se
capaz de investigar fungdes, esbocar os respetivos graficos e realizar operacbes como a
composicado de funcdes e determinar a respetiva fungao inversa. Por fim, na fase de reificacao,
observa-se a interiorizacdo de conceitos mais avangados, em que o aluno concebe a funcao
como um objeto matematico independente, sendo capaz, por exemplo, de resolver equagdes
em que a variavel desconhecida é uma fun¢do (Domingos, 2003; 2006).

Este processo composto por estas trés fases, corrobora a perspetiva de Ponte (1990)
que, apos a introducdo do conceito de fungdo, o seu aprofundamento deve ser progressivo e
ir aumentando gradualmente a complexidade das fun¢des trabalhadas.

Sfard (1992) manifesta uma grande preocupacdo relacionada com o ensino e a forma
como os conceitos matematicos sdo abordados. Isto porque, ao analisar manuais escolares, a
autora constata que a estratégia predominante é estrutural, ou seja, os conceitos sdo
frequentemente introduzidos como objetos acabados, prontos para serem utilizados. Embora
esta abordagem possa parecer natural para os professores, pode revelar-se uma fonte
significativa de dificuldades para os alunos (Domingos, 2003). Segundo Sfard (1992), em parte,
estes problemas surgem, porque os alunos nem sempre tém a capacidade de criar por si
proprios os objetos abstratos, constituindo este facto uma lacuna entre o ensino e a

aprendizagem.
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3. METODOLOGIA

O presente capitulo estd organizado em quatro subcapitulos. Nos trés primeiros
encontra-se a sustentacdo tedrica do tipo de metodologia adotado no trabalho de
investigacdo, abordando-se a investigacdo qualitativa, o estudo de caso e as técnicas de
recolha de dados. Ao longo destes subcapitulos, além do enquadramento tedrico, explicita-se
de que forma cada uma das op¢des metodoldgicas foi concretamente aplicada no ambito do
estudo, por se considerarem as mais adequadas a alcancar o objetivo definido e a responder
as questdes de investigacdo inicialmente formuladas.

No ultimo subcapitulo descrevem-se os procedimentos metodolégicos adotados, com
especial énfase na escolha dos participantes, nas sessdes de trabalho realizadas e na descricao

das tarefas propostas que constituiram o objeto central de recolha de dados.

3.1. Investigacdo qualitativa

A investigacao qualitativa exige que as situacdes quotidianas sejam observadas em
tempo real (Vilelas 2020), pelo que é utilizada quando se pretende descrever o que é observado
num determinado ambiente em que o investigador, por vezes, apresenta e gera novas
hipoteses (Johnson & Christensen, 2014). Amado (2017) corrobora esta perspetiva, referindo
que a metodologia de natureza qualitativa assenta numa uma visdo holistica da realidade que
se pretende investigar, procurando compreender essa realidade através de processos
inferenciais e indutivos, isto é, através da formulacdo de hipdteses durante e apds a analise
dos dados.

Bogdan e Biklen (1994) enumeram cinco caracteristicas deste tipo de metodologia, ndo
necessariamente presentes em todos os estudos qualitativos:

i.  Os dados sdo recolhidos no ambiente natural em que ocorre a investigacdo, sendo o
investigador o instrumento principal da recolha;
ii. E uma investigacdo descritiva. Os dados recolhidos referem-se aos processos de
aprendizagem dos alunos, pelo que sdo recolhidos na forma de imagens ou palavras;
iii. O investigador preocupa-se mais com o processo do que propriamente com o0s

resultados ou produtos obtidos;
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iv.  Os dados recolhidos sdo analisados de forma indutiva. O objetivo do investigador ndo
é confirmar hipoteses construidas previamente, pelo que a medida que os dados sdo
recolhidos e analisados, retira as suas conclusoes;

v. O significado é extremamente importante. O investigador preocupa-se em

compreender as perspetivas e opinides dos participantes no estudo.

No ambito da investigacdo qualitativa, Amado (2017) destaca um conjunto de
principios éticos que devem ser salvaguardados ao longo do processo de investigacdo. Entre
eles, salienta-se o respeito pelos participantes enquanto fonte de dados, o que implica garantir
0 seu anonimato e prevenir qualquer utilizagcdo indevida das informacdes recolhidas. Acresce
a importancia da fidelidade e o rigor no registo das situacdes observadas e na transcricao dos
discursos dos participantes, de modo a assegurar uma representacao fidedigna da realidade
estudada. O autor sublinha ainda a disponibilidade para coautorias, bem como a valorizacao
da utilidade social do conhecimento produzido. Por fim, destaca-se a exigéncia de uma postura
critica por parte do investigador face a situacbes que possam comprometer valores
universalmente reconhecidos.

Creswell e Poth (2018) acrescentam que, como o0s participantes na presente
metodologia sdo menores de idade, é imprescindivel obter o consentimento dos pais ou
tutores legais, bem como a aprovagao da escola ou instituicdo onde a investigacao tem lugar.
Os autores sublinham ainda a importancia de garantir que os alunos compreendam o
proposito da investigacdo, assegurando que participam de forma voluntaria e consciente no
estudo.

Neste enquadramento, a metodologia de natureza qualitativa adotada assenta num
paradigma construtivista-interpretativo, uma vez que o foco da investigacdo é compreender a
aprendizagem dos alunos envolvidos, reconhecendo que existem multiplas realidades (Guba
& Lincoln, 1985).

3.2. Estudo de caso

O estudo de caso é reconhecido como um dos métodos mais utilizados na investigagdo
qualitativa (Aires, 2015; Bogdan & Biklen, 1994; Johnson & Christensen, 2014), sendo
particularmente relevante na investigacdo em Educacdo Matematica (Ponte, 2006). Este

método é descrito por Ponte (2006) como um design de investigacdo, cujo objetivo consiste
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em compreender com profundidade o “como” e os “porqués” de uma entidade bem definida,
inserida num contexto real e especifico (Ponte, 2006; Yin, 2010).

Segundo Ponte (2006), o estudo de caso apresenta diversas caracteristicas de uma
investigacdo de natureza empirica, uma vez que se baseia no trabalho de campo ou na analise
documental. O seu caracter é descritivo, procurando recolher uma descri¢do factual, literal,
sistematica e o mais completa possivel do objeto de estudo. No entanto, pode assumir
também um caracter analitico, interrogando a situacao investigada com outras ja conhecidas
e com teorias existentes. Além disto, ndo é uma investigacdo experimental, dado que o
investigador ndo pretende alterar ou manipular a realidade observada, mas sim compreendé-
la tal como ela se apresenta.

Stake (1995) distingue trés tipos de estudos de caso: estudo de caso intrinseco, estudo
de caso instrumental e estudo de caso coletivo. O primeiro é utilizado quando o objetivo do
investigador é compreender profundamente as particularidades e complexidades de uma
situagdo especifica, colocando o foco diretamente no caso em si, sem intencdo de generalizar
os resultados para outras situacdes ou contextos (Stake, 2009; Yazan, 2015). Ja o estudo de
caso instrumental é levado a cabo quando se pretende compreender um fendémeno mais geral,
utilizando o caso como um meio para generalizar as descobertas. Por sua vez, o estudo de
caso coletivo, também conhecido como estudo de caso multiplo, recorre a analise de varios
casos individuais para obter uma imagem mais completa.

Cohen et al. (2007), destacam como pontos fortes dos estudos de caso a utilizagdo de
linguagem clara e ndo técnica, permitindo que os resultados sejam compreendidos por um
publico diversificado, incluindo ndo especialista; a capacidade de captar caracteristicas Unicas
qgue poderiam ser negligenciadas em estudos de maior escala; a possibilidade de oferecer
insights aplicaveis a interpretacdo de casos semelhantes e a flexibilidade para incorporar
imprevistos e variaveis ndo controladas. No entanto, os autores alertam para a dificuldade em
generalizar os resultados, reforcando que estes podem ser seletivos, tendenciosos e subjetivos,
uma vez que estdo sujeitos a parcialidade e as perspetivas pessoais do investigador.

Na perspetiva de Yin (2003), existem determinados requisitos que caracterizam o perfil
de um bom investigador de estudo de caso, tais como, ser capaz de formular boas perguntas
e interpretar adequadamente as respostas, ser bom ouvinte e ndo se deixar condicionar por
ideologias ou preconceitos, adaptar-se e ser flexivel a novas situagdes, possuir um dominio

solido das questdes em estudo e manter a imparcialidade, evitando que nog¢des pré-
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concebidas, incluindo as que que possam derivar de quadros tedricos analisados previamente,
comprometam a objetividade da investigacao.

O estudo de caso ndo tem por base amostras estatisticas (Stake, 2009). No entanto, é
essencial determinar os participantes cujas contribui¢cdes serdo fundamentais para
compreender a situagcdo em estudo (Flick, 2005; Yin, 2010), para que, de seguida, se proceda a
recolha de dados que, posteriormente, serdo alvo de uma analise detalhada (Bogdan & Biklen,
1994; Johnson & Christensen, 2014; Ponte, 2006).

No caso concreto desta investigacao e, tendo em consideracdao as questdes de
investigacdo e o quadro tedrico que lhe esta subjacente, procedeu-se a realizacdo de um
estudo de caso coletivo, através da analise de quatro casos individuais. Os alunos participantes
no estudo pertencem a turma do 11.° ano do curso cientifico-humanistico de ciéncias e

tecnologias acompanhada durante o estagio pedagdgico.

3.3. Instrumentos de recolha de dados

As técnicas de recolha de dados devem ser estabelecidas de acordo com o problema
de investigagcdo e os respetivos objetivos, exigindo um planeamento cuidado por parte do
investigador, de modo a evitar a acumulacdo excessiva de dados, que poderia resultar num
gasto de tempo desnecessario durante a analise (Rodrigues et al., 2021).

Na presente investigacdo, a recolha de dados foi efetuada por meio da observagdo
participante e ndo participante, de entrevistas semiestruturadas e da recolha e andlise das
producdes escritas dos alunos participantes durante a implementacdo das tarefas ao longo das

sessOes de trabalho.

3.31.  Observacao

A observacao consiste na recolha sistematica de informacdes, por meio do contacto
direto com situacdes especificas (Aires, 2015) e visa descrever, interpretar e intervir na realidade
em questdo (Carmo & Ferreira, 2008). Segundo Afonso (2014), esta técnica de recolha de dados
é particularmente relevante e fidedigna, uma vez que permite obter informac¢des nado
influenciadas pelas opinides e perspetivas dos participantes.

Cohen et al. (2007) tipifica as técnicas de observacdo de acordo com o envolvimento
do observador no campo do objeto de estudo: observacao participante e observacao nao

participante. Na observagdo participante, os investigadores envolvem-se nas atividades que se
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propdem a observar, ao ponto de muitas vezes, se tornarem parte do proprio grupo que estdo
a estudar. E este envolvimento proximo que Bogdan e Biklen (1994) sublinham como uma das
principais vantagens desta abordagem, permitindo ao investigador inserir-se no quotidiano
das pessoas que estuda, ganhar a sua confianca e registar, de forma natural e detalhada, tudo
0 que ouve e observa. Por outro lado, na observacao nédo participante, os investigadores nao
interagem com o objeto de estudo, evitando qualquer envolvimento direto nas atividades do
grupo observado (Carmo & Ferreira, 2008).

No caso concreto desta investigacao, durante as sessdes de trabalho, a investigadora
adotou predominantemente uma abordagem de observacao nao participante, com o intuito
de compreender com profundidade os processos de raciocinio adotados pelos alunos na
resolucdo de cada tarefa. O recurso a observagdo participante revelou-se essencial quando
surgiram questdes especificas que impediam os alunos de prosseguir na resolucdo das
mesmas. Note-se que esta abordagem se encontra em consonancia com o defendido por
Bogdan e Biklen (1994), que o tipo de observacdao adotado numa investigacao pode variar
durante o processo. Isto porque, em determinados momentos, pode ser mais benéfico que o
investigador adote uma postura de observador ndo participante e noutros a sua intervencéao

pode ser necessaria, recorrendo a técnica de observacao participante.

3.3.2. Entrevista

A entrevista é um dos instrumentos de recolha de informagdo empirica usualmente
utilizados em investigacao educacional (Carmo & Ferreira, 2008). Segundo Minayo e Costa
(2018), trata-se de uma conversa entre duas ou mais pessoas, conduzida pelo entrevistador,
com o intuito de recolher informagdes relevantes sobre o objeto de investigagdo. As entrevistas
podem ser utilizadas como a principal estratégia para recolher dados ou em conjunto com
outras técnicas, como, por exemplo, a observagdo participante (Bogdan & Biklen, 1994).

Varios autores (e.g. Aires, 2015; Amado, 2017; Bogdan & Biklen, 1994; Minayo & Costa,
2018), classificam as entrevistas de acordo com a sua estrutura: entrevista estruturada, ndo
estruturada e semiestruturada. As entrevistas estruturadas baseiam-se em perguntas
previamente definidas com categorias de respostas limitadas, sobre um determinado tema que
o investigador, normalmente, ja detém algum conhecimento prévio. Por outro lado, nas
entrevistas ndo estruturadas, as perguntas surgem espontaneamente durante a interacao entre
o investigador e o entrevistado, exigindo da parte do primeiro bastante competéncia e

sensibilidade para conduzir a conversa de forma eficaz. Por Ultimo, nas entrevistas
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semiestruturadas, o investigador recorre a um guido, previamente elaborado, com as questdes
essenciais organizadas de forma logica. Durante a interagdo, o entrevistado dispde bastante
liberdade nas suas respostas. A bibliografia destaca este tipo de entrevista como um dos
principais instrumentos utilizados em pesquisas de natureza qualitativa (Amado, 2017).

No ambito do presente estudo, as entrevistas realizadas tiveram como principal
objetivo compreender o raciocinio desenvolvido pelos participantes na resolucdo das tarefas
propostas. Durante as sessdes de trabalho foram conduzidas entrevistas semiestruturadas,
com o proposito de orientar uma conversa guiada por algumas questdes principais, mas sem
restringir a liberdade do entrevistado para partilhar informagdes ndo diretamente solicitadas.
Em cada sessao de trabalho, a investigadora apoiou-se em guides previamente elaborados,

que podem ser consultados nos Anexos 29 e 31.

3.3.3. Analise documental

A analise documental pode revelar-se numa técnica valiosa na abordagem de dados
qualitativos, sendo frequentemente utilizada como complemento as informacdes obtidas
através de outras técnicas de recolha de informacado (Ludke & Andre, 1986). Estes autores
sublinham que a estabilidade e a riqueza da informacdo recolhida conferem maior
credibilidade aos resultados obtidos, uma vez que os documentos persistem ao longo do
tempo e podem ser consultados varias vezes e utilizados como base para outros estudos.
Afonso (2014) acrescenta que a fidelidade que caracteriza a analise documental, garante que
nao existem interferéncias externas, como ocorre nas entrevistas ou na observacdo, onde as
alteracbes comportamentais do entrevistado ou do contexto podem adulterar os resultados
da investigacao.

Varios autores (e.g. Aires, 2015; Amado, 2017; Bogdan & Biklen, 1997; Yin, 2003)
categorizam estes documentos como ndo pessoais/oficiais (internos e externos) ou pessoais
(internos e externos). Os documentos oficiais proporcionam informacgdes relevantes sobre as
organizacdes, como a sua estrutura, funcionamento e formas de comunicacao (Aires, 2015).
Por outro lado, os documentos pessoais distinguem-se pela estreita relagdo com o seu autor
(Amado, 2017), uma vez que as narrativas produzidas pelos sujeitos descrevem as suas proprias
agoes, experiéncias e crencas (Aires, 2015; Yin, 2003).

Para a analise documental da presente investigagcdo, foram consideradas todas as

producdes escritas dos alunos durante a resolucdo de cada tarefa.
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3.4. Procedimentos metodoldgicos adotados

A recolha de dados nesta investigacdo foi realizada exclusivamente pela investigadora,
em contexto escolar, através da implementacdo de duas tarefas aplicadas durante sessdes de
trabalho, em horario extra letivo. Como referido em epigrafe, as técnicas de recolha de dados
utilizadas incluiram a observacdo participante e ndo participante, a realizacdo de entrevistas

semiestruturadas e a recolha e analise das producdes escritas dos alunos participantes.

3.41.  Escolha dos participantes

O presente estudo teve como populagdo alvo uma turma do 11.° ano do cientifico-
humanistico de ciéncias e tecnologias, acompanhada durante o ano letivo 2024/25, no ambito
do estagio pedagodgico.

A escolha dos quatro participantes foi orientada por critérios que garantissem a
heterogeneidade do grupo, sendo essencialmente baseada no aproveitamento dos alunos na
disciplina e no nivel de envolvimento demonstrado durante as aulas de matematica. A
diversidade no desempenho escolar permitiu analisar como alunos com diferentes niveis de
dominio dos conceitos mobilizam os seus conhecimentos sobre sucessdes na resolucdo das
tarefas propostas. O nivel de envolvimento nas aulas foi igualmente considerado, uma vez que
podia influenciar a predisposicao para resolver as tarefas propostas.

A participacao dos alunos que integraram o estudo foi devidamente autorizada pelos
respetivos encarregados de educacao (Anexo 27) e pela diregdo do agrupamento de escolas,

garantindo os principios éticos mencionados por Creswell e Poth (2018).

3.4.2. SessOes de trabalho

Cada aluno participou numa sessao de trabalho, perfazendo um total de quatro sesses
no decorrer da investigacdo. Na primeira parte da sessdo foi implementada a Tarefa 1 e, na
segunda parte, a Tarefa 2, que podem ser consultadas nos Anexos 28 e 30, respetivamente.
Uma vez que as tarefas tinham por base a mesma construcdo geométrica, optou-se por aplica-
las na mesma sesséo de trabalho, com o intuito de promover a continuidade do raciocinio dos
alunos e possibilitar o estabelecimento de paralelismos. Esta decisdo visou também
proporcionar a investigadora a oportunidade de observar eventuais semelhangas ou diferengas
na abordagem as duas tarefas e garantir que, no intervalo temporal entre a sua realizacdo, ndo

ocorria qualquer estudo adicional que pudesse influenciar os resultados.
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Durante a resolugdo das tarefas, a investigadora conduziu entrevistas semiestruturadas
com o intuito de compreender o raciocinio dos alunos em cada etapa (Bogdan & Biklen, 1994).

Todas as sessdes decorreram integralmente em horario extra letivo, previamente
acordado com os alunos participantes e tiveram lugar numa sala de aula da escola. As sessdes
de trabalho realizaram-se no dia 3 de abril, com a duracao aproximada de 60 minutos cada.
No inicio de cada sessdo de trabalho, foram transmitidas algumas informacdes aos alunos
relativamente a realizacdo das tarefas, reforcando o compromisso com o seu anonimato no

estudo (Amado, 2017).

3.43. Tarefas

A recolha de dados teve como objeto central a realizagdo de duas tarefas por parte dos
quatro alunos participantes no estudo. As tarefas tém por base a mesma construcao
geométrica, a divisdo sucessiva de um triangulo equilatero, e foram desenhadas com o
proposito de analisar de que forma os alunos mobilizam os seus conhecimentos sobre
sucessdes. Na Tarefa 1, a atencao é dirigida para a sucessdo que representa o nimero total de
triangulos obtidos em cada fase, tendo por base uma progressao aritmética. Por sua vez, na
Tarefa 2, a sucessdao em estudo diz respeito a area dos triangulos obtidos, remetendo para
uma progressdao geomeétrica.

Através da analise das resolugdes dos alunos, pretende-se responder as questdes de
investigacao inicialmente colocadas:

1. Como se caracteriza a compreensao do conceito de sucessao?

2. Como acontece o processo de reificacdo do conceito de sucessdo?

3.4.3.1. Tarefa 1

A primeira tarefa, disponivel no Anexo 28, foi concebida com o objetivo de, por um
lado, analisar como os alunos participantes no estudo mobilizam a compreensao do conceito
de sucessdo e, por outro lado, compreender de que forma se manifesta o processo de
reificacdo desse mesmo conceito.

A luz da distincdo proposta por Skemp (1976), esta tarefa permite verificar se os alunos
mobilizam uma compreensdo relacional, ou se, pelo contrario, operam segundo uma
compreensao instrumental, limitando-se a aplicar mecanicamente formulas e procedimentos

memorizados, sem necessariamente compreenderem o0s principios subjacentes a sua
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utilizagdo. Neste sentido, as questdes da tarefa foram formuladas para aceder a diferentes
modos de compreensdo, segundo o modelo tedrico de Herscovics e Bergeron (1984).

Considerando a perspetiva de Sfard (1991), a aprendizagem de conceitos matematicos
desenvolve-se num processo composto por trés fases, interiorizagdo, condensacao e reificacao,
que descrevem a transicao de uma compreensao de natureza processual para uma concegao
estrutural dos conceitos. Neste sentido, a Tarefa 1 foi estruturada de forma a acompanhar
essas trés etapas, permitindo identificar em que estadio de reificagdo se encontram os alunos
participantes no estudo.

A primeira alinea tem como objetivo observar o contacto inicial dos alunos com a
estrutura da sucessao e se identificam o padrao que sustenta a sua construcao. A forma como
resolvem esta questdo pode revelar-se particularmente elucidativa da compreensao intuitiva
que detém do conceito de sucessdao (Herscovics & Bergeron, 1984). Assim, num primeiro
momento, sera possivel analisar em que medida os alunos dependem da observacdo e
manipulagdo de termos concretos da sucessao para identificar a regularidade subjacente, um
traco caracteristico da fase de interiorizagdo (Sfard, 1991), a qual constitui a base para a
compreensao mais abstrata do conceito (Domingos, 2003; 2006; Martins & Domingos, 2019).

A segunda e terceira questao requerem a deducao da expressao geral e da soma dos
oito primeiros termos da sucessdo, pelo que se pretende verificar se os alunos evoluem para a
compreensao de procedimentos (Herscovics & Bergeron, 1984), patente na capacidade de
aplicar as expressdes associadas a progressao aritmética. Simultaneamente, estas alineas
permitem aferir se essa compreensao se restringe a um nivel instrumental, caracterizado pela
aplicacdo de férmulas memorizadas, ou se, pelo contrario, se configura numa compreensao
relacional, em que os alunos para além de reproduzirem procedimentos, compreendem a
l6gica subjacente a sua estrutura e a relagdo com a situagcdo em estudo (Skemp, 1976).

Do ponto de vista do processo de reificagdo, estas questdes permitem averiguar a
capacidade dos alunos de abandonarem a analise termo a termo da sucessdo e condensarem
a regularidade identificada numa expressao algébrica. Para Sfard (1991), a menor dependéncia
por casos particulares podera indiciar que a concecdo do conceito ultrapassa o mero plano
operacional, aproximando-se de uma perspetiva estrutural da sucessdo, o que se reflete na
transicao do estadio de interiorizacdo para a fase de condensacao do conceito (Sfard, 1991).

Na ultima alinea, os alunos sdo confrontados com a analise do comportamento da
soma a medida que o numero de fases aumenta, permitindo observar se sdo capazes de

formular hipoteses sobre o comportamento assintético da sucessdo e de as justificar. Esta
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questdo constitui uma oportunidade para que possam emergir formas mais abstratas de
pensamento, nomeadamente a compreensdo por abstracdo matematica, associada a
construcdo de invariantes ou a generalizagdo de padrdes (Herscovics & Bergeron, 1984). Além
disso, podera manifestar-se uma compreensdo ao nivel da formalizacdo (Herscovics &
Bergeron, 1984), traduzida na apropriacdo de defini¢cdes e simbolismos matematicos.

A forma como os alunos formulam e justificam as suas conjeturas sobre o
comportamento da soma dos termos da progressao a medida que o nimero de fases aumenta
permite, do ponto de vista de Sfard (1991), situa-las em diferentes estadios do processo de
reificacdo do conceito de sucessdo. Com efeito, sera a natureza das estratégias mobilizadas e
a profundidade das justificagdes apresentadas que irdo permitir aferir se os alunos
permanecem ainda na fase de interiorizagdo, fortemente dependente de casos particulares, se
ja operam no estadio de condensagdo em que tratam a sucessdo como um todo, ou se o

conceito se encontra plenamente reificado (Sfard, 1991).

3432 Tarefa 2

A Tarefa 2, apresentada no Anexo 30, assenta na mesma construcdo da tarefa anterior,
embora, neste caso, a sucessdo considerada diga respeito as areas dos triangulos obtidos em
cada fase de construcdo, tomando como unidade de medida a area do triangulo inicial.

Esta tarefa foi delineada com o propésito de aprofundar a analise da compreenséo do
conceito de sucessdo, nomeadamente no contexto de uma progressio geométrica. A
semelhanca da tarefa anterior, a analise foi orientada pelos quadros tedricos de Skemp (1976),
no que respeita a distingdo entre compreensao relacional e instrumental e de Herscovics e
Bergeron (1984), que propde uma tipologia de quatro modos de compreensao: intuitiva, de
procedimentos, abstragdo matematica e formalizacao. Paralelamente, sera possivel caracterizar
a concecao do conceito de sucessao por parte dos alunos participantes no estudo e identificar
em que fase do processo de reificagdo se situam, de acordo com a teoria de Sfard (1991).

A principal diferenca em relagdo a tarefa anterior reside no maior grau de abertura das
questdes propostas, que direcionam de forma menos explicita o raciocinio dos alunos. De
acordo com Ponte (2005), esta caracteristica permite classifica-la, quanto a sua estrutura, como
uma tarefa aberta, dada a maior ambiguidade principalmente quanto ao que é fornecido.

O facto de iniciar imediatamente com a deducdo da expressao geral e prosseguir com

a analise da soma dos n primeiros termos da sucessao, permite avaliar se os alunos acedem
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diretamente aos estadios mais avancados do processo de reificagdo do conceito e, com isso,
possuem uma concecao menos operacional e mais estrutural da sucessao (Sfard, 1991).

Neste sentido, a primeira alinea relacionada com a deducgdo da expressdo geral da
sucessdo, assume particular importancia na analise de como os alunos compreendem a
regularidade subjacente a construcdo da sucessdo. A resolucdo desta questdo permite
observar se os alunos conseguem estabelecer uma relacao entre os termos da sucessao e se
associam essa relacdo ao conceito de progressao geométrica. A forma como constroem o
termo geral da sucessdo permite aferir se manifestam compreenséo intuitiva do conceito de
progressao geométrica, eventualmente ancorada em pré-conceitos sobre progressdes desta
natureza (Herscovics & Bergeron, 1984). Paralelamente, é possivel verificar se demonstram
uma compreensao de procedimentos (Herscovics & Bergeron, 1984), traduzida na aplicacéo
das expressdes associadas as progressdes geométricas. E, ainda, possivel averiguar em que
medida essa compreensao de procedimentos é de natureza instrumental ou relacional (Skemp,
1976), consoante a capacidade dos alunos de relacionar o procedimento adotado com a
construcdo geométrica em estudo.

O facto de os alunos sentirem a necessidade de trabalhar com termos especificos para
compreender a regularidade subjacente, pode indicar que permanecem na fase de
interiorizacdo, cuja concecdo que detém do conceito é operacional (Sfard, 1991). Pelo
contrario, a capacidade de identificar a relagdo entre as areas dos triangulos e escrever o termo
geral da sucessdo, sem ter a necessidade de recorrer a termos isolados, pode sinalizar a fase
de condensacdo, em que o processo ja é compreendido como um todo integrado (Sfard, 1991).

A segunda questdo da tarefa contempla a deducdo do termo geral e o estudo da soma
dos n primeiros termos de uma sucessao, permitindo avaliar se os alunos compreendem e
conseguem formular hipdteses sobre o seu comportamento. A analise das respostas a esta
alinea pode revelar indicios de uma compreensao ao nivel da abstracdo matematica, através
da generalizacdo de padrdes e da construcdo de invariantes como, por exemplo, a razao
constante entre termos sucessivos (Herscovics & Bergeron, 1984). Por sua vez, o recurso a
nogdes e simbolismos matematicos, podera evidenciar uma compreensdo ao nivel da
formalizacdo (Herscovics & Bergeron, 1984), refletindo niveis mais avancados de pensamento

matematico.
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4. ANALISE DE DADOS

No presente capitulo procede-se a descricao e analise dos dados recolhidos a partir da
resolucdo das tarefas por parte dos alunos participantes na investigacdo desenvolvida. Os
quatro alunos pertencem a turma de 11.° ano do curso cientifico-humanistico de ciéncias e
tecnologias, acompanhada no ambito do estagio pedagdgico ao longo do ano letivo 2024/25.

De modo a preservar o anonimato dos alunos participantes (Amado, 2017), foram
atribuidos nomes ficticios: Bernardo, Tomé, Vasco e Sofia. Nos excertos transcritos das
entrevistas, a investigadora é identificada pela letra “I” e o aluno é identificado pela inicial do
respetivo nome ficticio, por exemplo, “B” para Bernardo.

A fim de proporcionar um enquadramento mais rigoroso dos procedimentos do estudo
e das verbalizacdes dos alunos, apresenta-se, de seguida, uma descricdo sintética do processo
de ensino do tema sucessdes. A dinamica das aulas desenvolveu-se segundo uma metodologia
de ensino com momentos de caracter expositivo, conduzidos pela professora titular da turma,
seguidos de trabalho auténomo, por parte dos alunos, na resolucdo de tarefas de
consolidacdo. As resolucdes foram posteriormente discutidas em grupo turma, aproveitando-
se estes momentos de discussdo coletiva para formalizar as propriedades e as definicdes dos
conceitos, recorrendo a uma linguagem acessivel e adaptada aos alunos em questdo.

O tema teve inicio com o estudo das sucessdes de niUmeros reais, nomeadamente a
monotonia, as sucessdes limitadas e as sucessdes definidas por recorréncia. Em particular, os
conteldos referentes as progressdes aritméticas e geométricas foram lecionados ao longo de
duas aulas consecutivas, nas quais a professora titular da turma optou por abordar
simultaneamente as duas progressdes. Com efeito, procedeu a divisdo do quadro e apresentou
paralelamente a respetiva definicdo, expressao geral, férmula da soma dos n primeiros termos,
bem como um exemplo ilustrativo. A aula seguinte foi dedicada a resolucdo de exercicios de
aplicacao direta de ambas as progressdes, incentivando-se a participacao dos alunos nas
tarefas propostas. Por fim, abordou-se a nocao e o calculo de limites de sucessdes, incluindo

os limites infinitos e o levantamento de indeterminacdes.

4. Estudo de caso: Bernardo

O Bernardo é um aluno dedicado e trabalhador que realiza todas as tarefas propostas

sem dificuldades significativas, destacando-se face ao grupo turma. Relativamente ao método
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de trabalho, € um aluno que acompanha os conteddos estudados em aula regularmente,
embora intensifique o estudo nos periodos que antecedem os momentos de avaliacao
sumativa. Este habito faz com que nem sempre consiga esclarecer as suas duvidas tdo
antecipadamente como desejavel. No ano letivo anterior e no 1.° semestre do 11.° ano de

escolaridade obteve a classificacdo de dezanove valores.

41.1. Tarefa 1

A Tarefa 1 tem como objeto de estudo a sucessdo (u,), que corresponde ao nimero
de triangulos obtidos nas sucessivas fases de um processo de construgdo. Considera-se um
triangulo equilatero inicial e, em cada nova fase, constroi-se um novo triangulo equilatero
cujos vértices sdo os pontos médios dos lados do triangulo anterior. No enunciado, os alunos
encontram a figura que ilustra a aplicacdo deste processo nas trés primeiras fases de

construcao (Anexo 28).

Questdo 1.1. — Determinar os cinco primeiros termos da sucessao.
Para determinar os cinco primeiros termos da sucessao (u,), o Bernardo comecou por
contar o numero de triangulos das trés primeiras fases e desenhar a figura correspondente a

quarta fase (Figura 2).

Figura 2

Resolucdo da questdo 1.1.

)¢ 5 CIIB A

fase ,l‘(

Nota. Fonte Propria.
De acordo com Herscovics e Bergeron (1984), o contacto inicial do aluno com a
sucessao, revela que detém uma compreensao intuitiva do conceito de sucessdo, sustentada

na percecdo visual da regularidade observada. Esta abordagem é caracteristica do estadio de
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interiorizacdo do modelo definido por Sfard (1991), no qual o aluno manipulou objetos
matematicos de nivel inferior, as representa¢des pictoricas, que serviram de base para
identificar o padrao subjacente a sucessao.

A partir da regularidade observada que “de uma fase para a seguinte, sdo sempre
acrescentados 4 triangulos” e do conhecimento informal que detém da sucessao, recorreu a
um procedimento algébrico que lhe permitiu formular, com alguma facilidade, a expressao

geral da sucessdo u, = —3 + 4n. Relativamente a quinta figura, dispensou o seu desenho:

B: J4 nem preciso de desenhar a quinta figura, pois basta substituir o n por 5 para

determinar o quinto termo. E esta certo, porque 13 + 4 = 17.

Questdo 1.2. — Determinar a expressao geral da sucessao.
Com base na regularidade observada entre os termos da sucessado, o Bernardo avancou
imediatamente para a deducao da expressdo geral u, = —3 + 4n. Na Figura 3, é visivel que

confirmou a validade da expressdo para os cinco primeiros termos da sucessao.

Figura 3
Resolucdo da questdo 1.2.

1.29) uw =-344Yn

md = —3.}‘4 :‘{
Mz -2+8<H
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uY =-3+45 =03
M5 --2,20=11

Nota. Fonte Propria.

I: Como chegaste tdo rapidamente ao termo geral da sucessao (u,)?
B: Comecei por pensar no primeiro termo. Como tem de dar de 1, ndo podia ser
s6 4n, pois o resultado ia ser 4. Logo, procurei o valor que ao subtrair a 4 desse

1. E esse valor é 3.

A dedugdo do termo geral da sucessdo evidencia, numa primeira instancia, uma
compreensao de procedimentos, uma vez que o Bernardo reconheceu que a regularidade
entre os termos se traduz num acréscimo constante de quatro triangulos e ajustou a expressao
para que coincidisse com o primeiro termo da sucessao (Herscovics & Bergeron, 1984). Apesar
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de seguir uma sequéncia de a¢des, a sua estratégia denota capacidade para estabelecer uma
relagcdo entre a regularidade observada e a estrutura algébrica da expressao construida, o que
constitui um indicio de compreenséao relacional da sucessao, segundo Skemp (1976).

Deste modo, a sua concecao do conceito ultrapassa o mero plano operacional,
aproximando-se de uma perspetiva estrutural da sucessdo, uma vez que o aluno deixa de se
centrar na analise termo a termo e é capaz de traduzir a regularidade observada através de

uma expressao geral, caracteristica da fase de condensac¢do do conceito (Sfard, 1991).

Questdo 1.3. — Calcular o nimero total de tridangulos das oito primeiras fases.

Na alinea 1.3., o Bernardo aplicou diretamente a formula da soma dos n primeiros
termos de uma progressao aritmética para determinar o nimero total de triangulos das oito
primeiras fases (Figura 4). Este procedimento revela uma abordagem predominantemente
operacional, centrada na aplicagdo mecanica de um algoritmo previamente aprendido, o que
denota uma compreensdo de procedimentos de natureza instrumental (Herscovics &
Bergeron, 1984; Sfard, 1991; Skemp, 1976).

Figura 4

Resolucdo da questdo 1.3.
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Nota. Fonte Propria.

Quando questionado sobre a estrutura da formula utilizada, o aluno reconheceu ndo
compreender a sua origem, afirmando: “s6 decorei as férmulas que demos nas aulas”. Esta
resposta reforca a ideia de uma compreensao instrumental do conceito de sucessdo e indica
gue o conhecimento mobilizado se enquadra ainda na fase de interiorizacdo do processo de
reificacdo apresentado por Sfard (1991), na medida que o aluno se limita a calcular o valor da
soma dos n primeiros termos da progressao aritmética para um determinado valor de n, neste
caso, 8. Relativamente a natureza da progressdo, o Bernardo manifestou alguma incerteza

quanto a sua classificacao:
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I: O que te leva a afirmar que se trata de uma progressdo aritmética?

B: Nado tenho bem a certeza, é o que me parece. Mas posso provar através do
calculo da razdo que se determina fazendo u,,; — u,. Se der um numero real,
entdo é aritmética.

I: Por que é que se determina a diferenca entre dois termos consecutivos para
provar que a sucessdo é uma progressao aritmética?

B: Porque assim provamos que a diferenga entre dois termos quaisquer seguidos

é sempre a mesma.

A justificacdo do Bernardo a proposito da razdo que o levou a considerar tratar-se de
uma progressao aritmética, assenta na reproducao de um método assimilado, sinalizando uma
compreensao de procedimentos da progressao aritmética (Herscovics & Bergeron, 1984). No
entanto, apesar do caracter essencialmente operacional da demonstracao realizada, o aluno
revela compreender a ldgica subjacente ao calculo da diferenga entre dois termos consecutivos
da sucessao, o que denota momentos pontuais de compreensao relacional, avancando, assim,
para o estadio de condensacdo do processo de reificacdo (Sfard, 1991; Skemp, 1976). Este
indicio de transicdo para uma conce¢do mais estrutural é reforcado pela interpretacao

contextualizada do valor da razdo da progressao aritmética em estudo:

I: No contexto do problema o que significa a razdo ser 4?

B: £ 0 nimero de tridangulos que se adiciona de uma fase para a outra.

Por fim, é possivel identificar um episdédio de compreenséo por formalizacdo, uma vez
que o aluno recorreu ao simbolismo matematico para representar uma propriedade das
progressdes aritméticas (Herscovics & Bergeron, 1984). O uso do formalismo matematico
decorreu de um conhecimento de procedimentos previamente adquirido e assimilado,

conforme Herscovics e Bergeron (1984) descrevem no modelo que apresentam.

Questdo 1.4. — Analisar o comportamento da soma total dos triangulos a medida que o nimero
de fases aumenta.

Na questdo 1.4., o Bernardo procurou compreender o comportamento da soma dos
termos da sucessdo através da comparagdo dos valores Sg e Sy (Figura 5). A dependéncia por

casos particulares para concluir que a medida que o nimero de fases aumenta, o nimero total
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de triangulos também aumenta, revela, numa primeira instancia, uma compreensdo intuitiva
do comportamento da soma dos termos da progressao (Herscovics & Bergeron, 1984). Neste
sentido, o aluno permanece na fase de interiorizacdo do processo de reificagdo, uma etapa

marcada por uma abordagem predominantemente operacional (Sfard, 1991).

Figura 5

Resolucdo da questdo 1.4.

1) 8 = [ttty <4 :(0433)” = 163
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Nota. Fonte Propria.
A proposito da validade da generalizacdo do comportamento da sucessdo para

qualquer ordem n, o aluno respondeu:

I: E o facto de Sq > Sg, permite-nos generalizar o comportamento de S,, para todo
o numero natural n?

B: Sim, neste caso sim.

I: Por que é que neste caso sim?

B: Porque se n6s em vez de pensarmos ha sucessao u, = —3 + 4n, pensarmos
na funcdo f(x) = 4x — 3, € uma reta de declive positivo, logo estd sempre a
crescer. Ou seja, 0 termo seguinte vai ser sempre superior ao anterior. Logo, a
soma também vai crescer.

I: E vai crescer até quanto?

B: 400, porque n vai para +c também.

Ao estabelecer um paralelismo entre a expressao da sucessédo u,, = 4n — 3 e a funcao
afim f(x) = 4x — 3, baseando-se no facto de esta representar uma reta de declive positivo
para justificar o crescimento dos termos da sucessdo e, por consequéncia, da sua soma, o
Bernardo revela capacidade de investigar o comportamento da progressao sem se focar na
analise termo a termo. Dado que ja é capaz de conceber o processo como um todo coeso e
ndo apenas como uma sequéncia de procedimentos isolados, dispensando a necessidade de

se focar em detalhes, indicia um avanco significativo do seu raciocinio para a fase de
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condensacdo (Sfard, 1991). Ao mobilizar este raciocinio, demonstra capacidade de
generalizacdo, uma das componentes da compreensdo por abstracdo matematica (Herscovics
& Bergeron, 1984). E de notar que o aluno revelou consciéncia critica ao reconhecer as
limitagdes da generalizagdo efetuada, referindo que ndo é extensivel a "sucessdes em que os
termos oscilam entre positivos e negativos” como, por exemplo, “(—1)". Se n for impar, é —1.
Se n for par, € 1.”.

Do mesmo modo, o facto de articular diferentes conceitos matematicos e utilizar a
representacdo algébrica para estabelecer uma ligagcdo significativa entre a sucessdo e a
respetiva funcao, evidencia uma compreensao por formalizagdo (Herscovics & Bergeron, 1984).

Além de manifestar diferentes niveis de compreensdo do modelo proposto por
Herscovics e Bergeron (1984), o raciocinio do Bernardo na resolucdo desta alinea também
constitui um indicio de compreenséao relacional (Skemp, 1976), uma vez que o aluno ndo se
limita a aplicacdo de procedimentos memorizados, mas procura justificar o comportamento
da sucessao com base nos elementos da fun¢do associada.

No final da tarefa, a investigadora procurou promover um momento de reflexdo sobre

a percecao do Bernardo da sucessdo como uma progressao aritmética:

I: Se nenhuma alinea da tarefa pedisse para calcular a soma dos termos da
sucessao, associavas a sucessao a uma progressao aritmética?

B: N&o, resolvia como se fosse s6 uma sucessdo, como fizno 1.1. e 1.2..

O facto de o préprio aluno ter reconhecido que a identificagdo da sucessdo como sendo
uma progressdo aritmética ndo resultou da analise da estrutura da sucessao, mas sim do
proprio enunciado da questdo, revela uma compreensdo instrumental assente no
reconhecimento de questdes tipicas sobre progressdes (Skemp, 1976). Isto reforca a ideia de
que, apesar de aplicar corretamente os procedimentos envolvidos, a sua compreensao
relacional da sucessdo apresenta algumas limitacdes (Herscovics & Bergeron, 1984; Skemp,
1976).

41.2. Tarefa 2

Na Tarefa 2, a sucessao em estudo é (a,,), que representa a area dos triangulos obtidos

em cada fase, ao unir os pontos médios dos lados do triangulo anterior (Anexo 30). Este
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processo de construcdo coincide com o da Tarefa 1, pelo que os alunos dispdem igualmente
da figura que ilustra a aplicacdo do processo nas trés primeiras fases de construcao.
Questdo 2.1. — Determinar a expressao geral da sucessao.

O Bernardo comecgou por atribuir um valor arbitrario aos lados do triangulo equilatero
inicial. Com base nesse valor, aplicou o Teorema de Pitagoras para determinar a altura do
triangulo e, em seguida, calcular a respetiva area, que corresponde ao primeiro termo da
sucessdo. Na fase 2, reconheceu que os quatro triangulos construidos eram equilateros, cujo
comprimento do lado era igual a metade do anterior. Calculou novamente a altura e
determinou a area de cada um desses triangulos (Figura 6). Na fase 3 repetiu o procedimento

e comecou a formular uma conjetura sobre a regularidade da sucessao:

B: Acho que ja estou a descobrir o padrdo. O denominador é sempre o quadruplo

do anterior.

Figura 6

Resolucdo da questdo 2.1.
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Nota. Fonte Propria.

O facto de o Bernardo considerar que o lado do triangulo inicial admitia duas unidades
de comprimento, permitiu-lhe determinar a area dos triangulos das trés primeiras fases e

identificar visualmente o padrdo da sucessdo. Esta estratégia enquadra-se na compreensao
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intuitiva do conceito de sucessdo (Herscovics & Bergeron, 1984) e evidencia uma concecao
predominantemente operacional, uma vez que o aluno depende da manipulacdo de valores
concretos para reconhecer a regularidade subjacente, caracteristica tipica da fase de
interiorizacdo descrita por Sfard (1991).

Com base na regularidade observada, identificou tratar-se de uma progressdo
geométrica e, a semelhanca do que fez na Tarefa 1, procurou validar a sua classificagdo através

do calculo do quociente entre dois termos consecutivos.

I: Por que é que que a sucessdo (a,) € uma progressao geométrica?

B: E 0 que me parece, mas eu posso provar através do céalculo da razdo que é

An+1
an

I: Por que é que se calcula o quociente entre dois termos consecutivos para
provar que a sucessao é uma progressao geométrica?
B: Para provar que a relacdo entre dois termos quaisquer seguidos é sempre

igual.

Embora a estratégia adotada seja semelhante a utilizada na tarefa anterior, importa
destacar que, neste caso, o aluno restringiu o calculo ao quociente entre o segundo e o
primeiro termo da sucessdo (Figura 6), procedimento este que, por si s6, ndo é suficiente para
justificar a natureza geométrica da sucessdo. Quando questionado sobre essa limitacdo,

respondeu:

I: Calcular o quociente entre dois termos especificos da sucessao € suficiente para
provar que (a,) é uma progressdao geométrica para todo o nimero natural n?
B: Pois... Eu sei que nds nas aulas ndo costumamos fazer assim, mas para isso

precisava de ter o termo geral e eu ainda ndo tenho a certeza se é este.

Este aspeto revela uma compreensdo de procedimentos, na medida que o Bernardo
reconhece o procedimento utilizado para provar a natureza de uma progressdo geométrica
(Herscovics & Bergeron, 1984). Contudo, a aplicagdo que faz do mesmo ndo é totalmente
adequada, o que remete para uma concecao predominantemente operacional do conceito de

sucessao (Sfard, 1991) e para uma apropriagdo instrumental incompleta (Skemp, 1976).
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No entanto, articula o procedimento que procurou replicar com a estrutura de uma
progressao geométrica e estabelece uma relagdo coerente entre a reducdo da base e da altura

dos triangulos e a consequente diminuicdo da area:

. . pe ~ 1
I: No contexto do problema o que significa a razdo ser 3
B: No calculo da area eu vi que tanto a altura como a base diminuem para
. 1 . , , T ~
metade. Logo, faz sentido ser L+ Pois como a area é uma multiplicagdo da base

pela altura, diminui 4 vezes.

Esta interpretacdo contextualizada do valor da razdo revela momentos pontuais de
compreensdo relacional, segundo Skemp (1976), e indicios de transicdo para a fase de
condensacao, no sentido descrito por Sfard (1991), uma vez que comeca a conceber a sucessao
como um todo, mobilizando uma compreensao significativa da regularidade envolvida.

Por fim, recorreu diretamente a formula do termo geral de uma progressdo geométrica
e confirmou a validade da expressdo encontrada através do calculo dos trés primeiros termos

da sucessao (Figura 6).

Questdo 2.2. — Determinar a expressao da soma dos n primeiros termos da sucessdo e analisar o
seu comportamento a medida que o nimero de fases aumenta.

A abordagem adotada na parte final da alinea 2.1. e no inicio da 2.2. é idéntica, uma
vez que o aluno se limita a aplicar as formulas do termo geral e da soma dos n primeiros
termos de uma progressdao geométrica, respetivamente, sem compreender os motivos pelos
quais as formulas assumem determinada estrutura. Esta atitude reflete-se numa apropriacao
instrumental das formulas, sem qualquer compreensdao das razdes que justificam a sua
estrutura. Com efeito, denota uma compreensao de procedimentos de caracter fortemente
instrumental (Herscovics & Bergeron, 1984; Skemp, 1976), enquadrando-se na fase de
interiorizacdo, caracterizada pela sua natureza operacional (Sfard, 1991).

De forma a analisar o comportamento da soma dos n primeiros termos da sucesséo, o
Bernardo comecou por calcular o valor da soma para diferentes valores de n (Figura 7) e, com

base nos valores obtidos, constatou:

B: A soma esta a aumentar, mas cada vez menos e parece que se esta a aproximar

de um valor 2 virgula qualquer coisa... Por isso, posso calcular o limite.
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I: O célculo do limite vai-te permitir concluir o qué?

B: Qual é o valor ao certo que a soma se esta a aproximar.

A conjetura que formulou sobre o comportamento da soma dos termos, resulta da sua
percecdo visual, uma caracteristica da compreensao intuitiva (Herscovics & Bergeron, 1984).
Além disto, o facto de ser sustentada na analise de casos particulares evidencia uma concecao
operacional, situando-se na fase de interiorizacdo do processo de reificacao (Sfard, 1991).

O momento que se segue marca uma evolucao significativa no raciocinio do Bernardo,
na medida que comega a operar sobre a expressao da soma dos termos como um objeto
matematico, mobilizando conceitos mais avancados, como a nocdo de limite (Figura 7). O
recurso a notacdo e simbolismo matematico para analisar e interpretar o comportamento da
soma dos termos da progressao, revela indicios de compreensao por formalizacdo (Herscovics
& Bergeron, 1984) e denota uma concecao de natureza mais estrutural do conceito, sugerindo

a transicdo para o estadio de condensacdo do processo de reificacao (Sfard, 1991).

Figura 7

Resolucdo da questdo 2.2.
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Nota. Fonte Propria.
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Ainda que o calculo do limite se baseie numa compreensdo de procedimentos, assente
na aplicacdo de regras algébricas, a progressdo para a fase de condensacdo torna-se

particularmente evidente na interpretacdo que aluno faz do valor do limite:

I: No contexto do problema, o que significa o valor do limite que calculaste?
B: Significa que a soma dos triangulos se aproxima desse valor, mas apesar de

ser cada vez mais proximo, nunca o atinge.

A sua atitude demonstra ndo s6 consciéncia do comportamento da soma dos termos
da progressao, bem como inteng¢éo de atribuir significado ao resultado obtido no contexto do
problema. Tal atitude revela indicios de compreensdo relacional que transcende o plano
exclusivamente operacional, ja que o Bernardo ndo se limita a mera execu¢do de algoritmos
para determinar o valor do limite (Herscovics & Bergeron, 1984; Sfard, 1991; Skemp, 1976).

Note-se que apesar de ter atribuido um valor arbitrario ao comprimento do lado do
triangulo inicial, o aluno reconhece que o valor da razdo é consequéncia da construcao
geométrica da progressao e que, por isso, se mantém inalterada independentemente do
comprimento do lado do triangulo inicial. Esta constatacdo alinha-se com a construgdo de
invariantes, uma das caracteristicas do nivel de abstragdo matematica do modelo proposto por
Herscovics e Bergeron (1984). Simultaneamente, observa-se uma compreensao relacional, uma
vez que o Bernardo compreende o sentido do procedimento, permitindo-lhe generalizar e
adaptar a estratégia de resolugdo a novas situacoes (Skemp, 1976). A clareza do seu raciocinio
revela uma compreensdo mais abstrata e estruturada da progressdao geométrica, na medida
gue a encara como um objeto matematico passivel de ser manipulado (Sfard, 1991).

Por ultimo, a propodsito do motivo pelo qual ndo recorreu a funcdo que modela a

~ 1\*-1 .
sucessdo a, = V3 x (Z) , para formular uma conjetura sobre o comportamento da soma

dos termos da progressdao geométrica, tal como havia feito na tarefa anterior, o Bernardo

N - 1\*1 . ~
referiu ndo conhecer o comportamento da funcio f(x) = V3 x (Z) €, por isso, ndo saber se

podia generalizar. Esta justificacdo é de caracter instrumental, uma vez que, o aluno revela uma
atitude cautelosa perante a aplicacao deste procedimento em contextos diferentes, mostrando
consciéncia do "como” e do “porqué” da sua aplicagdo (Herscovics & Bergeron, 1984; Skemp,
1976).
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413. Consideragdes Finais

Como se caracteriza a compreensdo do conceito de sucessdo?

A compreensao do conceito de sucessao por parte do Bernardo oscila entre os planos
instrumental e relacional (Skemp, 1976), com momentos pontuais de formalizacdo e abstracao
matematica (Herscovics & Bergeron, 1984). Contudo, a analise das suas resolucdes,
nomeadamente quando aplica as férmulas associadas as progressoes, revela que, em muitos
momentos, essa compreensdo permanece ancorada a procedimentos, numa abordagem
predominantemente instrumental, uma vez que a utilizacdo das férmulas decorre da sua
memoriza¢do e posterior aplicagdo, sem evidéncia de uma compreensdo significativa dos
principios que fundamentam a sua estrutura (Herscovics & Bergeron, 1984; Skemp, 1976).

No entanto, constata-se que o aluno é capaz de articular os métodos utilizados para
justificar a natureza da progressdo com a estrutura da mesma, ainda que de forma informal e,
por vezes, incompleta. Esta observacdo constitui um indicio do modo de compreensdo
relacional proposto por Skemp (1976). Para além disso, destaca-se a sua capacidade de

interpretar os resultados a luz do contexto das tarefas propostas.

Como acontece o processo de reificagdo do conceito de sucessdo?

Embora se identifiquem indicios claros de progressdo para a fase de condensacao,
nomeadamente através da generalizacdo do comportamento da soma dos termos da
progressao aritmética da Tarefa 1, com base na representacgao grafica da funcao afim associada
a sucessdao, bem como através da mobilizagdo do conceito de limite para analisar o
comportamento da soma dos termos da progressao geométrica da Tarefa 2, ndo se pode
considerar que o conceito de sucessao se encontre plenamente reificado (Sfard, 1991). Com
efeito, o aluno continua a depender de processos operacionais para validar a natureza da
sucessdo, como se verifica na necessidade de calcular a diferenca entre dois termos
consecutivos para identificar uma progressao aritmética (Tarefa 1) ou o quociente entre dois
termos consecutivos para justificar a presenca de uma progressao geométrica (Tarefa 2).

E oportuno salientar que, no final da Tarefa 1, o aluno admitiu que a classificacdo da
sucessao como progressao aritmética ndo decorreu da analise da estrutura da sucessao, mas
foi influenciada diretamente pela formulacdo do enunciado. Esta afirmacdo revela que o
conceito de sucessdo ndo é totalmente concebido de forma estrutural como um objeto
matematico autonomo e independente, indicando, assim, que o estadio de reificacdo ainda

ndo se encontra plenamente alcancado (Sfard, 1991).
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4.2. Estudo de caso: Tomé

O Tomé é um aluno extremamente dedicado e trabalhador. Contudo, as suas
intervengdes na sala de aula refletem que ja contactou e trabalhou com os tdpicos que estao
a ser lecionados. E um aluno com uma postura marcada pela ansiedade e nervosismo que se
intensifica nas aulas que antecedem os momentos de avaliagdo sumativa e no decorrer dos
proprios momentos. No ano letivo anterior, obteve a classificacdo de vinte valores e, no 1.°

semestre do 11.° ano de escolaridade, obteve a classificacdo de dezoito valores.

4.21. Tarefa 1

Recorde-se a sucessdo (u,) que representa o numero de triangulos formados em cada
fase de construcao, cujos vértices sdo definidos pelos pontos médios dos lados do triangulo

construido na fase anterior (Anexo 28).

Questdo 1.1. — Determinar os cinco primeiros termos da sucessao.

Apbds a leitura do enunciado da tarefa, o Tomé iniciou espontaneamente a deducdo do
termo geral da sucessao (u,,). Para tal, contou o nimero de triangulos das trés primeiras fases
da construcao, o que lhe permitiu identificar a regularidade presente na sucessao e representa-

la através do esquema da Figura 8.

Figura 8

Resolucdo da questdo 1.1.
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O raciocinio desenvolvido denota uma compreensao intuitiva do conceito de sucessao,
conforme descrito por Herscovics e Bergeron (1984), alicercada na percegdo visual da
regularidade observada. A partir desta observacao, concluiu prontamente tratar-se de uma

progressao aritmética, apoiando-se no pré-conceito que detém da mesma:

T: Quando eu vejo uma progressao eu tento identificar se é aritmética pelo facto

de ser sempre o mesmo valor que estd a aumentar ou a diminuir entre os termos.

A luz do modelo tedrico do processo de reificacdo proposto por Sfard (1991), este
momento insere-se na fase de interiorizacdo, uma vez que o aluno operou sobre objetos
matematicos de nivel inferir, as representac¢des pictéricas, para identificar o padrao subjacente
a sucessao e, por conseguinte, reconhecer a sua natureza.

Posteriormente, o Tomé recorreu a féormula do termo geral de uma progressao
aritmética e procedeu a verificagdo dos trés primeiros termos, substituindo a variavel n pelas
respetivas ordens. Como os trés primeiros termos obtidos coincidiam com o ndmero de
triangulos presentes nas figuras, validou a expressdo encontrada. De seguida, determinou o
quarto e quinto termo por substituicdo direta no termo geral (Figura 8). Esta etapa da
resolucdo configura-se numa compreensao predominantemente procedimental, baseada na

aplicacdo correta, mas mecanizada, da férmula do termo geral (Herscovics & Bergeron, 1984).

Questdo 1.2. — Determinar a expressao geral da sucessao.

Relativamente ao termo geral da sucessdao determinado na alinea anterior, quando
confrontado com sua estrutura e, em particular, com o facto do nimero quatro surgir a
multiplicar, demonstrou-se, de certa forma, surpreendido e com dificuldade em justificar esse

aspeto.

I: No contexto do problema o que significa a razdo ser 4?

T: A fase anterior somam-se 4 tridngulos para se obter a fase seguinte.

I: Mas se observarmos o termo geral que obtiveste, o nUmero 4 esta a multiplicar
e ndo a somar. Por que é que isto acontece?

T: Eu acho que tem a ver com o n, porque se formos substituindo vai fazendo

sentido, mas nado sei, nunca tinha pensado nisso...
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Este episddio revela uma transicao incipiente para o modo de compreensao relacional,
uma vez que o aluno demonstra saber como utilizar a féormula do termo geral de uma
progressao aritmética, mas ndo manifesta uma compreensdo significativa dos motivos que
sustentam a sua estrutura (Skemp, 1976). Aluz da distincdo proposta por Sfard (1991), o facto
de se apropriar da férmula como um processo e ndo como um objeto, configura-se numa
concecdo operacional do conceito de sucessdo, propria das fases iniciais do processo de

reificacdo, em que o aluno se torna proficiente na aplicacdo de algoritmos.

Questdo 1.3. — Calcular o nimero total de tridangulos das oito primeiras fases.

Para determinar o niumero total de triangulos das oito primeiras fases, o Tomé recorreu
a férmula da soma dos n primeiros termos de uma progressdo aritmética (Figura 9). Quando
questionado sobre a sua utilizacdo, justificou que “esta férmula me permite calcular o
somatério de todos os termos, ao invés de ir calcular todos os termos e depois somar”,

demonstrando familiaridade com o procedimento.

Figura 9
Resolucdo da questdo 1.3.
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Nota. Fonte Propria.

Tal como na questao anterior, a sua abordagem pautou-se por uma compreensao de
procedimentos de natureza estritamente instrumental, na medida que domina a aplicacao da
férmula da soma dos n primeiros termos de uma progressao aritmética, mas ndo demonstra
compreender de forma relacional os elementos envolvidos (Herscovics & Bergeron, 1984;
Skemp, 1976). Do ponto de vista de Sfard (1991), a manipulacdo da férmula traduz-se numa
concecdo operacional, ndo existindo qualquer indicio de reificagdo do conceito como um

objeto matematico dotado de significado.

Questdo 1.4. — Analisar o comportamento da soma total dos triangulos a medida que o nimero

de fases aumenta.
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Relativamente ao comportamento da soma total de triangulos a medida que o nimero

de fases aumenta, o Tomé afirmou:

T: Vai aumentado, porque a medida que o numero de fases aumenta, o nimero

de triangulos em cada fase também aumenta. Por exemplo, Sg > S;.

A observacdo inicial do Tomé revela uma compreensao intuitiva do comportamento da
sucessao, sustentada na manipulacdo de dois valores concretos da soma (Herscovics &
Bergeron, 1984). Deste modo, o seu raciocinio sugere que se situa no estadio de interiorizacdao
do modelo de reificacdo, etapa marcada pelo dominio operacional dos conceitos (Sfard, 1991).

No que concerne a validade da sua analise para todo o conjunto dos niUmeros naturais,
o Tomé procurou demonstrar que S,.; > S, (Figura 10), sendo clara a sua intencdo de
generalizacdo para qualquer ordem n da sucessdo, um traco caracteristico da compreensao
por abstracdo matematica (Herscovics & Bergeron, 1984). O modo como manipula a expressao
algébrica como um todo, sugere um avango do seu raciocinio para a fase de condensacao do

modelo tedrico do processo de reificacdo definido por Sfard (1991).

Figura 10
Resolucdo da questdo 1.4.
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No entanto, a justificacdo final que apresenta “E verdadeiro, porque qualquer nimero
/ . 1 y " . . . . sy
natural € maior que — - Logo, esta provado.”, evidencia que o uso do simbolismo matematico

decorre de forma desvinculada do significado contextual dos termos da sucessdo. Tal facto,
denota uma compreensdo de procedimentos que se reflete numa utilizacdo instrumental do
formalismo algébrico (Herscovics & Bergeron, 1984; Skemp, 1976). Assim, embora se
reconheca um progresso na compreensao estrutural do conceito, este ainda ndo se encontra

plenamente reificado (Sfard, 1991).

422. Tarefa?2

A sucessao (a,) traduz a area dos triangulos construidos em cada fase, a partir da unido

dos pontos médios dos lados do triangulo obtido na fase anterior (Anexo 30).

Questdo 2.1. — Determinar a expressao geral da sucessao.
Na Tarefa 2, o Tomé optou por designar pela variavel [ a medida do lado do triangulo
inicial e, através do Teorema de Pitdgoras, determinou a altura do triangulo em funcao de [ e,

de seguida, a respetiva area, que corresponde ao primeiro termo da sucessdo (Figura 11).

Figura 11

Resolucdo da questdo 2.1.
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A luz do modelo tedrico do processo de reificacdo delineado por Sfard (1991), esta
estratégia insere-se na fase de interiorizacdo, uma vez que o aluno teve a necessidade de
determinar o primeiro termo da sucessdo para, posteriormente, substituir na formula do termo
geral de uma progressdo geométrica.

De seguida, observou que as areas dos triangulos das fases subsequentes
correspondiam a um quarto da area do triangulo da fase anterior. Analogamente a Tarefa 1, a
formulacdo da expressdao geral da sucessdo decorreu da percecdo visual da regularidade

. . ~ ~ ~ 1 .
observada e, por conseguinte, a classificacdo da natureza da progressdo de razdo " foi

sustentada pelo seu conhecimento prévio informal, em que associa as progressdes

geomeétricas a variagdes ndo constantes entre os termos (Herscovics & Bergeron, 1984).

I: Por que é que a sucessdo (a,) € uma progressao geométrica?
T: Porque a area ndo vai diminuir sempre da mesma maneira, mas sim sempre a

. ~ 1 , . . .
partir de uma razéo de ... A area vai ser sempre mais pequena que a anterior.

Munido desta constatacao, o Tomé mobilizou uma compreensdo de procedimentos de
caracter instrumental, limitando-se a substituir os valores do primeiro termo e da razdo na
férmula do termo geral de uma progressao geométrica (Figura 11). Sfard (1991) caracteriza
esta abordagem como puramente operacional, na qual o conceito é manipulado como uma
sequéncia de ac¢des, sem que adquira o estatuto de objeto matematico dotado de significado
proprio.

Na sequéncia deste raciocinio, o Tomé associou a diminui¢do da area dos triangulos a
ideia de fragdo, o que originou algumas dificuldades na justificacdo do valor da razdo. A dada

altura, afirmou:

T: Sim [o facto de a area diminuir], faz com que a razdo seja sempre uma fracao.
~ 5, ~ . ~ ~ sy
I: Entdo como 7 € uma fracdo, podia ser a razdo desta progressao geométrica?

T: Nao, porque eu parto de um triangulo e obtenho 4 [de uma fase para a

seguinte]. Mas acho que néo é esse o motivo...

A certo ponto, associou o facto de a razdo ser inferior a 1 ao comportamento

decrescente dos termos da progressao:

81



T: [...] Ahja sei... 2 ndo pode ser porque é maior que 1 e é % porque é menor que

1 e as areas vao diminuindo.

Neste momento, tornou-se evidente que o Tomé ndo domina plenamente o conceito
de razdo de progressdes geométricas, nem compreende com clareza o motivo pelo qual, neste

~ 1 . ~ . .
caso, a razdo assume o valor -. O facto de associar a raz&o ser inferior a 1 ao comportamento

decrescente dos termos da progressao, pode indicar uma tentativa de generalizacao, na
medida que procura formular um principio com aplicacdo mais geral e passivel de adaptacdo
a novos problemas, tentando uma aproximacdo a compreensao relacional (Skemp, 1976). No
entanto, tal associacdo parece emergir sobretudo de uma observacéo intuitiva, que funciona
como um pré-conceito e ndo de uma compreensdo fundamentada sobre o comportamento
das progressdes geométricas (Herscovics & Bergeron, 1984).

Do ponto de vista da teoria da reificacdo de Sfard (1991), este episédio enquadra-se
na fase de interiorizacdo, uma vez que a razdo ndao é compreendida como um objeto
matematico com identidade prépria que determina o comportamento da progressdo, mas
antes como um resultado empirico baseado em experiéncias concretas e acdes repetidas.

Note-se que este aspeto reforca a ideia de que o aluno opera num nivel operacional,
coerente com uma compreensao instrumental e de procedimentos, dominada pela aplicacao
de algoritmos em detrimento da compreensao conceptual (Herscovics & Bergeron, 1984;
Sfard, 1991; Skemp, 1976).

Questdo 2.2. — Determinar a expressao da soma dos n primeiros termos da sucessdo e analisar o
seu comportamento a medida que o nimero de fases aumenta.

Na resolucdo da alinea 2.2., é possivel identificar a presenca de trés dos quatro modos
de compreensao propostos por Herscovics e Bergeron (1984). O Tomé comegou por substituir
na férmula da soma dos n primeiros termos de uma progressao geométrica, o valor do
primeiro termo e da razdo e simplificar a expressao (Figura 12), o que se reflete numa
compreensao de procedimentos. A abstracdo matematica manifesta-se quando o aluno, antes
mesmo de realizar o calculo do limite, reflete que como [ é uma constante, a variavel n ira

dominar o comportamento do limite:
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T: S6 que continuo a ter a incdgnita do lado. Ah, mas num limite isso ndo
interessa.

I: Nao interessa porqué?

T: Porque o lado ndo vai ser nunca infinito, vai ser sempre um valor. Logo,

independentemente do valor, o n como ¢ infinito vai ganhar sempre.

Este momento evidencia uma construcdo de invariantes, ainda que esse raciocinio ndo
seja necessario para a resolucao do limite em causa. Segundo Sfard (1991), o facto de o aluno
procurar compreender o papel de cada variavel na expressao, reflete-se na transicdo para a
fase de condensacdo do processo de reificacdo do conceito, na medida que analisa o
comportamento da soma dos termos da progressdo através da estrutura da sua expressao
analitica, sem necessidade de recorrer a valores concretos. Este raciocinio acrescenta uma
dimensdo estrutural a abordagem do Tomé, permitindo-lhe conceber o conceito de forma
simultaneamente operacional e estrutural, a dualidade que Sfard (1991) aponta como
fundamental para a compreensdo plena de um conceito matematico.

Por fim, existem indicios de compreensdo por formalizacdo dado que o aluno recorreu
a notacdo e simbolismo matematico para analisar e interpretar o comportamento da soma dos
termos da sucessao, através do calculo do respetivo limite. Apesar do calculo do limite assentar
numa compreensao de procedimentos (Herscovics & Bergeron, 1984), ao concluir que “a soma
tende para um valor em funcao de I”, o Tomé demonstra capacidade em articular o formalismo
algébrico com o significado geométrico no contexto do problema, o que traduz uma
apropriacao mais profunda dos conceitos envolvidos. Nestes momentos, torna-se notéria uma
aproximacdo a compreensdo relacional de Skemp (1976), dado que o aluno nao se limita a
manipulagdo algébrica das regras operatorias de limites.

Terminou a resolucdo da questdo, concluindo que a sucessdo é convergente e que a

soma dos termos da sucessado tende para um valor em funcao de [ (Figura 12).
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Figura 12

Resolugdo da questdo 2.2.
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A decisdo do Tomé de representar o lado do triangulo inicial pela variavel [, em vez de
lhe atribuir um valor arbitrario, mostra também uma intencdo de generalizagdo. Esta
abordagem revela indicios de compreensdo por abstracdo matematica, dado que manipulou
as expressdes do termo geral e da soma dos termos, independentemente do comprimento do

lado do triangulo inicial (Herscovics & Bergeron, 1984).

I: Por que é que optaste por designar por [ o comprimento do lado do triangulo
inicial e ndo considerar um valor, por exemplo, 3?

T: Porque assim, ao trabalhar com [, consigo ter o caso geral. Por exemplo, se me
dissessem agora que o lado era 3, era so substituir. Assim, funciona para qualquer

numero.

O comentario final do Tomé revela um pormenor particularmente significativo para a
analise da sua compreensdo. Embora ao longo da resolucao tenha recorrido a variavel [ para
formular conjeturas, esta intervencdo torna evidente que a encara essencialmente como um
valor a substituir. Tal evidéncia permite inferir que as expressdes gerais formuladas sdo
compreendidas pelo aluno como meros instrumentos de calculo que Ihe permitem determinar

qualquer termo da sucessdo ou a soma de um numero arbitrario de termos.
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Neste enquadramento, ainda que se reconhecam indicios da fase de condensagdo, a
forma como o aluno manipula o objeto matematico indica que o processo de reificacdo ndo
se encontra plenamente consolidado (Sfard, 1991). De acordo com esta autora, a reificagdo do
conceito implica a capacidade de o percecionar como uma entidade matematica autbnoma,

dotada de estrutura e significado.

42.3. Consideragdes Finais

Como se caracteriza a compreensao do conceito de sucessdo?

A forma como o Tomé resolveu as tarefas propostas denota uma abordagem bastante
metodica, estruturada em etapas claramente definidas. O aluno comecga por identificar a
regularidade presente na sucessao, seguindo-se a classificacdo da sua natureza com base nos
conhecimentos prévios e informais que detém sobre progressdes. Uma vez determinado o
primeiro termo e a razao, procede a formulacdo do termo geral da sucessdo, apoiando-se nas
férmulas previamente memorizadas. Esta sequéncia de a¢des demonstra compreensdo de
procedimentos, centrada na reproducao de algoritmos conhecidos (Herscovics & Bergeron,
1984).

O caracter instrumental do seu raciocinio torna-se particularmente evidente na forma
como utiliza e manipula as formulas relativas ao termo geral e a soma dos n primeiros termos
de cada progressao, pautando-se pelo saber como fazer, mas frequentemente desprovidos de
uma compreensao dos fundamentos subjacentes (Skemp, 1976). Ainda assim, na Tarefa 1, o
aluno é capaz de atribuir significado ao valor da razdo no contexto do problema, associando-
0 ao acréscimo constante de quatro triangulos entre fases consecutivas. Contudo, esta
capacidade ndo se verifica com a mesma clareza na analise da Tarefa 2. Nesta tarefa, observa-
se, por um lado, uma maior autonomia na manipulagdo simbdlica, bem como uma intencao
de generalizagdo patente na decisdo de representar o comprimento do lado do triangulo inicial
pela variavel I. Ao libertar-se da necessidade de recorrer a valores numéricos especificos, o
Tomé aproxima-se de uma compreensdo mais abstrata do conceito (Herscovics & Bergeron,
1984). No entanto, esta generalizagdo permanece fortemente enraizada a uma ldgica
instrumental, pois a variavel [ é concebida sobretudo como um valor suscetivel de ser

substituido para efeitos de calculo (Herscovics & Bergeron, 1984; Skemp, 1976).
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Como acontece o processo de reificagdo do conceito de sucessdo?

A analise das resolucdes do Tomé revela que o aluno possui uma compreensao ainda
fortemente ancorada na conce¢do operacional do conceito de sucessdo (Sfard, 1991). No
entanto, em determinados momentos é possivel identificar indicios de progresso no modelo
de reificacdo apresentado por Sfard (1991), em particular na transicio do estadio de
interiorizacdo para a fase de condensacao.

Neste ambito, destaca-se a abordagem a Tarefa 2, na qual o aluno introduziu a variavel
[ para representar o comprimento do lado do triangulo inicial. Esta estratégia permitiu-lhe
operar com a expressao geral da sucessdo e da respetiva soma dos termos e formular
conjeturas validas para qualquer valor de [, o que constitui um indicio claro de progresso em
dire¢do a condensacao do conceito (Sfard, 1991).

Importa sublinhar que, segundo esta autora, o desenvolvimento da compreensao
estrutural emerge progressivamente a partir de uma concecao operacional, num processo
longo e complexo que envolve as trés fases do processo de reificacdo. Neste sentido, a decisdo
do Tomé de introduzir a variavel [, embora continue a ser entendida sobretudo como um valor
a substituir e permaneca, assim, ancorada a uma légica operacional, é crucial para que o aluno

possa estruturar o seu raciocinio.

4.3. Estudo de caso: Vasco

O Vasco é um aluno com elevada capacidade de raciocinio matematico. Durante as
aulas, realiza as tarefas propostas sem grandes dificuldades e esta sempre predisposto a
participar e a voluntariar-se para qualquer iniciativa. Contudo, em momentos de avaliacéo
sumativa tende a dispersar um pouco, ficando aquém dos resultados desejados. E um aluno
bastante sintético na apresentacdo das suas resolugdes, embora a sua comunicagdo
matematica tenha melhorado notoriamente desde o inicio do ano letivo. No ano letivo
anterior, obteve a classificacdo de dezasseis valores e, no 1.° semestre do 11.° ano de

escolaridade, obteve a classificagdo de quinze valores.

431. Tarefa 1

Seja (u,) a sucessdo que indica o numero de triangulos obtidos em cada fase do
processo de construcao, cujos vértices sdo os pontos médios dos lados do triangulo construido

na fase anterior (Anexo 28).
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Questdo 1.1. — Determinar os cinco primeiros termos da sucessao.
O Vasco comecgou por contar o nimero de triangulos das trés primeiras fases e

construir o termo geral da sucessao (Figura 13).

Figura 13

Resolucdo da questdo 1.1.
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Nota. Fonte Propria.

A formulacdo da expressédo u, = 4n — 3 baseou-se, primeiramente, na percecao visual
da regularidade da sucessao, que constitui um dos aspetos da compreensdo intuitiva,
conforme o modelo apresentado por Herscovics e Bergeron (1984). Segundo Sfard (1991),
este comportamento é caracteristico do estadio de interiorizagdo do processo de reificacao,
no qual o aluno se apoiou nas representacdes pictéricas para identificar o padrao presente na
construcdo. Posteriormente, procurou traduzir a regularidade observada por meio de uma
expressao algébrica, ajustando a expressdo u, =4n, o que, por sua vez, denota uma

compreensao de procedimentos (Herscovics & Bergeron, 1984).

V: Vai de 4 em 4, logo tem de ser 4n. Como 4 X 1 = 4 e o primeiro termo é 1,

tenho de subtrair 3. Entdo é 4n — 3.

O aluno procedeu a verificagdo da expressdo geral da sucessdo, confirmando que os
valores obtidos coincidiam com o nimero de triangulos das trés primeiras fases. De seguida,
por substituicdo direta no termo geral, calculou o quarto e quinto termo da sucessédo (Figura
13).

Questdo 1.2. — Determinar a expressao geral da sucessao.
Relativamente a estrutura do termo geral da sucessdo determinado pelo Vasco na

alinea anterior (Figura 13), desencadeou-se o seguinte didlogo:
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I: Afirmaste que de uma fase para a seguinte estas sempre a somar 4 triangulos.
Mas se observarmos o termo geral que obtiveste, o 4 esta a multiplicar e ndo a
somar. Por que é que afirmaste logo que era 4n?

V: Porque como a constante que esta a aumentar é 4, comecei por fazer 4n e
depois ajustei para que desse o primeiro termo certo.

I: E em nenhum momento pensaste que se de uma fase para a seguinte esta
sempre a somar 4 triangulos, devia ser n + 4?

V: Ndo, porque nao dava. Porque a constante que estd a ser somada nds

multiplicamos pela incognita que é a ordem do termo.

A justificacdo do Vasco relativamente a estrutura da expressao que formulou revela que
interiorizou uma regra associada ao termo geral de sucessdes com variacdes constantes entre
termos consecutivos (isto €, progressdes aritméticas, ainda que ele ndo as identifique como
tal). Embora a dedugdo do termo geral assente na aplicacao de um procedimento, a explicacao
dada denota compreensdo relacional do conceito, uma vez que demonstra consciéncia do
funcionamento e da aplicabilidade do método, bem como da ligacdo entre a estrutura
algébrica da expressdo e a regularidade presente na construcao (Skemp, 1976).

Do ponto de vista de Sfard (1991), a abordagem do aluno demonstra que se encontra
na fase de condensacdo do conceito, uma vez que encara a sucessdo como um todo, sem
necessitar de analisar detalhadamente cada etapa do seu processo de construgdo. Por
conseguinte, a sua conce¢ao do conceito nao se limita ao plano operacional, estendendo-se

também a concecdo estrutural (Sfard, 1991).
Questdo 1.3. — Calcular o nimero total de tridangulos das oito primeiras fases.

No inicio da alinea 1.3., o Vasco optou por determinar os termos de ordem 6,7 e 8 ¢,

posteriormente, calcular a soma dos oito primeiros termos da sucessao (Figura 14).
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Figura 14

Resolugdo da questdo 1.3.
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Nota. Fonte Propria.

Quando questionado pela investigadora sobre o motivo de recorrer a substituicdo no
termo geral em vez de adicionar 4 ao termo anterior, reconheceu que “é o habito de
determinar os termos através da substituicdo da respetiva ordem no termo geral”. Demonstra,
assim, que opera ao nivel da compreensdao de procedimentos, apoiado pelo dominio
instrumental do conceito e pelo recurso a um método eficaz que o conduz a resolucdo da
questdo (Herscovics & Bergeron, 1984; Skemp, 1976). Neste momento, situa-se na fase de
interiorizacdo do processo de reificacdo, mostrando-se proficiente na execucdo de
procedimentos algébricos (Sfard, 1991).

A propdsito da possibilidade de determinar a soma de um elevado nimero de fases, o
aluno reconheceu a fragilidade do procedimento adotado, afirmando que, nessa
eventualidade, teria de recorrer as expressdes da soma dos n primeiros termos de uma
progressao. No entanto, admitiu ndo saber distinguir em que contexto aplica cada progressao,
pelo que, para identificar a sua natureza, calcula a diferenca e o quociente entre dois termos
consecutivos para “ver em qual delas a razdo da um ndmero”. Esta estratégia evidencia uma
compreensao de procedimentos, uma vez que reproduz as técnicas aprendidas para identificar
o tipo de progressdao em estudo (Herscovics & Bergeron, 1984). No entanto, revela nao
compreender o fundamento dos métodos que aplica, o que significa que se restringe a
aplicacdao dos procedimentos memorizados, sem qualquer conexao com a estrutura da
progressao. Skemp (1976) classifica tal abordagem como estritamente instrumental.

Por este motivo, ndo se considera que o Vasco manifeste uma compreensdo por
formalizacdo, pois, embora utilize o simbolismo matematico para expressar uma propriedade

das progressdes aritméticas, as suas intervencdes demonstram que desconhece o seu
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significado (Herscovics & Bergeron, 1984). O facto de ndo compreender a légica inerente ao
calculo da diferenca entre dois termos consecutivos da sucessdo, denota uma compreensao
ancorada numa concec¢ao puramente operacional do processo e que ndo atingiu o estadio de
condensacao do processo de reificagdo proposto por Sfard (1991).

Posto isto, para determinar a natureza da progressao, o Vasco comegou por averiguar
se se tratava de uma progressdo geométrica, baseando-se somente na sua intuicdo, sem
conseguir justificar tal suposicdo. Apos calcular o quociente entre dois termos consecutivos e
constatar que o resultado obtido "depende de n", descartou essa possibilidade e foi verificar

se a sucessdo era uma progressao aritmética, concluindo:

V: A razéo é 4. Deu um numero. Entdo é uma progressdo aritmética
porque o resultado ndo depende de n e na progressao geométrica
dependia.

I: No contexto do problema o que significa a razdo ser 4?

V: E a constante que somamos de uma fase para a outra. Faz sentido, pois
para calcular a razdo, subtraimos um termo pelo anterior e o que

somamos de um para o outro é 4.

Apods depreender que se tratava de uma progressdo aritmética, o Vasco associou o
valor da razéo a diferenca constante entre os termos consecutivos, revelando um progresso na
articulacdo entre o procedimento adotado e o comportamento da sucessao. Ainda que, de
forma informal e ndo totalmente consolidada, este comentario demonstra indicios de
compreensao relacional do conceito, na medida que comeca a atribuir significado ao método
que aplica (Skemp, 1976). Abandona, assim, o nivel estritamente operacional e encontram-se
reunidas as condic¢des para o inicio da condensacdo do conceito (Sfard, 1991).

A resolugdo da questdo 1.3. terminou com a aplicacdo direta da formula da soma dos
n primeiros termos de uma progressao aritmética, para confirmar que o resultado coincidia
com o obtido anteriormente (Figura 14). Este comportamento baseado na aplicacdao de
férmulas memorizadas denota, uma vez mais, compreensdo de procedimentos de caracter
instrumental, ja que o préprio aluno admitiu desconhecer o fundamento da expressao utilizada
(Herscovics & Bergeron, 1984; Skemp, 1976). A luz da teoria da reificacdo, este episodio
enquadra-se na concecao operacional, centrada na execucao de algoritmos sem compreensao
estrutural do conceito (Sfard, 1991).
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Questdo 1.4. — Analisar o comportamento da soma total dos triangulos a medida que o nimero
de fases aumenta.

Finalmente, na questdo 1.4., o Vasco comegou por calcular a soma dos dois primeiros
termos da sucessdo e assim sucessivamente até a soma dos cinco primeiros termos (Figura
15). Com base na observagdo de exemplos concretos, afirmou que a soma dos triangulos da
sucessao “esta sempre a aumentar até +oo". Este comentario, revela uma compreensdo
intuitiva do conceito e indica que o aluno ainda opera segundo uma légica de a¢des sucessivas,
caracteristica da fase de interiorizacdo do processo de reificacdo (Herscovics e Bergeron, 1984;
Sfard, 1991).

I: Existe alguma forma de provar essa afirmacdo?
V: Sim. Como n estd sempre a aumentar, posso calcular o limite de S,, para ver o
gue acontece a soma quando n vai para +o. Se me der +, € porque esta sempre

a aumentar.

Figura 15

Resolucdo da questdo 1.4.
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Nota. Fonte Propria.

O facto de o Vasco mobilizar o conceito de limite para justificar o comportamento da
soma dos termos da progressdo aritmética demonstra indicios de compreensdo por
formalizacdo (Herscovics & Bergeron, 1984). A aplicagdo da nocao de limite, ainda que assente
em procedimentos de calculo conhecidos, denota que reconhece o papel de determinados
conceitos matematicos na explicacdo de fendmenos mais gerais que, posteriormente, podem

ser adaptados a novos contextos. Este aspeto manifesta a compreenséao relacional defendida
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por Skemp (1976), na medida que o aluno nao se limita a replicar um procedimento adquirido,
mas revela compreender o motivo subjacente a sua utilizacao.

Do ponto de vista da teoria da reificagdo, a fluidez com que o aluno invoca a nogao de
limite para analisar o comportamento da soma dos termos da sucessao, sugere um avango
significativo para uma concecdo mais estrutural do conceito (Sfard, 1991). Apesar de
inicialmente ter recorrido a casos particulares, nesta fase revela a capacidade de conceber a
soma como um todo e de operar sobre a sua expressdo, formulando conjeturas sobre o seu
comportamento. Esta evolugdo reflete-se na condensacao do conceito (Sfard, 1991).

Na Figura 15 observa-se que o aluno procedeu ao céalculo do limite e o resultado

obtido correspondeu a conjetura que formulou sobre o comportamento de S,,.

432. Tarefa?2

Recorde-se que, na Tarefa 2, a sucessdo em estudo é (a,,) que corresponde a area dos
triangulos obtidos em cada fase, cujos vértices sdo os pontos médios dos lados do triangulo

construido na fase anterior (Anexo 30).

Questdo 2.1. — Determinar a expressao geral da sucessao.

O Vasco comecou por observar que da primeira para a segunda fase, “o triangulo inicial
é dividido em 4 triangulos equilateros”, pelo que a area do primeiro triangulo corresponde a
“soma das areas dos quatro triangulos construidos na fase 2”. Com base nesta observagao,

. N . 1 , . A
constatou que a area de cada triangulo da segunda fase correspondia a " da area do triangulo

inicial, e que o mesmo raciocinio se aplicava da segunda para a terceira fase. Relativamente a

terceira fase, o aluno referiu:

V: Cada triangulo que se tinha formado na fase 2, é novamente dividido em 4.
Como se tinham formado 4 triangulos, entdo na fase 3 o triangulo inicial esta

dividido em 4 x 4 = 16 triangulos equilateros.
Portanto, a semelhanca do que aconteceu na tarefa anterior, o Vasco revelou, conforme

os modos de compreensdo descritos por Herscovics e Bergeron (1984), uma compreensao

intuitiva, baseada na percecédo visual do padrdo subjacente a sucessdo, o que o levou a afirmar:
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~ .1 , N , 1 .
V: Arazao € - [..] porque a area do triangulo de cada fase é sempre " da area do
triangulo anterior, pois, de uma fase para a outra, cada triangulo é divido em 4

triangulos.

Para determinar o termo geral da sucessdo (a,), 0 Vasco comecou por propor a

o 1\ . . . . - .. .
expressdo a, = (Z) , mas verificou que os dois primeiros termos ndo coincidiam. Ainda

~ 1n\"* 3 . .
ponderou oralmente a expressao a, = (Z) +2 tentando ajustar o valor do primeiro termo,

mas rapidamente rejeitou essa hipdtese ao verificar que apenas resultava para o termo de

ordem um. Com base nos calculos realizados, o aluno percebeu que os valores obtidos com a

~ 1 n " hY " H H H
expressao a,, = |- estavam “um termo a frente” do que pretendia. ASSIm, eguacionou a
n 4

- ” " ~ 1\ 1 .
possibilidade de “atrasar um termo”, propondo a expressao a,, = (Z) , que confirmou estar
correta para os trés primeiros termos da sucessdo (Figura 16). Acrescentou ainda que “se a

. ~ . 1\",
segunda figura fosse a fase 1, nesse caso a expressao geral seria a,, = (Z) .

Figura 16

Resolucdo da questdo 2.1.
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Nota. Fonte Propria.

Do ponto de vista da compreensdo do conceito, este episédio reflete uma compreensao

n
de procedimentos, uma vez que o aluno partiu de a,, = G) e, depois de alguns ajustes, obteve
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uma expressao coerente com os primeiros termos da secessao (Herscovics & Bergeron, 1984).

Apesar deste processo ser baseado em tentativas e verificagdes, o raciocinio do aluno indicia

compreensdo relacional do conceito, na medida que assentou num processo logico e

fundamentado, consciente do porqué do procedimento e da ligacdo entre a estrutura algébrica

e a construcao geométrica da sucessao (Skemp, 1976).

Para Sfard (1991), este episddio indica que o Vasco se encontra na fase de condensagéo

do conceito, pois demonstra ja ser capaz de pensar sobre a sucessao como um todo, sem

precisar de se focar em cada fase de construcdo. Neste sentido, o aluno comega a conceber o

conceito de forma operacional e estrutural, conce¢des que, segundo a autora, sdo necessarias

e dependentes no processo de reificagéo.

Questdo 2.2. — Determinar a expressao da soma dos n primeiros termos da sucessdo e analisar o

seu comportamento a medida que o nimero de fases aumenta.

Na alinea 2.2, o Vasco comecou por confirmar se a sucessdo em estudo era uma

progressao geomeétrica, recorrendo ao quociente entre dois termos consecutivos (Figura 17).

Figura 17

Resolucdo da questdo 2.2.
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Ao contrario da Tarefa 1, em que comecou por verificar se se tratava de uma progressao
geométrica apenas por intuicdo e sem grande justificacdo aparente, neste caso o aluno
comegou por testar se a sucessdo era uma progressao geométrica por considerar que a sua

construcdo em nada se assemelha a progresséo aritmética com que trabalhou anteriormente.

I: Por que é que comecaste por verificar se (a,) era uma progressao geométrica?
V: Porque a sucessdao anterior era uma progressao aritmética, em que se
somavam sempre 4 triangulos de uma fase para a seguinte. Aqui o que acontece
é que de uma fase para a outra o triangulo é divido em 4 triangulos. Como a

construcdo ndo é parecida, ndo podem ser ambas progressdes aritméticas.

A explicagdo apresentada revela uma evolucao na capacidade do aluno de estabelecer
relagdes entre a constru¢do geométrica das figuras e o tipo de progressdo correspondente, o
gue denota uma aproximacao, ainda que incipiente, a compreensao relacional (Skemp, 1976).

, . ~ o ~ 1 .
Apos confirmar tratar-se de uma progresséo geométrica de razdo 7, o Vasco aplicou a

respetiva formula da soma dos n primeiros termos (Figura 17), o que evidencia uma
compreensao de procedimentos de caracter instrumental, centrada na aplicagdo mecanica da
férmula previamente memorizada, sem explicacdo da razdo subjacente a sua estrutura
(Herscovics & Bergeron, 1984; Skemp, 1976). Esta apropriagdo operacional da férmula
enquadra-se na fase de interiorizacdo descrita por Sfard (1991).

Ao refletir sobre o comportamento da soma dos termos a medida que o nimero de
fases aumenta, o Vasco manifestou diferentes niveis de compreensao, visiveis no seguinte

dialogo:

V: Se eu aumentar n, o valor da soma vai diminuir.

I: Porqué?

N 1o\ 1 111 a1,
V: Porque (Z) = (Z) =T (Z) =, €,> ;> Logo, como a fracao , esta
elevada a n, quanto maior é o n, menor é o seu valor.

I: E 0 valor da soma vai diminuir até quanto?

V: Até —co... Nao, —o0 ndo, porque como € uma sucessdo de areas, os termos sao
sempre positivos, logo a soma também é sempre positiva. Entdo, a soma tende

para 0.
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Inicialmente, o facto de associar o ato “diminuir” ao conceito de —oo, revela uma
compreensdo intuitiva baseada numa acdo ndo quantificada (Herscovics & Bergeron, 1984).
Imediatamente, reformulou o seu raciocinio ao reconhecer que a soma ndo pode assumir
valores negativos, dado que os termos da sucessdo correspondem a areas de triangulos.

Ainda assim, a sua previsdo estava incorreta, pois acabou por confundir o
comportamento dos termos da progressao com o da respetiva soma. Este erro demonstra que
a sua abordagem é meramente instrumental, pois, apesar de aplicar corretamente a formula e
fazer inferéncias com base na diminuicdo dos termos, ndo compreende a estrutura conceptual
por detras do comportamento da soma dos termos da progressdo (Skemp, 1976).

Analogamente a tarefa anterior, também nesta questao mobilizou o conceito de limite
para justificar o comportamento da soma dos termos da progressdo a medida que o nimero
de fases aumenta. Ainda que tendo por base regras de célculo de limites, a forma como
interpretou o valor obtido revela que compreende a no¢do de convergéncia, o que sugere que
0 seu raciocinio ja ndo se resume a mera aplicacdo de procedimentos (Herscovics & Bergeron,
1984). Assim, é novamente possivel sinalizar-se uma compreensdo por formalizacdo de
caracter relacional (Herscovics & Bergeron, 198; Skemp, 1976).

Mais uma vez, a forma como o Vasco mobiliza a nocdo de limite para interpretar o
comportamento da soma dos termos da sucessdo, demonstra um progresso significativo no
sentido de uma concecao cada vez mais estrutural do conceito (Sfard, 1991). Torna-se notério
gue comeca a encarar a sucessdo como um objeto matematico Unico, sobre o qual formula
conjeturas sobre as suas propriedades e, em particular, sobre o comportamento da soma dos
seus termos. Estes indicios permitem situar o aluno na fase de condensagdo da teoria da
reificacdo de Sfard (1991).

Finda a resolucdo das duas tarefas, a investigadora procurou promover uma reflexao
sobre as situacdes exploradas, colocando em contrataste a progressao aritmética trabalhada

na Tarefa 1 com a progressdao geométrica da Tarefa 2.

I: Na Tarefa 1 verificaste que a sucesséo (u,,) era uma progressao aritmética e na
Tarefa 2 que (a,) era uma progressdao geométrica. No inicio desta sessao de
trabalho ndo sabias distinguir os casos em que se aplica cada uma das
progressdes. Depois de realizares estas duas tarefas, consegues estabelecer

alguma relacao?
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V: Sim, a progressao aritmética aplico para somas e subtra¢cdes e a progressao
geomeétrica para multiplicacdes e divisoes.

I: E esse facto tem alguma relagdo com os métodos utilizados para justificar o
tipo de progressao?

V: Ah sim... Nas progressdes aritméticas estamos a verificar que a diferenca entre
dois termos seguidos € sempre a mesma e nas geométricas que a razdo entre

dois termos seguidos é sempre igual.

A afirmagdo do Vasco "a progressdo aritmética aplico para somas e subtragdes e a
progressao geométrica para multiplicacbes e divisdes”, denota a constru¢do de um pré-
conceito, traduzido numa compreensao intuitiva sobre a natureza das progressoes (Herscovics
& Bergeron, 1984). Esta intervencdo assume particular relevancia dado que no inicio da sessdo
de trabalho, o aluno ndo era capaz de identificar a natureza de cada progressao sem replicar
os procedimentos utilizados para esse fim.

Além disto, o facto de comecar a articular os métodos memorizados com a estrutura
subjacente a cada progressao, revela uma clara evolu¢do na compreensdao do conceito de
progressao. A capacidade de reconhecer ndo apenas a eficacia, mas também o “como” e o
"porqué” dos procedimentos, constitui um indicio de transicdo para a compreensao relacional
definida por Skemp (1976).

Assim, torna-se visivel a evolugdo do Vasco em conceber as progressdes como
entidades estruturadas, reconhecendo regularidades e relacdes implicitas, sem depender
sistematicamente da execucdo dos algoritmos para identificar a sua natureza. Neste sentido, a
luz da teoria da reificacdo, o aluno demonstra uma reorganizacdao do seu raciocinio, situando-

se na fase de condensacao (Sfard, 1991).

43.3. Consideragdes Finais

Como se caracteriza a compreensdo do conceito de sucessdo?

A analise das duas tarefas revela uma abordagem bastante coerente por parte do
Vasco. O aluno iniciou a resolucdo a partir da observacdo das representacdes pictéricas
presentes no enunciado e, através de perce¢des visuais, identificou a regularidade inerente a
cada sucessao, comecando por operar sob o modo de compreensao intuitiva do modelo de
Herscovics e Bergeron (1984). Com base nas regularidades identificadas, construiu expressdes

algébricas que, desde a primeira formulagdo, se aproximaram significativamente do termo
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geral da sucessdo, sofrendo apenas pequenos ajustes. Nesta fase, encontra-se ao nivel da
compreensao de procedimentos (Herscovics & Bergeron, 1984). Este facto demonstra que o
aluno tem facilidade em traduzir algebricamente a regularidade da construcdo, evidenciando
tracos de compreensdo relacional, na medida que manifesta consciéncia da ligacdo entre a
estrutura algébrica da expressao e a regularidade presente na sucessao (Skemp, 1976).

Contudo, quando confrontado com a necessidade de identificar a natureza das
progressdes, a compreensao que detém dos conceitos revela fragilidades. Embora domine os
procedimentos que permitem essa caracterizagdo, nao os relaciona com a légica subjacente a
constru¢do de cada progressao, o que Skemp (1976) caracteriza como compreensao
instrumental, centrada na aplicacdo de regras, sem a devida compreensao do seu fundamento.
Ainda assim, a forma como interpreta e contextualiza o valor da razdo de cada sucessao revela
gue comega a atribuir significado ao procedimento aplicado, o que constitui sinais de evolucao
para uma compreensao mais relacional (Skemp, 1976). Este progresso toma-se particularmente
evidente no momento posterior a realizacdo das duas tarefas, quando o aluno comeca a
estabelecer relagbes entre a estrutura das progressdes e a sua natureza, articulando os
métodos memorizados com a estrutura subjacente a cada progressao.

Deste modo, concluiu-se que a compreensdo do Vasco sobre o conceito de sucessao
evoluiu ao longo da resolucdo das tarefas, evidenciando-se uma progressiva articulacdo entre
os procedimentos replicados e a estrutura subjacente as sucessdes. Ndo obstante, importa
salientar que a aplicacdo das formulas da soma dos n primeiros termos de cada progressao

permanece num registo predominantemente instrumental (Skemp, 1976).

Como acontece o processo de reificagdo do conceito de sucessdo?

A reificacdo do conceito de sucessdo por parte do Vasco situa-se predominantemente
na fase de condensagdo do processo (Sfard, 1991). Embora revele dominio operacional e sinais
de compreensdo estrutural em diversos momentos, o conceito ainda ndo é plenamente
concebido como um objeto matematico autébnomo (Sfard, 1991).

O posicionamento na fase de condensacao é desde logo visivel quando, apos a analisar
os primeiros termos de cada sucessao, o aluno centra-se na regularidade observada e comeca
a construir as expressoes algébricas. No caso da Tarefa 1, embora determine os trés primeiros
termos da sucessdo através da contagem dos triangulos de cada fase, utiliza-os apenas como
ponto de partida para identificar a regularidade subjacente, passando de imediato a manipular

a sucessdao como um todo. Na Tarefa 2, mesmo sem dispor de forma explicita dos termos da
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sucessao, o aluno ndo procura determina-los. Em vez disso, compreende a relacdo entre os
termos e considera-a suficiente para construir o termo geral da sucessao. Esta capacidade de
operar sobre a sucessdao a partir da sua estrutura relacional e ndo depender de termos
concretos, denota uma concecao estrutural do conceito (Sfard, 1991).

A fase de interiorizacdo manifesta-se sobretudo nos momentos em que o aluno recorre
a férmula da soma dos n primeiros termos de cada progressdo, sendo necessario, para tal,
identificar a natureza da progressdo em estudo. Diante dessa necessidade, evidencia uma
concecao operacional, alicercada na aplicacdo de procedimentos previamente memorizados
para comparar termos consecutivos, sem uma compreensdo plena da logica subjacente (Sfard,
1991). Ainda assim, no desenrolar das tarefas, observa-se uma evolucdo significativa, na
medida que comeca a estabelecer relagdes coerentes entre os procedimentos aplicados e a
estrutura inerente as progressdes, aproximando-se progressivamente de uma abordagem mais
estrutural (Sfard, 1991).

4.4. Estudo de caso: Sofia

A Sofia é uma aluna extrovertida, organizada e proativa, assumindo frequentemente
uma postura de lideranca da turma. No entanto, durante as aulas de matematica, mantém-se
reservada e pouco participativa. O seu ritmo de trabalho é bastante lento e enfrenta
dificuldades tanto na aquisicio como na mobilizacdo de conhecimentos. No ano letivo
anterior, obteve a classificacdo de onze valores e, no 1.° semestre do 11.° ano de escolaridade,

obteve a classificacdo de dez valores.

4.41. Tarefa 1

Retomemos a sucessao (u,) que representa o numero de triangulos obtidos em cada
fase, a partir da unido dos pontos médios dos lados do triangulo construido na fase anterior
(Anexo 28).

Questdo 1.1. — Determinar os cinco primeiros termos da sucessao.

A Sofia revelou algumas dificuldades em interpretar o enunciado da tarefa. Iniciou a
resolu¢cdo com uma abordagem eminentemente operacional, centrada na contagem direta do
numero de triangulos presentes nas figuras do enunciado para determinar os trés primeiros

termos da sucessdo (Sfard, 1991). Relativamente ao quarto e quinto termo, a aluna sentiu

99



necessidade de construir as respetivas figuras (Figura 18) e proceder novamente a contagem

dos triangulos, como revela o comentario:

S: Acho que vou ter de desenhar, porque ndo estou a ver mais nenhuma maneira.

Figura 18

Resolugdo da questao 1.1.

’H)

Nota. Fonte Propria.

A estratégia da Sofia denota uma compreensdo da sucessdo ainda fortemente
ancorada na percecao visual, uma das componentes da compreensao intuitiva, segundo
Herscovics e Bergeron (1984). Neste momento, a sucessdo ndo é concebida como um objeto
matematico estruturado, mas antes como uma sequéncia de a¢des concretas, comportamento
caracteristico da fase de interiorizagdo descrita por Sfard (1991), na qual o sujeito ainda lida

com processos e operacdes especificas, sem uma visdo global do conceito.

Questdo 1.2. — Determinar a expressao geral da sucessao.

Embora tenha conseguido observar que os termos da sucessdo “vao de 4 em 4", a Sofia
revelou algumas dificuldades em encontrar o termo geral. Quando questionada pela
investigadora se a construcdo das figuras a fazia lembrar algum conteludo trabalhado nas aulas,
respondeu negativamente. Contudo, reconheceu a necessidade de determinar uma expressao
geral da sucessdo para evitar ter de continuar a construir as figuras nas questdes seguintes.

Deste modo, a aluna optou por experimentar diferentes expressdes, testando-as
através do calculo do terceiro termo. Face a constatagao inicial, comecou por testar a expressao

u, = n+4, uma vez que sabia que "0 numero 4 vai ter de |4 estar”. De seguida, tentou a
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expressao u, = (n—1) + 4, com a ideia de que “tem de ser o termo anterior mais 4". Neste
momento da resolucdo, confundiu os conceitos termo e ordem de uma sucessao.

Apods descartar a expressdao anterior, experimentou u, = (n — 1) X 4, porque "ndo
estava a dar ao somar 4", tentando ajustar o termo geral para a operacao da multiplicagao.
Embora esta expressdo também ndo tenha correspondido ao valor esperado para o terceiro
termo, a aluna percebeu que faltava adicionar uma unidade para que o terceiro termo fosse 9,
chegando assim a u, = (n —1) x 4 + 1. Esta expressao revelou-se correta para o terceiro e
quarto termo, assumindo, assim, que tinha determinado o termo geral da sucessdo. Na Figura

19 é possivel observar todas as tentativas realizadas.

Figura 19

Resolucdo da questdo 1.2.

\

/1-,2/U3: f\*qzﬁ,\{:?_
u}'-(n‘i)‘“” '-('5'1) 41’ - 6
U3-.(n-1)x‘4 = B

Uag=(n-1)x41{ =g
Uy = (n-1)x 411 :1%

Un=(n-1)xy4q
Nota. Fonte Propria.

A analise da resolucédo da Sofia permite perceber que a construcdo do termo geral da
sucessao resultou de um processo de compreensdao de procedimentos, apoiado no
conhecimento intuitivo da regularidade dos termos da sucessao (Herscovics & Bergeron,
1984). A sua abordagem foi puramente instrumental, assente em tentativas e substituicGes
numeéricas, sem uma compreensao clara da estrutura das expressdes propostas (Skemp, 1976).

A dificuldade de transpor a regularidade identificada na primeira alinea da tarefa para
formular a expressdao geral da sucessdo, evidencia que a aluna ainda ndo interiorizou
plenamente a estrutura da sucess@do como um objeto matematico. A confusdo conceptual
entre os conceitos termo e ordem de uma sucessao acabou por fragilizar a solidez da sua
compreensdo de procedimentos e reforca a ideia de que ainda ndo se apropriou
estruturalmente do conceito de sucessao, permanecendo, assim, no estadio inicial da teoria da

reificacdo (Herscovics & Bergeron, 1984; Sfard, 1991).
101



Questdo 1.3. — Calcular o nimero total de tridangulos das oito primeiras fases.

Na alinea 1.3, a Sofia limitou-se a determinar o oitavo termo da sucessao (Figura 20),
revelando, uma vez mais, dificuldades ao nivel de noc¢des relacionadas com o conceito de
sucessao. Com efeito, ndo compreendeu que o numero total de triangulos das oito primeiras

fases correspondia a soma dos oito primeiros termos da sucessao.

Figura 20
Resolucdo da questdo 1.3.

1:3) Ug =(G-1) x4 t4 - 25

R: Ao fim e p\»n‘(-‘wJJ (O’,rff» Ciam 2q o
2 TnOnqQulos,

Nota. Fonte Propria.

U

Ao afirmar "agora ja é mais facil porque é s6 substituir e determinar ug”, a aluna
demonstra uma apropriacdo instrumental da expressdo geral, associada a compreensdo de
procedimentos (Herscovics & Bergeron, 1984; Skemp, 1976). Este comportamento enquadra-
se na fase de interiorizacdo, na qual, segundo Sfard (1991), o sujeito revela-se proficiente na

realizagdo de processos, neste caso, a substituicdo de valores na expressdo algébrica.

Questdo 1.4. — Analisar o comportamento da soma total dos triangulos a medida que o nimero
de fases aumenta.
Analogamente, na questdo 1.4., a aluna restringiu a sua analise a variagao entre termos

consecutivos (Figura 21), referindo:

S: Adiciona-se 4 triangulos a fase anterior.
I: Sim, isso € o que acontece de uma fase para a seguinte. E o que acontece a
soma do numero de triangulos de uma fase para a seguinte?

S: Exato, de uma fase para a outra somam-se 4 triangulos.

Figura 21
Resolucdo da questdo 1.4.

4U) Ce urra €. -
Yo A~ , \ i !

C \DIU L CLl{\\L adeOng -2 Y {Ld(‘

L) 1) o=

S

0 .

Nota. Fonte Propria.
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Esta observagdo traduz uma analise limitada da diferenca de triangulos entre fases
consecutivas, sem uma percecao global do comportamento da soma total dos triangulos a
medida que o nimero de fases aumenta. O facto de a Sofia ndo formular qualquer conjetura
sobre o comportamento da soma dos termos, reforca a ideia de que nao desenvolveu uma
compreensao condensada do conceito de sucessdo, continuando a encarar a sucessao como
uma sequéncia de acOes elementares e ndo como um objeto matematico passivel de ser
manipulado (Sfard, 1991).

Ao insistir na ideia de que "de uma fase para a outra somam-se 4 triangulos”,
demonstra dificuldades em conceber a sucessdo como um todo, o que remete para uma
compreensdo por abstracdo matematica incipiente (Herscovics & Bergeron, 1984). A luz da
perspetiva de Skemp (1976), a sua compreensao permanece num nivel instrumental, baseada
na aplicagao de regras locais, em detrimento de uma compreensao relacional que permita

articular diferentes elementos da sucessao.

442. Tarefa?2

Seja (a,) a sucessdo das areas dos triangulos que se obtém em cada fase ao unir os

pontos médios dos lados do triangulo anterior (Anexo 30).

Questdo 2.1. — Determinar a expressao geral da sucessao.

Apos o esclarecimento inicial por parte da investigadora relativamente a sucessao (a,),
a Sofia revelou uma compreensao intuitiva da sucessdo, baseada na percecao visual do padrao
geométrico subjacente (Herscovics & Bergeron, 1984). A aluna percebeu que a area de cada
triangulo construido na segunda fase é ”% da area do triangulo grande”, porque “os triangulos
sdo iguais e, por isso, ttm a mesma area”. Reconheceu também que esta regularidade se
mantém da segunda para a terceira fase.

Com base nesta observacao, procurou definir a regularidade observada por meio de
uma expressao algébrica, partindo da ideia de que “é o triangulo anterior dividido em 4". No

~ -1 ~ .
entanto, a expressdo proposta a, = "T mostra que a confusdo entre os conceitos termo e

ordem de uma sucessao esteve novamente patente, comprometendo a constru¢do do termo
geral da sucessdo. O erro na formulacdo da expressdo geral ilustra a natureza operacional e
ndo estrutural do seu raciocinio, permanecendo na fase de interiorizagdo do processo de

reificacdo, em que ainda ndo concebe a sucessdo como um todo estruturado (Sfard, 1991).
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Face a dificuldade de deduzir o termo geral da sucessdo, a Sofia decidiu atribuir um
valor concreto a area do triangulo inicial e, a partir dele, determinou a area de cada triangulo
construido nas duas fases seguintes (Figura 22). Esta estratégia evidencia a tentativa da aluna
de ultrapassar a abstracdo inerente ao problema, através da atribuicdo de um valor concreto
para a area do triangulo inicial, revelando, assim, uma compreensdo de procedimentos,
conforme descrita por Herscovics e Bergeron (1984).

Do ponto de vista da teoria da reificacdo de Sfard (1991), este episédio enquadra-se
no estadio de interiorizacdo, no qual o sujeito possui uma apreensdo operacional do conceito

e tem a necessidade de se apoiar em valores especificos.

S: O problema é que ndo ha valores, mas posso inventar uma area. Por exemplo,
se a area do triangulo inicial for 3m?, a area de cada tridngulo construido na
segunda fase é % e da terceira fase é Z a dividir por 4.

I: De que forma ter valores te ajudou? Agora que ja tens valores, é mais facil
determinar a expressao geral da sucessao?

S: Continuo na mesma, acho que ndo ajudou em nada porque nao sei como

representar que é a area do triangulo da fase anterior a dividir por 4.

No entanto, a prdpria aluna reconheceu que a estratégia adotada ndo a ajudou a
deduzir o termo geral da sucessdo, o que realca a dificuldade em transitar da manipulacdo de
valores concretos para a dedugdo algébrica, um aspeto central na passagem do estadio de

interiorizacdo para a fase de condensacao (Sfard, 1991).

Figura 22

Resolucdo da questdo 2.1.

-?-1)un;n~1
Y
U3:3-4 -2.1
g
Facs 4-
wel=3m® Fow 2:502 |uma. 3
= 2 3
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v

Nota. Fonte Propria.

104



Face a dificuldade demonstrada pela Sofia em determinar a expressdo geral da
sucessdo e de forma a garantir que a parte restante da tarefa ndo ficava condicionada, a

investigadora forneceu-lhe o respetivo termo geral.

I: A expressdo do termo geral da sucesséo (a,) faz-te lembrar algum contetdo
trabalhado nas aulas?
S: Nem por isso e jamais conseguiria chegar a esta expressdo... Nao me sai da

n-1 . .
cabeca que ——nao funcione.

A dificuldade em compreender por que motivo o termo geral da sucessdo é
1\~ 1 . R A . ~ n-1 . . ~ .
a, = (Z) , aliada a persisténcia na expressao a,, = — indica que a aluna ndo foi capaz de
condensar o processo de construcao dos termos, nem de estabelecer uma ligagao significativa

entre a regularidade identificada e a estrutura algébrica da sucessdo, o que sugere auséncia

de compreenséo relacional (Sfard, 1991; Skemp, 1976).

Questdo 2.2. — Determinar a expressao da soma dos n primeiros termos da sucessdo e analisar o
seu comportamento a medida que o nimero de fases aumenta.

Ao deparar-se com o termo “soma” no enunciado, a Sofia associou de imediato a
operacao de adi¢do, procedendo a soma dos trés primeiros termos da sucessao (Figura 23).
O facto de associar a palavra “soma” a operacao aritmética adicdo, revela uma compreensao

intuitiva, baseada numa a¢do nao quantificada (Herscovics & Bergeron, 1984).

Figura 23

Resolucdo da questdo 2.2.
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Nota. Fonte Propria.

Note-se que, apesar da investigadora lhe ter fornecido o termo geral da sucesséo, a

aluna recorreu apenas aos trés primeiros termos determinados anteriormente, apds ter
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considerado 3m? como a area do triangulo inicial (Figura 22). Perante estes valores, refletiu

sobre o comportamento da sucessao e da respetiva soma dos termos:

3, , T . . .
S: - € menor do que 3, logo a area vai diminuindo e, por isso, (a,) vai decrescer.

Portanto, o valor da soma também vai diminuir.
I: E vai diminuir infinitamente ou vai diminuir até atingir um determinado valor?
S: Acho que vai diminuir sempre, mas nao sei se é até um valor ou se é até +oo

Oou —oo,

Através dos trés primeiros termos da sucessdo, a Sofia reconheceu que a sucessao é
decrescente. Contudo, ndo compreendeu que, apesar dos termos diminuirem, o valor da soma
dos termos vai aumentando, ainda que com acréscimos cada vez menores. Esta dificuldade é
resultado de uma compreensdo ainda operacional, centrada na execucao de operagdes
concretas, como a soma dos trés primeiros termos, sem compreender a sucessao como um
todo estruturado, permanecendo, assim, na fase de interiorizacdo do conceito (Sfard, 1991).

Consequentemente, foi incapaz de interpretar o significado de uma soma infinita de
termos decrescentes, revelando incerteza conceptual ao afirmar “ndo sei se é até um valor ou
se € até +o0 ou —oo". Tais dificuldades evidenciam a auséncia de compreensdo relacional
(Skemp, 1976) e de compreensao por formalizacdo (Herscovics & Bergeron, 1984), dado que
nao conseguiu estabelecer conexdes entre os termos decrescentes e o comportamento da
soma dos termos da sucessao, nem recorreu a conceitos matematicos para justificar ou analisar
esse comportamento.

A ambiguidade expressa na possibilidade de a soma dos termos da sucessao tender
para —oo, apesar destes corresponderem a areas e, por isso, serem sempre valores ndo
negativos, denota uma certa incompatibilidade conceptual. Este facto sugere que a aluna ndo
mobiliza conscientemente os conceitos de convergéncia e limite, o que indica que ainda ndo
reificou o conceito de sucessdo como um objeto matematico independente (Sfard, 1991).
Permanece, assim, ancorada a uma compreensdo processual e fragmentada, centrada na

manipulagdo de termos concretos.

443. Consideragdes Finais

Como se caracteriza a compreensao do conceito de sucessdo?
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A abordagem da Sofia foi semelhante nas duas tarefas, oscilando entre a compreensao
intuitiva e a compreensao de procedimentos, segundo o modelo de Herscovics e Bergeron
(1984).

Numa fase inicial, a aluna manifestou uma compreenséo intuitiva da sucessdo ao
interpretar as figuras do enunciado e analisar os primeiros termos, conseguindo assim
identificar a regularidade presente, apoiada em percecdes visuais (Herscovics & Bergeron,
1984). Posteriormente, tentou traduzir cada regularidade observada por meio de uma
expressao geral, revelando uma compreensdo de procedimentos, sustentada em tentativas e
substituicdes numéricas. Ainda que na Tarefa 1 esta estratégia a tenha conduzido ao termo
geral da sucessdo, 0 mesmo ja ndo se verificou na Tarefa 2, em que, mesmo depois de Ihe ser
fornecida a expressao, ndo conseguiu articular a sua estrutura com o padrao identificado. A
dificuldade em traduzir algebricamente as regularidades observadas, revela, segundo Skemp
(1976), auséncia de compreensdo relacional, pois ndo conseguiu estabelecer conexdes

significativas entre os termos da sucesséo e a sua estrutura algébrica (Skemp, 1976).

Como acontece o processo de reificagdo do conceito de sucessdo?

A andlise das resolucdes da Sofia permite concluir que o processo de reificacdo do
conceito de sucessdo ndo se encontra consolidado (Sfard, 1991). Segundo esta autora, a
dependéncia visual pelas representacdes pictéricas evidencia que a aluna permanece na fase
de interiorizagdo, uma vez que ainda perceciona a sucessdo como uma sequéncia de ac¢des e
ndo como um objeto matematico independente que pode ser manipulado e analisado. A
natureza operacional e fragmentada da sua abordagem ficou patente, por exemplo, na
dificuldade em compreender a expressdo algébrica fornecida pela investigadora na Tarefa 2,
revelando incapacidade de articular a sua estrutura com a regularidade observada.

Na Tarefa 1, a auséncia explicita da palavra “soma” pode ter contribuido para a
dificuldade de interpretar o enunciado da questdo, sendo claras as fragilidades da Sofia em
mobilizar de forma auténoma os conhecimentos previamente adquiridos. Um aspeto
particularmente revelador é o facto de, em momento algum das tarefas, a aluna ter articulado
a estrutura de construcdo das sucessdes com os conceitos de progressdo aritmética e
geométrica, o que denota uma compreensdo ainda bastante ancorada em procedimentos

isolados, sem evidéncia de compreensdo estrutural (Sfard, 1991).
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5. CONCLUSOES

A presente investigacao visou analisar de que forma os alunos do 11.° ano mobilizam
0s seus conhecimentos sobre sucessdes na resolucdo de tarefas.

Para atingir o objetivo inicial, implementaram-se duas tarefas que, apesar de
assentarem na mesma constru¢do geométrica, um triangulo equildtero dividido
sucessivamente, apresentavam graus de abertura distintos. O enunciado da Tarefa 1 e a
formulacdo das respetivas questdes eram mais orientados, ainda que, em nenhum momento,
se mencionasse diretamente o conceito de progressao aritmética. Em contraste, o caracter do
enunciado da Tarefa 2 era mais aberto, permitindo diferentes interpretacdes e estratégias de
resolucdo. Conforme defende Ponte (2005), tarefas com maior grau de abertura tendem a
suscitar abordagens mais diversificadas por parte dos alunos, o que se confirmou,
nomeadamente, na deduc¢do do termo geral da sucessdo da segunda tarefa. A diversidade de
estratégias observadas, encontra-se em consonancia com as orientagdes estabelecidas nas
mais recentes Aprendizagens Essenciais de Matematica A, para o ensino secundario, que
caracterizam uma tarefa promissora como aquela que, entre outros aspetos, permite diferentes
estratégias de resolucao (Silva et al., 2023).

Varios autores (e.g., Gafanhoto & Canavarro, 2012; Silva et al., 2023) salientam que a
selecdo criteriosa das tarefas matematicas constituiu uma dimensao fundamental da acao
pedagogica, dado o papel central que assumem no processo de ensino e aprendizagem. A
evolugdo da compreensdo do Vasco ao longo das tarefas propostas corrobora a relevancia das
tarefas matematicas enquanto catalisadoras do desenvolvimento do pensamento matematico,
sendo evidente o seu potencial para transformar a forma como os alunos se apropriam dos
conceitos. Com efeito, o aluno passou de uma aplicagdo mecanica de procedimentos
desprovidos de significado, para uma abordagem progressivamente mais estruturada e
fundamentada, demonstrando uma reorganizacao significativa do seu raciocinio.

A metodologia adotada neste projeto de investigacdo enquadra-se numa abordagem
de natureza qualitativa, centrada na analise de um estudo de caso coletivo, composto por
quatro casos individuais. A recolha de dados teve por base a observagao participante e nao
participante, entrevistas semiestruturadas e a recolha e andlise das producdes escritas dos
alunos participantes durante a implementacdo das tarefas nas sessdes de trabalho,
previamente acordadas com cada aluno em horario extra letivo. Procurou-se, assim, responder
as seguintes questdes de investigacao:
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1. Como se caracteriza a compreensao do conceito de sucessao?

2. Como acontece o processo de reificagdo do conceito de sucessao?

Para caracterizar o tipo de compreensao que os alunos manifestam relativamente ao
conceito de sucessdo, recorreu-se a dicotomia defendida por Skemp (1976), que distingue a
compreensao instrumental da compreensao relacional, bem como ao modelo de Herscovics e
Bergeron (1984), que amplia esta visdo ao propor quatro modos de compreensao: intuitiva, de
procedimentos, abstracdo matematica e formalizagao.

Paralelamente, recorreu-se a teoria da reificacdo de Sfard (1991), que clarifica como os
conceitos matematicos podem ser concebidos, operacionalmente como processos ou
estruturalmente como objetos. Apesar das diferencas entre as duas concegdes, a autora
considera que sdo complementares, preferindo, por isso, falar em dualidade em vez de
dicotomia. As fases da interiorizacdo, condensacao e reificagdo revelam um percurso evolutivo
em que os objetos e processos se vao agregando em unidades cada vez mais compactas até

gue se formem novos objetos matematicos.

Como se caracteriza a compreensdo do conceito de sucessdo?

A anélise das resolucdes dos alunos permitiu identificar os diferentes modos de
compreensao dos conceitos matematicos definidos por Skemp (1976) e, mais tarde, ampliados
por Herscovics e Bergeron (1984). A observacdo das tarefas, nomeadamente nos momentos
em que os alunos recorrem as férmulas associadas as progressdes aritmética e geométrica e
aos procedimentos para justificar a sua natureza, revela que, em muitos casos, a compreensao
permanece ancorada em procedimentos previamente memorizados e aplicados de forma
mecanica (Herscovics & Bergeron, 1984; Skemp, 1976). Verifica-se, assim, a prevaléncia da
compreensao de natureza instrumental, centrada na execugao de algoritmos e aplicagdo de
regras, sem que se evidencie uma compreensdo significativa dos principios subjacentes aos
métodos utilizados (Skemp, 1976). Ndo obstante, em determinadas situacdes, alguns alunos
evidenciam progressos no sentido de uma compreensao relacional do conceito de sucessao,
ao articularem os procedimentos usados com o seu fundamento (Skemp, 1976).

Num primeiro momento, observou-se que todos os alunos iniciaram a resolucédo das
tarefas revelando compreensao intuitiva do conceito de sucessao, ancorada na percecdo visual
da regularidade inerente a cada construcdo, que constituiu o ponto de partida para a

formulagédo do termo geral da sucessao (Herscovics & Bergeron, 1984).
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A forma como procederam a deducdo do termo geral de cada sucessdo evidenciou
uma compreensdo de procedimentos, embora com abordagens distintas, que se refletem em
diferentes niveis de compreensdo do conceito, nos termos propostos por Skemp (1976). Por
um lado, alunos como o Vasco, a Sofia e o Bernardo na Tarefa 1, deduziram as expressdes
algébricas a partir das regularidades estruturais subjacentes a cada construcdo, sem recurso
prévio as férmulas do termo geral das progressdes. O Vasco, em particular, construiu
expressdes que, desde a primeira formulacdo, se aproximaram significativamente do termo
geral correto, evidenciando uma compreensao de procedimentos, acompanhada de indicios
de compreensdo relacional, patente na percecdo da relacdo entre a regularidade identificada
e a expressdo algébrica que a representa (Herscovics & Bergeron, 1984; Skemp, 1976). A Sofia,
por sua vez, apoiou-se na analise dos primeiros termos e em sucessivas tentativas e
substituicdes numéricas, que a conduziram a expressdo correta na Tarefa 1. Contudo, na Tarefa
2, mesmo apos lhe ter sido fornecido o termo geral, ndo conseguiu estabelecer uma
correspondéncia entre a estrutura algébrica e o padrdo observado nos termos da sucessao.
Esta limitacdo reflete-se numa compreensao de procedimentos de natureza instrumental,
desprovida de compreensao relacional (Herscovics & Bergeron, 1984; Skemp, 1976).

Por outro lado, o Tomé comecou por identificar a natureza da progressao, com base
nos conhecimentos prévios que detém sobre cada progressdo. Posteriormente, recorreu a
fébrmula do termo geral para obter a respetiva expressdo algébrica. A compreensdo
instrumental tornou-se particularmente evidente em situacdes como esta, em que os alunos
aplicaram diretamente as férmulas do termo geral e da soma dos termos da progressao.
Nestes momentos, a compreensao permaneceu centrada na aplicacdo mecanica de algoritmos
memorizados, carecida de analise significativa da estrutura subjacente as férmulas aplicadas
(Skemp, 1976).

Relativamente a classificacdo da natureza de cada progressdo, embora tanto o
Bernardo como o Vasco tenham recorrido aos procedimentos aprendidos, observou-se uma
diferenca significativa a luz da distingdo proposta por Skemp (1976). Por um lado, o Bernardo
mostrou compreender a logica subjacente aos métodos utilizados, caracteristico da
compreensao relacional (Skemp, 1976). Ja o Vasco, numa fase inicial, limitou-se a reproduzir
os métodos memorizados, desprovidos de qualquer significado, o que se traduz numa
compreensao de natureza instrumental (Skemp, 1976).

O modo de compreensdao por formalizacdo definido no modelo proposto por

Herscovics e Bergeron (1984) manifestou-se em episddios pontuais, nos quais alguns alunos
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revelaram a capacidade de operar sobre expressdes algébricas como entidades matematicas
dotadas de significado. Tal foi particularmente visivel quando mobilizaram a nocdo de limite
para estudar o comportamento da soma dos termos, recorrendo a notagdo e ao simbolismo
matematico, ndo apenas como instrumento de calculo, mas também como meio para justificar
as suas conjeturas, o que denota uma compreensado mais relacional do conceito (Skemp, 1976).

Por sua vez, a compreensdo por abstracdo matematica foi a menos evidente, apesar de
se terem identificado alguns episddios representativos deste modo de compreensdo. Um
exemplo ocorreu quando o Tomé optou por representar o lado do triangulo inicial pela variavel
[, em vez de lhe atribuir um valor arbitrario, como o Bernardo e a Sofia fizeram. Com esta
escolha, pretendia generalizar e manipular a expressao do termo geral da sucessao e da
respetiva soma dos termos, independentemente do comprimento do lado do triangulo inicial.
Também o Bernardo demonstrou este modo de compreensdo ao estabelecer um paralelismo
entre a expressdo da sucessao u, = 4n — 3 e a funcdo afim f(x) = 4x — 3, utilizando o facto
de esta representar uma reta de declive positivo para justificar o crescimento dos termos da

sucessdo e, consequentemente, da sua soma.

Como acontece o processo de reificagdo do conceito de sucessdo?

A analise dos dados permite concluir que a concecdo do conceito de sucessao, por
parte dos alunos, se mantém maioritariamente no plano operacional, o que se reflete na
predominancia da fase inicial do processo de reificagdo, a interiorizagdo (Sfard, 1991). Ainda
assim, foi possivel identificar momentos significativos em que alguns alunos evidenciam uma
concecdo mais estrutural da sucessao, reveladores de progressos para a fase de condensacao
(Sfard 1991). No entanto, em nenhum dos estudos de caso se pode afirmar que o conceito de
sucessao se encontra plenamente reificado (Sfard, 1991).

O estadio de interiorizacdo corresponde a fase inicial do processo de reificacdo, na qual
o conceito é concebido de forma operacional, através da manipulacdo de objetos matematicos
de nivel inferior, como as representagdes pictoricas ou os termos concretos da sucessao (Sfard,
1991). Um exemplo claro desta fase emergiu na abordagem inicial dos alunos as tarefas
propostas. Na Tarefa 1, todos comecaram por contar os triangulos das figuras do enunciado
para determinar os trés primeiros termos da sucessdo. Analogamente, na Tarefa 2, a excegdo
do Vasco, atribuiram um valor arbitrario ao lado e a area do triangulo inicial, para determinar
os termos iniciais da sucessdo. De igual forma, para analisar o comportamento da soma dos

termos da progressdo aritmética, tanto o Bernardo como o Tomé recorreram a comparagao
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das somas Sg e Sy para inferir que a medida que o nimero de fases aumenta, o niUmero total
de triangulos também aumenta. Estas estratégias evidenciam uma forte dependéncia na
manipulagdo de casos particulares, sendo o reflexo de uma abordagem predominantemente
operacional, caracteristica da fase inicial do processo de reificagdo (Sfard, 1991).

Outro indicador da fase de interiorizacao € a aplicacdo direta das férmulas do termo
geral e da soma dos n primeiros termos de cada progressao, sem compreensao da estrutura
subjacente. Alguns alunos mostraram-se proficientes na aplicacdo destes algoritmos, o que se
traduz numa concegdo operacional do conceito de sucessao (Sfard, 1991).

Relativamente as progressdes, o modo como o Bernardo e o Vasco identificaram e
justificaram a sua natureza permite localiza-los nos estados iniciais do processo de reificagao
de Sfard (1991). No caso do Bernardo, apesar do caracter essencialmente operacional dos
procedimentos reproduzidos para identificar a natureza da progressdo, o aluno revela
compreender a légica subjacente aos processos aplicados, o que denota uma apropriacao
estrutural do conceito e um progresso para o estadio de condensagdo (Sfard, 1991). Pelo
contrario, o Vasco inicialmente demonstra ndo compreender a légica dos procedimentos
utilizados, sinal de que permanece no estadio de interiorizagdo, ainda ancorado a uma
concecdo puramente operacional do conceito (Sfard, 1991). Contudo, no decorrer das tarefas,
comeca a articular progressivamente os métodos memorizados e a estrutura subjacente a cada
progressao. Por conseguinte, verifica-se que o conceito comega a ser condensado,
manifestando uma concecao gradualmente mais estrutural (Sfard, 1991).

A auséncia de qualquer conjetura por parte da Sofia relativamente ao comportamento
da soma dos termos das sucessdes reforca a ideia de que ndo desenvolveu uma compreensdo
condensada do conceito de sucessao, permanecendo com uma concecao operacional,
centrada na execucao de acdes elementares, em detrimento da percecdo da sucessdo como
um objeto matematico manipulavel (Sfard, 1991). Tal limitacdo torna-se particularmente
evidente na dificuldade demonstrada pela aluna em transitar da manipulacdo de termos
concretos para a dedugdo algébrica, um aspeto central na passagem do estaddio de
interiorizacdo para o de condensacao (Sfard, 1991).

Alunos como o Bernardo e o Vasco ao traduzirem algebricamente as regularidades
observadas, sem recorrerem a férmulas previamente memorizadas, demonstraram que a sua
concecao do conceito ultrapassa o plano meramente operacional, aproximando-se de uma
concecao estrutural da sucessdo, caracteristica da fase de condensacao do conceito (Sfard,

1991). Este progresso € também visivel quando o Bernardo estabelece um paralelismo entre a
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sucessdo u, = 4n — 3 e a funcao afim f(x) = 4x — 3, utilizando o declive positivo da reta para
justificar o crescimento dos termos da sucessdao. O aluno revela, assim, capacidade de
investigar o comportamento da progressao sem se focar na analise termo a termo.

A forma como os alunos, a excecao da Sofia, mobilizam a nocao de limite para analisar
o comportamento da soma dos termos da sucessao, revela um avanco significativo para uma
concecdo mais estrutural do conceito (Sfard, 1991). Ainda que, inicialmente, alguns tenham
recorrido a casos particulares, é notério que passam a conceber a soma dos termos como um
todo, sobre o qual formulam conjeturas fundamentadas, o que constitui um indicador da

transicdo para o estadio de condensacao do conceito (Sfard, 1991).

Por fim, a analise das resolu¢des dos alunos evidencia que as conce¢des operacional e
estrutural do conceito de sucessdo ndao sdo mutuamente exclusivas, mas antes
complementares, como defendido por Sfard (1991). Um exemplo particularmente elucidativo
é a deducdo da expressdo geral da sucessdo da Tarefa 1 por parte do Vasco, em que o aluno
recorre a uma regra conhecida, associada a variacdo constante entre termos consecutivos.
Ainda que se trate de um procedimento, o facto de ser acompanhado de uma explicagdo que
demonstra que o aluno compreende o funcionamento do método, na 6tica de Skemp (1976),
permite classificar a compreensdo como relacional. A concecdo do Vasco integra, portanto,
simultaneamente a execucdo de procedimentos e a compreensao da relacao entre a
regularidade observada e a estrutura algébrica da expressdo obtida, refletindo a dualidade
conceptual proposta por Sfard (1991), segundo a qual uma compreensdao matematica
profunda resulta da articulagdo das concecdes operacional e estrutural.

Em termos de limitacdes do estudo, destaca-se, o numero reduzido de estudos de caso
considerados. Apesar de na selecao dos quatro alunos participantes se ter procurado garantir
alguma diversidade, uma amostra mais alargada poderia proporcionar uma analise mais
abrangente da compreensao do conceito de sucessao. Acresce que o intervalo temporal em
gue se desenvolveu a investigagdo foi relativamente curto, o que impossibilita acompanhar a
evolugdo das concegdes dos alunos ap0s a realizacdo das tarefas. Neste sentido, investigagdes
futuras de caracter longitudinal poderdo contribuir para compreender de que forma o
processo de reificacdo do conceito se consolida, se aprofunda ou, eventualmente, se dissipa

ao longo do tempo.
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Anexo 1: Planificagdo anual por temas

REPUBLICA
PORTUGUESA
premreres
11.° Ano - MATEMATICA A
Ano Letivo 2024/2025
Planificagdo anual por temas
Semestre (S) Temas Unidades N.° de tempos (50 min.)
Trigonometria: angulos retos, angulos obtusos e resolucao de triangulos 3
Tri . Angulos orientados, angulos g lizados e rotacoes 9
nge 1a
Razoes trigonométricas de angulos generalizados 12
= . 16
1.° SEMESTRE Funcoes trigonométricas
Declive e inclinacao de uma reta no plano 10
Geometria Analitica | produto escalar de vetores 12
Equacdes de planos no espago 9
TOTAL 80
Estatistica (*) Caracteristicas amostrais 10
~ Progressoes aritméticas e geomeétricas g
Sucessoes
Limites de sucessoes 6
- s 9
2.° SEMESTRE ) Limite segundo Heine de funcoes reais de variavel real
Fungdes Reais de Continuidade de funcées 9
Variavel Real Assintotas ao grafico de uma funcio 12
Derivadas de funcdes reais de variavel real e aplicacdes 12
TOTAL 75

(*) A unidade “Amostras bivariadas e coeficiente de correlacao” sera lecionada no 12° ano (ano letivo 2025/26)

Atividades suplementares: atividades de pesqmsa/ lnvestlga;ao (individual ou em grupo); atividades de revisao, recuperacao consolidacao ou ampliacao de conhecimentos; atividades de articulacao

curricular; avaliacdo iva (fichas de ¢do, q aula; etc.); avaliagao sumativa (questdes aula, mini testes, testes, etc.)

Areas de competénclas do petﬂl do aluno (ACPA): A - Linguagens e textos; B - Informacao e comumcagao. C - Raciocinio e resolucao de pr D- critico e p criativo; E -
Relaci P - D pessoal e G - B tar, saude e ; H - Sensibilidade estética e amstlca | - Saber cm\tmco técnico e ‘ecnolog:co, J - Consciéncia
e dominio do corpo

Planificagdo de Matematica A= 11.2 Ano Ano Letivo 2024/25
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Anexo 2: Planificacdo de tema — Sucessdes

REPUBLICA
PORTUGUESA
acho

11.° Ano - MATEMATICA A
Ano Letivo 2024/2025

Tempos Aprendizagens Essenciais: competéncias Descritores do | Instrumentos
Dominio/Tema Conteudos Letivos capacidades e atitudes i Perfil do Aluno | de AvaliagSio
Calculo de termos, termo geral, ordem
dos termos de uma sucessio e Conhecedor/
representacdo de sucessées; Sabedor/ Culto/
4 ia de uma 30 de R probl \ o (A.8,G,1,J)
Sucessdes de reais; sucessdes  limitadas, sucessdes definidas  por Testes e
numeros reais Sucessao limitada; 9 recorréncia, progressdes aritméticas e progressdes CA'““‘V: minitestes
Sucessdes definidas por recorréncia; geométricas (termo geral e soma de n termos “.c.o
Termo  de des aritméticas consecutivos). Critico/Analitico
e e cbc | Trabalhode
geometricas; grupo
Soma de um numero finito de termos de
progressdes aritméticas e geométricas. Sistematizador/
organtzador Apresentacio
Sucessoes (4,8,C,1,0) oral
(A,F,G,1,J)
Comunicador Poster
(4,B,D,E H) Cientifico
Conceito de limite de sucessao; Participativo/
Suc .° € t u'nar N N Conhecer o conceito de limite de uma sucessao (casos colaborador Projeto de
Limites de soes € dosml;:i:se d;";:‘c 2. 6 de convergéncia e de limites infinitos); (8,C,D.EF) turma
sucessdes noprecaces . : Relacionar a convergéncia com a monotonia e a | gesponsivel/
Limites infinitos. Indeterminacoes; limitagso. autd
Le de indeterminacdes. : (C,D,EF,G,1,J)
[ Ori prendi Essenciais (AE) e Perfil do aluno a saida da escolaridade obrigatoria (PASEO)
Planificagdo de Matematica A—11.2 Ano Ano Letivo 2024/25

125



126



Anexo 3: Plano de aula 11.° ano

Plano da 17% e 182 Aula dada de Matematica A — 11.° CT2
Professora estagiaria Francisca Fernandes
17 de margo de 2025

TEMA: SUCESSOES - LIMITES DE SUCESSOES

Sumario:

an+b

Limite da sucesséao de termo geral u, = P
n

Operagdes com limites finitos.

Resolugao de exercicios de aplicagédo da ficha de trabalho “Limites finitos”.

Recursos do Professor: Recursos do Aluno:
e Quadro e canetas . Papel, lapis, caneta e borracha

o Computador com internet e projetor *  Manual “Novo Ipsilon 11" — Parte 2

antb ,, . Kits tecnoldgicos (1 por grupo)

e Recurso do GeoGebra “Limite da sucessédo u, = -
cn

https://www.geogebra.org/classroom/sg67w7ex

o Ficha de trabalho “Limites finitos” (Anexo A)

Objetivos de Aprendizagem dos Alunos

Objetivos Gerais: Objetivos Especificos:
. Desenvolver o raciocinio e o pensamentomatematico. . Determinar o limite da familia de sucessoées (u,) de
X X t I _ an+b
e  Promover o espirito de equipa e o trabalho em grupo. ermo geral u, = —~— .
. Fortalecer a comunica¢do matematica. . Reconhecer e aplicar as regras operatérias com limites
. - i finitos.
. Desenvolver a capacidade de espirito critico e de
discusséao de ideias e estratégias utilizadas. . Melhorar a capacidade de investigacdo e descoberta
auténoma.

Acobes a desenvolver com os Alunos:
. Distribuir um exemplar da ficha de trabalho (Anexo A) a cada aluno e explicar brevemente a sua estrutura.

. Projetar a tarefa e promover a analise e discussdo, em grupo turma, das conclusdes obtidas na sua resolugao,
incentivando a identificacdo de padrdes e condi¢gdes que influenciam o comportamento do limite da sucessdao em

estudo.
. Generalizar e sistematizar as conclusdes obtidas.
. Resolver o exercicio 2 da ficha de trabalho.

. Projetar a segunda parte da ficha de trabalho “Operagdes com limites finitos” e, em conjunto com a turma, preencher

as propriedades das operagdes com limites finitos dadas duas sucessdes convergentes. Paralelamente, aplicar a
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~ . ~ an 1
operacao estudada a dois exemplos de sucessodes concretos: u, = oV = 3——=.

-2n n2
. Resolver o exercicio 3 da ficha de trabalho.

. Realizar uma breve sistematizagao dos contetudos referentes ao calculo de limites abordados até ao momento.

Desenvolvimento da aula/Estratégias:

Para a presente aula, preparou-se uma ficha de trabalho (Anexo A) composta por trés partes: “Limite da sucesséo u, =

thy o« = - NP - o -
% , “Operagdes com limites finitos” e “Exercicios de aplicagcdo”. Esta estrutura tem como objetivo acompanhar os
n

diferentes momentos da aula e facilitar a organizagédo dos alunos. Na primeira parte, encontra-se uma tarefa na qual os

- . . " W oo = +b oy
alunos, com o auxilio da tecnologia, mais especificamente o recurso do GeoGebra “Limite da sucesséo u,, = % preparado
n

previamente, devem observar como a variagdo dos parametros a, b, ¢ e d afeta o comportamento do limite da sucesséo u,, =

an+b

o oM a, b,ced €R,cn+d # 0,V n € N. Esta parte inclui ainda um espago destinado a generalizagao das conclusdes

obtidas, culminando num exercicio de aplicagédo direta dos diferentes casos observados. A segunda parte diz respeito as
operagdes com limites finitos, incluindo um espago para o registo das propriedades operatérias, que sao simultaneamente
aplicadas a dois exemplos concretos de sucessdes convergentes contemplados na ficha. De seguida, o exercicio 3 requer
a aplicagéo direta das regras operatérias estabelecidas. Por fim, na terceira parte encontra-se a compilagao de quatro

exercicios que integram os conceitos abordados ao longo da aula, de modo a consolidar os conhecimentos adquiridos.

No primeiro momento da aula, a professora ira distribuir um exemplar da ficha de trabalho a cada aluno e explicar brevemente
a sua estrutura. Os alunos terdo 20 minutos para resolver a tarefa, em grupo, com o auxilio da tecnologia. Durante este
momento, a professora devera circular pela sala de aula para acompanhar o progresso dos alunos, esclarecer eventuais

duvidas e garantir que todos os alunos estéo envolvidos na execugéo da tarefa.

Posto isto, segue-se, em grupo turma, uma discussao sobre os diferentes comportamentos do limite da sucessao em fungao
dos valores numéricos utilizados. Esta partilha das conclusdes observadas servira de base para generalizar os resultados,
que os alunos deveréo sistematizar na ficha de trabalho, no espacgo destinado para esse fim. A professora devera orientar
o debate para que os alunos identifiquem as diferentes possibilidades para o limite da sucesséo e reconhegam padroes e

condi¢des que influenciam o seu comportamento.

O segundo momento da aula sera dedicado a resolugéo do exercicio 2 da ficha de trabalho que consiste na aplicagéo direta
das conclusdes resultantes da realizagdo da tarefa. Durante este momento, a professora ira circular pela sala de aula de
modo a supervisionar o trabalho dos alunos e a fornecer apoio individualizado aos que precisem. Simultaneamente, as

alineas serao resolvidas no quadro pelos alunos.

O terceiro momento da aula sera dedicado ao estudo das operagdes com limites de sucessdes finitos. Para tal, a professora
devera projetar a segunda parte da ficha de trabalho e, em conjunto com a turma, preencher as propriedades das operagdes

com limites de sucessdes convergentes. Paralelamente, serdo trabalhados dois exemplos concretos de sucessodes: u, =

an 1 . . . ~ ~ .
T = 3 — =, para as quais se realizara a operagéo correspondente, de modo a estabelecer a conex&o direta entre a
—=in n

teoria e a pratica. Durante este momento, a professora devera incentivar a contribui¢cdo e participagéo ativa dos alunos.

Por fim, procede-se a resolugédo do exercicio 3 da ficha de trabalho que consiste na aplicagéo direta das operagdes com
limites finitos. Durante este momento, a professora devera circular pela sala de aula de modo a supervisionar o trabalho dos
alunos e a fornecer apoio individualizado aos que precisem. Simultaneamente, as alineas seréo resolvidas no quadro pelos

alunos.

A aula termina com uma breve sistematizagédo dos conteldos referentes ao calculo de limites abordados até ao momento e
com a atribuicdo do T.P.C. O T.P.C. sera ajustado ao ritmo da turma e tendo em consideracdo que a préxima aula de

matematica ocorrera no dia seguinte, juntamente com o teste de avaliagdo da disciplina de Fisico-Quimica.
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Observagoes/Aprendizagem complementar (Cumprimento do plano/alteragdes ao plano, metodologias a adotar, casos

particulares...)

1. Durante a resolugdo dos exercicios, sempre que necessario, a professora devera dar um apoio mais individualizado,
observando as dificuldades dos alunos na aplicagdo dos conteudos previamente trabalhados e na compreensao dos

conceitos abordados.

2. Durante os momentos de trabalho autbnomo, caso seja necessario, a professora interrompera a aula para destacar

pormenores importantes ou esclarecer duvidas especificas.

3. Caso o ritmo da aula seja mais acelerado do que o previsto, o plano B consiste em dar continuidade a resolugéo dos

exercicios propostos na terceira parte da ficha de trabalho.

4. Atarefainicial da ficha de trabalho resulta da adaptacédo da “Tarefa 13” constante no Manual “Novo Espago 11” — Parte
2",

an

o i = +by o : x .
5. O recurso do GeoGebra “Limite da sucesséo u, = 7 foi desenvolvido em colaboragao com a colega do nucleo de

cn+

estagio Carolina Almeida.

Antevisao - Possiveis dificuldades dos alunos:
1. Dificuldade em identificar os limites das sucessdes a partir da sua representacao grafica fornecida pelo GeoGebra.

2. Dificuldade em observar como a variagéo dos parametros a, b, c e d afeta o comportamento do limite da sucesséo u,, =

an+b
cn+d’

coma,b,ced ER,cn+d #0,vn €N.

3. Dificuldade em identificar e aplicar corretamente as regras de opera¢des com poténcias.

Avaliagao:

A avaliagao dos alunos sera baseada em apontamentos referentes aos seguintes aspetos:
e  Aplicagédo de conhecimentos matematicos adquiridos anteriormente;
. Participagao na resolugéo e discussao da tarefa;
. Colaboragao com a professora e com os colegas no estabelecimento das propriedades operatérias com limites finitos;
. Colaboragao com a professora e com os colegas na resolugédo dos exercicios;
. Uso da terminologia e simbologia adequada;
. Participagao dos alunos na aula;

. Comportamento na sala de aula.

Balango:

Para estas aulas, a professora estagiaria construiu uma ficha de trabalho composta por trés partes: “Limite da sucesséo

+hy = e oo o .~ P . ot
=2 “Operagdes com limites finitos” e “Exercicios de aplicagio”. Esta estrutura tinha como objetivo acompanhar os

T cn+d

diferentes momentos da aula e facilitar a organizagdo dos alunos. A primeira parte era composta por uma tarefa na qual os

alunos, com o auxilio do GeoGebra, analisaram como a variagao dos parametros a, b, ¢ e d afeta o comportamento do limite

~ an+b
da sucessado u, = .
cn+d

Esta parte incluia também um espago destinado a generalizagcdo das conclusées obtidas,
culminando num exercicio de aplicagéo direta dos diferentes casos observados. Na segunda parte, o foco eram as operagdes
com limites finitos, incluindo um espacgo para o registo das propriedades operatérias e a sua aplicagdo a exemplos concretos.
Por fim, a terceira parte era composta por quatro exercicios que exigiam a aplicagdo dos conceitos trabalhados ao longo

das ultimas aulas.

As aulas decorreram conforme o planeado, sendo possivel cumprir todos os momentos estabelecidos, com a participagéo
ativa dos alunos. Desta forma, foram cumpridos os objetivos estipulados e os alunos conseguiram desenvolver as

competéncias pretendidas.

Na reunido do nucleo de estagio, foi unanime a opinido que os alunos compreenderam bem os diferentes casos associados
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. . ~ +b . . ,yr ~
ao calculo do limite da sucesséo u, = %. Sublinhou-se que o recurso do GeoGebra foi extremamente util na exploragdo

cn

das varias situagdes, pois permitiu aos alunos observar de forma clara como a variagdo dos pardmetros afeta o

comportamento do limite da sucesséo, garantindo uma compreenséo mais visual do conceito.

No entanto, foram evidentes algumas dificuldades relativamente as propriedades operatérias com limites finitos, uma vez
que exigem um maior grau de abstragao. Face a isto, sugeriu-se uma pequena alteragéo na estrutura da ficha de trabalho,

propondo-se que os exemplos fossem trabalhados primeiro e s6 depois se proceder a respetiva generalizagao.

As professoras presentes na aula sublinharam que existiu uma evolugéo significativa face as aulas lecionadas anteriormente,
sendo notério uma melhor marcacéo dos diferentes momentos da aula. Este facto permitiu uma condugéo mais fluida da

aula, garantindo uma transigao natural entre as tarefas e evitando periodos de inatividades.

Durante este bloco de aulas, a professora estagiaria sentiu-se menos ansiosa e mais confiante na gestéo e condugao das
mesmas. Considera-se que isto se deve, em grande parte, a relagdo de confianga estabelecida entre a professora e os
alunos, o que contribuiu para o sucesso das aulas. Na reunido de nucleo de estagio, esta dimensao relacional foi igualmente
destacada como crucial para uma gestéo eficaz do comportamento e para o envolvimento ativo dos alunos, mesmo diante

de contetidos mais desafiantes como o conceito de limite.

Neste sentido, elogiou-se a observagao incluida no plano de aula que destaca a necessidade de, no momento de atribuir o
T.P.C., considerar o ritmo da turma e as circunstancias externas como o teste de Fisico-Quimica que os alunos tinham no

dia seguinte.
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Anexo 4: PowerPoint “Medidas de amplitude em radianos”

Medidas de amplitude em
radianos

Matematica A - 11.° Ano
Ano Letivo: 2024/2025

Radiano

Um radiano é a amplitude de um dngulo ao centro de uma circunferéncia
que nela defermina um arco de comprimento igual ao raio.

Nota: O radiano ndo depende da escolha da circunferéncia,

Q)

]

Exemplos

1. Consideremos duss circunderéncias concénticas, de centro no ponto O, cujos raios medem 2 &

3 e as medidas dos comprimentos dos arcos AB e CD sB0 2 e 3, respetivamente

Exemplos

|

1. Consderemos duas arcunferéncias conointaces, de centro no ponko 0, cujos raws medem 2 ¢

3 e as medidas dos comprmentos dos arcos AB e CD sdo 2 e 3, respetivamente.

« Como o comprimento do arco AB ¢ 2, ontho o amplitude do

Angulo a0 centro AOB ¢ 1 rad (A0B = 1 rad)

Como o comprimento do arco CD 3, ertio a amplitude do

Angulo ao centro COD & 1 rad (COD = 1 rad)

—

Exemplos

2. Consideremos uma arcunferéncia de centro no ponto 0. Sabe-se que a medida do comprimento

do arco AB & igual a0 dilimetro da ciscunderéngia, Qual & a ampiitude do dngulo 30 centio AOB?

—

Exemplos

2. Consideremos uma circanleréncia de centro no ponto 0. Sabe-se que a medida do comprimento

do arco AB ¢ igual a0 didmetro da crcunferénca. Qual é a amplitude do dngulo 20 centro AOB?

—2

Como o comprimento do arco AB ¢ 2r. enldo a amplitude do

angulo a0 centro AOB 6 2 rad (0B = 2 rad).

-1

Exercicio

1. Numa crcunferéncia com 4 cm de rai0, um aeco com 2 cm de compnmento lem amplitude gual a

(W) rad (8) Trad (€) rad (0)2rad

Qual &, em radianos, a ampiitude de um 3ngulo giro?
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Qual &, em radianos, a2 amplitude de um dngulo giro? Qual ¢, em radianos, a amplitude de wm dngulo giro?
«  Comprimento da circunferéncia de raio r: 2 r +  Comprimento da circunferéncia de rao r: 2 r
2rr 2z,
Logo, um dngulo giro lem 2y radianos de amplitude Logo, um dngulo giro tem 2 radianos de amphitude
Qual 6, em radianos, a amplitude de um dngulo raso?
Qual &, em radianos, a amplitude de um dngulo giro? Qual é, em radianos, a amplitude de um dngulo giro?
+ Comprimento da circunferéncia de ran r: 2 T « Comprimento da circunferéncia de rao r: 2 r
2rr! 2rr
Logo, um dngulo giro tem 2 radianos de amplitude Logo, um dngulo giro tem 2 radianos de amplitude
Qual é, em radiancs, a amplitude de um dngulo raso? Qual ¢, em radianos, a amplitude de um dngulo raso?
Se um dngulo giro tem 2 radianos de ampliude, entdo um dngulo raso tem wr radlanos de amplitude. Se um dngulo giro tem 2 radianos de amplitude, entdo um dngulo raso tem mr radlanos de amplitude
Qual ¢, em radianos, a amplitude de um dngulo reto?

11

12

Qual ¢, em radianos, a amplitude de um angulo giro?
+ Comprimento da circunferéncia de raio r: 21

2zr
Logo, um dngulo giro lem 2 radianos de amplitude

Qual 6, em radianos, a amplitude de um dngulo raso?

Se um dngulo giro tem 2x radsanos de ampltude, ent3o um dngulo raso tem i radianos de amplitude

Qual ¢, em radianos, a amplitude de um dngulo reto?

Se um dngulo raso tem i radianas de amplitude, entdo um angulo reto tem "adianos de amplitude

—I Conversao de graus para radianos (ou vice-versa)
Para converler radianos em graus ou graus em radianos, podemas usar uma regra de trés simples
partindo da correspondéncia
180° —  rad

13

14

—I Conversao de graus para radianos (ou vice-versa)

Pasa convertor radianos om grous ou graus om rodanos, podemos sar umo regra do trés simples

parindo da correspondénca
180° — mrad
Exemplo: Converso de 30° para radianos
180° — wrad S OX
30° — xrad 180

Potanio, 30° = Srad

—I Exercicios
2. Corwerte em radianos
0) 330° b) 450 ) ~-288*
Exercicios do manual 91.1,91.3,91.6
3. Conwerte em graus:
S &
a) ?ud b) = z?rad
Exerckoios do manual: 80.2, 90.3, 90.4, 90.6
L

15
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Tabela Trigonométrica

30*

45°

60°

Circunferéncia Trigonométrica

17
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Anexo 5: Tarefa “Reducdo ao 1.° Quadrante”
MATEMATICA A 11.° ANO

Nome: Turma: Data: __ / /

TEMA: Redugao ao 1° Quadrante

Acede a www.geogebra.org/classroom e digita o cédigo UTBF 7F5J. Em alternativa, acede

através do QR Code disponivel. Insere o nome de todos os elementos do grupo.

1. Desloca o ponto P ao longo da circunferéncia trigonométrica, de modo a que o angulo «

pertenca ao 1° Quadrante. Escreve as coordenadas do ponto P em fungéo de a.

2. Seleciona a opgéo “angulo —a”.

a) Indica as coordenadas do ponto P; em fungéo de a.

n |V

b) Na figura ao lado, representa o ponto P, e o angulo —a. = B . .
c) Observando as coordenados dos pontos P e P;, completa as

seguintes igualdades: S l/
e sen(-a)=__ nl [ cosa
o cos(—a) =
o tan(—a) = .
Ano letivo 2024/25 1
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3. Seleciona a opgéo “angulo T — a”. %
a) Indica as coordenadas do ponto P, em fungéo de a. :
b) Na figura ao lado, representa o ponto P, e 0 angulo w — a. Sen
c) Observando as coordenados dos pontos P e P,, completa as .
seguintes igualdades: e
o sen(m—a)=
o cos(m—a)= BES
o tan(m—a) = g
4. Seleciona a opgao “angulo w + a”. %‘
a) Indica as coordenadas do ponto P; em fungéo de a.
b) Na figura ao lado, representa o ponto P; e 0 angulo 7 + «a. sena
c) Observando as coordenados dos pontos P e P;, completa as
seguintes igualdades:
o sen(m+a)= ‘
o cos(m+a)= “Sl
o tan(m+a) = ;
5. Seleciona a opg&o “angulo g —a". B ¢
a) Indica as coordenadas do ponto P, em funcéo de a. ]
b) Na figura ao lado, representa o ponto P, e o angulo % —-a. cena
c) Observando as coordenados dos pontos P e P,, completa as
seguintes igualdades:
.+ sen(z-a)=
o cos(Z-a)= 7
e tan (% = (I) =
Ano letivo 2024/25 2
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6. Seleciona a opgdo “angulo ; +a. z
a) Indica as coordenadas do ponto Ps; em fungéo de a. :
b) Na figura ao lado, representa o ponto Ps e o angulo g +a. cena \
c) Observando as coordenados dos pontos P e Ps, completa as ",' ) ;’n v
\ cosa
seguintes igualdades: ‘
w
* sen (; + a) = 7
) [
® (oS (; + a) = 2
k3
e tan (; + a) =
7. Seleciona a opgao “angulo 3?" —-a’. Ty
2
a) Indica as coordenadas do ponto P, em fungéo de a. g
b) Na figura ao lado, representa o ponto P4 e o angulo 3—2" - a. L \
c) Observando as coordenados dos pontos P e Pg, completa as | ni %Z’" v
™ cos a 5
seguintes igualdades: ‘ /
3n
 senEa)- f
3m !_11
. cos (T - (1) = 2
3
. tan (7 - d) =
8. Seleciona a opgéo “angulo 37" +a’. Ty
2
a) Indica as coordenadas do ponto P, em fungéo de a. 5
b) Na figura ao lado, representa o ponto P, e o angulo 3—2" +a. \
c) Observando as coordenados dos pontos P e P;, completa as [ i %g >
m| cos @ L
seguintes igualdades: ‘
3n
e sen (7 + a) =
3 W:i_n
® (CoSs (7 + a) = 2
3
. tan (7 + (Z) =
Ano letivo 2024/25
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Anexo 6: PowerPoint "Reducdo ao 1.° Quadrante”

7

Redugao ao Primeiro
Quadrante

Matematica A - 11.° Ano
Ano Letivo: 2024/2025

—

Reducdo ao 1.° Quadrante

Aogo ~a:
.+ sen(-a) =
* cos(—a) =

+  tan(-a) =

1
— Redug3o ao 1.° Quadrante — Redug3o ao 1.° Quadrante
Aogdo -a: Aogedo -a: Aoguio - a.
«  sen(—a) = —sen(a) «  sen(—a) = —sen(a) « sen(r—a)=
+ cos(—a) =cos(a) .+ cos(—a) = cos(a) cos(n—a) =
+  tan(-d) = ~tan(a) + tan(-q) = —tan(a) tan(x — a) =
y Y
TRLU% TR
. e .
it Al B % s 'l D ’
3
—| Redugéo a0 1.° Quadrante — Redugéo a0 1.° Quadrante
hoguio —a: pr— hoguio —a: p— fogdor+ a:
+  sen(~a) = ~sen(a) « sen(m —a) = sen(a) «  sen(-a) = ~sen(a) +  sen(x —a) = sen(a) - sen(mta)=
+  cos(—a) = cos(a) +  cos(x—a) = —cos(a) +  cos(—a) = cos(a) +  cos(x—a) = —cos(a) -+ cos(r+a)=
+ tan(—a) = —tan(a) « tan(r - a) = —tan(a) «  tan(—a) = —tan(a) « tan(x - ) = ~tan(a) + tan(wa)=
5
— Redugao ao 1.° Quadrante — Redugao a0 1.° Quadrante
A —e A - Angulo 1 + a: ;
Rogdo —a hnguo - e —
+  sen(-a) = —sen(a) «  sen(w - a) = sen(a) +  sen(x+a) = —sen(a) : %
« cos(—a) = cos(a) + cos(x—a) = —cos(@) + cos(m +a) = ~cos(a) sen(5-a)= A
. tan(-a) = —tan(a) + tan(x - a) = ~tan(a) + tan(x +a) = tan(a) cos(3-a) = ~t
¥ tan (". - a) -
#A A I
aew v// \‘\. . \“'\
7

139



—‘ Reducéo ao 1.° Quadrante

i

=

Redugao ao 1.° Quadrante
Angulo; —a: Anguiog + a:
- sen(3-a)=cos(@ - sen(3+a)=
- ws(f-a)=sen@ - cos(3+a)=
- tan(f-a) =g - tan(jta)=

10

—| Redugao ao 1.° Quadrante —I Redugao ao 1.° Quadrante
Anguio; — a AnguioZ +a: 'y AnquioZy —a:
sn(f-a)=cost@ - sen(p+a)=cose) {/ Ve - sen(E-a)=
cos(5-a)=sen(@) - cos(§+a)=—sen@) |~ > c{S=d)
fﬂn(:-All)=m—:m . tm(;+a)=4m_:!3 Q . um(;".— )=
11 12
—| Redugao ao 1.° Quadrante —| Redugao ao 1.° Quadrante
ooz —a: Anguio 3 — a: Anguio 5 + a:

. sen (;—a) = —cos(a)

- cos(3 —a) = —sen(a)

3x

- ton(Fea) =

)

. sn(-a)=-cos@ - sen((pta)=

I

- ws(F-a)=-sen@ - cos(F+a)=

3x

)y (-

13

—| Redugéo ao 1.° Quadrante
AnguioZy —az Anguio 3 + a:

- sen(F-a)=—cos(@ - sen(fp+a)=—cos(@)

. cos (:;. —a) =-sen(@) - cos(m+ a) = sen(a)

. mn(’?"—:z)=,u_n‘m . tlm(;+|z)=—!u—:m

i

15
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Anexo 7: Ficha de Exercicios “Reducdo ao 1.° Quadrante”

MATEMATICA A 11.° ANO

Nome: Turma: Data: /

EXERCICIOS DE APLICAGCAO
1. Simplifica as seguintes expressoes, aplicando a redugao ao 1.° quadrante.
1.1. sen(§+a)—2cos(§—a)
1.2. sen(m — a) — 2cos (—% + a)
1.3. cos(—a + 4m) — cos(m + @)

1.4. tan(a — 3m) X sen? (3_1: + a)
1.5. cos (7— a) + cos( + a) + tan(a — m)
1.6. cos (— - a) —tan(a + m) + 3sen (a - 7) tan(—m — a)

1.7. cos (—%— a) sen(—a) + cos(—a) sen (3 + a) + tan(w — a) cos(w + a)

2. Simplifica as seguintes expressodes, aplicando a redugéo ao 1.° quadrante.
2.1. cos(180° — a) —sen(270° + a) — sen(90° — a)

2.2. sen(m—a)—sen(w + a) + cos (g - a)
2.3. sen(a—3m) — %cos(—a) + 2sen(m + a) — cos(9 + a)

24. sen(—a)cos (37" + a) + sen?(m + a) — tan(a — m)

25 cos(’zr—i-a) tan(m+a)
iy sen(—a)

26 sen(m+a) cos(—a)
o sen(3T"+a)(1+tan2(a))

3. Calcula o valor exato de cada uma das seguintes expressoes.

3.1. sen( ) + cos(5m) — tan(—7m) + cos (_ %)
3.2. sen? (— —) + cos? (— %")
3.3. sen( ) + cos(—3m) — tan (131r) + cos (_ u_n)

34. tan ( ) + cos(6m) — sen (— 77") + cos (— T)

Ano letivo 2024/25
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4. Sabe-se que sen (—a - 37") = ; e que a € ]0,[. Determina o valor da expressao

tan(m + a) — cos(a — 3m).

5. Sabe-se que cos (7 + 0) =§ equer <6< 32—" Determina o valor da expressao

tan(m + 0) + cos (57" + 0) —sen(f — m).

6. Sabe-se que cos(x —3m) = —% e que x € 42 Q. Determina o valor exato da

expressao tan(—x) + sen (x - %) + 2 cos?(x).

7. Sabe-se que tan(3m + x) = é e que x €] -2, [. Determina sen (37” + x).

Ano letivo 2024/25 2
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Anexo 8: Tarefa “Declive e inclinagdo de uma reta no plano”

Declive e inclinagdo de uma reta no plano

Boa tarde! No seguimento da matéria “Declive e inclinagdo de uma reta no plano” que vimos na aula de hoje, devem:

1. Aceder ao link www.geogebra.org/classroom/tgubmz4n
2. Escolher a opgao “Entrar sem fazer login”

3. Escrever o vosso nome

4. Realizar as tarefas propostas

Sugestédo: podem utilizar este recurso do GeoGebra para vos ajudar na resolugéo dos exercicios do manual.

Qualquer duvida, perguntem. Bom trabalho!

Tarefa1

6
B=(7,5)
5

¥ Declive da reta AB
meYETYA_5_ o2
xg=Xs T

¥ Tangente de a
tg a = tg(35.5°) = 0.7
. g a = 19(35.57) 7 a=355° B8'=(7,0)

10 % 8 -7 6 5 4 3 -2 -  TRRa: JRsst JoL4E Jaand JoanT) 9+ 9H-HI0HHHHHR 41
A =(0,0)

Na aula explordmos a relagdo que existe entre o declive e a inclinagdo de retas obliquas.
-Seareta AB passa pela origem, entdo m 4z = tan(a) , em que a é ainclinagdo dareta AB .

Definimos a inclinagdo da reta A3 como a amplitude dngulo convexo formado pelo semieixo positivo Ox e a semirreta AB .

Tarefa 2

Logo, entre que valores varia a inclinagéo da reta AB?
ale sua resposta aqu

O reor

O gre 1500

O e 1800

o o @ >

O e 360°

143



-Seareta /AB nio passa pela origem, entdo m s = tan(a), em que « € ainclinagio da reta AB , que coincide com a inclinagdo da nica

reta paralelaa AB que passaem O .

Vamos agora explorar as retas horizontais. Serd que a relag3o se mantém?

1. Tragaareta AB: y=5.

Tarefa 3

[7] Deciive da reta AB

B=(7,5)

[] Tangente de a

1
g a=355°

o 2 - 7 . 5 4 3 = 4  TERET TRERT TRy 4% TRRET TRRRL JRRE Z5RR] JRRET TRREL JFRSL JRREL BEEL )
={0,0)
-1
-2
-3
-

Tarefa 4
1.2. Qual é o declive da reta AB?

Al

Tarefa 5
1.3. Qual é, em graus, a inclinagdo da reta AB?

A

Tarefa 6

1.4. Qual é a relagdo que existe entre o declive da reta A e a tangente da sua inclinagio?

A

S6 nos falta explorar as retas verticais.

2. Tragaareta AB: x = -2

Tarefa 7

[7] Deciive da reta AB

B=(7,5)

Tarefa 8
2.2. Qual é, em graus, a inclinagdo da reta AB?

A

Tarefa 9

2.3.0 que sobre a do éngulo ai

Al

Tarefa 10
2.4. 0 que se pode concluir sobre o declive da reta A3 ?

Al

dareta AB?
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Anexo 9: Ficha de trabalho “Produto escalar de vetores”

MATEMATICA A 11.° ANO

Nome:

Turma:

PARTE I: Revisoes

Data:

/1

1. Nafigura, [ABCD] € um retdngulo decomposto em 12 quadrados, geometricamente iguais,

de lado 1. D T S R ¢
Q P |O N M
Sl eo 1 e e e (M
A E F G B
1.1. Completa as seguintes igualdades:
a) B+BD = d) Mj—2SN=
b) -TM =1 e) FQ+ =0
c) Lj+ MR =

1.2. Determina:
a) || -SET||

b) Il 4F +3P5|

2. No referencial o.n. (0,7,j) da figura, encontram-se representados alguns pontos.

2.1. Indica as coordenadas dos vetores:
a) BF

b) 2(B—D)— AE

2.2. Calcula|| 4D —20C||.

2.3. Determina as coordenadas do ponto P, sabendo que || ﬁ” = 4 e P pertence ao eixo

das abcissas.
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PARTE Il: Produto Escalar

* Produto escalar

OP e 0Q" tém o mesmo sentido

OP e 0Q" tém sentidos contrarios

v

« Angulo de dois vetores

O angulo de dois vetoresuw e v é

A amplitude deste angulo representa-se por:

mesmo sentido,

Se os vetoresu e v sdo colineares e tém o

—

Se os vetoresu’ e v sdo colineares e tém
sentidos contrarios,

Ano letivo 2024/25
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1. Em Fisica ja trabalhaste com a noc¢&o de produto escalar para definir o trabalho de uma

forca. Como se calcula o trabalho (W) realizado pela forca F , num deslocamento d ?

7T

2. Entao o trabalho de uma for¢a pode ser definido pelo produto escalar:

W=F-d=

3. A partir da expressdo usada para determinar o trabalho realizado por uma for¢a num certo

deslocamento, generaliza-a para vetores u’ e v’, ndo nulos.

— —
u-"v =

4. Como é que explicas o facto de termos inicialmente definido o produto escalar de uma
forma e agora teres obtido uma nova expressdo? Tenta relacionar as duas expressdes,
justificando a sua equivaléncia.

Dica: Nao te esquecas do que trabalhamos na aulas de Trigonometria!

Ano letivo 2024/25 3
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* Relagao entre produto escalar e angulo de dois vetores

— —
u-v =

* Sinal do produto escalar

T r>0s s

|
]
Il
)
)

* Propriedades

— —
u-u=

Propriedade comutativa: w -V =

Propriedade associativa mista: (Aw) - v’ =

Propriedade distributiva: (W' +7") -w =

Ano letivo 2024/25
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Anexo 10: Ficha de trabalho “Limites finitos”

MATEMATICA A - 11.° ANO

Nome: Turma: CT2 Data: L.

an+b

Limite da sucessdo u,, = v

Acede a https://www.geogebra.org/classroom e digita o cédigo SG67 W7EX. Insere o nome de todos os

elementos do grupo.

1. Considera a familia de sucessodes (u,) de termo geral:

_ an+b
cn+d

Para cada alinea, move os seletores a, b, c e d, para identificares quais destes parametros influenciam (e

, com a, b, ¢ e d nimeros reais tais que Yn € N,cn +d # 0.

como influenciam) o limite da sucessao. Preenche os espagos em branco.

e Casol:a=c=0

111. Sea=0;b=3;c=0ed =5, entdo lim(—::::) -

e Caso2:c#0

cn+d

1.21. Sea=4,b=-2;c=3ed =1, entdo lim(an-l-b)

122. Sea=1;b=1;c=-2ed =3, entdo lim ()

cn+d

. Caso3:c=0e§>0

131. Sea=4b=1;c=0ed =2, entdolim () =

cn+

13.2. Sea=-1:b=1;c=0ed = -3, entdo lim '"”b) =
cn+d

. Caso4:c=0e§<0

141. Sea=5b=2;c=0ed=-2, entdolim ‘"”b):
cn+d

142. Sea=-1:b=1c=0ed = 3, entdo lim ‘"”b):
cn+d

Dada a sucessé@o u,, = ‘;‘:: , a, b, c e d nmeros reais tais que Yn € N,cn + d # 0, tem-se:

. an+b\ _
« Sea=c=0,lim m+d)_

. Sec#0,lim (‘c'::: =

. Sec=0e%>0, lim(w)

cn+d

i a s an+b\ _
. Sec=0e2<0,lim(22)=

Ano letivo 2024/25 1
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2. Determina:
2.1.1im (3=)

3n+1

2.2.lim (3"7‘2)

2.3.1im ('5’”3)

2n

Dadas duas sucessoes (u,) e (v,) convergentes, com limu, = I, elimv, = 1,, [,,1, € R, tem-se:

4n

. sy . -— 1
eX..un—m,vn—B—F

o lim(u, +v,) =

ex.:

o lim(u, —v,) =

ex.:

o lim(u, Xv,) =
ex.:

o lim(au,) =
ex.:

. lim (:—:) =

ex.:
a 1
o lim (—) =
Un.
ex.:

o lim(u,)" =

ex.:

2
4n+

24. lim(

1

2.5. lim( e

3

Operacgdes com limites finitos

3n—2)

2.6. lim (2'—")

2.7.1im (2

)

2.8. lim (=3 )

1+4n

2.9. lim ’"“’)

2n+3

Ano letivo 2024/25
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a)

b)

Sejam (ay,), (by) € (c,) as sucessodes definidas por a, = %:j, b,=3ec, = % Determina:

lim(ay, + by) o) lim() e) lim(a,)?
lim(b,, X ¢,) d) “m(z_,,) f) lim3/b,

Exercicios de Aplicagao

Considera as sucessoes (a,) e (b,) definidas por:

5 n<10 an
a, =

S 0> 10 by =—4x3=

Calcula lim (:—:)

Sejam (u,) e (v,) duas sucessdes convergentes das quais se sabe que (u,) ndo tem termos nulos,

lim(u,) = —1 e lim(v,) = 3. Calcula nm—z‘;';';";‘".
n

1
. ~ 3[448 an \"a s
Considera as sucessdes u, = ’ ev, = (—") *. Mostra que lim (:—") = -2v2.

24n n

1

o P . . . 1 AT
Considera as sucessoes (a,) e (b,) tais que lima,, = k + 1, sendo k um numero real e b, = (% -n 4)‘.

Sabendo que lim(a,) x lim(b,) = —%, determina o valor de k.
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Anexo 11: Guido do Canteiro em Espiral

MATEMATICA A 11.° ANO

E se com a Matematica pudesses construir um canteiro na tua escola?

O objetivo é que este canteiro seja o ambiente perfeito para diferentes plantas crescerem,
respeitando as suas necessidades de luz, agua e solo. Mais do que um jardim bonito, queremos um
espaco sustentavel, onde as plantas se possam desenvolver de forma equilibrada e sem desperdicio
de recursos. E para isso, vamos colocar em agédo também os teus conhecimentos de Biologia.

Antes de colocares as maos na terra, precisas de recorrer a Matematica para desenhar e construir
um canteiro em espiral e, para isso, precisas de aplicar os conceitos de progressdes aritméticas e
geométricas. Esta na hora de seres o matematico por tras desta obral

Instrugodes:

«  Grupos de 4 elementos;

»  Enviar primeira versao do trabalho até 17 de marco;
»  Enviar verséo final do trabalho até 5 de abril;

Nota: Os trabalhos devem ser submetidos no Teams, apenas por um elemento de cada grupo.

Etapa 1: Pesquisa

+ Objetivo: Explorar recursos sobre canteiros espirais, progressoes aritméticas e geométricas para
te inspirares na criagédo do teu canteiro.

+ Sugestdes de recursos:

— Video: Construcdo de Espiral de Aromaticas

— Imagem: Construcdo de canteiro em espiral

— Péagina web: Horta em espiral aprenda como fazer esse canteiro sustentavel para o seu jardim

Etapa 2: Planeamento do canteiro em espiral

+ Objetivo: Aplicar os conhecimentos sobre progressées aritméticas e geométricas para planear o
canteiro espiral.

* Qual das duas progressoes vais usar para o canteiro?

* Qual a estrutura e tamanho do canteiro? Quantas voltas tera a espiral? Qual a largura de cada
volta?

+ Como vais organizar o espago para garantir que as plantas tenham espaco suficiente para crescer?

+ Quais os recursos necessarios? (nimero de tijolos, etc)
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Etapa 3: Elaboragao da apresentagao

+ Objetivo: Elaborar a apresentagéo do canteiro espiral, explicando o processo de planeamento e
as escolhas feitas.

+ Como a progressao foi definida e qual foi a légica por tras da escolha?

* Inclui um esbogo, modelo digital ou protétipos 3D do canteiro espiral que criaste.

Sugestéo: Utiliza ferramentas de IA (DALL-E 3, MidJourney, Tinkercad, Runway ML, Luma Al,

Artbreeder, etc)

+ Como o projeto pode ser sustentavel, minimizando desperdicios e aproveitando ao maximo os

recursos naturais?

Etapa 4: Apresentagao oral em aula

+ Cada grupo tera 10 minutos para apresentar. O tempo deve ser dividido de forma eficiente entre
0s membros do grupo, garantindo que todos participem ativamente.

» Apresentagao do trabalho em aula dia 7 de abril.

Sugestéo: Utiliza ferramentas de IA (Canva, Prezi, Genially, etc)

Etapa 5: Elaboragdo de um Poster Cientifico
+  Objetivo: Elaborar um poster cientifico para apresentar no "Dia D”.

» Pagina web: Recomendacdes para elaborar um poster cientifico

Etapa 6: Elei¢do do canteiro vencedor
+ Objetivo: Eleger o canteiro que a turma vai construir.
+ Cada aluno deve votar apenas uma vez num grupo.
» Na votacao, deves ter em conta os seguintes aspetos:
— Viabilidade de Construcao: O projeto é possivel de ser construido com os materiais e o tempo
que temos?
— Uso da Matematica: Existe uma aplicagdo correta das progressdes aritméticas e/ou
geométricas?
— Sustentabilidade: O projeto ajuda a economizar recursos, como agua e espago? E
sustentavel?

— Criatividade: O projeto é original e inovador?
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Anexo 12: Poster cientifico do Canteiro em Espiral

CANTEIRO
TRABALHO DAC - MAT

(Imagem gerada por suporte de IA)

Total de tijolos: 79

2 Progressoes Aritméticas

1° Espiral
- Termo geral: 2n+1 Razao: 2 (conjunto das duas colunas)

2° Espiral
- Termo geral: n+1 Razao: 1 (cada coluna)




Canteiro em espiral

4 AY
1

Progressoes aritmeética
Altura:

euUn=n,1<n<8
Comprimento da curva:

e uUn=25-2n,1<n<8
Numero de tijolos

S, = 28 x 8 = 128 tijolos

g -
N ———— — — — — — ————

Estrutura

« Estrutura: em espiral
circular;

 Altura: 80 cm

- Diametro do centro:80 cm

» Voltas: 1

« Largura volta: 80 cm

- Organizacao do espaco:

Umas a seguir as outras.

/

A s o o Nin e SHp Y S

I
I
|
\

\\
» 7sacos de 45 litros
- 128 tijolos

Flores para os insetos:

« Calendola

« Capuchinha

+ Manjericao

+ Mini Margaridas

» Alfazemas

N - -

\,
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Anexo 13: Construcédo do Canteiro em Espiral
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Anexo 14: Teste de avaliacdo sumativa — 11.° ano

11.° ANO — MATEMATICA A

3.° TESTE
Nome: Avaliagao do desempenho por areas de competéncia
CP RP RM CM
Turma: A professora:
Data: CP: conhecimentos e procedimentos | RP: resolugdo de problemas
RM: raciocinio matematico | CM: comunicagdo matematica

Atencgao: Quando, para um resultado, ndo é pedida a aproximacgao, apresente sempre o valor exato. Na resposta
a cada uma das questdes, apresente todos os calculos que efetuar e todas as justificagdes necessarias.

1. Na figura esta representada, num referencial o.n. Oxy, a circunferéncia A /
de centro na origem e raio 3. Sabe-se que: 1B
* P éum ponto movel que pertence a circunferéncia; j
» aretar é tangente a circunferéncia no ponto A(3,0);

* o ponto B & o ponto de intersegcao da reta OP com areta r;

: , . L B
* oponto C é tal que A é o ponto médio de [BC]. Pj

Para cada posigao do ponto P, seja a a amplitude do angulo orientado,

de sentido negativo, com lado origem o semieixo positivo Ox e lado

extremidade a semirreta OP, com « € ]—n, —g[

1.1. Mostre que a area do triangulo [APC] é dada, em fungao de «a, pela expressao:
9
Ala) = 3 (tan(a) — sen(a))

1.2. Recorrendo as capacidades graficas da calculadora, determine o valor de a, em radianos,
arredondado as centésimas, para o qual a medida da area do triangulo [APC] é igual a metade do
perimetro da circunferéncia. Na sua resolugdo deve apresentar:

* uma equagao que traduza o problema;
* num referencial, o(s) grafico(s) da(s) fungao(des), visualizado(s) na calculadora, que permite(m)
resolver a equagao, incluindo a janela de visualizagao;

» aresposta com o arredondamento indicado.

2. Sejax €]0,2n[ tal que cos(m + a) > 0 e cos (g + a) > 0. Qual das seguintes afirmacoes é verdadeira?

(A) sen (§+ a) >0 (B) sen(m+a) <0 (C) tan(m+a) >0 (D) tan(mr+a) <0
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3. Na figura esta representada, num referencial o.n. Oxy, a circunferéncia de y

centro C e equagéo x? + (y — 2)? = 25. Sabe-se que A e B sdo dois pontos o

. 5 : , o . 25m
da circunferéncia e que a area da regiao sombreada é Y /

3.1. Qual & o valor do produto escalar CA - CB? |

(A) -2 ®) 2 © % () -1 ,,

3.2. Seja r a reta tangente a circunferéncia no ponto A de coordenadas (3, —2).

Determine, em graus, arredondado as décimas, a inclinagao da reta r.

4. Na figura esta representado, num referencial o.n. Oxyz, o paralelepipedo [ABCDEFGH]. Sabe-se que:
* o ponto C pertence ao eixo 0y;
* o ponto D tem coordenadas (1, 1,3);

* uma equagao do plano ADE é x —4y + 3z = 6.
4.1. Mostre que as coordenadas do ponto C sao (0,5,0).
4.2. Determine uma equacao cartesiana do plano BGH.

4.3. Determine, recorrendo ao produto escalar, a equagao do plano mediador do

segmento de reta [CD].

5. A Organizagao Mundial da Saude recomenda que as criangas e jovens em idade escolar (6 aos 18
anos) carreguem mochilas com menos de 10% da massa do seu corpo. No grafico de barras estao
representados os dados relativos a massa, em quilogramas, transportada na mochila por uma amostra
de alunos do 1.° Ciclo.

Massa da mochila dos alunos (1.° ciclo)

7
5 5
4
2 I
1 2 3 4 5

Massa (kg)

N.° alunos
O B N W b OO N

Determine o valor do percentil 75 e interprete o resultado no contexto do problema.
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6. Registaram-se as temperaturas maximas diarias, em graus Celsius, em Lisboa durante 13 dias

consecutivos do més de julho do ano transato.

24 22 23 33 40 37 35 33 34 35 34 33 33

Qual das afirmagoes € verdadeira?

(A) A amplitude dos dados registados € igual a 9°C.

(B) A amplitude interquartil € igual a 6,5°C.

(C) A diferenga entre a amplitude e a amplitude interquartil € igual a 3°C.

(D) 50% das temperaturas sao inferiores a 33°C.

7. Seja a um numero real. Considere a sucessao (v,,) definida por:

Vi =a
[vn+1 = —3v, + 5n, vneN

Sabe-se que o terceiro termo da sucessao (v,) € 31. Qual é o valor de a?
A) 46 26 C) 16 e ]
(A) (B)S (C) (D) -

8. Considere a sucessao (u,) definida por:
_1-2n
b ey

. 29 ~ . . : .
8.1. Averigue se el termo da sucessao (u,,) e, em caso afirmativo, indique a respetiva ordem.

8.2. Estude a monotonia da sucessao (u,).

8.3. Mostre que a sucessao (u,) € limitada.

. 3 o -1)" o £ .
9. Relativamente a sucesséo (a,) de termo geral a,, = % qual das afirmagdes € verdadeira?

(A) A sucessao (a,) € monotona e limitada.
(B) A sucessao (a,,) € monotona nao limitada.
(C) A sucessao (a,) nao € mondétona, mas € limitada.

(D) A sucessao (a,) nao € mondétona nem limitada.

FIM
Questao Ut 1.2. 2.0 (R34 3.2, 4.1. 4.2, 4.3. 5. 6. 7. 8.1. 8.2. 8.3. 9.
Area de
RP+RM | RP+CM | CM | CP | CP+RM | RP+CM | RM+CM | CP+CM | CP+CM | RM | RP | RP+CM | CP+CM | RM+CM | CP
Competéncia
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Anexo 15: Ficha de Revisdes — Geometria Analitica 10.° ano

11.° ANO - MATEMATICA A
FICHA REVISAO SOBRE GEOMETRIA ANALITICA 10° ANO

1. Considere, num plano munido de um referencial ortonormado, os pontos 4(—3,2), B(4,-2)
e C(-2,5).
1.1. Escreva uma condi¢do cartesiana que defina:
a) areta perpendicular ao eixo Ox que passa pelo ponto B:
b) o conjunto de pontos do plano que estdo 4 mesma distancia de 4 e de C;
¢) o conjunto de pontos do plano que distam do ponto C quatro ou menos unidades.

1.2. Determine uma equacao da circunferéncia de didmetro [4B].

2. Num plano munido de um referencial ortonormado, considere os pontos A(l : 2)_, B(—3 3 —1) e

{o)

2.1. Determine o valor exato do perimetro do tridngulo [4BC].
2.2. Admita que [ABCD] é um paralelogramo.
Determine as coordenadas do ponto D, sabendo que pertence ao primeiro quadrante.

2.3. Determine a equacdo reduzida da mediatriz do segmento de reta [4B].

3. Na figura esta representada, num referencial ortonormado Oxy, a circunferéncia de centro C.

Sabe-se que: y
m a circunferéncia passa pela origem do referencial; / |
(&
m [AB] é um diametro da circunferéncia; ( /‘
A
m 4(-2,2)e B(5.9).
o| x
3.1. Escreva a equacdo reduzida da circunferéncia.

3.2. Determine a area do triangulo [OA4B], comecando por justificar que este tridngulo é

retangulo em O.

3.3. Defina, por meio de uma condigdo, a regiao sombreada da figura.
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Num referencial ortonormado Oxy, considere os pontos A(—3 .2)e B(-1, 4) e os vetores

i(-2.,4)ev(4,-3).

4.1. Determine as coordenadas do ponto P tal que BA—ii=P+2v.

4.2. Determine as coordenadas do vetor w ., colinear com # e de sentido contrario ao de i,
com norma 4\/3 .

4.3. Determine ||2ﬁ+\7H.

Na figura esta representado. num referencial ortonormado Oxyz, o paralelogramo [PORS].

Sabe-se que: y 0
s RS(-4,-3) P
u P ( 2,4)

R
5.1. Determine as coordenadas do ponto Q.

(0] S X

5.2. Determine a equacgao reduzida da reta PQ.
Na figura esta representado o cubo [ABCDEFGH]. - G

Sabe-se que, fixado um referencial ortonormado Oxy:=: \ F

m AF(-4,0,4)
s G(-2,-2,4) . B

6.1. Determine uma equacao da superficie esférica de centro no ponto G e que passa por D.

6.2. Escreva uma equacao da reta 7 que passa por G e € paralela ao eixo Ox.

Fixado um referencial ortonormado no espago, considere os seguintes pontos:
A(—2,1,4),B(0,—3,—1) £ C(I,S,—Z)
7.1. Determine um sistema de equacdes paramétricas da reta 4B.

7.2. Determine uma equacao vetorial da reta 7 paralela a reta BC e que passa pelo ponto 4.

Bem tabalhe!!
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Anexo 16: Ficha de Trabalho — Trigonometria e Geometria Analitica

11.° ANO - MATEMATICA A
FICHA DE TRIGONOMETRIA E GEOMETRIA ANALITICA

Trigonometria
1. Na figura ao lado, estao representados, em referencial o.n. Oxy, y
o quadrildtero [ABCD] e a circunferéncia de centro em O e raio 4.
Sabe-se que:
e o segmento de reta [AC] é um diametro da circunferéncia;

e « ¢ a inclinagdo, em radianos, da reta AC (a € ] g,ﬂ' D H

e 0 ponto B pertence ao semieixo negativo Oz, € o ponto D
pertence ao semieixo positivo Ox :

as retas AB e C'D sio paralelas ao eixo Oy .

Mostre que a drea do quadrilitero [ABC D) ¢ dada pela expressio

—32senacoso .
Exame — 2024, Ep. especial (adaptado)
2. Na figura ao lado, estio representadas, em referencial o.n. Ozy, a y
circunferéncia de centro em O e raio 2 e uma regiao sombreada composta 1
pelo trapézio [OBCD], retangulo em C' e em D, e pelo sector circular C B
correspondente ao angulo orientado AOB, de amplitude a, em radianos, -
Fis —
com « € }05 [ e raio OA.
Sabe-se que:
g D 0 Az
e o ponto A pertence & circunferéncia e ao semieixo positivo Oz;
e 0s pontos B e C pertencem a circunferéncia, sendo C o simétrico de
B, em relacdo ao eixo Oy.

Mostre que a drea da regido sombreada é dada, em funcio de «, pela expressio

2o + 6senacos o

Exame — 2024, 1.* Fase (adaptado)

3. Na figura ao lado, estao representados, em referencial om. Ozy. a
circunferéncia trigonométrica, o triangulo [ABC] e a reta de equacdo
r=1.

&~

Sabe-se que:
e o ponto A tem coordenadas (1.0):
e o ponto B pertence a reta de equagao = = 1: C
e C ¢ 0 ponto de interseccio da semirreta OB com a circunferéncia
trigonométrica;

A 1
. A()B:nv,(l<n<gprosnv:§.

Determine a drea do triangulo [ABC).

Exame - 2023, Iép. especial

4. Sabe-se que sen ((x - g) e —% eque o € }0;[

. N T
Determine, sem recorrer a calculadora, o valor de tg (7 —a) + 2cos (—ET- - a)

av'b
Apresente o resultado na forma \/_, acZ,.beNeceN

Exame — 2021, 2.* Fase

5. Qual ¢ a solugao da equagao 2cosx + 1 = 0 no intervalo [—, 0] ?
S 2n n 27
A) -+ B) —& (©) -3 )
Exame - 2019, 1.# Fase
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11.° ANO - MATEMATICA A
FICHA DE TRIGONOMETRIA E GEOMETRIA ANALITICA

Geometria Analitica

6. Na figura ao lado, estd representado, num referencial o.n. z0Oy, um
hexdgono regular [MNPQRS] centrado na origem.

y
P
Sabe-se que o vértice M tem coordenadas (1,0), e que o vértice
N pertence ao primeiro quadrante.
R

Qual é a equacdo reduzida da reta MN 7

(A)y=-V3z+V3 (B) y = —V3z + 6

Cy=-z+2 D)y=-z+1
Exame - 2020, Ep. especial
7. Na figura ao lado, estdo representados, num referencial on. »Qy, os y

pontos S, T e U e a reta r de equacio y = 2z + 4 1+
Sabe-se que: g

e os pontos S e T sao, respetivamente, os pontos de interseccao da

reta 7 com os eixos Oy ¢ Oz
e 0 ponto U pertence ao eixo Oz e tem abeissa inferior & do ponto 7'
a
Qual dos valores seguintes ¢ o valor, aproximado as centésimas, da - >
amplitude, em radianos, do angulo STU? U /T o *
r

(A) 4,25 (B) 2,68 (C) 2,03 (D) (D)1.82

Exame - 2020, 1.* Fase

4

8. Na figura ao lado, estio representados, em referencial o.n.

Ozy, a circunferéncia de equacio (z — 1) +y* = 9 ¢ o tridngulo n
[PQR]. inscrito na circunferéncia.
P
Seja a a amplitude, em radianos, do dngulo QPR .
Sabe-se que: \ N
0 T
e [PQ)] é um didmetro da circunferéncia;
—
« QR - QP =27.
Q

Determine o valor de a.

Exame — 2024, 2.* Fase

9. Na figura seguinte, estd representado, em referencial o.n. Ozy. o retingulo [OABC].

Sabe-se que:

e 0 ponto A pertence ao semieixo positivo Ox; Y
e 0 ponto ' pertence ao semieixo positivo Oy; 1
e 0 ponto D pertence ao segmento de reta [OA|;
e 0 ponto E pertence ao segmento de reta [C'B]; £ i

SR A
e EB=0D = (2 H

3

. OA

e OC = —;
4

e DC-DE = -T. o D 4 °

Determine QA .

Exame — 2023, 2.* Fase
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11.° ANO - MATEMATICA A
FICHA DE TRIGONOMETRIA E GEOMETRIA ANALITICA

Yy
~
10. Na figura ao lado, esta representada. em referencial o.n. Oxy, A
a circunferéncia de equagio (z +2)2 4+ (y—1)2=90 . 2 S~
N
N
O ponto C' ¢ o centro da circunferéncia. AN
A\
\
A e B sao dois pontos da circunferéncia. C !
B K
QO arco de circunferéncia AB tem comprimento 27 . . ol > .
\ ’
A 7
\
Determine o valor do produto escalar CTA - C—.é . . R

Exame — 2022, 1.* Fase

11. Considere, num referencial o.n. Oy, dois pontos distintos, R e S

Seja A o conjunto dos pontos I’ desse plano que verificam a condigao ITI‘} . IT?) =0
(ﬁ . P_S}' designa o produto escalar de PR por ng')

Qual das seguintes afirmacoes ¢ verdadeira?

(A) O conjunto A é a mediatriz do segmento de reta [RS]
(B) O conjunto A é o segmento de reta |[RS)|

(C) O conjunto A4 ¢ o triangulo [ROS]

(D) O conjunto A ¢ a circunferéncia de diametro [RS]

Exame — 2017, l:.p especial

12. Considere, num referencial o.m. Oy, a circunferéncia centrada na origem do referencial e que passa no
ponto A(2.1)
Seja r a reta tangente A circunferéncia no ponto A

Qual é a ordenada na origem da reta r 7
(A) 4 (B) 5 (C) 6 (D)7
Exame — 2018, 2.% Fase

13. Na figura segninte, esta representado, num referencial o.n. Oy, um triangulo equilitero [ABC)

Sabe-se que: Y
e o ponto A tem ordenada positiva; T A
e os pontos B e C pertencem ao eixo Ox
e 0 ponto B tem abeissa 1 e o ponto C' tem abcissa maior do
que 1
Qual ¢ a equacao reduzida da reta AB 7
(A)y=v2r— V2 (B) y=v2z+v2 ol B ¢ =

(C)y=+V3z+V3 D) y=V3z -3

Exame — 2015, 1.* Fase
14. Num referencial o.n. xQy, considere a circunferéncia definida por z% + y*> =5

A reta r € tangente a circunferencia no ponto de coordenadas (1,2)
Qual é o declive da reta r ?

@W-2  ®-; (©j (D)2

Teste Intermédin 11.° ano - 09.02.2012
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11.° ANO - MATEMATICA A
FICHA DE TRIGONOMETRIA E GEOMETRIA ANALITICA

15. Na figura ao lado, estd representado, em referencial on. Oxyz,
um cone reto de vértice V.

Sabe-se que:

e a base do cone intersecta o semieixo positivo Oz no ponto A
e 0 semieixo positivo Oy no ponto B ;

o segmento de reta [AB] é um diametro da base do cone;

e a base do cone estd contida no plano definido pela equagio
r+2y—8=0;

a abcissa do ponto V' tem menos uma unidade do que a sua
ordenada.

15.1. Qual das seguintes equagoes define um plano paralelo ao plano que contém a base do cone e que
passa no ponto de coordenadas (1,-3,5) ?

(A) 22+y+5=0 B)z+2y—10=0
(C)z+2y+5=0 D)z-3y+5=0
15.2. Resolva este item sem recorrer a calculadora.

Determine as coordenadas do ponto V' .

Exame — 2024. Ep. especial

G
16. Na figura ao lado, esta representado, em referencial o.n. Oxyz, o prisma

reto [ABCDEFGH)| , de bases [ABCD| e [EFGH| .
Sabe-se que:
e as bases do prisma sdo trapézios retangulos;
e oponto A tem coordenadas (4,—4,—3) , e o ponto B tem a ordenada [
igual ao dobro da abcissa;

e uma cquacdo da reta BC ¢ (z.y.2) = (3.5,1) + k(2.3.6),kc R .

Qual das equacoes seguintes é uma equacao do plano ABF 7
(A) 20 +3y+62+22=10 (B) 2 +3y+6z—-20=0

A B
(C)3x—2y—20=0 (D)3r—-2y—22=0

Exame - 2024, 1.® Fase

17. Na figura ao lado, esta representado, em referencial o.n.
Ozyz, o prisma triangular reto [OABCDE], de bases
[0AB] e [CDE].

Sabe-se que:
e as coordenadas do ponto A sao (2\/3,6,0):

e o ponto B pertence ao plano mediador do segmento
de reta [OA];

e a reta AB ¢ definida pela equagio vetorial
(z,2) = (0.16,0) + k (\/3 - 5,0) ke

e 0 ponto D pertence ao eixo Oz e tem cota 5.

17.1. Qual das seguintes equagoes define o plano que passa no ponto A e é perpendicular ao cixo Oz?
(A)z=0 (B)y=6 (C)z=2V3 D)z+y+2=0

17.2. Resolva este item sem recorrer i calculadora.
Determine o volume do prisma [OABCDE] .

Exame — 2023, l::p. especial
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Anexo 17: Ficha de Trabalho — Estatistica

11.° ANO - MATEMATICA A

FICHA DE TRABALHO

JANEIRO 2025

TEMA - Estatistica Dados Univariados

1. No ambito de um estudo realizado, com o objetivo de caracterizar o consumo de peixe por
camadas mais jovens, foi feito um estudo aos alunos do 2.° Ciclo de uma determinada escola do
pais. Desta forma, inquiriram-se 80 criangas acerca do numero de dias, por semana, em que

habitualmente consomem peixe.
Os resultados obtidos encontram-se na tabela.

1.1 ldentifique a variavel estatistica em estudo e classifique-a.

1.2 Construa a respetiva tabela de frequéncias absolutas
acumuladas, relativas e relativas acumuladas.

1.3 Quantos alunos comem peixe, pelo menos, 2 vezes por semana?

1.4 Que percentagem de alunos come peixe, no maximo, 1 vez por
semana?

Numero Numero
de dias de alunos

0 6

1 20

2 15

3 12

4 9

5 8

6 6

7 4

2. Umaturma do 12.° ano de uma certa escola é constituida por vinte e trés alunos.

Foi-lhes perguntado o numero de vezes que foram ao cinema no ultimo ano.

As respostas obtidas encontram-se representadas no grafico de barras.

Idas ao cinema no Gltimo ano

g A

£10 0

o

2 8 8

o

s 6

-]

-

z 4 3
2l 2
ol 3 4 5 6  N°dealunos

2.1 Indique a variavel estatistica em estudo e classifique-a.

2.2 Construa a respetiva tabela de frequéncias absolutas, absolutas acumuladas, relativas e

relativas acumuladas.

Nota: Nas aproximagoes utilize duas casas decimais.
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3. Uma determinada equipa da Faculdade de Motricidade Humana efetuou um estudo acerca do
numero de minutos que, em média e por semana, os seus estudantes dedicavam a pratica de
atividade fisica.

Foram inquiridos 500 alunos e os dados recolhidos encontram-se na seguinte tabela.

Tempo dedicado a pratica de atividade fisica

Tempo Nimero de Frequéncia Frequéncia relativa
(em minutos) | estudantes relativa acumulada
[0; 60[ 20
[60;120[ 120
[120;180[ 80
[180; 240[ 120
[240; 300[ 90
[300;360[ 60
[360;420[ 10

Complete a tabela.

4. Relativamente a 100 alunos de uma escola secundaria, foi realizado um estudo acerca do tempo,
em minutos, despendido por estes em redes sociais, numa semana.

Os resultados encontram-se representados no histograma.

4 Tempo despendido em redes sociais

35
30
25
20
15
10

5

@] 60 120 180 240 300 360
Tempo
(em min)

Frequéncia absoluta

4.1 Construa arespetiva tabela de frequéncias absolutas e relativas.

4.2 De entre os inquiridos, quantos alunos despendem menos de 3 horas por semana em redes
sociais?

4.3 Que percentagem destes alunos despende, pelo menos, 4 horas por semana em redes
sociais?
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5. Considere o seguinte conjunto de dados.
‘ 21| 16| 22| 21| 16| 14| 24| 26| 18| 15 |14 |22 |16| 24| 17 |17| 20‘

5.1 Determine a média, a moda e a mediana deste conjunto de dados.

5.2 Duplique o valor de cada um dos dados iniciais e calcule a média dos dados obtidos. Que
relagdo existe com a média obtida na alinea anterior?

5.3 Adicione 3 a cada um dos dados iniciais e calcule a média dos dados obtidos.

Que relagdo existe com a média obtida na alinea anterior?

5.4 Suponha que ao conjunto de dados inicial é adicionado mais um dado: 100

Determine a média, a moda e a mediana deste novo conjunto de dados e compare com os
resultados obtidos na alinea 1.1. Que conclusdes é possivel retirar?

6. Considere a seguinte representacao grafica de um conjunto de dados.

4 Distribuicdo de dados
12
10 —
8
6
AH
’ ﬂ ]
o 14 15 16 17 18 "

Determine a moda, a média, aproximada as décimas, e a mediana deste conjunto de dados.

7. Considere o conjunto de dados, relativo as idades dos espetadores de um concerto.

Idades 30 44 48 49 53 55 56 57 65

Numero de espetadores | 20 5 3 6 12 14 16 8 4

7.1 Construa a respetiva tabela de frequéncias relativas e relativas acumuladas.
Apresente os valores com aproximagao as milésimas.

7.2 Indique a moda do conjunto de dados apresentado.
7.3 Indique a mediana do conjunto de dados apresentado.

7.4 Determine a idade média dos espetadores da amostra.
Apresente o resultado obtido aproximado as décimas.
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8. Apods efetuarem o exame de Matematica A, perguntou-se aos alunos de uma escola secundaria
quantas provas-modelo de Matematica A resolveram, como forma de se prepararem para o
exame realizado.

As respostas obtidas encontram-se registadas na tabela.

Numero | , | 5 | 4, | 5 | 6| 7 | 8| 9|10
de provas
Numero | ., | 15 | 14 | 20 | 18 | 10 | 25 | 15 | 10
de alunos

8.1 Determine o nimero médio de provas realizadas por estes alunos.
8.2 Calcule todos os desvios dos dados em relagao a média.

8.3 Calcule a soma de todos os desvios dos dados em relagao a média.

9. O histograma representa a distribuicdo de idades dos 280 espetadores, na estreia de um novo
filme de agao.

4 Idades dos espetadores
100 95

80
70

0 60

N? de espetadores

40 30
25

20

A >

I >
0 10 15 20 25 30 35 |dades

9.1 Construa arespetiva tabela de frequéncias absolutas, relativas e relativas acumuladas.

Apresente as frequéncias relativas e relativas acumuladas com aproximagao as centésimas.
9.2 Indique, caso exista, a classe modal.
9.3 Determine a classe mediana.

9.4 Calcule um valor aproximado para a média das idades dos espetadores da estreia do filme.
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10. O diagrama de extremos e quartis da figura representa um certo conjunto de dados.

12 14 18 19 24

Relativamente ao conjunto de dados:
10.1indique o valor minimo e o valor maximo;
10.2indique 0 1.°, 0 2.° e 0 3.° quartis;

10.3 determine a amplitude;

10.4determine a amplitude interquartil.

11. Os dados seguintes referem-se ao numero de filhos de cada um dos 24 funcionarios de uma
empresa.

11.1 Determine os percentis 50, 25 e 75.

11.2 Determine a amplitude e a amplitude interquartil deste conjunto de dados.

12. Considere o seguinte conjunto de dados, relativo as idades de uma amostra constituida por
jovens que participaram num evento solidario.

Idades 14 15 16 17 18 19 20

Numero de jovens 32 25 24 40 28 20 12

12.1 Determine a idade média dos jovens da amostra.

Apresente o resultado com uma casa decimal.

12.2 Determine o percentil 75 e refira o seu significado no contexto da situacdo apresentada.

12.3 Construa o diagrama de extremos e quartis.
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13. Os dados seguintes referem-se a classificacdo obtida por 12 alunos de uma escola secundaria, no
final do periodo, a disciplina de Matematica A.

|17|16|16’17|18|19|12|20|14|15’15|19|

13.1 Determine os percentis 50, 25 e 75.

13.2 Determine a amplitude e a amplitude interquartil deste conjunto de dados.
13.3 Construa o diagrama de extremos e quartis correspondente a esta distribuicdo.
13.4 Calcula a média desta amostra.

13.5 Determine a variancia deste conjunto de dados, com aproximacgdo as décimas.

13.6 Determine o desvio-padrdo deste conjunto de dados, com aproximagao as décimas.

14. Efetuou-se um estudo acerca das temperaturas médias, em °C, que se fizeram sentir as 12 horas,
em trés cidades da zona Norte, durante o més de setembro.

Na tabela seguinte encontra-se uma amostra, para cada uma das cidades, em 10 dias
consecutivos, dos dados obtidos.

Temperaturas (°C)

Cidade A 14 16 13 17 15 17 16 16 12 16
Cidade B 18 16 20 19 19 15 17 16 18 18
Cidade C 14 14 15 13 13 16 12 13 16 15

14.1 Para cada uma das amostras, determine:

a) amédia, a moda e a mediana;
b) 0Q,,0Q,€00Q5.

14.2 Para cada uma das amostras, determine:

a) asoma dos quadrados dos desvios em relagao a média;
b) avariancia;

c) o desvio-padrdo.
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Anexo 18: Ficha de Trabalho — Sucessdes

11.° ANO - MATEMATICA A
FICHA DE TRABALHO - SUCESSOES

Limites de Sucessoes:

1. Calcule o limite da sucessao (u,), sendo esta definida por:

1 u_6—3n 2 u_4n+8
o " " 3n-1
—3n+2 4n—-1
3. u,= &i - g =i
n 8 l" = 2n
3
5 u,=——- 6. u,=—8n+3
n+1
7. u,=—7+2n 8 = +23"
2.  Relativamente a duas sucessoes (u,) e (v,), sabe-se que limu,=—o0 e limv,=4.

1. Escreva o termo geral de uma sucessao que possa representar:

a) (u,) b) (v,)

2. Calcule os seguintes limites:
. (3 . (U
a) llm<ﬁ+ U") b) hm(?)

=

. = 34+ 8n 4n |4

3. Considere as sucessoes u, = ev,= ,
—-n 2+n

ull
Prove que lim<v—) =-2V2.

n

4. Estuda, em cada caso, a sucessao (u,) quanto a8 monotonia, sendo:
G L A
n+1 n+2
=1 3n
_— — 4. =
U= on+3 b=2n1
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11.° ANO - MATEMATICA A
FICHA DE TRABALHO - SUCESSOES

Considera a sucessao (u,) de termo geral u,= 3:;21 :

1. Mostra que:
a) a sucessao é crescente;

b) a sucessao é limitada.

2. Calcula limu, .

Considera as sucessoes (u,), (v,) e (w,) tais que:
n 1-2n

u,=2n*+3n, v,=—
n'+2

Calcula:

1. im(v,+w,)
2. lim(u,v,)

3. lim(u,w,)

Calcule o limite de cada uma das sucessoes.

e 5-2n I 3—n
8n+3 V2n+4a
6+3n 1-3n
3. ¢, = ——— 4. d =
= 2n+12 )
6+n 4
5. e =—— 6. .=
i Sy b3
Considere as sucessoes (a,), (b,), (c,) e (d,) definidas por:
e 2n _(n+2>4 o 2n _ n d.==24n2
" n+5 £\ 2n "““n+5 n+l B
Calcule.
lim(a,,x%;) 2. lim(c,—-d,)
3. lim(3a,-c,) 4. lim ‘{"
V2a,
5. I n~ Un 6. ki \/b_n_\Va
. 1m a, XC" . lma—"
A
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11.° ANO - MATEMATICA A
FICHA DE TRABALHO - SUCESSOES

9. Calcula o limite das sucessoes cujo termo geral é:
_3n-5 9 y=N=2n
" 2n+1 ol N
3 y=3n=2 4 u=4n3+n’—3n
oA nSen - 2n'4n-1

|2n-1 Vn+2
5’ U,,= 6. Un=
8n+3

3n-1
g ;. n=2 y - V2n+3-Vn

Vit o nes
9 Vn’+3n-3n
LU
3n+1
10. Calcule o limite das sucessoes cujo termo geral se indica, identificando o tipo de indeterminagao
encontrada.
y =nt4 2 u_n’—2n
" 3n-1 " n+4
3 u,,=2n_:,; 4 u,=V2m+3-\Vn
1-n"
) (mt)
n+sin| —
5. u,=Vni+l-n 6. u,= il
& s T |
11.  Considere a progressao geométrica (u,) de razao % e cujo primeiro termo € 3.

1. Determine uma expressao do termo geral da progressdo geomeétrica.

2. Para p€IN, determine uma expressao algébrica S,, paraasomados p primeiros termos desta
SUCessao.

3. Determine lim S, e interprete o valor obtido.

12. Calcula:
n n+1
1. lim(5'-3) 2. limat2
27 43"
3. tim| (1) x@+ 1) % lintt 3
- E’ - T
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11.° ANO - MATEMATICA A
FICHA DE TRABALHO - SUCESSOES

13.  Considera a progressao geométrica (u,) definida por:
u,= 3
u,

Upi1 =5

2

1. Determina o termo geral da progressao geométrica.

2. Seja S, asomados n primeiros termos.
Calcula lim S, .

14. Na linha poligonal da figura o primeiro segmento [A,A,] mede 3 cm e cada A

um dos segmentos seguintes mede % da medida do segmento anterior.
1. Determine a soma das medidas dos comprimentos dos segmentos
desenhados na figura. 3cm

Apresente o resultado em centimetros.

/‘2

2. Admita que os segmentos sao desenhados indefinidamente.

Qual sera a medida do comprimento da linha obtida quando o niimero de segmentos tende para
+o0?

15.  Calcule o limite das sucessoes cujo termo geral se indica.

2 G 2
1. u B Pt 2. u,,=(l>+ 2B

" 3n+10m

i =\/;+\‘/r—2 _2n+n’
B8 1-9\n
V2n*+1 _—1+n

5. u,=—ar = 6.

U, = =
4 3 \/r—z+n

16.  Considere as sucessoes («,) e (v,) definidas por:
3 se n<2
u,=n"+3 e v,={4-4n’
g n4n se n>2
Calcule:
v
1. v,xw) 2. lim v, 3. lim (—")
N~ 4+ 00 n -+ +00 n
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11.° ANO - MATEMATICA A
FICHA DE TRABALHO - SUCESSOES

V4n*+9

17.  Calcule lim(a,+b,), sendo a,= = e b,=2""*-5",
18. Determine, se existirem, os limites das seguintes sucessoes:
1. u,=n*-3n’ 2. u,=—1+10°n"-10°n’
R o 3
3. u,=3(1)"x f” & nz_fZL?iiZL
n"+3 4n“—n

5. unzsin(nn) 6. \"/;+Vn2+3n—n

. ]
7. u=[2n=n 8 u,=2"+3"
1-n’

9. u,=V3n+n-V3n Wo U = meeeere

19. Calcule o limite das sucessoes cujo termo geral se indica, identificando o tipo de indeterminacgao
encontrada.
1. u,=n*-3n*+2n*+n-3 2. u,,=\/n3—n+2
2 3 2
+2n-— -n'+
3, o= 3n"+2n-1 & - n ;1 2
n+4 5-2n+n’—n
3 2 2
5. "=3n 'f+8 6. u,= %n N 2n
2n-n"+3 n+l n-1

fa_ P [ 3
i g = 3—-2n+27n 8. u,,=\/n +n4+n’+]
\( n" +n”

1+9n°
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11.° ANO - MATEMATICA A
FICHA DE TRABALHO - SUCESSOES

2"+5"

9. u,,=ﬁ
5°"+1+6

M. u,=Vr*+3n+2-Vn*+1

13. u,= 93 x (n+4n%
n-_
n n+1

15. u,,=8—;—i——
\Vn*+3

17. = —_—

“n=T12n

19. u,-= n'7+s1nn

5n°+cosn

Limites de Funcdes segundo Heine:

10.

12.

14.

16.

18.

20.

4" -2 41

U, =

1+n’

| R —

2
u,= 4n .

= 6"

n+3

unz———__——._.
Von*+1+4n

un -

2
n

_ n+sin’(n)

+1

u,= 2N n?+1-3n

20. Na figura estd representado o grafico de uma fungdo g de dominio IR\{0} e que tem como assintotas

as retas de equagoes y=1, y=0e x=0.
Escreva o termo geral de uma sucessao (u,,):

1. que seja convergente e tal que g(u,) também seja
convergente;

2. que seja convergente e tal que g(u,) seja divergente;

3. que seja divergente e tal que g(u,) seja convergente.
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11.° ANO - MATEMATICA A
FICHA DE TRABALHO - SUCESSOES

21. Nafigura esté representado parte do gréfico de uma fungédo f de dominio IR\{—4}.

Asretas de equagdes y=—1, y=0 e x=—4 sdo assintotas ao gréfico de f.

Indique o valor dos limites seguintes. y
1. lim flx
r— -4f () Sdeacascanna :
ldeooccanens

2. limf(u,), sendo u,=—4- ;ll- _4

3. _‘_li_r.nd flx)

4. limf(v,), sendo v,=5"

1—-4n
n

5. limf(w,), sendo w,=

6. limf(t,), sendo t,=3—n

22. O grafico ao lado representa uma fungao f de dominio IR\{-3}.
Sabe-se que as retas de equagoes y=0, y=1, x=0e x=-3
sao as assintotas ao grafico de f.

1. Indique o valor dos seguintes limites:

a) lim_ ) b) lim fix)
0 En]3f(x) d) ,E."fsf(")
e) lim f(x) N lim fk ;

2. Escreva o termo geral de uma sucessio (u,) que seja:
a) convergente e tal que f(u,) seja divergente;
b) divergente e tal que f(u,) seja convergente.

23. No referencial ortogonal Oxy esta representada a y‘ .
funcado f definida por f(x):z;__f. /

Sejam (u,), (v,). (w,) e (s,) tais que: ]

2
U=n2+n;v:1+L.W=1_n3es=20—5 K’
n n zn' n nz n 2" : -

. 01
Determina:
1. limf(u,) 3. limfl(w,)
2. limflv,) 4. limfl(s,)
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Anexo 19: Ficha de Trabalho — Limites de Fun¢des

11.° ANO - MATEMATICA A

FICHA DE TRABALHO - LIMITES DE FUNCOES

Indeterminagoes
e Envolvendo fungoes racionais

Indeterminagoes Indeterminagao
1.° Fatorizar o numerador

(;) Simplificar a e o denominador.
expressdo de modo 0 2.° Simplificar.
ra (O a obter: — @

3.° Utilizar as propriedades
operatorias dos limites.

X — +oo (400 — o0) * Colocar em evidéncia
o termo de maior grau.

(0 X o) 7 Simplificar a expressao —» (%) —» Colocar o termo de maior

de modo a obter : grau em evidéncia no
(9) numerador e/ou
L denominador.

¢ Envolvendo fungdes irracionais
Estratégias comuns:

o Multiplicar o numerador e o denominador pela expressiao conjugada do binémio onde se encontra
a expressao irracional.

o Multiplicar o numerador e o denominador pela prépria raiz envolvida.

o Colocar em evidéncia um fator de modo a obter um produto.
Exercicios:

1. Seja fafun¢io de dominio R\{-1} definida por fix) =1 + \'l_l Recorrendo a defini¢do de limite
segundo Heine, prova que: ’

1 lim fo9=3 2. lim f)=1 3. lim fig)=+e

X — 4%

2. Na figura estd representada parte do gréfico da fungdo f. Determina:

A
1. lim fla,), sendo a, = shel ’
n+2
2. lim fib,), sendo b, = =ntl
n+2
3. lim fic,), sendo ¢, = =n-2
n+1
4. lim fid,), sendo d, = =2n+1
n+2
2
5. lim flu,), sendo u, = —2* L
n+2
2
8. limflv,), sendo v, = i+l
n+2
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3. Calcula os seguintes limites,

Lo lim (P +x2+2)

X—>—%

. 2x+1
4. lim —————
x—+ox’ —4x+3

7 lim (f*—”‘xl)

x— =\ X+ 1 3x

10.

X— 4>

lim (Vx—1-Vx+1)

comegando por identificar, caso exista, o tipo de indeterminagdo.

. X+ 2x+1 . X +3x
2. lim ——— 3. lim —————
X —> 4% x+l x—'-NZ(.\'—I)(.\"}-])
1
. [(xr=1 . X+2
5. xin_lx( X 'G'XE."L >
3x+1
x—-2 _
L 9. lim £=4
x—s 42X — 4 x—o-w|x-2|
2
N lim XX 12 lim —X*3
x—-= 2% TV + 14V +2

4. Calcula os seguintes limites, comegando por identificar, caso exista, o tipo de indeterminagao.

1 Iiml(x2+2.\'+l)
e

a Iimx3+2.\’2+.\'

o x—0 X

x’—4
x-2

L
m

x—0'x’ —

7. lim
x—2

J10.

5= X 4+2x+1 3. lim X 42x+1
x—-1 x+1 x— 0" X
3 2 3
L X +2x—x-2 .ox -1
===t 2 6. |
xl—rpl -1 xl—rplx‘—]
. : . x—-3
8. lim —~ 9. lim ——m——
x—0 ¥ =3\/¥ -5v+6
. lim X4 Do

5. Seja fa fungdo representada graficamente na figura. Determina os seguintes limites.

1. lim fix)

x—-2

2. lim fix)
x—0'

3. lim fix)

x—0

4. lim [fix))?
x—2'

6. Para cada valor de k, a expressio seguinte define uma funcio de dominio R.

=1k se x<1
x-2

f(.\')= 3 se =1
2x+1

T se x> 1

Determina o valor de k, para o qual existe lim f(x).
x—1

Bom Trabalho!!
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Anexo 20: Ficha de Trabalho — Fun¢Bes Racionais

11.° ANO - MATEMATICA A
FICHA DE TRABALHO - FUNCOES RACIONAIS

Funcgées racionais

P(x)

Uma funcao racional é uma funcdo real de variavel real dada por uma expressao da forma ——=, onde

Q)

P e Q sdo polinémios.

Equacdes fracionarias

Em geral, para resolver analiticamente uma equacdo fraciondria, seguem-se os seguintes passos:
- - ST Alx,
1. Reduzir a equacdo fracionaria a forma Ak) =0
B(x)
AW

2. Escrever —x=0 &S Alx)=0AB) 20.
B(x)

3. Resolver a condigdo obtida.

4. Apresentar o conjunto-solugdo.

Inequacdes fraciondarias

Em geral, para resolver analiticamente uma inequacio fraciondria, seguem-se 0s seguintes passos:

A
1. Reduzir a inequacdo fraciondria a forma % > (ou>ou<oux)0.

s ) - Alx e
2. Estudar o sinal da fragdo ——, recorrendo, por exemplo, a um quadro de sinais.

B(x)
Alx,
3. Apresentar sob a forma de condi¢do os valores de x que satisfazem a inequagdo % >(ouzou<
(x
oug) 0.

4. Apresentar o conjunto-solugao.

Exercicios:

0 Determina o dominio e os zeros e estuda o sinal de cada uma das fung¢des cuja expressdo ana-
litica se indica abaixo.

1, fy =2 t2el 12, =522t

13. K'Y):(v_]—z)z—r?% 14, k(x):i;: %—ff:
e Resolve as seguintes equagoes.

21. x+3=x%1 2.2.%4(%:%

23'%_.\'z2=_1 - xzi2x_%=xi2

25. — al 3 26. — 0 X

"X+5 x-2 :xz+3x—10

e Resolve as seguintes inequagoes.
2 x-=1

2
X +4x+3 x+1 1
3.3. mQO 34. et <T+2
3 1 4
35. —— <-1 36. 1 —>—
X x> x+17 24

Bom Trabalho!!
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Anexo 21: Feedback disponibilizado via Teams

Refletir sondagem
= Ambigdo

Ver tendéncia

Feedback
B 7 U ¥ & =

A tua resolucdo revela que dominas os
conceitos fundamentais de Geometria Analitica do
10.° ano. A tua comunicacdo matematica escrita esta
muito melhor, parabéns pelo teu esforco!

No 1.1. b) deves rever os calculos intermédios e no
3.3. a equacéo reduzida da reta AO.

Deves voltar a pensar no 6.2. para que eu o volte a
analisar.

Continua a trabalhar!

2 2
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Anexo 22: Reflexdo sobre tarefa no Teams
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Anexo 23: Plano de aula 9.° ano

Plano das 5% e 6 Aula dada de Matematica—9.°5
Professora estagiaria Francisca Fernandes
08 de janeiro de 2025

TEMA: CASOS NOTAVEIS DA MULTIPLICAGAO - DIFERENGA DE QUADRADOS

Sumario:
Casos notaveis da multiplicagao: diferenga de quadrados.

Resolugao dos exercicios das paginas 130 e 131 do manual.

Recursos do Professor: Recursos do Aluno:

. Manual “Prisma 9” — Volume 1 . Manual “Prisma 9” — Volume 1
. Computador com internet e projetor . Papel, lapis, caneta e borracha
. Quadro e canetas e  Telemovel

Tarefa “Caso Notavel: Diferenga de Quadrados” (Anexo A)
Quadrados de papel coloridos e tesouras

PowerPoint “Caso Notavel: Diferenca de Quadrados”
(Anexo B)

Desafio: “O Ano Novo em Matematica!”:

https://www.menti.com/altfksym37np

Objetivos de Aprendizagem dos Alunos

Objetivos Gerais: Objetivos Especificos:

Desenvolver o raciocinio e o pensamento matematico. e  Aplicar a propriedade distributiva da multiplicagao

em relagédo a adicdo de monomios.

Fortalecer a comunicagdo matematica. . . L
. Generalizar o caso notavel da multiplicagcdo de

Desenvolver a capacidade de espirito critico e de binémios: diferenca de quadrados.

discusséo de ideias. e Aplicar o caso notavel da multiplicagdo de

bindmios: diferenca de quadrados.

Acobes a desenvolver com os Alunos:

Distribuir um exemplar da tarefa “Caso Notavel: Diferenca de Quadrados” a cada aluno e explicar brevemente a sua

estrutura.
Realizar, em grupos de 2 ou 3 alunos, a tarefa “Caso Notavel: Diferenga de Quadrados”.

Projetar o PowerPoint “Diferenca de quadrados” e promover a analise e discussdo, em grupo turma, das conclusées

obtidas na resolugao da tarefa.

Generalizar o caso notavel da diferenga de quadrados.

Sistematizar alguns conceitos relacionados com a diferenga de quadrados.

Transformar, em grupo turma, a expresséao algébrica (x — 4)(x + 4) num polinémio reduzido.
Resolver os exercicios: 2 da pagina 130; 1.4, 1.6, 1.8 e 5 da pagina 131 do manual.

Atribuir o T.P.C.: exercicios 1.4, 1.5 e 1.6 da pagina 144 do manual.

Resolver o desafio “O Ano Novo em Matematica”.
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Desenvolvimento da aula/Estratégias:

Para a presente aula, construiu-se a tarefa “Caso Notavel: Diferenga de Quadrados” com o objetivo de envolver os alunos
ativamente no seu processo de aprendizagem. A tarefa foi estruturada de acordo com as caracteristicas da turma,
procurando que os alunos explorem o caso notavel através de uma abordagem pratica e colaborativa. Para tal, prepararam-
se dois quadrados (vermelho e azul) que acompanham a tarefa e cujas medidas do lado variam de acordo com a fila (1,2
ou 3) em que os alunos se encontram. Este pormenor foi pensado para atender as especificidades dos alunos, pois acredita-

se que a concretizagdo com valores numéricos € mais acessivel as suas caracteristicas de aprendizagem.

A par disto, preparou-se o PowerPoint “Caso Notavel: Diferenca de Quadrados” de apoio a aula. Este PowerPoint possui
um slide que acompanha a estrutura da tarefa, encontrando-se dividido em duas partes (quadrado vermelho e quadrado
azul), tal como o enunciado. Neste slide encontra-se uma tabela para cada fila de alunos preencher com os resultados
obtidos durante a tarefa. Esta estrutura foi pensada com o objetivo de facilitar a organizagéo e o registo dos valores obtidos

pelos alunos, facilitando a posterior analise e discussédo das conclusdes.

Pretende-se que, no final da tarefa, os alunos concluam que, independentemente dos valores das medidas dos lados dos

quadrados, obtém-se a relagao da diferenga de quadrados.

No primeiro momento da aula, a professora ira distribuir um exemplar da tarefa “Caso Notavel: Diferenga de Quadrados” a
cada aluno e explicar brevemente a sua estrutura. Os alunos terdo 15 minutos para resolverem a tarefa em grupo. Para a
realizagao desta tarefa, serdo também entregues dois quadrados de papel (um vermelho e um azul) a cada grupo de alunos.
Durante este momento, a professora devera circular pela sala de aula para acompanhar o progresso dos alunos, esclarecer

eventuais duvidas e garantir que todos os alunos estdo envolvidos na execugao da tarefa.

Posto isto, um aluno de cada fila ird ao quadro preencher a respetiva tabela com os valores obtidos pelo seu grupo. Desta
forma, todos os alunos conseguem ver os valores com que os colegas trabalharam e comparar os resultados obtidos. Segue-

se, em grupo turma, uma discussao das conclusdes observadas.

O segundo momento da aula sera dedicado a generalizagdo do caso notavel diferenca de quadrados. Partindo da tarefa
resolvida, admite-se que se possui um quadrado de lado a, ao qual foi retirado um quadrado de lado b. A semelhancga do
que foi realizado na tarefa, o hexadgono obtido sera decomposto em dois retdngulos que, reorganizados, formam um novo
retangulo. Com esta reorganizag&o, sera possivel concluir que a area da figura inicial (a? — b?) & igual & area do retangulo
reorganizado ((a +b)(a— b)). Esta explicagdo serd acompanhada por um slide do PowerPoint “Diferenga de quadrados”,
com figuras representativas de cada etapa, desde o recorte inicial do quadrado menor, passando pela decomposigéo da
figura em dois retangulos, até a reorganizagcdo dos mesmos para formar o novo retangulo. A visualizagdo das imagens

ajudara os alunos a compreenderem o raciocinio subjacente.

Posto isto, segue-se uma breve sistematizagdo no quadro, que os alunos deverdo registar nos respetivos cadernos.
Aproveita-se este momento para demonstrar a igualdade do caso notavel, recorrendo as propriedades da multiplicagéo e da
adicéo de polinémios. A titulo exemplificativo, em conjunto com a turma, transforma-se a expresséao algébrica (x — 4)(x +

4) num polinémio reduzido, procurando que os alunos identifiquem os monémios a € 0 b.

No momento seguinte da aula, resolvem-se os exercicios 2 da pagina 130 e 1.4, 1.6, 1.8 e 5 da pagina 131 do manual
escolar, de aplicagéo direta do caso notavel trabalhado na presente aula. Paralelamente, os exercicios serao resolvidos no
quadro pelos alunos. Durante este momento, a professora devera circular pela sala de aula de modo a supervisionar o

trabalho dos alunos e a fornecer apoio individualizado aos que precisem.

No ultimo momento da aula, os alunos serao desafiados a resolver o desafio “O Ano Novo em Matematica!”. Para tal, deverédo
aceder ao enunciado através do QR Code disponibilizado pela professora. O desafio consiste nos alunos aplicarem o caso

notavel da diferenga de quadrados para calcular o valor de 20252 — 20242.

Antes disso, atribuir-se-a o T.P.C.: alineas 1.4, 1.5 e 1.6 do exercicio 1 da pagina 144 do manual escolar.
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Observagoes/Aprendizagem complementar (Cumprimento do plano/alteragdes ao plano, metodologias a adotar, casos
particulares...)

1. O sumario encontra-se escrito de forma semelhante ao modelo utilizado pela professora titular da turma, mencionando
o tépico e s matéria que serad abordada, conforme indicado no manual escolar. Optou-se por manter o formato a que

os alunos estédo habituados.

2. Os grupos serdo compostos por 2 ou 3 alunos, consoante a sua disposigao na sala de aula. A constituicdo dos grupos

estara sujeita as alteragdes que a professora considere necessarias.
3. Todas as figuras incluidas no PowerPoint foram construidas de forma rigorosa, com o auxilio do GeoGebra.

4. Durante a resolugédo dos exercicios, sempre que necessario, a professora devera dar um apoio mais individualizado,
observando as dificuldades dos alunos na aplicagéo dos conteudos previamente trabalhados e na compreensao dos

conceitos abordados.

5. Se, eventualmente, ndo for possivel aceder ao PowerPoint através do computador disponivel na sala de aula, a
professora ira recorrer ao seu computador pessoal, garantindo que nenhuma parte da aula fica comprometida.

Antevisao - Possiveis dificuldades dos alunos:

1 Dificuldade em generalizar o caso notavel da multiplicagdo de binédmios diferenca de quadrados, utilizando os

mondémios a e b, em vez de valores numéricos.

2  Dificuldade em trabalhar com expressdes algébricas que envolvem raizes quadradas.

Avaliagao:

A avaliagao dos alunos sera baseada em apontamentos referentes aos seguintes aspetos:
e  Aplicagédo de conhecimentos matematicos adquiridos anteriormente;
. Participagao na resolugéo e discussao da tarefa “Caso Notavel: Diferenga de Quadrados”;
. Colaboragao com a professora e com os colegas na resolugéo dos exercicios;
. Uso da terminologia e simbologia adequada;
. Participagdo na aula;

. Comportamento na sala de aula.

Balango:

Perante as dificuldades de aprendizagem e o reduzido envolvimento habitual por parte dos alunos nas tarefas propostas,
considera-se que o bloco de aulas foi planeado de forma adequada. A professora estagiaria procurou adaptar recursos e

estratégias para promover a participagéo ativa dos alunos e facilitar a compreenséo do caso notavel.

A tarefa realizada revelou-se eficaz, ao criar um ambiente colaborativo, propicio ao envolvimento dos alunos, inclusive
daqueles que habitualmente se mostram menos participativos. A utilizagdo de materiais manipulaveis, bem como a escolha
de valores numéricos concretos em vez da generalizagdo imediata, contribuiram para uma melhor apropriagdo do contetdo,
permitindo aos alunos visualizar concretamente o raciocinio matematico subjacente. No entanto, identificou-se algum
desfasamento entre a componente pratica da tarefa e o momento de generalizagdo do caso notavel, aspeto que mereceu

reflexao por parte da professora estagiaria.

Face a agitagdo de alguns alunos da turma, a professora estagiaria recorreu a uma estratégia que, em aulas anteriores, se
revelou eficaz: chamar os alunos mais irrequietos ao quadro para resolverem os exercicios propostos e explicarem o respetivo
raciocinio aos colegas. Contudo, nesta aula, a estratégia nao teve o efeito desejado, pois alguns alunos adotaram uma postura
exibicionista, desviando o foco do trabalho e tentando comprometer o ambiente de aprendizagem. Ainda assim, as professoras
presentes destacaram que, apesar dos desafios comportamentais da turma, a professora estagiaria manteve uma postura

serena e profissional, revelando controlo da situagao na gestao dos diferentes momentos da aula.
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Anexo A: Tarefa “Caso Notavel: Diferenga de Quadrados”

Caso Notavel: Diferenga de Quadrados

Quadrado VERMELHO Quadrado AZUL
Ci a 0 quadrad Iho de lado 12 cm (quadrado 1). Considera o quadrado azul de lado 12 cm (quadrado A).
1. Calcula a érea do quadrado 1. 6. Recorta pelo tracejado o quadrado de lado 5 cm (quadrado B).
2. Recorta pelo tracejado o quadrado de lado 5 cm (quadrado 2). 7. Decompde o hexagono obtido em dois retangulos, recortando pelo tracejado.
3. Calcula a area do quadrado 2. 8. Determina o comprimento e a largura de cada retangulo.
4. Calcula a area do hexagono obtido.
-
- o [z
- >
hexagono —
9. Reorg os retangulos para ob um retangulo maior (retdngulo 3).
v
10. Preenche a tabela:
5. Preenche a tabela: figura comprimento (cm) largura (cm)
figura lado (cm) area (cm?) retangulo 1
quadrado 1 retangulo 2
quadrado 2 retangulo 3
hexagono s
11. Calcula a érea do retdngulo 3.
3
3
retdngulo 1 é
5
~
e
12. O que podes concluir da drea do hexagono e da area do retingulo 3?

Caso Notavel: Diferenga de Quadrados

Quadrado VERMELHO Quadrado AZUL
Considera o quadrado vermelho de lado 10 cm (quadrado 1). Considera o quadrado azul de lado 10 cm (quadrado A).
1. Calcula a area do quadrado 1. 6. R pelo tracejado o quadrado de lado 6 cm (quadrado B).
2. Recorta pelo tracejado o quadrado de lado 6 cm (quadrado 2). 7. Decompde o hexagono obtido em dois retangulos, recortando pelo tracejado.
3. Calcula a drea do quadrado 2. 8. Determina o comprimento e a largura de cada retangulo.
4. Calcula a drea do hexagono obtido.

Iy —ﬂ
| — retangulo 1

- [z ]
hexagono ——
B —
+ 9. Reorganiza os retangulos para ob um retangulo maior (retangulo 3).
“ > 10. Preenche a tabela:
5. Preenche a tabela: figura comprimento (cm) largura (cm)

figura lado (cm) area (cm?) retangulo 1
quadrado 1 retangulo 2
quadrado 2 retangulo 3
hexagono R ——

11. Calcula a area do retangulo 3.

retdngulo 1

Z onbugias

12. O que podes concluir da drea do hexdgono e da érea do retangulo 37
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Caso Notavel: Diferenca de Quadrados

Quadrado VERMELHO

Considera o quadrado vermelho de lado 8 cm (quadrado 1).

Quadrado AZUL
Considera o quadrado azul de lado 8 cm (quadrado A).

1. Calcula a area do quadrado 1. 6. Recorta pelo tracejado o quadrado de lado 3 cm (quadrado B).
2. Recorta pelo tracejado o quadrado de lado 3 cm (quadrado 2). 7. Decompde o hexagono obtido em dois retangulos, recortando pelo tracejado.
3. Calcula a area do quadrado 2. 8. Determina o comprimento e a largura de cada retangulo.
4. Calcula a area do hexagono obtido.
I e )
hexagono -«
9. Reorganiza os retangulos para obteres um retangulo maior (retangulo 3).
* > 10. Preenche a tabela:
5. Preenche a tabela: figura comprimento (cm) largura (cm)
figura lado (cm) area (cm?) retangulo 1
quadrado 1 retangulo 2
quadrado 2 retangulo 3
hexagono e

11. Calcula a area do retangulo 3.

retangulo 1

Z ojnBugias

12. O que podes concluir da area do hexagono e da area do retangulo 3?7
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Anexo B: PowerPoint “Caso Notavel: Diferenca de Quadrados”
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Anexo 24: Poema no ambito do Dia Internacional da Matematica

...............

See
~
~
~
~
~

Dos numeros faco magia,
Com légica e precisao,

Na matematica ha harmonia,
Tudo tem uma razao.

Dos calculos nasce a arte,
Regras dao ritmo ao pensar,
Quem a matematica entende,
Vé o mundo encaixar.

=

a ®
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Anexo 25: Competicdo Internacional de Matematica Naboj

T
| NABO>

=

| Ealém do Naboj?
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Anexo 26: Autorizagao de participacao na visita de estudo

AUTORIZAGAO - DIA ABERTO FACULDADE DE CIENCIAS

Eu, , Encarregado de Educagdo

do(a) aluno(a) , n.2 , da

turma 11.2 , autorizo o meu educando a participar na visita de estudo “Dia Aberto da
Faculdade de Ciéncias da Universidade de Lisboa” a realizar-se no dia 7 de maio de 2025, no

periodo da tarde.

(Encarregado de Educacao)
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Anexo 27: Autorizacao de participagdo no projeto de investigagao

AUTORIZACAO DE PARTICIPACAO NO PROJETO DE INVESTIGACAO

Eu, , Encarregado de Educacgdo

do(a) aluno(a) , n.2 , da

turma 11.2 , tomei conhecimento da realizagdo do projeto de investigagdo no ambito do
Mestrado em Ensino de Matematica no 3.2 Ciclo do Ensino Basico e no Secundario da Faculdade
de Ciéncias e Tecnologia da Universidade Nova de Lisboa e autorizo a participagdo do meu

educando no referido projeto.

Autorizo a recolha de informagdo audio e o seu uso para efeitos de investigagado, salvaguardando
o respetivo anonimato do meu educando, aquando da realizagdo de entrevistas e tarefas no

ambito deste projeto de investigacdo.

(Encarregado de Educagao)
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Anexo 28: Tarefa 1

Tarefa 1 — Construgao de triangulos equilateros

Dado um triangulo equiladtero, constréi-se a partir dele um novo triangulo equildtero, cujos vértices sdao os pontos

médios dos lados do triangulo anterior. A figura ilustra a aplicagdo deste processo em trés fases sucessivas, a partir de

um tridangulo inicial (fase 1).

1.

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

Fase 1 Fase 2 Fase 3

Seja (u,) a sucessdo do nimero de tridngulos obtidos nas sucessivas fases.

Determina os cinco primeiros termos de (u,,).
Determina a express3o geral de (u,).
Calcula o nimero total de triangulos das oito primeiras fases.

O que acontece ao valor da soma total dos triangulos a medida que o nimero de fases aumenta?
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Anexo 29: Tarefa 1 - guido entrevista

Guido entrevista:

Tarefa 1 — Construgdo de triangulos equilateros

Dado um tridngulo equilatero, constréi-se a partir dele um novo tridangulo equilatero, cujos vértices sdo os pontos
médios dos lados do triangulo anterior. A figura ilustra a aplicagdo deste processo em trés fases sucessivas, a partir de

um triangulo inicial (fase 1).

Fase 1l Fase 2 Fase 3

1. Seja (un) a sucessao do numero de tridngulos obtidos nas sucessivas fases.
1.1. Determina os cinco primeiros termos de (u,,).

e Como estas a contar o nimero de triangulos em cada fase?
¢ Como determinaste os cinco primeiros termos da sucessao?
¢ Observas algum padrao? Se sim, descreve-o.

1.2. Determina a expressao geral de (u,,).

¢ Como chegaste a expressao geral da sucessao?

¢ O que significa, em termos da construcdo, a expressdo que encontraste?

e Por que é que a sucessao (u,) é uma progressao aritmética?

e Por que é que o termo geral de uma progressao aritmética é dado pela expressao u,, = u; + (n — 1)r?
¢ No contexto do problema o que significa a razdo ser 4?

1.3. Calcula o numero total de tridngulos das oito primeiras fases.

e Como estas a calcular o nimero total de triangulos nas oito primeiras fases?
1.4. O que acontece ao valor da soma total dos tridngulos a medida que o nimero de fases aumenta?

e Como chegaste a expressao da soma?

r?

3 " - ~ " 7. , ~ U4+ U
e Por que é que a soma dos n primeiros termos uma progressao aritmética é dada pela expressao S,, = % X

¢ Consegues prever o que acontece se aumentarmos indefinidamente o nimero de fases?

* No contexto do problema, o que significa o valor do limite que calculaste?
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Anexo 30: Tarefa 2

Tarefa 2 — Area de tridngulos equilateros

Dado um triangulo equildtero, constréi-se a partir dele um novo triangulo equilatero, cujos vértices sdo os pontos
médios dos lados do triangulo anterior. A figura ilustra a aplicagdo deste processo em trés fases sucessivas, a partir de

um triangulo inicial (fase 1).

Fase 1 Fase 2 Fase 3

2. Seja (a,) a sucessdo das areas dos triangulos que se obtém em cada fase ao unir os pontos médios dos lados do

triangulo anterior.
Considera, para unidade de medida de drea, a area do triangulo inicial.
2.1. Determina a expressdo geral de (a,).

2.2, Escreve uma expressdo para a soma dos n primeiros termos da sucessao (a,,).

Se aumentarmos n tanto quanto queiramos, o que acontece ao valor da soma?
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Anexo 31: Tarefa 2 — guido entrevista

Guido entrevista:

Tarefa 2 — Area de triangulos equilateros

2. Seja (a,) a sucessdo das areas do tridngulo que se obtém em cada fase ao unir os pontos médios dos lados do

triangulo anterior.
Considera, para unidade de medida de area, a area do triangulo inicial.
2.1. Determina a expressao geral de (a,,).
e Como estas a calcular a area dos triangulos em cada fase?
e Observas algum padrao? Se sim, descreve-o.
e Como chegaste a expressao geral da sucessdo?
e O que significa, em termos da construgdo, a expressdo que encontraste?
e Por que é que a sucessao (a,) € uma progressao geomeétrica?
e Por que é que o termo geral de uma progressdo geométrica é dado pela expressdo u,, = u,r""1?
¢ No contexto do problema o que significa a razdo ser%?
2.2, Escreve uma expressdo para a soma dos n primeiros termos da sucessao (a,,).
Se aumentarmos n tanto quanto queiramos, o que acontece ao valor da soma?

e Como chegaste a expressado da soma?

n_
-1,

e Por que é que a soma dos n primeiros termos uma progressao aritmética é dada pela expressao S,, = u; X "
—

e Consegues prever o que acontece se aumentarmos indefinidamente o numero de fases?
¢ No contexto do problema, o que significa o valor do limite que calculaste?

e Como explicarias a um colega porque é que a soma se aproxima de um valor fixo?
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