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Sumario

O aumento progressivo da velocidade e capacidade de carga dos veiculos terrestres,
especialmente os ferroviarios, apresenta novos desafios na area da Engenharia Civil.

Um fendmeno que ganha especial importancia para os actuais comboios de alta velocidade € o
da radiacdo de transicéo, perturbagdes na deformada dindmica da via que se manifestam sobre
a forma de ondas adicionais quando o veiculo passa por uma zona de mudanca brusca da
rigidez vertical da fundacéo.

A presente dissertacdo estuda de forma puramente analitica o0 caso concreto de uma viga bi-
apoiada com mudanca na rigidez de fundagdo a meio vao, sobre a qual actua uma carga
moével. E analisado o comportamento dindmico da viga sem amortecimento para Varios
valores de velocidade sub-criticos, criticos e super-criticos para ambos os sentidos possiveis
da carga mével. Separa-se também o efeito da radiacéo de transi¢do das restantes vibracdes.

Faz-se ainda uma breve andlise dos efeitos do amortecimento neste fenémeno, bem como
considerac@es qualitativas sobre vibracdo vertical no veiculo, que tem importancia ndo so para
a estabilidade deste, mas também para o conforto dos passageiros.

Conclui-se que o fendmeno é particularmente influenciado pela velocidade do veiculo, e
verifica-se que o amortecimento tem grande impacto no comportamento dinamico da via.






Abstract

The constant growth of land vehicle’s speed and capacity, particularly railroad vehicles,
presents new challenges in the field of Civil Engineering.

A phenomenon of great importance to today’s high-speed trains is that of transition radiation,
disturbances in the dynamic behavior of the track which manifest as extra waves generated by
the passage of the vehicle through a region where vertical stiffness off the foundation changes
abruptly.

This dissertation aims to study in a purely analytical way the particular case of a simply
supported beam with a change in the foundation vertical stiffness that occurs at mid span,
traversed by a moving load. The beam’s dynamic behavior is studied, disregarding the effect
of damping, employing several sub-critical, critical and super-critical velocities, assuming
both possible orientations of the moving load. The transition radiation is separated from the
remaining vibrations.

Furthermore, a brief analysis of the effect of damping is presented, as well as qualitative
considerations about the vertical vibration in the vehicle, important both to its stability, but
also to passenger’s comfort.

In conclusion, this phenomenon is particularly affected by the vehicle’s speed, and is also
verified that the effect of damping plays a big part in the dynamic behavior of the track.
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Simbologia

a variavel auxiliar na definicdo da coordenada generalizada
a(x) variavel auxiliar na definicdo da coordenada generalizada, em funcdo do espaco
o] variavel auxiliar na definicdo da coordenada generalizada para o i-ésimo modo

bi (x) variavel auxiliar na definicdo da coordenada generalizada para o0 i-ésimo modo, em
funcéo do espaco

c coeficiente de amortecimento distribuido da fundacéo visco-elastica, constante
C1 coeficiente de amortecimento distribuido da fundacéo visco-elastica para o trogo 1
C2 coeficiente de amortecimento distribuido da fundacdo visco-elastica para o troco 2
c(x) coeficiente de amortecimento distribuido da fundacgdo visco-eléstica, variavel
d; j-ésima raiz da equacdo caracteristica

f(t) componente temporal da solugdo da equacdo de movimento homogénea

fi(t)  deslocamento generalizado do modo i

i namero do modo de vibracdo

k coeficiente de rigidez distribuido da fundacéo visco-elastica, constante

k(x) coeficiente de rigidez distribuido da fundag&o visco-elastica, variavel

K1 coeficiente de rigidez distribuido da fundacgéo visco-elastica para o trogo 1

K, coeficiente de rigidez distribuido da fundacdo visco-elastica para o trogo 2

Ki,j elemento da linha i, coluna j da matriz de rigidez

I comprimento dos trocos

m massa distribuida da viga, constante

m(x) massa distribuida da viga, variavel

m; massa distribuida para o trogo 1

my massa distribuida para o troco 2

n nimero de modos de vibracao

p(x,t) carregamento genérico, variavel ao longo do espaco e do tempo

S velocidade da carga mével

t coordenada temporal

v(x) componente espacial da solucdo da equacdo de movimento homogénea

vi(x)  i-ésimo modo normal de vibragéo livre ndo amortecida

X coordenada espacial

y deformada vertical da viga

y(x,t) deformada vertical da viga no ponto x e instante t

y*(x,t) deformada vertical da viga com sentido inverso da coordenada x
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{y(t)} formulacédo vectorial da deformada da viga
z variavel auxiliar da transformada de Laplace

A constante de integragéo
Ay constante de integracdo do troco 1
A, constante de integracdo do trogo 2
B constante de integragéo
B constante de integracdo do troco 1
B, constante de integracdo do troco 2
C constante de integragéo
Cy constante de integracdo do troco 1
C, constante de integracdo do troco 2
Cs constante de integragédo
Cy constante de integragéo
Ci constante de integragédo
D; constante de integracdo do troco 1
D, constante de integracdo do troco 2
D operador diferencial
constante de integragédo
E maodulo de elasticidade da viga
El rigidez de flexdo da viga, constante
El(x) rigidez de flex&o da viga, varidvel
El,  rigidez de flexdo da viga para o troco 1
El,  rigidez de flexdo da viga para o troco 2
F constante de integragédo
F(x) deslocamento inicial da viga
G constante de integragédo
G(x) velocidade inicial da viga
I inércia da viga
[K]  matriz de rigidez
L comprimento total da viga
Ly comprimento do primeiro troco da viga
L. comprimento do segundo trogo da viga
M momento flector
[M]  matriz de massa
Ni norma do i-ésimo modo de vibracéo
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P intensidade da carga mével pontual

P(D) func&o polinomial do operador diferencial D

Qi(t) i-ésima parcela do desenvolvimento em série da funcao de carga
\/ esforco transverso

a variavel auxiliar da separacdo de variaveis
B constante da solucdo da equacéo de equilibrio
d translacdo

d(x)  funcéo delta de Dirac

0 rotacéo

A constante da solucdo da equacdo de movimento

M constante da solucdo da equacdo de movimento para o trogo 1
A2 constante da solucdo da equacdo de movimento para o trogo 2

& percentagem de amortecimento critico

T variavel auxiliar de integracéo

[0) angulo de fase

® frequéncia ciclica

;i i-ésima frequéncia natural de vibracéo livre ndo amortecida

wpi  frequéncia ciclica do amortecimento para o i-ésimo modo de vibragéo

{®} formulacdo vectorial do modo natural de vibracao
{®;} formulagdo vectorial do i-esimo modo natural de vibracéo
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1 — Introducéo

O desenvolvimento dos meios de transporte, especialmente os colectivos, é frequentemente no
sentido de atingir maiores velocidades (veja-se o exemplo dado na figura 1.1) e, a0 mesmo
tempo, transportar mais carga e passageiros, o que leva a veiculos maiores e mais pesados.
Por outro lado, a medida que o conhecimento dos materiais avanca, as estruturas sobre as
quais estes veiculos se deslocam sdo progressivamente mais esbeltas e leves.

Isto significa que o efeito dindmico que os veiculos tém nas estruturas é largamente superior
ao efeito estatico, o que torna a analise das vibragdes estruturais um ponto cada vez mais
fulcral na area das vias de comunicacéo. Isto é facilmente compreensivel por analogia com
um oscilador de um grau de liberdade com rigidez relativamente baixa, e toda a massa
concentrada num dnico ponto. Este sistema, quando excitado, apresentara grandes
deslocamentos, e consequentemente grandes esforcos nos elementos estruturais.

Figura 1.1 » Esquerda: comboio a diesel da British Rail do final dos anos 80, atinge os 120 km/h
Direita: comboio eléctrico da West Japan Railway Company, 1997, atinge os 320 km/h (fonte: Wikipedia)

Um fendmeno que tem vindo a receber atencdo consideravel recentemente (veja-se [1], [3],
[8], [11], [12], [14] e [16]) é o da vibracdo induzida por comboios de alta velocidade quando
transitam por zonas em que ocorrem mudancas bruscas na rigidez vertical do sistema solo-
carril. Este tipo de vibracGes ndo s6 desgasta a via e o veiculo, como pode pér em causa a
estabilidade do ultimo e causar uma viagem desconfortavel para os passageiros.

Associado a este existe também um fenémeno que ocorre quando o veiculo ferroviério viaja a
velocidades criticas ou super-criticas’, especialmente em solos de fraca qualidade, onde a
velocidade de propagacdo das ondas é tdo baixa que o proprio veiculo a ultrapassa, passando a
viajar sobre as ondas gerados pelo seu préprio deslocamento.

As mudancas subitas na rigidez podem dever-se a variagdes a nivel geotécnico, mas também a
diferengas na solucdo estrutural adoptada, como seja a entrada em viadutos, pontes ou tuneis.
Muitas vezes estas transi¢cdes consistem na mudanga entre uma zona em que o carril assenta
sobre balastro para uma laje de betdo. Sendo entdo estas descontinuidades necessarias ou
mesmo inevitaveis, € importante estudar o comportamento dinamico da via nestas situacoes,
para que esta e o veiculo sejam dimensionados em concordancia com os deslocamentos
expectaveis.

Pretende-se estudar analiticamente as vibracOes transversais numa viga finita na qual se
verifica este tipo de descontinuidade a nivel da rigidez vertical, considerando para o efeito
varias velocidades e ambos os sentidos possiveis de deslocamento.

1 — ver pagina 89 25



1. Introducéo

Ao longo dos seguintes capitulos apresentar-se-a um estudo detalhado da aplicacdo do método
da sobreposicdo modal a este problema.

No capitulo 2 deduz-se a equacdo de movimento da estrutura de forma semelhante a
apresentada em muita da bibliografia disponivel sobre o0 assunto, como é o caso de Fryba [6] e
Meirovitch [8]. Obtém-se de seguida a sua solu¢cdo homogénea, da qual resulta a defini¢do do
modo normal de vibragdo. S&o por fim calculadas as frequéncias naturais de vibragéo livre
ndo amortecida para varios casos simples.

No capitulo 3 é feita a analise modal da viga descontinua em estudo, obtendo-se a sua
equacdo caracteristica, frequéncias naturais e respectivos modos de vibracéao.

Por fim, no capitulo 4, determina-se a solugdo particular da equagdo de movimento para uma
carga movel de intensidade e velocidade constantes, e aplica-se esta solucao a viga estudada
no capitulo anterior. Segue-se uma analise extensa das vibragdes deste sistema para Varias
velocidades, com e sem amortecimento.

1.1 — Sistemas oscilatorios discretos e continuos

No caso em estudo, e como € frequente no estudo de estruturas essencialmente
unidimensionais de grande comprimento, opta-se por modelar o sistema oscilatério solo-carril
como sendo continuo.

A diferenca essencial entre sistemas dinamicos discretos e continuos é que 0s primeiros tém
um namero finito de graus de liberdade, enquanto os ultimos tém infinitos graus de liberdade.
Enquanto nos sistemas discretos estdo associados a cada grau de liberdade uma massa e
coordenadas em repouso bem definidas, tem-se nos continuos uma ou mais variaveis espaciais
independentes, identificando a posi¢édo de infinitos pontos de massa infinitesimal.

1.0 05 00 05 1.0

Figura 1.2 » Comparagdo de um sistema discreto (nds e linhas a preto) com um continuo (linha a vermelho)

Por esta razao, os sistemas discretos sdo governados por equacgdes diferenciais ordinarias, e 0s
sistemas continuos por equacdes diferenciais parciais. Além, disso, 0s primeiros apresentam
um numero finito de valores proprios (tantos quanto o nimero de graus de liberdade), e
consequentemente um numero finito de vectores proprios, enquanto os ultimos tém um
namero infinito de vectores préprios. Ver-se-a de seguida o significado dos valores e vectores
proprios no contexto da vibragao de solidos.
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1.2 Sobreposi¢do modal

Desde que o sistema continuo seja delimitado espacialmente, o nimero de valores e vectores
proprios € infinito mas enumeravel.

1.2 — Sobreposicao modal

De extrema importancia para a analise de vibracbes é o conceito de modo normal. Este
consiste num padrdo de movimento em que todos os pontos do sistema oscilatério se movem
segundo uma funcéo sinusoidal e com a mesma frequéncia. Todos 0s pontos estdo na mesma
fase, e por isso atingem o estado de equilibrio e de maxima amplitude ao mesmo tempo. A
frequéncia na qual vibra cada modo, que corresponde a um dos valores proprios da equacgéo
caracteristica do sistema, chama-se frequéncia natural de vibracgdo livre ndo amortecida.

Sendo entdo os modos normais solugdes da equacdo de movimento para uma unica
frequéncia, o movimento genérico do sistema oscilatério pode ser obtido por sobreposicdo
dos modos normais. A designacdo de normal implica que estes se podem mover
independentemente, pelo que a excitagdo de um modo ndo causara movimento noutro modo.

A equacédo de movimento (na forma matricial) de um sistema oscilatorio discreto em vibragéo
livre ndo amortecida pode ser descrita genericamente como

[M]-{y®} +[K]-{y®); ={0}, (1.1)

em que [M] representa a matriz de massa do sistema, [K] a sua matriz de rigidez e {y(t)} a sua
configuracdo deformada relativamente ao ponto de equilibrio para o instante de tempo t.
Assumindo que a variacdo da amplitude das vibragdes ao longo do tempo é sinusoidal e com
frequéncia de vibracdo o, obtém-se

[[K]-@*[M]]-{@} ={0}, (12)

em que {®} representa a configuragdo deformada da estrutura associada a frequéncia o, que
ndo varia com o tempo, isto é, 0 modo normal de vibracdo ndo amortecida que corresponde a
uma das frequéncias naturais de vibragdo ndo amortecidas.

Esta-se portanto perante um problema de valores e vectores prdprios: para que esta equacdo
tenha uma solucdo ndo trivial (isto ¢, um ® ao qual corresponda um {®} nao nulo), o
determinante da matriz tem que ser nulo:

[K]-’[M]|=0. (1.3)

Assim, para cada valor de w; que respeite esta equacdo, existe um {®;} que consiste na
deformada que lhe corresponde. Embora a configuracdo deformada seja Unica, a amplitude
global dos deslocamentos é puramente arbitraria, pelo que geralmente se aplica uma norma a
mesma para facilitar a sua representacdo e compara¢do com outros modos normais. Uma vez
que esta norma carece de significado fisico, é escolhida com fins puramente praticos, de
forma a tomar partido da ortogonalidade relativamente a matriz de massa.
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1. Introducéo

Os modos normais de vibracdo tém como propriedade principal serem ortogonais
relativamente as matrizes de massa e de rigidez, isto é

(@, -[M]-{®,} =0, m=n, (1.4)

(@, -[K]-{®,} =0, m=n. (1.5)

Esta é uma condicdo util para realizar a sobreposicdo modal, pois permite desacoplar as
equacdes expressas em coordenadas modais. A sobreposi¢cdo modal consiste essencialmente
em expressar a deformagdo como

0

{y)} =2 {o}, fi®), (1.6)

i=1

sendo fi(t) designado por deslocamento generalizado do modo i. Uma vez que 0s modos
apenas definem configuracGes deformadas, é esta funcdo que ird determinar a amplitude de
cada modo ao longo do tempo, determinando assim a sua contribuicdo para 0 movimento
oscilatorio do sistema.

Uma vez que ndo é possivel fazer a sobreposicdo de um namero infinito de modos, ter-se-a
que escolher um ndmero considerado satisfatorio. Regra geral, para grande parte das
excitacdes, os primeiros modos sdo 0s que tém maior contribuicdo, mas no caso das cargas
moveis isto apenas é verdade para velocidades mais baixas. A medida que a velocidade
aumenta, vdo sendo precisos cada vez mais modos. Visto o tema de estudo serem 0s
comboios de alta velocidade, sera entdo necessario considerar um nimero elevado de modos.

Embora as consideragdes acima se refiram a um sistema discreto, podem facilmente ser
generalizadas para um sistema continuo delimitado. Em vez de o movimento ser descrito por
um vector {y(t)}, passa a ser uma funcdo de espaco e de tempo, y(x,t), € 0 mesmo ocorre para
as restantes propriedades do sistema (massa, rigidez e eventual amortecimento).

1.3 — Método analitico e método dos elementos finitos

O método dos elementos finitos, dada a sua natureza finita, é equivalente a um sistema
oscilatorio discreto. Ndo quer isto dizer que os seus resultados sdo necessariamente piores do
gue um sistema continuo, especialmente quando se considera um grande numero de graus de
liberdade, mas alguns problemas dindmicos déo origens a solugdes pouco fiaveis quando
analisados pelo método dos elementos finitos.

No caso de fenémenos dinamicos em que os modos e frequéncias mais elevados tém grande
contribuicdo, o método dos elementos finitos apresenta um erro pouco toleravel, pois as
funcbes empregues sdo polinomiais. Estas sdo adequadas para aproximar deformacoes
estaticas, mas para o caso dinamico as fungdes que melhor representam o deslocamento séo as
trigonométricas (devido a forma sinusoidal da deformada). Outro dos problemas associados
ao método dos elementos finitos é que apenas € garantida a continuidade dos deslocamentos
entre elementos, resultando em funcdes com classe de diferenciabilidade C° (existe
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1.3 Método analitico e método dos elementos finitos

compatibilizacdo dos deslocamentos, mas ndo das suas derivadas). Isto dificulta a sua
aproximacdo aos modos normais de nimero mais elevado.

Em Cottrell et al. [4] é feita uma comparacdo entre 0 método dos elementos finitos e um
método em desenvolvimento pelos autores, designado por anélise isogeométrica. A figura 1.3
representa o erro na frequéncia natural (e consequentemente no modo normal correspondente)
para cada grau de liberdade n de um total de N, usando varias aproximag@es (quadrética,
clbica e quadrica).

16 T T
——NURBS, p=2
1 5L |—NURBS, p=3 /]
——NURBS, p=4
— FEM, p=2 FEM /
14| FEM, p=3 / \
_ ——FEM, p=4 -
8
e 137 b
S .
1.2F 7
1.1} L —‘ NURBS 1
. = -
1 | —— p—— |
0 0.2 04 0.6 0.8 1

n/N

Figura 1.3 « Comparagdo entre o0 método dos elementos finitos (FEM) e a analise isogeométrica (NURBS) [4]

Como se pode ver, 0 método dos elementos finitos apresenta um erro bastante apreciavel para
0s modos mais elevados, o que o torna pouco fiavel no tipo de analise a realizar. Mais,
independentemente do numero de elementos considerados, a partir do modo n = N / 2 existe
grande divergéncia, pelo que para estudar um caso em que 0s primeiros 100 modos tém
grande contribuicdo seria necessario considerar 200 elementos.

Embora a resolucdo de problemas dindmicos através do método dos elementos finitos seja
geralmente por aplicacdo da analise transiente e ndo por sobreposicdo modal, o facto de este
ndo conseguir aproximar correctamente as frequéncias naturais mais elevadas implica que
também ndo conseguira dar uma resposta satisfatdria caso estas contribuam para o
comportamento dinamico.

Uma alternativa é resolver o problema de forma puramente analitica. Ao resolver a equacéo
de movimento homogeénea é possivel obter a expressdo geral dos modos normais de vibragéo,
que apresentara varias constantes de integracdo. Estas podem ser resolvidas através da
equacdo caracteristica do sistema, obtendo-se assim a frequéncia natural de vibracdo nao
amortecida, e determinando-se as constantes de integracédo referidas, com excepcdo de uma,
visto 0 modo de vibragédo ndo definir amplitudes.

Normalizam-se entdo os modos de vibragéo e, atraves destes e da equacdo de movimento
(desta vez para uma dada carga p(x,t)), € possivel determinar a coordenada generalizada e
assim efectuar a sobreposi¢cao modal.
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1. Introducéo

O método analitico apresenta, além da questdo de precisdo para 0os modos de nimero mais
elevado (pois uma vez que ndo emprega aproximacdes, obtém-se o modo de vibrac&o real da
estrutura), a vantagem de ndo ser necessario estudar todos os instantes de tempo que
conduzem a um certo estado. Quer isto dizer que, caso se esteja interessado conhecer 0s
deslocamentos na estrutura apenas para dado instante t = t;, € possivel obter os resultados com
a mesma facilidade que para qualquer outro instante de tempo, independentemente de ser
proximo do instante inicial ou ndo.

No método dos elementos finitos isto ndo é possivel: a deformada da estrutura para um dado
instante depende sempre da deformada no instante anterior. Isto ndo so leva a necessidade de
obter valores intermédios que podem ndo ter utilidade directa para o problema em estudo,
como muitas vezes obriga a adop¢do de um intervalo de tempo relativamente pequeno para
obtencdo de resultados fiaveis, aumentando assim o consumo de recursos computacionais.

Note-se que para casos especialmente complexos, em que € dificil ou mesmo impossivel obter
solucdes analiticas, este método perde muita da sua utilidade face ao método dos elementos
finitos, mas o facto de providenciar solucGes exactas para casos simples € muito Util para
servir de calibracdo para os métodos numéricos aproximados.

N&o é objectivo da presente dissertacdo propor uma alternativa ao método dos elementos
finitos, mas sim estudar o fendbmeno associado a radiacdo de transi¢do através de um método
que neste caso ndo so é adequado como conduz a resultados fiaveis.
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2 — Vibracoes transversais em vigas finitas

Suponha-se uma viga continua de comprimento L, como exemplificado na figura 2.1, com
condicBes de apoio genéricas, incluindo fundacéo visco-elastica com coeficientes de rigidez e
de amortecimento k(x) e c(x), respectivamente. Considera-se que a massa e rigidez de flex@o
sdo constantes ao longo do tempo e dadas por m(x) e EI(x), respectivamente, e que a viga é
actuada por um carregamento genérico, variavel ao longo do espaco e do tempo, designado
por p(x,t). Como resultado do carregamento aplicado, a viga ird apresentar uma deformada
também variavel ao longo do tempo, que designamos por y(x,t), medida a partir da sua
deformada devido ao peso proprio.

pt)

ANEEEREIEEEEEE VAN

K(xX) c(x) m{x),El(x)

Figura 2.1  Viga continua sobre uma fundacéo visco-elastica
actuada por um carregamento varidvel ao longo do tempo

2.1 — Equacao de movimento

Se se considerar o troco de comprimento infinitesimal dx representado na figura 2.2, podem-
se equilibrar as forcas internas com as cargas aplicadas e a forca de inércia para assim obter a
equacdo de equilibrio dindmico, ou equacdo de movimento. E de notar que se podem assumir
tanto a carga distribuida como as reac¢des da fundacdo visco-elastica como uniformemente
distribuidas, uma vez que o tro¢o da viga considerado tem comprimento infinitesimal.

p(x.t)

M(x,t) M(x,t)+ M'(x.t) dx

1 dx 7

Figura 2.2 » Trogo da viga de comprimento dx
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2. Vibrac0es transversais em vigas finitas

Comeca-se por expressar o equilibrio de forgas verticais num dado instante de tempo t,

dYF=0&

o V1) - V(x 1) - &Y

o%y(x,1)

atZ

dx+ m(x) dx

2.1
—p(x,t) dx+c(x)%dx+k(x) y(x,t) dx=0< 1)

oV(x,1)
OX

<~

T pot) = m(x) 2 3;’2‘ D4 ex) ay(a>t<, Y 4 k0 yix.).

Seguidamente faz-se o equilibrio dos momentos em torno do ponto A. Uma vez que a inércia
de rotacdo em torno do centro de gravidade do troco é da ordem de dx®, ira ser desprezada (tal
como 0s restantes termos de maior ordem, como se vera de seguida). Este é procedimento
habitual na anlise de vigas, em que a inércia de rotacao é frequentemente negligenciavel face
a inércia de translagdo vertical. Obtém-se assim

dM, =0
< -M(x,t) + M(x,t)+de—(V(x,t)+dede
OX OX

%:0<:>

o) ix 2 A o VOO
p(x,t) dx 5 +Kk(x) y(x,t) dx 5 +c(x) P dx 5 (2.2)
@MdX—V(X,t) dx_dez_p(X1t)d_X2
X OX 2

2

+ky(x,t)d—;2+c(x) % 0.

Uma vez que o comprimento do troco é infinitesimal (dx << 1) podem-se considerar nulos 0s
termos de maior ordem (dx®> — 0), obtendo assim

% =V(x,1), (2.3)

que é a conhecida equacgéo de resisténcia dos materiais, uma vez que ndo apresenta termos de
inércia. Tendo em conta (2.3) reescreve-se (2.1) da seguinte forma

B*M(x, t)

_ o%y(x1) ay(x,t)
e +p(x,t)_m(x)—at2 +C(X)—at +Kk(X) y(x,t). (2.4)
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2.2 Vibracdes livres ndo amortecidas

Segundo a teoria de vigas de Euler-Bernouli, para pequenos deslocamentos, 0 momento
flector numa viga relaciona-se com a sua deformada segundo a expresséo

2
Mk, t) = ~E1) ZXED. (2.5)
OX
obtendo-se assim

o%y(x,1)

T-FC(X

+Kk(x) y(x,1). (2.6)

oA BTN 1) _ y(xt)
ax{ E100 =25 }p(x,t)—m(x) )H

Para efeitos do sistema em estudo, admite-se que as caracteristicas da sec¢do, nomeadamente
a rigidez de flexdo (EI(x)) e a massa por unidade de comprimento (m(x)), sdo constantes. Da
mesma forma, também os coeficientes que caracterizam a fundacéo elastica (k(x) e c(x)) se
mantém constantes ao longo do comprimento, permitindo simplificar (2.6) e obter

a'y(x,t) a%y(x,t) ay(xt)
El —+m —~+C —+ky(x,t) =p(x,t). 2.7
pv. pe o y(x,t) =p(x,t) (2.7)
E esta a equacéo diferencial que rege o comportamento dindmico da viga em estudo quando
sujeita a um carregamento variavel ao longo do tempo.

2.2 — Vibragoes livres ndo amortecidas

Para obter as frequéncias e modos naturais ndo amortecidos do sistema € necessario estudar as
vibracdes livres ndo amortecidas, isto €, sem qualquer tipo de carregamento, 0 que consiste
em obter a solucdo homogénea da equacdo (2.7), considerando o coeficiente de
amortecimento nulo, que resulta em

a'y(xt) _dy(x1)
El PV +m e +ky(x,t)=0. (2.8)

Sendo a funcdo incdgnita, y, dependente de duas variaveis, x e t, para obter a sua solucéo
recorre-se a separacdo de varidveis. Este processo consiste em assumir que y é igual ao
produto de duas func@es, cada uma de uma unica variavel, ou seja,

y(x ) =v(x) f(t). (2.9)

Estando o problema em estudo bem definido (esta fora do campo da ndo linearidade e da
instabilidade dindmica), é de solucdo Unica. Desde que a solugdo obtida satisfaca a equacédo de
movimento, estara provado o pressuposto de que as variaveis sdo separaveis.
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2. Vibrac0es transversais em vigas finitas

Obtém-se as derivadas presentes na equagdo em estudo

LIS )df(t)’

ot
y(xt)  d*f ()
o _v(x)—dt2 : (2.10)
o'y (x,1) _ d*v(x) f)

ox* dx* ’

e substituem-se entdo em (2.8)

d“v(X)

El () +mv) 3 ()+kv(x)f(t) 0. (2.11)

Isolando os termos que dependem da derivada em relacdo ao tempo dos restantes, a equacao
(2.11) toma a seguinte forma

f(t)[EI d V(X)+kv(x)J_ v 0 o fO v . 2.12)
- TETO  9V ey
dt? dx*

Pode-se assim verificar que a equacao implica que uma expressdo que € funcdo unicamente de
X (espaco) tem que ser igual a outra expressdo que é funcdo apenas de t (tempo). Assim sendo,
a unica hipdtese de se verificar a equacdo € ambas as expressdes serem iguais a uma
constante, que designamos por o, 0 que resulta em

v(x) =—a<:>a(Elﬂ(4x)+kv(x)j—mv(x):0 (2.13)
190 kv dx
e
d!}ft()t) I - f(t) L f(t)=0. (2.14)
dt?

Comecando pela equacdo (2.13), que é dependente do espaco, ela pode ser escrita como

P(D) v(x) =0, (2.15)
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2.2 Vibracdes livres ndo amortecidas

em que P(D) é uma funcdo polinomial do operador diferencial D, em que D" representa a
derivada de ordem n. Os zeros da funcdo P(D) permitem determinar a solucdo da equacdo em
estudo, e por isso diz-se que a equacao

P(D)=0 (2.16)

¢ a equacdo caracteristica da equacdo diferencial (2.13).

Tendo os zeros da equagdo caracteristica, a solucdo da equacao (2.13) € (assumindo que ndo
existem raizes com grau de multiplicidade superior a 1) dada por

v®=igew, (2.17)

em que d; € uma das n solugdes da equagdo caracteristica, e Cj uma constante de integracéo,
que sera determinada por aplicacdo das condi¢des de fronteira.

Neste caso P(D) é dado por

P(D) =« EI D* +a k—m. (2.18)

Portanto, os zeros da equagdo caracteristica sdo

m-ak poglr| ™ _K (2.19)
o El 2 El El

P(D)=0« D*=

Embora a incognita o seja necessariamente positiva (ver-se-4& mais a frente o porqué), é
possivel que o argumento da raiz seja negativo. Contudo, de momento esta distingdo ndo é
importante, e definem-se por conveniéncia as raizes da equacdo como quatro casos distintos:

¢=4”1—5n%=—4m mﬁ,%z#ll—ﬁ,m=44m-n5. (2.20)
2 El El 2 El El 2 El El 2 El El

Estas solugGes podem ser reescritas considerando a constante 2,

_mLl kL (2.21)
aEl El’ '
d,=4/L, d,=—4/L, d, =i A/L, d,=—i A/L. (2.22)
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2. Vibrac0es transversais em vigas finitas

Tem-se portanto que a solucdo da equacgéo (2.13), segundo o que foi exposto em (2.17), é
dada por

V(X):Cl e/l/Lx +C2 e—i/Lx +C3 eM/Lx_i_c4 e—ii/Lx
=C, (cosh(4 x/L) +sinh(A x/L))+C, (cosh(4 x/L) —sinh(1 x/L)) (2.23)
+C;(cos(A x/L) +isin(Ax/L))+C, (cos(A x/L) —isin(A x/L)).

Uma vez que C;, C,, Cs, e C4 sdo constantes que serdo determinadas por imposicdo das
condicdes de fronteira, podem ser reagrupadas e substituidas por outras constantes conforme
necessario, e assim temos

v(x) =(C, +C,)cosh(2x/L)+(C, —C,)sinh(Ax/L)

+(C,+C,)cos(Ax/L)+(C,—C,)isin(A x/L) (2.24)

= Acosh(4 x/L)+Bsinh(4 x/L) + Ccos(4 x/L) + Dsin(A x/L).

Esta expressdo consiste na configuracdo deformada para um valor valido da constante A. Uma
vez que ndo depende do tempo, a forma geral da deformada da viga quando em vibragéo livre
€ a mesma, variando apenas a amplitude ao longo do tempo. Isto significa que todos os pontos
atingem o equilibrio ao mesmo tempo, mas com amplitudes diferentes.

Estas configuracdes deformadas sdo habitualmente apresentadas na forma normalizada, o que
introduz uma relagdo condicional entre as quatro constantes de integracdo, dependendo da
norma empregue.

Voltando agora a equagdo (2.14), aplica-se 0 mesmo procedimento aplicado a (2.13). A
equacdo caracteristica € dada por

aD’+1=0& D2+1=0@D=ii\/1. (2.25)
(94 o

Introduzindo uma constante w, definida como

1

N = (2.26)
o

podem escrever-se as raizes da equacéo caracteristica como

d. =l o, dy=-1 w. (2.27)
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2.2 Vibracdes livres ndo amortecidas

Tal como foi mencionado na resolucdo da equacdo (2.13), considera-se que o ¢
necessariamente positivo. A raz&o de ser desta escolha prende-se com o significado fisico da
constante ®, COMO se vera mais a frente.

A solucdo da equacdo (14) é entdo dada por

f(t)=C, " +C, e =
= C, (cos(w t) +isin(w t))+C,(cos(w t) —isin(w t))

= (C, +C4 ) cos(e t) +(Cy —Cy ) isin(e-t) (2.28)

= Ecos(w t) + Fsin(w t),

0 que corresponde a um movimento harménico simples. E esta componente dependente do
tempo que completa a definicdo de um modo normal de vibragdo: para cada uma das
configuracBes deformadas de vibracdo livre validas existe uma frequéncia que Ihe
corresponde, a frequéncia natural de vibragdo ndo amortecida.

A designacdo de normal implica que cada modo de vibragcdo € independente dos restantes,
pelo que a excitagdo de um modo ndo causard movimento nos outros. A sobreposicdo dos
varios modos, a vibrar a sua frequéncia natural, permite exprimir qualquer movimento
oscilatério complexo da viga.

A constante ® corresponde a frequéncia natural de vibracdo do sistema, um dos parametros
que define o comportamento dindmico da viga. A funcdo f(t) da-nos a amplitude ao longo do
tempo. As constantes de integracdo E e F podem ser determinadas através da aplicacdo das
condigdes iniciais.

Torna-se assim 6bvio o porqué de se arbitrar o necessariamente positivo: se pudesse tomar
valores negativos, obter-se-iam valores néo reais para a frequéncia natural de vibracao, o que
ndo teria significado fisico no contexto do caso em estudo.

Uma vez que a expressao (2.28) é uma combinacao linear das funcGes trigonométricas seno e
cosseno, pode ser reescrita como um seno com um angulo de fase, ou seja

f(t)=Gsin(wt+¢). (2.29)

Tendo assim as duas parcelas que compdem a solugdo, pode-se expressar A em funcdo de ®
para obter

2 _ 2
A_ me’-k /%E+£ (2.30)
L El L'"'m m

y(x,t) = (Acosh(A x/L)+Bsinh(4 x/L) + Ccos(A x/L) + Dsin(A x/L) ) Gsin(w t+¢).  (2.31)
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2. Vibrac0es transversais em vigas finitas

Em termos matematicos, a equacdo (2.31) € uma solucdo particular da equacéo diferencial
(2.8). A solucéo completa sera a soma de um numero infinito de solugdes particulares:

y(x,t) = i(Ai cosh(4 x/L)+B;sinh(4, x/L) +C; cos(4 x/L)+D;sin(4 x/L)) (2.32)

xG;sin(@ t+¢,).

Em termos fisicos, pode-se interpretar esta solugdo como a sobreposi¢do de movimentos mais
simples, designados por modos de vibracdo, compondo assim um movimento vibratério
complexo. Estes modos de vibracdo consistem em configuracdes de vibragdo livre as
frequéncias naturais ndo amortecidas do sistema, e dependem portanto das condi¢Ges de apoio
do mesmo.

Obteve-se assim a solucdo genérica da equacdo de movimento ndo amortecido. Sera a
imposicdo das condices de apoio e iniciais que definird o valor das vérias constantes de
integracdo e do angulo de fase. Estas condi¢fes iniciais podem ser expressas como uma
configuracdo deformada e/ou velocidade impostas & estrutura no instante t = 0, isto é

{y(x, 0) =F(x) (2.33)

y(x,0) = G(x)

2.3 — Modos de vibracao de casos particulares de apoio

Estudar-se-do de seguida os modos de vibracdo da viga definida na sec¢do 2.1, considerando
varias condicdes de apoio possiveis.

Contudo, antes de passar as solucdes especificas, convém analisar uma solucdo que é
matematicamente valida para todos os casos que se seguem, mas que nao € compativel com as
condicdes de apoio presentes na maioria deles,

A=0 = w=.k/m. (2.34)

E notoria a semelhanca desta solugdo com a de um sistema vibratério de um Unico grau de
liberdade, em que a frequéncia de vibracdo € a raiz quadrada da razéo entre a rigidez do
sistema e a sua massa.

Relembrando as solucdes apresentadas em (2.22), veremos que agora temos apenas uma Unica
raiz de grau de multiplicidade 4,

d=0. (2.35)
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2.3 Modos de vibracédo de casos particulares de apoio

Uma vez que ja ndo temos varias raizes diferentes, mas sim uma Unica raiz de multiplicidade
superior a 1, a definicdo exposta em (2.17) deixa de ser valida, pelo que é necessario aplicar a
solucéo

k .
V() =>.C, xIte!x, (2.36)
j=1

em que k representa o grau de multiplicidade da raiz. Temos portanto

V(x)=C,+C, x+C, xX*+C, x°. (2.37)

Tratando-se a solucdo particular (2.37) de uma funcdo polinomial, verifica-se que a maior
parte das condicdes de apoio ndo permitem este tipo de deformada. Por exemplo, numa viga
simplesmente apoiada, aplicando as restricdes a translacdo e a obrigatoriedade de ter
momento flector nuloem x =0 e x =L, tem-se

C,=C,=C,=C, =0, (2.38)

que, substituindo na equacdo (2.37) resulta numa solucdo trivial, ou seja, a auséncia de
vibracdo. Da mesma forma, a aplicacdo condicGes de apoio como encastramentos levara a
uma solucéo trivial.

As Unicas condigdes de apoio em que tal solucdo é valida sdo aquelas que permitam vibragéo
de corpo rigido, ou seja, translacdo e/ou rotacdo sem deformacdo elastica da viga. Assim, a
auséncia total de apoios ou a presenca de apenas um apoio simples sdo condi¢des validas para
verificar esta solucdo. O primeiro caso permite a translacdo e rotacdo simultaneamente,
enquanto que o segundo permite apenas rotacdo em torno do apoio. Estes sistemas ndo séo
hipo-estaticos, pois é possivel encontrarem-se em equilibrio estatico devido a presenca da
fundacéo eléstica.

Tendo posto entdo a raiz nula de lado, considera-se daqui para a frente que a solucdo pertence
ao dominio

21>0, (2.39)

excepto na abordagem dos dois sistemas mencionados, pois uma vez que a equagéo (2.24) é
composta por fungdes simétricas e anti-simétricas, e pela definicdo (2.30), dois valores
simétricos de A conduzem a mesma frequéncia de vibragdo, teremos que para cada solucéo
positiva existira uma solucéo negativa que conduzira ao mesmo modo de vibragéo.
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2. Vibrac0es transversais em vigas finitas

Viga simplesmente apoiada

Comeca-se por determinar as frequéncias naturais de vibragdo para uma viga
simplesmente apoiada em ambas as extremidades. Uma vez que se considera um caso de
vibragdes livres, as condigdes de fronteira ndo dependem do tempo, isto €, tratam-se apenas
de condicGes de apoio e ndo de condicBes iniciais. Neste caso 0s deslocamentos nas
extremidades sdo necessariamente nulos, bem como os momentos flectores, o que se traduz
nas seguintes expressoes:

y(0,0)=0, y(L,t)=0, M(0,t)=0, M(L,t)=0. (2.40)

Uma vez que as condi¢cdes de fronteira devem ser sempre validas para qualquer instante de
tempo, podemos separar a parcela relativamente ao tempo, ou seja,

v(x,) f(t)=0, vVt = v(x,)=0. (2.41)

Portanto, se tivermos também em conta a definicdo (2.5), (2.40) implica

d®v(x)

d?v(x)
dXZ 2

v(0)=0, v(L)=0,
dx

=0,

x=0

=0. (2.42)

x=L

Substituindo v(x) tal como esta definido em (2.24) obtém-se as seguinte equacdes:

v(0) = Acosh(0) + Bsinh(0) + Ccos(0) + Dsin(0) =0 < A+C =0, (2.43)
v(L) = Acosh(A) + Bsinh(1) + Ccos(A4) +Dsin(A) =0, (2.44)
v"(0) = %E(Acosh(O) +Bsinh(0) —Ccos(0) - Dsin(0)) =0 < A-C =0, (2.45)
v'(L) = %(Acosh(ﬂ) +Bsinh(4) —Ccos(1) —Dsin(4)) =0. (2.46)

De (2.43) e (2.45) vem que A e C sdo necessariamente nulos, o que permite reescrever (2.44)
e (2.46) como

Bsinh(4) + Dsin(4) =0, (2.47)

Bsinh(4) - Dsin(2) = 0. (2.48)
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2.3 Modos de vibracédo de casos particulares de apoio

Somando ambas as equacdes temos que

2 Bsinh(1) =0 = B=0, (2.49)

uma vez que, como foi referido em (2.39), ndo estamos a considerar a possibilidade de A ser
nulo. Substituindo (2.49) em (2.47) ou (2.48), vem que

Dsin(1)=0 = D=0 v sin(1) =0. (2.50)

Uma vez que D nulo conduz a uma solugéo trivial, resta-nos

Sin(A) =0 A= pr, peN\0w o= [P EL K o, (2.51)
LY m m

Considerando apenas as primeiras quatro solucdes, tem-se

\/ . Bl Kk \/ El K
@ =7 — —
L m m m
\/16 EI 5 \/ EI 5

m m

:\/81 EI 5 \/ EI 5’
m m

\/256 ! \/ EI 5
L m m ‘m m

Estas sdo entdo as quatro primeiras frequéncias naturais de vibracdo ndo amortecida. Embora
se possa substituir cada uma das solu¢es na equacdo (2.24) para assim obter o modo de
vibracdo correspondente, é impossivel determinar a constante D, o que é resultado da propria
definicdo de modo de vibracdo: apenas define a forma como o sistema vibra, sem fornecer
qualquer tipo de informacdo sobre a amplitude dessa vibra¢do. De momento assume-se D
unitéario, mas, como foi referido, mais a frente definir-se-4 uma norma apropriada.

(2.52)

Conclui-se assim que o i-nésimo modo de vibragdo é dado por

v.(x) =sin(izx/L), ieN/0, (2.53)

e pode ser representado graficamente, como se observa na figura 2.3, onde se verifica que séo
respeitadas as condi¢des de fronteira geométricas.

O procedimento acima descrito é valido ndo sO para a viga bi-apoiada como tambeém para
qualquer combinagéo de condigdes de apoio ou mesmo sistemas de apoio com rigidez finita
(representados regra geral com molas).
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2. Vibrac0es transversais em vigas finitas

-05F

0.5

10}

Figura 2.3 « Representagio grafica dos quatro primeiros modos de vibragdo da viga
simplesmente apoiada, a vermelho, verde, azul e amarelo, respectivamente, para L unitério

Viga bi-encastrada

Considere-se entdo a viga bi-encastrada. As condi¢cfes de fronteira (2.43) e (2.44) continuam
a ser validas, mas (2.45) e (2.46) devem ser substituidas por

v'(0) = %(Asinh(O) +Bcosh(0) - Csin(0) + Dcos(0)) =0<B+D=0 (2.54)

v'(L) = %(Asinh(i) +Bcosh(4) —Csin(1) + Dcos(4)) =0 < (2.55)

Asinh(4) + Bcosh(1) —Csin(1) + Dcos(4) =0,

que representam a imposicao de rotacdes nulas nos apoios.

Tratando-se de um sistema de equacdes homogéneas, podem-se sempre respeitar as condicdes
de fronteira considerando todos os coeficientes nulos. Naturalmente que esta solucdo ndo é
satisfatoria, pois implica que ndo ha vibracéo, e dai ser denominada por solug&o trivial.

Para obter uma solucdo nédo trivial € preciso garantir que o determinante da matriz dos
coeficientes é nulo, 0 que requer determinar a equacao caracteristica e respectivos valores
caracteristicos.
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2.3 Modos de vibracédo de casos particulares de apoio

Colocando as quatro equacGes na forma matricial e calculando o seu determinante,
tem-se

1 0 1 0
cosh(4) sinh(1) cos(4) sin(A)
=0
0 1 0 1

sinh(1) cosh(4) -sin(1) cos(4)
(2.56)
& —2+2c0s(4)cosh(1) =0 < —1+cos(4) cosh(1) =0.

Uma vez que ndo € possivel explicitar a fun¢do em ordem a A, a resolucdo puramente analitica
empregue para a viga bi-apoiada ndo é aplicavel neste caso. Contudo, é possivel obter
solugdes numericamente.

As figuras 2.4 e 2.5 representam a parcela esquerda da equagdo obtida em (2.56) em
diferentes intervalos, mostrando para que valores de A esta parcela toma valor nulo.

400

300

- 100 F

- 200 F

Figura 2.4 « Fungéo - 1 + cos(L) cosh()) no invervalo A = [0;8]

200000 -

100000

- 100000

- 200000 -

Figura 2.5 « Fungao - 1 + cos(\) cosh()) no invervalo A = [8;15]
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2. Vibrac0es transversais em vigas finitas

Dada a periodicidade da funcdo cosseno, existem infinitas raizes da equacdo (2.56), mas
apenas se consideram as quatro primeiras. E de notar o0 aumento muito acentuado dos valores
da funcéo quando passamos do intervalo em gque se encontram as duas primeiras raizes para o
seguinte. Isto dificulta a resolucdo numeérica, pois para as raizes de maior ordem o valor da
funcéo comeca a atingir uma grandeza dificil de manipular pelos programas de calculo.

As quatro primeiras solugdes (em radianos) sdo

A,=4.73004, A,=7.85320, A,=10.99561, A,=14.13717, (2.57)

que resulta nas seguintes frequéncias naturais de vibragéo

\/EIE
mm m

El k
J Ty fosaa L
Lm m L"'m m

Quando comparadas com os resultados obtidos em (2.52), verifica-se que as frequéncias
naturais de vibragdo para uma viga bi-apoiada sdo inferiores as de uma viga bi-encastrada.
Isto deve-se a maior restricdo de deformacBes imposta a esta Gltima, o que provoca uma
vibracdo mais rapida mas, regra geral, com menor amplitude.

(2.58)

Para obter a expressdao do modo de vibracdo correspondente a cada uma das frequéncias
naturais ndo amortecidas, basta resolver o sistema de equagbes em ordem a uma das
constantes de integracéo:

{gf _g = C(cos(4) —cosh(1))+ D(sin(4) —sinh(1)) =0
N (2.59)

D sin(A) —sinh(4) —~ A-D sin(A) —sinh(4) .
cos(A) —cosh(4) cos(A) —cosh(4)

Substituindo na equacdo (2.24) e arbitrando novamente D unitério, obtém-se o modo de
vibragdo em func¢ao de A;,

sin(4,) —sinh(4,)

v = cos(4,) —cosh(4,)

(cosh(4, x/L)—cos(4, x/L))—sinh(4 x/L)+sin(4 x/L). (2.60)

Pode-se observar a representacéo grafica dos primeiros quatro modos na figura 2.6. Mais uma
vez obteve-se um conjunto de solucgdes que verificam as condi¢fes de apoio especificadas. De
notar que embora a amplitude das fungdes apresentadas seja superior a da figura 2.3, seré a
determinacéo da constante de integracdo que determinard a amplitude real do movimento.
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2.3 Modos de vibracédo de casos particulares de apoio
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Figura 2.6 » Representagdo grafica dos quatro primeiros modos de vibracéo da viga
bi-encastrada, a vermelho, verde, azul e amarelo, respectivamente, para L unitario

Viga encastrada/apoiada

Passando entdo para o0 um terceiro caso, 0 da viga encastrada/apoiada, € possivel reaproveitar
as condicOes de fronteira empregues nos dois casos anteriores, nomeadamente as equacdes
(2.43), (2.44), (2.45) e (2.55), considerando que o apoio simples se localizaem x =0 e 0
encastramento em x = L.

Simplificando as expressdes (0 que passa por concluir que A = C = 0, como no caso
bi-apoiado), colocando na forma matricial e fazendo o determinante, tem-se

sinh(4) sin(A)

cosh() cos(a) 0 SI(A) eos(A) —cosh(2)sin(2) =0. (2.61)

Passa-se a obtencdo das solu¢des numericamente,

A,=3.92660, 1,=7.06858, 1,=10.21018, A, =13.35177, (2.62)

gue conduzem as quatro primeiras frequéncias naturais de vibracdo ndo amortecida,

. Bk El K
“ = Cm m 7 Cm m

Verifica-se que estas tomam um valor entre as da viga bi-apoiada e as da bi-encastrada, visto
a viga encastrada/apoiada ser um caso intermédio.

E|5
m’

(2.63)
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2. Vibrac0es transversais em vigas finitas

Resolvendo as restantes equac@es em ordem a constante de integracdo D, vem que

- sin(4)
~ sinh(1)’

portanto, assumindo D unitario, 0 modo de vibracao é dado por

sin(4) .
Msmh(ﬁ,I x/L),

v, (x) =sin(4 /L) -

e esta representado na figura 2.7 para valores de i de 1 a 4.
o)
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Figura 2.7 « Representagio grafica dos quatro primeiros modos de vibragdo da viga
encastrada/apoiada, a vermelho, verde, azul e amarelo, respectivamente, para L unitario

Viga em consola

(2.64)

(2.65)

Passando entdo para o caso da consola, voltam-se a reaproveitar as condi¢cdes de fronteira ja
definidas, com adicdo de uma. Se considerarmos que a viga esta encastrada em x = 0 e livre

emx =1L, vem

y(0,) =0, y(0,t)=0, M(L,t)=0, V(L,t)=0.

(2.66)

Mantém-se entdo as equagdes (2.43), (2.46) e (2.54), e tendo em conta (2.3) e (2.5) adiciona-

se a seguinte condicao

3

v'"(L) =0 %(Asinh(ﬂ) +Bcosh(4) +Csin(1) —Dcos(1)) =0.
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2.3 Modos de vibracédo de casos particulares de apoio

Simplificando as equacdes verifica-se que A = —C ¢ B = —D. Colocando as restantes equacdes
na sua forma matricial, pode-se obter o seu determinante e iguala-lo a zero, vindo assim

—cosh(4) —cos(1) —sinh(4)—sin(4)|

. i =0« 2+2cosh(4)cos(4) =0, (2.68)
—sinh(1) +sin(41) —cosh(4)—cos(A4)

cujas solugdes, obtidas numericamente, séo

A,=187510, 1,=4.69409, A,=7.85476, A4 ,=10.99554. (2.69)

Obtém-se assim as seguintes frequéncias naturais de vibragdo ndo amortecida:

601“4/12;15' +£, W, = /486L‘I‘EI +£,
m m m m
(2.70)
El k
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As frequéncias naturais de vibragdo ndo amortecida da viga em consola séo as mais baixas de

todas as obtidas até agora, devido a grande liberdade de movimento que esta apresenta.
Resolvendo as restantes equaces em ordem a constante de integragdo D, tem-se

_ pSinh(4) +sin(4) _p Sinh(4) +sin(2)

,B=-D, C= : (2.71)
cosh(A)+cos(A) cosh(A)+cos(A)
vindo assim, para D unitario, o seguinte modo de vibracdo
sinh(A4) +sin(4) . .
(X)) = ' : h(A4 x/L)— A X/L))—sinh(A x/L A X/L). 2.72
Y00 = Teosh) (SO ~cos( L) —sinh(4 /L) + sin(4 /). (2.72)

A figura 2.8 mostra a configuracdo deformada para os primeiros quatro modos de vibracao da
viga em consola. Pode-se facilmente observar que a translacdo e rotacdo estdo impedidas na
extremidade x = 0, enquanto que a extremidade x = L estd completamente livre de se
deformar.
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2. Vibrac0es transversais em vigas finitas

Figura 2.8 « Representagio grafica dos quatro primeiros modos de vibracdo da viga
em consola, a vermelho, verde, azul e amarelo, respectivamente, para L unitario

Viga com um apoio simples

O préximo passo logico serd estudar a viga com um Unico apoio simples, semelhante ao
anterior mas a condicdo (2.54) é substituida por (2.45). Uma vez que isto implica que
A =C =0, obtém-se na forma matricial

sinh(4) —sin(2)| ) _ B
cosh(4) —cos(A) 0 < cosh(A4)sin(A4) +cos(A4)sinh(4) =0. (2.73)

Tal como referido, neste caso a solu¢do A = 0 é compativel com as condi¢des de apoio, e
como tal resolvendo a equagdo numericamente, obtém-se as quatro primeiras solucdes

A,=0, 1,=2.36502, A,=5.4978, A,=8.63938, (2.74)

sendo a primeira correspondente a uma rota¢do de corpo rigido em torno do apoio. As
frequéncias naturais que lhe correspondem sao

o P PR o T

Verifica-se que as frequéncias naturais de vibracdo ndo amortecida séo ainda menores que as
da viga em consola, por praticamente ndo introduzir restrigdes ao movimento, com excepcao
da translagdo em x = 0.

(2.75)
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2.3 Modos de vibracédo de casos particulares de apoio

Neste caso € necessario aplicar as condi¢cdes de fronteira em questdo a equacédo (2.37) para
assim obter o modo de vibrag&o correspondente a primeira frequéncia natural:

v(0)=0<C, =0
v'(0)=0<2C,=0=C, =0

v'(L)=0<6C, L=0=C, =0
v"(L)=0<6C,=0=C, =0.

(2.76)

Temos entdo que a constante C, € indeterminada, tal como acontece com a constante D nas
solugdes com A nao nulo:

B=p M) (2.77)
sinh(A)

Assumindo C, e D unitarios, tem-se entdo que o modo de vibracao € dado por

X, i=1
V() =1 sin(4)
sinh(4,)

(2.78)

sinh(4 x/L)+sin(4 x/L), i>2,

Cuja representacao grafica pode ser observada na figura 2.9, para os primeiros quatro modos.

Figura 2.9 » Representagdo grafica dos quatro primeiros modos de vibracdo da viga com
um Unico apoio simples, a vermelho, verde, azul e amarelo, respectivamente, para L unitario

Verifica-se entdo que o primeiro modo de vibragdo consiste na rotacdo da viga em torno do
apoio, sem qualquer tipo de deformacao elastica.
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2. Vibrac0es transversais em vigas finitas

Viga livre

Por fim tem-se 0 caso em que ndo existe qualquer tipo de restricdo de deformacbes nas
extremidades. Mantém-se as mesmas condi¢des que as do caso da viga com um Unico apoio
simples, mas substitui-se (2.43) por

3

v'"(0) =0 i (Asinh(0) + Bcosh(0) + Csin(0) —Dcos(0)) =0 <> B—-D =0. (2.79)
Colocam-se as quatro equacdes na forma matricial,

cosh(4) sinh(1) -—cos(4) —sin(A)
sinh(1) cosh(4) sin(4) —cos(A)
1 0 -1
0 1 0 -1

=0« 2-2cosh(1)cos(1) =0. (2.80)

Observa-se imediatamente que a equacdo (2.80) é equivalente a (2.56), a equacdo
caracteristica da viga bi-encastrada, pelo que as solu¢fes sdo as mesmas apresentadas em
(2.57), em adicdo a solugdo A = 0:

A,=0, 4,=4.73004, 1,=7.85320, A,=10.99561. (2.81)

Contudo, antes de determinar as frequéncias naturais de vibracdo, aplicam-se as condi¢fes de
fronteira a equacéo (2.37):

v'(0)=0<2C,=0=C, =0
v"(0)=0<6C,=0=C, =0
v'(L)=0<2C,+6C, L=0
v"(L)=0<6C,=0=C, =0

=Vv(x)=C,+C, X. (2.82)

Neste caso existem entdo duas constantes de integracdo indeterminadas, mas por definicdo
cada modo de vibracdo deverd ter apenas uma constante. Conclui-se assim que se tratam na
verdade de dois modos de vibracdo, ambos associados a mesma raiz, e portanto ambos com a
mesma frequéncia de vibrag&o.

Tem-se entdo que as primeiras quatro frequéncias naturais de vibragéo séo

o PR

5 (2.83)
m
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2.3 Modos de vibracédo de casos particulares de apoio

Sendo a equacdo caracteristica a mesma que a da viga bi-encastrada, as frequéncias naturais
de vibracdo ndo amortecida séo iguais, mas deslocadas dois modos de vibragéo (a frequéncia
do primeiro modo de vibracdo da viga bi-encastrada € igual a do terceiro modo da viga livre,
por exemplo). Comparando modo a modo, os valores da viga livre s&o inferiores até aos da
viga com um Unico apoio simples, pois aqui nem a translacdo em x = 0 esta restringida.

Resolvem-se as restantes equagcdes em ordem a constante de integracdo D para A ndo nulo,

A-c=p3INA)=silh(d) 5z 5 ;_g (2.84)
cosh(4) —cos(1)

e, com Cy, C, e D unitarios, obtém-se o seguinte modo de vibracéo:

1Li=1
X, 1=2
V() =1 sin(4) —sinh(4)
cosh(4)—cos(4)
+ sinh(4 x/L)+sin(4 x/L), n>3.

(2.85)

(cosh(4, x/L)+cos(4, x/L))

Como se pode ver ao observar a figura 2.10, em que sdo representados 0s primeiros quatro
modos de vibracédo, os dois primeiros modos ndo apresentam deformacdes elasticas, sendo um
deles a translacdo da viga na direc¢do transversal, e 0 outro a rotacdo em torno do ponto x = 0.
Naturalmente que dado o facto de terem ambos a mesma frequéncia, podem compor um
movimento de corpo rigido diferente, como a rotacdo em torno de qualquer outro ponto, ou
rotacédo e translacao simultanea.

2+
Figura 2.10 « Representagao grafica dos quatro primeiros modos de vibragdo
da viga livre, a vermelho, verde, azul e amarelo, respectivamente, para L unitério
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2. Vibrac0es transversais em vigas finitas

O quadro 2.1 resume as primeiras quatro frequéncias naturais de vibracdo ndao amortecida
para as varias condigdes de apoio, da mais restringida para a mais livre.

Quadro 2.1
Comparacdo entre as primeiras quatro frequéncias naturais de vibracdo livre ndo amortecida para os varios
sistemas estudados

Condicdes
(0] 03 0y

de apoio
k El El k
E \/ L' m \/ L' m E
k El El k
E E \/ L' m \/ L' m E
bi-apoiada \/97 El 5 \/1559 El +£ \/ EI \/ EI 5
L“m m Lm m ‘'m ‘m m
k Kk Kk
" m m
k k
m "
k
"

k

“m

k

“m

k

m
consola \/12 El \/ El 5 \/ El
L* m Lm m L*m

k

"

k

m

bi-encastrada \/

encastrada/
apoiada

k { El \/ El \/ El

— 31 —t

m L"'m m L* m L* m
_ {k fk \/ El \/ EI
livre _ -

m m L* m ‘m

E visivel, para um dado nimero da frequéncia natural, 0 aumento desta com o grau de
constrangimento. Quanto mais deslocamentos séo impedidos pelas condi¢des de apoio, maior
a rigidez da estrutura, e portanto esta vibrara com uma frequéncia mais elevada.

Destaca-se também a presenca das solucBes polinomiais anteriormente referidas, em que o
sistema vibra como um corpo rigido. Estas solucdes correspondem as menores frequéncias

naturais de vibracdo encontradas.

apoiada
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3 — Modos de vibracédo de uma viga descontinua

Considere-se agora uma variacdo da viga apresentada no sub-capitulo 2.1, em que num dado
ponto x = L,, as propriedades da viga e da fundacéo visco-elastica mudam abruptamente. Por
simplificacdo, passa-se a empregar a designacao de viga descontinua.

Tal como exposto na figura 3.1, os coeficientes de rigidez e de amortecimento da fundacao
visco-elastica a esquerda do ponto x = L; passam a designar-se por kj e ¢y, e a sua direita, k, e
C,, todos eles constantes. Da mesma forma, a massa e rigidez de flexdo designam-se por m; e
El;, e my e El,, conforme se estdo & esquerda ou a direita do ponto de transicdo, sendo
constantes para cada um dos trocos. Os comprimentos do primeiro e segundo trocos séo L; e
L., respectivamente. O comprimento total da viga é entdo L = L; + L.

%ik TLTIIITIT ijiik ki AN

m,,EL
I-1 |_ 2

Figura 3.1  Viga descontinua sobre uma fundacéo visco-elastica

2 C,

O objectivo € estudar o comportamento desta viga através do método da sobreposicdo modal.
E entdo necessario em primeiro lugar definir os modos de vibracéo livre ndo amortecida da
estrutura e as frequéncias naturais correspondentes.

Neste caso concreto a solucdo particular (2.31) aplica-se a cada trogo separadamente, visto
esta ser valida apenas para uma viga com propriedades constantes ao longo de todo o seu
comprimento. Como esta expressdo apresenta quatro constantes de integracdo, ao aplica-la a
dois trogos distintos obtém-se um total de oito constantes. Existem portanto oito equacdes que
permitem resolver o problema, nomeadamente duas equacbes de fronteira em cada
extremidade e quatro condicdes de continuidade em x = L.

Uma vez que estas oito equacBes conduzem a um sistema homogéneo, a equacdo
caracteristica do problema corresponde a igualar a zero o determinante da matriz de
coeficientes desse sistema de equacdes.

Este sistema pode ser simplificado introduzindo as forcas de fixacdo de forma analoga ao
método dos deslocamentos. Considera-se para o efeito que os graus de liberdade sdo a
translacéo e rotacdo no ponto de descontinuidade. Como ja referido, a convencdo empregue é
a de deslocamento positivo para baixo. Considerando a definicdo de rotacdo como a derivada
do deslocamento, a convencao € a de rotacdo positiva no sentido horario.

Ao determinar as forcas de fixacdo associadas a estes dois graus de liberdade num trogo e
noutro estd-se dentro dos critérios de aplicacdo da solucdo (2.31), pois cada um dos trocos tem
propriedades constantes. A aplicacdo das condi¢bes de fronteira faz parte do processo de
determinacdo das forcas de fixacdo, estando as condi¢des de continuidade implicitas no facto
de ambos os trocos partilharem os mesmos dois graus de liberdade.

Este método tem a vantagem de ndo empregar fungdes de aproximagdo, pois como se separou
a viga em trogos para 0s quais a solucdo analitica é conhecida, pode-se determinar a solucéo
exacta de cada troco e depois compatibilizar as deformacgdes no ponto de descontinuidade.
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3. Modos de vibragdo de uma viga descontinua

3.1 — Forcas de fixacao

Passa-se entdo a determinacdo das forcas de fixacdo que permitirdo obter a matriz de rigidez.
O procedimento e semelhante ao do método dos deslocamentos, mas em vez de se aplicarem
deslocamentos unitarios, aplica-se uma excitacdo harmonica simples de amplitude unitaria em
cada uma das extremidades a vez, enquanto que os restantes deslocamentos nas extremidades
se mantém nulos ou livres, conforme as condicdes de apoio.

Caso a excitacdo se trate de uma translagéo, pode ser expressa como

y(x=0,t) =sin(eo t), (3.2)
ou
y(x=L,t)=sin(wt). (3.2)

No caso de uma rota¢do, ter-se-a

y'(x=0,t) =sin(w t), (3.3)
ou
y'(x=L,t)=sin(wt). (3.4

Como se referiu, a solucéo particular (2.31) é composta pelo produto de uma configuracéo
deformada por uma funcdo harmoénica simples. Assim, assumindo que a constante G da
equacao (2.31) é unitéria, basta impor deslocamentos unitarios a equacdo (2.24). Por exemplo:

y(0,t) =sin(w t) = v(0) =1. (3.5

A resolucdo serd entdo feita em termos de amplitudes, obtendo-se o valor maximo das forcas
de fixagdo, cuja variagdo segue a mesma funcao harmdnica que a excitacdo aplicada.

Estudar-se-do de seguida dois casos, o da viga bi-encastrada e 0 da viga encastrada/apoiada.
Com estes é possivel compor um grande nimero de vigas descontinuas diferentes, com
qualquer nimero de trocos e as condi¢Bes de apoio mais comuns (encastramentos e apoios).

Viga bi-encastrada

Considere-se entdo uma viga bi-encastrada, a qual é imposta uma translagdo harmonica de
amplitude unitariaem x = 0.
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3.1 Forgas de fixacao

As condicgdes de fronteira podem ser expressas como:

v(0)=1< A+C=1, (3.6)

v(L) =0 < A cosh(1) + B sinh(4) +C cos(1) +D sin(4) =0, (3.7)
, A

v(O)=O<:>E(B+D)=O, (3.8)

V(L) =0 @%(A sinh(4) + B cosh(4) — C sin(4/L %) +D cos(2))=0. (3.9)

Rescrevendo as equacdes (3.6) a (3.9) na forma matricial obtém-se:

1 0 1 0 A 1

cosh(4) sinh(4) cos(4) sin(A) ‘ B| (O -
0 1 0 1 C 0

sinh(1) cosh(A) -sin(1) cos(A) || D 0 (3.10)
A 1+ cos(4)cosh(A) —sin(A)sinh(1)

B| 1 cosh(4)sin(1) +cos(A)sinh(1)
e C _2—2cos(ﬁ)cosh(/1) 1+ cos(A) cosh(A) +sin(A)sinh(A) |
D —cosh(A)sin(4) —cos(4)sinh(4)

Substituindo as constantes na equacgdo (2.24), a semelhanca do que se fez em 2.3 para 0s
varios casos em estudo, chega-se a configuracdo deformada correspondente a uma translacéo
harmdnica unitaria. Tal como nos modos normais de vibracdo, esta expressdao apenas
transmite a forma geral de vibracdo. Sera a componente que é funcdo do tempo que traduzira
0 movimento harmdnico.

V(x) = (—cos(A x/L) +cosh(4 x/L)(-1+sin(4)sinh(4)) —sinh(2)(sin(A1 — A x/L)
+cos(A)sinh(4 x/L)) + cosh(A)(cos(4 — A x/L) (3.11)
+¢0s(4) cosh(A x/L) —sin(2) sinh(4 x/L)))/2(~1+cos(A) cosh(1)).

Tendo em conta as relagdes entre a deformada e os esforgos internos na viga apresentadas em
(2.3) e (2.5), os esforgos internos seguem a convengédo de sinais da resisténcia de materiais,
representada na figura 3.2.

Para efeitos da composi¢do da matriz de rigidez, é conveniente arbitrar que a convencao de
sinais das forgas de fixacdo coincide com a da translacdo e rotacdo, sendo os sentidos
positivos mostrados na figura 3.3.
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3. Modos de vibragdo de uma viga descontinua

Figura 3.3 * Convengdo de sinais empregue para as forcas de fixagdo

Basta apenas afectar de um sinal positivo ou negativo a expressao resultante da aplicacdo das
relagdes (2.3) e (2.5) quando necessario. A amplitude das forcas de fixacdo para a translacéo
harmonica de amplitude unitaria em x =0 vem entéo

A’El cosh(A)sin(A) +cos(1)sinh(A)

V(O) = EI09 v(x 0 = e SUCE (3.12)
M(0) = —EI(X) v"(x,t) = {'f' 1_32’:)(5”2);;225(;“() . (3.13)
- 4
M(L) = EI() v*(x,t) = 2 ) Cosh(4) —cos(4) (3.15)

> 1—cos(A)cosh(1)

Naturalmente que uma translacdo unitaria na outra extremidade (x = L) produz as mesmas
forcas de fixacéo, trocando o valor do momento flector e esforgo transverso nas extremidades,
e mudando o seu sinal conforme necessario:

_ A’El sin(4)+sinh(4)
L* 1—cos(A)cosh(A) '

V(0) = (3.16)
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3.1 Forgas de fixacao

A%El cosh(A)—cos(A)

M@=~ L> 1—cos(A)cosh(1)’ (3.17)

V(L) = /133EI cosh(A)sin(A) +cos(A)sinh(1) | (3.18)
L 1—cos(A)cosh(A)

M(L) :_/IZEI sin(4)sinh(A) (3.19)

> 1—cos(A)cosh(A)’

Observa-se que o denominador das forcas de fixacdo é a parcela esquerda da equacdo
caracteristica da viga bi-encastrada, (2.56). Isto significa que quando a frequéncia da
translacdo harmonica imposta € igual a qualquer uma das frequéncias naturais de vibracdo da
viga, esta entrara em ressonancia, e as forcas de fixacdo necessarias para impor as condi¢des
de fronteira tenderdo para infinito.

O caso da rotacdo harmonica de amplitude unitaria em x = 0 é resolvido segundo 0 mesmo
procedimento, bastando reescrever as condicdes (3.6) e (3.8), obtendo-se respectivamente

v(0)=0<A+C=0 (3.20)

e

v'(O)=1<:>%(B+ D)=1. (3.21)

Assim, substituindo em (3.10), tem-se

1 0 1 0 A 0

cosh(4) sinh(4) cos(1) sin(A) | | B 0
0 1 0 1 le|Tyal™

sinh(1) cosh(A) -sin(1) cos(A) || D 0 (3.22)
A —cosh(A4)sin(A4) +cos(4)sinh(A)

B| L 1+sin(A)sinh(1) —cos(1)cosh(A)
<~ C _2/1—2/1005(/1)cosh(/1) cosh(A)sin(A) —cos(4)sinh(4) |
D 1-sin(A)sinh(1) —cos(4)cosh(1)

Substituindo as constantes obtidas, a deformada pode ser expressa como

v(x) = L(cosh(2) cosh(Z x/L)sin(4) —sin(4 x/L) —cosh(A)sin(4 — A x/L)
+cos(A — A x/L)sinh(1) —cos(4) cosh(A x/L)sinh(4) (3.23)
+(—1+cos(4) cosh(4) —sin(4) sinh(4) )sinh(4 x/L))/Zﬂ(—lJr cos(A)cosh(1)).
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3. Modos de vibragdo de uma viga descontinua

A amplitude das forcas de fixacdo vem

A’El sin(4)sinh(X)

V)= L> 1—cos(A)cosh(A)’ (3.24)
M(0) = AEI cosh(2)sin(1) —cos(4)sinh(A4) | (3.25)
L 1—cos(4) cosh(A4)
V(L) = A’El cos(A)—cosh(A) (3.26)
~ L2 1-cos(4)cosh(2)’ '
M(L):ZEI sinh(A) —sin(1) (3.27)

L 1—cos(A)cosh(1)

Considerando que a rotacdo unitaria se aplica agora na outra extremidade, trocam-se 0s
esforgos e ajustam-se os seus sinais conforme necessario, obtendo assim

_ A’El cos(4)—cosh(4)

V()= L> 1—cos(A)cosh(A)’ (3.28)
M(O):’lEI sinh(1) —sin(1) 1 (3.29)
L 1-cos(4)cosh(A4)
V(L)——AZEI sin(A)sinh(2) (3.30)
~ L2 1-cos(4)cosh(2)’ '
M(L) = AEI cosh(A1)sin(1) —cos(4)sinh(A4) _ (3.31)

L 1—cos(A4)cosh(A4)

Viga encastrada/apoiada

Considere-se agora uma viga encastrada/apoiada, sendo o encastramento em x = 0 e 0 apoio
em x = L. Para determinar as forcas de fixacdo devido a uma translagdo harmonica de
amplitude unitaria em x = 0, substitui-se a equacéo (3.9) por

2

v"(L) :09%(A cosh(4) +B sinh(1) —C cos(4)—-D sin(1))=0, (3.32)

que, como ja se referiu anteriormente, traduz a imposicdo de o momento ser nulo na
extremidade x = L.
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3.1 Forgas de fixacao

Reescrevendo (3.10), obtém-se

1 0 1 0 A 1
cosh(4) sinh(4) cos(4)  sin(4) . B| (O -
0 1 0 1 C 0
cosh(4) sinh(1) —cos(4) -sin(A4)||D 0 | (3.33)
A —cos(4)sinh(A)
B 1 cos(A)cosh(4)
<~ C :cosh(/i)sin(/i)—cos(ﬂ,)sinh(ﬁ) cosh(4)sin(1)
D —cos(A) cosh(A)

Substituem-se as constantes de integracdo em (2.24) e conclui-se que a deformada é dada pela
expressao

_- cos(4) cosh(A x/L)sinh(4) +cosh(4)(sin(A— 4 x/L)+cos(4)sinh(A x/L))

v(X) . . (3.34)
cosh(4)sin(4) —cos(A1)sinh(A4)

A amplitude das forcas de fixacéo devido a excitacdo considerada sera entéo
3

V(0) = A 3EI 2§os(/1) cosh(A) _ | (3.35)
L cosh(4)sin(1)—cos(A)sinh(A1)
’ : .

M(0) = A IZEI cosh(/I)s!n(ﬂ)+cos(/1)s!nh(/1) , (3.36)
L= cosh(A)sin(A) —cos(A)sinh(A4)
3

V(L) = A 3EI —cgs(l) —cosh(ﬂ,). 1 (3.37)
L cosh(4)sin(4)—cos(A)sinh(A4)

M(L)=0. (3.38)

Se se considerar agora que o0 encastramento é em x = L e 0 apoio em x = 0, a amplitude das
forcas de fixagdo unitarias devido a uma translagdo harmonica em x = L pode ser obtida
trocando as forgas de fixagdo e mudando o seu sinal conforme necessario:

A’El —cos(1) —cosh(A)
L* cosh(4)sin(1)—cos(1)sinh(1) "

V(0) = (3.39)
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3. Modos de vibragdo de uma viga descontinua

M(0) =0, (3.40)

AEl 2cos(A) cosh(A)

V(L) = L* cosh(4)sin(1)—cos(1)sinh(1)

(3.41)

_ A’El cosh(4)sin(4) +cos(4)sinh(4)

M(L) = L?> cosh(4)sin(4)—cos(4)sinh(1)

(3.42)

Tal como no caso da viga bi-encastrada, o denominador é a parcela esquerda da equacéo
caracteristica da viga em estudo, neste caso a viga encastrada/apoiada, como definido em
(2.61).

Considerando novamente que o encastramento se encontra em x = 0, impde-se agora uma
rotacdo harmoénica de amplitude unitaria nesse ponto. Reescreve-se entdo (3.22) substituindo a
quarta linha pela condicéo (3.32), ou seja

1 0 1 0 A 0
cosh(4) sinh(4) cos(1)  sin(A4) B 0
0 1 0 1 el yal™
cosh(4) sinh(41) —cos(4) -sin(A)||D 0 (3.43)
A —sin(A4)sinh(A4)
- Bl L cosh(4)sin(1)
C| Acosh(4)sin(1)—Acos(4A)sinh(4)| sin(4)sinh(4)
D —cos(A)sinh(A)
A expressdo da deformada sera entdo
v(X) = L((—cosh(l x/L)sin(A) +sin(A— A x/L))sinh(1) (3.44)

+cosh(4)sin(4)sinh(2 x/L))/ A (cosh(4)sin(4) —cos(4)sinh(1)).

Aplicando as ja referidas relacBes da resisténcia dos materiais, a amplitude das forcas de
fixacdo correspondentes a rotacdo harmonicaem x =0 é

A?El cosh(2)sin(1) +cos(A)sinh(1)
L*> cosh(A)sin(4) —cos(A)sinh(4) '

V(0) = (3.45)

AEI 2sin(A4)sinh(A4)

: . , (3.46)
L cosh(A)sin(4)—cos(1)sinh(A4)

M(0) =
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3.2 Matriz de rigidez

A’El sin(4) +sinh(A)

V(L) =- L?> cosh(1)sin(A) —cos(4)sinh(4)’

(3.47)

M(L) =0. (3.48)

Da mesma forma, ao considerar que o encastramento se encontra em x = L e |4 € aplicada a
rotacdo harmonica, trocam-se as forcas de fixacdo da esquerda com as da direita, e afecta-se o
seu sinal, para obter assim

V(0) = AZZEI si'n(i)+sinh(/‘t) ' | (3.49)
L® cosh(A1)sin(1)—cos(4)sinh(A4)
M(0)=0, (3.50)
V(L) =— /IZZEI cosh(ﬁ)sﬁn(}t) + cos(ﬂ)s?nh(ﬁ) | (3.51)
L® cosh(A)sin(A) —cos(A)sinh(A)
M(L) = AEI 2sin(A)sinh(1) (3.52)

L cosh(4)sin(1)—cos(1)sinh(1)

Utilizando estas expressdes é possivel determinar a matriz de rigidez da viga descontinua em
estudo para varios graus de liberdade e condicdes de apoio diferentes.

3.2 — Matriz de rigidez

Retome-se agora a viga introduzida ao inicio da secc¢do 3, que como se viu é composta por
dois trocos diferentes, um de comprimento L; e o outro de comprimento L, = L - L3, e cujas
propriedades mecanicas sdo, respectivamente, my, Ely, ki, ¢1 € my, Ely, ka, ¢2. Uma vez que as
propriedades sdo diferentes, a constante A também ¢ diferente nos dois trocos, sendo A;
referente ao primeiro trogo e A, a0 segundo.

Considerando entdo que esta é bi-encastrada, ou seja, 0 primeiro trogo tem um encastramento
em x =0 e o0segundoem x =L, (oux=L;+ L,=L, caso consideremos um referencial global
para ambos 0s trocos), determinar-se-4 a sua matriz de rigidez.

Como ja foi referido, o caso em estudo apresenta dois graus de liberdade globais, translacao e
rotacdo no ponto de descontinuidade, optando-se aqui por empregar a nomenclatura habitual
no método dos deslocamentos, que se apresenta na figura 3.4

Assim, a translacdo no ponto x = L; corresponde ao 3° grau de liberdade do primeiro trogo, e
ao 1° grau de liberdade do segundo trogco, enquanto que a rotagdo nesse mesmo ponto
corresponde ao 4° grau de liberdade do primeiro trogo e ao 2° grau de liberdade do segundo
trogo.
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3. Modos de vibragdo de uma viga descontinua

Figura 3.4 « Graus de liberdade de uma viga genérica

Ao aplicar uma translacdo harmdnica de amplitude unitaria em x = L;, obtém-se a seguinte
amplitude das forcas de fixacdo no ponto em questdo, tendo em conta que o primeiro indice

inferior designa a viga e o segundo o grau de liberdade excitado:

V(L) = AEl, cosh(4,)sin(4,) +cos(4,)sinh(4,)
L 1—cos(4,) cosh(4,)

y (L)__%ZE'l sin(4,)sinh(4,)
BT L2 1-cos(4,)cosh(4,) |

V, (0)= A, °El, cosh(4,)sin(4,) +cos(4,)sinh(4,)
LS 1—cos(4,) cosh(4,)

" (0)_12292 sin(4,)sinh(4,)
2 =TT T cos(4,)cosh(4y)

O sentido destas forcas de fixacdo esta representado na figura 3.5.

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

M2,1(|—2)

L
V,.5(0) | ) |
Vi5ily) Va4 (0)

Figura 3.5 « Forgas de fixagdo para uma translacdo unitaria em x = L;
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3.2 Matriz de rigidez

Da mesma forma, ao aplicar uma rotacdo harmoénica de amplitude unitaria em x = Ly, a
amplitude das forgas que tém que ser aplicadas para 0 manter nessa posi¢ao sao

V(L - Bl _Sin)sinh() @57)
: L? 1-cos(4,)cosh(4,)
M, ,(L,)= AEL, cosh(4,)sin(4,) —cos(4,)sinh(4,) ’ (3.58)
, L, 1-cos(4,)cosh(4,)
V,,(0) = lilzzlz 1 = ar=ia} .
,- 1-cos(4,)cosh(4,)
M, (0)= AZLEl2 cosh(ﬂ?l)sin(ﬂz) —cos(4,)sinh(4,) _ (3.60)
] —c0s(4,) cosh(4,)

Mais uma vez, apresentam-se os sentidos das forcas de fixacdo na figura 3.6.

A matriz de rigidez associada a estes graus de liberdade é de dimensdo 2, sendo 0s seus
coeficientes

Ky zlx(vl,S(Ll) +V2,1(0))
_ A’El, cosh(4,)sin(4,) +cos(4,)sinh(4,) (3.61)
L 1—cos(4,) cosh(4,) '

A,°El, cosh(A4,)sin(4,) +cos(4,)sinh(4,)
L, 1-cos(4,)cosh(4,)

+

k2,2 =1X(M1,4(L1) + Mz,z(o))
_ AEL cosh(4)sin(4,) —cos(4,)sinh(4,) (3.62)
L, 1-cos(4,)cosh(4,) '
N AEL, cosh(4,)sin(4,) —cos(4,)sinh(4,)
L, 1-cos(4,)cosh(4,)

Kio =Kz, :1><(V114(L1) +V,, (O)) =1X(M1,3(L1) + MZ,l(O))

__A'El_sin(4)sinh(4) | A’El, _sin(4,)sinh(4,) (3.63)
~ L2 1-cos(4)cosh(4) L,2 1-cos(4,)cosh(4,)’

A equacdo caracteristica da viga sera entao

K|=0 Ky, Ky, —k;,7 =0 (3.64)
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3. Modos de vibragdo de uma viga descontinua

M, ,(0) M, L) M,,(0)
] IETAN | 7
¢ N g
v, ,(0) Vi (L) V,,(0)

14

Figura 3.6 « Forgas de fixagdo para uma rotagdo unitaria em X = L;

Embora a expressdo resultante seja demasiado extensa para apresentar na sua totalidade, ao
factoriza-la obtém-se um Unico denominador,

L,? L,? (1—cos(4,) cosh(4,))(1—cos(4,) cosh(4,)). (3.65)

Como se pode ver, neste denominador figura a parcela esquerda da equacao caracteristica de
cada troco. Isto é resultado do processo de simplificacdo empregue ao introduzir as forcas de
fixacdo. Caso se resolvesse o problema considerando as oito condi¢bes de fronteira e
continuidade, como referido em 3, ao calcular o determinante da matriz ndo se obteria este
denominador, visto ndo existirem fungdes trigonométricas nem hiperbolicas em denominador
na equacéo (2.24) nem nas suas derivadas.

Contudo a equacdo caracteristica obtida através desse processo deve apresentar as mesmas
raizes que a equacdo (3.64) , pois s6 estas asseguram uma solucdo ndo trivial e dao portanto
origem as frequéncias naturais de vibracdo ndo amortecida.

Conclui-se assim que a equacdo caracteristica é equivalente a igualar o numerador do
determinante da matriz de rigidez obtida a zero, e portanto as raizes da equacdo (3.64) sdo
também as frequéncias naturias de vibragdo ndo amortecida.

Considere-se agora que a viga descontinua € bi-apoiada, passando entdo as forcas de fixacdo a
ser

v (L= AEl_ 2cos(z)cosh(r) (3.66)
REL® cosh(4)sin(4,) —cos(4,)sinh(4,) |

M..(L) = _ AEl, cosh(4,)sin(4,) +cos(4,)sinh(4,) (3.67)
p L2 cosh(4,)sin(4)—cos(4,)sinh(4) "’ '

v,.(0)= 22 El2 2c0s(4,) cosh(4,) (3.68)
21 L,* cosh(4,)sin(4,)—cos(4,)sinh(4,) ’ |

M. (0) = A,°El, cosh(4,)sin(4,) +cos(4,)sinh(4,) (3.69)
2t L,2 cosh(4,)sin(4,) —cos(4,)sinh(4,) '
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3.2 Matriz de rigidez

V(L) :_21251 cosh(4,)sin(4,) +cos(4,)sinh(4,)

L cosh(4,)sin(4)—cos(4)sinh(4,)

ML (L) = 2El 2sin(4,)sinh(4,)
MUY L cosh(4,)sin(4,) —cos(4,)sinh(4,)

V, (0) = 2Bl COSMU)sin(z,) + o )sinn( )

L,? cosh(A,)sin(4,)—cos(4,)sinh(4,) ’

" (0)_12EI2 2sin(4,)sinh(4,)
7L, cosh(4,)sin(2,) —cos(,)sinh(4,)’

Os coeficientes da matriz de rigidez serdo entdo

Ky =1x (V1,3(|—1) + V2,1(0)) =
_AEL 2cos(4,)cosh(4,)
L cosh(4,)sin(4,)—cos(4)sinh(4,)

. =T 2cos(4,)cosh(4,)
L,® cosh(4,)sin(4,) —cos(4,)sinh(4,)"

Kyp = 1X(M1,4(|—1) +M,, (0)) =
_ AElL 2sin(4,)sinh(4,)
~ L, cosh(4)sin(4)—cos(4,)sinh(4,)
N AEl 2sin(4,)sinh(4,)
L, cosh(A,)sin(1,)—cos(4,)sinh(4,)’

K, =kpy =1x (V1,4(L1) + Vz,z(o)) =1x (Ml,a(l—l) + M2,1(0))

_ A’EL cosh(4,)sin(4,) +cos(4,)sinh(4,)

~ L7 cosh(4)sin(4) —cos(4,)sinh(4)
s A,°El, cosh(4,)sin(4,) +cos(4,)sinh(4,)
L,> cosh(4,)sin(A,)—cos(4,)sinh(4,)

(3.70)

(3.71)

(3.72)

(3.73)

(3.74)

(3.75)

(3.76)

Mais uma vez, factoriza-se a equacao caracteristica para concluir que o denominador é

L,? L,” (cosh(4,)sin(4,) —cos(4,)sinh(4,))(cosh(4,)sin(4,) —cos(4,)sinh(4,)), (3.77)
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3. Modos de vibragdo de uma viga descontinua

em que figura novamente a parcela esquerda da equacéo caracteristica de cada uma das vigas,
a semelhanca do que ocorreu para a viga descontinua bi-encastrada, pelo que as consideractes
feitas sobre a equacdo (3.64) também se aplicam neste caso.

3.3 — Frequéncias naturais e modos de vibracao

Considere-se a viga descontinua referida em 3, definindo daqui para a frente que é
simplesmente apoiada, com rigidez de flex&do e massa constantes e iguais para o0s dois trogos,
sendo apenas a rigidez de fundacdo diferente a esquerda e a direita do ponto de
descontinuidade. Considere-se ainda que a rigidez da fundagdo do primeiro trogco (designado
também por troco 1), ky € inferior a rigidez da fundacéo do segundo trogo (designado também
por trogo 2), ka.

Admita-se ainda que a descontinuidade encontra-se a meio da viga, dimensdo que se passara a
designar por I. Isto permite simplificar a equacdo em estudo. A seguinte expressdo foi obtida
aplicando ao determinante da matriz de rigidez a funcdo FullSimplify do software comercial
de calculo Mathematica:

E,—ff(cosh(ﬂl)(—(zf—Aﬁ)Zcoshuz)sin(ﬂl)sinw

+((A + 22)° cos(4,)sin(4,) + 4474, cos(4,)sin(4,) )sinh(4,))

+sinh(4,) ((/112 +A2)? cos(4,) cosh(4,)sin(4,) (3.78)
+008(2,) (—(4 = 22)° cos()sinh(Z,) + 44,43 cosh(Z,)sin(4) ) )

/((cosh(4,)sin(4,) —cos(4,)sinh(4,) ) (cosh(4,)sin(2,) —cos(4,)sinh(4,))) =0.

Pelas razdes ja referidas, estudar-se-a entdo apenas o numerador. Além disso, as constantes EI
e | em evidéncia em nada alteram as solu¢des da equacdo, pelo que se passa a estudar apenas

cosh(4,) (—(4 — 47)? cosh(4,)sin(4,)sin(4,)

+((ﬂf +A2)? cos(4,)sin(4,) + 4424, cos(ﬂi)sin(iz))sinh(ﬂz))
+sinh(4,) ((/112 +A2)? cos(4,) cosh(4,)sin(4,)

+€08(4,) (—(4° = 43)° cos(4,)sinh(4,) + 44,4 cosh(ﬁz)sin(ﬂl))) =0.

(3.79)

Como ja foi referido, o parametro A ndo ¢ necessariamente real pois, dependendo das
propriedades da viga e da fundacdo visco-elastica, 0 argumento da raiz quarta na expressao
(2.21) pode ser negativo, o que tornaria A um niimero imaginario.

Para facilitar o processo de determinagdo das raizes da equagéo, substitui-se entdo A pela
definicdo (2.30), e passa-se a ter uma equagdo cuja variavel é o, a frequéncia natural de
vibracao, que ja é um namero real.
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3.3 Frequéncias naturais e modos de vibragao

Naturalmente que, para cada modo de vibragdo, existe uma Unica frequéncia natural de
vibracgdo para toda a viga, isto €,

A El 2" El
* m El * m HZ (3:80)

Assim, 0s parametros A; ¢ A, sdo substituidos por

4, = oMY % EI mo” =k, | (3.81)
A, =1 |25| Ko . (3.82)

Né&o se apresenta aqui o resultado desta substituicdo por ser consideravelmente extenso, e nao
acrescentar nada de relevante a resolucdo. Como é natural, a variavel em estudo é o, a
frequéncia de vibracdo da estrutura, sendo as raizes de (3.79) as frequéncias naturais de
vibracdo ndo amortecida. Os restantes valores s&o as propriedades mecénicas do problema.

Sendo k; inferior a k», isto é, assentando o primeiro troco sobre uma fundacdo mais flexivel
que a do segundo, comeca-se por verificar que ®?= ki / m e w® = k,/ m satisfazem a equacéo
(3.79). Para ©” = ky / m vem

%:4%&0, (3.83)

_m(k/m)—k, _ kK,
,12_/ = |_/ =1 (3.84)

Ao substituir estes valores na parcela esquerda da equacdo (3.79) rapidamente se conclui que
o0 resultado € nulo, pelo que verifica a equacdo caracteristica. Da mesma forma, ao admitir
o’ = ky/ m, obtém-se

_4m(k2/m)_kl _4k2_k1
ﬂi—«/ T I—«/ £ I, (3.85)

4= \/ z/m 21 0. (3.86)

que também verificam a equagéo (3.79).
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3. Modos de vibragdo de uma viga descontinua

Uma vez que A, e A, s@0 nulos na primeira e segunda hipotese, respectivamente, a defini¢do da
deformada apresentada em (2.24) deixa de ser valida, passando esta a ser definida pela
equacdo polinomial (2.37). Ao aplicar as condi¢des de fronteira obtém-se

v(x)=C, x+C, x%, (3.87)

para o primeiro troco na hipétese de w’=ki/m, e

V(X) =C,(x=1)+C,(x* =3Ix* +2I°).. (3.88)

para o segundo tro¢o no caso de 0’ =Ko/ m.

Naturalmente que a estas deformadas diferentes das adoptadas até agora, correspondem
também forcas de fixacdo diferentes das determinadas em 3.1. Assim, € necessario recalcula-
las e reescrever a matriz de rigidez (que s@o agora duas matrizes, uma para quando A, é nulo,
¢ outra para quando A, € nulo).

O determinante destas novas matrizes vai ser diferente do obtido anteriormente, pelo que ao
substituir A1 e A, ja ndo sera nulo, e portanto deixam de satisfazer a equacdo caracteristica.

Estando entdo excluidas estas duas solucfes, analisa-se de seguida a equagdo (3.79) para
valores de ®? compreendidos entre k; / m e kp / m. Considere-se que se define ® neste
intervalo como

a)z\/E, k, <k <k,. (3.89)
m

Substituindo em (3.81) e (3.82) obtém-se

— 4 m(k/m)_kl _dk_kl
A = \/ = | = l, (3.90)

_,[m(k/m)—Kk, _dk—kz
ﬂ?_\/ = =g ! (3.91)

Atendendo ao intervalo em que k esta compreendido, o parametro A; € um numero real, uma
Vez que 0 argumento da raiz € um namero positivo. Ja o parametro A, tem como argumento da
raiz um namero negativo.

Aprofunde-se um pouco mais a igualdade (3.91):

k=K (ke k) K =K
S = =R = 4L %)
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3.3 Frequéncias naturais e modos de vibragao

Como se sabe, esta expressdo corresponde a quatro solucGes possiveis,

A= F (J— J—] 4EI | (1+1), (3.93)

) B b |
ok, (V2 N2 flgok
fy == [ >+ |J_ e ! (—1+i) (3.95)
ou

2, = F (____ J:4%| (-1-1). (3.96)

Temos portanto que A, pertence ao conjunto dos nimeros complexos.

Quando A pertence aos numeros reais, as raizes da equagdo sdo sempre do tipo que se podem
observar no circulo trigonométrico da figura 3.7 (a), mas para A, contido no intervalo em
estudo serdo do tipo da figura 3.7 (b).

Figura 3.7 « Representagdo de raizes com componente real ou imaginéria (a)
e raizes com componente real e imaginaria (b)

Neste ultimo caso é possivel expressar a solugdo de forma diferente da apresentada em (2.24),
como se verd a frente no estudo do caso estatico, mas pode-se manter a defini¢do adoptada até
agora, sendo os argumentos das funcdes trigonometricas e hiperbolicas nimeros complexos.

Regra geral, o resultado de uma funcdo trigonométrica com argumento complexo é também
um numero complexo. Verifica-se que a equacdo (3.79) apresentarda também valores
complexos no intervalo referido, mas note-se que para as frequéncias naturais de vibracao
livre ndo amortecida (os valores de o que verifiquem a equagao caracteristica), a deformada,
v(x), seré real, pois uma vez que descreve uma configuracdo deformada da estrutura, 0s seus
valores nunca poderdo ser complexos.
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3. Modos de vibragdo de uma viga descontinua

Para valores de k superiores a ks, é evidente que tanto A; como A, S@0 valores reais, ou seja,
para qualquer > k,/ m, a equacdo em estudo apresentara valores reais.

Uma vez que a expressdo é demasiado complexa para estudar de forma puramente analitica,
antes de prosseguir, passa-se a atribuir as propriedades fisicas do problema em estudo os
valores resumidos no quadro 3.1.

Estes valores representam uma via ferroviaria com um comprimento de 200 metros, composta
por dois carris UIC60, cuja seccdo transversal esta representada na figura 3.8 (de acordo com
as normas Europeias em vigor, ver Correia et al. [3]), assentes sobre uma fundagdo com uma
mudanca pronunciada na sua rigidez a meio da via.

Quadro 3.1

Valores numéricos das propriedades mecanicas do problema em estudo

I [m] 100
E [GPa] 210
I,[m |611010°
m [kg/m] 119.87
Ky [kN/m?] 500
k, [kN/m?] | 1000

TH,.3 ==
) !
| 510

I
MA. 1 172

| f—165

80,3 {
s =

r i ' \ 35
f }

130

Figura 3.8 « Secc¢do transversal do perfil UIC60 (unidade: mm) Chen et al. [2]

Ao substituir estes valores em (3.81) e (3.82), e estes ultimos em (3.79), obtém-se uma
equacdo cuja unica variavel ¢ ®, como referido anteriormente, e cujas raizes pretendemos
determinar.

Mesmo estudando esta equacdo a nivel numeérico, a presenca das funcbes hiperbolicas
dificulta a sua analise, visto estas ndo serem limitadas superiormente. Ocorre que, para
valores suficientemente elevados do argumento, a funcéo seno hiperbdlico aproxima-se cada
vez mais da funcdo cosseno hiperbolico, como se pode observar na figura 3.9.
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3.3 Frequéncias naturais e modos de vibragao

10
sinh(f) ——
cosh(B) --------
tanh(B) -------
5
0 5 10

Figura 3.9 « Funcdes hiperbolicas (fonte: Wikipedia)

Assim, tal como ocorreu na andlise da equacdo (2.56) aquando do estudo das frequéncias
naturais da viga bi-encastrada, os valores da parcela esquerda da equacéo (3.79) tendem para
valores muito elevados, mesmo para frequéncias relativamente baixas. Ao fim de poucas
raizes os valores comecam a ser demasiado grandes para a grande maioria dos processos de
calculo convencionais.

Da mesma forma, € preciso grande precisdo em termos de casas decimais, pois ao operar com
valores tdo elevados, uma aproximagdo numa unica casa decimal pode representar um grande
erro no valor final. Este problema requer entdo que se empregue um maior himero de casas
decimais do que é habitual no campo de estudo da engenharia civil.

Poder-se-ia incluir também o denominador do determinante da matriz de rigidez, o que seria
equivalente a estudar a equagdo (3.78), obtendo-se assim valores inferiores, desde que o
denominador fosse superior a unidade, o que acontece para a grande maioria dos valores de o.
Contudo, isto introduziria singularidades que tornam o problema mais dificil de estudar
(quando o denominador se anula), e na pratica ndo traria beneficios, pois a nivel
computacional o numerador e denominador sdo calculados separadamente e sO entdo
efectuada a divisao.

A figura 3.10 representa graficamente a parcela esquerda da equacéo (3.79) no intervalo em
gue se encontram as primeiras 200 raizes. Como se pode ver, o valor da funcdo entre dois
picos sucessivos aumenta drasticamente, de tal forma que, a esta escala, € impossivel
distinguir a funcdo para valores inferiores.

T e L B e o A s 4
500 1000 1500 2000 2500 3000

-1, % 1049 4

-2, % 104 4

-3, % 1079 4

_4, w IDEBQ ]

Figura 3.10 « Representacdo grafica da equacao (3.79) no intervalo que contém as primeiras 200 raizes
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3. Modos de vibragdo de uma viga descontinua

Recorreu-se por isso ao software de calculo comercial Maple, pela sua capacidade de
manipular valores de elevada ordem de grandeza e nimero de digitos variavel. Das varias
opcOes disponiveis, seleccionou-se a funcdo RootFinding[NextZero], que procura o zero de
uma funcdo a direita duma estimativa inicial através do desenvolvimento em série de Laurent.
N&o sendo o objectivo do presente texto analisar métodos matematicos de resolucdo de
equacdes, deixa-se este assunto para bibliografia mais especializada, como Matos et al. [9].

Ao substituir @ por valores dentro do ja referido intervalo em que A, é complexo, verifica-se
que a parte imaginaria ndo se anula, tornando-se entdo necessario determinar as raizes de uma
equacdo de nimeros complexos sem a possibilidade de recorrer a métodos analiticos.

Comeca-se por estudar apenas a parte real da equacdo, o que resulta nas 14 raizes
apresentadas no quadro 3.2 (exceptua-se, naturalmente, os limites do intervalo considerado,
como jé& referido). A figura 3.11, por sua vez, representa a parte real da parcela esquerda da
referida equacdo no intervalo em que A, é complexo.

Quadro 3.2
Raizes da parte real da equacéo caracteristica no intervalo de (k,/m)*? a (k,/m)*?

®; [rad/s]
64.58645266
64.60294585
64.66395302
64.81581632
65.12055490
65.65404027
66.50283127
67.75936077
69.51545460
71.85453081
74.84292321
78.51970801
82.87883704
87.79904180

O 0| N WIN|F

[y
o

[EEN
[N

=
N

=
w

[y
SN

Ao estudar entdo apenas a parte imaginaria, conclui-se que esta apresenta as mesmas raizes
que a parte real, e mesmo a representacdo grafica (como se pode observar na figura 3.12) €
simétrica relativamente as abcissas. Conclui-se que, se as raizes da parte real e da parte
imaginéria sdo coincidentes, entdo sdo também raizes da equagéo (3.79).

Para valores de ®’ superiores a k, / m, uma vez que a equacdo ja toma valores reais, a
determinacédo das raizes foi realizada por aplicacdo directa da funcdo RootFinding[NextZero]
a equacdo em estudo. No total obtiveram-se 500 raizes, altura a partir da qual esta funcao
comeca a ser pouco fidvel devido & dificuldade computacional de aplicar o desenvolvimento
em série de Laurent em pontos cuja imagem é de ordem de grandeza muito elevada.

72



3.3 Frequéncias naturais e modos de vibragao

3, = 10495

2, w0 1|:|45_

1, = 10"

- 1, w0 1|:|45_

_2, w 1|:|45_

Figura 3.11 « Representagdo grafica da parte real da parcela esquerda
da equacdo (3.79) no intervalo de (ky/m)* a (ko/m)Y?

2, % 1|:|45_. I'|

§ II
| |
1, x 1094 \ /\

-1, % 104 f

-2, % 1045

_3, w0 1|:|45_

Figura 3.12 « Representacdo grafica da parte imaginaria da parcela esquerda
da equacdo (3.79) no intervalo de (ky/m)* a (k,/m)"?

Comparem-se agora as primeiras frequéncias naturais obtidas com as de duas vigas
bi-apoiadas de 200 metros cada, uma cuja rigidez de fundacdo é 500 kN/m? (ki) e outra
1 000 kN/m? (k,). Todas as restantes propriedades sdo iguais as da viga em estudo.

O quadro 3.3 apresenta as quinze primeiras frequéncias naturais ciclicas para os trés casos
referidos, enquanto que a figura 3.13 inclui a mesma informacao para as primeiras cinquenta
frequéncias.
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3. Modos de vibragdo de uma viga descontinua

Quadro 3.3

Comparagcdo entre as primeiras 15 frequéncias naturais ciclicas (em rad/s) da viga descontinua e das duas vigas
bi-apoiadas com rigidez de fundacéo k; e k;

[radfs]
250

200

150

100

50

74

i ki des;c/)lr?tal}nua ke
1 | 64.58476576 | 64.58645266 | 91.33661598
2 | 64.58552251 | 64.60294585 | 91.33715109
3 | 64.58880171 | 64.66395302 | 91.33946987
4 | 64.59762947 | 64.81581632 | 91.34571245
5 | 64.61623948 | 65.12055490 | 91.35887399
6 | 64.65006673 | 65.65404027 | 91.38280243
7 | 64.70573477 | 66.50283127 | 91.42219404
8 | 64.79103305 | 67.75936077 | 91.48258531
9 | 64.91488038 | 69.51545460 | 91.57033988
10| 65.08727001 | 71.85453081 | 91.69262876
11| 65.31919202 | 74.84292321 | 91.85740197
12 | 65.62252887 | 78.51970801 | 92.07334982
13| 66.00992109 | 82.87883704 | 92.34985183
14 | 66.49460146 | 87.79904180 | 92.69691189
15| 67.09019854 | 91.33763360 | 93.12507821
20 30 40

—kl1,k2
—kl
k2

50

Figura 3.13 « Comparagdo entre as primeiras 50 frequéncias naturais da viga descontinua
e das duas vigas bi-apoiadas com rigidez de fundagéo k; e k;



3.3 Frequéncias naturais e modos de vibragao

Como se pode observar, o valor das frequéncias naturais da viga em estudo encontra-se entre
os dois casos referidos, visto ser um caso intermédio, pois metade da fundagdo tem uma
rigidez ky e a outra metade k,. E contudo notdria a maior proximidade aos valores da viga
com menor rigidez para os primeiros modos de vibracao.

Ao longo do intervalo em que A, € complexo, a frequéncia comeca por ser praticamente igual
a da viga de menor rigidez de fundagdo, e vai aumentando até estar mais proxima da viga de
maior rigidez no décimo quarto modo. Depois deste intervalo tende para um valor médio entre
ambos.

Evita-se para ja tecer consideracfes acerca deste resultado sem antes analisar os modos de
vibracdo correspondentes a cada frequéncia.

Relembrando que em 2.4.2 se definiram como incognitas a translacéo e rotacdo no ponto de
descontinuidade entre as duas vigas, pode-se retomar a nomenclatura empregue no método
dos deslocamentos para afirmar que:

<fof-lo =l 2 Jfol-lof o

Este sistema de duas equacbes a duas incognitas (embora exista um terceiro parametro, pois a
matriz de rigidez é funcdo da frequéncia de vibracdo, m) consiste na equacdo do método dos
deslocamentos na auséncia de carregamento, visto ainda estarem em estudo as vibracoes
livres ndo amortecidas da estrutura.

Ao substituir na matriz de rigidez cada uma das frequéncias naturais de vibragdo livre ndo
amortecida, obtém-se para cada uma delas um sistema de duas equagfes a duas incognitas.
Ainda assim, estes sistemas sdo todos eles indeterminados, pois as frequéncias de vibragédo
que Ihes deram origem foram determinadas ao forcar o determinante da matriz de rigidez a ser
nulo, pelo que as equacdes séo linearmente dependentes e portanto tém infinitas solugdes.

Assim sendo, a Unica hipétese € arbitrar uma das variaveis e resolver uma das equacdes para
determinar a outra varidvel. Obtém-se assim uma relacéo entre os dois, e portanto a forma
geral da deformada para a frequéncia natural de vibracdo em questdo. Isto estd em
concordancia com o j& discutido sobre os modos de vibragao.

Neste caso optou-se por arbitrar uma translacdo unitaria para todos os casos, e resolveram-se
ambas as equac@es, 0 que resulta em dois valores de rotacdo ligeiramente diferentes devido a
acumulacdo natural de erros numéricos (nos casos estudados a diferenca nunca surgiu antes da
vigésima primeira casa decimal). Embora este erro seja desprezavel, por falta de melhor
critério de seleccdo optou-se por considerar o valor médio de ambos os resultados.

E importante referir que desta forma n&o se contempla a possibilidade de a translacio ser nula
para alguns dos modos. E relativamente facil verificar que no caso em estudo néo existe essa
possibilidade. Tendo em conta que os valores de @ que respeitam a equacao (3.79) levam a
um determinante nulo da matriz de rigidez, vem

|K| =0 k1,1k2,2 _(k1,2 )2 =0 k1,2 = ixfkl,lkz,z : (3.98)
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3. Modos de vibragdo de uma viga descontinua

Substitui-se entdo na equacdo (3.97) e assume-se que a translacéo é nula para obter

=6=0 v k,,=0. (3.99)

+fk K, ,0=0
K, ,0=0

Uma vez que a translacgdo e rotagdo simultaneamente nulas corresponde a uma solucéo trivial,
a Unica hipotese é o elemento da segunda linha e da segunda coluna da matriz de rigidez ser
nulo. Deste facto e da equacéo (3.98) vem que

K, =k,, =0. (3.100)

Atendendo a definicdo para os valores fora da diagonal principal apresentada em (3.76), e ao
facto de ambos os trocos terem o mesmo comprimento e rigidez de flexdo, vem
automaticamente que, para satisfazer (3.100),

2 Cosh(4,)sin(4) +cos(4,)sinh(4,) _ , , cosh(4,)sin(4,) +cos(4,)sinh(4,) (3.101)

4 cosh(4,)sin(4,) —cos(4,)sinh(4,) B cosh(4,)sin(4,) —cos(A4,)sinh(4,)

Embora seja possivel determinar numericamente para que pares de valores de Ay e Ay €
respeitada a equacéo (3.101), como sdo ambos func¢des da frequéncia natural de vibracdo ndo
amortecida e das restantes propriedades mecanicas de cada troco, podem ndo tomar
simultaneamente os valores desejados. Assim, um dado valor de o poder levar a que A; tome
um dos valores que corresponde a um par que resolve a equagdo, mas nao leva a que A, tome
o valor correspondente ao mesmo par.

Posto isto, a Unica solucdo que verifica a equacao (3.101) para qualquer valor de o é

A=A (3.102)

Atendendo as defini¢bes (3.81) e (3.82), e dado que as restantes propriedades dos trocos séo
iguais, a constante de Winkler de ambos tem também que ser igual. Conclui-se assim que a
possibilidade de ter translacdo nula apenas se verificaria se ambos 0s tro¢os apresentassem a
mesma rigidez de fundacdo, e portanto arbitrar a translacdo como sendo unitaria ndo ira
conduzir a um sistema de equagOes impossivel de resolver.

Para obter entdo a funcdo do modo de vibragdo bastaria realizar a combinacgéo linear das
deformadas devido a uma translacdo harmdnica imposta, a equagéo (3.34), e devido a uma
rotacdo harmonica imposta, a (3.44), isto é:

%, (0 = 3%, (X) + GV, (%), (3.103)

76



3.3 Frequéncias naturais e modos de vibragao

em que o indice i representa 0 numero do modo de vibragdo, v; representa a deformada da
viga descontinua devido a uma translacdo unitaria e v, representa a deformada dessa mesma
viga devido a uma rotacdo unitaria, ambos obtidos a partir das equacGes acima referidas.

Contudo, verificou-se posteriormente que a forma como estdo expressas as deformadas (3.34)
e (3.44) conduz a uma maior acumulacdo de erros numéricos na solucéo final. Opta-se entdo
por definir os modos de vibragdo substituindo na expressdo (2.24) as seguintes constantes de
integracéo:

A, =0, (3.104)
_ | 8sin(4,) — 4, cos(4,) (3.105)

" 2 (cosh(4,)sin(4,) —cos(4,)sinh(4,))
C,=0, (3.106)
A cosh(4,)—1 @sinh(4) (3.107)

D, = :
* A (cosh(4,)sin(4,) —cos(4,)sinh(4,))

_ —sinh(4,)(4, cos(4,)+1 @sin(4,))
4, (cosh(4,)sin(4,) —cos(4,)sinh(4,))

(3.108)

_ cosh(4,)(4,c08(4,) +1 Osin(4,))
A, (cosh(4,)sin(4,) —cos(4,)sinh(4,))

(3.109)

c _ sin(4,) (4, cosh(4,) +1 @sinh(4,)) (3.110)

? A, (cosh(4,)sin(4,) —cos(4,)sinh(4,))

_ —c0s(4,) (4, cosh(4,) +1 @sinh(4,))
* 4, (cosh(4,)sin(4,) —cos(4,)sinh(4,))’

(3.111)

em que A;, B; C; e D; correspondem as constantes de integracdo numa viga
encastrada/apoiada de comprimento | para uma translag@o unitaria ¢ uma rotagdo 6 em x =1, e
A,, B, C, e D, correspondem as constantes de integracdo numa viga encastrada/apoiada de
comprimento | para uma translagdo unitaria e uma rotagdo 6 em x = 0. Estas constantes foram
obtidas através do mesmo método empregue na determinacdo das forcas de fixacdo, na seccéo
3.1
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3. Modos de vibragdo de uma viga descontinua

O modo de vibracéo vem entéo:

A, cosh(4, /1) + B, sinh(4, x/1) + C, cos(4, /1) + D, sin(4, x/1), x <1

v(X) = (3.112)

A, cosh (A, (x—1)/1)+B,sinh (4, (x=1)/1)
+C, 0s(4, (x=1)/1)+D,sin (4, (x=1)/1), x>1

Antes de passar a representacdo gréfica dos modos de vibragdo é importante introduzir a
norma empregue, uma vez que as func@es de forma apresentam deslocamentos de ordens de
grandeza muito diferentes de modo para modo. Seleccionou-se a norma mais frequentemente
utilizada para vibracgdes transversais em vigas (veja-se, por exemplo, Dimitrovova et al. [5]),
pelo que se normalizam os modos de vibragdo dividindo pela seguinte express&o:

N, = \/IOL m(v, (x))2 dx = \/mIOL(vi (x))2 dx, (3.113)

em que L é o comprimento total da viga. Daqui a diante, passa-se a considerar que a
expressao Vi(x) corresponde ao i-ésimo modo de vibracdo livre ndo amortecida ja
normalizado, evitando-se futuras referéncias a norma.

No caso do primeiro modo (figura 3.14) é notdrio que o troco em que a rigidez de fundacéo é
inferior € 0 que é mais excitado, apresentando uma deformada semelhante & de uma viga
encastrada/apoiada, enquanto que 0 troco seguinte parece ndo sofrer praticamente
deformagdes. Ao ampliar este trogo verifica-se que ele sofre deformacgdes muito baixas na
vizinhanca do ponto de descontinuidade, como se pode observar na figura 3.15.

Este fendbmeno pode ser comparado ao do amortecimento super-critico num oscilador de um
grau de liberdade, em que este volta muito rapidamente ao ponto de equilibrio apds uma
perturbacdo exterior. Neste caso a rigidez é tdo elevada que a frequéncia em que a vibracdo
ocorre ndo € suficiente para a vencer e assim a translacdo e rotacdo no ponto de
descontinuidade praticamente ndo se propagam ao longo deste troco.

T T T T T 1
] 150 200
0,002 -

-0,004 —
-0,006 —
-0,003 -
-0,010 -

-0,012 -

Figura 3.14 « Primeiro modo de vibracdo normalizado da viga descontinua
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0,00002- f\
0 r

—0,00002

120 140 140 150 200

-0,00004-
0000064
_000008
_0000104

-0,00012

Figura 3.15 « Primeiro modo de vibracdo normalizado da viga descontinua no trogo de maior rigidez

Esta diferenca na deformada dos dois trocos vem complementar a maior proximidade das
primeiras frequéncias naturais de vibracdo da viga descontinua as da viga de menor rigidez,
visto o troco de menor rigidez estar mais envolvido nestes modos de vibracdo do que o trogo
de maior rigidez.

Verifica-se que este fendmeno se mantém para os primeiros catorze modos, em que a
frequéncia de vibracéo é inferior a de um oscilador linear de massa m e rigidez k.

Por simplicidade apresentam-se apenas o segundo e décimo quarto modos normalizados, nas
figuras 3.16 e 3.17, respectivamente. Estas figuras permitem observar que o nimero de picos
na deformada é igual ao nimero do modo de vibra¢do em questdo (ou que o nimero de ondas
completas é metade do nimero do modo de vibracdo). Verifica-se que esta relacdo €
verdadeira para todos os modos de vibracdo observados.

No décimo quinto modo de vibracdo, em que o quadrado da frequéncia excede ky / m,
verifica-se a participacdo muito superior do trogo de maior rigidez, que apresenta uma
deformada semelhante a do troco de menor rigidez no primeiro modo de vibracdo, enquanto
que este Gltimo mantém a mesma configuracdo deformada do décimo quarto modo, como se
pode observar na figura 3.18.

0,010 -

0,005 -

T T T T T 1
150 200

~0,005 -

-0,010

Figura 3.16 « Segundo modo de vibracdo normalizado da viga descontinua
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0,010 -

0,005 -

' ' ' ' ' ' v I v ' v v 1
5 0 150 200
-0,005 4

-0,010

-0,015

Figura 3.17 « Décimo quarto modo de vibragdo normalizado da viga descontinua

T
150

-0,002 —
-0,004 —
-0,006 —
-0,00% —

-0,010 1

-0,012 +

Figura 3.18 « Décimo quinto modo de vibragdo normalizado da viga descontinua

Nos modos subsequentes continua a verificar-se que o tro¢co de maior rigidez apresenta
sensivelmente a mesma configuracdo deformada que o tro¢o de menor rigidez para o segundo,
terceiro e consecutivos modos, e este continua a apresentar a mesma configuragdo deformada.
Verifica-se contudo que a diferenca de amplitudes entre os dois trogcos ndo € tdo pronunciada
como no modo anterior, tornando-se esta cada vez mais parecida a medida que se avanga no
numero do modo (ver figura 3.19).

Observa-se que para o vigésimo primeiro modo de vibragdo comeca a ser visivel no trogo de
maior rigidez, junto ao ponto de descontinuidade, uma onda com amplitude ligeiramente
inferior as das restantes do mesmo troco, como se pode observar na figura 3.20.

Para modos superiores, esta onda vai sendo cada vez menor comparativamente as restantes do
troco de maior rigidez. Também se observa que a onda se vai deslocando na direccao do troco
de menor rigidez, estando o seu pico do lado esquerdo da descontinuidade ja para o vigésimo
terceiro modo, pelo que a configuracdo que este mantinha desde o décimo quarto modo de
vibragdo, em que apresentava catorze picos, € agora de quinze picos.
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0,010

0,005 -

1
200
-0,005 -

~0,010

Figura 3.19 « Décimo sexto modo de vibra¢do normalizado da viga descontinua

: vmvﬂvmvﬂvﬂvm\/ﬂv/\v%/\v

3.20 » Vigésimo primeiro modo de vibragéo normalizado da viga descontinua

Para 0 vigésimo quinto modo, a onda encontra-se ja completamente dentro do dominio do
troco de menor rigidez. Uma vez que continua a ser vélida a rela¢do entre o nimero de ondas
e 0 numero do modo de vibracdo, o troco de maior rigidez apresenta apenas dez picos neste
modo. Esta relacdo pode ser observada na figura 3.21.

Verifica-se que o numero de picos em cada troco continua a aumentar alternadamente, mas
com um maior aumento no troco de maior rigidez, até que tém ambos 0 mesmo numero de
picos no quadragésimo quarto modo de vibracdo, em que as amplitudes de ambos 0s trocos
séo semelhantes.

A partir desse ponto o numero de picos aumenta em um para cada modo, ora no trogco de
menor rigidez ora no trogo de maior rigidez. E de notar que, dada a menor rigidez do primeiro
trogco, 0 numero de picos deste € sempre maior ou igual ou maior ao do segundo trogo, visto
que o primeiro é mais deformavel.

O quadro 3.4 resume 0 numero de picos em cada trogo para 0s primeiros sessenta modos de
vibracéo.
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0,010

I .
WU\/UWWU Ak

-0010 -

3.21 » Vigésimo quinto modo de vibra¢do normalizado da viga descontinua

Quadro 3.4
Numero de picos em ambos 0s tro¢os para os primeiros 60 modos naturais de vibragéo
i k| ks i | ki| ko i | k| ko
1110 21114 7 4112120
21210 22114 8 4212220
3[3]0 23|15| 8 4312221
41410 24115 9 4412222
5(5]0 25|15|10 45|23 22
660 26|15 11 46|23 |23
71710 271512 4712423
880 281612 48 | 24 | 24
9/191]0 29|16 13 49| 25|24
10]10] 0 30|16 |14 50|25|25
11(11| 0 31|17 |14 51|26 |25
12112] 0 32|17 |15 52|26 |26
13113| 0 33|18 15 53|27 |26
14114] 0 34|18 16 54|27 | 27
1514 1 35|18 17 55|28 | 27
16|14 2 361917 56 | 28 | 28
17114 3 3711918 57129 |28
18|14 4 38|20 18 58|29 |29
19|14| 5 39|20 19 59|30 |29
20| 14| 6 4012119 60|30 |30

Nas figuras 3.22 a 3.24 é possivel observar como a amplitude de ambos o0s trocos se vai
aproximando a medida que se aumenta o numero do modo de vibracéo.
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3.3 Frequéncias naturais e modos de vibragao

0,010
0,008 -
0,006 -
0,004 -
0,002 -

~0,002
~0,004 -
_0,006 -
~0,008

0,008 -
0,006 -
0,004 -
0,002 -

||

~0,002 4
~0,004 -
~0,006 -

~0,008

0,00% -
0,006 -
0,004 -
0,002 -

I

!

|

]

|

|

3.23 « Quadragésimo modo de vibracdo da viga descontinua
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1
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-0,002 +
-0,004 +
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3.24 « Quinquagésimo modo de vibracdo da viga descontinua
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4 — Viga descontinua sujeita a uma carga movel

Suponha-se agora que a viga descontinua estudada no capitulo 3 esta sujeita a passagem de
uma carga movel pontual de intensidade constante. Esta carga representa um Gnico eixo de
um veiculo, nomeadamente o de um comboio de alta velocidade.

Considera-se por simplificacdo que a velocidade e intensidade da carga sdo constantes. Trata-
se de uma aproximacao razoavel para um comboio a deslocar-se em linha recta a velocidade
de ponta, em que a variacdo ciclica da intensidade da carga normalmente associada a este tipo
de transporte é suficientemente baixa para ser desprezada.

O carregamento (anteriormente designado genericamente por p(x,t)) devido a passagem de
uma Unica carga pontual a uma velocidade s (constante e positiva) e com intensidade
constante P pode ser expresso como

p(x,t) =o(x—st) P. (4.1)

Esta definicdo faz uso da funcéo delta de Dirac, que toma um valor infinito no ponto x = 0 e
zero nos restantes pontos, e cujo integral de menos infinto a mais infinito é igual & unidade.
Assim a expressao (4.1) simula um carregamento pontual com a intensidade desejada, P, em
que no instante t = 0 o carregamento se encontra na extremidade esquerda da viga
descontinua, x = 0.

Estando a viga em regime el&stico linear e considerando a teoria dos pequenos deslocamentos
(como mencionado em 2.1, na deducdo da equagdo de movimento), a solucdo para um veiculo
completo poderia ser obtida por sobreposicédo dos efeitos das cargas individuais.

4.1 — Solucéo particular

De acordo com esta definicdo do carregamento, e tendo em conta que a rigidez e
amortecimento de fundacdo ndo sdo constantes ao longo de todo o comprimento da viga,
reescreve-se a equagdo de movimento, (2.7), como

O'y(xt) hy(xt) o dy(x.t) e
El pv +m e +¢(x) p +k(X) y(x,t) =5(x—st) P. (4.2)

Assume-se ainda que, no instante inicial, t = 0, ndo se observam na viga nem deformagdes
nem velocidades iniciais, isto €,

y(x,0) =0, % =0. (4.3)

t=0

Considera-se ainda que a massa da carga em movimento € negligencidvel face a massa da
viga, ou seja, apenas se considerara o seu efeito gravitacional.
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4. Viga descontinua sujeita a uma carga moével

Da mesma forma que a solucdo da equacdo homogénea (2.8) é o produto de uma componente
espacial por uma componente temporal, a solucdo para o carregamento referido consiste no
somatorio do produto de cada funcdo de forma normalizada (funcdo do espacgo, X) pelo
chamado deslocamento generalizado correspondente (funcdo do tempo, t). E este processo
conhecido por sobreposicdo modal. A solucdo exacta requer que este procedimento seja
realizado para um namero infinito de modos, ou seja,

YD =3 H0 (). (4.4)

Resta determinar a funcéo fi(t), o deslocamento generalizado, para cada modo de vibragio i. E
necessario substituir entdo a definicdo (4.4) na equacéo de movimento, (4.2):

Ela—4(i £(t)v (x)]+m—2(i £V, (x)j

+c(x)—(z f.(t) vi(x)j+ k(x)z f.(t) v,(x) =5(x-st) P <
EI(Zf(t)d V(X)J (deft(t) ()J

=1

(4.5)

o0

+c¢(x) [Z%vi (x)j + k(x)i f,(t) v,(x) =o(x—st) P.

i=1

Tendo em conta que, para um dado tro¢o r de comprimento I, 0 modo de vibracdo i é dado por

Vr,i (X) = Ar,i COSh(ﬁ’r,i X/Ir) + Br,i Sinh(ﬂ’r,i X/Ir) +Cr,i COS(ﬂT,i X/Ir) + Dr,i Sin(ﬂ'l',i X/Ir) ! (46)

em que os coeficientes A;j, By, Cri e Dy se encontram normalizados, conclui-se que a quarta
derivada de qualquer modo de vibracgdo i em qualquer troco pode ser expressa como

d*v,; (x) _ A4, !
dx*

(A, cosh(4,; x/1,)+ B, sinh(4,; x/I,)+
: @4.7)

+Cr,i COS(ﬂ‘r,i X/Ir) + Dr,i Sir](ﬂ’r,i X/Ir)) = ";4 Vr,i (X)

r

Tendo em conta a definicdo apresentada em (2.30), obtém-se

dv,(x)  ma? —Kk(x)
dx*  El

V; (X). (4.8)
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4.1 Solucéo particular

Substituindo (4.8) em (4.5)

El [Z f (t)ma)—k(x)v (x)}+ m(z dzd Z(t) vV, (X)J

i=1

+c(x)[z df(f) v (x)j ; k(x)i £()V.(X) =5(X—=5 1) P <> (4.9)

i=1

i{ dd';(t) ()df()+ma) f(t))v(x) S(x—st) P.

Multiplica-se entdo toda a equacao por m e vg(x), em que k representa o numero de um modo
de vibracéo arbitrario, e integra-se toda a equacdo no intervalo de x = 0 até x = L.

fo,m (x)i{ L, ()df”+m@2fi(t)jvi(x)dx=

:I mv, (x) (x—st) Pdx <

(4.10)
Z[d O, o (t))mz 00 w00+ B0 m ] o000 4,00 o=
=m PIX:ka(x) o(x—st) dx.
Dada a ortorgonalidade dos modos de vibragéo, sabe-se que
L .
szovi(x) v () =0, i =k. (4.11)

Além disso, tendo em conta que os modos de vibragdo foram normalizados dividindo-os pela
expressao (3.113)

L
m| V(0 =1 i=k, (4.12)
e assumindo que, embora o0 amortecimento, c(x), possa tomar valores diferentes de troco para

troco, é constante dentro do mesmo trogo, € possivel simplificar (4.10) para obter

m(dzdftkz(t) zf(t)j df(>c(x) mP[" v, () 5(x-st) dx (4.13)
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4. Viga descontinua sujeita a uma carga moével

Uma vez que fi(t) € a funcdo incognita desta equacéo diferencial, reescreve-se (4.13) de uma
forma mais adequada, e substitui-se o indice j por i, visto este ser usualmente empregue ao
longo do texto para expressar 0 numero do modo de vibragéo:

mf,(t)+c(x) f,(t) +m & f,(t) =mP LL:oVi (x) S(x—st) dx. (4.14)

Regra geral, ao aplicar a sobreposi¢do modal, desenvolve-se a fungéo de carga em série

PO =X MO0 (¥, (4.15)
em que
QM) =] PO, %(x) dx = P&(x—st) v,(x) . (4.16)

Como se pode observar, o lado direito da equacdo (4.14) € igual ao produto de Qi(t) pela
massa distribuida, vindo entdo

m , (t) +c(x) f, (t) + maf £, (t) =mQ,(t) . (4.17)

Aplica-se entdo a transformada de Laplace (ver Spiegel [13]) a toda a equacao

mL{f}(2)+c)L{f} (@) +ma’L{f}(2)=mL{Q}(2) &

' (4.18)
m(2°F,(2) — 2f, (0) - £(0)) + () (2F; (r) - f,(0)) + MaF, (r) =mL{Q;} (2).

Uma vez que, como j& foi referido, se consideram condi¢des iniciais homogéneas
(deslocamento e velocidade nulas no instante t = 0), tem-se

mz°F, (2) +c(x)zF, (2) + ma’F (2) =mL{Q } (z) &
(mz® +c(x)z+me’ )F(2) =mL{Q} (2) & (4.19)
F(2)=L{Q}(@)/(2*+(cx)/m)z+a).

Estando entéo definida a fungéo Fi(z), aplica-se a inversa da transformada de Laplace:

(1) = fl{ £19}@) L : }(t _odr. (420)

2’ +(c(x)/m)z+ e’ }(t) - LOQi 0L {22 +(c(x)/m)z+
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4.1 Solucéo particular

Considerem-se entéo as seguintes definicdes auxiliares:

b, (%) = oo’ ~(a())"

Substituindo em (4.20) obtém-se a solugdo para um carregamento generico,

t 1
f(t) = ()L -0
10 L:OQ' ®) {zz +2a(x)z +(a(X))2 +(bi(x))2}(t o

t 1
- omr —7)d
[ QW {(z+a(x))2+(bi(x))2}(t )dz

! 1 —a(x)(t-7) i
=J;_0Qi(t)me @9 sin (b, (x)(t — 7)) d .

Tendo em conta que, da definicdo da funcéo delta de Dirac,

[T ams-T) dt=g(T),

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

em gue g(t) uma funcdo continua e diferenciavel, e que vj(x) ndo esta definida para valores de

X <0ex>L, conclui-se que

Q) =] PS(x—styv,(x) dx=Py,(st).

O deslocamento generalizado para uma viga sujeita a uma carga movel € entao

P

500 .|.:=0Vi (st)e ¥ sin (b, (x)(t—7)) dr.

fi(®)

(4.25)

(4.26)
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4. Viga descontinua sujeita a uma carga moével

4.2 — Solucéo ndo amortecida

Considere-se primeiramente a auséncia de amortecimento. Isto permite simplificar a
expressao (4.26), obtendo-se:

f.(t) =£j:=0vi (st)sin(a,(t-7)) dz. (4.27)

Tendo em conta que vi(x) € constituido por dois trocos, como definido em (3.112), €
necessario separar o integral também em duas parcelas, tendo em conta que st representa a
posicdo da carga ao longo do tempo. Assim, ao integrar a expressdo, para valores de t
inferiores a | / s, emprega-se a definicdo de v; para x < |. Para valores de t superiores a | / s,
emprega-se a definicdo de v; para x > I. Tendo isto em conta, de (4.27) vem

3J-t (A, cosh(4, sz/1) + B, sinh(4, sz/1)
@, 70

+C, cos(4, st/1) + D, sin(4, sz/1))sin (e, (t—7)) dz, t<I/s

f(t) = 5( [ (A, cosh(4, sz/1) + B, sinh(4, sz/1) (4.28)
+é: ,€0s(4, st/1)+ D, sin(4, sz/1))sin (e, (t—-7)) dr

+j (A, cosh (4, (st =1)/1)+B,sinh (4, (st~ 1)/1)

C, cos(4, (st —1)/1)+D,sin(4, (st =1)/1))sin (e (t-7)) dz), t>1/s,

em que Az, By, Cy, Dy, Ay, By, C, e D, sdo as constantes de integracdo definidas nas equagdes
(3.104) a (3.111), mas ja afectadas da norma introduzida em (3.113). Isto significa que para
cada modo i, as constantes sdo todas divididas por N;.

Realiza-se entdo a integracdo analiticamente, sem substituicdo das constantes de integracao,
obtendo-se as expressdes genéricas (4.29) e (4.30), para valores det <l /set>1/s,
respectivamente:

fi(t)=P—|(A1| o, (cosh(4, st/I) - COS(a)t)) Ia)SInh(ﬂist/I) 2153|n(a)t)

i ﬂf |2 2 /11232_'_' (4 29)
| o, (cos(4, st/l)—cos(a)it)) I @, sin(4, st/1) - ﬂlssm(a)t)j '
_Cl 2.2 2.2 2.2 12,2 tSI/S'
8" —lw, As™ I
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4.2 Solucéo nao amortecida

f =P—|£A | o, (cos (e (t—1/s))cosh(2,) —cos(wt) )+ Assin (@, (t—1/s))sinh(4)
i o 1

/fllZSZ +|2wi2
5 AV (sin (e (t—1/s))cosh(2) —sin(emt) )+ @, cos(w,(t—1/s))sinh(4,)
1 11282+|20)i2
c | o (cos(a)it)—cos(a)i (t—I/s))cos(ﬂl))+ﬂissin(a)i(t—l/s))sin(ﬂi)
1 21252 _|2wi2
5 AV (sin(a,(t-1/v))cos(4,) —sin(at) ) +1 @ cos (e (t—1/v))sin(4,)
1 2sz_|2a)i2
A, | @, (cosh (4, (st—1)/I)—cos(w,(t-1/s)))
228" +1° !
B | @ sinh (4, (st=1)/1)—-A,ssin (e, (t—1/9))
2 228 +12w?
c | ,(cos(4, (st-1)/1)—cos(e,(t-1/s)))
? A28 —1Pw?
_Dll ) sin(ﬂ,z(st—l)/l)—;tzssin(a)i(t—I/s))j’ (>1/s. (4.30)

2.2 2 2
A48 -1,

Estando entdo perfeitamente definidos tanto os modos de vibragdo como o deslocamento
generalizado correspondente a cada um deles, resta realizar a sobreposicdo modal definida em
(4.4). Uma vez que ndo é possivel fazer a sobreposicdo para um ndmero infinito de modos, é
necessario decidir quantos empregar. Esta decisdo passa por pesar dois factores opostos: rapidez na
obtencdo das solucBes e precisdo das mesmas dentro do limite de aplicagdo considerado.

O primeiro passo é entdo definir a gama de valores de velocidade que se pretende estudar. De
acordo com Fryba [6], numa viga infinita, a velocidade critica, aquela para a qual se verifica
ressonancia do sistema, é dada por

5, — 4/4 KEL (4.31)
m

Embora a viga em estudo seja finita, dado o seu comprimento consideravel, a equacéo (4.31)
pode fornecer uma boa aproximacao para a velocidade critica em cada um dos trogos.

Aplicando entdo essa expressdo a ambos 0s trocos, a velocidade critica vem

Sy1 =205.574 m/s, (4.32)

S, = 244.470 m/s, (4.33)
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4. Viga descontinua sujeita a uma carga moével

que correspondem aproximadamente a 740 km/h e 880 km/h, respectivamente. Embora estas
velocidades ndo sejam praticaveis para linhas férreas correntes (o actual recorde é de
aproximadamente 574 km/h), a velocidade critica pode ser muito inferior para solos de ma
qualidade, em que a constante de Winkler é inferior as consideradas, bem como para vigas
com massa superior. O estudo Kaynia et al. [7] confirma a ocorréncia deste fendmeno.

Considerando uma viga infinita com rigidez de fundacéo igual & do troco 1 (k = 500 kN/m?) e
sem amortecimento, recorre-se a Fryba [6] para determinar a deformada quase-estacionaria
quando sujeita a uma carga movel de intensidade 166 800 kN (que corresponde ao peso de um
unico eixo do comboio Thalys, de acordo com Correia et al. [3]), para varias velocidades sub-
criticas e super-criticas.

Os resultados sdo os apresentados nas figuras 4.1 a 4.3, em que o ponto x = 0 representa o
ponto de aplicacdo da carga movel.

[y
D

=y
en]

-50 -3U -1U 10 3U 50

5
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U
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u
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D

—100m/s [~

-
lan]

50m/s [~

03]
Lan]

x[m]

Figura 4.1 « Deformada quase-estaciondria numa viga infinita de rigidez k; para velocidades sub-criticas

y [mm]
]
]

———

e Y —200m/s |

Figura 4.2 » Deformada quase-estacionaria numa viga infinita de rigidez k; para uma velocidade de 200 m/s
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4.2 Solucéo nao amortecida

y [mm]

225m/fs |

156 250m/s

—_—275m/s |

x[m]

Figura 4.3 « Deformada quase-estacionaria numa viga infinita de rigidez k; para velocidades super-criticas

Para as velocidades sub-criticas mais baixas (figura 4.1), a deformada é pronunciadamente no
sentido descendente, com pequenas ondas em redor no sentido aescendente. Também é
notoria a simetria da deformada em relacdo ao ponto de aplicagdo da carga, que corresponde
ao ponto de maior deslocamento descendente. Quanto maior a distancia a este ponto, menores
os deslocamentos observados. Como se vera mais a frente, esta configuracdao é semelhante a
deformada estética.

A medida que a velocidade se aproxima do seu valor critico, a amplitude do deslocamento
ascendente vai aproximando-se cada vez mais da do descendente, como se constata na figura
4.2. Note-se que a deformada continua a apresentar simetria relativamente ao eixo x = 0, 0
ponto de maior deslocamento descendente continua a ser o ponto de aplicacdo da carga e 0s
deslocamentos diminuem com o aumento da distancia a este ponto.

No caso da viga infinita ndo amortecida o deslocamento para a velocidade critica tende para
infinito, pois na auséncia de apoios e mecanismos de dissipacdo de energia, a ressonancia
amplifica os deslocamentos sem qualquer impedimento.

Por fim, para as velocidades super-criticas, como se pode ver na figura 4.3, a deformada deixa
de ser simétrica, passando o deslocamento a direita de x = 0 a ser consideravelmente inferior
ao da esquerda. O ponto de aplicacdo da carga tem agora deslocamento nulo, e o
deslocamento ascendente tem a mesma amplitude que o descendente. Ao contrario do que se
observou para as velocidades sub-criticas, a amplitude do deslocamento ndo atenua com a
distancia ao ponto de aplicacdo da carga.

Estudar-se-8o entdo as duas velocidades criticas apresentadas, por serem importantes no
estudo do comportamento da viga descontinua. Acrescentam-se ainda trés velocidades sub-
criticas, 50 m/s (180 km/h), 150 m/s (540 km/h) e 175 m/s (630 km/h), e duas sobre-criticas,
275 m/s (990 km/h) e 300 m/s (1 080 km/h). Para ter uma melhor precisdo de resultados,
considerou-se ainda uma velocidade intermédia entre a velocidade critica de ambos os trogos,
225 m/s (810 km/h).

Realizou-se entdo um estudo de convergéncia que consistiu em estudar o deslocamento no
ponto x = 100 no instante de tempo em que a carga mdvel passa por esse mesmo ponto, para
algumas das velocidades consideradas. O nimero de modos empregue variou entre 1 e 500.
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4. Viga descontinua sujeita a uma carga movel

Obtiveram-se os resultados que se apresentam de seguida nas figuras 4.4 a 4.10, em que se
expressa o deslocamento obtido e tempo consumido para a sobreposicdo de n modos como
percentagem do resultado obtido para a sobreposicdo de 500 modos, 0 maior nUmero que se
empregou.

100%
o0% / /
B80% /

70% / /
60% /

50%

40% 7

30%
/’

20% //‘
105 _.-r"""; —w(x=100) |
| — tempo
0% J e ! | n
0 50 100 150 200 250 300 350 400 150 500

Figura 4.4 « Estudo de convergéncia para a velocidade sub-critica de 50 m/s
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20%
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0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Figura 4.5 « Estudo de convergéncia para a velocidade sub-critica de 150 m/s
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Figura 4.6 « Estudo de convergéncia para a velocidade critica do trogo 1
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Figura 4.7 « Estudo de convergéncia para a velocidade critica do trogo 2
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4. Viga descontinua sujeita a uma carga movel

100%
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Figura 4.8 « Pormenor do estudo de convergéncia para a velocidade critica do trogo 2
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Figura 4.9 « Estudo de convergéncia para a velocidade super-critica de 300 m/s
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4.2 Solucéo nao amortecida
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Figura 4.10 « Pormenor do estudo de convergéncia para a velocidade super-critica de 300 m/s

Como se pode observar nas figuras, para velocidades relativamente baixas, nomeadamente
entre 0os 50 m/s e a velocidade critica do primeiro trogo, 205.574 m/s, a convergéncia ocorre
rapidamente e de forma assimptética. Verifica-se que nestes casos o0 emprego de 150 modos
leva a um erro de apenas 0.26%, 0.13% e 0.04%, respectivamente para as velocidades de 50,
150 e 205.574 m/s.

A melhoria que se poderia alcancar ao aumentar o nimero de modos é, nestes casos, pouco
apelativa, tendo em conta que ao passar para 300 modos, por exemplo, 0 tempo necessario
para calcular as raizes e efectuar a sobreposicdo modal é mais de quatro vezes superior ao
empregue para 150 modos.

Contudo, para velocidades superiores, a convergéncia € muito menos directa, obtendo-se
valores muito dispares para um numero de modos ligeiramente diferentes. Assim, os 150
modos que nos casos anteriores conduziam a uma boa aproximacao, levam agora a um erro de
0.53% e 2.08%, para as velocidades de 244.470 e 300 m/s, respectivamente. Ao aumentar o
nimero de modos para 300, o erro associado baixa para 0.05% e 0.80%, respectivamente.

Este resultado vem confirmar a ideia presente em muita da bibliografia existente sobre o
assunto (entre os quais Fryba [6]): para obter uma boa aproximagcdo, o método de
sobreposicdo modal requer tantos mais modos quanto maior a velocidade.

Assim, a decisdo foi empregar um total de 300 modos, por se acreditar ser um bom equilibrio
entre precisao e rapidez.

Para efeitos de comparacdo torna-se necessario estudar o caso estatico, que corresponde a um
modelo em que a velocidade é tdo baixa que ndo induz vibragdes na estrutura, sendo as
deformac0es apresentadas resultantes do equilibrio estatico e ndo dindmico. Esta solucdo é
bastante conhecida, pelo que a referéncia é breve.
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4. Viga descontinua sujeita a uma carga moével

Tendo isto em conta, reescreve-se a equacao de equilibrio (2.7), retirando as parcelas
dependentes do tempo, uma vez que ndo se considera a inércia associada ao movimento:

El % +Kky(x,t) =p(x,t). (4.34)

Aplicando o mesmo principio visto em 2.2, a solugdo da equacdo homogeénea (isto €, quando
p(x,t) = 0), vem

y(x) =e”™ (Ccos(Bx) + Dsin(Bx) ) +e ™ (Ccos(Bx) + Dsin(Bx)), (4.35)
com

k
F={zer (4.36)

desde que k e EI sejam constantes no intervalo considerado. Esta solucdo é fruto das raizes
serem numeros complexos com parte real e imaginaria ndo nulas, como referido em 3.3 e
apresentado da figura 3.6.

Tendo entédo dois trocos com rigidez diferente (k; e k), tem-se um total de oito constantes de
integracdo, que podem ser determinadas considerando as quatro condicdes de fronteira
(deslocamento e momento flector nulos nos apoios) e quatro condi¢des de continuidade
(igualdade de deslocamentos, rotacbes, momento flector e esforco transverso a esquerda e
direita do ponto de descontinuidade).

Para resolver a equacdo para uma carga pontual considera-se contudo que a viga é constituida
por trés trogos. Caso a carga esteja a esquerda do ponto de descontinuidade, ter-se-ao dois
trocos de rigidez ki, um que se inicia no apoio e termina no ponto em que a carga esta
aplicada, e outro desde este ponto a ao ponto de descontinuidade. O terceiro trogo serd igual
ao troco 2 até agora considerado. Quando a carga esta a direita do ponto de descontinuidade,
tem-se o trogo 1 tal como definido anteriormente, e o trogo 2 é substituido por dois trogos de
rigidez ky, um desde a descontinuidade até ao ponto de aplicacdo da carga, e outro desde este
ponto até ao apoio. Quando a carga esta precisamente sobre o ponto de descontinuidade, basta
considerar os dois tro¢os habituais. A figura 4.11 representa estes trés casos.

Como nenhum dos trogos tem carregamento no vao, pode-se aplicar a solu¢cdo homogénea
(4.35). As doze constantes de integracdo resultantes obtém-se por aplicacdo das condi¢des de
fronteira, continuidade no ponto de descontinuidade e continuidade e equilibrio no ponto de
aplicacdo da carga pontual. Significa isto que, além da igualdade de translacfes, rotacGes e
momento flector a esquerda e a direita do ponto de aplicacdo da carga (designado por x = d), o
esforco transverso tem que respeitar

V(d)=V(d")+P. (4.37)
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Figura 4.11 « Modelo de estudo do caso estatico com a carga a esquerda, sobre e a direita da descontinuidade

Tendo assim quatro condi¢des de fronteira e quatro condi¢cdes de continuidade e equilibrio
para cada um dos pontos, é possivel determinar todas as constantes e obter a deformada.

Considera-se daqui para a frente que a carga P toma o valor de 166 800 kN, ja referido no
estudo da deformada quase-estacionaria em viga infinita.

Na figura 4.12 representa-se o deslocamento na viga descontinua ao longo do tempo, quando
sujeita a carga P, considerando uma solugdo estatica (que sera equivalente a uma velocidade
muito baixa, praticamente nula). A nomenclatura tj representa o instante de tempo em que a
carga P esta na posicédo x = j.
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Figura 4.12 « Deslocamento na viga ao longo do tempo para a solucdo estética

E notdria a diferenca em termos de deslocamentos entre os dois trogos. No quadro 4.1
resumem-se 0s valores maximos do deslocamento ascendente e descendente, e em que ponto
e para que posicao da carga ocorrem, sendo que d representa a posi¢ao da carga em metros.
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4. Viga descontinua sujeita a uma carga moével

Quadro 4.1
Deslocamentos maximos na viga descontinua para a solugéo estatica
d <100 d =100 absoluto
troco 1 | trogo 2 | trogo 1 | trogo 2 | trogo 1 | trogo 2
Y max [mm] | -2.3624 | -2.0188 | -2.0188 | -1.7180 | -2.3624 | -2.0188
x [m] 5 106 97 108 5 106
d[m] 15 97 106 100 15 97
Y max [mm] |54.6678 | 39.6603 [39.6603 |39.6603 [54.6678 | 39.6603
x [m] 5 100 100 100 5 100
d [m] 5 100 100 100 5 100

Como se pode ver, o troco 1 tem um deslocamento descendente maximo superior ao
observado no troco 2. Ja o deslocamento maximo ascendente é bastante parecido nos dois
trocos, embora o valor maximo mais corrente no troco 2 seja algo inferior, como se vera de
seguida. Comparativamente, o deslocamento ascendente é muito inferior ao ascendente

O deslocamento maximo ascendente e descendente para cada ponto da viga pode ser
observado nas figuras 4.13 e 4.14, respectivamente. Nesta Ultima é possivel verificar que o
valor maximo do deslocamento ascendente no troco 2 ocorre apenas junto ao ponto de
descontinuidade. O valor m&ximo mais comum neste troco é de 1.3118 mm.

Note-se que a presenca de picos junto aos apoios se deve ao facto de a sua presenca impedir a
formacdo de parte dos deslocamentos ascendentes que equilibram a carga aplicada num
sistema de fundacdo elastica, o que leva a maiores deformacdes nestas zonas.

Estes dados tém a utilidade de servirem de controlo aos resultados obtidos para o caso
dindmico. Ao dividir os deslocamentos maximos obtidos para as varias velocidades, é
possivel determinar o factor de amplificacdo associado a cada uma dessas velocidades.

Apresentam-se de seguida, nos quadros 4.2 a 4.9, os deslocamentos maximos ascendente e
descendente para as varias velocidades consideradas, bem como o ponto em que ocorrem e
para que posicdo da carga movel (expressa como s t, 0 produto da velocidade pelo tempo
decorrido desde o instante em que a carga partiu de x = 0).

-2,5
- \\[\
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£
=
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Figura 4.13 « Deslocamento ascendente maximo em cada ponto da viga para a solucéo estatica
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Figura 4.14 « Deslocamento descendente maximo em cada ponto da viga para a solugdo estatica

Note-se que os deslocamentos estdo separados entre o instante antes e depois de a carga

passar 0 ponto de descontinuidade,

e apresenta-se 0 maximo absoluto (isto é,

independentemente do tempo) e o factor de amplificacdo deste ultimo face ao caso estatico.

Quadro 4.2
Deslocamentos méximos na viga para a velocidade sub-critica de 50 m/s
st<100 st>100 absoluto amplificacao
trogo 1 | trogo 2 | trogo 1 | trogo 2 | trogo 1 | trogo 2 trogo 1 trogo 2
Y wax [mm] | -6.7012 | -4.3266 | -5.8879 | -4.4764 | -6.7012 | -4.4764
x [m] 6 101 92 100 6 100 284 | 222
st[m] 15 92 101 110 15 110
Y max [mm] [60.3220 |38.9753|38.9753 | 38.9753 | 60.3220 | 38.9753
x [m] 8 100 100 100 8 100 1.10 | 0.98
st[m] 8 100 100 100 8 100
Quadro 4.3
Deslocamentos méximos na viga para a velocidade sub-critica de 150 m/s
st<100 st>100 absoluto amplificacdo
trogo 1l | trogo 2 | trogco 1l | trogo 2 | trogo 1 | trogo 2 |trogo 1|trogo 2
Y'max [mm] | -41.9531 |-29.5188 |-49.6628 | -43.6141 | -49.6628 |-43.6141
x [m] 7 101 99 100 99 100 21.02 | 21.60
st[m] 16 93 105 105 105 105
Y max [mm] [100.4437 | 83.7154 | 78.0947 | 78.0947 |100.4437 | 83.7154
X [m] 16 100 100 100 16 100 184 | 211
st[m] 16 99 100 100 15 99
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4. Viga descontinua sujeita a uma carga moével

Quadro 4.4
Deslocamentos maximos na viga para a velocidade sub-critica de 175 m/s
st<100 st>100 absoluto amplificacdo
trocol | troco2 | trogo 1l | trogo 2 | trogo 1 | trogo 2 |trogo 1|trogo 2
Y max [mm] | -62.0477 | -38.1772 | -76.8445 | -76.1127 | -76.8445 | -76.1127
x [m] 24 103 99 100 99 100 32.53 | 37.70
st[m] 32 96 107 107 107 107
Yy max [mm] [132.7607|106.1391|106.1391 | 106.1391 | 132.7607 | 106.1391
x [m] 32 100 100 100 32 100 2.43 | 2.68
st[m] 32 100 100 100 32 100
Quadro 4.5
Deslocamentos maximos na viga para a velocidade critica do trogo 1, 205.574 m/s
st<100 st>100 absoluto amplificacao
trogol | trogo2 | trogcol | troco2 | trogol | trogo2 |trogo 1|trogo 2
Y'max [mm] [-244.1883 |-245.5967 | -365.1886 | -365.1886 | -365.1886 | -365.1886
x [m] 100 101 100 100 100 100 154.58 | 180.89
st[m] 95 96 125 125 125 125
Y max [mm] | 308.2305 | 259.8729 | 369.8714 | 369.8714 | 369.8714 | 369.8714
x [m] 98 100 100 100 100 100 6.77 | 9.33
st[m] 100 100 116 116 116 116
Quadro 4.6
Deslocamentos maximos na viga para a velocidade intermédia de 225 m/s
st<100 st>100 absoluto amplificacao
trogol | trogo2 | trogcol | troco2 | trogol | trogo2 |trogo 1|trogo 2
Y max [mm] [-194.0837 |-127.5594 | -368.9050 | -318.5823 | -368.9050 | -318.5823
x [m] 86 101 98 100 98 100 156.16 | 157.81
st[m] 100 88 149 149 149 149
y'max [mm] | 191.2675 | 139.6480 | 358.3618 | 318.2832 | 358.3618 | 318.2832
x [m] 77 102 98 100 98 100 6.56 | 8.03
st[m] 82 94 159 140 159 140
Quadro 4.7
Deslocamentos maximos na viga para a velocidade critica do trogo 2, 244.470 m/s
s¢#<100 s¢>100 absoluto amplificacdo
trogol | trogo2 | trogol | trogo2 | trogol | trogo 2 |trogo 1|trogo 2
Y'max [mm] |-139.2040(-70.1786 | -277.0919 | -235.2893 | -277.0919 | -235.2893
x [m] 51 103 96 191 96 191 117.29 | 116.55
st[m] 67 82 199 199 199 199
Y max [mm] | 140.8604 | 68.5386 | 263.6295 | 313.9252 | 263.6295 | 313.9252
x [m] 37 118 97 197 97 197 482 | 7.92
st[m] 42 92 189 199 189 199
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Quadro 4.8
Deslocamentos maximos na viga para a velocidade super-critica de 275 m/s
st<100 s¢>100 absoluto amplificacio
trocol |troco2 | trogol | troco2 | trogol | trogo?2 |trogo 1|trogo 2
Y max [mm] |-108.5638 |-39.2834 |-165.7276 | -133.9883 | -165.7276 | -133.9883
x [m] 34 103 95 186 95 186 70.15 | 66.37
st[m] 53 93 191 199 191 199
Y max [mm] | 109.2206 | 38.1559 | 176.8965 | 135.3236 | 176.8965 | 135.3236
x [m] 25 130 83 176 83 176 324 | 341
st[m] 31 92 192 197 192 197
Quadro 4.9
Deslocamentos méaximos na viga para a velocidade super-critica de 300 m/s
st<100 st>100 absoluto amplificacdo
trogol | troco2 | trogol | troco2 | trocol | trogo 2 |trogo 1|trogo 2
Y max [mm] [-94.4755|-27.9465 | -149.7975 |-93.0274 | -149.7975 |-93.0274
x [m] 28 101 94 175 94 175 63.41 | 46.08
st[m] 49 99 199 190 199 190
Y max [mm] | 94.8591 | 26.9557 | 145.0581 | 94.3362 | 145.0581 | 94.3362
x [m] 21 124 95 182 95 182 2.65 | 2.38
st[m] 28 83 186 187 186 187

Como se pode observar, o factor de amplificacdo para os deslocamentos ascendentes € muito
superior ao dos descendentes, visto no caso estatico 0s primeiros serem muito reduzidos face
a estes Gltimos. Como visto na solucdo estaciondria da viga infinita, & medida que aumenta a
velocidade, o deslocamento ascendente comeca a ter amplitudes de ordem de grandeza
proxima do deslocamento descendente. Para velocidades superiores a velocidade critica do
troco 1, o valor maximo do deslocamento nos dois sentidos é praticamente igual, mais uma
vez de acordo com o observado anteriormente.

Também é possivel observar que os maiores deslocamentos descendentes e ascendentes no
troco 1 ocorrem para as velocidades critica do troco 1 (205.574 m/s) e a velocidade
intermédia de 225 m/s, respectivamente, enquanto no troco 2 ocorrem ambos para a
velocidade de 205.574 m/s, embora fosse de esperar que ocorressem para a velocidade de
244.470 m/s, uma vez que esta € a velocidade critica do trogo 2.

Embora os deslocamentos sejam suficientemente elevados para considerar que ja ndo se pode
considerar o comportamento linear elastico, é razoavel assumir que os deslocamentos
observados ndo sdo muito diferentes dos obtidos através de uma eventual analise ndo linear.

Os factores de amplificacdo para as varias velocidades estdo representados graficamente nas
figuras 4.15 e 4.16, que representam o factor de amplificagdo do deslocamento ascendente e
descendente, respectivamente. Torna-se bastante claro que o trogo 2 apresenta, para boa parte
das velocidades, um maior factor de amplificagéo.

Ao representar graficamente os deslocamentos maximos para cada ponto independentemente
do ponto de aplicacéo da carga (ver figuras 4.17 a 4.20), como foi feito para o caso estético,
verifica-se que este comportamento inesperado por parte do troco 2 se deve & presenca da
descontinuidade, pois os deslocamentos elevados para as velocidades de 205.574 m/s e 225
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4. Viga descontinua sujeita a uma carga moével

m/s ocorrem apenas junto a esta. Ao avancar ao longo do troco 2, o deslocamento méaximo vai
diminuido consideravelmente para estas velocidades.

180 troco 1 P
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Figura 4.15 « Factor de amplificagdo do deslocamento ascendente em ambos os trogos
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Figura 4.16 « Factor de amplificagdo do deslocamento descendente em ambos os trogos

Ja para a velocidade critica do trogo 2, verifica-se um deslocamento elevado junto a
descontinuidade, que depois baixa nos proximos metros, mas comeca novamente a aumentar,
atingindo valores muito mais elevados no fim da viga do que aqueles que se verificavam para
velocidades inferiores. Este efeito também é notdrio para as velocidades super-criticas de
275 m/s e 300 m/s, mas com menor amplitude de deslocamentos.

Outro fendmeno decorrente da presenca da descontinuidade € o facto de os deslocamentos
méaximos descendentes no troco 1 se verificarem quando a carga estd aplicada antes da
descontinuidade para valores de velocidade inferiores a sua velocidade critica, mas para
velocidades superiores ja ocorrem depois de a carga passar a descontinuidade.

No caso dos deslocamentos maximos ascendentes, isto sO acontece para a velocidade
sub-critica de 50 m/s, embora para as duas velocidades seguintes a diferenca entre os dois
deslocamentos (antes e depois da passagem pela descontinuidade) nédo seja significativa.
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Figura 4.18 « Deslocamento ascendente maximo em cada ponto
da viga para os altimos trés valores de velocidade

Ao observar uma representacdo sequencial ao longo do tempo dos deslocamentos (vulgo, uma
animacao), verifica-se que este efeito se deve a formacao de novas ondas apds a passagem da
carga pela descontinuidade. Estas viajam a partir do ponto de descontinuidade para ambas as
extremidades da viga, sobrepondo-se as vibragcdes devidas a passagem da carga movel, e
aumentando assim os deslocamentos transversais observados.

Outra fonte de inconsisténcias entre os valores esperados e 0s observados € a reflexdo de
ondas nos apoios. Enquanto no modelo infinito as ondas viajam sem impedimentos a partir do
ponto de origem, seja este o ponto de aplicacdo da carga ou a descontinuidade, no caso de
uma viga finita, estas reflectem-se nas extremidades, e voltam entdo para tras, sobrepondo-se
a vibracdo original. Isto é especialmente notorio nas figuras 4.18 e 4.20, onde os
deslocamentos maximos junto ao apoio apresentam uma forma sinusoidal de grande
amplitude e comprimento de onda reduzido.
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Figura 4.20 * Deslocamento descendente maximo em cada ponto
da viga para os Gltimos trés valores de velocidade

As figuras 4.21 e 4.22 representam os deslocamentos em torno do ponto de descontinuidade
para os instantes em que ocorrem 0s deslocamentos maximos em ambos 0s trogos e antes e
depois da passagem da carga, para a velocidade critica do troco 1 e a velocidade intermédia de
225 m/s (alguns dos instantes para os quais ocorrem deslocamentos maximos foram omitidos
para facilitar a leitura).

E facil de ver que a amplitude dos deslocamentos no ponto de descontinuidade aumenta ap6s
a passagem da carga por ele, apesar do segundo trogo apresentar maior rigidez, e portanto ser
expectavel que os deslocamentos sejam menores.

Também se pode observar, especialmente na figura 4.22, que a configuragcdo deformada, que
tem um aspecto sinusoidal antes da passagem da carga pelo ponto de descontinuidade, passa
apos esta passagem a ter perturbacdes na zona imediatamente depois da descontinuidade.
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Estas perturbages, que surgem na animagdo como ondas sobrepostas a deformada original,
sdo fruto do que se designa por radiacdo de transi¢cdo, um fendmeno associado a mudanca
brusca nas propriedades de apoio da viga. Sabe-se que este € um fendmeno é comum a varios
campos da fisica, ocorrendo ndo s6 para ondas elasticas como para ondas sonoras e
electromagnéticas (Van Dalen et al. [15]).
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Figura 4.21 « Deslocamentos em torno do ponto de descontinuidade para os instantes em que ocorrem os
deslocamentos maximos para a velocidade critica do trogo 1, 205.574 m/s
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Figura 4.22 « Deslocamentos em torno do ponto de descontinuidade para os instantes em que 0correm 0s
deslocamentos maximos para a velocidade intermédia de 225 m/s

Torna-se entdo importante diferenciar ndo s6 os efeitos da velocidade, como também os
efeitos desta radiacdo. Para o efeito estudam-se duas vigas em semelhantes a viga descontinua
até agora apresentada, com a excepcdo de serem ambas continuas, uma com rigidez de
fundacdo igual a do troco 1, e a outra com rigidez de fundacdo igual a do troco 2,
ki = 500 kN/m? e ko, = 1 000 kN/m?, respectivamente.
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Como se viu em 2.4, o modo de vibracdo de uma viga bi-apoiada continua é dado por:

V. (x) =sin(iz x/L), (4.38)

ao qual se aplica a norma referida em (3.113), que neste caso €& sempre igual
independentemente do modo:

m L(—cos(iz)sin(iz) +ix) _ [m L

o (4.39)

N; (x) = \/mIOL(sin(iyr x/L))” dx :\/

Tendo isto em conta, e o facto da frequéncia natural de vibragdo ndo amortecida para um dado
modo i ser dada por

(iz)* EI
L* m m

obtém-se uma expressao muito mais simples para o deslocamento generalizado:

sin(iz SZ'/L) L(La)I sin(izz st/L) —izssin(wt))
f(t)=— j iz o (t-7)) dr 02 (Cor 5oy (4.40)
Tem-se entdo
& 2sin(i 7 x/L)(Ley sin(iﬂst/L)—iﬁssin(a)it))
y(x,t)_izﬂ: - (|_2 e ) : (4.41)

Sera entdo a diferenca entre as frequéncias naturais de vibracdo ndo amortecida que ira ditar a
diferenca no comportamento das duas vigas continuas com rigidez de fundacéo kj e ko.

Tal como no caso da viga descontinua empregaram-se 300 modos na sobreposi¢do modal. Em
vez de se apresentarem os resultados directamente para as vigas simplesmente apoiadas,
optou-se por apresentar apenas a diferenca entre estes e o caso da viga descontinua.

Para efeitos de comparacéo, os deslocamentos da primeira metade (de x = 0 a x = 100) da viga
continua com rigidez de fundacéo k; foram subtraidos ao tro¢o 1 da viga descontinua, e 0s
deslocamentos da segunda metade (de x = 100 a x = 200) da viga continua com rigidez de
fundacgdo k, foram subtraidos ao troco 2 da viga descontinua. Os deslocamentos resultantes
sdo entdo apenas os devidos a presenca da descontinuidade e dos apoios, pelo que
contabilizam apenas o efeito da radiacdo originada na descontinuidade e reflexdo desta nas
extremidades. Nos quadros 4.10 a 4.17 resumem os deslocamentos maximos ascendentes e
descendentes resultantes.
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Quadro 4.10

Deslocamentos maximos na viga devido a radiacéo de transigdo para a velocidade sub-critica de 50 m/s

Quadro 4.11

Deslocamentos méaximos na viga devido a radiacéo de transi¢do para a velocidade sub-critica de 150 m/s

Quadro 4.12

Deslocamentos maximos na viga devido a radiacdo de transi¢do para a velocidade sub-critica de 175 m/s

Quadro 4.13

st<100 st>100 absoluto

troco 1 | trogo 2 | trogo 1 |troco 2| trogo 1 | trogo 2

Y'max [mm] |-15.4296 | -4.3371 |-16.8245|-3.7588 |-16.8245| -4.3371
x [m] 100 100 100 100 100 100
st[m] 100 35 103 195 103 35

Y'max [mm] | 10.4141 |14.7693| 6.6448 | 8.3977 | 10.4141 |14.7693
x [m] 8 100 40 100 8 100
st[m] 11 97 159 100 11 97

s¢<100 st>100 absoluto

trogo 1| trogo 2 | trogo 1 | trogo 2 | troco 1 | trogo 2

Y max [mm] | -9.1496 |-21.0870|-48.1783 |-46.9106 | -48.1783 |-46.9106
x [m] 100 101 100 100 100 100
st[m] 100 93 104 105 104 105

Y'max [mm] [14.1473 | 49.0029 | 40.1361 | 45.0360 | 40.1361 | 49.0029
x [m] 100 100 100 100 100 100
st[m] 97 99 110 110 110 110

s¢<100 s¢>100 absoluto

trogo 1| trogo 2 | trogo 1 | trogo 2 | trogo 1 | trogo 2

Y vax [mm] |-9.6775|-35.8568 |-61.0257 |-73.8972|-61.0257 |-73.8972
x [m] 100 103 100 100 100 100
st[m] 84 96 120 121 120 121

Y max [mm] | 9.9829 | 63.0352 | 62.7479 | 69.2884 | 62.7479 | 69.2884
x [m] 100 100 100 100 100 100
st[m] 90 100 113 128 113 128

Deslocamentos maximos na viga devido a radiagdo de transicdo para a velocidade critica do troco 1, 205.574 m/s

st<100 s¢>100 absoluto
trogol | trogo2 | trogol | troco2 | trocol | trogo 2
Y'max [mm] [-48.8517|-231.6698 | -262.6069 |-365.6204 |-262.6069 | -365.6204
x [m] 100 101 100 100 100 100
st[m] 95 96 140 109 140 109
Y max [mm] | 62.2629 | 196.3816 | 272.3473 | 375.2803 | 272.3473 | 375.2803
x [m] 100 100 100 100 100 100
st[m] 100 100 132 117 132 117
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4. Viga descontinua sujeita a uma carga moével

Quadro 4.14

Deslocamentos maximos na viga devido a radiacdo de transicdo para a velocidade intermédia de 225 m/s

Quadro 4.15

Deslocamentos maximos na viga devido a radiacao de transi¢do para a velocidade critica do trogo 2, 244.470 m/s

Quadro 4.16

Deslocamentos maximos na viga devido a radiacao de transi¢do para a velocidade super-critica de 275 m/s

Quadro 4.17

Deslocamentos maximos na viga devido a radiacao de transi¢do para a velocidade super-critica de 300 m/s

110

st<100 st>100 absoluto
trocol | trogco2 | trogcol | trogo2 | trogol | trogo 2
Y'max [mm] |-17.0314 |-182.4192 | -269.3167 | -318.0503 | -269.3167 | -318.0503
x [m] 100 102 100 100 100 100
st[m] 99 100 148 131 148 131
Y'max [mm] | 17.7094 | 174.4678 | 268.0048 | 331.9258 | 268.0048 | 331.9258
x [m] 100 102 100 100 100 100
st[m] 93 94 157 140 157 140

st<100 st>100 absoluto
trogo 1| trogo2 | trogcol | trogo2 | trogol | trogo 2

Y'max [mm] |-5.0479|-124.4388|-207.2538 | -223.5856 | -207.2538 | -223.5856

X [m] 100 102 100 100 100 100

st[m] 80 92 197 115 197 115
Y'max [mm] | 4.6412 | 127.5564 | 177.0036 | 197.8256 | 177.0036 | 197.8256

X [m] 100 102 98 100 98 100

st[m] 85 87 186 189 186 189

st<100 st>100 absoluto
trogo 1| troco2 | trogcol | trogco2 | trogcol | trogo 2
Y'max [mm] [-2.1421|-62.8031|-124.6485|-202.0315 |-124.6485 | -202.0315
X [m] 100 100 100 100 100 100
st[m] 91 76 188 139 188 139
Y max [mm] | 1.7211 | 59.2206 | 133.0626 | 192.5022 | 133.0626 | 192.5022
X [m] 100 112 100 100 100 100
st[m] 95 84 200 130 200 130

st<100 st>100 absoluto
trogo 1| troco2 | trogcol | trogo2 | trogcol | trogo 2
Y max [mm] |-1.4409 |-77.0835|-127.4623|-191.9379 |-127.4623 | -191.9379
x [m] 100 123 99 125 99 125
st[m] 99 100 194 197 194 197
Y max [mm] | 0.7423 | 73.8812 | 127.4588 | 193.6868 | 127.4588 | 193.6868
x [m] 100 112 99 127 99 127
st[m] 89 93 182 191 182 191




4.2 Solucéo nao amortecida

Uma das primeiras conclusdes a que € possivel chegar é que, para uma velocidade igual ou
superior a 150 m/s, os valores méaximos de deslocamento, quer ascendente quer descendente,
ocorrem depois da passagem da carga pelo ponto de descontinuidade. Isto reforca a ideia de
que as perturbagdes verificadas se devem a transicao brusca da rigidez de fundagéo.

Outro facto a salientar € a ocorréncia de maiores deslocamentos maximos no troco 2 que no 1
(ver também as figuras 4.23 e 4.24), enquanto que para o0s deslocamentos totais é frequente o
trogo 1 ter deslocamentos superiores aos do troco 2, especialmente para as velocidade baixas.
Parece razoavel afirmar entdo que o troco 2 € mais perturbado pela radiacdo de transicdo que
o troco 1 devido a passagem da carga por ele ocorrer ja depois desta ter passado o ponto de
descontinuidade.

Uma vez que neste caso nao existe um caso estatico para comparac¢éo (a radiacdo associada a
descontinuidade é um fendmeno dindmico), apresenta-se o deslocamento méximo ascendente
e descendente em cada troco em funcdo da velocidade nas figuras 4.23 e 4.24. Como se pode
observar, os maiores deslocamentos encontram-se associados a velocidade critica do troco 1,
além de ser noto6ria a maior amplitude de deslocamentos no troco 2.
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Figura 4.23 * Deslocamento maximo ascendente devido a radiagdo de transigdo em ambos 0s trogos
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Figura 4.24 « Deslocamento maximo descendente devido a radiagdo de transi¢do em ambos os trogos
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4. Viga descontinua sujeita a uma carga moével

Embora a forma geral destes graficos seja muito semelhante a dos presentes nas figuras 4.15 e
4.16, é importante notar que esses mostram o factor de amplificacdo dos deslocamentos
maximos, e ndo os deslocamentos absolutos, pelo que ndo sera correcto estabelecer analogias
no que toca a diferenca dos trocos. A conclusdo a tirar € que os maiores deslocamentos
devidos a radiacdo de transicdo ocorrem para as mesmas velocidades em que se verificam 0s
maiores deslocamentos totais.

Um pormenor interessante é o facto de o deslocamento maximo diminuir pouco para as
velocidades superiores a velocidade critica do trogo 2, ao contrério do que acontece nos
deslocamentos totais, particularmente no caso dos deslocamentos descendentes do trogo 2.
Isto é visivel nas figuras 4.25 a 4.28, ondese representam os deslocamentos maximos para
cada ponto. E assim possivel fazer uma comparacdo mais directa com as figuras 4.17 a 4.20.
Os deslocamentos maximos devidos a velocidade critica do trogo 1 (206 m/s) figuram em
todos os graficos para efeitos de comparacao.
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Figura 4.25 « Deslocamento ascendente maximo devido a radia¢do de transigao
em cada ponto da viga para os primeiros cinco valores de velocidade
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Figura 4.26 « Deslocamento ascendente maximo devido a radiagdo de transi¢do
em cada ponto da viga para os ultimos trés valores de velocidade e a velocidade critica do troco 1
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Figura 4.27 « Deslocamento descendente maximo devido a radiagdo de transigdo
em cada ponto da viga para os primeiros cinco valores de velocidade
0
50 o ““"-\—%f-\—;&{
N~ Y 11| PYAVAYAYI]
100 \,\’\" 5 ‘_,,W‘#l i
150 -l “_‘;. ________________________________
£ M~ /
£ 200
> —206m/s l
250 —
244 m/s I
300 —
275m/s
350 300m/s
400
0 20 40 60 aa 100 120 140 160 180 200

x[m]

Figura 4.28 « Deslocamento descendente maximo devido a radiagdo de transigdo
em cada ponto da viga para os Ultimos trés valores de velocidade e a velocidade critica do trogo 1

N&o sO se comprova o facto de os maiores deslocamentos ocorrerem no trogo 2, como se
observa que as vibragcdes devidas a radiacdo de transicdo tém maior amplitude junto a
descontinuidade, e vao diminuindo ao longo de ambos os trocos (embora perto do apoio do
troco 2 voltem a aumentar), como se deste ponto partissem ondas que se vao atenuando a

medida que viajam para as extremidades.

Para as velocidades mais elevadas este efeito € menos notorio, e no caso da velocidade super-
critica de 300 m/s, o maximo deslocamento junto a descontinuidade é superado em grande
parte do tro¢o 2. Tendo em conta o que ja foi observado nas figuras 4.19 e 4.20, é plausivel
que a radiacdo de transicdo seja mais afectada pelas velocidades elevadas que os
deslocamentos totais séo.
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4. Viga descontinua sujeita a uma carga moével

Quer isto dizer que, enquanto a amplitude das vibracfes devido a passagem da carga movel
depende muito da proximidade da velocidade desta as velocidades criticas dos trogos, a
amplitude da radiacéo de transicdo esta mais proxima de ser uma funcéo injectiva do valor da
velocidade a que a carga se desloca. Naturalmente que os casos analisados ndo séo suficientes
para comprovar esta relagdo, apenas apontam nesse sentido.

Apesar de os dados acima mencionados se referirem as vibrac6es induzidas pela radiagdo, ndo
transmitem uma ideia da contribuicdo destas para os deslocamentos totais. Por essa razao,
apresenta-se nos quadros 4.18 e 4.19 uma comparacdo entre os deslocamentos maximos
obtidos para as vigas continuas e os obtidos para a viga descontinua. Da mesma forma, as
figuras 4.29 e 4.30 apresentam a diferenca entre 0s dois casos.

Quadro 4.18

Variacdo dos deslocamentos ascendentes maximos na viga descontinua devido a radiagdo de transicéo

viga continua descontinua | |yc|-lyo| [mm]
V [m/s] | trogo 1|trogo 2 |trogo 1|trogo 2 |trogo 1|trogo 2
50 -6.70 | -290 | -6.70 | -4.48 | 0.00 | 1.58
150 | -41.95| -9.68 | -49.66 | -43.61 | 7.71 | 33.93
175 | -62.05 | -14.67 | -76.84 | -76.11 | 14.80 | 61.44
205.574|-220.71| -27.85 |-365.19|-365.19| 144.48 | 337.34
225 |-188.25| -74.16 |-368.91|-318.58| 180.65 | 244.42
244.470(-166.21|-381.76|-277.09|-235.29| 110.88 |-146.47
275 |-138.05|-142.74|-165.73|-133.99| 27.67 | -8.75
300 |-115.74|-142.74|-149.80| -93.03 | 34.05 | -49.71

Quadro 4.19

Variacdo dos deslocamentos descendentes maximos na viga descontinua devido a radiagéo de transicdo

viga continua descontinua | |yc|-lyo| [mm]
s [m/s] |trogo 1|trogo 2 |trogo 1|trogo 2 |trogo 1|trogo 2
50 60.32 | 33.96 | 60.32 | 38.98 | 0.00 | 5.02
150 |100.44| 48.76 | 100.44 | 83.72 | 0.00 | 34.95
175 |132.76| 52.12 | 132.76 | 106.14 | 0.00 | 54.02
205.574| 284.54 | 70.06 | 369.87 | 369.87 | 85.33 | 299.81
225 | 190.56 | 140.81 | 358.36 | 318.28 | 167.80 | 177.47
244.470| 165.62 | 458.28 | 263.63 | 313.93 | 98.01 |-144.36
275 |136.71|137.86|176.90 | 135.32 | 40.18 | -2.54
300 |111.68|137.86|145.06 | 94.34 | 33.38 | -43.53

Como se pode ver, a diferenca dos deslocamentos maximos no caso do tro¢co 1 comeca por ser
inexistente, e depois vai aumentando, até que atinge um maximo para a velocidade intermédia
de 225 m/s, valor ap0s o qual volta a descer. No caso do trogo 2, comeca desde as velocidades
mais baixas por apresentar uma diferenca consideravel ente o caso continuo e descontinuo,
acabando por atingir uma diferenga muito elevada para a velocidade critica do trogo 1, apés a
qual diminui, acabando por se tornar negativa. Quer isto dizer que, para as velocidades mais
elevadas, a radiacdo de transicdo aparenta atenuar a amplitude das vibragdes no trogo 2, em
vez de as aumentar.

Mais uma vez, esta afirmacdo é feita com algumas reservas. Neste caso verifica-se que a
amplitude das vibragdes no troco 2 sem a descontinuidade é maior que no caso em que ela
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estd presente. Seria necessario considerar outra relacdo entre a rigidez de fundacdo de um
troco e do outro (neste caso, a rigidez do troco 2 é o dobro da do troco 1).
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Figura 4.29 « Variagdo dos deslocamentos ascendentes maximos
na viga descontinua devido a radiacao de transicéo
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Figura 4.30  Variagio dos deslocamentos descendentes maximos
na viga descontinua devido a radiacdo de transicéo

Embora esta analise dos deslocamentos totais e dos deslocamentos devidos a radiacdo de
transicdo permita ter uma boa ideia do comportamento da viga, deixa de fora um factor
importante para a seguranga e conforto dos comboios de alta velocidade: o movimento
vertical descrito pelo préprio veiculo.

Nas figuras 4.31 a 4.33 apresenta-se esse deslocamento vertical, que consiste simplesmente no
deslocamento da viga no ponto em que esta aplicada a carga ao longo do tempo.

Naturalmente que o deslocamento efectivo é pouco relevante, mas a variagdo brusca deste
pode representar problemas de segurancga e conforto. Dadas as simplificacdes consideradas
ndo é possivel tirar conclusdes definitivas sobre o efeito da radiagdo nestes campos.

Como se pode ver, a oscilagdo aumenta com a velocidade, tornando-se pronunciada para a
velocidade de 205.574 m/s, e continua a aumentar até aos 244.470 m/s, velocidade apds a qual
atenua. Note-se que mesmo para a velocidade de 300 m/s, ja afastada das velocidades criticas,
continua a estar presente uma oscilagdo de frequéncia e amplitude elevadas.
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Figura 4.31 « Deslocamento vertical no ponto de aplicacéo da carga para as velocidades de 50, 150 e 175 m/s
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Figura 4.32 « Deslocamento vertical no ponto de aplicacdo da carga para velocidades de 175, 205.574 e 225 m/s
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Figura 4.33 « Deslocamento vertical no ponto de aplicacdo da carga para 225, 244.740, 275 e 300 m/s
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Solucéo para a carga mdvel em sentido inverso

Passa-se entdo a considerar uma hipétese alternativa, em que a carga se desloca da direita para
a esquerda. Designa-se este sentido de deslocamento como o sentido 2, e o original como
sentido 1.

Em vez de redefinir a funcdo de carga e obter nova solucéo, pode-se antes trocar a rigidez de
fundac&o dos trocos (isto é, o primeiro troco passa a ter rigidez k, e 0 segundo troco rigidez
ki. Uma vez que, na prética, se esta a considerar um caso simétrico ao anterior, as frequéncias
naturais de vibracdo ndo amortecida séo forgosamente as mesmas, e os modos de vibragdo
simetricos.

Para definir estes modos de vibracdo simétricos basta calcular a constante A de cada trogo com
a nova rigidez de fundagdo (o que significa que o anterior A, passa a ser associado ao primeiro
trogo, € o A; a0 segundo), e trocar o sinal da rotacdo no ponto de descontinuidade nas
constantes de integracdo (3.104) a (3.111).

Obtém-se entdo o deslocamento generalizado segundo (4.29), e chega-se a solugdo sem ter de
deduzir novas expressdes ou resolver mais equacdes de equilibrio dindmico. E necessario ter
em conta que a solucdo obtida € simétrica daquela que se pretendia (por exemplo,
y(50,t) = y*(150,t), em que y*(x,t) designa a deformada obtida pelo processo atras descrito e
y(x,t) a deformada que se pretende obter).

Uma vez que na auséncia de factores dindmicos, os resultados da solucéo estatica sdo 0s
mesmos independentemente do sentido em que se desloca a carga, passa-se directamente a
apresentacdo dos resultados obtidos para o caso dinamico (quadros 4.20 a 4.27). Note-se
apenas que neste caso, quando st < 100, a carga esta no trogo 2, antes de chegar a
descontinuidade, e quando st > 100 esta no trogo 1, depois de ter passado a descontinuidade.

Quadro 4.20

Deslocamentos méaximos na viga para o sentido 2 e velocidade sub-critica de 50 m/s

st<100 st>100 absoluto amplificacdo
trogo 1 | trogo 2 | trogo 1 | trogo 2 | trogo 1 | trogo 2 |[trogo 1 |trogo 2
Y max [mm] | -3.1335 | -3.6249 | -3.7370 | -3.5604 | -3.7370 | -3.6249

x [m] 97 187 83 105 83 187 158 | 1.80
st[m] 95 5 127 106 127 5

Y max [mm]|40.9945 40.9945 | 56.9017 | 40.9945 | 56.9017 | 40.9945
x [m] 100 100 5 100 5 100 1.04 | 1.03

st[m] 100 100 195 100 195 100

Quadro 4.21
Deslocamentos maximos na viga para o sentido 2 e velocidade sub-critica de 150 m/s
st<100 st>100 absoluto amplificacdo
trogo 1l | troco2 | trogo 1 | trogo 2 | trogco 1 | trogo 2 |trogo 1 (trogo 2
Y max [mm] [-10.0883|-17.6071|-30.4501 |-15.2691 |-30.4501 |-17.6071
x [m] 95 195 91 100 91 195 12.89 | 8.72
st[m] 97 12 117 111 117 12
Y max [mm] | 40.7609 | 52.2555 | 98.8409 | 40.7609 | 98.8409 | 52.2555
x [m] 100 193 4 100 4 193 181 | 1.32
st[m] 100 7 196 100 196 7
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Quadro 4.22
Deslocamentos maximos na viga para o sentido 2 e velocidade sub-critica de 175 m/s
st<100 st>100 absoluto amplificacio
trogo 1l | trogo 2 | trogo 1 | trogo 2 | trogo 1 | trogo 2 |trogo 1|trogo 2
Y max [mm] [-12.4232-23.8102 | -51.1526 |-11.3489 | -51.1526 | -23.8102
x [m] 95 193 76 100 76 193 21.65 | 11.79
st[m] 99 14 132 113 132 14
Y max [mm]| 46.7563 | 58.1908 |127.6294 | 47.5494 | 127.6294 | 58.1908
x [m] 100 187 4 100 4 187 2.33 | 1.47
st[m] 100 13 197 101 197 13
Quadro 4.23
Deslocamentos maximos na viga para o sentido 2 e velocidade critica do trogo 1, 205.574 m/s
st<100 st>100 absoluto amplificacdo
trogo 1l | troco2 | trogol | troco2 | trocol | trogo 2 |trogo 1|trogo 2
Y max [mm] [-30.5876 | -34.8594 | -338.4801 |-27.1041 | -338.4801 | -34.8594
x [m] 94 183 11 100 11 183 |143.28| 17.27
st[m] 100 24 199 115 199 24
Y 'max [mm] | 59.6818 | 76.4589 | 451.4618 | 59.6818 | 451.4618 | 76.4589
x [m] 100 175 3 100 3 175 8.26 | 1.93
st[m] 100 25 198 100 198 25
Quadro 4.24
Deslocamentos maximos na viga para o sentido 2 e velocidade intermédia de 225 m/s
st<100 st>100 absoluto amplificacéo
trogo 1l | trogo2 | trogol | trogo2 | trogol | trogo2 |troco 1|trogo 2
Y max [mm] [-36.7342| -58.6688 |-309.7076|-31.9114 |-309.7076 | -58.6688
x [m] 93 150 17 104 17 150 |131.10| 29.06
st[m] 100 56 198 101 198 56
Y max [mm]| 64.3931 |106.4115| 312.0920 | 64.3931 | 312.0920 {106.4115
x [m] 100 147 9 100 9 147 571 | 2.68
st[m] 100 53 196 100 196 53
Quadro 4.25
Deslocamentos maximos na viga para o sentido 2 e velocidade critica do trogo 2, 244.470 m/s
s¢#<100 st>100 absoluto amplificacao
trogol | trogo2 | trogcol | trogo2 | trogcol | trogo2 |trogo 1|trogo 2
Y'max [mm] [-127.6458 |-139.5643|-310.0772|-147.1758|-310.0772 | -147.1758
x [m] 96 109 31 104 31 104 131.25| 72.90
st[m] 100 99 187 104 187 104
Y max [mm]| 118.4769 | 183.3250 | 297.0678 | 177.2820 | 297.0678 | 183.3250
x [m] 100 103 32 102 32 103 543 | 4.62
st[m] 100 99 194 100 194 99
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Quadro 4.26
Deslocamentos maximos na viga para o sentido 2 e velocidade super-critica de 275 m/s
s¢<100 st>100 absoluto amplificacéo
trocol | trogo2 | trogol | trogo2 | trocol | trogo2 |trogo 1|trogo 2
Y max [mm] [-50.8689 | -98.7831 |-217.2351 |-113.6660|-217.2351|-113.6660
x [m] 100 138 56 103 56 103 91.95 | 56.30
st[m] 81 75 188 194 188 194
Y max [mm] | 49.9080 |100.6799 | 200.3407 | 116.0037 | 200.3407 | 116.0037
x [m] 79 155 61 105 61 105 3.66 | 2.92
st[m] 99 49 172 200 172 200
Quadro 4.27
Deslocamentos mé&ximos na viga para o sentido 2 e velocidade super-critica de 300 m/s
st<100 st>100 absoluto amplificacao
trogol | troco2 | trogcol | troco2 | trogol | trogo 2 |trogo 1|trogo 2
Y max [mm] [-31.3013 |-76.3835|-147.0797 |-112.7736 | -147.0797|-112.7736
x [m] 87 163 69 106 69 106 62.26 | 55.86
st[m] 82 51 179 186 179 186
Y max [mm] | 30.1996 | 77.3046 | 146.1466 | 116.1278 | 146.1466 | 116.1278
x [m] 92 170 69 104 69 104 2.67 | 293
st[m] 81 35 167 196 167 196

Verifica-se que os deslocamentos maximos ascendentes e descendentes no troco 1 ocorrem
sempre apds a passagem da carga pela descontinuidade. Tal como para o sentido 1, 0 maior
deslocamento maximo neste trogo ocorre para a velocidade de 205.574 m/s, mas no trogo 2
ocorre para a velocidade de 244.470 m/s. Estes sdo os resultados que se esperaria obter
inicialmente, pois estas velocidades sdo as criticas para 0s trocos em questao.

Nas figuras 4.34 e 2.35 apresenta-se o factor de amplificacdo do deslocamento méximo
ascedente e descendente em ambos 0s trogos.
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Figura 4.34 « Factor de amplificagdo do deslocamento ascendente em ambos 0S trogos para o sentido 2
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Figura 4.35 « Factor de amplificagdo do deslocamento descendente em ambos 0s trogos para o sentido 2

Como se pode ver, ao contrario do que sucede no caso inicialmente estudado, o factor de
amplificacdo do trogo 1 é superior ao do troco 2 para praticamente todas as velocidades. Isto
leva a crer que o segundo tro¢o pelo qual a carga passa é aquele que é mais prejudicado, pois
a passagem da carga por ele ocorre a0 mesmo tempo que a radiacdo de transi¢cdo é mais
intensa.

Neste caso, como o troco 1 apresenta uma fundacéo mais flexivel, os deslocamentos maximos
observados na viga descontinua sdo maiores que os observados quando a carga se movia
segundo o sentido 1.

Nas figuras 4.36 a 4.39 é possivel observar os deslocamentos maximos ascendentes e
descendentes para cada ponto da viga. Estas ilustram claramente o facto de o trogo 1 ser muito
mais solicitado que o trogo 2, ao contrario do que se verifica nas figuras 4.17 a 4.20, em que a
diferenca entre os dois trogos ndo era tdo pronunciada.
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Figura 4.36 « Deslocamento ascendente maximo em cada ponto da viga
para o sentido 2 e os primeiros cinco valores de velocidade
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Figura 4.37 « Deslocamento ascendente maximo em cada ponto da viga
para o sentido 2 e os Ultimos trés valores de velocidade e a velocidade critica do troco 1
0]
50 = =
100 \ v
150 I
500 \QM'AA‘N. |
- 300 — —150mfs U’
350 175m/s
400 | =206 m/s
450 |— =—=225m/s
500
200 180 160 140 120 100 80 60 40 20 0]

x[m]

Figura 4.38 « Deslocamento descendente maximo em cada ponto da viga
para o sentido 2 e os primeiros cinco valores de velocidade

Para melhor compreender a diferenca entre os dois casos, apresentam-se nas figuras 4.40 e
4.41 os factores de amplificagdo do deslocamento ascendente e descendente para o0 trogo 1
para ambos o0s sentidos, e nas figuras 4.42 e 4.43 para 0 trogo 2.

Como se pode ver, no caso do trogo 1, o deslocamento ascendente apresenta maior factor de
amplificacdo quando a carga se move segundo o sentido 1, embora os valores estejam
relativamente proximos. J& para o deslocamento descendente, o sentido 2 apresenta um maior
factor de amplificacdo para a maior parte dos casos, especialmente para a velocidade critica
(205.574 m/s).

Para o troco 2, para ambos os deslocamentos, o factor de amplificacdo € muito maior quando
a carga se desloca segundo o sentido 1 do que segundo o sentido 2.
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Figura 4.39 « Deslocamento descendente maximo em cada ponto da viga descontinua
para o sentido 2 e os Ultimos trés valores de velocidade e a velocidade critica do trogo 1
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Figura 4.42 « Factor de amplificagdo do deslocamento ascendente no trogo 2 para ambos os sentidos
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Figura 4.43 « Factor de amplificacdo do deslocamento descendente no tro¢o 2 para ambos os sentidos

E também visivel a diferenca na velocidade associada ao factor de amplificagdo de pico que,
como ja foi referido, é de 205.574 para o sentido 1 e 244.470 para o sentido 2, que
correspondem a velocidade critica do troco 1 e 2, respectivamente.

Passa-se de seguida a analisar a radiacdo de transi¢cdo segundo o mesmo processo aplicado
para o sentido 1.

Os quadros 4.28 a 4.35 mostram os valores dos deslocamentos maximos, definidos no espago
e no tempo, enquanto que as figuras 3.44 e 3.45 apresentam essa informacao de forma grafica.

Nas figuras 4.46 a 4.49 apresentam-se 0s valores maximos do deslocamento ascendente e
descendente em cada ponto da viga descontinua.
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4. Viga descontinua sujeita a uma carga moével

Quadro 4.28
Deslocamentos maximos devido a radiacdo de transigdo para o sentido 2 e velocidade sub-critica de 50 m/s
st<100 st>100 absoluto
troco 1 | trogo 2 | trogo 1 | troco 2 | trogo 1 | trogo 2
Y max [mm] |-17.2634|-2.0059 |-13.4104 | -2.6321 |-17.2634 | -2.6321
x [m] 100 190 100 106 100 106
st[m] 99 100 100 106 99 106
y'max [mm]| 3.9332 |10.4169| 4.3274 |11.8102| 4.3274 |11.8102
x [m] 100 100 40 100 40 100
st[m] 88 100 168 103 168 103

Quadro 4.29
Deslocamentos maximos devido a radiagdo de transi¢do para o sentido 2 e velocidade sub-critica de 150 m/s
st<100 st>100 absoluto
trogo 1 |trogo 2| trogo 1 | trogo 2 | trogo 1 | trogo 2
Y max [mm] [-46.4834|-3.8168 |-46.4834 |-11.6203 |-46.4834 | -11.6203
x [m] 100 100 100 100 100 100
st[m] 100 96 100 112 100 112
Y max [mm]| 15.9100 | 3.4175 | 34.8957 | 19.1312 | 34.8957 | 19.1312
x [m] 93 100 98 100 98 100
st[m] 99 100 107 103 107 103

Quadro 4.30
Deslocamentos maximos devido a radiacdo de transi¢do para o sentido 2 e velocidade sub-critica de 175 m/s
s¢<100 st>100 absoluto
trogo 1 |trogo 2| trogo 1 | trogo 2 | trogo 1 | trogo 2
Y max [mm] |-60.1177|-3.5627|-60.1177 |-16.5613|-60.1177|-16.5613
x [m] 100 100 100 100 100 100
st[m] 100 97 100 112 100 112
Y'max [Mm] | 27.4154 | 3.6524 | 47.9748 | 22.4427 | 47.9748 | 22.4427
x [m] 93 100 99 100 99 100
st[m] 100 100 108 105 108 105

Quadro 4.31
Deslocamentos maximos devido a radiagdo de transicdo, sentido 2 e velocidade critica do trogo 1, 205.574 m/s
st<100 s¢>100 absoluto
trogo 1l |trogo 2| trogol | trogo?2 | trogol | trogo 2
Y max [mm] |-139.0234|-6.1763|-246.8200|-20.6415 | -246.8200 |-20.6415
x [m] 89 100 100 100 100 100
st[m] 100 98 102 115 102 115
Y max [mm] | 180.7905 | 2.4827 | 233.1795 | 26.1142 | 233.1795 | 26.1142
x [m] 100 100 10 100 10 100
st[m] 95 92 185 106 185 106
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Quadro 4.32

Deslocamentos maximos devido a radiacdo de transicao para o sentido 2 e velocidade intermédia de 225 m/s
st<100 st>100 absoluto

trocol |trogo?2| trogol | trogco2 | trocol | trogo 2

Y max [mm] [-145.1335(-9.6299 |-217.1015 |-21.4544|-217.1015 | -21.4544
x [m] 100 100 83 100 83 100
st[m] 92 98 197 116 197 116

y'max [mm] | 150.4981 | 5.1195 | 228.7655 | 26.9620 | 228.7655 | 26.9620
x [m] 100 100 71 100 71 100
st[m] 98 93 200 107 200 107

Quadro 4.33

Deslocamentos méximos devido a radiacdo de transicao, sentido 2 e velocidade critica do troco 2, 244.470 m/s

Quadro 4.34

st<100 st>100 absoluto

trogol |trogco2| trogol | troco2 | trocol | trogo 2

Y'max [mm] [-116.5403|-9.7745 |-230.2788 |-40.7694 | -230.2788 | -40.7694
X [m] 100 100 93 100 93 100
st[m] 85 100 200 116 200 116

Y max [mm] | 114.9161 {10.2170| 190.4225 | 44.6096 | 190.4225 | 44.6096
X [m] 100 100 95 100 95 100
st[m] 90 96 188 109 188 109

Deslocamentos méaximos devido a radiacdo de transi¢do para o sentido 2 e velocidade super-critica 275 m/s

Quadro 4.35

st<100 st>100 absoluto
trogo 1 |trogco 2| trogol | trogo?2 | trogol | trogo 2
Y max [mm] [-58.8143|-2.1199|-155.2498 | -64.6732 | -155.2498 | -64.6732
x [m] 91 100 96 103 96 103
st[m] 81 86 185 193 185 193
Y max [mm] | 60.2501 | 1.9917 | 156.4458 | 65.9714 | 156.4458 | 65.9714
x [m] 100 100 100 104 100 104
st[m] 76 82 170 199 170 199
Deslocamentos méaximos devido a radiacdo de transi¢do para o sentido 2 e velocidade super-critica 300 m/s
st<100 st>100 absoluto
trogol | trogo2 | trogol | trogo2 | trogol | trogo 2
Y'max [mm] |-33.7295|-131.1423|-132.5022 |-171.1085 | -132.5022 | -171.1085
x [m] 92 136 99 104 99 104
st[m] 76 100 193 185 193 185
Y 'max [mm] | 33.8173 | 125.6427 | 113.8938 | 170.0398 | 113.8938 | 170.0398
x [m] 100 144 99 106 99 106
st[m] 71 100 182 175 182 175
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Figura 4.44 « Deslocamento méximo ascendente devido a radiagdo de transicdo
para o sentido 2 em ambos 0s tro¢os
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Figura 4.45 « Deslocamento maximo descendente devido a radiacdo de transi¢do
para o sentido 2 em ambos 0s tro¢os

y [mm]

Como se pode ver, os maiores valores maximos ocorrem quase sempre apds a passagem da
carga, ou pouco antes de esta se dar. Também é possivel ver que, tal como o trogo 2 foi 0 mais
afectado pela radiacdo de transi¢cdo para o sentido 1, quando a carga se desloca segundo o
sentido 2, o troco 1 € o que apresenta maiores deslocamentos devido a este fendmeno.

Isto aliado a menor rigidez de vibracdo do troco 1 causa a grande disparidade de
deslocamentos que é possivel observar nas figuras 4.46 a 4.49. Note-se que 0s maiores
deslocamentos no troco 1 ocorrem para a velocidade de 204.574 m/s, como seria de esperar,

mas para o troco 2 ocorre para a velocidade de 300 m/s, para a qual os deslocamentos deste
troco superam os do trogo 1.

126



4.2 Solucéo nao amortecida

y [mm]

y [mm]

-250
—50m/s
500 || =—150m/s . LA A
175m/s ’ ‘"l‘ ll' ]"A“‘
—225m/s !
-100
-50
0]
200 180 160 140 120 100 80 60 40 20 0]
x[m]
Figura 4.46 « Deslocamento ascendente maximo devido em cada ponto da viga descontinua
devido a radiacdo de transicdo para o sentido 2 e os primeiros cinco valores de velocidade
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Figura 4.47 « Deslocamento ascendente maximo devido em cada ponto da viga descontinua devido a radiacéo

de transi¢do para o sentido 2 e Ultimos trés valores de velocidade e a velocidade critica do trogo 1

Resta entdo analisar a diferenca entre os deslocamentos maximos com e sem radiacao.
Apresenta-se nos quadros 4.36 e 4.37 a comparacdo entre 0s deslocamentos maximos obtidos
para as vigas continuas e os obtidos para a viga descontinua, e nas figuras 4.50 e 4.51 a
diferenca entre os dois casos.

Verifica-se que a diferenca no deslocamento do trogo 1 devido a radiagéo de transicdo comeca
por aumentar até atingir um valor maximo do deslocamento ascendente e descendente para a
velocidade critica do trogo 1 e 2, respectivamente. Apos estas velocidades, a diferencga baixa,
mas continua a ser apreciavel.

Para o troco 2, atinge-se a maior diferenca para a velocidade intermédia de 225 m/s, mas 0s
efeitos da radiacédo de transicdo sdo pouco significativos neste caso.
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Figura 4.48  Deslocamento descendente maximo devido em cada ponto da viga descontinua
devido a transi¢do de radiacdo para o sentido 2 e os primeiros cinco valores de velocidade
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Figura 4.49 « Deslocamento descendente maximo devido em cada ponto da viga descontinua
devido a transi¢do de radiacdo para o sentido 2 e Ultimos trés valores de velocidade
Quadro 4.36

Variacdo dos deslocamentos ascendentes maximos devido a radiacdo de transi¢do para o sentido 2

viga continua descontinua | |yc|-lyo| [mm]
V [m/s] |trogo 1|trogo 2 |trogo 1 |trogo 2 |trogo 1|trogo 2
50 -5.77 | -3.62 | -3.74 | -3.62 | -2.03 | 0.00
150 | -24.08 | -5.95 | -30.45| -17.61 | 6.37 | 11.66
175 | -37.50 | -11.94 | -51.15 | -23.81 | 13.65 | 11.87
205.574(-201.98| -23.50 |-338.48| -34.86 | 136.50 | 11.36
225 |-114.30| -29.57 |-309.71| -58.67 | 195.41 | 29.10
244.470| -62.97 |-137.59|-310.08|-147.18|247.11 | 9.59
275 | -37.07 | -97.90 |-217.24|-113.67|180.17 | 15.77
300 | -26.44 | -97.90 |-147.08|-112.77|120.64 | 14.88
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Quadro 4.37

Variagdo dos deslocamentos descendentes maximos devido a radiacéo de transigdo para o sentido 2

viga continua descontinua | |yc|-lyo| [mm]
s [m/s] |trogo 1 |trogo 2 |trogo 1 |trogo 2 [trogo 1|trogo 2
50 58.98 | 34.61 | 56.90 | 40.99 | -2.08 | 6.38
150 | 87.24 | 37.34 | 98.84 | 52.26 | 11.60 | 14.91
175 |106.87 | 43.10 | 127.63 | 58.19 | 20.76 | 15.09
205.574|197.61 | 63.49 | 451.46 | 76.46 |253.85| 12.97
225 |113.84| 70.53 | 312.09 | 106.41 | 198.26 | 35.88
244.470| 64.93 | 179.58 | 297.07 | 183.33 | 232.14 | 3.75
275 | 37.14 | 99.04 | 200.34 | 116.00 | 163.21 | 16.97
300 | 26.04 | 99.04 |146.15|116.13 |120.11| 17.09
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Figura 4.50 « Variagdo dos deslocamentos ascendentes maximos
na viga descontinua devido a radiacao de transicao para o sentido 2
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Figura 4.51 « Variagao dos deslocamentos descendentes maximos
na viga descontinua devido a radiacdo de transicédo para o sentido 2

Mais uma vez, apresenta-se o deslocamento vertical no ponto de aplicagéo da carga ao longo
do tempo nas figuras 4.52 a 4.54. Como se pode ver, a principal diferenca é que a oscilagdo
ocorre no trogo 1, apos a passagem pelo ponto de descontinuidade. Também se verifica que as
maiores oscilagdes ocorrem para velocidade de 205.574 m/s, a velocidade critica do trogo 1.
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Figura 4.52 « Deslocamento vertical no ponto de aplicagdo da carga para as velocidades de 50, 150 e 175 m/s
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Figura 4.53 « Deslocamento vertical no ponto de aplicagdo da carga para velocidades de 175, 205.574 € 225 m/s
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Figura 4.54 « Deslocamento vertical no ponto de aplicacdo da carga para 205.574, 244.740, 275 e 300 m/s
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4.3 — Solucdo amortecida

Considere-se novamente a solucao (4.26), mas desta vez sem desprezar 0 amortecimento.

De acordo com Fryba [6], no caso das cargas moveis, os efeitos do amortecimento podem ser
modelados atraves da hipotese de Voigt, segundo a qual o amortecimento € proporcional a
velocidade da vibragdo. Segundo o referido autor, este modelo tem uma boa concordancia
com os resultados experimentais conhecidos.

Assim, define-se o amortecimento através da frequéncia circular de amortecimento, ®pj, OU
seja

c(x) =c=2ma, . (4.42)

Em que oy é proporcional a frequéncia natural de vibracéo, isto é

Wy =, . (4.43)
Designa-se & como percentagem de amortecimento critico, pois quando & = 100% (ou 1),
C(x) =c=2ma, . (4.44)

Isto é, 0 amortecimento é igual ao amortecimento critico da estrutura.
Substituindo (4.43) em (4.42) e este por sua vez nas defini¢cdes (4.21) e (4.22), vem

a(x)=a=<¢w, (4.49)

b,(x) =b =a[(1-¢%). (4.46)

Voltando a solucdo (4.26), tem-se entdo

£.(t) = ﬁm [ vi(sr) e sin (a)i J2-&) —T)) dr. (4.47)

Uma vez que o resultado desta integragéo é consideravelmente extenso e dificil de simplificar,
apresentam-se apenas os resultados.

Considera-se que o amortecimento ¢ de 5% (§ = 0.05), tomado geralmente como um valor
representativo do amortecimento inerente aos materiais de construgéo (neste caso o ago dos
carris).
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4. Viga descontinua sujeita a uma carga moével

Estudaram-se cinco valores de velocidade: a velocidade sub-critica de 50 m/s, a velocidade
critica do trogo 1, 205.574 m/s, a velocidade intermédia de 225 m/s, a velocidade critica do
troco 2, 244.470 m/s e a velocidade super-critica de 300 m/s. A carga aplicada mantém-se a
mesma. Os quadros 4.38 a 4.42 resumem os valores obtidos para os deslocamentos maximos

no trogo 1 e trogo 2 quando a carga se desloca da esquerda para a direita (sentido 1).

Quadro 4.38
Deslocamentos méaximos na viga com amortecimento para a velocidade sub-critica de 50 m/s
st<100 st>100 absoluto amplificacdo
troco 1 | trogo 2 | trogo 1 | trogo 2 | trogo 1 | trogo 2 |trogo 1 |troco 2
Y max [mm] |-5.6062 | -2.2827 | -2.4862 | -2.0104 | -5.6062 | -2.2827
x [m] 13 106 97 108 13 106 237 | 1.13
st[m] 3 98 106 100 3 98
Y max [mm] |57.8760|40.8959 | 40.8959 | 40.8959 | 57.8760 | 40.8959
x [m] 4 100 100 100 4 100 1.06 | 1.03
st[m] 4 100 100 100 4 100
Quadro 4.39
Deslocamentos maximos na viga com amortecimento para a velocidade critica do trogo 1, 205.574 m/s
st<100 st>100 absoluto amplificacao
trogol | trogo2 | trogcol | trogco2 | trogol | trogo2 |trogo 1|troco 2
Y'max [mm] |-102.3761|-102.3761 |-155.4576 | -151.6751|-155.4576|-151.6751
X [m] 100 100 99 100 99 100 65.80 | 75.13
st[m] 95 95 109 109 109 109
Y max [mm] | 175.0059 | 136.0302 | 184.8776 | 183.5238 | 184.8776 | 183.5238
x [m] 98 100 99 100 99 100 3.38 | 4.63
st[m] 100 100 101 102 101 102
Quadro 4.40
Deslocamentos maximos na viga com amortecimento para a velocidade intermédia de 225 m/s
st<100 st>100 absoluto amplificacao
trogol | trogo2 | trogcol | troco2 | trogol | trogo2 |trogo 1|troco 2
Y'max [mm] |-102.7298| -75.3102 |-134.0316 |-125.9906 | -134.0316 | -125.9906
x [m] 86 101 99 100 99 100 56.74 | 62.41
st[m] 100 98 112 112 112 112
Y max [mm] | 135.8817 | 58.1004 | 136.5361 | 133.4155 | 136.5361 | 133.4155
x [m] 61 101 99 100 99 100 250 | 3.36
st[m] 65 93 103 104 103 104

Verifica-se que os deslocamentos maximos sdo muito inferiores aos verificados quando se
desprezou o amortecimento. Embora os dados sejam
representacdo grafica do factor de amplificacdo em funcéo da velocidade, é possivel comparar
os valores obtidos com amortecimento com as curvas sem amortecimento, como se pode ver

nas figuras 4.55 e 4.56.
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4.3 Solucéo amortecida

Quadro 4.41
Deslocamentos maximos na viga com amortecimento para a velocidade critica do troco 2, 244.470 m/s
st<100 st>100 absoluto amplificacdo
trogcol |troco2 | trogol | troco2 | trogol | trogo2 |trogo 1|trogo 2
Y max [mm] | -88.9044 |-40.9788|-100.7369 | -92.2583 |-100.7369 | -92.2583
x [m] 50 102 98 100 98 100 42.64 | 45.70
st[m] 66 99 113 114 113 114
y max [mm] | 113.0152 | 32.5155 | 103.0553 | 153.2584 | 113.0152 | 153.2584
x [m] 37 101 98 197 98 197 2.07 | 3.86
st[m] 42 94 103 199 103 199
Quadro 4.42
Deslocamentos mé&ximos na viga com amortecimento para a velocidade super-critica de 300 m/s
st<100 st>100 absoluto amplificacdo
trogol | troco2 | trogol | troco2 | trocol | trogo 2 |trogo 1|trogo 2
Y max [mm] [-94.4755|-27.9465 | -149.7975 |-93.0274 | -149.7975 |-93.0274
x [m] 28 101 94 175 94 175 63.41 | 46.08
st[m] 49 99 199 190 199 190
y'max [mm] | 94.8591 | 26.9557 | 145.0581 | 94.3362 | 145.0581 | 94.3362
x [m] 21 124 95 182 95 182 2.65 | 2.38
st[m] 28 83 186 187 186 187

200

180 troco 1, £=0% /\

0160 i
C140 trogo 2, 0% [—\
;.Elzo ] troco 1, £=5% // \

§100 | X trogo2,§=5% // N\
3 80 // . N\
£ 60 / o

(=)
& 40 / % \x

0 2 e
0 50 100 150 200 250 300
s[m/s]

Figura 4.55 « Comparagao do factor de amplificagdo do deslocamento ascendente com e sem amortecimento

Como se pode ver, os deslocamentos maximos sdo muito inferiores aos obtidos quando néo se
considerava o amortecimento, embora ocorram sensivelmente para as mesmas velocidades.
Este tem entdo um papel consideravel no comportamento da estrutura.

As figuras 4.57 e 4.58 representam os deslocamentos maximos para cada ponto da viga para
as varias velocidades consideradas, como tem sido habitual ao longo do capitulo.
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4. Viga descontinua sujeita a uma carga movel
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Figura 4.58 « Deslocamento descendente maximo em cada ponto da viga com amortecimento
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4.3 Solucéo amortecida

Ao contréario do que ocorre no caso sem amortecimento, ndo se verifica uma oscilacdo tdo
grande de valores, 0 que sugere que a solucdo se aproxima mais do caso estatico. Isto é
particularmente notorio para a velocidade sub-critica de 50 m/s. Na figura 4.59 apresenta-se a
deformada devido a passagem da carga movel a esta velocidade para alguns instantes de
tempo, de forma anéloga ao que foi feito na figura 4.13 para a solucgéo estética.
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Figura 4.59 « Deslocamento na viga com amortecimento ao longo do tempo para a velocidade de 50 m/s

Como se pode ver, as deformadas sdo muito semelhantes as apresentadas na figura 4.13. As
figuras 4.60 a 4.64 apresentam a comparacdo entre o caso estdtico e o caso dinamico
(mantendo a velocidade de 50 m/s) para alguns dos instantes de tempo.
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Figura 4.60 « Deslocamento na viga com amortecimento para a velocidade de 50 m/s no instante ts =1 m

Verifica-se que, exceptuando para a zona junto aos apoio esquerdo, as deformadas sdo muito
semelhantes para ambos os casos, sendo 0 aumento devido a vibracao quase negligenciavel.
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4. Viga descontinua sujeita a uma carga movel

25 30 35 40 45 50

-10

55 60 65 70

75

e

A\

10

—

\

20

/

y [mm]

30

\
\

40

/
/

\/

solucdo estatica

50

A4

60

solucdodindmica |

x[m]

Figura 4.61 « Deslocamento na viga com amortecimento para a velocidade de 50 m/s no instante ts = 50 m
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Figura 4.62 « Deslocamento na viga com amortecimento para a velocidade de 50 m/s no instante ts = 100 m
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Figura 4.63 « Deslocamento na viga com amortecimento para a velocidade de 50 m/s no instante ts = 150 m
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4.3 Solucéo amortecida
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Figura 4.64 « Deslocamento na viga com amortecimento para a velocidade de 50 m/s no instante ts = 199 m

A diferenga observada para o instante inicial deve-se a presenga do amortecimento: como a
viga estava em repouso no instante inicial, assim que a carga entra da-se uma mudanga muito
rapida de auséncia total de deslocamentos para o delocamentos descendente provocado pela
carga. Sendo o amortecimento proporcional a velocidade, o seu efeito faz-se sentir mais
intensamente. Como o0 caso estatico é equivalente a colocar a carga nhum ponto fixo e dar
tempo a estrutura para se deformar, ndo ocorre este fenomeno.

Esta grande semelhanca entre o caso estatico e dindmico para a velocidade sub-critica vem
reforcar a ideia de que o fendmeno de radiacdo por transicdo apenas se tornou significativo
recentemente, pois para velocidades relativamente baixas (recorde-se que 50 m/s corresponde
a 180 km/h), a componente dindmica do deslocamento é tdo baixa que ndo se produzem ondas
de transicdo na zona de descontinuidade.

Por fim, apresenta-se o deslocamento no ponto de aplicacdo da carga na figura 4.65.
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Figura 4.65 « Deslocamento vertical no ponto de aplicagdo da carga considerando
0 amortecimento para as velocidades de 50, 205.574, 225, 244.470 e 300 m/s
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4. Viga descontinua sujeita a uma carga moével

Como se pode ver, os deslocamentos sofridos no ponto de aplicacdo da carga sdo muito
inferiores com o amortecimento do que sem ele, e mesmo a oscilagdo € menos acentuada,
como seria de esperar. Contudo, a forma geral apresenta bastantes semelhancas, e o pico que
se pode ver no ponto s t = 100 indica que o efeito da radiagéo de transicdo continua presente,
e a oscilacdo junto ao apoio da direita continua a estar presente, o que significa que a reflexao
de ondas nos apoios também continua a ter um efeito consideravel, embora estes fendmenos
sejam atenuados pelo amortecimento.
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5 — Conclusodes

O estudo apresentado permite concluir que o fendmeno da radiacdo de transi¢do na presenca
de mudancas bruscas a nivel da rigidez vertical da fundacdo tem um peso consideravel no
comportamento dindmico do sistema solo-carril.

Este fendmeno é especialmente notorio para as velocidades criticas, uma vez que se juntam
aos deslocamentos ja4 de si aumentados pela ressonancia as ondas geradas no ponto de
descontinuidade. Como se viu, o efeito é especialmente sentido no trogo apos este ponto, e 0s
resultados apontam para um aumento muito maior dos deslocamentos quando a transicdo se
da de uma fundacéo fraca para uma forte.

Como os graficos do deslocamento no ponto de aplicacdo da carga mostraram, ndo sé a viga é
afectada por este fendmeno, como existe a possibilidade de o veiculo sofrer deslocamentos
verticais de amplitude consideréavel. E razoavel colocar a hipotese que em casos em que a via
ferroviaria assente sobre solos de muito ma qualidade e se d& uma transicdo a alta velocidade
deste meio de baixa rigidez para um muito mais rigido (como uma laje de betdo), ndo s6 os
passageiros irdo sentir um nivel de desconforto pouco tolerdvel, como a prépria estabilidade
do veiculo ferroviario sera posta em causa.

Contudo, os veiculos ferroviarios ndao sé apresentam massa consideravel como tém o seu
préprio comportamento dindmico em resposta a vibracdo da via, pois sdo sistemas dotados de
alguma flexibilidade e amortecimento. Assim, dada a simplicidade da analise realizada, néo é
possivel obter conclusdes definitivas sobre os efeitos da radiacdo de transicdo na seguranca
dos veiculos e no conforto dos passageiros.

Os efeitos da radiacdo de transicdo s6 comecaram a ganhar relevancia recentemente, pois para
as velocidades praticadas pelos veiculos ferroviarios durante grande parte da sua existéncia,
este fendmeno é praticamente inexistente. Apenas na década de 60 do passado século se
ultrapassou a velocidade de 200 km/h, considerado entdo como a barreira entre os transportes
ferrovidrios convencionais e os de alta velocidade. Actualmente os comboios de alta
velocidade convencionais atingem velocidades de 350 km/h em viagens rotineiras, e 574 km/h
em condicOes de teste, 0 que se pode aproximar muito da velocidade critica de solos de fraca
qualidade.

Esta dissertacdo € apenas uma iniciacdo ao estudo do problema das vibra¢fes em vigas finitas,
pelo que existe ainda amplo espaco para desenvolvimentos, como por exemplo uma andlise
mais detalhada dos efeitos do amortecimento, estudo de outras condi¢cdes de apoio e qual a
sua influéncia nas vibracdes e na radiagdo de transicdo. O proximo passo seria a consideracao
da massa, rigidez e amortecimento do veiculo na analise dindmica, bem como uma modelacédo
mais complexa da via, um projecto mais ambicioso mas também com aplicacGes préaticas de
maior interesse.
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