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Subentende-se para a leitura do texto conhecimentos básicos(e- 
lementares) da teoria da probabilidade e da inferência estatística, assim 
como rudimentos de calculo vectorial e matricial.

Em apêndice incluem-se dois topicos importantes para a compre­
ensão de partes, fundamentais do texto.

As referências bibliográficas, em fim de volume, são acompanha 
das da indicação da parte (ou partes) do texto a que respeitam, assinalan 
do-se o numero do capítulo (Cl, C2, C3) ou do apêndice (A II, A III).

0 presente trabalho resultou do desenvolvimento de um seminá­
rio realizado pelo autor, no âmbito do Estudo Epidemiologico da Deficiên­
cia Mental, procurando-se, numa primeira parte, fundamentar epistemologi- 
camente os métodos quantitativos comummente usados pelos psicólogos;numa 
segunda e terceira partes expoem-se algumas das técnicas matematico-esta- 
tísticas, cuja importância metodológica no papel da medição em psicologia 
é essencial, dando conteúdo a alguns dos modelos referidos na parte ini­
cial .
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1. 0 problema da medida em psico1ogia•
Métodos quantitativos. Formulação de modelos

CAVEING, M 0 projecto racional das ciências contemporâneas 
cit, na biD., p. 175.
MOULOUD, N. - Les structures, la recherche et le savoir, ob. cit. na 
bib. '
ORECO, P. - ob. cit. na bib., p.79.
na sua forma mais acabada.

proposiçoes da teo-
pensa-

1.1. Introdução
Em sentido lato pode dizer-se que a psicologia (ou qualquer dis 

ciplina pre ou proto-científica) so adquire o estatuto de ciência experi 
mental quando se decide abertamente pelo uso dos métodos científicos de 
medida (métodos quantitativos),entendendo-se aqui "medir" no sentido for 
mal de "operaçac" regida por uma axiomática.

Por outro lado a historia do pensamento científico torna incon 
troverso que "o aperfeiçoamento de uma ciência cofisiste em efectuar a tran 
sição do sentido descritivo para o sentido operatório. Daí resulta que o 
ponto de vista axiomático nao interessa apenas ã matemática, mas também 
aquelas ciências tradicionalmente experimentais que atingem um certo grau 
de elaboraçao" (1), ciências que N .Mouloud (2) designa por axiomatico-expe- 
rimentais. Isto aponta imediatamente para a formulação de modelos cobrin 
do nao so os aspectos de medida mas também fornecendo esquemas formais de 
classificaçao e análise.

No entanto acerca da questão do uso de modelos (abstractos)os 
psicólogos parece estarem ainda divididos, uns rejeitando-os porque veem 
neles um perigo de resvalamento para o formalismo e para o nominalismo me 
tafísicos; outros pelo contrario aí encontrando a possibilidade da psico 
logia ascender ao "novo espírito científico" que Bachelard caracterizava 
pela formula "o real demonstra-se, nao se mostra"(3).

Um modelo(*) é uma teoria hipotético-dedutiva, colecção de 
axiomas compatíveis, a partir dos quais e deduzrvel um conjunto de conse 
quencias ---  teoremas ou proposiçoes da teoria.

Havendo uma regra que permita traduzir as 
ria em proposições acerca dos fenómenos reais (isomorfismo entre 
mento e realidade) diremos que as consequências lógicas do modelo podem



Modelos descritivos

>

Modelos não descritivos

Modelos teóricos

Modelos descritivos - propoem-se

de H. Mar-
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de medida
de classificaçao
de análise dimensional

indutivos 
teoricos

Modelos
determinísticos

Modelos
estocãsticos

(4) MARTINS, R. - notas aos ''Elementos Metafísicos da Física" 
gen.au , Coimbra, 1949, p. 91.

(5) Cf. R. Boudou, ob. cit. na bib.

uma realizaçao emser comparadas ãs observações,constituindo então estas 
pírica do modelo.

Também se

ou compatibili-

Modelos indutivos - visam explicar uma realidade observada, inferindo re­
sultados válidos.

- estudam as consequências de um conjunto de axiomas 
traduzindo uma realidade dada.

classificar, ordenar e medir os objectos

diz nestas condiçoes que o modelo é verificável.
Note-se que, do ponto de vista epistemologico, ha dois níveis 

de problemas:
1. A adequação do modelo ã realidade (verificabilidade)- nível 

pragmático.
2. A "veracidade" de uma teoria (consistência 

dade) - nível teoretico.
Na pratica científica é, em geral, mais importante saber que 

uma teoria esclarece a natureza de uma dada classe de fenómenos do que 
investigar a sua "veracidade". Assim é admissível a coexistência de mode 
los fornecendo explicações muito diferentes dum mesmo fenómeno:"a experien 
cia revela indiscutivelmente que a luz, conforme o dispositivo experimen 
tal adoptado para o seu estudo, manifesta ora um carácter ondulatório(on­
das luminosas), ora um caracter corpuscular (fluxo de fotões)".(4)

De um modo muito esquemático, aponte-se a seguinte tipologia 
dos modelos (5)



exprimir

1.2. Problemas métricos em psicologia

(6) Jean Ullmo, ob. cit. na bib., pag.25.
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se lhes adaptam, nao de ma

”a ciência in

(indivíduos) de uma dada população.
Aos modelos descritivos estão ligados os nomes de Spearman, 

Thurstone, Hotelling, Holzínger, Guttman, Lazarsfeld, etc.
Na maior parte dos casos estes modelos consistem em 

um conjunto de variaveis observáveis (notas, pontuações, êxito em provas, 
etc.) em função de variaveis de classificação inobserváveis, ditas variá­
veis latentes ou genotípicas.

Os modelos de Spearman e Thurstone são modelos estatísticos.
Os de Guttman e de Coombs são algébricos ou combinatorios (modelos deter- 
minísticos). Estes modelos supõem que os dados 
neira estatística, mas de forma exacta.

Um modelo deterministico pode ser interpretado como exprimindo 
os estados mais prováveis de um processo estocástico associado, ou seja o 
modelo funcional que melhor se ajusta aos valores médios das variáveis da 
modelo estocástico.

0 modelo determinístico aparece como uma "traduçao" mais gros­
seira da situaçao real em estudo, do que o modelo estocástico correspon­
dente. Neste sentido, a microfísica e fundamentalmente regida por leis es 
tatísticas, enquanto as leis funcionais ---  resultantes médias de leis
estatísticas ---  traduzem os fenomenos macrofísicos.

Para se tentar definir uma teoria coerente da medida em psico 
logia e conveniente começar por analisar o estatuto epistemologico do con 
ceito de medida, socorrendo-nos para isso das ciências da natureza,em par 
ticular da física, onde o seu uso, consagrado pela experiência, e incon­
testável ,

0 pensamento científico admite, hoje em dia, que 
vestiga os seus objectos, constroi-os e elabora-os, ela nao os encontra 
completamente feitos ou dados na percepção ou na experiência imediata. 0 
mundo da ciência e uma construção’.'(6)

Por outras palavras, o real não e dado mas construído. Ora a
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(7) ULLMO, J. - ob.
(*) Ele proprio um
(**) Bohr e Heisenberg mostram que

e Fílo- 
a "Os problemas da filosofia" de

cit. na bib. p.25.
"objecto científico".

■ o efeito de interferência (sujeito-objec 
to; instrumento de observaçao-fenómeno observado) nao pode ser elimina 
do, como o admitia a física clássica, representando a constante ;.de 
Planck (o quantum de acçao h) um limiar intransponível.

(8) Cf. A. Sérgio, prefácios e notas a "Ires diálogos entre Hilas 
nus" de J. Herkeley, Coimbra, 1958, e 
B. Russel, Coimbra, 1959.

(9) BRONOWSKI, J. - Introdução a atitude científica, Lisboa, 1972, p. 91.

própria "medição" é colaborante nesta construção, na medida em que"e a 
própria medição que define a grandeza a medir; esta nao existe antes de 
ser medida como (...) o fazia crer uma intuição sumaria".(7)

Na realidade medir e "interferir"; esta interferência altera 
a realidade que se pretende medir. 0 resultado da medição(*) aparece co 
mo a "medida" de um "objecto" resultante do "objecto com existência pre 
via ao acto de medir" e da acçao do acto de medir sobre este.(**)

A oposição realismo - idealismo (dualismo matéria - espírito) 
dilui-se numa determinação recíproca das coisas pelo espírito - a cons­
trução dos objectos - e do espírito pelas coisas - a formaçao do conhe­
cimento. (8)

Também a teoria da relatividade estabelece a nao existência de 
duas realidades independentes - os instrumentos de medida e os fenómenos 
medidos - mas determinação recíproca do que mede e do que e medido."Nao 
há um facto e um observador mas a reunião de ambos numa observação.(...) 
E o princípio de incerteza mostrou precisamente isto na física atómica: 
que o acontecimento e o observador nao sao separáveis".(9)

Será interessante lembrar que Planck considerou tres mundos:o 
mundo sensível constituído pelas sensações, imagens,percepçoes,etc. inun­
do que e alargado pelos instrumentos que o homem vai construindo; o mun 
do real do qual não temos conhecimento directo, mas cuja existênciaéhi 
pótese imprescindível de qualquer ciência, mundo que nao é um simples a 
glomerado de coisas-em-si, mas um todo estruturadoje finalmente o mundo 
dos objectos físicos, construção intelectual do espírito científico que



com

39 vol., S. Paulo,

11

(10)
(11)

(12)
(13)

vez mais

Max Planck, ob. cit. na bib.
RUSSEL, B. - Historia da Filosofia Ocidental, 
1957, p. 408.
RUSSEL, B. - Delineamentos da. Filosofia, S. Paulo, 1956, p. 349.
Cf. I. Kant, "Prolegómenos a toda a Metafísica futura", S. Paulo, 
1959.

se afasta progressivamente do mundo sensível para se adequar cada 
ao mundo real.(10)

B. Russel que no seu livro "Os problemas da filosofia" sustenta 
uma posição realista, admite posteriormente que "tanto o espírito como a 
matéria são simplesmente formas convenientes de agrupar acontecimentos" 
(11) e ainda que "a matéria deixou de ser uma "coisa", transformando-se 
simplesmente numa característica matematica das relações existentes entre 
estruturas lógicas complexas constituídas de acontecimentos" (12)

Recorde-se ainda que os trabalhos de Piaget, criando uma base 
experimental própria para a gnoseologia, estabelecem, por oposição ãs te 
ses empirista e nominalista, que a leitura da experiência pressupõe no su 
jeito estruturas organizadoras anteriores ã própria linguagem. Piaget con 
clui, de certo modo, uma linha que se inicia com Kant cujo esquematismo, 
embora fixo e inato, admitia ja que os "conhecimentos ã priori" temumpa 
pel constitutivo da própria experiência, ligando-se, infimamente, a discus 
são da possibilidade dos juízos sintéticos transcendentais a metodologia 
Kanteana, que procura fundamentar a possibilidade das ciências puras e da 
natureza e ainda da metafísica em geral.(13)

Deste modo, privado dos "objectos absolutos" duma física onto­
lógica primitiva põe-se ao físico o problema de saber o que mede. 0 "ser" 
como suporte de propriedades desaparece confundindo-se simplesmente 
o conjunto dessas propriedades. Por outras palavras a existência do ser 
resulta unicamente da existência de um conjunto de propriedades objecti- 
vas5definidas por relações repetíveis.

A natureza da grandeza medida varia com o grau de aproximação 
da medida ou com a técnica de medição usada, podendo no primeiro caso,re 
velar novas qualidades capazes de modificar o objecto e no segundo apre­
senta-lo sob formas distintas, como no exemplo da luz citado, mostrando



sentido próprio do

(14)

(*)
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CASTELLS, M. - Pratica epistemologica e ciências sociais, p. 25, ob. 
cit, na bib.
Ê interessante notar, que j.a em 1638 Descartes, em carta a Mersenne, 
escrevia: "Touté' ma physique n’est autre chose que geométrie".

que nao sejam construídos, 
papel fundamental". (14) 

o objecto medido definem-se mu­

que as propriedades onda e corpúsculo não podem, sem contradição, figu­
rar como atributos de um mesmo ser, de uma coisa-em-si.

0 objecto de medida deixa de ser um dado no 
termo, aparecendo como definido pela própria medida.

"Ê que na realidade, não hã "dados" 
num processo de produção em que a teoria tem um 
Mais precisamente o processo de medida e 
tuamente, num processo diàlectico de aproximações sucessivas.

As dificuldades encontradas na medição dos objectos da física 
transportam-se e avolumam-se quando se passa para o campo da psicologia. 
Se a física, de certo modo, elimina a "quantidade"\ue esteve na base 
do estabelecimento de relações, esta e, logo ã partida, estranha ao objec 
to ou facto psicológico.

Uma sugestão para abordar o problema pode ser encontrada na ati 
tude do físico para o qual sao mais importantes as relações que as medi­
das permitem estabelecer do que as próprias medidas. Esta é na realidade 
a opção dô psicólogo quando procura determinar a significação de um teste 
pelas suas relações com outras observações.

A via comum parece ser então a procura de "estruturas inteligí 
veis", por oposição a uma teoria ingénua do "realismo do objecto", a par 
tir de isomorfismos entre as propriedades das observações experimentais 
e as propriedades das estruturas lógicas.

Uma teoria científica em geral (e da psicologia em particular) 
não pode ser interpretada como uma simples extensão dos factos experimen 
tais, construída analiticamente, mas fundamentalmente como ura processo 
de criaçao e de invenção cuja validação sera feita ã posteriori. Cabe as 
sim a epistemologia actual um papel determinante no estudo da produção 
dos instrumentos intelectuais do conhecimento a par das operaçoes de pro



(15)

(*)

(16)
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Cf. Clara Dan - "Empirismo e realismo de Marx a Piaget", e M.Caveing, 
”0 projecto racional das’ ciências contemporâneas", obs. cits.na bib. 
Admitimos uma lei do desenvolvimento das ciências que as faz passar 
numa ordem irreversível por quatro etapas sucessivas:descritiva,indu­
tiva, dedutiva, axiomática, conferindo às ciências destintos graus de 
abstracçao e racionalidade. (Cf. R. Blanchê, obs. cits. na bib.) 
0b. cit., pg. 108.

Deste modo parecem suprimidos os obstáculos com que a psicolo­
gia se defrontava podendo adquirir, por direito próprio, o estatuto de ci 
ência experimental, embora num estádio pré-dedutivo. '

A diferença entre o "objecto físico" e o "objecto psicológico" 
esbate-se e desaparece no plano ontológico. Nao há (não tem que haver) so 
luçao ontológica para o problema, mas sim solução epistemologica na medi­
da em que os "níveis" ou "zonas de realidade" são de facto epistemologi- 
cos (e nao ontológicos).

De acordo com Pierre Greco(16) o paralelismo (isomorfismo) en­
tre o pensamento e a realidade (entre o modelo explicativo e a realidade 
a explicar) "nao representa uma solução ontológica; e uma posição método 
lógica, e mais abertamente, uma hipótese epistemologica".

duçao dos resultados do conhecimento.(15)
Decorre daqui que o problema da definição ou determinação pre­

via do objecto ou facto psicológico a medir perde a sua importância, 
transformando-se num falso problema, pois essa determinação — tal como 
na física (mais uma vez referida como ciência experimental paradigmática 
e nao por pendor fisicalista) — não é requerida previamente ao acto de 
medir.



1.3. Níveis de medida; axiomáticas.

(17) N. R. Campbell, ob. cit. na bib.
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Isto nao poe de modo algum em causa os progressos anteriores, 
realizados a partir do princípio do século, tal como, por exemplo, não fo 
ram postos em causa os progressos da mecânica quantica, devidos ã intui­
ção de Dirac, e anteriores ã existência dum aparelho conceptual matemáti 
co apropriado. Alias deste processo psicologico, a historia da ciência a 
presenta inúmeros exemplos e, um caso típico, se verificou recentemente 
com a teoria das distribuições. Em artigo publicado na revista "Ciência" 
escreveu o Prof. Sebastiao e Silva: "Durante cerca de meio século, elec- 
trotécnicos, físicos teoricos e alguns matemáticos usaram correntemente

0 uso tradicional da medida nas ciências experimentais e regi­
do pela axiomática de Campbell(17), (conjunto das propriedades e regras 
operatórias dos números resultantes das medições) sendo problemática a 
sua verificação experimental no campo da psicologia.

Uma saída para o problema consiste em considerar o sistema dos 
números não com o conjunto de todas as suas propriedades, mas apenas com 
parte destas. 0 sistema repousa então sobre uma axiomática mais fraca pa 
ra a qual se torna possível encontrar uma realização empírica ou modelo 
concreto.

Esta atitude conduz a considerar diversos níveis, cada um defi 
nído a partir das propriedades atribuídas aos números sobre os quais as­
sentam os métodos de medida, ultrapassando-se a dicotomia de Campbell en 
tre grandezas mensuráveis e grandezas nao mensuráveis, substituída por 
diversos conceitos de mensurabilidade, desigualmente potentes.

Institui-se deste modo um processo dialéctico entre a evolução 
da psicologia versus uma disciplina experimental e o conceito de medida, 
regido por axiomáticas, evoluindo num sentido estrutural.

Até 1946 a medição em psicologia teve um carácter fundamental­
mente empírico e intuitivo, não havendo uma reflexão crítica e epistemo- 
logica (pelo menos de carácter sistemático) sobre a validade dos métodos 
usados.
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as distribuições (...) sem o saber. Ate que, no momento oportuno, Laurent 
Schwartz num golpe de gênio, soube congraçar todas essas intuições disper 
sas num corpo logico e eficiente de doutrina. Maís uma vez a intuição, va­
ga e contraditória mas fecunda, cedeu lugar ã ideia — lúcida, precisa, 
coerente. (18)

A solução teórica do problema inicia-se com S.S. Stevens enun­
ciando uma teoria da medida na qual se define quatro tipos de escalas, de 
níveis hierarquizados: escalas nominais, ordinais, de intervalos e de ra 
zoes. (19) Esta teoria ê retomada e desenvolvida por Stevens no seu "Ma­
nual de Psicologia Experimental”. (20)

Em rigor a maior parte das escalas usadas em psicologia são es 
calas ordinais , encontrando os psicdlogos grandes dificuldades quando 
procuram ultrapassar este nível e atingir o das escalas de intervalos.

O uso da axiomatica das escalas de intervalos, com dados sobre 
os quais apenas se pode definir empiricamente uma relaçao de ordem, levan 
ta serias dificuldades na atribuição de um conteúdo psicologico aos resul 
tados obtidos pela elaboração aritmética dos numeros (dentro das opera - 
çoes permissíveis da axiomática).

Como os dados psicolõgicos apenas permitem, em geral, definir 
empiricamente uma relação de ordem, Coombs procura utilizar o maior nume 
ro possível de modelos matemáticos fundados sobre esta relaçao: escalas 
de relaçao antissimétricas, transitivas, parcialmente ordenadas, etc.

Muitos destes modelos fundam-se na teoria dos reticulados. Ge­
neralizando os modelos unidimensionais utilizam-se reticulados n-dimensi 
onais. Coombs propoe então o emprego de espaços vectoriais a) parcialmen 
te ordenados e b) estrictamente ordenados.

Por exemplo, concebendo-se a inteligência como formada de vári 
as aptidões mentais primarias distintas, um indivíduo A apenas pode ser 
considerado menos "inteligente" que um indivíduo B, num espaço vectorial

(18) SILVA,J.Sebastião - Como nasceu a teoria das'distribuições, Ciência, 
n?s 15 - 16, Lisboa, 1959.

(19) On the theory of scales of measurement, ob. cit. na bib.
(20) Handbook of experimental psycology, ob cit. na bib.



das apti-

se e so se a

Escalas nominais ou categoriais (primeiro nível)
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cia. Nao e um critério matemático 
lência das observações, 
observação. Portanto um

A escala é constituída por um conjunto de classes de equivalen 
ou estatístico que definira a equiva - 

mas um critério empírico ligado ã realidade em 
critério psicolõgico, definido pelo psicologo.Es 

te critério determinará o significado psicologico da "medida".
Um mesmo conjunto de observações pode ser repartido em classes 

de equivalência de diversos modos, usando critérios distintos. A escolha

..< b. i=l, 2,...., t 
sendo a e b os vectores, cujas componentes são as t aptidões (mensuráveis) 
associados respectivamente a A e B. Utilizam-se ainda "modelos de distân 
cia" a partir da introdução duma escala métrica ordenada.

Debrucemo-nos então mais detalhadamente sobre os métodos permi 
tindo a tradução numérica ou quantificaçao das observações, isto é, sobre 
os "métodos de medida".

Medir e introduzir uma aplicaçao ^definida no universo das ob­
servações, 0, e com valores num conjunto numérico N:

(Mais geralmente N pode ser um conjunto de natureza qualquer mas de estru 
tura bem determinada).

A escolha das regras definidoras de t^1, isto é, de uma métrica, 
é em primeiro lugar um problema do psicologo.

A escolha feita conferirá aos números certas propriedades que 
determinam por sua vez os métodos estatísticos cuja aplicaçao é válida. 
Como nota Reuchlin, nenhum tratamento estatístico pode conferir aos nume 
ros propriedades que o psicologo nao lhes tenha atribuído na sua operaçao 
de medir.

Por este facto o estatístico nao pode, muitas vezes, tirar dos 
números que o psicologo lhe apresenta, conclusões, como o ilusionista.ti 
ra coelhos do chapéu. (Aliás nao se tiram coelhos do chapéu sem os lá ter 
metido previamente).

(parcialmente) ordenado, quando A for inferior a B em cada uma 
does mentais primárias:

"a <b

psicologo.Es
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(**)(21)

Relativamente à dispersão esta será tanto maior q.uanto maior 
for o numero de classes. Para um numero fixo de classes a dispersão e ma 
xima quando a distribuição das observações pelas classes for uniforme. 
Nestas condiçoes uma medida conveniente da dispersão e dada pela função 
entropia H. (21)

0 psicologo atribuirã um sentido ã expressão "menor que"Clmaior 
que") utilizando para comparar duas - observações, uma operaçao empírica 
satisfazendo formalmente ãs seguintes propriedades (definidas na matemá­
tica) :

Irreflexibilidade
Antissimetria
Transitividade

definindo uma relação de ordem L

do critério a usar depende inteiramente do problema que o psicologo pre-
(*) tende resolver.

Propriedades formais: = (igualdade, aqui com o significado de 
de relaçao de equivalência, isto ê, uma relaçao binaria, reflexiva,simé­
trica e transitiva).

Se uma escala nominal e constituída por n símbolos (ou nomes) a 
qualquer permutação dos n símbolos pode ser tomada para representar a es­
cala, isto é, a escala é definida a menos das permutações do grupo simé­
trico de ordem n.

Para uma variável qualitativa (escala nominal') a moda (classe 
de maior frequência) é o único parâmetro de tendência central que se pode 
definir.

Uma escala nominal e, na realidade, um esquema de classificaçao — 
— regra permitindo distribuir as observações por classes de equiva 
lência.
Cada símbolo ou nome designando uma classe de equivalência.
Para a definição e propriedades da função H, V. por ex. F.Galvao de 
Melo, "Alguns aspectos da teoria da informação", Textos I.O.P. n9 1, 
Lisboa, 1974.



Escalas de intervalos (terceiro nível)
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uma estrutura empírica 
relaçao experimental em rela

Numa escala ordinal, se a diversos elementos é atribuída a mes 
ma pontuação, originando repetições de ordem, a ordenação não e unica.Em 
muitos casos e desejável, do ponto de vista da ana*lise estatística, uma 
unica ordenaçao, tornando-se necessárias medições cuidadosas de maneira a 
minimizar o numero de repetições.

No caso ordinal, o parametro de tendencia central que "melhor" 
representa a distribuição observada e a mediana. A entropia H ainda e uma 
medida conveniente de dispersão.

Uma ideia mais precisa da distribuição pode ser obtida a partir 
dos quantis, permitindo situar, com o grau de aproximação desej ãvel, uma 
observação relativamente ã distribuição total.

A quantilagem é, no caso dos testes, um método de aferimento.

Introduzindo o psicologo uma operaçao empírica (respeitante,por 
tanto, aos factos e nao aos numeros) que lhe permita definir a igualdade 
de intervalos — operaçao de equipartiçao (22) — poderá em colaboração 
com o matemático (estatístico) construir uma escala de intervalos.

A escala de intervalos envolve o conceito de unidade de distân 
cia, podendo a distancia entre dois pontos da escala ser expressa em fun 
çao da unidade (arbitrária) escolhida.

(22) V. H. Coombs, M.Dawes, A.Tversky, ob. cit. na bib.

Estabelece-se assim um isomorfismo entre 
e uma estrutura de ordem, projectando-se uma 
ção lógica.

Note-se que as propriedades a que L satisfaz (necessárias e su 
ficientes para o matemático) sao apenas necessárias para o psicologo: a 
uma escala pode nao ser atribuível nenhum significado psicologico.

Propriedades formais: =, < (:>) (<^- relação de ordem).
Uma escala ordinal e determinada a menos de uma transformação 

da classe das transformações monotonas (transformações preservando a or­
dem) .
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e contrariamente ao que a 
e pragmática.

1. 0 psicologo obtém muitas vezes conjuntos de ob­
servações cujo histograma sugere um perfil bino 
miai, sabendo-se da estatística matemática que 
a distribuição binomial tem, sob certas condi­
ções, como distribuição limite uma distribuição

(a, b, c,

(*) I. e, transformações do tipo a’ = o(a +p com c< e J3 constantes.
(23) Cf. M. Reuchlin, "Precis de Statistiques", ob. cit. na bib. e "No- 

tions de Statistique", D.E.U.G. de psychologie, Université R.Descar 
tes (texto policopiado).

Propriedades formais: = ,<; (’>) , b - a = c - d 
pontos da escala)

A classe das transformações que preservam estas propriedades 
e a classe das transformações afins. Por outras palavras, a escala de in 

- . (*) tervalos e determinada a menos de uma transformaçao afim.
A escala de intervalos e a primeira com significado "quantita 

tivo". As estatísticas (paramétricas) habituais — medias, variâncias, 
coeficientes de correlação, etc. — podem ser calculadas, sendo igualmen 
te legítima a aplicação dos testes paramétricos — teste t, teste F,etc.

A operação de equipartição mencionada releva de uma convenção 
de linguagem na medida em que a "igualdade" de dois intervalos e decidida 
na base de um determinado processo. As escalas assim construídas apenas 
são válidas no âmbito desta convenção de linguagem.

Pode-se, por exemplo, convencionar denominar "iguais" os inter 
valos inter-decis o que equivale a postular uma distribuição uniforme das 
observações sobre a escala. Noutros casos o psicologo pode tomar a deci­
são de definir a igualdade de intervalos por um postulado sobre a forma 
da distribuição, optando por uma distribuição binomial, ou 
buição gaussiana, em lugar da distribuição uniforme.(23)

As leis binomial e normal (lei de Gauss ou de Laplace-Gauss) 
constituem modelos privilegiados, e consagrados pelo uso, da distribuição 
de variaveis referidas a escalas de intervalos.

As razoes deste facto — 
perpetua — são de ordem heurística 

De facto,



Escalas de razões (quarto nível)

que preservam

das notaçoes pode obter his-
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(*) Note-se que, no caso da construção de um teste, por exemplo, o psico- 
logo por escolha conveniente dos items e < „
tngramas com nrefíç fixados a nriori.

a = kb .

de Laplace-Gauss. É então natural adoptar um mo 
(*)delo Gaussiano.

Numa escala de razoes nao só a amplitude dos intervalos tem si 
gnifiçado como igualmente o tem a razao entre duas medições. Neste caso, 
a origem da escala nao é arbitraria, como sucedia na escala de interva­
los. Isto e, o ponto zero (origem) da escala tem significado absoluto, 
mantendo-se a unidade de distancia arbitraria.

Propriedades formais: =, < O), b - a = c - d, 
A classe das transformações admissíveis (isto é, 

propriedades formais) e a classe das homotetias directas (multiplica-as
çao por uma constante positiva).

A escala de razões permite o uso de estatísticas implicando a 
existência de origem absoluta, como a média geométrica e o coeficiente de 
variaçao.

2. As leis binomial e normal têm propriedades for­
mais convenientes, completamente estudadas e de 
uso simples.

No entanto, o psicologo e o estatístico deverão evitar o duplo 
erro de crer, o primeiro, que o uso das distribuições gaussianas se impoe 
por razões fundadas teoricamente no campo da matematica, e o segundo,que 
as leis normais se impõem por resultarem experimentalmente das observa­
ções empíricas.



2. Medidas (do grau) de associação entre duas variaveis

bi-
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2.2. 0 modelo clássico da correlação
Seja (X, Y) um par aleatorio com uma distribuição conjunta 

normal (distribuição de Gauss a duas variáveis).
Na distribuição do par (X, Y)‘ definem-se distribuições margi­

nais (ou totais) e distribuições condicionais (ou parciais). A distribui

2.1. Introdução
A teoria classica da regressão e correlação pressupõe variaveis 

referidas, pelo menos, a escalas de intervalos. Este facto parece, a par­
tida, criar grandes limitações na aplicação dos modelos clássicos ãs va­
riáveis. psicológicas, na medida em que estas não ultrapassam, frequente­
mente, o nível ordinal.

No entanto a estatística oferece ao psicologo uma gama de méto­
dos, adaptados aos diferentes tipos de escalas, cobrindo a maior parte das 
situações postas pela pratica.

Os modelos de correlação vao permitir a pesquiza de relações a 
partir da comparação por meio de testes estatísticos — das observa­
ções experimentais com valores teoricos calculados sob a hipótese de inde 
pendencia (ausência'de relação entre as variáveis).

0 psicologo concluirá pela existência de relação (variáveis cor 
relacionadas) se admitir que as observações empíricas se afastam de modo 
"significativo1’ dos valores teoricos esperados, na hipótese de independên­
cia, o que releva, uma vez mais, de uma convenção, da fixaçao arbitrária 
de um limiar.

Resta finalmente, ao psicologo, decidir (com a eventual ajuda 
do estatístico) se a relação experimental encontrada pode ser considerada 
forte ou fraca, importante ou desprezável, no âmbito concreto do problema 
em estudo. Note-se que a análise estatística e, em geral, impotente para 
resolver os problemas na sua essencia: o estatístico colabora com o econo 
mista, o medico, o psicologo, etc., mas e de acordo com a sua técnica e 
no âmbito dos seus campos de investigação que estes devem encontrar a ex 
plicaçao dos factos observados.



, das distribuições mar

Nestas condiçoes prova-se que

é o coeficiente

22cia tf toma o nome

6 1 2
sendo <f.
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. 2
2

. 1. Fixado X = x a distribuição dos valores de Y corresponden­
tes ---  distribuição (parcial) de Y condicionada por x ----  é ainda uma 
distribuição normal. Por outras palavras, todas as distribuições condicio 
nais sao normais.

í2 -

2. Quando x varia os valores médios das distribuições condicio 
nais de Y descrevem uma recta --  recta de regressão de Y em X (*).
A equação desta recta pode escrever-se na forma

y=E ( Y [ x ) = M 2 +' f ( x - i ) 
1 n r2

0 coeficiente angular da recta, Ç> = ,
de regressão teõrico de Y em X.

çao marginal de X e a distribuição dos valores x. Analogamente para Y. 
A distribuição condicional de Y, para um valor fixado x de X, é a distri 
buiçao dos valores y correspondentes a este valor de X. Igualmente se de 
finem as distribuições condicionais de X.

Em particular a distribuição binormal é definida por uma super 
fície de frequência cuja equaçao depende de 5 parâmetros:

- os valores médios/í, = E(X) e = E(Y) e as variâncias
/ = E( Y-/<2)2

1 - P 2)

valores médios

= E( x-/x)2 , (T
ginais de X e Y respectivamente.
o parâmetro p1 = (d-j. cov(X, Y),compreendido entre -1 e 
+1, que toma o nome de coeficiente de correlação do par (X,Y)

No caso normal mostra-se que esta recta coincide com a recta de re­
gressão dos mínimos quadrados de Y e X.

3. As distribuições condicionais de Y tem todas a mesma variân 
, independente, portanto, do valor de X fixado. í 

de variância condicional (ou residual) e tem-se
2 2 (1 -f2) ( tf = (T

a variância (total) de Y.
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X (x.-x) (y.-y)
i ________________

Jx(x -x)2.I(y -y)2
Vi1 i 1

= tf,/ (1-f ) ou sua'correspondente empí-

De um modo geral, 
mais "forte" ou "útil", 
do, nestas condiçoes, a 
observações.

0 coeficiente r é uma medida empírica da relaçao linear (esto- 
cãstica) entre as variaveis X e Y --  medida do "grau de dependencia" en­
tre as duas variaveis. Nestas condições um valor de r proximo de zero si~ 
— ~ 2 2 2(*) Como se conclui da relaçao ~ " /n n 

2 2 2rica s = s2 (1-r ) .

4. Mutatis mutandis 1.,2. e 3. mantem-se validas para a distri 
buiçao condicional de X fixado Y=y.

0 coeficiente de correlação f e uma medida do grau de lineari­
dade da relaçao estocastica entre X e Y. Uma estimativa de P , calculada 
a partir de n pares de observações, (x^, y^),...,(xn, y^), do par (X,Y) 
e dada pelo coeficiente de correlação linear empírico ou coeficiente de 
correlação de Pearson, definido por

Nao havendo qualquer relação entre as variaveis X e Y, na popu 
lação, e P= 0 . Nestas condiçoes e de esperar que um valor calculado de 
r nao se afaste muito de zero, sendo o valor [r)>0 explicado pelas vari­
ações aleatórias de amostragem.

Com )ri>> 0 deve-se rejeitar a hipótese de que as observações 
provenham de uma populaçao com P=0, dizendo-se neste caso que o valor ex­
perimental r obtido e significativo.

Com r significativo nao hã, como se afirmou, nenhum critério per 
mitindo classificar, de modo absoluto,, a correlação em "forte" ou "fraca". 
0 psicologo decidira se a correlação observada e suficientemente "forte" 
para apresentar um interesse pratico ou teorico.

uma correlação linear será considerada tanto 
quanto mais fraca for a variância residual(*)sen- 
recta de regressão um bom resumo estatístico das
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definida por (24)yx’

(2.2)

(2.3)
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 v fE(Y|X)] 
v(Y)

0 numerador v [E(Y|X)] —variância dos valores médios condicio 
nais — representa a variância devida à regressão ou variancia inter-dis- 
tribuiçoes.
Como

gnificaque ê quase certa a inexistência de relaçao linear.
No entanto e possível a existência de uma correlação nâo linear 

ligando as variáveis.
Por outro lado r pode estar proximo de -1 ou +1 e nao haver de 

pendencia (no contexto material 
veis) entre X e Y, dando origem 

Considere-se em geral o 
distribuição arbitraria, admitindo momentos de 1. e 2. ordem.Nes 

te caso a curva de regressão de Y em X, 
y= E(Y|x)

em que se insere o significado das varia 
a correlações espúrias ou sem sentido.

caso de um par aleatório contínuo (*)

v(Y) = E [v(Y|X)]+ v[E(Y|X)]
(i. e, a variância de Y é igual ao valor médio das variancias condicionais 
mais a variancia dos valores médios condicionais)

?yx

—lugar geométrico dos valores médios condicionais de Y — nao 
ral, uma recta.

No caso binormal o coeficiente de correlação teórico P pode ser 
interpretado como uma medida da tendência da distribuição de (X, Y)se acu 
mular em torno da recta de regressão de Y em X (ou de X em Y).

Uma medida da tendencia da distribuição (nao gaussiana) do par 
(X,Y) se concentrar em torno da curva de regressão y=E(Y|x) e dada pela 
razão de correlação

(*) As variaveis aleatórias contínuas servem de modelo a distribuições 
reais caracterizadas por variaveis tomando um grande numero de va-^ 
lores e com pequenos intervalos entre valores consecutivos da varia 
vel- .. _ , , - ,2 e[v(y|x)](24) Alguns autores definem a razao de correlação por f ------- ^y)
V.S.S. Wilks, "Mathematical Statistics",J.Wiley,pg.86, 1962.

e, em ge-



(2.2) ainda se pode escrever

(2.4)= 1-

2 a variância residual ou variancia

Demonstra-se que

=r + 2 (2.5)

-A-r^<-A>

da

se-

(25) V. F.Galvão de Melo, ob. cit.

25

E[v(Y|X)'J = 
v(Y)

e[e(y)x) -»<-£x]

na bib., pãg.126.

sendo y= c< + x

1
(T 2 2

r yx

?2' yx

■ 23 =1 se e so ser yx
na -curva de regressão y

vendo portanto uma relação funcional perfeita entre X e Y.
A razão da correlação pode ser considerada como uma medida

em torno da curva de regres-
indica em que medida a curva de regressão

a recta de regressão dos mínimos quadrados --  regressão do tipo II (25)

tendencia da distribuição (X,Y) se acumular 
são. Por outras palavras x
y =E(Y|x) pode ser usada para predizer Y conhecido X.

Quando a regressão de Y em X e linear (y= E(Y|x) e uma recta e 
2 n 2 coincide com a recta dos mínimos quadrados) (2.5) mostra que yX ~ ' • 

Neste caso o calculo de 2* não dá qualquer informação, desde que P 

ja conhecido. 2
No caso geral de regressão não linear (2.5) mostra que yx ex-

--  de Y em X.
De (2.5) segue-se que 3 =0 se e so se E(Y1X) é independente 

de X. De facto, nestas condições, a curva de regressão y=E(Yjx) e uma 
recta paralela ao eixo dos xx e o anulamento de implica o anulamento 
de P. Por outro lado (2.4) mostra que = 1 se e so se todos os pon­
tos da distribuição estão situados na-curva de regressão y = E(Y|x), ha-

sendo E [v(Y |X)J = e[y-E(Y|X)] 2 = (J^2 
intra-distribuiçoes. (A variância residual e o que fica da variância (to­
tal) de Y depois de subtraída a variância devida a regressão).
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P = cov
\l v(X)v(Y)

E[v(Y|X)J 
v(Y)

No entanto, na pratica,muitas vezes 
em condições de efectuar o cãlcu-

2.3. Estudo da correlação entre uma variãvel dicotõmica (ou di- 
cotomis.ada) e uma variãvel contínua

são validas para qualquer tipo de variãveis, desde que existam os momen­
tos de if e ordem; P e aparecem como parâmetros caracterizando 
a distribuição conjunta de variãveis X e Y, quer discretas (*), quer con 
tínuas . Alias, como veremos, vai-se revelar particularmente útil no 
estudo da relaçao entre uma variãvel continua e uma variãvel discreta,mais 
concretamente entre uma escala de intervalos e uma escala categorial.

Posto isto passemos ao estudo de algumas das principais soluçoes 
particulares de que o psicologo dispõe, soluçoes que se harmonizam com os 
diferentes tipos de escalas a que as suas medições ou observações se re­
ferem.

por uma quantidade que mede o desvio entre a curva de regressão, 
y =E(Y|x), e a recta dos mínimos quadrados, y = o< + x .

A razao de correlação de X em Y define-se trocando os pa­
peis das variãveis nas relações indicadas,

Note-se que, as definições formais de f e

cede P

a) Correlação biserial pontual
0 coeficiente de correlação empírica r é o melhor estimador do 

coeficiente de correlação normal P . 
não se dispõem de valores experimentais 
lo de r.

?2 , yx

(*) Uma variãvel X diz-se discreta se o seu domínio ou campo de variaçao, 
D,(conjunto dos valores admissíveis de X)e finito ou numerável. Por ou 
tras palavras, se existe uma correspondência biunívoca entre De um sub 
conjunto dos naturais. Note-se que variãveis nominais e ordinais sao 
sempre discretas.
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x q

X q

X p

x -p
sX

sX

Considere-se o caso em que, para cada indivíduo de uma amostra 
de dimensão n, o par (x,y) e determinado nas condições:

- conhecem-se os valores de X, valores observados de uma varia 
vel continua, referida a uma escala de intervalos ou de razoes, cuja dis 
tribuiçao se admite gaussiana.

- a variavel Y, em geral discreta ou nominal e dicotomíca (ou 
dicotomisada), isto e, cada valor observado, y, pertence a uma de duas 
classes complementares, designadas, por exemplo por classe inferior e clas­
se superior.

= | Ú - Pxp)

rbq

rbp:

Nestas condiçoes define-se um coeficiente de correlação que to­
ma o nome de correlação biserial pontual e é usado, como medida da corre­
lação entre as pontuações de um teste (variavel X contínua) e as pontua­
ções de um item do teste (variavel dicotomica: sucesso-insucesso).

A variável dicotomica pode ser o sexo, a divisão em dois grupos 
etários, a partição de um grupo de indivíduos a partir da existência ou 
não de um atributo A (doentes-não doentes, normais-neuroticos, etc.).

0 coeficiente biserial pontual e definido por

A seguinte tabela relaciona as pontuações de um teste aplica 
do a 12 indivíduos e as pontuações de um dado item.

sendo X a variável contínua, s r o desvio padrão empírico de X, p,q as pro 
porções de indivíduos em cada uma das categorias da variável dicotomica Y 

. (no caso do item de um teste, p e a proporção de indivíduos com "sucesso" 
no item e q a proporção de "insucessos"), xp, as medias das pontuações 
(valores)da variável contínua em cada uma das categorias determinadas pela 
variável dicotomica.

Atendendo a que



Indivíduos 8 9 124 6 7 10 112 3 51

I x=276.4524 36 4110 15 26 30 305 7 7

I1 £y=50 0 0 1 0 1 0 1 10 0

= 0,42= 33,40 P =

= 0,58= 15,57

+ qxX =

X

./Õ742x0,58 = 0,65e finalmente
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_5_
12

Pontuações 
teste

Pontuações 
item

33,40 - 15,57
13,40

xP

X q

ção P

2\ 1/2
= 13,402 

is X

15 + 30 + 36 + 41 + 45
5

22á= 2312

I \ n ]

a variável contínua diferencia ou dis 
duas categorias da variável dicotomica).

(Note-se que x = px^

0 valor calculado, 0,65, dá uma medida da capacidade discrimina 
tiva do teste relativamente aos dois grupos determinados pela dicotomia 
da variável Y (medida do grau em que 
crimina entre as

rbp

7q = 12

b) Correlação biserial
A correlação biserial e uma estimativa do coeficiente de correla 

entre X e Y, admitindo-se que a variável X e gaussiana e a dicoto- 
misação foi feita a partir de uma variável Y igualmente gaussiana.Por ou 
tras palavras, dado um par binormal (X,Y) dicotomisa-se a distribuição 
dos yy, suposta reduzida, agrupando numa classe todos os valores de y in

5 + 7 + 7 + 10 + 24 + 26 + 30
7



X
(2.7)

/' 9

valor aproximado do desvio padrao deum

Nas hipóteses indicadas, do
que r,

são lidos em tabelas a partir do co-

tística

que, na hí o tese f = 0, tem aproximadamente

29

Para n} 50 e p^ 0,50 
e dado por

 
(26) V Lord e Novick, ob cit. na bib. pags. 337-339.
(27) /.Faverge, ob . cit. vol.II,pãg.194.

_P_ 
z

Xq x -p
sX

Vpq 
z

rb

—-> 
y

uma distribuição de Student

t = 7n-2

rb (ou rl

x - :
P

s x

Vpq _
z____

7n

2 
rb

rb

e uma melhor estimativa de P xy

rb

rb

yo

•, ) pode-se usar a esta- bp

feriores a um dado valor yQ, sendo a outra a classe, dos valores y > .
Assim, se numa tabela de correlação k x X de um par binormal,se 

dicotomisa uma das variáveis passando-se para uma tabela kx2, calcule- 
^seem lugar do r de Pearson o coeficiente rK , cuja expressão e

rb

1-V

sendo z a ordenada da intersecçao da curva normal reduzida com a verti - 
cal, passando por y^ , dividindo a area sob a curva nas proporçoes q e p

(2.7) representa uma simplificação 
algébrica do r de Pearson, quando Y 
apenas toma os valores 0 e 1 (26)

bp  , pq .Os valores ■ ■ ■ ez
nhecimento de p ou q (2/).

Para testar a significãncia de

= 
z



, mais precisamente,

Paralelamente a

te, pretendendo-se estudar

2 3 4 6 8 Total0 1 5 7 9 10

6 590 3 16 14 3 10 1 5 10
544 7 12 4 2 0 01 2 13 9

3 4 10 18 8 113Total 18 22 25 3 11

= proporção de aprovados = = 0,522P

= proporção de reprovados = = 0,478q

= 6,0847

= 4,4630

= 0„6264= 1,886= 3,5570

vindo finalmente

r.

nao

30

Aprovado 
Reprov.

59
113

54
113

uàiparando (2.6) 

(27)

Exami
(Y)

Teste
^XÍX)

x
P

s
X

pq 
z

x 0,6264 = 0,54

2 s x

um exame, foi aplicado a 113 indivíduos um tes- 
a correlação do teste com os resultados do e- 

xame. 0 teste ê pontuado de 0 a 
tas do exame, suposta normal, nas categorias aprovado, reprovado.

Os resultados obtidos resumem-se na tabela de contingência 2x10

rbp

 6,0847 - 4,4630 
b " 1,886

culo de r.bp
113 pares de pontuações.

= bp
e (2.7)

x = q

0 calculo de para estes dados daria um valor inferior a 0,54, 
estimativa, em princípio, menos precisa de p , o que se explica por no cál- 

se ter entrado com toda a informação contida na amostra dos

1 + 9 + 20 + 50 + 96 + 98 + 48 + 27 + 10
59

2 4- 8 4- 21 4- 52 4- 60 4- 54 4- 28 4- 16
54

com n-2 graus de liberdade.
Note-se que r^ > 

rb = rbp z
Exemplo 2. (Faverge, ob. cit.)

10 tendo-se dicotomisado a escala das no



(2.8)

lendo-se em tabelas os valores z’/p' , z’7p" (28)

Coeficiente de correlação para variáveis dicotomisadas

coe-

t

(30)

31

(28)
(29)

P”

2.4. Correlação entre uma variável tricotomica e uma variável 
continua

Faverge, ob. cit.,pág. 194.
"On the correlation of characters not quantitatively measurable”, 
Royal Society Philosofical Transactions, Series A, 1900.
V.Q. McNemar, ob.cit na bib. pp. 221-225.

y
Nestas condições uma estimativa de P é dada pelo coeficiente de

■ correlação triserial de Burt:

X 1 > p

x :P
s X

se o campo de variação de

rt’

, conhecidos p’ e p"

rtris 1
~T + P

A partir do par binormal (X,Y) divida-;
Y em 3 classes — superior, media e inferior.

Sejam p* e p” as 
e inferior (p’ + p” < 1),

Supondo ainda (X,Y) binormal, uma estimativa de F calculada a 
partir do agrupamento em duas classes para cada uma das variáveis — 
ficiente de correlação tetracorico — foi obtida em 1900 por K.Pearson(29) 
não havendo no entanto fórmula geral simples para o seu cálculo (30).

0 coeficiente tetracorico, rfc é a melhor aproximaçao do r de 
Iharson, valor que se obteria se fosse possível obter medições (observações) 
mais precisas e completas de X e Y.

0 estudo das correlações item-item pode ser feito a partir de 
supondo normais as distribuições subjacentes as dicotomisaçoes.

proporçoes de indivíduos nas classes superior 
as medias dos valores de X correspon 

dentes ãs duas classes indicadas,z’,z” 
as ordenadas da curva normal reduzida 
correspondentes ã partição em 3 classes.



A partir da tabela 2x2
categorias

ba
dc

é dada por

77~ cos

(31)

(32) per-

2.5. Correlação para variáveis tricotomisadas

2.6. Relaçao entre uma escala nominal

e

32

determinadas pela 
dicotomisaçao)

rt

estando tabelado o valor r^ em função do quociente

1+\Z ad 
bc

31 2 ( iX , Jò
i i

e uma escala de intervalos

Na pratica usam-se, em geral, os abacos de Bonnardel 
mitindo de modo expedito a determinação grafica de r^.

ad , bc bc (oU íd J

0 coeficiente eneacorico de Coumetou resulta do calculo do r de 
Pearson, sobre um agrupamento grosseiro, em tres classes, das observações 
relativas a cada variável.

0 cálculo deste coeficiente apoia-se sobre várias hipóteses 
simplificativas o que torna o seu interesse bastante restrito. De um mo­
do geral, para tabelas k x k (k ?/ 2), obtidas por agrupamento das obser­
vações de um par (X,Y) binormal, definem-se coeficientes policoricos.

uma aproximaçao de rt

(31) V.Glass e Stanley, ob. cit. na bib., tab. H, pag.535.
(32) R.Bonnardel,"Abaques pour la détermination du coeficient de corre- 

lation têtrachorique", Êditions Scientifiques et Psychotechniques.

yi;---yn 
tuindo

Sejs S uma amostra de n indivíduos, de uma populaçao 1/, 
os valores de uma característica mensurável Y sobre S, consti- 

„ . 2a distribuição empírica total de Y, de parâmetros y e s .
sifiquem-se

Clas- 
os n indivíduos de S de acordo com os k valores (atributos),

* 2



de uma variável qualitativa (nominal) X, obtendo-se

i # j‘k ’ J

i

(2.3) toma o aspecto

sendo s

sas por

(2.9)

2tem-se que s

33

e a 
pírica

1- 
assim

k 
L 
i=l

(y£ - y)2

em-

+ 1 En
i

2 s

2 
r

(*) Admitindo a 
nas

sendo A. o
i

... _
uma partiçao de S em k categorias:

a dimensão de A., i

2 n. s.i in . 1=1

Sendo n.i

n.i

homogeneidade das variâncias parciais (homoscedasticidade) 
subpopulações de Qj determinadas por X, tem-se que s é uma esti­

mativa do valor comum das variâncias teóricas condicionais.A hipótese 
da igualdade dos valores médios das subpopulaçoes de 'U. pode ser testa' 
da pela técnica clássica da analise de variância simples.Em particular 
com k=2 cai-se no teste "t" de Student.

a variância residual empírica.
A distribuição de Y sobre S esta afectada por duas fontes de

ui n . .
1=1

(yi - y )2 2= s r

A. Cl A. = 0 , 
i 1

.- u2 
ni(yi - y)

s = AXU Á2 U .... u A.

escala nominal ,...,

escala de intervalos pode ser medida usando a razao de correlação 
y»• , definida por

2 s r
2 s

conjunto dos indivíduos de S gozando do atributo1^. A cada A^ 
está associada uma distribuição condicional (ou parcial) — distribuição 
da variável condicional Y | , restrição de Y a A. , de parâmetros y.,

2 iii
Sí *

variaçao:
1. Diferenças sistemáticas de categoria para categoria, expres-

Y1 / y2 / / yk.
2. Variabilidade aleatória dentro de cada categoria A., medida

. 2 (*) 1pela variancia condicional s^
A importância da relação entre a



s

o valor de Y vem e

a

H*

? = 1

com

(nH + "M = n)

Nota: o teste

I) Y j H e y|m obedecem

34

i
~ S

"t” de Student permite testar a significância da diferença 
desde que as duas seguintes condiçoes sejam satisfeitas

2
M

*2

um teste (Y) 
resultados por sexo (X).

2 s r

yH

a leis (aproximadamente) gaussianas.

+ V:
n

’ yM ’

2 
nHSH

2 s r
2 

S2

significativamente diferente de zero, conclui-se 
sexo (categorias H e M). A

2 
SH

yM ’

Obtem-se-assim tres distribuições

a) da variãvel Y de parâmetros empíricos y
b) da variãvel (condicional) Y j H de parâmetros empíricos y,
c) da variãvel (condicional) Y | M de parâmetros empíricos 

2
SM

Pelo contrario, 
2 s. ~ 0 , s i r

Nos casos intermédios, 
n *2 intervem, o valor de o 

importância da relaçao entre as duas escalas.

2 e s

se as categorias . determinarem univocamente2 n *2 J0 e o, ~ 1
em que as duas fontes de variabilidade 

esta compreendido entre 0 e 1, medindo

Sendo yR - yM 
que as pontuações Y estão relacionadas com o 
importância da relaçao é medida por

Exemplo 3.
A n indivíduos de uma populaçao escolar aplicou-se 
tendo-se em seguida analisado os

Sendo X e Y independentes, y ,...,y devem ser aproximadamente 
iguais entre si e iguais a y (nestas condiçoes cada A. representa, tal co 

— 2mo S, uma amostra aleatória de ) o que implica s s e portanto
.v2 r



II) Y|H

2.7. Correlação entre duas variáveis ordinais

6 d (2.10)= 1 -

i

35

Em geral, 
testar a hipótese

Exemplo 4. Dez estudantes, designados por A, B, ..., J, foram 
ordenados segundo o seu aproveitamento em trabalhos de laboratório e co­
nhecimentos teóricos, obtendo-se o seguinte quadro,

r s

a) Coeficiente de correlação ordinal de Spearman
Quando as observações feitas nao podem ser expressas por valores 

de uma escala de intervalos, admitindo unicamente uma ordenaçao (ou hie­
rarquização) , o

a condição II) nao e evidente sendo então necessário 
v(Y|H) = v(Y|M).

e Y|M tem a mesma variancia

No entanto para amostras de dimensões aproximadamente iguais a 
desigualdade das variancias teóricas tem consequências relativamente pou­
co importantes nas conclusões derivadas da aplicação do teste "t". Assim, 
em caso de duvida sobre a validade da condição II), use-se o teste ”t” 
com amostras de dimensões sensivelmente iguais.

Com amostras de dimensões muito díspares corre-se o risco das 
conclusões serem seriamente afectadas.

com d. = x. r i 
cala natural

Para valores 
tir da variável t 
Siegel , ob. cit. na bib., págs.

“ y£ , x. e y
1, 2, 3, ..

n^lO a significancia de r pode testar-se a par s
de Student. Para amostras pequenas (n<10) veja-se S.

210-211 e tab. P do apêndice.

coeficiente de correlação empírico de Pearson, definido 
por (2.1), dá origem ao coeficiente de correlação ordinal de Spearman.

£ d. 2 
i i

n (n2 - 1)
valores de uma escala ordinal, em geral a es-



H I JA B C D E F G

47 10 6 1 58 3 9 2

4 2 65 10 8 7 39 1

2-2 1 -1 3 1. -1 -1-1 -1d = X - Y

44 1 9 1 1 = 241 1 1 1

dando o calculo de valor
= 0,854

Para testar a significancia de r , ao nível de 5%, calcule-s
-se

= 4,64- 2 . 8

2

36

Laboratório

(X)

Teoria

(Y)

r s

r s

r s

\IT
0,854

V 0,2712 r s

Para um teste unilateral o quantil de ordem 0,95 da distri­
buição de Student com 8 graus de liberdade é 1,83. Como 4,642>-1,83 ,rej ei- 
ta-se a hipótese nula — inexistência de ligaçao entre as variaveis — con­
cluindo-se que r e significativamente diferente de zero.

d2 Id2

b) Coeficiente de correlação ordinal de Kendall
Nas condições precedentes uma solução alternativa é dada pelo coe 

f iciente "^de Kendall, medindo o grau de concordância entre as duas ordena 
ções. A introdução deste coeficiente exige algumas definições prévias. Se 
ja A um conjunto de n objectos, numerados de 1 a n, e 'Tf e TíS, duas orde 
nações de A. Por outras palavras, Tr^ e 'Tí^ sao duas permutações de = 
= (1, 2, ..., n).

Como se sabe, com n objectos distintos podem formar-se n! permuta 
ções de ordem n. Tome-se uma destas permutações para permutação de referen

r os  -I  6 x 241 9
10 (10 - 1)

t = \|~n



P + I = ~- n (n - 1)

2Pr= i (2.11)- 1

Pondo vem aindaS = P - I

0 5

I D B A FG J H E C

3 101 2 4 5 6 8 97

2 6 4 81 3 9 10 7

tem-se
S = P - I = 31

e finalmente = 0,69

Os coeficientes diferem em valor numérico,para um mes-
37

Lab.
(X)

Teor.
(Y)

I = 45 - 7 = 38

e r s

31
45

G)
Retomemos o exemplo anterior, pondo pela ordem natural, Tf 

a ordenação em trabalhos de laboratorio

cia ou principal, por exemplo, a permutação (ordem natural)TTQ - Em qual 
quer permutação TT dos mesmos objectos, se dois destes se dispõem como em 
"TTq,fazem umá permanência; se se dispõem em ordem contraria, fazem uma in 
versão. Contando as inversões que cada elemento de TTfaz com os elementos 
seguintes e somando os sucessivos resultados parciais, obtem-se o núme­
ro de inversões da permutação. Por exemplo, TT = (3,4,2,5,1) tem, relati 
vamente a =(1,2,3,4,5), 2 + 2 + l + l = 6 inversões e 2 + 1 + 1 
+0=4 permanências.

Designando por P o número de permanências e por I o número de 
inversões, reconhece-se facilmente que „ , T 1 , , K Zn\P + I= -yn(n-l) =(^J .

Então, dadas duas ordenações de um conjunto de n objectos, 
disponham-se estes pela ordem natural relativamente a uma das ordenações.

• Sejam P e I, respectivamente, o número de permanências e inversões na ou 
tra ordenaçao. 0~G de Kendall ê definido por

21

G) G)

I = l + 0 + 2 + 0 + l + 0+ l + l + l = 7



escalas métricas subjacentes. Isto sig-

s

2(2n+5)

testando-se a significancia de La partir da variável reduzida

2.8. Correlação para variáveis discretas

(2.12)- 1

distribuição marginal de Y.

38

Para valores n<10 veja-se M.Kendall ob. cit. na bib. pãgs.52- 

-53, e tab.l do apêndice.

medida de correlação 
com

r s

=Zp.. , 
j

(*) X e Y podem representar características quantitativas ou qualitati­
vas de uma dada população.

e nominais

Seja (X,Y) um 
de probabilidade

2

i=l,... ,n , a

j=l,...,m , a

0 L>

com P^

(P. P. P. .) 
tj 1. J
P. P. .
i- 1

mo problema, sendo diferentes as
nifica que e rg nao sao directamente comparáveis.

Por outras palavras, se entre as variáveis X e Y conhecemos a 
e entre X e Z a medida , nao e possível decidir 

qual das variáveis, Y ou Z, X está mais fortemente correlacionada.No 
entanto ambos os coeficientes utilizam a mesma quantidade de informação 
contida nos dados, concordando os testes de significancia feitos sobre r

A caracterização do grau de dependência entre duas variáveis 
discretas (nominais ou categoriais) pode ser feita por meio da contingên 
cia quadrada media (mean square contingency - K.Pearson).

- . (*) par aleatorio discreto e finito com a matriz
, i=l,...,n , j=l,...,m.

A contingência quadrada media ê definida por
p..2
1J

p. P..1. J
distribuição marginal de X e P.. = £pj i ij,

Para n^=-10,Lz tem uma distribuição aproximadamente normal de 
parâmetros

2__(p =r z_
' 1 J

correlacionada.No


para todo o par

segue-se que

vem

(2.13)

k » t

yl

fi^ •J

n

n

obtendo-se o valor experimental

39

f.. .
J

= E
j=i

f.. 
ij

f..
ij

f.
i.

I?u] 
relativas

pode ser usado como medida., numa escala padronizada, do grau de 
dependência entre as variãveis.

No caso particular importante m = n = 2

£.l

p..J

y2

e P.P..1J ~ J

yl

se X e Y sao in-

X2

fkj

yj

2, i \Ç) /q-1

fi2

fk2 *'

em geral, a matriz de probabilidade 
estimadas pelas frequências

£il

fkl

X.1

fk<b

q-1

X1

fk.

f2j •••• f2^f22

fll

f21
fú.

fU

f12 •••

f.2 ■"

f2.

A partir da condição de independência --  P„ = P_,

(^2 =0(i,j) --  reconhece-se imediatamente que
dependentes.

Como P. . <=? P—
q = min.(m,n).

Na pratica nao se conhece,
, sendo as probabilidades teóricas P„

P.. = f../n , calculadas sobre uma amostra de dimensão n.
Parte-se então de uma tabela de contingência (ou correlação) 

com a matriz de frequências absolutas Qfjj^ :

(F11F22 __
F1-F2;F-1

f.l

2
-«q-1 com

2
- P12P21>

P’2

se e so



1
i Ji Jn

a

q=min. (kA)OZ Í1 ,Tem-se

toma o nome de coeficien
\

C =

%' 2 de

Sexo RaparigasRapazes
Estudo^

sexo.

15090

40

Literários 
Científicos 
Técnicos

90
44
16

40
35
15

*2
= n

50
9
1

6Õ

\/n +Z*2
1 +*f

/f.. f.

provas de orientação 150 alunos de um liceu, 
superiores a prosseguir, ob-

n(q-l)

Exemplo 5. Sujeitaram-se a 
procurando-se determinar o tipo de estudos 
tendo-se a seguinte tabela de contingência

*2

-se o

*2

- fk.— 1Para tabelas de contingência Kx K e max.C = J-~<1. Por exem­
plo, para k=3 e max.C=0,816. A comparaçao de C com max.C da uma ideia do 
maior ou menor grau de associaçao.

A significáncia de Y e de C ê testada a partir do teste 
independencia.

n___ n_Z
f. .1 
n

entre

A quantidade X = ■ * 
\jq - 1

*2
% _

*2-

a2 f.2 
il 

f. f. .
i- -J

X*2 
n (q - 1)

te de correlação entre atributos. Outra medida do grau de associaçao entre
as variáveis X e Y e dada pelo coeficiente de contingência C definido por

^*2

Pretende-se saber se exis 
te alguma relaçao entre o 
tipo de estudos e o 
Para isso, calcule-se o 

9 W*“ À da tabela;

a distribuição observada e 
de independência. x\ distribuição as-

ê a de um com (K-l)(£-1)

f. i.
n

ê uma medida da discrepância
distribuição esperada na hipótese H 

12 2sintotica de = n , na hipótese Hq, 
graus de liberdade.

, 2 A kÇ) x — característica empírica correspondente-r 2 ~x — característica empírica correspondente a — dá- 
nome de contingência quadrada media empírica (ou experimental).

,2 .2

~q-l



1 = 150

+ 90 x 16 + 1 = 23,64

2
de independencía), aproximadamente uma distribuio2

o
valores

r- = 0,40

e

= 0,37

(2.14)

*que toma o nome de correlação ou correlação pontual 2x2.

Considerando as frequências relativas p =5 p

vem

* e, evidentemente, um estimador de =

matriz de probabilidade do par dicotomico (X,Y) .

41

*

23,64 
150+23,64

f. . 
ij
n

f.i.
n

/ 23,64 
yl50(2-l)

T 
ção

*
i.

= n £

sendo I p.. | ,L

f-

i 1.

n

*
P 21
*
p.2

concluindo-se que os

P11 P22

2Í_ + 
x 44

£
p '22

*
P2.

\/Pl.P2.

*

*
P.l

-35.2- +_
90 x 44 60

ij = 1j2, a

*2
X ■

l.f2.

” P12P21

* 
p-j=

152

tem,(na hipótese H
I

com (3-1)(2-1) = 2 graus de liberdade.
2

Como P(X 23,64) 0,001 rejeita-se H

n(q-l)

502
60 x 90

*
p 11

Usa-se para medida de correlação a raiz quadrada da contingên­
cia quadrada media empírica:

*

fL.f .• J
—^.°2 +90 x 90

~ f12f21
^•2

sao significativamente diferentes de zero.
Caso particular importante: k~X = 2

l2
60 x 16

p.lp2



aspecto

“ P

=e

avindo expressão análoga para

Exemplo 6.

tados.

Suc. Ins .

6040 20Suc.

30 12090Ins.

P18070 110

<P~+ 9

vem

PP> = 0,403

42

110
180

Sejam e dois items dicotomicos de um teste.
Sobre uma amostra de 180 indivíduos obtiveram-se os resul-

40
180

60
180

70
180

q
Oi

q 
p<

n(pii+

’ qjs

70 120
180 180V 180

2
’ P11

P’l

n"p

= PJ?>+ 9p>=

P21

Pl.

P11

P12

o numerador de pode tomar o

" (pll

P-1

)(pll

(PU

P11

Como p22

P11P21

P*1P*2

P11P22

= 1 - p

P11P12

Jò entreCalculo da correlação 
os items x e >3 :

 usando as notaçoes simplificadas
p^ - proporção de sucesso conjunto

, Pj3 “ proporções de sucessos em x e J3
- proporções de insucessos emo(ejò

+ P12

P12P21 =

" Pl.

P12) P21

= P11

= P11 + P12>

/pl.p2.

= P11

p-

+ p21)=

12 P21



Exemplo 7.
Valores particulares de (p

= 0

0,50 0,50 1

Suc.

= 1
Ins.

0,50 0,50 1

= 1^= °’5

vem

<?=tem-se= q = %

aspecto (em frequências absolutas)

vindo

a
c

b+d a+b+c+d=na+c

43

0,50
0

b 
d

a+b
c+d

0,50
0,50

0,50
0,50

0,25-0,5x0,5
\[o,5x0,5x0,5x0,5

Suc.
0,25

0,25

ad - bc_______
\|(a+c) (b+d) (a+b) (c+d)

Ins. 
0,25 

0,25

Ins.
0

0,50

£

Suc.

Ins.

Em particular com p^

0,50 - 0,50x0,50 
0,50x0,50

PJ3

%

%

com p^

Suc.

to= p°<

°’25
0,25

2 p •

^Nota: Ê frequente, na literatura, as tabelas 2x2 apresentarem-se com 
o

Px0 P<tPB

= 4 1



y 1 o
Por definição1

0 com

cov (X,Y) = E(XY) - E(X) E(Y) = v x.y.p. . - E(X) E(Y)i ,í i J ij

1.

c.q .d.xy

Analogamente, r

Os coeficientes e

2.9. Analise lógica de atributos em tabelas 2x2

e
Uem

44

, calculados sobre uma mesma tabela 2x2,dife- 
, aumentando a diferença com o afastamento das

rt

*

P-
2

*

P- 1

P / xy

1.
l.P2.

P2.P21

P12

p22

P-l

E(X) = p 
v(X) = p

PH

PU“ pl.P‘l 
-----------  =

e sobre uma tabela experimental, tem-se

P1.P2P'1P*2

= PU-P

Pl.

&Em geral 
rem em valor sendo 
dicotomias de 50% - 50% .

Usualmente, quando se fala de correlação entre pontuações dico- 
tõmicas (ou dicotomisadas) de items de testes, subentende-se o coeficien-

. -r . —te ou o coeficiente tetracorico r^ se for admissível a hipótese de dis 
tribuiçoes gaussianas subjacentes ãs dicotomias.

e rt

, E(Y) = p.T , 
v(Y) = P^P-2

= cov (X,Y)
\|v(X) v(Y)

Sejam cie Q» dois atributos definidos num universo U , finito, 
de dimensão N, e A e B, respectivamente, os conjuntos definidos

Ê de verificação simples que a correlação ÍÇ e um caso particu­
lar da correlaçãojPxy quando X e Y são variãveis aleatórias tomando a- 
penas os valores 0 e 1. De facto, considere-se a tabela de correlação do 
par (X,Y)



frequências absolutasas
butos

f)

oC f(tp)fU0) f(<0

á. fup) fu 5) f (Ôc)

f(6) f(?o) + f Q £)N

de Gôse [à,Designando por fr
isto é,

fr(4, |(V> f(P) + 0 (2.15)

HÀ ê o quociente fr(rt )

45

d (Ò, 
tos

= f(^fi) 
f(c>)

a complementação

(oc I 0>) a .. r (AjfeAA)frequência relativa

(*)Recorde-se que 'toda
fine um conjunto — 
sa propriedade.

(**)Usa-se o símbolo ~para a negaçao de atributos e para 
de conjuntos.

(***)Frequência absoluta dum atributo t* numa população ou universo e o nu 
mero de indivíduos de Hl. que possuem o rtributooí. Por outras palavras, 
f(°O = card. A e o número de elementos (cardinal) do conjunto A defi­
nido por sX . f ( •

(****)Frequencia relativa de íX em 01 ê o quociente fr(rt ) = —--- , quocien­
te entre os cardinais de A e ■

N = f(ol) + f&) = f(Ç>) + f(j3) =

a propriedade ou atributo num dado universo U de 
o conjunto de todos os indivíduos deque tem es

por c< e (*> . Ãs operaçoes lógicas de conjunção, disjunção e nega­

çao sobre atributos correspondem (sao isomorfas),respectivamente, as ope­
raçoes lógicas de intersecção, reunião e complementação sobre conjuntos, 
(estamos uma vez mais em face de diferenças relativas ã linguagem, mas 
traduzindo pontos de vista equivalentes). Os atributos compostos < (3,G, 

induzem uma partiçao sobre U , definida pela classe de conjun- 
(aHb , ÃDB, AflB, ÃHb}

Sejam £('=<•(?)),..., f(ã, (i) as frequências absolutasv ;dos atri 
4> 0» , ..., e considere-se a tabela de contingência 2x2

= f (</ 0 ) + f (^"ft ) + f (d, |3) +



A condição de independência dos atributos <x
por

(2.16)

ou
(2.17)

(2.18)
tira f (*ft) = f (fl) f Ui (?>) (2.19)

cx

quer por

tem-se em geral

ou, equívalentemente
f (<X P) /

resultando as desigualdades de factores fortuitos ou aleatórios.

ao
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(2.17) exprime a condição de independencia em termos de frequências abso- 
condiçao de independencia em ter

 fU).f(p)
N

 f(<x). f(fl) 
N

fr(« Ift) * fr(cí)

fUfi) f(e>)

fW. f(fi)
N

fWN

e pem U, exprime-se

Com D pequeno (em modulo) o 
acaso,dizendo-se que o valor D / 0 e nao

De (2.15) ainda se

•s e a

£/*£) = frU) fr((i)

D = f (<X (Ò) - f (*/3) (2.20)o 
toma o nome de desvio ou discrepância entre o valor observado e o valores
perado.

r ' 
isto ê, a frequência relativa de 
de pela frequência relativa de

Note-se que (2.18) e um caso particular de (2.19).
Na pratica, os resultados experimentais- obtidos nao satisfazem 

exactamente ãs relações indicadas, quer por a população U em causa ser 
um subconjunto (amostra) de uma população teórica de referencia, 
se trabalhar sobre uma amostra S de U.

Assim, mesmo no caso de independencia,

seu valor pode ser atribuído 
significativo (ou nao difere de

Pondo fo(^ ®>) = ! Ldesigne-se este valor por valor de
independencia ou valor esperado de f&$ (na hipótese de independencia).
A diferença

r " r
e o produto da frequência relativa 

' se .

lutas. Dividindo (2.17) por N obtêm-; 
mos de frequências relativas:



e

incompatíveis
r

conclui-se que

= fr((M^ isto é,= 1 ou,

(*) Esta noção e generalizada no ultimo §.
47

Definição 2. de Çà são equivalentes se c< esta completamente as­
sociado a e completamente associado a e es- 

ou < .
implicam que

creve-se 'd (3 
As duas condições, ^ => (?) e 
fr | $) = 1 
Como 

j? e

zero significativamente). Com D grande o desvio e, em princípio, signifi 
cativo, sugerindo a rejeição da hipótese de independencia.

Com D significativo diz-se que os atributos estão associados na 
população U.

Definição 3. cZ e (i são incompatíveis se f(d.fà) = 0.
0 anulamentp de f (otP>) implica imediatamente que f^(o< 1® =0 
Por outro lado, de f (ã |i) = 0

f (*K)
f(»)

A condição oó==>(3
implica que (3 esta completamente associado 

tã completamente associado a .

equivalentemente, (3=2* d 
mostra que a incompatibilidade de e 

a ot ou có es

= fr(pK).
w. e sao, respectivamente, equivalentes a
(3 =4 ainda se tem f ($ | 3) = 1 = f(cZ | .

Definição l.c^,diz-sé cómpletámente associado a (^se (?> implica cz 
e escreve-se (õ Isto significa que todo o in 
divíduo P é um indivíduo .

A condição |3 => c< e equivalente ã condição = f(0)
. . fC* I 0) = 1• Também se diz, neste caso, que conheci­
do ()> a predição de et é feita com probabilidade igual a 1(*) ou sem erro.



Exemplo 8.

a)

CL OU
30 70 100

b)

65 35 100

c)
oé
<Z

40 60 100

d)

30 70 100

£e)

20 80 100

f)
oz
oZ

30 10070
48

40
0

0
20

20
10

0
60

42
28

30
50

0
35

20
50

45
55

40
60

60
40

30
70

50
50

50
50

e (A correlacionados 
(associação imperfeita)

c<
«2

oí

2

£

30
0

£
45
20

18
12

1
30
40

\ e incompatíveis: f(^?>)=0

y. e equivalentes: 

fr(*JPO = i = fr((M*)

e ÍK independentes:

f UIB) = f = f GO r r r

d/completamente associado a fj:
P>==>ct ou f r (ca jf») = 1

^completamente associado a«:

OU f^(^|cA.) = 1



Coeficiente de associaçao de Yule

Retome-se o desvio ou discrepância

D = f(x0) -

Q =

, sendo
sempre

f (Uf>) + f(^) + f (? 0) = N,
f(W.) = f(«á^) + , f CP) = f (<*B) + f(ífl)

(2.21)Q

exercício simples verificar que:

se e s6 se e sao independentes;Q = 0

ou

Q = 1 so sese e ou

Exemplo 9. Calculo de Q para cada uma das alíneas do exemplo 8.

b) Q =

49

f (íft)=0;

N f(dfl) - f(tt) f(P)
f (a B) f (í p>) + f (h Ã) f (í p)

(33)Sobre outros coeficientes de associaçao, V. H.R. Alker, ob. 
bib., pags 62-68.

um par de atributos inde-

ainda se pode escrever

-14-' Q 4-1 • Atendendo a que

f(àÇ>) +

cit. na

É um

= fW f(^) - f(^ft) 
f(^) f(^) + f(^) f(ÕG)

Registe-se finalmente que se (%£>) ê
pendentes, também (ú,^), (q,^), (y,^) sao pares de atributos independen­
tes .

Q = -1 se e so se f(^)=0
G>

f«) f(fi) 
N

entre o valor observado e o valor de independência.
A partir de D construa-se o desvio relativo

__________ ND__________  =
f(°(P)) f(í (5) + f(n(í) f(í(i)

45x35-0x20  n-----------  — 1
45x35+0x20

dando uma melhor ideia do grau de associaçao entre o< e (3 .
~ (33)Q toma o nome de coeficiente de associaçao de Yule

. 30x50-0x20a) Q =-------- = 1
30x50+0x20



18x28-62x1260x60-0x0 = 1

0x50-20x30 20x60-10x30

2.10 índice de predição em tabelas de contingência rxs

i

P(p j) = max P(3j) = J

P(ê) = 1

ot i

1P J

50

max
j

- ■ ?j ■ ■

-pÍj

c) Q =
60x60-0x0

e o va
leatoria de um

e) Q = ---- = -1
0x50+20x30

f) Q = = 0,65
20x60+10x30

çoes.

d) Q = = 0
18x28+62x12

Pi.

P (P>j) = 1 - max p . . 
j J

N indivíduos de uma populaçao U sao classificados segundo 
duas variáveis X e Y (quantitativas ou qualitativas). Sejam =

as classe dos atributos associados às duas classifica-

max P ( p j ) = max P(3.) = max p..
j j J j J

o subconjunto de U definido por ;5?j.
A probabilidade de erro (predição incorrecta) ê

Tabela de contingência (em termos de 
probabilidades) de e CfJ .

sendo Bj

Tome-se como valor predito de Cp, associado ã escolha a- 
indivíduo u£U, o atributo^ tal que p(pj) ® máximo. Ana­

logamente o valor predito de C^, associado a uma escolha ao acaso, 
lor cA.£ que maximiza a probabilidade P(4^). Então, a probabilidade de pre­
dição correcta, relativamente ã classe ê justamente a probabilidade



i

J

P(B.|A.)

PÍB^A.) = P(fc| A.)Probabilidade de erro conhecido

A probabilidade media de erro conhecida e

p(8|cj =
P(B^Ai) P(A.) =i

= 1 ij

A (2.22)

J

(2.23)

i.= í (2.24)Analogamente se define
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P(B?

dado C 
o<.

A<x
- max p 

i

max 
j

1 - max 
j

_Z i

J
1 - max 

j

Definição. 0 valor predito de C 
(ou subconjunto B.) tal

P

Àp =

. a redução media relativa (ou 
conhecido .

+ ? max P(A. B.)
1 j 
P(B.)

e o atributo
J

sabe-se que u <£ A_., sendo A^C. U o subconjunto 
. Pretende-se predizer C , isto é, o subconjunto

PÍA.fíBp =

Predição condicional de

Escolhido u£U 
de U determinado por1* 
Bj tal que u 6 Bj .

proposto por Goodman e Kruskal representa
proporcional) do erro de predição de C <

De acordo com as definições dadas tem-se
1 - max P(B.)-1 + X max P(A. B.) f max P(A.B.)- max P(B.)

j J j 1 J. í J 1J j J

0 índice

I m?x Pij
1 - m^x p..

que
(pjl^p = P (BjjAp e mãximo.

P(£)  P(t l C^) e a redução media do erro de predição de C 
= p(£)-p(€K) P P(£ )

= I P(A.)-I
i i

~ max p 
j

I max p . - max p .
i j J J 

1- max p .
j -J

conhecido À.P i

 conhecido C
JJ t?\

Probabilidade de predição correcta = max 
j

A. = 1 - max i J
a classe

X P(£fApP(Ap = X. [1-max P(B.j A.)] P(A.) =
i 1 1 i j J 1 L

1- max 
i

J



£ max f..
i j 1J = í

respectivamente.

Exemplo 10.

£1 P>3
30 7 10<1

6 2 102ct 2

o
63 1013

45 1 10oL 4

4010 15 15

dá = 0,27

preditiva completa de C4
=> C0

52

frequências absolutas observadas, 
tivas

*

8
30

5+7+6-10
40-10

7+6+6+5-15
40-15

-k

=

A
=

A - max f. .
j__ 2

n - max f. .
j J

de Cç> i 
dia, a

^Dl

92T =°’36

£ max f..
i 1J
n - max f. .i

Sobre uma tabela de contingência experimental, em função das 
f.j = f(*i Pj)’ calculam“SÊ as estima-

A
0 cálculo de A^

significando este valor que
> conhecimento de reduz, em me 
probabilidade de erro de 36%.

de e

Se a informação que se tem acerca de nao reduz a probabilidade de erro, 
isto é, P(£) = P(€ | C*) , então A[à = 0 e diz-se que nao há associaçao pre­
ditiva entre
Por outros lado se

- max f .
i

P(£) = P(€ | C^) , então A^ = 
e C^.

Ap>= 1, isto e, P(£ |Ca)= 0, diz-se que ha associaçao 
para ou que implica e escreve-se C^—

na predição



Exemplo 11.

0 0 0
0 0

0 0,4 0,1

0,2 0,3 0,4 10,1

*3

dizen-

a outra.

max p

2 •J

= 0,31
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0,2
0,3
0,5

univocamente 
há dois

0,2

0 0,3

0

+ t 
j

0,24-0,3+0,4-0,4 = 0,5 
1-0,4 0,6

= 0,83

Em geral, os índices Aj,

max 
i

J

c/5 ou

r= c^,

e Xft .

= 0,2+0,3+0,6+0,1-0,5 = 0,5_
* 1-0,5 0,5’

=1

do-se que C^

7 + 6 + 6 + 5 + 5 + 7 + 6-15-10

2 x 40 - 15 - 10 

e Xp. .

0 valor

Do exemplo 10 vem

%

to de
de 31%.

pij .. - max p .1J j -J

e Ap, tem valores diferentes,sendo por' 
tanto, índices não simétricos. Uma medida simétrica da capacidade predi- 
tiva de C^ para Cp e de Cfi para é dada por

*1
*2
*3

- max p.
i

valor compreendido entre
0 valor calculado A^p= 0,31 permite afirmar que o conhecimen 
ou reduz, em média, a probabilidade de erro da predição de

- max p . - max p.
j i L*

está sempre compreendido entre X^

mostrando estes valores que o conhecimento de Cp determina •
, nao sendo a inversa verdadeira. Por exemplo, conhecido

valores possíveis para : P3 e •
Com A$ = A^ = 1 tem-se C^ e

e Cp são equivalentes: 0^^=^ C^ ou C^s C/j .

0 conhecimento de uma das classes permite predizer, sem erro,



3. INTRODUÇÃO Ã ANÃLISE FACTORIAL

3.1. Introdução

54

A analise factorial ê um método matemático que visa fundamental 
mente substituir, sem perda de informação, n variáveis primitivas por q<n 
outras variáveis, nao observáveis directamente, que tomam o nome de cate­
gorias ou factores, de tal modo que, a partir destes q factores, é possí­
vel avaliar aproximadamente os valores tomados pelas variáveis primitivas 
ou, mais simplesmente, reconstruir as suas intercorrelaçoes. 0 método ba­
seia-se no facto de que certas variaveis (testes) sao a consequência ou o 
resultado de qualidades ou características não mensuráveis (variáveis la 
tentes ou genotípicas).

As relações entre as variáveis observáveis e as variáveis laten 
tes exprimem-se analiticamente por um sistema de equações.

A informação que estava repartida pelas variáveis primitivas é 
condensada nos factores, sendo estes, em geral, independentes na popula­
ção teórica a que respeitam, ou de correlação muito fraca. Os factores re 
presentam, deste modo, classes ou grupos de variáveis.

A existência de um coeficiente de correlação nao nulo entre dois 
testes sugere a existência de uma relaçao provável entre os processos psi 
cologicos implicados nos dois testes.

0 método factorial permite, a partir da análise de uma tabela 
(matriz) de correlações entre testes, substituir estes por um conjunto me 
nos numeroso de variáveis-factores. Os factores assim definidos sao de na 
tureza formal, não tendo necessariamente existência "real’1. Constituem es 
sencialmente um sistema de referencia permitindo a representação simples 
de um grande numero de factos experimentais, sendo neste sentido, concei­
tos operacionais.

No entanto, a tendência natural, é a procura de factores psico­
logicamente significativos.

Ha muitos métodos de análise factorial, matematicamente equiva­
lentes, isto é, igualmente correctos do ponto de vista logico.

A escolha entre os diversos métodos baseia-se em critérios,dos 
quais o principal e o "principio de economia" completado,em geral, por um 
"princípio de verosimilhança psicológica".



(3.1)
ji

(3.2)

sendo para o indivíduo i
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■LX.J

a. J

da como uma
caso frequente em psicologia social

+ b . u J
g ,X. .J1

Procura-se assim descrever um conjunto de variãveis (testes) por 
meio de um numero mínimo de factores comuns. Este mínimo e determinado 
por duas condiçoes independentes e de níveis conceptuais diferentes. Uma 
condição dizendo respeito ãs interpretações, teóricas ou praticas, possí­
veis, dos factores comuns relativamente ã situação em analise — domínio 
psicologico. A outra referindo-se as relações matematicas a que os dados 
estão necessariamente submetidos — domínio lõgico-matemãtico.

Os modelos factoriais sao modelos probabilísticos. Quando se a- 
firma que um teste pertence a um grupo (factor) toma-se uma decisão proba 
bilística, sendo o grau de "pertença" do teste ao grupo expresso por um 
coeficiente dito de saturaçao.

0 método mais antigo de analise factorial deve-se ao psicologo 
inglês Charles Spearman. Na analise factorial clãssica de Spearman os in­
divíduos sao classificados ao longo de uma dimensão psicológica unica,de­
finida por um factor geral f=g. A "posição" de um indivíduo i é determina 
da pelo valor g^ que g toma para i — modelos unidimensionais. Mais preci 
samente, a pontuaçao x^ 
near de g e de um factor único

cjl£l

de um indivíduo i numa prova j e uma função li-
Uj ligado a prova j: ■

= c..f. + c. f +.. .+c, f ji 1 J2 2 jq q

A analise de estrutura latente de Lazarsfeld pode ser considera 
adaptaçao do modelo de Spearman para variãveis qualitativas, 

e sociologia.
A analise multidimensional ou multifactorial de Thurstone resul 

ta dos insucessos verificados na aplicaçao do método de Spearman, tendo- 
-se constatado que certos resultado^ psicométricos não podiam ser explica 
dos por um modelo da forma (3.1).

Nos modelos multidimensionais de Thurstone o número de factores 
(dimensões) nao e limitado a priori, sugerindo (3.1) a seguinte generali­
zação



(3.3)

3.2. A analise de grupos (Cluster analysis)

(34) Ob. cit. na bib., prefacio.
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Um dos métodos de analise dum conjunto de variaveis (testes) e 
a procura de uma partiçao deste conjunto de tal modo que as variaveis de 
cada subconjunto da partição estejam relativamente "próximas" umas das ou

cjSLfíi
q

X.. = í
J1 L=i

(3.3) exprime que o "éxíto" ou rendimento (pontuação) do indivíduo i na 
prova j e uma função linear de q aptidões distintas (factores), f^,...,f , 
(com f..,,..f . as notas de i nos q factores e c.c. coeficientes

S1 . j1 jqtraduzindo a importância da ligaçao entre o teste j e cada um dos facto­
res). Thurstone aceita um numero de factores indefinido, determinadoãpos 
teriori,pelos resultados experimentais.

Supondo os factores independentes, estes podem ser traduzidos 
por um sistema de q eixos ortogonais, sendo cada indivíduo representado 
por um ponto do espaço definido por estes eixos.

(34)Seguindo Torrens-Ibern , no desenvolvimento das técnicas de 
analise factorial distinguem-se sucessivamente tres direcçoes principais:

1. Reprodução das correlações. Partindo do estudo das intercor 
relações de um conjunto de testes procura-se reproduzi-las, supondo-as re 
sultantes de factores em número reduzido (Spearman, Holzinger, Burt,Thurs 
tone, etc.).

2. Explicação da variabilidade. A analise factorial procura so­
luções conduzindo ao numero mínimo de factores susceptíveis de explicar a 
variabilidade própria dos testes ou variáveis medidas. (Pearson,Hotelling, 
Kelley, etc.).

3. Estimaçao de parâmetros. Admitindo ã priori a forma matemá­
tica das ligações entre as variaveis-testes e as variãveis-factores, esti 
mam-se os parâmetros das ligações ou do modelo escolhido, por meio de cri 
terios estatísticos da máxima verosimilhança, menores quadrados,etc.(Law 
ley, Rao, Harman, etc.)



A B ETestes C D F

0,01

-0,04F

Um grupo (cluster) ê definido como um subconjunto de testes "al
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A
B
C
D
E 0,11

0,47

0,72
0,08
0,55
0,11

-0,07 
0,42 
0,08 
0,56

0,06
0,42
-0,02

0,01 
0,64 
0,06 
0,72 
-0,13

-0,02
0,55

-0,19

0,64
-0,07

-0,13 
0,56 
-0,19 
0,47

-0,04

um fac-

tamente” correlacionados entre si e "fracamente" correlacionados com os 
testes que não pertencem ao grupo. Neste caso a constituição dos grupos 
poderã ser feita por simples inspecçao da matriz de correlações. Uma ma­
neira de iniciar a analise é considerar em primeiro lugar a maior corre­
lação (em valor absoluto) da matriz.

tras. Esta "proximidade" e definida a partir de uma estrutura particular 
de correlação que constitui o critério de existência dum tal agrupamento 
de testes em subconjuntos (clusters), cada subconjunto definindo 
tor.

As correlações entre testes dum mesmo subconjunto serão, em me 
dia, mais elevadas que as correlações entre testes de subconjuntos dife­
rentes. A analise de grupos — que se pode considerar como uma aproxima- 
çao ã análise factorial — tem como vantagem principal a comodidade do 
seu emprego e a relativa simplicidade das técnicas que utiliza. Em parti 
cular a "proximidade" entre duas variáveis pode ser definida ã custa de 
modelos muito gerais.

Num grande numero de situações emprega-se a analise de grupos 
pelo facto de que as medidas de que se dispõe não satisfazem aos crite - 
rios mais rigorosos da analise factorial. Por outro lado, o trabalho de 
cálculo, exigido pela análise factorial, para um numero elevado de varia 
veis é considerável, sendo as operaçoes ligadas ã analise de grupos mais 
fáceis de realizar. No entanto os métodos da analise factorial são mais 
precisos que os da análise de grupos.

Considere-se,como exemplo, a seguinte matriz de correlações en 
tre 6 testes, A, B, C, D, E, F.



e

linhas)

B DA E C F

0,060,64 0,01 -0,130,72A

-0,04 0,110,55 0,080,72E

-0,02-0,190,64 -0,070,55C

0,56 0,420,08 -0,070,01B
0,470,56-0,19-0,04-0,13F

0,42 0,47-0,020,06 0,11D

3.3. O modelo teórico geral da analise factorial

2i’ ’
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No caso presente r(A,E) = 0,72. Os teste A e E podem então for­
mar o núcleo do primeiro grupo. Qualquer outro teste fortemente correla­
cionado com A e E pode ser colocado no mesmo grupo. Como r(C,A) = 0,64 e 
r(C,E) = 0,55 junte-se C ao par (A,E). Nenhum dos outros tres testes 
fortemente correlacionado com A, C ou E, portanto nenhum deles pertence a

se os

Sej a 
por exemplo, a 
indistintamente nas variaveis

x.. a medida do comportamento do indivíduo i na situaçao j, 
pontuação obtida por i no teste j (neste sentido falaremos 

x., x^,... ou nos testes j, k,...)
A hipótese fundamental da análise factorial afirma que o "com­

portamento observado" (do indivíduo i na situaçao j) pode ser ‘previs­
to conhecendo-se o valor de m características do indivíduo,nao directamen 
te observáveis, na situaçãoj.Ê-se assim conduzido ao modelo factorial geral 

x.. = «>. (f.., f9-, ... , f .) (3.4)ji ij li 21 mi

este grupo.
Havendo correlações altas entre os testes nao figurando no pri­

meiro grupo, um ou mais grupos adicionais se podem formar.
Como r(B,D) = 0,42, r(B,F) = 0,56, r(D,F) = 0,47 segue-se que 

estes tres testes constituem outro grupo.
No conjunto dos seis testes há portanto dois grupos, cada um de 

finindo ou representando um factor. Reordenando as colunas (e as 
da matriz de correlação poem-se os grupos em evidencia:
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cu

X . , J

portanto, uma função dos m factores considera 
Fm, em IR, (conjun

Fm

A utilização pratica do modelo (3.4) implica a adopçao de hipo 
teses restritivas sobre a forma uas funções e sobre as variaveis x. e 
f^. 0 modelo clássico restrito satisfaz ãs hipóteses:

a) Hipótese de linearidade - fixaçao de uma subclasse da clas­
se das aplicações , mais precisamente fixação da classe das aplicações 
lineares de Fm em :

x. J

variãvel x1 = (x-yx.) CF 
apenas nas variaveis 
nição, reduzidos).

a c) Hipótese de independencia - os factores f^ são independen­
tes (dados dois factores, f^ e f^ por exemplo, a sua correlação e nula).

Estas hipóteses, em primeira analise arbitrarias e limitativas 
são,na realidade, pouco restritivas. De facto, qualquer função matemática 
pode ser, em primeira aproximaçao, expressa por uma função linear.Por ou­
tro lado, parece natural postular a normalidade das distribuições em jo­
go, na medida em que as distribuições normais se prestam de forma privi­
legiada ao tratamento matematico-estatístico (cf."princípio de economia").

Acresce ainda que a métrica das variaveis psicológicas é, em

sendo x.. o valor observado de x. para i e f.f os valores (não di- J li mi
rectamente observáveis) das variaveis latentes ou genotípicas,f,,...f1 m 
para o indivíduo i. As variaveis latentes tomam o nome de variãveis-fac- 
tores ou simplesmente factores.

A variãvel x. ê, J 
dos --  aplicaçao dum "espaço factoríal" a m dimensões,
to dos reais):

m 
= 1 L=1

b) Hipótese de normalidade - as distribuições de x^ e sao 
supostas normais reduzidas (note-se que basta considerar os factores 
gaussianos para que as variaveis x^ o sejam e vice-versa, facto que de­
corre das relações lineares que as ligam; por outro lado basta exigir a 
normalidade, efectuando-se em seguida a /redução, a partir da mudança de 

. Na realidade ha que efectuar esta transformaçao 
podendo os factores ser considerados, por defi-



(3.5)

(ou do teste j)em fac

procure-se a

e W'
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x.J

+ b .u.J J

u. J

q
=X

q
X.J

X.J

3.4. Os modelos de decomposição em factores comuns e factores 
únicos.

u., J

(*) De facto, no
conveniente dos items
fis aproximando distribuições teóricas fixadas previamente.

+ b.J

caso da construção de testes, o psicologo por escolha 
e das notaçoes pode obter histogramas com per

fl,+ bkuk

q
7=ia-

geral, arbitraria permitindo, por construção, escolher a forma mais con-
• ~ (*) venrente para as respectivas distribuições .

Finalmente a hipótese de trabalho da independencia dos factores 
apresenta-se como a mais discutível, justificando-se ainda pela simplici­
dade do tratamento matemático ulterior. Esta hipótese nao é, no entanto , 
fundamental podendo usar-se factores nao independentes, em correlação (em 
bora representando capacidades ou aptidões separãveis), havendo então lu­
gar a realizaçao de uma analise factorial, de tipo 2, sobre os factores em 
correlação.

sendo a.ftjl
tor (a.j.
çao de x^ no factor 
ãveis observadas.

Atendendo as hipóteses do modelo linear restrito,
correlação entre os testes

Nestes modelos postula-se a existência de factores comuns, em 
numero q a determinar, intervindo em parte ou na totalidade das variaveis 
Xj observadas, e factores únicos ligados a uma única variavel, em número 
n, havendo em jogo um conjunto ou bateria de n testes (variaveis).

A equaçao linear do modelo toma então a forma

o coeficiente de saturaçao da variavel
= 0 se f^ nao contribui para x^) e b^. o coeficiente de satura 

factor que nao intervem em nenhuma outra das vari



Por definição
mas

cov(j,k) = E (jk)-E(j )E (k) = E(jk) , pela hipótese dee

+ b. u.

akt

E(f*kt "kt

k

= cov i =t t

E (f= 0 covt
= o

(3.6)
Tem-se, se

va

. ^(x.) dx. = 1 ,e v

em fack associem-se os vectores das saturações
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b. 
J

E(u.

E
t

) + 1
t

X . 
J

+ b. b.
J

co
E (x.) = S

J -co

ECu.Uk)

Atendendo a que os factores são independentes 
reduzidas tem-se

_ C0VG >k)
(T. 

J

=

ECfj

normalidade reduzida. Portanto , 
fjk - E(jk) = E(XjXk) = Ef(£a

Jk

u Yb

t
se

vindo finalmente 
q

= e r
x t

(ff,uk} = u.) = °

v
ft>+

E(W

sao os

jfk

frk+

•V =

E(fA
VA* fA

e com distribuições

E(fzajf

Aos testes j e

a. a,

verifica,

x.(x.) dx. = 0J T 1 1
sendo (x^) a

= Ecr i
t

(T.= (T. = 11 k

a. n. b.J,? k

0 se
v(f£>= 1

+ b,b, u.u, ) = J k j k'

tu.) +

COV (Uj , UjP

CO 9-- . _ . (x.) = s x. ;J J J -co J 1 J J
densidade de probabilidade normal reduzida).

(T k

b .f u.J t j

cov (f^, up

x. e oe factores comuns fn. Analogamente, b.J A J
(Note-se que afirmar a normalidade reduzida das pontuações
a existência de uma populaçao teórica (infinita) sobre a qual

ainda, como facilmente se verifica, a^ = p (Xj , ,
isto e, as saturações a^ sao os coeficientes de correlação entre as 
riãveis x. e os factores comuns f£. Analogamente, b. = Ç (x^, uj)«

e postular

ECu.Uk


o

= II ã* (3.7)

(comprimento ou modulo) do vector

2 (3.8)

, formalmente inter-
■q

tor

4 = implica

rao

fazendo em (3.5)

Então f
vector F

(*)

(**)
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. ,a. ) jq

e k e 
(**) .

->
A

-> a.J
riãveis x.J

x.1

~a. J

a.1

a. J

a.1

Com esta notaçao e imediato que a correlação entre j 
produto interno dos vectores saturaçao, numa base ortonormada

0 = a.
J

cos(ã7,

= 1Hz •

2 
âií>

iÔ

llíll

= (ajp.. ” uki.......w

q= Z
.1=1

Retomemos as correlações

= (1,0,...,0), f2 pelo
= (0,...,0,l), constituin qespaço F^. Tem-se evidente-

anaa
designando||a^ || a norma

e \

a. ±1

as variaveis
Como por hipótese as variãveis-factores sao independentes, se- 

traduzidas no modelo por vectores ortogonais. Note-se que
Q (tal como as variaveis u^) estão incluídas nas variaveis :
pio, fazendo em (3.5) a^=l , a. ç= 0 , L / 1, - 0 vem x^

x. : por exem
1 fl-

Analogamente se podem considerar os vectores c das saturações nos m - 
= q+n factores (comuns e únicos): “íj = (cj^,. .. ,cjm). Considerando o 
espaço factorial completo Fm (espaço dos factores comuns e únicos) tem- 
-se que Fq e um subespaço de Fra sendo~àj a projecçao ortogonal de~?jno 
subespaço F% 
V. apendice III.

pretadas como produtos escalares, num espaço factorial Fq a q dimensões , 
sendo a.n , a. n as coordenadas dos vectores num referencial ortonormado.1£ kJL

A variável x^ - Z aj^£ + bj uj P°de representar-se pelo vec- 
(a^,. . . >ajg) > havendo uma correspondência biunívoca entre as va 
e os vectores ~a..J
Neste modelo vectorial, duas variáveis independentes (não cor­

relacionadas) x. e x,' sao traduzidas por vectores ortogonais. De facto,

(*) tores comuns

a. =1 , a. 0= 0 ji jX
e representado pelo vector F

„ = (0,1,0,...,0),...,f pelo vector F2 q i
do estes vectores uma base ortonormada para o i
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* *

* * A

A*

A A A

A A

ÀA

factores comuns parciaisum factor comum geral

— factores de grupo.
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.. ?jq q

x6

’ f3

X3

e f2

X4

+ aJ2

X5

X2

f3

X1

f2

sendo f^

•' mente, para todo o j
-» £a. = a. FnJ J1 1

factores gerais, intervin- 
intervindo em grupos de 

determinados subconjuntos de variaveis).Por 
em factores

De uma maneira geral (do ponto de vista da simplicidade e eco­
nomia) é desejável que o número de factores comuns seja tão pequeno quan 
to possível. Spearman tinha dado a esta condição a forma mais radical 
quando encarava a possibilidade de exprimir as correlações a partir de 
um unico factor comum ao conjunto das variáveis.

Os factores comuns subdividem-se em 
do em todas as variáveis e factores de grupo, 
variáveis (factores comuns a 
outro lado, os factores únicos decompoem-se ortogonalmente 
específicos, cada um relativo a uma dada variável, e factores de erro , 
associados a cada observação particular da variável e variando de obser­
vação para observação (isto ê, o factor de erro ê característico da obser 
vaçao e nao da variável).

Os factores com maior interesse experimental sao os factores de 
grupo. Consideremos, por exemplo, o seguinte modelo factorial relativo a 
6 testes

->
F2 +



A expressão analítica do modelo e

+ a.= a. 1211

+ a.= a.21 22

+

= a41
+= a 5351
+

= (a.sendo 11’

= (a

e

Decomposição das variancias

3
vem

(3.10)+ b. = h. + b. = 13

(3.11)A +

jl”--3
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x.3

--  soma
de comunalidade

*1 ), 13

h2
1

61* ° ’51’ ° ’

u.3
2 an

2

a. ) e jq

X4

a63X6

X3

+ a

a22’

a23

X1

a42’

%2

X2

a32

X5

+ a43

a23

a31

a12

a61

f2

f2

f2 f3

f3

f3

fl

fl

= (a31

2 
ajl

f2

£1

£1

f3£1

fl

■a32,0) ,

dos quadrados das saturações em factores comuns --  dá-se o nome
de x. . tomando b. o nome de unicidade.3 3 _ -----

Introduzindo os vectores saturaçao~â. - (a

W’ i = (a

De acordo com as hipóteses a variancia teórica de x. e unitaria.
Com x. = 4- a., fft + b. ’ A 3 

qv(x.) =Z1 
1 b=i

2 . + a.jq

a53), V (a,a4 " Ket41’ 
os vectores saturaçao.

A representação algébrica das ligações entre as variaveis x^ 
os factores comuns (gerais e de grupo) , constitui o modelo factorial, 
cuja complexidade é definida pelo número q de factores comuns necessários 
para se ter uma reconstituição suficientemente precisa das variáveis x^, 
em particular das intercorrelações, a partir das equações de ligaçao do 
modelo.

’ 0)’ a2 = ( a2 a21,

2
J

2
1

2
J



(3.12)

De (3.7) tem-se ainda

(3.13)

e fac

cov

8. factor de erro;

(3.14)- 1 = h.v 1

, sendo d.e a espe-

testes aquedizem
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2 
j

2 
j

(dizendo 
de erro

2 
j

2 e.1
2 e.J

2 e.1

2 
j ’

x. J

X.1

(3.10) 
2 e.J

v.1 + e. J

2 ,2a. + d. +J

com v.,J
saturação dee., J

cia

P = °(v

cos (ãí

£.J
q

= I
U

factor específico;
em E j 

q
(x.)= E

Á=i
+ d2

J

Comparando 
cificidade do teste e

A relação (3.10) mostra imediatamente que a comunalidade ht , 
dum teste j representa a proporção da variância total do teste atribuível 
aos factores comuns - proporção da variância "explicada"-

Analogamente o quadrado da saturaçao do teste j em factor f^ , 

representa a proporção da variância do teste "explicada" pelo fac-2

2 a._U
isto e, a comunalidade e o quadrado da norma do vector ãi..

p., = h.h, cos(a. , a. ) Vjk j k j k
o que mostra que a correlação entre dois testes depende das normas dos 
vectores que os representam e do respectivo angulo.

Decompondo os factores únicos em factores
tores de erro, obtem-se

em v. t t. factor de erro; J J
que corresponde a decomposição da variân-

= = II ajl

específicos

(3.14) vem b? = df 
a variancia de erro.

a._ fh+ d.
1 J

d., saturação de x.
; a

(*) Os factores^específicos, validos unicamente para os testes a que dizem 
respeito, não influem nos outros testes; por definição,nao estão em 
correlação com nenhum outro factor (quer comum, quer específico) e 
os seus eixos representativos sao perpendiculares a todos os outros 
eixos factoriais, no espaço factorial completo Fm= Fq+n, a q+n dimen­
sões. Interpretação equivalente consiste em tomar os factores j como 
factores específicos, admitindo que na unicidade b.^ hã uma parte nao 
atribuível aos factores, mas imputável aos erros de medica. Assim, 
a unicidade decompoe-se em duas partes: a especificidade d. 
respeito a variabilidade própria do teste) e a variancia J , 
e.: — b.= d.+ e• J J J J

2



series de medições x*.
J

com

e J
Então,

= E 12 l

= ht + d < 1 (3.15)

fiabilidade = comunalidade + especificidade:
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+ d.
J

2

a.
Jt

x. 
J

a. n

e .
J

r. .
JJ

v.
1

V .
J

+ y?<i j j t
r<^.; 11 —r+ e.e.)J = 

J Jf:+ di

11

q 
= L a 
4=1 ■

Seja r.. 
relaçao entre duas 
teórica,

e. E'.'J J

+ d . v.J J

tor fp

aK

sendo P.J

r n= E (Xj xp =rjj =?(xj ■

f, + d . v.J J

r. .JJ

+ dh

J

a cor
a populaçao

(3.15) mostra que
corresponde à variância da característica mensurável

x? =TL
J ’~1 

11
£. variáveis normais reduzidas e independentes.

variância = comunalidade + unicidade : v(xj) = 1 = h. + b; 

unicidade = especificidade + variância, de erro:

o coeficiente de fiabilidade do teste j, isto e, 
e x’.1 de x. sobre1 J

Note-se que, na pratica, apenas se podem conhecer valores expe 
rimentais para rjj> isto ê, avaliações ou estimativas da fiabilidade, ob­
tidas sobre certas amostras da populaçao teórica e a partir de certas tec 

(*) nicas ou métodos
(*) V. apendice II.

. representa a proporção da variância calculada que 
x.. A proporção com

- . J _ 2plementar e atribuível aos erros de medição, cujo valor e ej -As rela­
ções entre as diferentes partes da variância podem resumir-se nas igual­
dades

x! A
j =A-Ui

2 + e.J
. - ,2 . 2= h . + d.=l-e

J.

!
cov(x., 

) =---- L-
(7 "
X .J

2
J

2
J

2
j

2
j
.2
J

2
J

J ,2b . = d .J
,.2



Exemplo 1.

\ =

,3

-se

F f

a P-

= (0,0,1)

(F,
,3

Como [|
0) =i i ’i

c.q.d.

0

67

com f factor comum aos dois testes, 
Os factores f,

dimensional, F‘

U.J

u. .J i

u. .JJ.

u. J

b.J

+ b.J

Uj, u^) a nuvem de pontos
c.J

u. J

u. . , 
Jl

ck F = (1,0,0)
= (0,1,0)

/j’ Vf’ 
indivíduos de 04,

= a.f.J 1

V'

Sejam j e k dois testes admitindo a seguinte decomposição: 
x. = a. f + b.u.J J J J

'"Uki

= Xji

proj .
. Relativamente ao referencial L (0, F,

i i ji kl
a projecção ortogonal de (P£~ 0) sobre c^.

<T. || = 1 vem
Proj.(P. - 0) = (P. - 0) .c. = (f4

Ck
Uj, Ufc) e uma base ortonormada para o espa­

ço factoríal completo F .
Seja uma população teórica infinita sobre a qual 

Uj e u^ sao normais reduzidas. No espaço dos factores os 
serão representados por pontos cujas projecçoes ortogonais sobre os eixos 
factoriais são as pontuações em factores e cujas projecçoes ortogonais so 
bre os testes (vectores c ) dão as pontuações nos testes. De facto, seja

3 .(P^ - 0) o vectorde F representando o indivíduo i: P^-0 = (f . ,u ,0^.) 

e calcule-se, por exemplo,

~c. = (a. ,b . ,0) J 1’ J

akf+ bkuk
Uj e u^_ factores únicos.

e admitem-se independentes. No espaço tri-
, definido pelo factor comum e pelos factores únicos tem-

u .) .(a.,b ., ki J JJ



3.5. 0 ponto de vista matemático

Como r. parar.

nas

68

variaveis 
(testes)

x n

correlações distin­
tas .

x n

r.
jnx.J

2 n - n
2r.2 .... r.k ...

rnk '*’rn2 ”

rlk

r2k •••

r!2

ou ex

= ^ = (2)

---- jk xkj
todo o j e k há ape-

Exemplo 2. Seja

iRjll
Se || a.

sua fiabilidade ou e pequena ou j tem uma forte especificidade.

X1

X2

Xk

rjl

rnl

X2X1

rln

r2nr21

representando os indivíduos de e uma esfera de centro 0. (Porque?)
Em geral, a representação gráfica dos factores únicos e despro 

vida de interesse, limitando-se a representação ao espaço dos factores co 
muns, consíderando-se apenas a projecçao dos vectores teste neste espaço, 
isto e, os vectores saturaçao em factores comuns.

Note-se que as correlações entre os testes apenas dependem 
dos vectores e dos respectivos ângulos; por outras palavras, as correla­
ções sao determinadas pela configuração e nao pela estrutura (V.§3.5),po 
dendo os eixos factoriais rodar em torno da origem sem alterar as correla 
çoes entre os testes.

Na prática, dado um conjunto de n variaveis (testes), uma análi 
se factorial pretende "explicar" as intercorrelaçoes (entre asnvariáveis) 
a partir de um numero mínimo de variaveis de decomposição ou factores co. 
muns. A estes factores procurar-se-á atribuir, numa segunda fase, signifi 
cado psicológico.

Considere-se a tabela (matriz) das correlações empíricas 
perimentais, obtidas sobre uma amostra de dimensão N

a_. o vector saturação em factores comuns do teste j. Se 
~ 1 o teste j tem fraca unicidade e fiabilidade elevada.

|| « 1 (norma fraca) a unicidade de j ê importante e a



os vecto-

(3.16), j<k

Ti11

(3.17)

a.

Discussão do sistema (3.17)

existe uma solução para(3.17)

j<k , n
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equações em nq incógnitas, ligando as corre- 
saturaçoes desconhecidas .

explicitamente na forma

n relações 3j.àj=h2 (V. §3.6

• equações a nq+n=n(q+l) incógnitas, 
número de incógnitas e o número de

= z

escreve-se
q= £

£=i
q= £' X=i

= 1

a22 + ’*

= rjk ’

V a3

, j,k = 1,2,...,n

a. .a,J k

nao se alterando a 
equações.

j,k = 1, 2,...

+ a. a3q

,= aji

a31 +

a2q

yj*yk

(A) Na pratica, o sistema factorial fundamental a resolver obtem-se juntan 
do ao sistema (3.17) as n relações (V. §3.6 e §3.9) obtendo-
se um novo sistema de, . .®+ n

diferença entre o

+ a12

al£a3^- a

a21

a12

= r12

= y 13

. .,y. ), 1=1,2....,n , uma solu- 
jq

Em primeiro lugar vamos ver que se 
então ha uma infinidade de soluçoes.

De facto, seja = (y_.^,.
çao de (3.17), isto e,

Do ponto de vista matemático o método factorial consiste na 
~ . I n \ ~ . (‘k)resolução do sistema (3.17) de I 2 ) equações a nq incógnitas

kl + aj2 ak2

Seja q o número de factores comuns el^,...,^ 

res saturaçao. Pondo 

-? a., i = r..J « Jk 
obtem-se um sistema de ) 1 

laçoes empíricas conhecidas às 
(3-16) 

-> 
ara2 + alQalf 2Í = aU

a32 +

ajq ^q " rjk



Os valores do

e os

(3.18)+ =

(3.19)

Fixado q considere-se

70

=5

a2’ “

(ou Z
1

y’2 +
ji

n > q.

uma configuração (ã^,

rjk

,2
yjq yii

q

& yh

2. i + • + y2
jq

vector
3

jecções yj

tendo-se invariantes as normas

equações a 
nq incógnitas. Este número de incógnitas pode ser reduzido por escolha 
conveniente do sistema de referencia.

Destes n vectores ha q linearmente independentes e qualquer 
subconjunto de q+1 vectores e linearmente dependente. (Note-se que se a- 
penas p< q dos vectores , j=l,2,...,n , fossem independentes, estes 
vectores podiam ser "mergulhados” num espaço factorial a p<q dimensões,

■>%>,

> yHyM 5

yjl...
sobre os eixos factoriais.

sao as projecçoes ortogonais
Rodando os eixos obtem-se novas pro 

sobre o novo sistema ortogonal de referencia,man- 
produtos internos, isto ê,

As relações (3.19) mostram que (y j » •••» ^jq^ a uma nova 
solução de (3.17), exprimindo (3.18) a invariância das comuna1idades.

Seguindo Thurstone designe-se por configuração o conjunto 
dos vectores a^,...,an , supostos aplicados em 0 — origem do referencial 
de eixos factoriais.

Uma configuração fica univocamente determinada por um con­
junto de valores constantes para medidas das normas e ângulos dos vecto­
res saturação. Uma configuração e, portanto, invariante para as transfor 
mações ortogonais de eixos. Por outras palavras, a configuração nao muda 
se o conjunto de vectores rodar como um sólido invariável.

Então, obtida uma solução do sistema (3.17) a cada rotaçao 
dos eixos corresponde uma nova solução, todas correspondendo a uma mesma 
configuração.

Poe-se agora o problema de determinar o número de soluçoes 
nao redutíveis umas ãs outras por rotaçao dos eixos, ou seja, o número de 
configurações diferentes satisfazendo ao sistema (3.17).

Este sistema, como vimos, e um sistema de (™ )



tome-se para

2

2

apenas tem

2 ’

o numero de equações, se

> ou q>

da uma

>nq >
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q(q-i)
2 n(n-l)

2

 q(q-l)
2

n(n-l)
2

obtendo-se um sistema de

tema indeterminado se 
n(n-l)

2
relaçao obtida acima.

um
condiçoes aos a

+ q (q-D
2

1
1” 

(q-2) +

’ aq-i

^2

e F "3

a escolha do sistema de referencia (fixaçao de

íí

(*) De um modo geral, 
referencial em Fq) implica a imposição de

^2^+ í 2) ecluaÇoes a ncI incógnitas, sendo 0 sis

contrariamente ã hipótese feita).
Designe-se por a 

dentes da configuração (a., 
ortogonal) para o espaço f' 
ta configuração por fixaçao de 
nal de referencia, constituído pelos

Assim, tome-se para F 
um eixo perpendicular a a] e situado 
tome-se para F

componente nao nula segundo F , -> 1
gundo F^ e F2 , a^ apenas tem componentes segundo F
nalmente a’ , tem componentes nao nulas segundo F.

Deste modo anularam-se (q-1)
saturações . 0 número de incógnitas e então

Sendo (”)-

sendo de verificação simples que
Para F^ 

prependicular ao plano (a^ 
do espaço F^ perpendicular

a 1

->
3) e

um eixoq

e F3...

q-i'
+ ... + 1 =

_ qíq-1)
2

ou nq

q(q-i) \ n(n-l)
1 * 2 ' 2

então o sistema e indeterminado

~ (l+2n -x|l+8n)

admitindo uma infinidade de soluçoes,ca 
. ~ , (*)definindo uma configuração diferente

v . a^ = 0) 
tome-se um eixo do subespaço linear (a’, a', al) 

, a'),..., finalmente tome-se para F 
ao hiperplano (aj,..., a ).

Relativamente ao referencial assim definido,
apenas tem componentes nao nulas se-

F2 e Fq,..., e fi- 
• • ,F < 
(q-3) 
nq

a^ q vectores linearmente indepen 
j=l,...n), constituindo uma base(em geral não
Escolha-se agora uma solução particular des 
uma posição particular do sistema ortogo- 

q eixos factoriais.
a linha de acção de a' ,para F 

aj^ e situado no plano (a’^, ^por exempl°j 
a linha de acção do vector

a2 • a 1
11*1112

1 2



e necessário que

1 + 8n )

ín-

Para que haja solução única e

q | (1 + 2n -

Com q < ~ (1 + 2n -^1 + 8n) o sistema e, em geral, incompatível. 
Por exemplo com n=4 e q=l há = 6 equações a 4 incogni- 

em geral incompatíveis, ex - 
consequências das restantes, 

admitindo

tas (as 4 saturações no factor comum único) 
cepto se pelo menos duas das equações sao 
Com q=2ha 6 equações a 8 incógnitas, sistema indeterminado, 
uma infinidade de configurações.

Na pratica e em geral a estrutura das variãveis analisadas 
permite formular a hipótese da existência de q <(< y (l+2n -^1 ”+ 8n) para 
o qual o sistema (3.17) e possível e determinado, isto e, admitindo uma 
configuração única. Nestas condiçoes um certo número de equações são con­
sequências das restantes.

Note-se que o sistema (3.17) e um sistema experimental es­
tando os valores conhecidos r^ sujeitos a erros de amostragem.

Isto implica que so aproximadamente se pode verificar a de- 
pendencia de algumas equações das restantes, estando esta dependencia 
muitas vezes encoberta pelos citados erros de amostragem.

Este facto implica uma indeterminaçao quanto ã escolha do 
número q — numero mínimo de factores suficientes para "explicar" as 
tercorrelações.

Em geral q considera-se suficiente quando a junção de mais 
um factor da uma contribuição desprezável para as intercorrelações.

Isto nao significa que o número de factores independentes , 
subjacentes ãs variáveis em estudo, seja exactamente q, mas apenas que há 
q factores coffl importância na analise, sendo os restantes (que eventual­
mente existam) desprezáveis.

As saturações obtidas a partir do sistema experimental sao 
estimativas das saturações do modelo teorico considerado.

Em resumo, na resolução de (3.17) começa-se por procurar uma 
solução particular da configuração unica, definindo o espaço dos factores 
comuns, a partir de eixos factoriais arbitrários.

Em seguida, por rotação dos eixos procura-se uma nova solu­
ção particular a que correspondam eixos factoriais com significado psicolo 
gico.
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q

\ ■* , 4Àa + p-alkJ
ra

= (2,3). A relaçao vectorial

ou, e

e, portanto,

= 2x240x3 = 4=^0

Lk

vem
clui que

a)

73

4 a.J

->
*k

Exemplo 3.
4*4
%

4
V

a.J

+ ^a,

xã.i

Por outro lado, 
laçao do tipo

são linearmente independentes..
4 a..J

X a.J
À= 0. Analogamente se con-

x^ variáveis nao correlacionadas, 
vectores linearmente indepen-

+A
por

se uma re-

pendentes em probabilidade, se
dum espaço a q dimensões) são ortogonais, isto ê, 

„ 4 4Se a. . a, k
rjk

x^ sao
= 0

$ 0 as variãveis são correlacionadas e

•X = ju = Q

a. e J

4 a. J
No entanto, 

ortogonais e, equivalentemente, x.
Por outro lado, se 

só se anula com X = = 0.
obtem-se X || a^ [p = 0 

como por hipótese
= 0.

0 conjunto formado pelos vectores (configuração) e pelos eixos 
factoriais toma o nome de estrutura (Thurstone) .

(Nota: Nas considerações ate aqui feitas apareceram dois concei 
tos de independencia: a independência linear e a independência estocasti- 
ca (ou probabilística).

No modelo vectorial definido, duas variãveis xj e \ sao
os vectores saturação associados (vectores

4 -*aj . a, = 0.

+r% = 0
2\ +2 V*= 0

3p = 0
4

6 ak

1
Por exemplo, seja ã. = (2,0) , 

implica que (2X,0) + (2p,,3^) = (0,0) 

sistema cuja solução ê ^ = P-= 0

= h.hk cos (1,

4 ~ .
a^ sao lmearmente independentes

4 4e a,, a, nao sao
J k

.. e x, sao variãveis correlacionadas.
4 J 4 ~ Hâj . a^ = 0 a combinação linear A a

De facto, internando Xa. + pa,_ = 0

x. e :
4^ 4
aj’ \ 
dentes e ortogonais.

Xa. + p a^ = implica X = p- = 0
Ê de fãcil verificação que a independência estocãstica implica 

a independencia linear, mas a inversa nao e verdadeira.
De facto, uma relação do tipo Xa. + p.av = valida apenas pa 

não implica que a^-k- 
. 4

J



b)

c)

A representação matricial3.6.

Ji

h

rior a

b) 0 número

(3.20)Retome-se a equaçao
J?=l

74

*
R ,

X .

a. , 
J

tes.)

x.

a., 
J

(*) Designando por H a 
identidade, tem-se

m 
x.. = J 
j1 :

e x^ variáveis correlacionadas, 
a^ vectores linearmente indepen­

dentes, nao ortogonais.

matriz,diagonal das comunalidades e por I a matriz 
= R’+ (11-1).

a) Por considerações teóricas, fixa-se previamente o número q 
de factores comuns, ao qual se iguala a característica da ma 

A . ~triz R Nestas condiçoes, todos os menores de ordem supe- 
q devem ser nulos, obtendo-se assim equações para a 

estimaçao das comunalidades. Com q = 1, temos a abordagem 
clãssica de Spearman.

c .. f A .h

0 ponto de partida de toda a analise factorial e a matriz das ob 
servaçoes £ x.. J a partir da qual se calcula a matriz das correlações 

. J1 * r n . . * . .experimentais R = |_ r. J . Substituindo em R a diagonal principal, 
2 por definição unida e umtaria, pelas comunalidades desconhecidas, h 

a r “i(*) Jobtem-se uma nova matriz R . — matriz transformada de r., —h u jk -*
— que permitira estimar, em primeiro lugar, as comunalidades e em segui­
da as saturações, ou seja, o modelo factorial completo. 0 problema assim 
posto admite duas vias distintas de abordagem:

e x. variáveis correlacionadas,.k
a^ vectores linearmente dependen-

q de factores comuns nao e limitado por considera 
çpes teóricas previas, sendo fixado de modo a minimizar a uni 
cidade e dar uma representação suficientemente precisa das in 
tercorrelações. Ê o caso da análise multifactorial de Thurs- 
tone.



m

e

Ji

e

21 N

1

2

n.

de n tes

21 m

1

2

n

A linha
torial completo F .
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Matriz factorial - matriz dos 
coeficientes de saturaçao rela­
tivos a m factores e n testes.

uma
a coluna i e formada pelas pon-

c nm

F =o 
(n x m)

c nm

Analogamente, 
tes em m factores

Cn2

considere-se o quadro das

ê o vector saturação da variavel i no espaço fac-

X22

C12

x _ .. . n2

C22

X12

X. Indiví- 
duos 

TestesX

x „n2 nl x M nNx M nN

\ facto-
X. res 

testes x.
C21

x -i nl

Cnl

Cnl

a distinção entre factores comuns

X2NX21 X21

C„ 2m

X1N

X2N
X1N

X22

X11 X12 X11

Clm

Clm

dando a decomposição da pontuaçao do teste j para o indivíduo i, em 
factores, nao se explicitando aqui 
factores únicos (ou específicos).

0 valor x^ pode considerar-se o elemento generico de uma 
matriz X em que a linha j e constituída pelos valores observados de 
variavel (teste) j, sobre N indivíduos 
tuaçoes do indivíduo i em n testes.

Matriz das pontuações de N indi­
víduos em n testes.

saturações

C11

CU
C21 C2m

i da matriz F o _,m

Cn2 "

X = 
(n x N)

C22 ‘ •

C12



Considere-se ainda o quadro e a correspondente matriz:

21 N

1

2 P
N)

f
m

ã definição das matrizes X, FAtendendo a (3.20) e
diato que

X Px
(nxN) (mxN)

(por exemplo,

)

Sendo
tem-seas

testesn
em a

- %

da matriz R.

(35) L.L. Thurstone (1935), ob. cit.
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. z. -= h. , isto e, J
coincidem cornos

I

Clm

na bib., pag.70.

(m x

C11

2

ajl

G12

' e P e ime- o

fmN

C13 fml

fml fm2

X11

vlndiví
/\duos 
FacST 
tores\

flN

F, con-

k — pode considerar-se 
(nxn), simétrica, R, com

f22

f31

f12fU f12 f!N

f f ... f ml m2 mN
Matriz das pontuações de N in
divíduos em m factores.

matriz transposta de 
(35)

°1Q. fÇi
numero de factores comuns e designando, como ha 
saturações em factores comuns,

q
= Ç1

f21 f21 f22

fll

f2N
fu

f2N

— correlação teórica entre os testes j e 
como o elemento genérico de uma matriz quadrada 
elementos diagonais unitários.

Pondo (nxq) = [aj^J ’ matr*-z teórica das saturações de 
q factores comuns e sendo F^ =|a„.

L.W sidere-se o produto (igualdade factorial fundamental)
T F F

F o 
(nxm)

f21

Os elementos da diagonal principal de R^ sao da forma 
as comunalidades dos testes. Os restantes elementos de

2
J

m= L4=1
qzm o

bitualmente, por



= F F

comum.
?21

de
menores:

j>3?2j?23

Pj3

Pkj

Os determinantes do tipo a) dao origem ãs igualdades tetrádicas:

(36) L.L. Thurstone (1938), ob. cit. na bib., pag.6.

77

flj

Ckj

Em particular seja
% =

Pkn

?31

e2n

?ln

?13

Pln

resulta que a carac- 
(36)

todos os menores de R^

h.2 
J

h?J

.2
?nl ?n2 ’ ” n

De acordo com o teorema fundamental, 
ordem 2 se anulam. Ha a considerar tres tipos de

a) menores incluindo apenas correlações, por exemplo:

ftl ?32

P21 P23
c) menores principais, incluindo portanto duas comunalidades,:

, k>j

hk2

p,. =0 Vkj

fnl pn2
b) menores incluindo uma comunalidade, por exemplo:

hl2 ?13

?31 Pn2 ?32 Pnl " °; Çlj Pkn ^ln

As diferenças dos primeiros membros sao designadas por tétrades, 
diferenças tetradicas ou de 4. ordem.

h32

Como a matriz F tem . caracteristica q
terística de = F F ainda é q. Ê então válido o

Teorema fundamental: Substituindo numa matriz de correlação a diagonal 
principal (diagonal unida de elementos unitários) 
pelas comunalidades obtem-se uma matriz R^ de ca- 
racterística igual ao numero de factores comuns.

uma matriz respeitante an 
testes com um unico factorP12

h22

hl2

hl2



ca q e,

jk‘

de
q

21
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2
1

* R

Os determinantes do tipo b) permitem exprimir 
em função das correlações:

h

as comunalidades

e
23

h.2?21 P13 . h 2 = P2j ?j3
P23 f23

Os segundos membros destas igualdades tornam o nome de tríades.
No caso geral de q factores comuns a matriz R^ tem característi 
por consequência, todos os menores de ordem q+1 se anulam.
0 anulamento dos menores de ordem q+1, nao incluindo comuna 

lidades, permite estabelecer relações de compatibilidade entre as corre 
laçoes — generalização das igualdades tetrádicas.

Os menores incluindo uma comunalidade permitem exprimir estas 
em função das correlações.

— . &Na pratica, parte-se de uma matriz R, — matriz transformada
* “de R = |2rjkJ— sendo r^ uma estimativa da correlação teórica 

As comunalidades serão estimadas a partir das correlações empíricas r^. Como 
é desejável trabalhar com um numero de factores comuns tao pequeno quanto pos 

T — ... f , *sivel, procede-se a estas estimações de modo a minimizar a caracteristica de R^ .
Se, por considerações teóricas, se admite a hipótese H de que 

o número de factores comuns ê q, impor-se-á que a característica da ma- 
triz R^ seja q, ou, equivalentemente, que todos os menores de R^ 
ordem superior a q se anulem.

Obtêm-se deste modo um certo número de condiçoes ligando as cor 
relações empíricas, as saturações e as comunalidades. As equações resultan 
tes da anulaçao dos menores de ordem q+1, incluindo uma comunalidade,per 
mitem estimar estas. Menores distintos incluindo uma mesma comunalidade 
dao origem a diferentes estimativas.

Provando-se a equivalência estatística destas estimativas, acei 
ta-se a hipótese H, continuando-se a análise. De contrário, dever-se-á 
reformular H, procurando novas soluçoes.

Na hipótese q=l as têtrades empíricas nao sao nulas devido as 
flutuações aleatórias de amostragem, devendo, no entanto, os seus valores 
distribuir-se em torno de zero.

A partir das tríades experimentais estimam-se as comunalidades 
desconhecidas, havendo, como vimos, várias estimativas, teoricamente equi 

2 2valentes, de cada comunalidade. (Por exemplo, h^ = r^3/r e h" =



sao duas estimativas de h ). As diferenças entre as tría-= r r

zero,

cos,
o
o

o

de de Thurstone:

o o
o o

o

+

comuns

o
o

o
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a nq

F o

d n

e n

bn

F o

_ R1 
correlações

Decompondo os factores únicos em factores específicos e factores 
erro obtem-se a matriz

d! •” 

o d2 ...

anl

anl

anq

2 e .J

F2 =

anl

an^

F1

aiq
a2q

au
a21

au
a2q

ail
a21

aiq
a2<l

an
a2i

Fi

s •••
o b2 ...

dl ...
o d2 ...

d on

2 
'■^^/r OCIVJ uuct» ea LiuiaL±vas ue 

45
des relativas a uma mesma comunalidade devem ser nao significativas do 
ponto de vista estatístico, para que a hipótese q=l seja admissível. 

* - ~Com qxL os menores de ordem q+1 de nao devem ser signi 
ficativamente diferentes de zero, estimando-se ainda as comunal idades a 
partir do anulamento dos menores de ordem q+1, incluindo uma comunalida 
de.

61
° e2

Inversamente, quando se verifica experimentalmente que todos os 
* — ~ .menores de ordem q+1 de nao sao significativamente diferentes de 

e admissível a hipótese de que os factores comuns são em numero q.
Distinguindo na matriz F~ os factores comuns e os factores uni 

tem-se:

Flr1 é uma matriz cujos elementos nao diagonais sao as
. Os elementos diagonais sao

y- 2 + d^. + e^. = h^. + d^. + e^. = v(x.) = 1
J J J J J J

isto e, R = R. Assim, numa analise pretendendo atingir o estudo das pro
. 1 -r , * _

pnas pontuações, usa-se a matriz empírica R , de diagonal unitaria.
Considerando apenas os factores comuns e os factores específicos

tem-se a matriz

= F



F
,T

a

3.7. A hipótese de um unico factor comum (Spearman)

n

n+1. As correlações

F =

igualdade teórica factorial fundamental (Thurstone):
80

muns e os factores específicos, transforma-se a matriz 
diagonal principal pelas fiabilidades.

— factor específico (unico)re 
lativo ao teste j.

a n

u.1

f — factor comum (factor geral, 
g, de Spearman)

a matriz das saturações em factor co­

mum, obtêm-se a

ou superior a dois. Por outro lado, sendo

0 modelo factorial mais simples que se pode considerar admite 
que as pontuações obtidas numa bateria de n testes podem ser explicadas 
por um unico factor comum e por n factores específicos (ou únicos) — 
— teoria dos dois factores,

0 numero total de factores em jogo e então 
entre os testes sao explicadas' pelo factor comum geral.

As equações fundamentais do modelo sao:

X2

Reconhecendo-se facilmente que no produto ’
a) os elementos nao diagonais coincidem com
b) o

X1

al
a2

= a2f + b2u2

= a]_f + b1U1

x. = a.f + b.u.1 1 1 1

Colocando-nos no espaço dos factores comuns — espaço factorial 
F^ a uma dimensão — a matriz R^ (matriz R das correlações teóricas com 
as comunalidades na diagonal) tem característica unitária, anulando-se to 
dos os menores de ordem igual

T 2F2
os da matriz FF ;

elemento generico da diagonal principal ê
<3 2 2 2 2r . . = T a..+ d.=h.+d.11 11 J 1 1

Assim, quando numa análise se pretende atingir os factores co- 
&R substituindo a

x = a f + b u n n n n



a.

T

(3.21)

(3.21)Somando em

(3.22)

De (3.21) e

(3.23)

81

a. n J

ã. = 
J

A

?nl ^n2

%a3

nr 
t=i

at

a
t

2 a 
n

2 - a*r

?2n

‘ j

= I E a\U=i t|
(3.22) deduz-se que 

a . E a
J t t

4W

?ln

?n3 ’

a.
J

ak

?23 '

fjE = 
C kn

In_ = Ij2 = 
?kl 2k2

se que apresenta a ordem híerár

total coluna j
V total geral

a9ar.n

TRh = FF -
a, a1 n

a a n 1 ana2 a a„n 3

a2al

ala2
2 

a2 a2a3

ala3

a.J

al

a2

V

obtem-se a soma dos elementos de 
.2

verificando-se imediatamente que quaisquer duas linhas (ou colunas) de 
sao proporcionais. Em particular, para as correlações das linhas j e k 
tem-se:

â2l

Uma matriz nestas condiçoes diz-.
quica de Spearman. Neste sentido, uma matriz hierárquica e uma matriz de 
característica igual a um.

No espaço dos testes pode ser introduzida uma relaçao de ordem 
pondo j > k se e so se a.^a^_ .

Analisemos mais em pormenor a relaçao = F F^ .Em primeiro 
lugar, e imediato que as comunalidades são os quadrados das saturações no 
factor comum f.

A soma dos elementos da coluna j de é :
n . n n
E P . = E a a. = a. Et=l ' tj t=l t j j t=l

^2

h22

.. h 2 
n

hl2



Dever-se-a ter, por exemplo,as

(3.24)

, cuja média se pode= h
tomar para estimativa final de

(3.25)em geral,e,

(3.26), j =£ k 1

Seja = r
T’da primeira coluna de anl1

= 2soma dos quadrados das parcelas de T T ae1

soma das

82

z 
j<k

E 
j<k

2 = r

2
1

+ r13r14 + ”
+ r34 + •••

r!j rZk
rjk

n(n-l)

- 2 
al

2 n ~n =

Uma estimativa equivalente, proposta por Spearman, obtem-se pe­
lo quociente

= T j

- 2

21+

r. . 
ij

R*

21 +
* 

Rh

rnl

r. .

2 
al

rnl

+ r

42

h2

=v

rjlT1

rn2

r2n

= E. t.i J
* correlações da matriz R^

r31

rlk

mente a ordem hierárquica, pondo-se o 
discrepância relativamente ã hipótese de Spearman é nao significativo.

* Seja R^ =

r21

obtendo-se assim diversas estimativas de 
2 

al :

z
j <k

j ,k ¥= 1

a soma das correlações
2 + r

rjkrjk

rln

£= —
E

h 2 
n

1E15
+ r25

rlk

r12r15
r25

r12r13
r23

r12r13 ~
r23

r13r14
r34

r!2r14
r24

hjhk
rjk

+ r12r14
r24

= r3
2

r 31

_ â 2 _ _2£ (n-l)(n-2)
j >k =kl

2
r jl

2
(n-l)(n-2)

Na pratica, uma matriz experimental R” nunca apresenta exacta 
problema de decidir se o desvio ou

r12
h22

e aceite-se a hipótese de um factor comum, 
igualdades aproximadas entre as tríades.



Como

23 += T +

(3.26) pode escrever-se na forma

“ t’

1jl

Um calculo anãlogo da as estimativas h

(3.27)

2

Exemplo 4.
Considere-se a tabela das intercorrelações de 5 testes

1 2 3 4 5
1 0,74
2

cuja matriz R3
e4

5

0,74R =

0,41
83

0,74 
0,67 
0,61 
0,55

0,61
0,56
0,50

0,67
0,61

0,61
0,56
0,50

0,50
0,45

0,55
0,50
0,45
0,41

0,61
0,56
0,50

0,55 
0,50 
0,45 
0,41

0,67 „
0,61

- 2E 
j

2

£ £ 
i j

, Ã=2,...,n:

+ r12r15 + -*0

2 
rjl

4'

r. .
ij rjl + r34

hl

T - 2TX r24 + r25

2T - T’1 1 + r r . 12r14

ff -á - f
r. . - 2Z r. ij J 7

= 2(r12r13

2 r
T - 2T^

Estimadas as comunalidades obtem-se em seguida as saturações
dividindo o total de cada coluna de R, , depois de inseridos na diagonal *2 . hos valores h« ,pela raiz quadrada do total geral ou, mais simplesmente , A . '*‘2
extraindo a raiz a cada .

2 ,T - T1_ J.
T - 2T.



tes.
~ 1,36)(Por exemplo, para as linhas 2 e 5 tem-se

Igualando a zero os menores do tipo b)

0,74 0,67
e

0,61 0,450,67 0,55

= 0,82

obtem-se a partir de

22 22 2
0,81

1

84

Quaisquer duas linhas (ou colunas) de R sao aproximadamen- 
te proporcionais, o que prova a existência de um factor comum aos 5 tes-

 0,67 x 0,74 
0,61

3.8 A hipótese de 
(Holzinger)

= (0,74+0,67+0,61+0,55) -(0,74 +0,67 +0,61 +0,55 )_^ 
2(0,61+0,56+0,50+0,50+0,45+0,41)

”2 0,55 x 0,67
0,45

em cada um destes grupos,um 
um papel preponderante. Introdu

- . 2obtem-se duas estimativas de h^ :

um factor geral e de factores de grupo

••>h5 .2De modo analogo se obtinham estimativas de

2Uma estimativa final de h^

= 0,81 e h^

T - 2T

hlhl

h’2 hl

A hipótese dum unico factor comum ê, em muitos casos, subs­
tituída pela necessidade de se admitir a existência de factores comuns a 
certos subconjuntos de testes, isto e, factores de grupo. Esta extensão 
natural da teoria dos dois factores de Spearman conduz ao chamado método 
bi-factorial.

Na realidade constata-se, frequentemente, que numa bateria 
de testes existem grupos de testes com afinidades muito fortes, isto e, 
altamente correlacionados. Admite-se então, 
factor( nem geral, nem especifico) tendo 
zem-se assim os factores de grupo.

A hipótese agora em jogo pressupõe então que cada variavel 
(teste )depende dum factor comum geral e de factores de grupo (alem dos

0,74 ~ 0,61 ~ 0,56 
0,55 ~ 0,45 0,41



1

+ b+= a

+ a22f2 + + b_u= a. 2 2
+ b+ a+= a.

+ b, u+ a= a 4 4
+

a que corresponde a matriz F das saturações em factores comuns:

0F = 1 grupo 1
0 2

30

40 grupo 2

.0 5

,T0 calculo de da= F F

X0 h.a'51
0 0 0 0 h

0 0 0 h

0 *
0
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factores únicos ou específicos), aceitando-se ainda a independencia mutua 
de todos os factores.

2
2

= â51fl +

2
1

2
3Í31

?25^23

fl4

Considere-se o seguinte modelo relativo a 5 testes com um fac- 
tor comum geral, f1, e dois factores de grupo f

^52

^35

P51

^42

^53

^45P41

^34

^24

P ' 32

f15^12 fl3

31fl

41fl

llf 1

21f 1

'43f3

33f3

a31

a22

a51

^54

*3 3U3

1U1

P21

X4

all

a43

a33

a41

a53

a41

a31

a53

a22

a43

a33

a41 a43

X1

a51

a31

a33

a21

X5

a21

a21

a22

ai2

a53

a12 all

a12

all

X2

a12f2

a53f3

2,f3:

+ b5U5

h42



+ + a

+ a 12

+
++ a33

a

pode-se fraccionar emA matriz

i i i i i i i ! I II I I

II11III lIIII

I 
22 !

i i i i i
i t 
i ii i i ii ) i ii i

te,
86

a31

a 11

251

2 
ail

2 
a33

all

+ 51

a31

2 
ai2

%3

Rh

a21 a41 a51

a51

a31

a21

a!2 
2 
a22

%1

a43

a21

a41

a21

a53

a21

%3
9

+ a53

a22

%1

a31
a41

all

ail

aii

a33

a21

a51

a33 
2 
%2

ail

a31

a51

a53

%3 a51
a51
2
a51

a53
a53

a33

a4l

a51

a21

a •>41
2%1 +

a31

au

*11 a21
2

a21 +

a31

*31

Na pratica, e admitida a hipótese da existência de factores co 
rauns parciais, hã que constituir os grupos de variáveis de tal mooo que 
as correlações intra grupos sejam mais fortes que as correlações inter 
grupos. No interior dos grupos, os factores de grupo adicionam a sua con 
tribuição a do factor geral (V. submatrizes diagonais de R^). Feito o a- 
grupamento dos testes, passa-se a estimaçao dos parâmetros do modelo.

Para o agrupamento das variáveis, Holzinger propoe o uso de um 
coeficiente de pertença, B, permitindo estimar em que medida um grupo de 
variáveis se. distingue do conjunto das outras. B e definido pelo quocien 

em percentagem, da media das intercorrelaçocs das variáveis do grupo

2x2=4 submatrizes, apare­
cendo as saturações em factores de grupo, apenas nas submatrizes diago­
nais .



dado pela
expressão

2
B (1,.. .,y) = 100 . = 200

jl rj£

Estimaçao das saturações

a) Em factor geral

87

n-y 
9-1

■o
E rjk

n
9 (~9-l)

2
então,

rjk

Determinados os grupos, reordenem-se as variáveis de modo que
na matriz empírica R = r. I (matriz das correlações experimentais) asma — J k J
trizes fraccionadas diagonais sejam as submatrizes das correlações intra 
grupos. Quando os grupos são em numero de tres ou mais, estima-se facil­
mente a saturaçao dum teste em factor geral, a partir duma tríade de cor 
relações nao pertencentes as submatrizes da diagonal principal, isto e,

. (*)correlações entre variaveis de grupos diferentes

yE 
j=l ' k>j £ £ 
j=l £=y+l 

(3.28)
A repartição das variaveis em grupos inicia-se pelas- duas vari 

áveis de mais forte correlação, dando lugar a um coeficiente de pertença 
alto. Junta-se, em seguida, uma nova variável (teste) calculando-se o no 
vo B . Ã medida que se vao juntando coeficientes de correlação ao numera 
dor de (3.28), os valores obtidos oscilarão em torno do primeiro valor 
calculado atê que a junção de uma variavel provoque uma queda brusca no 
valor de B. Isto significa que a variável em questão nao pertence ao gru 
po considerado. 0 processo continua, nao se integrando no grupo nenhum tes 
te provocando uma quedano valor de B. Recomeça-se a analise para um segun 
do grupo a partir do mais forte coeficiente de correlação restante.

(*) A necessidade de utilizar variáveis pertencentes a tres grupos distin 
tos torna este método nao aplicável aos modelos com dois factores de 
grupo. Pode-se usar neste caso um método derivado do método baricen- 
trico.

pela media das correlações destas com as restantes variáveis.
Seja y o numero de variáveis do grupo e n o numero total de 

variáveis. 0 numero de intercorrelaçoes do grupo e e o numero de
correlações com as restantes variáveis é (n-V) . B é,

E E 
j=l k>j 
y (v-ij 
y n E r r j=i JM+1 •

y (n- y)



pertencem a grupos

e (3.29)

r
l i j i k (3.30)

1 * j + k (3.31)

(37) V. cit. na bib .pags.ob.
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Thompson (1950) estabeleceram algoritmos 
com controle de cálculos

pa 
(37)

T = FF

aji’

uma exposição simplificada em Reuchlin, 1964, 
204-208.

e k a grupos diferentes.
possíveis para a avaliaçao de

Holzinger e Harman (1941) e 
ra o calculo das saturações em factor geral,

2
a^l = ^Ík

2 ar-

2 
aU’

2 
a*l

Da equaçao 
distintos,

rjk

tira-se, se j

2 an rjk ^lâkl

pertencendo os restes 2. , j 
Sendo V o numero de triades 

tem-se a estimação pela media

rjk= w
multiplicando ambos os membros desta igualdade pelo quadrado da satura - 
çao de em f^ vem

e k

= rn rn 
rjk

Para que este calculo seja possível e necessário e suficiente 
que os tres coeficientes de correlação digam respeito a variáveis nao ten 
do um mesmo factor de grupo. Sobre dados empíricos, tríades diferentes dão 
estimativas diferentes da mesma saturaçao. Tal como no caso de Spearman,ob 
tem-se uma estimaçao final sobre varias tríades, seja calculando a sua me 
dia aritmética, seja pelo quociente das somas relativas ãs expressões do 
numerador e do denominador de (3.29)

Assim, e em geral,
K r- 

= 
Z 
j,k



b) Em factores de grupo

tríades asso-
tem-se as estimações

(3.32)

m> 1 , j í k (3.33)

sendoV .o numero de tríades possíveis para a' j, k perten-. Os testes
cem agora a um mesmo grupo.

3.9. Uma solução factorial geral (Hotelling)

T

89

isto e , 
j—1, 2,...,n.

L= IA
L
j,k

->a.JJ

Retome-se o sistema factorial fundamental FF 
o sistema (3.17) completado pelas n equações

2
i m

afm
rjk

a matriz

rli ru 
rjk

a2£ m

* A duos R^ - R^ 
que se partiu e compatível com as correlações observadas, 
devem ser significativamente diferentes de 
gonais (matrizes das correlações residuais entre variáveis de grupos dife­
rentes para as quais apenas contribui o factor geral).

Pelo contrario, os elementos das submatrizes diagonais (para as 
quais contribuem os factores de grupo) devem ser significativamente dife­
rentes de zero. Então, sendo o modelo factorial de que se partiu compatí­
vel cem as observações, as submatrizes residuais diagonais devem ter carac 
terística um, caindo-se no caso de Spearman. Havendo varias 
ciadas a uma saturaçao a

*
h2=Eh ’

= h. , J

Calculadas as saturações em factor geral, seja F_ a matriz co- 
luna formada por estes valores e calcule-se a matriz quadrada F Fj = R?, 
matriz cujos elementos representam a contribuição do factor geral para R .   hA extracçao do factor geral dá então lugar ã matriz dos resí-

, reconhecendo-se facilmente que, se o modelo factorial de 
os resíduos nao

zero, nas submatrizes não dia-



+

 (3.34)

jk

as

(3.35)j<k ,= 0

(3.36)F =

uma matriz diagonal q x qsendo q

0

à direita por F e atendendo a (3.36)Multiplicando

vem
(3.37)

Pondo F
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(3.34) e um sistema de 
incógnitas (n.q incógnitas

= I

*
= Rh

= í 
U

n
1 t=l

= 1 >?=L

q

n(n-l) 
2

n(n+l)

2  
alf

aUa2 2=

rotaçao no espaço F 
condiçoes

traduzindo a ortogonalidade das colunas da matriz F. Na forma matricial 
(3.35) e equivalente a

a menos de uma 
q(q-l) 

2

2 
aiq

2
all

TF F .F

PT

*kq = r:

T F F

*= F = F

ara2

Exp 1Í.C i t aimen t e:
-> 4 
arai

a. .a,1 k

atj atk j, k = 1, 2, ...,q

22q

= hl

a12a22alla21 + = r12

°\

c2 ...

+ n = —equações a nq + n = n(q+l) 
a^y e n incógnitas hj).

Sendo o sistema determinado ê-o, como se viu,
dos factores comuns. Imponham-se aos

a. „ a, „= a. 1 a.  + a.  a.  + ... + a.k^ jl kl j2 k2 jq

+ 3iq

= \ 0 ... . 0
0 \ ... 0



com

(3.37) toma o aspecto

A í>Rh 4^....

ou

desdobrando-se esta igualdade matricial nos q sistemas

Z = 1, 2, . (3.38).., q

de

ou

= 0+ r ln

= 0

= 0nl
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*

cq

(3.38) mostra que A^,..., 

...., c^ os L__r---------- - r_.4
do polinomio característico | R^ — J(l| =

y-

4cr

]-p.

.. h2
n

r12 
>2

r13

r23 •’*

y

rn3 ’■

factor f^(X.= 1, ..., q'

- ^)a.

a21

+ r

anl

anX

anla21

-v
~ - * •>p..., sao q valores proprios da matriz R^ (e c^, 

respectivos vectores proprios). Os A^ são portanto as raízes
= 0.

anl

- À ) a
1 :

rnl rn2

alÂ
a2j

anl

rnl

all

ail

+ r _ n3

rln

a21

+ r „ n2

r21

.... + (h2

n equações a n

11

+ <h2

a21

r2n

ail

a21

all

r21

+ r23

(hl

a31 + + r2n

+ r12

Supostas as comunalidades conhecidas cada sistema (3.38) e um sistema 
incógnitas. Para % = 1 vem explicitamente

a31 +

h= h

r * -» *|_Rh cT .... Rh

^vector das saturações das n variaveis em

cq] = [?r...

13 a31



q maiores

que se

3.10. Analise baricentrica em factores comuns (Thurstone)

92

tatística, 
culada.

0 método baricentrico (ou centroide) de Thurstone e o método 
de Hotelling sao técnicas especialmente construídas para extrair sucessi 
vamente os factores, por ordem de importância, terminando a análise,quan 
qo apenas restarem factores negligenciáveis.

Qualquer dos métodos se propoe a efectivaçao da condensação e_s 
sob a forma de factores comuns, duma tabela de correlações cal

Tendo as comunalidades sido correctamente fixadas há q raízes 
Ànao negativas. Caso contrario, dever-se-á proceder a uma re-estimaçao 
das comunalidades, ou reduzir o numero q de factores comuns.

No método de Hotelling, a importância de um factor e medida pe 
la soma dos quadrados das saturações relativas a este factor.

Por outras palavras, um factor e tanto mais importante quanto 
maior for a proporção da variância por ele "explicada" (isto é, a propor­
ção da variância imputável ao factor).

No método baricentrico de Thurstone, a importância de um factor 
é medida pela soma das saturações relativas ao factor. Procura-se, então, 
maximizar, para cada factor, a soma dos coeficientes de saturaçao, obten­
do-se, assim, de forma relativamente simples, uma solução factorial arbi­
trária, que se pode tornar psicologicamente significativa por rotaçao.

0 método de Hotelling exige, em geral, o recurso a computador. 
Por este facto, e sendo método baricentrico susceptível de tratamento ma­
nual, passaremos a expor resumidamente este método.

Na prática, o ponto de partida e o conhecimento da matriz R = 
das correlações experimentais, iniciando-se a analise por uma esti

2 
a M

Em geral, das n raízes desta equaçao escolhem-se as 

tomam para valores de À,,...Xq. 
T 2Como F F = _/\_ tem-se a n= X n , ^=1,..., q, o que 

t-X. tJ( \
mostra que esta solução factorial maximiza a soma dos quadrados das satu 

~ . 2rações relativas a cada factor (at0 — quadrado da saturaçao de x. em 
fÁ).



um erro sobre a comunali

tome-se

J

De

= h .h.j k

ou seja, o

= 0 ~ 1e

ra se
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c.q.d.

ponto de partida pa

hA3 ■* X
cos (aj , a^) =

h2. =
J

h.
J

cos 9..Jk

9., ~ 0 e cos
jk jk

Nestas condiçoes, vem imediatamente

as comunali

rjk

rjk

r.. = h . cos 9., 
jk j jk

Seja k o teste mais fortemente correlacionado com j,

teste para o qual

*k
Fazendo a hipótese provisória da igualdade de todas 

dades, vem . 2~ - h .J

~ . 2maçao das comunalidades, h que se introduzem na diagonal principal de 
de R , obtendo-se a matriz experimental R Uma estimaçao eficiente das 
comunalidades e dispensável, se o numero de variáveis (testes) e grande 
(20 ou mais).

De facto, como veremos,, a comunalidade de uma variável apenas 
intervém, em cálculos ulteriores, como uma parcela na soma das correla­
ções desta variável com cada uma das outras.

Sendo as variáveis em número elevado, 
dade tem, pois, um pequeno efeito sobre a soma total.

Pelo contrario, sendo o numero n de variáveis pequeno (princi­
palmente quando n <10),torna-se imperioso encontrar estimativas eficien­
tes das comunalidades (isto e, estimativas centradas ou assinteticamente 
centradas e de variância mínima).

Em primeira aproximação, e como estimativa grosseira, 
para h. o valor

Este processo apenas serve, em geral, como 
obter iterativamente novas aproximações.

Antes de voltar ao problema da estimação das comunalidades,pas 
semos a descrição do método baricentrico.

Ê necessário para tal introduzir previamente algumas definições.
Baricentro ou centro de gravidade dum conjunto de pontos, num

= max r..7 Jk k J
facto, fixado j, para um teste k é



ok

e

G tal que

G - 0 =

. As coordenadas de G são, obviamente,com

= kp evemcom

1/2
+ (E

ox

e, portanto,G
= k||G - 0|| ,
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m.i

Z.i

m.
i

m.i

m..
i

seu vec

m.i

m,1

m.1

z.)2]

E
i
Ei

1’ 2- 
i=l,

y”

m. , i
Z

k||

L ■ í
Zí

(p£ - o)

m.i

m.i

Ií xyG

Dado um referencial cartesiano
> (O,X,Y,Z) cada ponto P
determinado em E pelo 
tor posição (P£- 0) de compo­
nentes (x£,y£,z£).
0 baricentro do conjunto 
{p/mp,...

yi

Como facilmente se reconhece

G - 0 || = [jE

yi

(P£ - 0)

E i
k

Ey’. = Ez! = 07 i i

ml

ou ponderadas) das coorde-
3 to-

ponto generico P£ caracterizado pe

m.i
XG

>pi(m.)

= ••• = ^ = P

k

ZG

XG

, P^(m^)j e o ponto

x.
i

+ (Eyp2

yG =
(medias aritméticas simples)

Em.L 1

1

z.

m = Ei

x?2

Em particular,

E_xik

E x’.i = k x*

dado referencial, e o ponto cujas coordenadas, relativas a cada um dos 
eixos do referencial, são as medias (simples 
nadas correspondentes de cada ponto do conjunto. Por exemplo, em 
memos k pontos p3, PQ, ...,P^, sendo 
lo "peso"

ZG =

,-E-Em
i

Rodando o referencial 22 em torno de 0 de modo a fazer coinci­
dir o eixo OX com a linha de acção do vector (G-0) obtem-se um novo re 
ferencial E'(0, X’, Y’, Z1) no qual o ponto G tem por coordenadas 
(x’r , 0, 0)



Z’em

e

das saturações em facto

F =

cujas linhas sao

,Tsendo F F
cas com

e
= 0

q
1

- 0) =

q
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a n a nq

a matriz das correlações empíri

e anule S_ -... ,S
2 i

de 0 de modo a

(Sjji = soma

an2

sendo (x!,y!i ?J,zp as coordenadas de P

Z’ , £x| é mãximo anulando-se Zy!

(ortogonal) e

anl

Então, em

âlqall

a22 a2q

a12al

a2 a21

<P1

Retome-se a matriz factorial F (matriz 
res comuns)

.., F ) um referencial cartesiano q _
os pontos cujos vectores posição sao

al, .

S- = .....= S2 q
dos elementos da coluna JL da matriz F)

P . P 1’ 2’

A solução particular procurada que maximize
corresponde a rodar o referencial (0, F^,...F^) em torno
que o eixo OF^ coincida com a linha de acção do vector (G-0), sendo G oba 
ricentro dos pontos P^> ...P^. Obtém-se assim um novo referencial
(0, F', ... , F’) que toma o nome de referencial fraricentrico, do qual se1 . ~ q
fixou a posição do primeiro eixo factorial 0F^.

. , (P - 0) = a n n

Seja (0, F^, .
.. .P n

os vectores saturaçao (em factores comuns).
0 nosso fim e a resolução do sistema factorial fundamental

T *
FF =Rh 

I

a matriz das incógnitas e
as comunalidades na diagonal principal.
Procure-se uma solução particular para a qual

= a^ + a^^ + .... + a^ seja mãximo



T T T. ,T= F(BB ) F= (FB) B F

.a =(an + . . ,+a ) .1 1 n'

= (S’,O,...,O).(a’1,..

Para a segunda coluna tem-se

de um modo geral, para a coluna genérica número j ee,

jl

A soma de todos os elementos da matriz vale então

Como-

conclui-se que

96

->T a n

■it

= Rh

a n .a2....a n

,a22’* '

al aI-

*i

f’f,t=

= (S^ ,0,... ,0) . (a^

.. h2
nr _ . .nz

no primeiro factor baricêntrico

•’aíq ) = a

hl

) = a!

,T_- da

”a2q

+ a ’ S ’ nl 1

c.q.d.)

si+

ajl

-> ->.a14-.. .+a1 n

+ a21

11SÍ

'al+a2

r21

Si<al

<al

as saturaçao das variáveis

rnl

ailsl

+ ... + a ),a0 n z

T = FF

ri2 •”

h2

rln

+a’ +...+3*.21 nl ) s; = S;2

r2n
arai
a2'al

> " a21Sí

S' = Cah

Si5! -

(FB) (FB)T

Seja então F’ a
• - ■ ,Tricentnco e calcule-se F F

matriz factorial referida ao referencial ba-
1 X
= R^ .(Note-se desde já que a matriz e in 

dependente da escolha do referencial ao qual se refere a matriz factorial;
* _ „ 

por outras palavras, e invariante para as transformações ortogonais de
eixos. De facto, seja B uma transformaçao ortogonal e FB a transformada
de F, tem-se

0 cálculo da soma dos elementos da primeira coluna de F’ F
V(Si>S2’--->Sq)-(a'll>a12--”alq) =

a .a n n

a. .a1 n
a„ .a2 n

a .a..n 1

...+ = (S',0.... 0).(a!1>...,a!q



pela

isto e,a’

0 produto

e conhecida a parcela

dual.

n.

Considere-se a

- a’ jl
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a. J

ana. J

a.J

a.J
a.J

a . n

A diferença 
atribuíveis aos factores

a.J

h
f2’*

jl kl 5
tem soma nula.

%

a2.

aj<!= A-
A

’ R(l)
..f q

ar
a2‘

e a matriz das correlações residuais , 
e toma o nome de primeira matriz resi

a21

" Sl

rjk

aIl

A

(D
yj '

A
Rh

R(l)

ajl

ajl

anl

ar

aklajl
A 

R

a, 
J

21a'

11’/’21’--;

5 al”--

akl

As colunas da matriz 
coluna genérica numero j (j=l,...,n)

a’kl= a'jl

' a'nl

a'il

a’n J a'ji

a'nl

F’l a'll

a'21

T - = F’ F' e 1 !
ro factor baricentrico para a matriz R

é a matriz das intercorrelaçoes das
= x. - a’ .. fn , j = 1, 2, .J 1 I I ’ * *

*
~ R(l)

a. _ a, „ - a. _ kk jl

a matriz das contribuições do primei
A ~. h . De facto, da correlação

(*) Exceptuando os elementos da diagonal principal. Note-se que o anula- 
mento de - R?.., significaria que hâ apenas um factor comum,caindo 
-se na hipótesekàe Spearman.

A obtem-se dividindo o total de cada coluna de R , n
raiz quadrada ‘do total geral de Rh Determinam-se assim os valores a’,., a'a’  , 11 21 nl
a primeira componente de cada um dos vectores a^,..., a^ . Por outras pa 
lavras, é conhecida neste momento a primeira coluna da matriz factorial 
baricéntrica Ff:

Repare-se que R - R 
primeiras variáveis residuais



= 0 c.q-d.- a

e representada pelo vector saturaçao com q-1 componentes

j2,..

mostra que

co

<?n
a )(note-se que a 1. coluna de

98

*1

-> T .<xn«1
->T

+...+a ) . n

pois esta soma tem por valor S2 = 0

*1

a n_
o baricentro dos pontos Q^, .. 

i=l,...,n e o ponto 0 (ori- 
a posi-

yj

a coincide com a 2. coluna de

R(l)

. ,a'. ) jq

A
R(l)

nsíjis1

aj2f2+’"+ajq

cuja soma e
(*1

rn_
e a projecçao de a. no hiperplano F’=0)

al

a -a'aj 3jl (a' +..,+a’ ) = a11 nl

. = (a’ j :

(De outro modo, , e a projecçao de a. no hiperplano F’=0) 
J J . *0 anulamento dos totais de coluna da matriz R, - Ah 

esta nao pode ser tratada directamente como a matriz R^.
A determinação da posição do segundo eixo factorial baricentri- 

(extracçao do segundo factor) nao pode ser feita pela maximizaçao da so 
ma da primeira coluna da matriz

= x.-a'. fJ J1 1

Reconhe-se ainda facilmente que
de vectores de posição (Q^-0) = , i=l,...,n e o

gem do referencial baricentrico, ficando, portanto, indeterminada 
çao de

As primeiras variáveis residuais, y, 
por vectores saturaçao do subespaço factorial 
perplano coordenado do referencial

0 F2. •
Para ultrapassar esta dificuldade, procede-se a "reflexões",is to 

e, ã mudança de sinal em certas variáveis de modo a tornar os totais de co 
a *luna da matriz - R^ diferentes de zero.

sendo, evidentemente,
A

Rh-

podem ser representadas
Fj = 0 a q-1 dimensões(hi

(0, F] , . . . ,F' )) . ■’ De facto,
1 q

f + b ,u .q j j



ser

ex-
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a12

a22

*
R(l)

e a matriz das contribuições do segun- 
A . Calcule-se em seguida a segun- 

. Se os elementos desta matriz não são
, termina-se a análise. Caso contra 
o processo indicado de modo a ex - 
e assim sucessivamente, ate se a- 

nao significativa.

todas positivas, como sucede, por exemplo, com 
(A) de personalidade

Sobre o

Mais precisamente, procure-se tornar todos os totais de colu­
na do mesmo sinal de modo a dar o valor máximo ao somatorio geral das in 
tercorrelaçoes e, portanto, ao somatorio dos valores absolutos das satu­
rações. Aumenta-se assim, num certo sentido, a ''importância” do factor a 
extrair, implicando uma solução "economica" quanto ao numero de factores.

Note-se que e legítimo inverter o sinal de todas as correla­
ções implicando uma variavel sob a condição de inverter em seguida o si­
nal da saturação (correlação) desta variável no factor a extrair.

Refira-se ainda que esta técnica de mudança de sinal pode 
necessária desde o início da analise, quando as intercorrelações não são 

variáveis ligadas a testes

A quadro dos valores reflectidos da matriz -
trai-se então o segundo factor baricentrico, ficando-se a conhecer a se­
gunda coluna de F1 : Fj, =

a’n2

(*) Como se sabe, a escala métrica de uma variável psicológica e arbitrá­
ria. Um teste de inteligência, por exemplo, permite unicamente uma or 
denaçao das crianças a que foi aplicado, sendo indiferente a atribui­
ção do numero da ordem 1 'ao mais. ou ao menos "inteligente". Em qual­
quer caso, uma inversão no sentido da medida (inversão da escala) é a 
companhada por uma inversão de sinal nas correlações desta variavel 
com outras. Em-particular, isto ê verdade para a correlação (satura­
ção) desta variável com uma variável hipotética , o factor.

a T -*A matriz R^. = F^ F? e 
do factor baricentrico para a matriz . 
da matriz residual R^ - ^(2) ‘ “
significativamente diferentes de zero

. . a * ario continue-se sobre R^ - rç2) 
trair o terceiro factor baricentrico, 
tingir uma matriz residual



Exemplos numéricos

factoresF =
1
2 variaveis
3
4

No referencial ortogonal (0, F , F ) e = (0,40 ; 0,70)21
= (0,60 ; 0,40)

= (0,10 ; 0,80)

= (0,50 ; 0,50)

obtem-se a seguinte tabela

41 2 3

1
2
3
4

£ 1=8,320,692,082,32 1,92

100

(0,65)
0,52
0,60
0,55

0,40
0,60
0,10
0,50

0,55
0,50
0,45 
(0,50)

0,70
0,40
0,80
0,50

Quando se trabalha sobre 
correlações experimentais 
não se conhece a diagonal 

principal,iniciando-se a 
analise por uma estimati­
va das comunalidades.

T 
(totais 

de 
coluna)

>T

tabela (matriz) das intercorrelações. A partir da 
vamos calcular as saturações das variáveis nos factores

al

Calculando

Os elementos da diagonal 
principal sao as comuna­
lidades das variaveis.

41’

Exemplo 5 (Reuchlin, 1964). Suponha-se dada uma matriz F das satu­
rações de 4 variáveis em 2 factores independentes, o que permitirá cons­
truir artificialmente a 

T matriz = F F 
baricentricos.

a2

a3

T = F F

£1

0,69
31)(a'

f2

0,52 0,60
(0,52) 0,38 
0,38 (0,65) 
0,50 0,45

0,72
21’ (a’

0,80 0,67
(a’1L) (a’



saturações das variáveis no pri

0,80

0,67

0,72

0,69

primeira matriz residuale a

0,69] =[0,80 0,67 0,72

-0,01 0,00

como
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0,80

0,67

0,72

0,69

0,64

0,54

0,58

0,55

0,54

0,45

0,48

0,46

0,58

0,48

0,52

0,50

0,55

0,46

0,50

0,48

0,01 

-0,02 

0,02 

0,00

0,00

0,04

-0,05

0,02

-0,02

0,07

-0,10

0,04

0,02

-0,10

0,13

-0,05

0,01^|

e extrair o

a31

ail

âíl
a21

T = Q 0,01

dá as contribuições do primeiro factor baricentrico para
. ,T F’ F’1 1

R(l) 
a matriz

R(l)

R(l)

= Fi f1t 
iz % ’ % -

A ultima linha da tabela da as
meiro factor baricentrico. A primeira coluna da matriz factorial baricen 
trica, F’, é então

A matriz linha T da os totais de coluna de Esta li
nha, a menos de erros de arredondamento, e constituído por zeros, 
se provou. 0 facto de aparecerem totais nao nulos resulta de se terem usa 
do arredondamentos apenas com duas casas decimais.

Para prosseguir a análise e extrair o segundo factor baricen­
trico "reflictam-se” as variáveis 1 e 3 obtendo-se:

, ,T = F’ F =1 1



321

0,020,020,011
2
3
4

0,11 IT=O,690,23 0,300,05T

T/ÍFt 0,130,06 0,28 0,36

que deve prevalecer).

—ífactores baricentricos
F' =

-0,36

0 calculo da segunda matriz residual da

0,01 0Rh h) h) 0

0

0 00

0,01 0 0 0

102

Satura 
çoes

0,02

0,02

0,00

0,07
0,10
0,04

0,10

0,13
0,05

0,00

0,04

0,05
0,02

0,01
0

0,13

<a42>

-0,06 
0,28 

-0,36 
0,13

0,00 
-0,02 
0,02 

-0,01

-0,01 

0,04 
-0,05 

0,02

[=0,06 0,28

rações com o sinal correspon 
dente ao sentido da medição 
inicial das variãveis (sinal

-0,01 0
0

0>1?] =

-0,06 0,28
(a22)

-0,36
(a32>

A penúltima linha dando as sa 
turaçoes com sinal provisório 
(de acordo com as reflexões), 
a ultima linha dando as satu

_£i
0,80
0,67
0,72
0,69

-0,06 
0,28 

-0,36 
0,13

Repetindo o processo utiliza 
do com obtem-se as duas ul 
timas linhas da tabela.

A segunda coluna de F’ e então formada pelos elementos da ulti 
ma linha da tabela e

R(2)

Calculemos a matriz das contribuições para R^ do segundo factor 
baricentrico

-0,02 0,02 
0,08 -0,10
-0,10 0,13 
0,04 -0,05

T = F' Ff =



• T e

41 2

= 0,4

= 0,6
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0,52 
(0,53) 
0,38 
0,50

0,60
0,38
(0,65)
0,45

0,54
0,50
0,45
(0,49)

0,4 + 0,6 + 0,1 + 0,5
4

0,7 + 0,4 + 0,8 + 0,5
4

F* F’T =

~Rh

verificando-se facilmente que as coor 
denadas de P,,...,P, no referencial 
(0, F|, Fp sao os elementos das li­
nhas (vectores saturaçao) da matriz 
FT, o que mostra a compatibilidade das 
soluções.

sendo a comparaçao evidentemente satisfatória.
Como se parte de uma matriz factorial dada, F, podem-se compa­

rar as matrizes F e FT,reconhecendo-se que são completamente diferentes. 
Na ausência de um critério, não ê possível decidir qual e a melhor. Pode 
no entanto verificar-se gráfica e analiticamente a sua compatibilidade.

No referencial ortogonal (0,F^ ,F?) considerem-se os pontos de 
coordenadas

P 5.(0,4;0,7) , P 5(0,6;0,4) , P = (0,l;0,8)

verificando-se que esta matriz e nula, a menos de erros de arredondamen­
to, o que esta de acordo com o exemplo artificial de que se partiu.

Na prática, trabalhando com valores experimentais, nao se obtem 
resultados tao nítidos, havendo sempre incerteza quanto ao numero de fac 
tores a extrair.

Uma verificação global dos cálculos feitos consiste em efectuar 
o produto F’ F' e compara-lo com a matriz R^.

No caso presente é
(0,64)
0,52
0,60
0,54

P.=.(0,4;0,7) , P2=(0,6;0,4) , P = (0,l;0,8) , P4=(0,5;0,5) —

— extremidades dos vectores saturaçao supostos aplicados em 0.
0 baricentro G de P^, P^, P^, P^ é o ponto de coordenadas

(em (0, Fp F2))



ou

2
21

1
2
3
4
5 0,12

1,20 1,40 1,00 1,05 1,60 £ T = 6,25T

7^ 0,48 0,56 0,40 0,42 0,64

Fl =1

e

0,1296 0,1512
0,1512
0,1080

0,00000,0000 0,0000T
104

çoes, o 
rio)

(0,36) 
0,42 
0,30 
0,00

0,42 
(0,49)
0,35
0,00
0,14

0,2304
0,2688
0,1920
0,2016
0,3072

0,30
0,35
(0,25)
0,00
0,10

0,1764
0,1260

0,00
0,00
0,00
(0,49)
0,56

0,1920
0,2240
0,1600
0,1680
0,2560

0,56 
(0,68)

0,12
0,14
0,10

0,2016
0,2352
0,1680
0,1764
0,2688

0,3136
0,2912

0,3072
0,3584
0,2560
0,2688
0,4096

0,2912
0,2704

*

*

0,2688
0,3136
0,2240
0,2352
0,3584

0,48 
0,56 
0,40 
0,42 
0,64

Exemplo 6. (Faverge 1972). Considere-se a seguinte tabela de correlações 
na qual se inseriram as comunal idades, supostas conhecidas, 
1 2 3 4 5

0,1080 -0,2016 -0,1872
0,1260 -0,2352 -0,2184
0,0900 -0,1680 -0,1560

-0,2016 -0,2352 -0,1680
-0,1872 -0,2184 -0,1560

= Qo,ooo

*
= R(l)

, TF = B x F’ (B = B )
(Note-se que no eixo 0 F^ houve inversão no sentido das medi­

que implica que o referencial (0, F], F’) e um referencial hora-

*
R(l)

, ,T F' q

0,0000 |

Por outras palavras, as soluçoes F e F’ obtem-se uma da outra 
por rotaçao. Existe então uma matriz ortogonal B tal que

F’ = B F ” -



1,1232]0,9072 0,6480 1,2096

= 4,6656 0,42 0,30 0,56com e

tem-se fi­
na Imen te F’ =2

), e nula,= F’ F

F' =

seguintes equações factoriais baricentricas

= 0,48 f’ + 0,36 f! + b,u1 2

1 2 2 2
= 0,40 f’ + 0,30 f'21

+ b ,u

1 2 5 5

3.11. 0 problema da estimaçao das comunalídades

105

0 facto de não se terem introduzido arredondamentos leva aque todos 
os elementos da matriz linha T sejam nulos.

Mudando o sinal as variaveis 4 e 5 obtem-se a nova matriz T
(dos-totais de coluna)

0,36
0,42
0,30

A

0,52]

0,48
0,56
0,40
0,42 -0,56
0,64 -0,52

Nos exemplos anteriores, as comunalidades eram supostas conhe-
. - . . Tcidas ou calculáveis a partir do produto F F , dada a matriz factorialF.

x3

obtendo-se as

X4

X5

x2

0,36
0,42
0,30

-0,56
-0,52

verificando-se facilmente que a segunda matriz residual, 
(r*(2) = f- F'T 
torial baricêntrica e

X1

ETi

ri
= 0,56 f.’ + 0,42 f' + bou„

T = Qo,7776

TZ/fT7 = T/2,16 = Qo,36

Recordando que se "reflectiram" as variaveis 4 e 5,

*
R(l)

o que implica o termo da analise. A matriz fac-

= 0,42 f’ - 0,56 fl1 ’ 2 4 4
= 0,64 f ’ - 0,52 f' + b,u_

+ b3U3



2 3 4 51

5

LT = 6,291,26 1,33 1,10 1,12 1,48

Calculando-se sucessivamente
0,252 0,220 0,224 0,296

106

3

4

1

2

0,502

0,530

0,439

0,447

0,590

(0,42)

0,42

0,30

0,00

0,12

0,266

0,220

0,224

0,296

0,42 

(0,42) 

0,35 

0,00 

0,14

0,266

0,281

0,233 

0,237 

0,313

0,233

0,193

0,196

0,259

0,30

0,35

(0,35)

0,00

0,10

0,237

0,196

0,200

0,264

0,00

0,00

0,00

(0,56)

0,56

0,12

0,14

0,10

0,56 

(0,56)

0,313

0,259

0,264

0,348

■k
’ R(l)

0,502

<ail>
0,439 

'S?
0,590

Fi =

0,447

í*41’
0,530

(a'i)

h. = max r., 
J k Jk

Retome-se o exemplo numérico 6, supondo agora as corounalidades 
nao conhecidas. Preencha-se a diagonal principal com as correlações de 
maior valor absoluto de cada coluna (ou linha), isto e, na posição jj po 
nha-se o valor max. r., . k Jk

_ AObtem-se assim uma primeira matriz :

Fi piT "

No entanto, na pratica, as comunalidades sao desconhecidas, iniciando-se 
a analise pela estimação destas. Uma primeira aproximaçao grosseira,que 
servira como ponto de partida para se obter novas aproximações, e



-0,159

= Q 0,002 0,000n0,000 -0,001 -0,001T

e substituin-e

4 52 31

1
2

3
4

5

0,858 0,918 0,748 1,249 1,100 £T=4,873T

y/m 0,389 0,416 0,339

e
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(0,224)

0,154
0,080
0,224
0,176

0,154 

(0,237) 

0,117 
0,237 
0,173

0,080 

0,117 
(0,196) 
0,196 

0,159

0,176
0,173

0,159
0,296

(0,296)

0,389
0,416
0,339

-0,566
 -0,498

0,080

0,117 

(0,157) 
-0,196

0,498 
(-)

(0,168)
0,154
0,080

-0,224
-0,176

0,154
(0,193)

0,117
-0,237
-0,173

0,566 
(-)

-0,224

-0,237
-0,196

(0,360)
0,296

-0,176
-0,173

-0,159
0,296

(0,212)

*
Rh’

A linha T serve para controlo dos cálculos, devendo ser consti 

a menos de erros de arredondamento.
,reflectindoas variaveis 4e5 (isto e mudando o sinal seva

0,224
0,237

0,196
(0,296)
0,296

■ F2 =

tuída por zeros, .
*

Et” 1^ - 

riaveis residuais

R(l)

*
R(l)

y4 = X4 ’ a41fl 6 y5 = X5 “ a51fl}

do os valores da diagonal — valores resultantes de uma estimaçao grossei 
ra das comunalidades — pelos elementos de maior valor absoluto em cada 
coluna, obtem-se



-0,220

tores,

F’ =

Podem-se calcular agora estimativas mais precisas das comuna-
lidades:

2an = (0,502) = 0,4

= 0,31= 0,45

= 0,60= 0,52

estimativas que,
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(0,151) 
0,162

0,018
0,034
0,010

0,014
(0,048)

0,162 

(0,173)
0,141 

-0,235 
-0,207

-0,004
-0,002

-0,004
(-0,024)

0,014

-0,008 
(0,064) 
-0,024 

-0,002
0,034

0,132

0,141 

(0,115) 
-0,192 

-0,169

0,389
0,416

0,339
-0,566 
-0,498

-0,052
-0,024
(0,081)

-0,004
0,010

-0,235
-0,192
(0,320)
0,282

0,502

0,530

0,439
0,447
0,590

0,132
-0,220
-0,194

-0,194

-0,207

-0,169
0,282

(0,248)

2 ~
*

“ R(2)

com a

F2 F

r-> “*
ai

a3
-4

a4
-+

_a5 _

arai

h2 h3

hl

h5a4'a4 a5’a5

das primitivas. Inserindo estes va-
A obtem-se uma nova matriz com a qual se

aya3

Todos os elementos nao diagonais desta ultima matriz tem valor 
absoluto pequeno o que permite concluir, em princípio, que correspondem a 
correlações nao significativas. A analise fica então limitada a dois fac- 

tendo-se a seguinte matriz factorial provisória

a2.a2

como se ve, diferem
A lores na diagonal da matriz R

h4 =

2+ (0,389)

A
■R(2) = (0,073)

-0,008
-0,052
-0,004
0,018

A A
VR(1)



comu
partiu de estimativas mais

1 2 3

(0,42)1 0,42 0,30

(0,42)0,422 0,35

(0,35)0,353 0,30

£ T=3,331,14 1,001,19

A comunalidade
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Compare-se este valor — 0,39 —■ 
tir do método das aproximações sucessivas

A diagonal principal foi preen­
chida com as correlações de maior 
valor absoluto de cada coluna.

é então estimada por
2
- = 0,39

hí

com o valor 0,4, obtido a par 
e com o valor conhecido 0,36.

inicia uma segunda analise, nao sendo agora necessário reestimar as 
nalidades em cada etapa, na medida em que se 
aproximadas.

Este processo repete-se até que os valores das comunalidades 
estabilizem aproximando-se os resíduos de zero.

Ao método iterativo acabado de descrever dá-se o nome de mé­
todo das aproximações sucess ivas.

Outro método de estimaçao inicial das comunalidades consiste 
essencialmente numa análise baricentrica parcial (isto é, usando apenas 
uma parte das variáveis) - método barícéntríco de estimaçao.

Considere-se um pequeno subconjunto das variáveis incluindo 
aquela cuja comunalidade se pretende estimar, sendo as restantes forte­
mente correlacionadas com esta. A comunalidade da variável no conjunto to 
tal das variáveis é, em geral, pouco diferente da comunalidade obtida a 
partir dum factor geral (primeiro factor baricentrico) relativo ao sub - 
conjunto de variáveis escolhido. Calcule-se então o quadrado da saturação 
da variável no primeiro factor baricentrico da tabela parcial.

.2Retome-se a tabela do exemplo numérico 6.. Para estimar h^ cons 
trua-se a tabela parcial incluindo as variáveis 1, 2 e 3 (2 e 3saoos tes 
tes mais fortemente correlacionados com 1)



f% + b .u. eJ J

f

j í

e f q

j

são lineares,Como as ligações entre os tem-se a-e os
inda

. ,x!

uma estimativa den'

110

é, por definição, 
Portanto,

x J

h2
J

1 
h.J

x!J

h.1

x*.1

max. k

x.J

qI £=i

x! =J
X . J

X . J

q

A

dem ser usadas, com vantagem, 
ximaçoes sucessivas,

(38)Guttman

função de

+ b .u.1 J

= h.J

q
/i

h2 
j

i. Xn>] =
x )1. J n J

Note~se que as

a correlação múltipla entre

h2

Vj

x. e 
J

E(XjXp

7TT?* j

2 -

Então, uma estimativa de (x^,...,x
c.q.d.

estimativas obtidas pelo método baricentrico po 
como estimativas iniciais do método de apro 

• • ~2em lugar das estimativas hf = max. r._ ,J . k Jk
mostrou que a melhor estimativa, num dado sentido, 

da comunalidade de uma variãvel é o quadrado da correlação muitipla desta 
variãvel com o conjunto das restantes variãveis em estudo.

isto e, a

De facto, retomemos a variavel

x. e 
J

COv(Xj,Xj)

<xj

P2(xrx? . P[x.

q

raiz quadrada da comunalidade é igual ã c.orrelaçao entre 

ável e a sua parte comum.

a vari
Por outro lado, a correlação simples entre

a. „ f 
1? V

q

em

1

(38) L. Guttman, "Une solution au probleme des communautés", Bull.C.E.R.P.
1956, 5, 123-128.

\2 
a. f n 1

seja
ar de 
x’. dã:J

1 y a2= h7^ =

a parte "comum" de x^; x'. e a melhor estimaçao line 
fp...,f^. 0 calculo da correlação entre

?2h

1
h.1



3.12. Determinação do número de factores

então,

2sendo s.

N

2

) Erro no sentido estatist. de variabil. aleatoria(ou devida ao acaso).

111

= (N - 1) E

■g 
ij

(*: -
(39) McNEMAR,Q. - On the number of factors ,Psychonietrika, 1942, 7, 9-18.
(40) LAWLEY,D. - A statistical examination of the centroíd method, Proc.

Roy. Soc. Edimb., Secção A, 1957,^175-189..
, veja-se, por exemplo, Torrens-

= (N - 1)£
i^j (i-hf)d-hp

? com

rjk’

i -i <*0)Lawley
baseado num teste
bilizadas por iteração. Seja .
duos. A variãvel

X

Apos um numero suficiente de iterações, as comunalidades esta­
bilizam e os resíduos aproximam-se de zero. Impoe-se, então, um critério 
que permita decidir se uma dada matriz residual e, ou nao, significativa 
mente diferente da matriz nula (matriz com todos os seus elementos nulos) 
determinando-se, deste modo, o número de factores a extrair. Por outras 
'palavras, e necessário testar se os valores residuais se podem considerar 
como flutuações aleatórias em torno de zero, atribuíveis aos errosde 
amostragem.

m m (39)McNemar propoe o seguinte critério empírico:
— a partir da matriz residual calcula-se a quantidade

1 - h2
o desvio padrao dos resíduos da matriz e h a media das 

comunalidades definitivas, isto é, calculadas a partir das saturações es 
timadas. Sendo N a dimensão da amostra sobre a qual foram calculadas aá 

~ scorrelações se < 1
1 - h2 yflT

considera-se que o número de factores extraídos é suficiente.
estabelece um critério, válido para amostras grandes, 

estatístico, aplicável a partir das comunalidades esta
o elemento generico da matriz dos resí

T2..= (N - D r
i<j bibJ

tem, aproximadamente, uma distribuiçãoÇc com q = Ãj(n-q)2_(n+q)~j graus 
de liberdade, (n = n? de variáveis; q = n? de factores) .

(41) Para uma forma mais rigorosa de)£ 
-Ibern, ob. cit. na bib., p.79 .

2
J



2
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2.2 -c .Se X > X (°0, sendo « o nível de significancia escolhido, 
deve-se extrair, pelo menos, mais um factor.



Apendice I

Quadro resumo das medidas de associaçao entre

duas variáveis



■

-

■



Uicotõmica Contínua Contínua eDicotomiaada Discreta finiti
Ordinal Gaussiana

X

Dicotótoica

(nominal ou

eategorial)

Coef. tetracoricoDicotomisada

rtet<Bonnardel)

<'«t>

Tricotonisada Coef.eneacõrico
(normal

(Coumetou)aubj acente)

Raiao de correlaç ■Discreta finita Ratão decorrei»;

(nominal ou

categorial)

Ordinal

Ratão de correlaç.Contínua

(Intervalos

Triserial(Burt)Biserial pontual BiserialContínua

£1rbp rb“
Cauasiana

(rb ■ %p Vã > * z*/p'*.?7p"
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s2

T 
sy

•2

(normal 
subjacente)

(normal subja* 
cente)

(normal subja* 
ccnte)

(nominal ou 
categorial)

6£d2 

n(n2-l) 

2S

(intervalos ou 
razões)

^"x
’x

Kendall:
Z - -

’x

<rb> rbp 5

.2

a2 . 
?yx

Coef.de correlaç 
de Bravai» -Pear-

CorrelaçãoV ou 
correi, pont. 2x2

ou raxões)

(nominal ou 
categorial)

*2
?yx

* fll{22"fUf21
-TT..............
/fr^.f.jf.2

Coatíng.quadrada
oedia(K.Pearaon)

*2 r fíj. £ __il_ -x
i,j f..f..

1 J 2e razaodemrrcL^

xy )

Correlapao ordinal Razao de correlaç. 
Spearman:

rs

Tricotomisada

*2 ,
(ou

oef.de


-



Apêndice II

0 coeficiente de fiabilidade

Erros de medida

e1

, iJ=l,2

( ou

(3)

117

(D
(2)

2('|) = vC|) =
O calculo da covariância entre X e | dá 

cov(X,p =E(X p -E(X)E(p =E/(f+E)t7-E2(p =E(^2)-E

(1) exprime o 
valor médio verdadeiro;
vadas e igual ã variancia das pontuações verdadeiras mais a variância de 
erro.

cov(é1#E2) = 0
covíg.,^) = 0

Das hipóteses do modelo resulta imediatamente que

Dada uma populaçao (universo) U, seja X uma característica men 
surável dos indivíduos de U (em geral, e no caso que nos interessa,as pon 
tuaçoes de um teste); X e uma variável aleatória definida sobre U. Esco­
lhido ao acaso u£U seja X(u)=x o valor observado de X para o indiví 
duo u* Pondo X=^+£, com o valor verdadeiro de X e £o erro (absoluto) 
da observação, X aparece como a soma de duas variáveis nao observáveis.

No modelo clássico para testes de comprimento fixo admite-se a 
hipótese de que £ e uma variavel aleatória de valor medio nulo e nao cor 
relacionada com . As hipóteses do modelo clássico podem então exprimir 
-se pelas relações seguintes (válidas em U)

E(E)=O
cov(€,^.)=0

Dadas duas medições (variáveis) sobre U, X^ e X^, com
X1’F1+£1 ■ X2=T2+£2

E(X) = E(f) =/U
v(X) = v(£) + v(fc) 

<-2 _ 2 2 .rx ’ +

i facto de que o valor medio observado e igual ao
(2) mostra que a variância das pontuações obser-



; P (4)e

o

(4)= v(X) - v(£) e

(5)toma o aspecto

Medições (testes ou formas) paralelas

dizern-sesobre U

(6)Por outro lado

(7)e

Comparando (4) e

(8)

118

d*x v(X)

E(X) = E(X') 
v(X) = v(X’) 

.2 
f

X

v(pe

v(t)
v(X)

v(E)

2
x^Tx

Como v(X) = vC|)

?
X

cov(X,^)V

Duas medições 
paralelas se 1

2£x -£i2
^x

Pxx>
cov(X,X’) =(!'■<
2. -2 i- & " -

ffx ^x’

2
= 1?

quadrado do coeficiente de correlação entre as pontuações ob 
servadas e as pontuações verdadeiras e igual a razao das vari­
âncias das pontuações verdadeiras e das pontuações observadas.

(7) vem
= ^xx’ 

isto e, o quadrado da correlação entre as pontuações observadas e as pon 
tuações verdadeiras e igual ã correlação entre medições paralelas.

2 Este resultado permite exprimir a quantidade nao observável
em função da quantidade P , , parâmetro de uma distribuição (bivariada)

XX 
observável.

2 . ~Analogamente, (6) permite exprimir <r(quantidade nao observa 
vel) como a covariancia de duas medições paralelas (quantidade potencial 
mente observável).

De igual modo, a partir de (2) e de (6) e possível exprimir a 
variancia do erro (nao observável directamente) em termos de quantidades 
observáveis. De facto,

X = f + £ e X’ = V + í’ 
se f f ' e v(ê) = v(£’).

Desta definição resulta imediatamente que



v(£) = v(X)-v(|) = v(X) - cov(X,X’) = v(X)-)P
1 ??

(9))

(10)ÍT = G Vl-/’,e xx*€

de (10)Como vem (11)

uma mediçãoY

= fx2y = ..e

compacta tem-se

, i=H= const.
i= const.

Vi J
= const. V i

Fiabilidade de um teste

(12)
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seguinte
XpX£,... medições paralelas e

as pontuações observadas e as pontuações ver
_ v(|) &
~Võõ -1

Em resumo: as

Demonstra-se facilmente o 
Teorema: Sejam 

arbitraria distinta. Então,

As mesmas igualdades sao validas para as covariâncias.
Em notaçao mais

P x.x.1 J
fx.y
cov(X.,X.) = const.

x
p =

A

’ ,’is =v(x)(i-f'
AA

0 coeficiente de fiabilidade» R, de um teste define-se como o 
quadrado da correlação entre 
dadeiras: _ p 2

0 coeficiente de fiabilidade aparece como uma medida do grau de 
variaçao das pontuações verdadeiras relativamente ã variaçao das pontua­
ções observadas. Por outras palavras, R indica a proporção da variância 
calculada que corresponde a variância verdadeira, sendo a proporção com­
plementar atribuível a erros de medida.

i J
cov(Xi,Y)

intercorrelaçoes entre testes paralelos sao todas 
iguais e testes paralelos tem iguais correlações com 
qualquer outro teste.

^xlx2 ' ^X1X3 = ••• “ ^x2x3



Pondo R =

(13)

(correlação entre as pontuações observadas

Testes compostos: 2 componentes

e2 ’
E(X) = E(Y.)+E(Y.) (14)

(15)

(16)

(17)

120

a 1 (por outras palavras, as me 
v(£)=0 , a variãvel aleatóriaE

duas medições e
5 f = h+?2’

' 1,X2Z

+ £2
X = f +}

ve-se que, se a variancia do erro

X=Y1

v n ) o (Tx
e verdadeiras) dã-se o nome de índice de fiabilidade.

Sejam ® \ = ?2
+ Yo a medição (teste) composta. Pondo

v v T ' 2'
v(X) = v(Y1)+v(Y2)+2 cov(Y1,Yo)

v(p = v(^)+v(^2)+2 cov

v(€) = v(q)+v(e2)

com X

P2 = i _ V(E) 
xj v(X) 

for nula, a fiabilidade do teste ê igual 
dições sao feitas sem erro: de facto, se 
é constantemente igual a E(£)=0 ).

Se v(£)=v(X) , então, , anulando-se a fiabilidade do
teste. Exceptuando estes casos limites, a fiabilidade e um número entre 0 
e 1. Por exemplo, R=0,90 significa que 90% da variancia observada,v(X), 
corresponde a variancia verdadeira v(^) ; os 10% restantes resultam de er 
ros de medição.

De acordo com (4), (7) e (8) tem-se 
p - P2 = = ?R x^ v(X) xx’ 

e XT testes paralelos.
A relaçao (13) evidencia tres maneiras de definir o coeficiente 

de fiabilidade. Usando f , a fiabilidade aparece como a correlação entre 
duas medições (ou duas formas paralelas) do mesmo teste.

Por outras palavras, a fiabilidade exprime em que medida duas a 
plicaçoes de um teste, a um indivíduo, dao o mesmo resultado.

A definição R = poe a enfase no facto de que a fiabilida 
de pode ser definida sem recurso ao conceito de medições paralelas.

A = / * =

2



) e

) (15’)

(16’)

(17’)
Sejam Y, Y’, Y. testes paralelos e construam-se os testes

compostos

Teorema.
(18)xx

Dem: a) Pondo

M'.e como segue-se que

x'

1

c.q.d.

vem xx'
e

121

De (15), (16)

v(|) = 4v(p

4 v(p = 4 cov(Y,Y') =v(|) =

A formula (.18) exprime a fiabilidade 
to com duas componentes paralelas, 
das componentes.

duas medições paralelas (isto ê, 
X = Y + Y’

__ yy_
1 + , yy

, , de um teste composXX
em função da fiabilidade comum, »

Y=?+El •

,) c.q.d.

v(X) = 2v(Y)(l+fyyt

= 4

1' vv ' ■ vv-1 
cov(Y+Y1,Y’+Y’1) 

ã/X)

são medições paralelas, de (7) 
e (16’) vem, respectivamente,

X = Y + Y1 , X’ = Y' + Y’

a) X e X’ são testes paralelos
b) A fiabilidade de X e f , =

4 cov(Y,Y’)  
v(Y+Yx)

2 v(Y)+2fyy,v(Y)

b) 7 , xx

x' = F + F 
i +h

obtendo-se imediatamente (18) ).

1’ Y1
X’ = Y'

x = | ,’ x

é F ? +}1 ’ V =
F ?i” <■’' ?iz 

Por outro lado, 
v(€ ) = v(E) + v(t_) = v(E ’) + v(E’) = v(E

v(Ê) = 2v(f1)

 v(f)
v(X)

v(X) =2 v(Y)(l+p

Em particular, sejam Y e Y’ 

Y'=r+e: , 
e (17) vem

cov(X,X’) 
t X X
^yyf ^y^y1

= v(Y)+v(Yp+2 cov(Y,Y5) =

1+pyy ’
(De outro modo,^ como X e X’

e de (15’)



e a formula de Spearman-Brown para a fiR

, <1 > 1Como e
1 +

(19)> 1e
Ay'

um aumen

Testes compostos: k componentes

Seja agora

com

(20)E

(£) = Ç (£.) = 0E E

v V 1J J m'

(P ) (23)v

(?) = £ (24)v v
J

tem-se

j=l,2,...,k(p,V d

7 (22’)ve

(23’)<?>v

(24’)v

122

(21)
(22)

k
= E Qj+ej) 

j=i J J

j d

Pxx’
/yy’

(19) mostra que a duplicação do comprimento de um teste implica 
to da fiabilidade.

2
1 +

' ' J
(X) = V

(X) = f

(Yj =

= f , = xx

(X) = k v (Y)/_ 1 + (k - l)/yy. J 
2 v

v(?.) = V

(Z.) + 2 £ £

(^) = k

cov (Yf. ,Y ) = const. = cov (Y.Y') = v .< m

j=l

E

v (Y)

mdy-

= E (p
J

(Y.) + 2 f cov(Yn,Y )

(f.)
Sendo as k medições paralelas,

k
X = X Y.

- J
obtendo-se imediatamente

C0V(?r^:

xx’ ^>^yy ’

(£) = k v (£p
De (23’) e (24’) conclui-se que a variância do valor verdadei­

ro cresce mais rapidamente que a variancia do erro, o que mostra que e 
vantajoso aumentar o comprimento de um teste.

2fyy'
1 + ^yyI 

abilidade de um teste de comprimento duplo.

7 - - 2yy fyy’
isto e,



com

(25)

v 1 2= R 2 (26)

= Y'= Y sao testese

(27)R

Dem.: Considere-se a diferença CT

<?2> - 2<r?ic?2^°
ou

mas

>7 2|cov(J1,J2)| (28)

2P = 2. = 2.e

■] c.q.d.

ime

X = ^ + £diata. Com de (23) vem

J (29)

(30)
= R>z

123

= P2 =

1
Y.

J

[-

t-

k 
k-1

k
Z 

j=l___
v(X)

(T <T 
í1 ?2

H2

?2 =
XT

tendo lugar o

Teorema, a)

cov7e ’k>v(í) _ 
v(X)

• • v(h)+v(h)^26Z 
l 

Então,

v(|) = v(J1)+v(?2)+2

(Yx) + v (Y2) 

v (X)

+ E =

?2
♦ V

2 b 
v(?l> + vf , = P 2

XX X

Y2

2V
1+^yy'

f2

v(X)-v(Y1)-v(Y2) 

v(X)

Retome-se o teste composto com duas componentes, X=^- 

YX = + ’ Y2 = ^2 + ^2 ’ De e tem-se

v(f) V(?l) + Ví?2) + 2 COT(?1»?2> 
v(X) v(X)

Y1

0 coeficiente c*. e a fiabilidade de testes compostos

covQp y>z 4 covQ^j^) = 4 cov(Y1,Y2)

2 cov(Y1,Y2) 

v(X)

v(Y1)+v(Y2)

^ÕÕ

4 cov(YpY2)
?ÕÕ

)2

= VY2

2 >
X

(> 

= V

v (?1) +V (?2)í2 r?i^2

, pela desigualdade de Schwartz , |C0VQi’<2^I^

A generalização para um teste composto com k componentes é 
k k

= z y. = .-Z: +í.)
j=i j j=ivj r

■I zt < m
v(X)

2

2 Teorema, a)

b) Em particular, se 
paralelos, tem-se

= 2 [1-

V(Yj) ]



j=l,2,...kb) Em particular, se sao testes pa

ralelos,

(31)R = f

Dem.: De (28) tem-se V £ e m

e m vem

isto é,

. (k-1) ) = 2

ou ÍT"

Então, (39) toma a forma

££ cov(Y„,Y )+2 E E cov(Yp,Y )
Xm' m'

>/

mas,
j X<m m‘

ou seja, cov
1

vindo finalmente

>/1

-J (32)0 valor
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k 
k-1

2E £

Y ) m

1 
v(X)

EE
1 m

= E E

n?

E E 
Kra

L>

kt
1

k 
k-1

jv(Y?
v(X)

cov(?r?m)

cov Q , i )

JJc.q.d.2 E

k~l ^<m

„ 2 
'xf

cov(?Z’?m)+E(?j)

cov(^>, J

cov(X„,

Y. , 
J

tem-se
k P yy ’ 

i-(k-i)f^7

v(X) - E v(Y.)

2 E E
m

(7’^in

2k y y , 
FT £<t COV(YU

v(X)

jv(Y? 
v(X)

(YrV =

2 E E 
k-1 £<m

= Ert-

2 cov (?r?m)

?2

v(X)-Ev(Y.)
ÊX)

v(X) =v(tY.) = tv(Y.) +2nEcov (Yz,Ym)

cov(?.. , ? )

v(^) * V (?m) >,

Somando em

I 2 = 2 k F



A expressão (31) ,c(= R= j7 , ê conhecida1 + (k-l)f

coeficiente reduz-se ã

(33)1

J
(34)1

q = 1-p . Note-se que «

so se

Métodos de estimaçao da fiabilidade
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(42) L. Cronbach, "Coefficient alpha and the internai structure of tests”, 
Psychometrika, 1951, 16, 297-334.

(43) Renchlin, 1962, ob. cit. na bib. p.82.

20

k
k - 1

Pj ,

‘ = pk-

Sendo os p^ aproximadamente 
-Richardson (KR21):

J 20 com igualdade se e

P1

n p q
v(X) /

oí 21

=P‘XX' .

Estimar a fiabilidade de um teste é procurar estimar o grau de 
/ / n X 

existência da realidade psicológica definida pelo teste k .
A avaliaçao da fiabilidade é usualmente feita a partir de tres 

métodos principais, considerados como processos de avaliação da precisão 
métrica do teste, suposto este um instrumento de medida aplicável a uma 
realidade objectiva e independente do teste. Por outras palavras, a fia­
bilidade e a qualidade que se traduz em que uma mesma prova aplicada duas 
vezes a um mesmo indivíduo de resultados idênticos (ou praticamente idên­
ticos) .

, / ¥ p. q._ Js__  ( ! _ j._ 1_.J k - 1 V v(X)
iguais, pode usar-se a formula 21 de Kuder-

(42) toma o nome de coeficiente <x de Cronbach
0 coeficiente cx , quantidade calculável a partir de uma unica 

aplicaçao de ura teste, dá um minorante para a fiabilidade do teste.
 kp ,>2 = ;yyX-f 1 + (k-D/>yy,

por formula de Spearman-Brown para a fiabilidade de um teste composto com 
k componentes paralelas.

Quando os Yj sao iteras dicotomicos, o 
formula 20 de Kuder-Richardson (KR20):

= P2

- 1 com p = k

=21



a) Método teste-reteste — um mesmo

re

(35)

o coeficiente de correlação da amostra, estimativa do coefi
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instrumento de medida e a- 
plicado duas vezes a uma mesma amostra, correlacio­
nando-se os dois conjuntos de valores obtidos. Ao coe 
ficiente de correlação obtido da-se o nome de coefi- 
ciente de constância.

*R =

(44) G. Kuder, M. Richardson, "The theory of the estimation of test reli 
ability, Psychometrika, 1937, 2, 151-160.

b) Método dos testes (ou formas) paralelas — formas paralelas 
de um teste são aplicadas a uma mesma amostra. 0 coe 
ficiente de correlação das pontuações associadas ãs 
duas formas toma o nome de coeficiente de equivalên­
cia.

c) Método da partiçao
vide-se o teste em duas partes equivalentes, calculan 
do-se a correlação entre as pontuações obtidas nas 
duas metades, sobre uma mesma amostra.
Em muitos casos, a partiçao é feita por items pares e 
ímpares — método par-ímpar (odd-even method).
0 coeficiente de fiabilidade toma neste caso o nome 
de coeficiente de homogeneidade.

2 r , yy
1 + r , yy

ou das metades (split-half method) — di

Note-se que c) é um caso particular de b): um teste com 2k items 
darâ origem, por partiçao, a duas formas paralelas com k items cada.

A correlação das duas metades (ou formas paralelas) dã como 
a sultado um coeficiente de fiabilidade para meio teste, Rj^ '

A fiabilidade para a totalidade do teste pode ser estimada pela 
formula de Spearman-Brown (cf. com (18) ):

* 
2 Rl/2

*
1 + Rl/2

sendo r , yy 
ciente de correlação teórico fyy».

Um método para obter coeficientes de fiabilidade usando estatís 
(44) ticas teste-item for desenvolvido por Kuder e Richardson



(36)1 -

a

Com = const.
(34),

(37)1

Para iteras nao dicotómicos de

= <X 1 (38)

sendo ja e

vidido de

com

com
&Teorema.

testes compostos.

127

20

X.i

<x. ’
1

* R

2 s.J

= 2Q-

A°(

A R

* R

(32) obtém-se

* * 
k P q

2
sx

k
k - 1

k 
k - 1

k 
k - 1

2 sx

variância empírica do item 
ficiente c< de Cronbach.

+ Y! r= Y.1

, sendo
1
2

*
= °^20

•k

= o(*
21

o teste original

J
e

obtém-se, de acordo com KR21 dada por

Seja o(x
2k
e'(c(.)= «< 1 x
a populaçao dos

Çs?J_ 1
2 

sx

proporção de indivíduos da amostra com sucesso no item j, 
a variância empírica das pontuações do teste; oZ, 

estimativa de c< 20 dado por (33). 
A A 

Pj - p

o coeficiente calculado para 
iteras. É valido então 

& E o (?)

Para testes com k items dicotomicos uma estimativa da fiabili­
dade e obtida a partir da formula 20 de Kuder-Richardson (KR20). 

A A 

2 
sx

X.
1

v(Y.) + v(Yp“
V(XÍ) -

Para cada teste composto 
k=2,

sendo p. 
a * Jq.=l-p. ■J J

0 coeficiente o( possui a
— retome-se a populaçao teórica

2k items; no método das metades,
1 ( 2k\ 1 (2k) ’

’ 2 (kl)2

testes compostos (com 2 componentes)

±(2kk)
calcule-se, a partir de (32)

é uma

o
operador valor médio sobre

seguinte propriedade importante:
U e seja X um teste com 

este teste pode ser subdi-
J 1 /2k1maneiras, obtendo-se y I j

uma estimativa do coe



valores
e

me

e
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o(.
1

(?)
a c( x

As teorias recentes relativas a fiabilidade dos testes inserem 
este problema num quadro bastante geral. Procura-se estimar nao apenas o 
grau de invariabilidade dum instrumento, ou o grau de invariabilidade de 
um objecto, mas, fundamentalmente, estimar o grau de repetibilidade duma 
relaçao estabelecida quando se usa um instrumento de medida e o grau de

. - . . (*) existência do objecto definido pelo instrumento

(45) V. Lord and Novick, ob. cit. na bib., cap.4.
(*) Cf. cap. 1

Este resultado pode ser intepretado de duas
1) calculando os ~ 

ritmetica ê igual
2) distribuindo os items aleatoriamente pelas duas

(45)tades, o valor medio de e c<

maneiras:
oi., a sua media a- i



Apendice III

Vectores. Espaços vectoriais

-» se1’'n' n'

Soma de vectores:

= (o,...,o).

(escalar) pelo vector a: X

42) (ã + b) + c = ã + (b + c)

3) ã + o

4) a + com

5) l.a =

6) A (A a) = (X A )
7) À (a + í>) = A a + X ? (A> X “ escalares)

Ao conjunto de todos os vectores
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o

a

a

a

4 a

~>r a = ?
= a

a n dimensões, de componentes

= b. , 
1

* > a n

= X É

a + b = (a1,...,a ) + (b_,...,b ) =I n 1 n
= (an +b_,... ,a +b ) .II n n

A soma de vectores e comutativa e associativa. 0 elemento neu 
tro da adiçao é o vector nulo

. ,a ) diz -se n
numeros a^,...

a = (a^,Um conjunto ordenado de n numeros a = (a^, a^,..
um vector a n dimensões (ou dum espaço de dimensão n). Os 

sao as componentes ou coordenadas de
Dois vectores a = (a^,...,an) e É = (b^.-.jb^) são iguais

i = 1,...,n.

3’ = (-l)a = -a

Produto do númeroX (escalar) pelo vector ã: X a - (Aa^,.. ,Aan) 
Ao produto por X também se da o nome de homotetia de razaoÀ s 

se A)0 (dilataçao se Á > 1, contracçao se 0 < X < 1) ou homotetia de razao 
|X| (com inversão de sentido) se X < 0«

Das definições dadas resultam as seguintes propriedades:
> ->1) a + b = b + a

e so se a.
i

8) (A +/< ) a



Dependência e Independência Linear
4,4rn

bêm se diz que

s = x 1

1.
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4a sa2 + ’•

-ja a se

■4 o vector a.
; proporcional a Ú* (isto ê,a

■ > a s

dizem-se linearmente dependentes se pe 
Caso con­

diz em-se linearmente independentes.

al

al’“

os vectores são linear-

sao linearmente in- r ------------

, diz-se que b e proporcional 
real) tal que b =â a . Tam

3. Todo o conjunto de dois vectores iguais oú, em geral, de 
dois vectores proporcionais (colineares), assim como todo o conjunto con

reais) X, , . .1 s

ap...,a.

Dados dois vectores de V , a e b 
existir um escalar A (isto ê um numero 

a e b sao colineares.
0 vector o e proporcional a todo i
Se 2 ê proporcional a a então a e 

relaçao de proporcionalidade e simétrica).
Um vector ? diz-se combinação linear dos vectores 

se existem escalares (números reais) X1,...À„ tais que

reais, munido das operações de adição e multiplicação por um escalar,sa­
tisfazendo ãs propriedades 1-8, dã-se o nome de espaço vectoriaLÇcu afim) 
a n dimensões, e representa-se por VU.

r vectores (r>, 2) a^, a^,..., a^
lo menos um destes vectores ê combinação linear dos restantes, 
trario os vectores a^,...,a^

Um conjunto de vectores linearmente independentes (dependentes) 
também se diz uma família livre (nao livre).

Por outras palavras, os vectores 
dependentes se uma relaçao do tipo

A. a +...+ A a =0 11 r r
implica = 0. Com algum(s) X não nulo(s)
mente dependentes.

Os seguintes resultados sao fãceis de estabelecer:
0 conjunto constituído pelo unico vector a e. linearmente de 

-> -> pendente se e so se a = o .
2. Se um subconjunto dum conjunto de vectores e linearmente de 

.pendente então o conjunto também é linearmente dependente(équívaientemen 
te: se um conjunto ê linearmente independente todo o subconjunto também 
o é) .



tendo o vector nulo sao famílias não livres.

dimensões e sempre possível encontrar n

= (1,0,...,0)

= (0.0,...,0,1)

de

,n

. Os coeficientes A sao1

desentaçao n

então, representado pela sucessão das suasEm cada base a

e dar um conjunto ordenado
v

= (2, 3) com

131

a

e n

= (2, 2)^

el

?2 + ..
de a

dado «pela sua representação numa base não canónica,es 
ta deve ser explicitada.

a repre-

?1

l,...,vn
que toma o nome de base

n vectores linearmente
1 ttO de V .

’*2’"

= (0,1), ?2
2 Por exemplo, em V :

<*>3

.v^) equivale a dar a sua repre

n n
na base B; (À^,...,^) é 

).Bi n

Teorema. Num espaço vectorial an 
vectores linearmente independentes. 
Por exemplo, em Vn e^

e2 = (0,1,0,...0)

- r de V
. ,v ). Ê de verificação imediata que

Teorema. Toda a família de s vectores de Vn e nao livre se s>n.
Por outras palavras, n e o numero maximal de vectores linear- 
mente independentes.-

b , b ,... ,b12 n 
se diz uma base

de V“ se pode representar como combinação li­
near dos vectores de B, sendo esta representação única.

Definição. Toda a família B = 
independentes de Vn

Seja ã = X + \2 
as coordenadas ou componentes

na base B e escrcve-se (ã)

e, 
coordenadas, relativas a essa base.

Como vimos, dar um vector v 
de n numeros: v = (v^,v2>.. 
são as coordenadas de v na base 
canónica ou natural.

Então, dar um vector v = (v^,,. 
sentaçao na base canónica.

Sendo v

Teorema. Todo o vector a



obtem-se imediatamente:

= 2(0,1) + 3(2,2) = (0,2) (6,6) = (6,8) = 6(1,0) +

+ 8(0,1) = 6 en+ 8

Definição.

1. Dois pontos P e Q definem um vector Q-P = PQ = v £ V

e
com o

vector v

3. Três pontos O,P,Q satisfazem ã relaçao

(espaço
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I n
, então

v

um 
í2,..

) tem a decom- 
canonica

*2

posição v =

A• , u n

.. + v n b n
er..

ou espaço linear. A dimensão

e o

A representação canónica de
A Av = 2 bx + 3b2

V1

2. Dado um ponto P

Tem lugar o resultado:
Se na base

V-

Ao conjunto R de todos os pontos de A e todos os vectores de 
V da-se o nome de espaço vectorial pontual 
do espaço linear é a dimensão do espaço vectorial associado.

Seja Rn 
um sistema (0, 
trariamente, e 
vectorial associado a Ru)

Seja V um espaço vectorial e A = N, 0, P, Q,...| um con­
junto cujos elementos tomam o nome de pontos■
Suponha-se que a cada par ordenado de pontos de A correspon­
de um e um so vector de V, de acordo com as propriedades.

o vector v

um vector v existe um e um só ponto Q 
tal que PQ?= v (também se diz que a soma do ponto P 

ponto Q)

Definição. Um subconjunto w dum espaço vectorial V diz-se um subespaço 
vectorial se w e um espaço vectorial relativamente ãs opera 
çoes de adiçao de vectores e multiplicação por um escalar,de 
finidas em V.

= (v , ...,v '-> 1 . ". . ,b l e base n J

espaço linear n-dimensional. Referencial de Rn ó 
Up u2,...,u^) formado pelo ponto 0 de Rn, escolhido arbi 
por n vectores linearmente independentes de Vn 

_n.

A
1



1U1

1. Se MN = OP

n'
cie. 11

n de dimensão n-1.

+

(Nota.
com

Caso con

133

,x2...

= b ra xrn n

dã-se o nome de plano a k - n-r 
dimensões

os x
.. + X U n n
no referencial (0,

r funções de uma ou mais variaveis, são linearmente
dependentes se existe uma relação +• • •+ ~ 0
algum A não nulo, para todos os valores das variáveis.

plano segue-se que todo o 
hiperplanos linearmente independentes.

A equaçao do hiperplano passando pelo ponto P de coordenadas
(t^,...,tn) ainda se pode .escrever na forma

a21Xl

Consequências imediatas das definições sao: 
então M(? = NP*

a _ x.rl 1

= b2

espaço linear. 0 conjunto de pontos de Rn satisfa- 
)=0 diz-se uma hipersuperfi- 

+...+anx^ - b = 0 a hipersu-

= blauxi

ai(xl"tl)+a2(X2-t2) + ”-+an(Vtn)=°

...+ a„ x• 2n n

Dado um ponto P de R
ÕP* = p - o = x^u^ + x2u2 + *

dizem-se as coordenadas do ponto P no referencial (0, u^,..
Em particular o ponto 0 tem por coordenadas (0,0,... ,0)

...+ a, x In n

. ,b ) de Rn as co- n
1,b2-a2>...,bn-an).

Como cada uma das r equações do sistema representa um hiper­
plano k-dimensional é a intersecção de r=n-k

2. Dados dois pontos A(an,...,a ) e B(b,,..A n 1 
ordenadas do vector ÀE* = B-A são (b^-a

n tem-se

Seja R um n
zendo a uma equaçao da forma 0 (x^

Sendo 0 linear, i. e, da forma aqx
perfície toma o nome de hiperplano.

Um hiperplano e um subespaço de R1
Ao conjunto de pontos satisfazendo ao sistema de r equações

independentes (v.nota)



Espaços Euclídeanos

interno.

v

dades:

1.

= * (u, v)2.

3.

3. resulta imediatamente

define-se norma (modulo ou comprimento)E
por

tem-seE
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Num espaço vectorial introduza-se uma métrica, i. 
so permitindo medir comprimentos e ângulos.

A métrica será definida pela introdução dum produto escalar ou

, b £ V.

u e vEm geral designaremos o produto escalar de u e v por u.v
Um espaço vectorial V munido dum produto escalar diz-se um es- 

paço vectorial euclideano , V —j------------------------ ---- t

2 . (u,v + w) = (u,v) + (u,w)

(u,v) = (v,u)

—J ~~í2 “—y ■**?(u+v,w) = (u,w) + (v,w)

Dados os vectores a

De 1.,2. e

é, um proces

Definição: Dado v g V. 
de v

Definição: Num espaço vectorial V define-se um produto escalar 
fazendo corresponder a todo o par de vectores u, 
C V um numero real (u,v) de acordo com as proprie

1' . (u, pv) = P (u.v)

trario as funções sao independentes.
Varias relações do tipo X +...+ X = 0 dizem-se inde­
pendentes se os vectoresX = (X sao linearmente in 
dependentes).



II? + ?I|2 = ll?l|2 + II?||2 + 2?.?
Define-se angulo 6 dos vectores

cos 9 =

Ê valida a igualdade

cos(u,v) =

Uma base se
1= 0

Vectores não nulos ortogonais dois a dois sao linearmente in-

e

Expressão do produto escalar em função das coordenadas

. Dados dois vecto-base qualquer de V.uma

+ . ..+res

->com

= 0 para i^k eSendo a base

a.b ii

Sendo a base ortonormada ainda se tem g e
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a.b = Ei a.b.i i

=E ®ií
1

a.b.i i

iwu

= E I
■ i k

cos (A U,p v)

4 
ep..

a e n n

4 -4e. .e, i k
-se ortonormada.

Aos vectores de modulo 1 dã-se o nome de vectores unitários.

+. ..+ b e n n

. | 4 4 >SeJa{e1,...,en|

a =

tem-se que e || =

Sik

e.. e,i k

a e b tem-se

ortogonal tem-se g., ;1K.

Dois vectores u e v 
j e ,..., e ( 1 n - 

para i^ k, i,k=l,...,n.

a.b, i k a.b, i k

¥1
gik

n

ii=1

V. a base diz- i

rn
E ' 

f

e. .e, i k

e (a,b) = a.b = T_ E
i k

dependentes.
Dado um vector v e um vector e ligados pela relaçao v =llv ||

1 . A e dã-se o nome de versor ou vector unitário de v

= (e.,e ) =i k

4 4u e v pela igualdade

dizem-se ortogonais se u.v = 0 
dum espaço euclideano e ortogonal
Se ainda for j|e^ || =



Por exemplo, sejam em D =os vectores e
=(2,4,2).

= 1x2 - 1x4 + 1x2 = 2-4+2 = 0

espaço vectorial corresponden

n dis tãnciaa

d(P,Q) >/ 01.

d(P,Q) = d(Q,P)2.

d(P,Q) s< d(P,O) + d(O,Q)3.

(Em que condiçoes e valida

///
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t=d,-l,D

o nome

permite definir 
e Q,a partir da igualdade

a igualdade?)

Considerando os vectores representados na base canónica e

a.?

v3

d(P,Q) = ÍIp^II
Ao espaço Rn munido da métrica euclideana da-se simplesmente 

de espaço euclideano e representa-se por En.
Da definição de distancia resulta que

Seja Rn um espaço linear e 7° o 
te munido de uma métrica euclideana (isto e, dum produto escalar satisfa 
zendo aos postulados indicados)

A introdução da métrica em R1 
d(P,Q) entre dois pontos, P
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Obra de referência útil, quer para o 
matemático aplicado quer para o ! 
psicólogo ou sociólogo que nos seus 
trabalhos tenham que recorrer aos 
métodos quantitativos de análise de 
dados.

O texto está dividido em três partes. 
Numa primeira, procura-se 

r fundamentar o uso dos modelos 
matemáticos nas ciências do homem, 
nomeadamente na psicologia, fazendo- 
se o estudo das escalas (níveis) de 
medida e suas condições de > » 
aplicabilidade.

Na segunda e terceira partes 
expõem-se algumas técnicas 
matemático-estatísticas de grande 
importância nas aplicações.

Descrevem-se as medidas de 
associação (correlação) entre duas 
variáveis, percorrendo a gama dos 
métodos oferecidos pela estatística e 
adaptados aos diferentes tipos de 
escalas, cobrindo a maior parte das 
situações postas pela prática. 
Finalmente, desenvolvem-se alguns 
aspectos da Análise Factorial, tratando 
e discutindo as hipóteses de Spearman, 
Holzinger e Thurstone e descrevendo, 
com algum pormenor, as soluções de 
Hotteling e Thurstone. |


