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Resumo

O presente trabalho incide numa avaliacdo qualitativa de exames nacionais de Matematica do 12.° ano,
com base na Taxonomia SOLO, tendo em conta alteracGes no Programa da disciplina de Matematica
A num determinado periodo e contexto.

Pretendeu-se investigar a complexidade/grau de dificuldade dos exames de Matematica A da 1.2 fase,
no periodo de 2015 a 2018, e sustentar a resposta as seguintes questes de investigacao:

- Que variacao existe nos temas curriculares nos exames para 0s anos em estudo?

- Que variacéo de categorias/niveis SOLO existem nos exames em estudo?

- Existe variag&o na complexidade/grau de dificuldade nos exames nos anos em analise?

- Que diferencas significativas se verificam com a altera¢éo do programa de Matematica A?

O quadro teérico baseia-se na Taxonomia SOLO, a partir da qual foi criado um Modelo de categoriza-
¢do de questdes de exame que fornece parametros para analisar e categorizar essas questdes através
da sua resposta, em escala crescente de complexidade.

O Modelo de categorizacdo de questdes de exame, desenvolvido por Mario Ceia e inspirado na Taxo-
nomia SOLO, foi a ferramenta metodolégica utilizada que permitiu concluir o objetivo deste estudo e
responder as questdes de investigacao.

Pelos resultados obtidos na aplicagdo do modelo, nota-se que a introducéo do novo Programa da Ma-
tematica A, trouxe impacto nos exames analisados, com alteracdes significativas, ndo sé quanto a sua
estrutura (em 2018, apresentou-se com dois Cadernos de questfes de escolha multipla e de desen-
volvimento, contendo questdes alternativas entre os dois Programas abrangidos no estudo), mas tam-
bém ao nivel da categorizacdo das questbes (em geral predominando a Categoria mediana e aumen-
tando a mediana mais complexa em 2017 e 2018), indicando que o grau de complexidade dos exames
de Matematica A aumentou.

No que respeita a variagdo dos Temas/Dominios, nos exames de 2015 a 2017, encontram-se todos 0s
Temas do 11.°e 12.° anos e alguns Temas do 10.° ano e no exame de 2018 todos os Dominios do 12.°
ano (excetuando-se o Dominio das Primitivas e Calculo Integral) e, ainda, quatro Dominios do 11.° ano

e um Dominio do 10.° ano.

Palavras-chave: Avaliacdo, Exames nacionais, Taxonomia SOLO, Matematica A
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Abstract

The present work focuses on a qualitative assessment of national exams in Mathematics of the 12th
year, based on the SOLO Taxonomy, considering changes in the Program of Mathematics A in a given
period and context.

It was intended to investigate the complexity/degree of difficulty of the 1st phase Mathematics A exams,
in the period from 2015 to 2018, and support the answer to the questions of this investigation:

- What variation is there in the curricular themes in the exams for the years under study?

- What variation of SOLO categories/levels are there in the exams under study?

- Is there a variation in the complexity/degree of difficulty in the exams in the years under analysis?

- What are the significant differences with the change in the Mathematics A program?

Biggs and Collis (1982), based on Piaget's development theory assumptions, developed a theory, the
SOLO Taxonomy, which allowed the creation of an Exam Question Categorization Model that provides
parameters to analyze and categorize exam questions through its answer, in an increasing scale of
complexity.

The Examination Questions Categorization Model, created by Mario Ceia, inspired by the SOLO Tax-
onomy, was the methodological tool used to complete the objective of this study and answer the inves-
tigation questions.

From the results obtained in the application of the model, it is noted that the introduction of the new
Mathematics A Program brought an impact on the exams analyzed, with significant changes, not only
in terms of its structure (in 2018, it presented two notebooks of questions of multiple choice and devel-
opmental, containing alternative questions between the two Programs covered in the study), but also at
the level of categorization of questions (in general, the median category predominating and the more
complex median increasing in 2017 and 2018), indicating that the degree of the complexity of Mathe-
matics A exams has increased.

Regarding the variation of Themes/Domains, in the exams from 2015 to 2017, all the Themes from the
11th and 12th grades and some Themes from the 10th grade are found, and in the 2018 exam all the
Domains from the 12th grade .th year (except for the Domain of Primitives and Integral Calculus) and

also four Domains of the 11th year and one Domain of the 10th year.

Key Words: Evaluation; National Examination; SOLO Taxonomy; A Mathematics
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“A educacao é a mais poderosa arma para mudar o mundo” (Mandela)

A mais dificil tarefa da educacéo consiste “em fazer da diversidade um fator positivo e compreenséo
mutua entre individuos e grupos humanos. A sua maior ambigdo passa a ser dar a todos 0s meios
necessarios a uma cidadania consciente e ativa, que s6 pode realizar-se, plenamente, num contexto

de sociedades democraticas” (Delors et al, 1996, p 52).

Introducéo

E indiscutivel que o tema Exames Nacionais traz questdes de varias ordens, nomeadamente no im-
pacto dos seus resultados, quer para decisores politicos, escolas e publico em geral, face as aborda-
gens a varios niveis sobre esta matéria e a visibilidade que atualmente tém na sociedade.

Assim, a avaliagdo externa preconiza um leque de comportamentos de inUmeros intervenientes do
Sistema Educativo pelo papel preponderante no processo ensino/aprendizagem.

Este trabalho tem como finalidade uma avaliagdo qualitativa a Exames Nacionais de Matematica A do
12.° ano portugueses que, desde a sua reintroducdo em 1993, ocorrem no final de cada ano letivo,
permitindo por um lado a conclusdo do ensino secundario e por outro, na maior parte dos cursos de
orientacao cientifica, 0 ingresso no ensino superior.

A investigacdo incidiu sobre exames de Matematica A da 12 chamada dos anos 2015, 2016, 2017 e
2018 através de um procedimento de andlise, interpretacdo e categorizagédo das respostas/questfes
destes exames, com o objetivo de os avaliar qualitativamente quanto a sua complexidade/grau de difi-
culdade.

Como ferramenta metodoldgica neste processo, foi utilizado um modelo de categorizagcéo de questdes
de exame, da autoria de Mario Ceia, criado com base na Taxonomia SOLO, assente em pressupostos
de Biggs e Collis (1982), que o autor reformulou ao longo de vérios anos e o qual se aplica a todos os
niveis de escolaridade.

A aplicagdo do modelo foi efetuada com base em respostas “idealizadas” (propostas de resoluc¢éo co-
erentes com os conhecimentos e capacidades expectaveis para um aluno do 12.° ano), os contetddos
(dominios tematicos) que constam nos Programas de Matematica A vigentes em cada momento e 0s
critérios de classificacdo dos exames, permitindo, com recurso aos parametros estabelecidos no mo-
delo, categorizar as questdes de acordo com o nivel de complexidade que apresentam.

O modelo seguido permitiu ter um fio condutor na diferenciacdo da complexidade das questdes, per-
mitindo assumir uma decisdo quanto a categorizacdo das mesmas.

Partindo da categorizac&o obtida nas questdes dos exames, foram efetuadas consideracdes e conclu-
sBes quanto aos temas, tipo de categorizacdo de questdes, diferencas encontradas com a alteracéo
do Programa, bem como tentar aferir sobre o grau de exigéncia e complexidade presentes nos exames
em estudo, sendo possivel, desta forma, dar resposta as questdes desta investigacao:

- Que variacao existe nos temas curriculares nos exames para 0s anos em estudo?

- Que variacao de categorias/niveis SOLO existem nos exames em estudo?

- Existe variacdo na complexidade/grau de dificuldade nos exames nos anos em analise?



- Que diferencas significativas se verificam com a alteragdo do programa de Matematica A?

Assim, este trabalho encontra-se estruturado em sete capitulos, aos quais antecedem um resumo e
uma introducéo, sobressaindo a relevancia e pertinéncia do estudo.

Nos Capitulos um, dois, trés e quatro apresenta-se a revisao da literatura considerada pertinente neste
estudo, enquadrando-se os temas da avaliacdo, exames e Ensino Secundario em Portugal, programas
da Matematica A e Taxonomia SOLO.

O Capitulo cinco é dedicado a metodologia utilizada no objeto do estudo, na qual se descrevem os
procedimentos que foram seguidos explicitando as principais acdes. No Capitulo seis apresentam-se
as andlises efetuadas e resultados, seguindo-se o capitulo sete no qual surgem as conclusdes e a
reflexdo final.

Afirmado na categorizacdo das questdes dos exames referidos, o estudo realizado ao longo deste

trabalho seguiu uma metodologia qualitativa.



Capitulo 1 — A Avaliacéo

1.1 Consideragdes Gerais sobre a Avaliagdo no Sistema Escolar Moderno

Na arena onde os intervenientes na politica educativa debatem os assuntos que marcam a atualidade
no sector, a avaliacdo é um tema recorrente cujo interesse ndo cessa de aumentar. Esta tendéncia
decorre tanto por via de diretrizes europeias como por influéncia de um formato escolar sustentado,
em Portugal, por métricas quantitativas de suporte ao desenvolvimento de uma aprendizagem de qua-
lidade — que a despeito dos principios plasmados na Lei de Bases néo logrou, ainda, colmatar efeitos
colaterais geradores de assimetrias e desigualdades que ainda hoje permanecem por ultrapassar. A
pesquisa cientifica assume, aqui, um papel de relevo no apuramento de dados reais capazes de per-

mitir anélises mais eficazes e eficientes na procura de novas respostas e melhores caminhos.

A escola, enquanto “organizacao educativa complexa” (Sa, 2009, p. 87), que acumula com a sua ver-
tente “matricial-educativo-curricular” (Roldao, 2014, p. 59), uma multiplicidade de fun¢des sem resposta
noutros espacgos (Novoa, 2009), assume um papel social cada vez mais destacado (Pacheco, 1991),
que tem na avaliagdo uma pecga angular da “modernidade escolar” (N6voa, citado por Fernandes, 2008,
p. 11) - a qual desde o século XX tem procurado reinventar-se tanto em termos formais e legais como
humanos e sociais, de modo a acompanhar os desafios crescentes de um meio em constante mutacao

gue exige das escolas uma resposta capaz de atender a publicos cada vez mais diversificados.

Os ideais de universalizagdo, democratizagdo e equidade, hd muito enraizados no nosso léxico edu-
cativo, tém como principal premissa fazer de cada aluno a melhor verséo de si num mundo competitivo,
exigente e globalizado, no seio do qual Portugal - apesar de ter passado de um “contexto de certezas”
e de “promessas” para um “contexto de incertezas” (Alves & Canario, 2004, p. 981), em larga medida
devido a pressdes de uma série de stakeholders e ao perpetuar de uma crise do “pensamento sobre a
escola” (Roldao, 2014, p. 60) — acompanha 0s seus pares na tentativa de fazer da Europa a regido
mais competitiva do mundo em conhecimento (Fernandez, 2006).

Neste contexto, a avaliagcdo das aprendizagens, entendida como “todo o acto intencional que, agindo
sobre 0s mecanismos de aprendizagem, contribui directamente para a progresséo e/ou redirecciona-
mento dessa aprendizagem” (Santos, 2002, p. 77), € uma das mais dificeis tarefas que a civilizagédo
enfrenta. E através dela que se conseguem definir metas e objetivos escolares tendentes a um pro-
cesso de melhoria continua, de modo que apesar de nem sempre consensual, é hoje aceite como
necessaria, funcionando como “ponto critico de qualquer reforma ou inovacao” (Névoa, citado por Fer-
nandes, 2008, p.11).

S6 avaliando se consegue ter nogcéo da concretizagdo do almejado sucesso escolar. “A avaliacdo tem
qgue ser fundamental e principalmente assumida como um poderosissimo processo que serve para
aprender” (Fernandes, 2008, p. 142), e que para tal deve envolver diversos atores, pois as escolas,

longe de cristalizadas no tempo, sdo hoje elos de ligagdo num meio cada vez mais interdependente,



plural, complexo, diversificado e multicultural (Fernandes, 2005), onde a aprendizagem denota multi-
plos ritmos e “a escola inclusiva € um desafio individual e coletivo” que requer respostas diversificadas
(Benavente, 2011). O professor desempenha, aqui, um papel central, ndo sé na apresentacédo de pla-
nos de trabalho, correcéo e orientacéo, como de interpretacéo do trabalho do aluno a luz de uma cultura
de aprendizagem pelo erro nem sempre entendida de modo positivo na auto-avaliacdo e que como tal

deve ser gerida de modo assertivo (Santos, 2002) para dar frutos.

No &mbito da investigacdo em apreco, merecem particular destaque a avaliacdo interna (predominante
na sala de aula, da responsabilidade dos professores) e a avaliagdo externa (exames nacionais, da
responsabilidade do Ministério da Educacéo). Concretamente em Portugal, este interesse publico na
agenda avaliativa surge em larga medida nas duas Ultimas décadas, na sequéncia tanto do novo esta-
tuto da carreira docente do ensino néo superior (Lei n.° 31/2002, de 20 de dezembro) associado aos
contratos de autonomia como também dos processos de avaliagdo, destinados a garantir a “credibili-
dade do desempenho dos estabelecimentos de educagéo e de ensino” (S&, 2009, p. 87). Nesta linha,
a avaliagdo dos alunos constitui “uma area extremamente problemética” (APM, 1998, p. 89) e é “umas
das principais inquietacdes dos professores, dos alunos, dos pais e encarregados de educacédo, poder
politico e de uma maneira geral de todos os cidadédos com uma maior ou menor incidéncia. De acordo
(...) com o crescente peso que as avaliagbes externas tém no prosseguimento de estudos, dentro dos
trés ciclos de ensino basico e do ensino secundario e, principalmente, para o ensino superior (...) as
questdes decorrentes da avaliagdo do desempenho dos alunos estdo —hoje, mais do que nunca, na
ordem do dia” (Gaspar, 2013 p. 24).

1.2 Enquadramento Legal da Avaliacdo Escolar ao Longo do Tempo

Em termos histdricos, os exames publicos nacionais remontam h& mais de 2500 anos na China, para
efeito de sele¢é@o de militares e funcionarios publicos, iniciativa que chega a Europa no séc. XVI (Fer-
nandes, 2008), pelas maos dos Jesuitas, a quem coube em Portugal a gestdo do ensino até a segunda
metade do século XVIII. Foi, contudo, nos ultimos 150 anos que os sistemas educativos mundiais co-
nheceram significativo desenvolvimento, merecendo referéncia o ano de 1836 em Portugal, “data em
gue é consagrada a criacdo e instalacao dos liceus, com base num plano sistematizado dos aspetos
curriculares, pedagogicos e administrativos do desenvolvimento dos estudos secundarios”, seguindo-
se, em 1860, o regulamento geral dos liceus (Fernandes, 2008, p. 101), cujos concelhos definem os

conteudos dos exames, ndo havendo ainda uniformidade e igualdade, num pais repleto de assimetrias.

ApOs varias tentativas de mudancga, em 1894/1895 ocorre a historica reforma de Jaime Moniz, con-
substanciada “numa centralizacao das questfes de natureza pedagdgico-didatica — curriculos, progra-
mas, manuais e metodologias de ensino - e de natureza administrativa”’, pese embora ndo se possa
ainda “falar de um sistema de exames nacionais iguais para todos os estudantes” (Fernandes, 2008,

p. 102). O inicio de um sistema de exames em que se verifica uma avaliacdo rigorosa dos



conhecimentos baseada em principios de igualdade e transversalidade para todos os alunos acontece
em 1930, com a promulgacé&o do Decreto n.° 18884 de 27 de setembro de 1930, que determina home-
adamente:

a) a reducao significativa das provas orais; b) a separacéo das funcdes de examinador
e de professor; ¢) a concec¢édo de provas orientadas mais para a avaliacdo da inteligén-
cia do que da memdria; d) a instituicdo do regime de anonimato dos alunos nas provas
escritas (Fernandes, 2008, p. 102).

O Decreto-Lei n.° 36507, de 17/9/1947 que promulga sobre a reforma do ensino liceal, volta a insistir
na objetividade e igualdade dos exames - com ponderacdo de 100% nos finais de ciclo (Fernandes,
2014) - e com a aprovacgdo do estatuto do ensino liceal com o Decreto n.° 36508, também em 1947,
“fica inequivocamente consagrado um sistema de exames nacionais iguais e obrigatérios, de corregao
andnima, com administracao estandardizada, incluindo sobre um curriculo uniforme” (Fernandes, 2008,
p. 103) — caracteristicas que permanecem até ao regime democratico, prevalecendo uma avaliagcéo de
natureza seletiva e discriminatdria, com elevadas taxas de abandono e reprovacéo. Durante o Estado
Novo, é "inequivoca a presenca de um sistema educativo ao servigo daquele ideério politico, assente
no conformismo, na desmobilizacdo social concretizada no afastamento dos cidaddos de qualquer
forma de participacéo, tendo-se, a par, naturalizado a ideia de estratificagdo social" (Carvalho, 2017,
p. 83).

A década de 70 trouxe algumas iniciativas pontuais de relevo, como a formulacdo de objetivos na
educacdo, a construgcdo de instrumentos de avaliacdo e a utilizacdo da taxonomia de Bloom (Fernan-
des, 2014). O Decreto-Lei n.° 491/77 de 23 de novembro e a Portaria n.° 210/78 de 15 de abril, ao
substituirem o servigo civico por um ano propedéutico percursor do 12.° ano e obrigarem a prestacéo
de provas para efeitos de ingresso no ensino superior, estiveram na génese do regresso, 20 anos
depois, dos exames nacionais ao ensino secundario (Fernandes, 2014). Apés duas décadas sem qual-
quer avaliacdo externa de certificagdo de conclusédo dos estudos secundarios, o Despacho Normativo
n.° 338/93 do Ministério da Educacao “institui os exames nacionais no final do ensino secundario, com

funcbes de certificacdo e de selecdo no acesso ao ensino superior” (Fernandes, 2008, p. 103).

De referir que, no nosso pais, o direito a educagéo esta plasmado nos artigos no 73.° e no 74.° da
Constituicdo da Republica Portuguesa - aprovada pela Assembleia Constituinte reunida em sessao
plenaria de 2 de abril de 1976, na sequéncia da Revolugido de 1974, e que "visou restituir aos
portugueses direitos e liberdades fundamentais" (in Diario da Republica Eletrénico). Promulgada pelo
Presidente Mario Soares, em 14 de outubro de 1986, é publicada em sede de Diario da Republica a
Lei de Bases do Sistema Educativo (LBSE) — Lei 46/86, "com um total de 64 artigos, divididos por nove
capitulos”, de certo modo antecipada "pela nomeagdo de uma Comissdo de Reforma do Sistema
Educativo, sendo entdo ministro Jodo de Deus Pinheiro", a 26 de dezembro de 1985, através da

Resolugao do Conselho de Ministros n.° 8/86 (Lima, 2018, p. 76). Sem duvida, um marco incontornavel



na nossa politica educativa, que ultrapassa a desarticulagao e carater de certo modo avulso dos
documentos que integraram a Lei 5/73 de 25 de julho no dmbito da chamada reforma Veiga Simao
(Fernandes, 2014), assumindo-se em pleno como uma Lei "de interpretacées especificas, a partir do
contexto de integracdo na Comunidade Econémica Europeia”, com algumas regulamentagdes e varios
ritmos, ao longo das ultimas décadas (Lima, 2018, p.78). Entre os seus principais pressupostos,
destacamos aqui o de “contribuir para a realizagéo do educando, através do pleno desenvolvimento da
personalidade, da formagao do caracter e da cidadania, preparando-o para uma reflexao consciente
sobre os valores espirituais, estéticos, morais e civicos, e proporcionando-lhe um equilibrado
desenvolvimento civico” (art.° 3, alinea b). No que se refere a questdo da avaliagdo, a LBSE é
sobretudo omissa, fazendo apenas no n.° 2 do art.° 12 (acesso ao ensino superior), “uma timida
referéncia a prova ou provas nacionais que os alunos terdo que prestar para, cumulativamente com o
diploma do ensino secundario, poderem estar em condi¢des de ter acesso ao ensino superior’
(Fernandes, 2014, p. 16).

Em termos gerais, um pouco por todo o mundo os exames sdo externos e com supervisdo do governo;
sdo construidos a partir de contetdos constantes nos curriculos, iguais para todos os alunos, com
conteldos, critérios de correcdo e resultados divulgados publicamente, sendo o seu principal objetivo
certificar, controlar, selecionar ou motivar. Em Portugal, os exames ocorrem no final do ensino secun-
dario, embora haja paises que recorrem aos exames em niveis mais elementares ou no final da esco-

laridade obrigat6ria.

Em Portugal, o peso dos exames é de 30% e o da avaliagdo interna 70%, ainda que para efeitos de
acesso ao ensino superior o peso das disciplinas especificas de exame seja de 50% face a 50% da
avaliacdo interna, havendo paises como Irlanda e Franga em que avaliagdo é quase na totalidade
externa. O préprio numero de exames que 0s alunos tém de realizar ndo € uniforme mesmo no espago
europeu. Considere-se o0 exemplo de Itdlia em que os alunos fazem dois exames, trés na Alemanha e
Inglaterra, em Portugal entre trés e quatro, sendo que em outros paises como Franga, Irlanda e Ho-
landa fazem mais de seis exames, havendo ainda varia¢cdes quanto ao formato dos exames. Uma
diversidade ainda hoje latente, com impacto nomeadamente “nas vidas pessoais, sociais e académicas
dos alunos; nas formas como as escolas e os professores se organizam e desenvolvem o curriculo” e
na propria “credibilidade social do sistema educativo” (Fernandes, 2008, p. 105).

Sendo que os exames visam certificar aprendizagens, selecionar acesso a novos niveis de ensino,
controlar contetdos e gerir curriculos, monitorizar resultados por via de uma sempre polémica e algo
redutora analise quantitativa expressa em rankings e motivar o progresso escolar, € legitimo discutir o
gue é que de facto os exames avaliam, que curriculo é efetivamente avaliado, a equidade dos resulta-

dos e qual “o beneficio comum conquistado” (Fernandes, 2008, p. 105).

A utilizacdo de um teste com determinadas caracteristicas tem multiplas consequéncias, e “a ideia deve
ser a de procurar equilibrar as exigéncias de validade, de fiabilidade, de equidade e de capacidade de

comparacdo, que tém de existir neste tipo de provas com as exigéncias de um ensino e uma



aprendizagem em que a resolucdo de problemas, a relacéo e integracdo de saberes ou as competén-
cias metacognitivas tém um papel determinante”. O Assessment of Performance Unit em voga nos
anos 90 em Inglaterra veio mostrar que “quanto maior for a complexidade das tarefas mais dificil é
inclui-las em avaliacdes em larga escala”, sendo de destacar que Portugal tem tido o mérito de tentar

diversificar o tipo de questdes formuladas (Fernandes, 2008, p. 110).

Antecedido pelo Decreto-Lei n.° 286/89 de 29 de agosto - que estabelece os planos curriculares do
ensino basico e secundario (Fernandes, 2014, pp 18) - sera de mencionar o Despacho n.° 162/ME/91
de 9 de setembro, “que aprovava o sistema de avaliacdo dos ensinos bésico e secundario e que acabou
por ser um primeiro passo para que os principios e orienta¢gdes constantes dos diplomas legais a partir
de entdo passassem a ser mais consistentes com as exigéncias curriculares” (Fernandes, 2008, p.
116). Revogado ao fim de nove meses - pelos Despachos Normativos n.° 98-A/92 de 19 de Junho
(educacéo bésica) e n.° 338/93 de 21 de Outubro (ensino secundario), que retiraram efeito a avaliacéo
sobre a certificacao - teve como principal novidade o facto da avaliagéo para efeito de progresso escolar
dar-se no final do ensino basico e no final do ensino secundéario, com a avaliacdo externa a ter um peso
de 33% e a avaliacéo interna 66% - cuja maior subjetividade levantou questdes de fiabilidade, equidade
e credibilidade (Fernandes, 2008, 117; Fernandes, 2014, p. 18).

O Despacho 98-A/92 (com aditamentos no Despacho Normativo 644-A/94), que consagrou de algum
modo a assungdo de responsabilidade pelos professores no desenvolvimento do curriculo e das apren-
dizagens - acabou sucedido pelo Despacho n.° 30/2001 de 22 de Junho e este pelo Despacho 1/2005
e foi de algum modo progressista e inovador, ao gerar no pais “uma interessante dindmica em torno
da questado das aprendizagens que se consubstanciou na realizagdo de multiplas a¢des de formacao,
encontros de natureza diversa, trabalhos de investigacdo” (Fernandes, 2008, p. 119), que trouxeram
contributos interessantes mas néo lograram resolver questdes de fundo ligadas a objetividade e sub-
jetividade da avaliagéo formativa e sumativa. Consagrou, ainda assim, “principios, contetidos e méto-
dos consentaneos com a ideia de que, antes do mais, a avaliacdo interna deve estar orientada para
melhorar o ensino dos professores e a aprendizagem dos alunos” (Fernandes, 2014, p. 23).

Quanto ao Despacho 338/93, “consagrou a avaliagdo externa através de exames no final do ensino
secundario, com efeitos na classificagao final dos alunos, na certificacao e ainda no acesso ao ensino
superior” (Fernandes, 2008, p. 119; Fernandes, 2014, p. 23). Merece ainda referéncia a Lei n.° 31/2002
de 20 de dezembro, “que aprova o sistema da avaliacdo da educacdo e do ensino ndo superior, de-
senvolvendo o regime previsto na Lei de Bases do Sistema Educativo. (...) Uma lei que quanto a forma
e ao contetdo nado sera muito feliz, pois ndo clarifica nem apresenta uma visao estratégica e integrada
da avaliacdo da educacgéo e do ensino ndo superior, que continua a faltar-nos” (Fernandes, 2008, p.
124).

Estudos internacionais de avaliacdo levados a cabo por trés principais organizacdes — International
Assossiation for the Evaluation of Educational Achievement (IEA); o Educational Testing Service (ETS),

e a Organizacdo para a Cooperacéo e Desenvolvimento Econdmico (OCDE) - promotora do famoso



PISA — Program for International Student Assessment, cujo objetivo € averiguar em que medida os
jovens de 15 anos de cada pais estao preparados para fazer frente aos desafios das sociedades mo-
dernas — tém providenciado um importante contributo para a “construcao de uma viséo estratégica de
modernizacéo, de democratizacdo e de desenvolvimento do sistema educativo portugués”, (Fernan-
des, 2008, p. 133), sob a égide de um Ministério da Educacéo historicamente centralizador mas cada
vez mais sujeito a influéncia da UE, articulada com investigacéo capaz de contextualizar a passagem
da teoria a pratica. Interessante referir que, entre nés, o “planeamento da educacéao (...) a consultoria
exterior” remonta a 1959, quando Leite Pinto intercede junto da OCDE para examinar as politicas pu-
blicas da educacgdo em Portugal, o que resulta no Projeto Regional Mediterranio (PRM), cujos relatérios
para Portugal foram “bastante contundentes acerca do papel dos exames na transi¢cao dos varios niveis
de ensino” (Fernandes, 2014, p. 5-7).

A par da moldura legal, também as politicas educativas tém evoluido para responder aos imperativos
vigentes. Sob a égide do XVII Governo Constitucional, o Ministério da Educacao liderado por Lurdes
Rodrigues apostou numa série se medidas tendentes a melhorar os resultados escolares dos alunos
portugueses, tendo-se criado programas apostados na Qualidade, entre os quais o Plano para a Ma-
tematica (Rodrigues, 2010), a par de outras iniciativas ainda hoje ativas e que revelam bem o compro-

misso nacional com a aprendizagem e melhoria dos resultados escolares.

1.3 A Avaliacéo Interna

Sao trés as principais modalidades da avaliagao interna: a avaliagdo diagnostica, a avaliagdo formativa
e a avaliagdo sumativa, podendo esta Ultima ser interna ou externa. A avaliacdo diagnéstica remete
para um primeiro momento que decorre logo no inicio de cada ano letivo, em que importa avaliar o
ponto de partida de cada aluno, em cada disciplina, identificar as suas caracteristicas pessoais e ca-
pacidades (Ribeiro, 1991), antecipar necessidades de revisdo ou apoio extra e adaptar o processo de
ensino de forma a potenciar a conquista de resultados positivos, ocorrendo através da realizacdo de
entrevistas, da observacéo ou da aplicagcao de fichas de (auto) avaliagéo (Silva 2000). O diagnéstico
“traduz a evidéncia resultante do balanco entre o estado real e o desejado do aluno. A remediacdo
decorre das decisdes sobre o que fazer para alterar uma situacdo de discrepancia entre estes dois
estados” (Menezes et al, 2008, p. 12-13).

Jé a avaliacéo formativa, a mais permanente, educativa, individualista e transparente (Viallet & Mai-
sonneuve, 1990), reflete um trabalho diario desenvolvido entre professores e alunos em sede de sala
de aula ao longo de todo o ano letivo, onde importa gerir ritmos, desenhar estratégias e propor objetivos
de modo a estimular a capacidade e confiangca de cada um, num contexto de melhoria continua do
processo de ensino e aprendizagem, que implica ndo sé adaptar respostas a realidade de cada um a
cada momento mas, numa perspetiva mais macro, apostar numa visao holistica da escola, no empo-

deramento dos recursos humanos disponiveis e numa cultura escolar de comunicacdo aberta de



multiplas vias, envolvendo todos quantos contribuem para um movimento catalizador correlacionado

com maiores conquistas académicas e expetativas educacionais (Bordalba e Bochaca, 2019).

Bastante exigente, a avaliacdo formativa requer que o docente assuma uma acéo interventiva e pro-
mova uma constante revisdo e adaptacéo de tarefas de aprendizagem, tornando-as adequadas e faci-
litando a compreensdo das matérias, sendo uma avaliagao “integrada no proprio ato de ensino, que
permite a recolha de dados essenciais a orientagéo ou reorientagdo do processo educativo, dando
retorno ao professor sobre as condi¢des de aprendizagem, as capacidades adquiridas e as dificuldades
na sua aquisicdo (...) na medida em que sao os proprios alunos a construir o seu saber” (Pereira, 2019,
p. 22) — assumindo-se como Util & gestao curricular e & promog¢éo da igualdade de oportunidades (Leite,
2004), ao permitir ao aluno melhorar o trabalho em curso, obter retorno e corrigir erros para evitar voltar
a cometé-los (Santos & Dias, 2006), o que implica um feedback constante, claro e focado no que im-

porta melhorar, com fung¢des reguladoras (Santos, 2003).

Apesar de exigente, esta avaliagdo por norma néo tem reflexos numa nota final formal, cabendo esse
papel & avaliacdo sumativa expressa nos tradicionais testes de afericdo de conhecimentos, com esta-
tuto de mais objetivos e fidveis, mesmo quando foram utilizadas multiplas formas de avaliacdo (Graca,
1995; Martins, 1996). As fragilidades da avaliagdo formativa numa vertente mensuravel prendem-se
com uma ampla diversidade de fatores, desde a falta de tempo a densidade do plano curricular e ao
elevado nimero de alunos por turma, para além da elevada informalidade dos instrumentos deste tipo
de avaliagdo. A prépria integracao das praticas da avaliacdo formativa em sede de sala de aula é
dificultada pela pressao da avaliacdo externa, a prépria organizacdo das escolas e concecao dos pro-

fessores acerca da avaliagcdo (Fernandes, 2008b).

Sabendo-se que a avaliacdo sumativa interna vale 70% e a externa 30% na classificacdo final de se-
cundario (e de acesso ao ensino superior), importa atentar nesta matéria e no papel central desempe-
nhado pelos professores (Miguens et al, 2014), no quadro de uma autonomia escolar que é muito mais
do que uma mera “ficcdo necessaria” (Barroso, 2004), que requer fungdes de lideranga intermédia e
capacidade de decisdo, com os docentes a terem nomeadamente de optar entre cumprir a aprendiza-
gem ou gerir o programa considerando a heterogeneidade das turmas, de forma a potenciar as apren-
dizagens sem sacrificar os alunos mais fracos e lidar com a maioria sem perder os talentos, (Roldao,
2014), numa procura dindmica de equilibrio constante entre diagnéstico e orientacéo (Filipe, 2011).

A pratica sistematica de avaliacdo formativa estd associada a melhorias significativas tanto na apren-
dizagem dos alunos, como na avaliacdo sumativa - sobretudo por parte dos que denotam maiores
dificuldades - e nos resultados em provas de avaliacdo externa (Black e William, 1998), podendo ocor-
rer um indesejavel “estreitamento” do curriculo atendendo a necessidade inevitavel de “preparar” os

alunos para os exames (Fernandes, 2014, p. 3).

A avaliacao sumativa interna constitui um balanco de cada periodo, ano letivo ou ciclo de escolaridade,

expressa numa escala que pretende traduzir um resumo da informacao apreendida pelo aluno e tem



como pressuposto classificar e certificar, sendo da exclusiva responsabilidade dos professores que

integram os conselhos de turma.

O facto de os sistemas educativos historicamente se basearem em modelos orientados sobretudo para
a classificacao, selecéo e certificacdo, que exigem mais a reproducdo dos conhecimentos transmitidos
do que uma analise, reflexdo e interpretacéo de dados e uma aprendizagem com compreensao, limita
de algum modo a autonomia do aluno - cendrio que nos Ultimos 30 anos tem vindo gradualmente a
mudar, com a renovacdo da concecao de curriculo, aprendizagens e avaliagdo (Fernandes, 2005).
Caminhando para a autonomia apoiara a qualidade das aprendizagens. Ha algum tempo atras, ha uma
década, seria dificil imaginar “ter escolas que podem olhar para o seu curriculo e construi-lo, a flexibi-
lizag&o curricular era algo de distante”. (Miguéns et al, 2014, p. 19).

Concretamente no que se refere ao curriculo, o principal desafio remete para o envolvimento cada vez
mais ativo no aluno na aprendizagem, através da resolugcdo de problemas por via da integracédo de
informagBes de natureza e de fonte diversificadas, da utilizag&o inteligente das TIC, da associacdo de
ideias e da interpretagdo de dados, o que implica raciocinar mais do que memorizar. “Num curriculo
renovado, os alunos sdo chamados (...) a trabalhar em grupo (...), a ser mais autbnomos e responsaveis
pelo que sdo supostos aprender e mais capazes do ponto de vista socio afetivo. Num curriculo com
este tipo de finalidades é evidente que se da énfase ao desenvolvimento da inteligéncia dos alunos”
(Fernandes, 2005, p. 3), considerando-se que “todos podem aprender”, “a igualdade de oportunidades
deve estar ao real alcance de todos” e “os contetdos curriculares tém de ser suficientemente desafia-
dores (...) e estar orientados para o desenvolvimento de competéncias de resolucdo de problemas”
(Shepard, 2001, p. 1074), por via de processos de aprendizagem nem sempre lineares.

Cabe assim aos alunos construir o conhecimento, o que implica:

a) recorrer a tarefas de avaliagdo mais abertas e variadas; b) diversificar as estratégias,
as técnicas e os instrumentos de recolha de informacao; c) desenvolver uma avaliagao
que informe, tao claramente como possivel, acerca do que, em cada disciplina, todos
0s estudantes precisam saber e ser capazes de fazer; e d) analisar de forma deliberada
e sistematica a informacao avaliativa recolhida junto dos alunos (Fernandes, 2005, p.
6-7),

de modo que avaliacdo ndo pode estar desligada do desenvolvimento do curriculo e das aprendiza-
gens, sendo a avaliacdo formativa comparativamente com a sumativa a melhor opgéo para obtencao
de bons resultados nos exames ou provas externas (Black & William, 1998; Fernandes, 2005).

A formagédo continua de professores deve ser uma aposta politica cada vez mais forte, até porque
considerando o atual cenario de pandemia e a falta de recursos e equipamentos em numerosas escolas
e agregados, ndo deixa de ser relevante que a formacao digital de docentes néo seja ainda obrigatéria

em Portugal. No fundo, importa sobretudo criar condigdes para que se “credibilizem e valorizem uma
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avaliacdo interna de natureza eminentemente formativa e que promovam a sua adequada articulacdo
com uma avaliagdo externa que pode e deve ter o seu papel nos sistemas educativos” (Fernandes,
2005, p. 11), contribuindo para melhorar praticas numa légica de escola como organizacéo aprendente
(Formosinho & Machado, 2007).

O curriculo, enquanto projeto construido, ndo é um conceito neutro ou desprovido de contexto, devendo
ser entendido a luz de uma moldura politica que articula diferentes fases e niveis num processo de

desenvolvimento que engloba multiplos intervenientes. De facto,

O atual protagonismo da avaliagdo, no quadro das politicas educacionais, ndo remete
apenas para as suas dimensdes instrumentais e de controle, ao servigo de novas mo-
dalidades de regulacdo e metarregulacdo estatal das politicas publicas. A avaliacéo
educacional, mais do que isso, € uma das maximas expressdes, substantivas, das
politicas educacionais contemporaneas, seja em escala nacional e local, seja em es-

cala transnacional. (Lima, 2015, p. 1341).

Uma dindmica centrada na garantia da qualidade e que, de futuro, trara ainda muitas novidades, des-
cobertas e inovagoes.

O atual desfasamento das praticas de avaliagdo das aprendizagens das exigéncias curriculares e so-
ciais vigentes, apelam a uma mudanca de paradigmas atendendo ao desenvolvimento das teorias da
aprendizagem, das teorias do curriculo e da democratizagdo dos sistemas educativos (Fernandes,
2008), de modo a ultrapassar dificuldades, impasses e constrangimentos, rumo a uma avalia¢éo for-
mativa alternativa ou auténtica, (Fernandes, 2008; Fernandes 2008b) e que segundo terminologia de
Guba e Lincoln (1989), surge como sucessora da avaliagdo como medida, como descri¢cdo, como juizo

de valor e como negociacdo e constru¢ao, propondo

uma partilha de responsabilidade entre alunos e professores em matéria de avaliagdo
e regulagdo entre aprendizagens. Obviamente os professores terdo um papel que é,
ou deve ser, preponderante em aspetos como a organizagdo e distribuicdo do pro-
cesso de feedback, enquanto os alunos terdo uma evidente preponderancia no desen-
volvimento dos processos que se referem a auto-avaliacdo e autorregulacao das suas

aprendizagens (Fernandes, 2008, p. 65)

— numa importante passagem, pelo aluno, de um papel tradicionalmente passivo, a uma voz ativa cada
vez mais envolvida e participativa. Conforme refere Lemos (1993), ha tipos de conhecimentos e capa-

cidades e competéncias transversais que devem ser estimuladas e tidas em linha de conta.
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1.4 A Avaliagdo Externa

Quanto a avaliagdo sumativa externa, € da competéncia do Ministério da Educacédo e materializa-se
na realizacdo de exames nacionais - instrumentos que servem para “medic&o e controlo sistematicos
do desempenho de cada aluno, das escolas e dos sistemas educativos nacionais,” (Euridyce, 2009, p.
9), a0 mesmo tempo que permitem uma comparacao de rendimento escolar ao nivel internacional -
mesmo quando a melhoria e evolugéo do sistema de avaliacdo permite afirmar que “os exames nao
sdo a questdo fundamental (...) o centro decisivo é a qualidade do ensino e a qualidade das aprendi-

zagens” (Miguéns et al, 2014, p. 7).

A avaliagado externa tem inumeras vantagens, nomeadamente contribuir para “induzir préaticas inova-

doras de ensino e de avaliag&o”; “constituir uma motivagéo”; “ter um efeito de moderagéo nas avalia-

¢Oes internas”; “recolher grandes massas de dados em pouco tempo” e de forma menos onerosa; “pro-

duzir nmeros e estatisticas que permitem uma diversidade de comparacdes” (Fernandes, 2014, p. 3).

A avaliagao externa nao deve ser vista como uma “panaceia” capaz de resolver os problemas de apren-
dizagem no sistema (Fernandes, 2014, citado por CNE) nem algo desnecessério, remetendo para um
debate de valores que ndo deve cair numa visdo maniqueista e redutora a boa ou ma, até porque
assenta em valores de validade, rigor técnico, objetividade e rentabilidade (Eurydice, 2009), tendo o
Conselho Nacional de Educagéo emitido um parecer tendente a colmatar aspetos negativos da sobre-
valorizagdo de um momento singular, onde recomenda “repensar as implicagfes dos resultados das
provas finais no prosseguimento dos estudos; rever o modelo de acesso ao ensino superior; promover
a melhoria dos critérios de classificagdo de provas e exames nacionais, bem como a qualidade da sua
classificagdo.” (CNE, 2015, p. 27).

As avaliacdes externas determinam o qué e como se ensina e se aprende, de modo que se 0s exames
forem bem feitos, “é aceitavel que o ensino e a aprendizagem tenham bastante a ver com eles. Con-
sequentemente, é fundamental investir na qualidade das provas, isto é, por exemplo, na sua consis-
téncia e alinhamento curriculares, na pertinéncia e significado das questdes e na qualidade psicomé-
trica da prova como um todo e de cada item em particular” (Fernandes, 2014, p. 35). Decorre dai a
necessidade de avaliar a propria avaliacao, providenciando que seja justa e Util, criando indicadores

sustentados em evidéncia empirica.

A avaliacdo externa ndo é, de todo, garante de equidade no acesso a oportunidade de prosseguir
estudos e aprender, mas é uma importante parte integrante de um sistema articulado com outros pro-
€essos que, no conjunto, visam elevar o sistema educativo nacional ao nivel de exceléncia, sem registo

de quaisquer retencdes ou desisténcias.

No que concerne aos exames nacionais do ensino secundario, apés um longo periodo de consolidacéo

de concecdo, elaboracéo, distribuicdo, controle e seguranca de provas, estamos em plena fase de
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desenvolvimento qualitativo, que implica “garantir que as suas caracteristicas psicométricas sejam
aceitaveis e de acordo com o que sdo os standards internacionalmente recomendados e aceites” (Fer-
nandes, 2008, p. 139), bem como divulgadas e conhecidas de modo a estimular uma discussao publica
informada (Miguéns et al, 2014). O ideal é “definir uma politica de avaliacdo que integre e relacione (...)
uma avaliacdo interna de natureza formativa e que promova a sua adequada articulagdo com uma
avaliacdo externa que pode e deve ter o seu papel no sistema educativo” (Fernandes, 2008, p. 141),
conjugando os pontos fortes de cada vertente, em prol do aluno e do sucesso escolar, pois o sistema
educativo portugués “continua a ter dificuldades em concretizar praticas de ensino e de avaliacdo que
contribuam para que as criangas e os jovens desenvolvam competéncias indispensaveis para prosse-

guirem livremente as suas vidas escolares ou profissionais” (Fernandes, 2008, p. 15).

Entendida como “todo e qualquer processo deliberado e sistematico de recolha de informagéo, mais
ou menos participado e interativo, mais ou menos negociado, mais ou menos contextualizado, acerca
do que os alunos sabem e séo capazes de fazer numa diversidade de situa¢des” (Fernandes, 2008, p.
16), a avaliacdo das aprendizagens ¢ indissociavel de um maior envolvimento do estudante na quali-
dade de agente ativo num processo que requer autonomia, pensamento critico, vontade de aprender

mais do que apenas passar de ano. As vantagens dos exames passam por:

1) exercer um efeito moderador nas avaliagfes internas; 2) induzir praticas inovadoras
de ensino e de avaliagcdo; 3) contribuir para avaliar o sistema educativo e ajudar a
melhorar a tomada de decisfes a todos os niveis; 4) alertar as escolas para a neces-
sidade de melhorarem os seus projetos educativos; 5) dar indicagfes Uteis as escolas,
aos professores e aos alunos acerca do que é importante ensinar e aprender (Fernan-
des, 2008, p. 116).

1.5 Reflex®es Finais sobre o Futuro da Avaliacao

A avaliacdo é a tarefa mais dificil que a civilizagcao tem, mas é através dela que se conseguem definir

metas e objetivos.

“A atividade de avaliagdo € uma caracteristica intrinseca do conhecimento e das deci-
sdes praticas. Conhecer algo equivale a avalia-lo, a atribuir-lhe um valor, um signifi-
cado, a explica-lo, e isto tanto na experiéncia comum quanto nos mais sistematicos
processos cientificos. Além disso, avalia-se ainda quando se tem de fazer escolhas
com fins praticos, ao nivel do individuo singular ou de interrupgcfes sociais de largo
alcance. Também tudo o que acontece na escola é avaliado.” (Bartolomeis, 1999, p.
38).

Cada vez mais, a escola deve avaliar para ajustar curriculos e facilitar aprendizagens, sendo que na

atualidade, depois dos modelos objetivistas (de cariz quantitativo) e subjetivistas (apostado nos
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processos e resultados) de abordagem da avaliagdo, vigora o modelo critico de avaliagdo, ainda em
desenvolvimento, centrado numa analise abrangente que fomenta a reflexdo e o papel central dos
participantes do processo educativo, através da autonomia, responsabilidade e autoavaliacédo (Catalan,
1993).

Em suma, ao nivel da avaliagdo interna, é sobretudo preciso afinar politicas que contribuam “para a
definicdo de critérios de avaliagdo devidamente articulados com as aprendizagens estruturantes e es-
senciais a desenvolver e com as tarefas que se devem propor aos alunos”. Ja ao nivel da avaliagédo
externa, “as escolas devem desenvolver mecanismos de analise e discussédo de resultados, (...) para
dai retirar as devidas consequéncias, comparando o curriculo da avaliagdo externa com o da avaliacdo
interna” (Fernandes, 2008, p. 138).

A aposta tem de passar, irrevogavelmente, pela qualidade das aprendizagens, pois é através dela “que
podemos propiciar aos nossos alunos percursos escolares longos, percursos escolares sustentaveis,
percursos escolares duradoiros e uma melhor insercdo quer no ensino superior quer no mercado de
trabalho” (Miguéns et al, 2014, p. 16), até porque mesmo sem evidéncia de uma correlacdo direta
significativa, pressupde-se que existe um contributo importante dos sistemas de avaliagdo através dos

exames para a melhoria da qualidade da educacao (Stufflebeam et al, 1985).

A afirmacdo cientifica da avaliacdo em geral esta, sobretudo, pendente de uma clarificacéo tedrica, que
se prende precisamente com a avaliagdo das aprendizagens “e tem direta ou indiretamente a ver com
a clarificagdo de conceitos tais como os de “corrigir (scoring); classificar (grading); ordenar (ranking)
distribuir ponderacdes ou atribuir pesos (apportioning), bem como os conceitos de sumativo, formativo,
objetivo e subjetivo” (Fernandes, 2008, p. 70, 71), e pese embora seja uma constru¢cdo social com
valores politicos, morais e éticos que ja ha séculos intrigavam fildsofos como Conflcio, Buda ou Aris-
toteles, a avaliagdo deve ser estudada e potenciada para ser o mais exata possivel, visando “ajudar os
alunos a desenvolver as suas aprendizagens” (Fernandes, 2008, p. 71).

Os modelos de avaliacio s&o ainda pouco integrados no ensino e na aprendizagem, porquanto assu-
mem um carater predominantemente quantitativo e “mais orientados para a atribuicao de classificages
do que para a analise do que os alunos sabem e fazem, para a compreensao das suas dificuldades e
para a ajuda a sua superacdo” (Domingues, 2008, p. 15). Um ponto critico se atendermos ao fendmeno
da massificacado e diversificacdo da populacao escolar que nas Ultimas décadas obrigou a uma revisao

do sistema educativo, processos, contelidos e resultados.

O sistema educativo portugués tem feito progressos notaveis e continua empenhado em melhorar a
arquitetura do sistema de avaliagdo das aprendizagens, que apesar da reintrodu¢édo dos exames naci-
onais “ainda é predominantemente interna, ou seja, da integral responsabilidade dos professores e das
escolas” (Fernandes, 2014, p. 33-34), o que traduz uma clara necessidade de prosseguir praticas sis-
tematicas de avaliacdo formativa crediveis. E importante, sobretudo, investir em mais estudos e pes-

quisas e ter a capacidade de manter um pensamento critico sobre a questao da avaliacdo, dos exames
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e dos curriculos, pois pese embora o modelo educativo atual ndo seja o mais perfeito, € o melhor
conhecido até ao momento, estando longe de ter chegado a um términe evolutivo. “E fundamental olhar

para o futuro fazendo o balanco desse passado” (Miguéns et al, 2014, p. 13).

Apresentado como medida politica, social e formativa pelo XV Governo Constitucional, o sistema de
avaliacdo da educacao e do ensino nao superior surge no ambito da lei n°® 31/2002 de 20 de Dezembiro,
o qual determina que as escolas sejam submetidas a processos de avaliagdo externa - assentes nos
trés dominios: Resultados, Prestagcédo de Servico Educativo e Lideranca e Gestdo — considerada por
muitos como um mero meio de comparacao de resultados mensuraveis, exigidos por l6gicas de mer-
cado (Afonso, 2009), excessivamente breve e formalista, impressionista e subjetiva (Veloso & Abran-
tes, 2013), apesar de servir para reforcar a autonomia das escolas, incrementar a capacidade de im-
plementacéo dos projetos educativos, e estimular a necessidade de debater “outros sentidos politicos,
éticos, culturais e educacionais mais profundos, plurais e contraditérios (...), no sentido do refor¢o da
participagdo das familias e comunidades na direccéo estratégica dos estabelecimentos de ensino e no
favorecimento da constituicdo de liderancas fortes” (Afonso, 2010), congregando a area profissional,

pedagogica e curricular (N6voa, 1992).

Desde 2007, o processo avaliativo cabe a Inspecédo da Educacéo, a quem coube avaliar 1131 agrupa-
mentos/escolas ndo agrupadas entre 2006 e 2011 e 824 entre 2011 e 2017, cujos resultados elabora-
dos com base em principios de “rigor técnico, continuidade, transparéncia e participagdo” (Duarte,
2018), foram publicitados na respetiva pagina da internet. A escola deve ser vista de modo holistico,
para que os dados recolhidos na auto-avaliacdo das escolas possam ter reflexo no dia-a-dia, no plano
anual de atividades, na adequacao dos instrumentos de avaliacdo a indicadores quantificaveis, fidveis
e crediveis, para aferir o real nivel das aprendizagens e a adaptagéo do curriculo as necessidades dos

alunos e a articulagé@o dos planos de turma com o trabalho em sede de sala (Duarte, 2018).

“A avaliagdo institucional € uma construcgao coletiva de questionamentos, € uma resposta ao desejo de
rutura das inércias, € um pér em movimento um conjunto articulado de estudos, andlises, reflexdes e
juizos de valor que tenham alguma forga de transformacao qualitativa da instituicao e do seu contexto,
através da melhora dos seus processos e das relagdes psicossociais” (Dias Sobrinho, 2000). A pressao
avaliativa € muita, atendendo ao investimento, as preocupacdes da produtividade e insucesso escolar,
ao desfasamento da oferta educativa face ao mundo do trabalho, a crise decorrente da massificacao e
as pressoes internacionais de verificagdo de conformidade e alinhamento europeu, entre outros (Aze-
vedo, 2007), sendo imprescindivel que a prépria autoavaliagdo em que se baseia a avaliagao externa
ndo seja reduzida a um mero ritual burocratizado e de fachada sujeito as leis de mercado (Costa &
Ventura, 2005).

A despeito das criticas, o sistema de avaliacdo externa das escolas é percecionado como Util e benéfico

no ambito de democracias que tendem para um servi¢o publico assente em principios de informacéo,

transparéncia, confianca (Afonso, 2012), carecendo de melhorias sobretudo no que se refere ao valor
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esperado, a necessidade de incluir um periodo mais alargado e a reducéo do peso excessivo atribuido
ao campo de analise resultados académicos na classificagdo do dominio Resultados (Duarte, 2018),
centrado em testes, rankings e classificacées que nédo logram medir a evolugéo qualitativa ou parame-
tros ndo quantificaveis que ndo deixam de ser relevantes, dado que “avaliar € muito mais do que atribuir
uma nota, uma quantificacdo, uma classificacdo. Avaliar € um processo complexo no qual intervém
fatores de ordem enddgena e exdgena relativos, quer aos sujeitos avaliados, quer aos sujeitos avalia-
dores. (Leite, 2002 p. 21).

Para la de quaisquer lacunas, cada momento avaliativo, interno ou externo, oferece um contributo im-
portante para que a escola, como um todo, continue a evoluir e crescer para estar cada vez mais perto
de cumprir as ambiciosas metas e objetivos tragados pela tutela. Em suma, € preciso construir teorias
e definir “linhas de trabalho investigativo que se centrem nas salas de aula e nas escolas e que nos
permitam responder as questdes que tém vindo a ser formuladas” procurando “‘compreender os fenoé-
menos avaliativos com base na investigacao das experiéncias vividas pelos seus principais interveni-
entes” (Fernandes, 2008b), de modo que avaliagdo seja cada vez mais “um instrumento que ajude a
melhorar o ensino e a aprendizagem, a corrigir procedimentos, a integrar diferentes contextos, a regular
e definir critérios transparentes que ajudem os alunos a organizar o seu estudo, motivando-os para a
aprendizagem, a identificar dificuldades, permitindo que se possa intervir em diversos dominios” (Mi-
guéns et al, 2014, p. 188).
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Capitulo 2 - Ensino Secundario e os exames nacionais em Portugal

A estrutura do sistema educativo portugués tem quatro niveis principais: a educacédo pré-escolar, o
ensino basico, o ensino secundario e o ensino superior, entre 0s quais se destaca neste trabalho “A
Educacado Secundaria que corresponde aos Ultimos trés anos da escolaridade nao universitaria e cujas

idades normais de frequéncia vao dos 15 aos 17 anos” (Fernandes, 2007, p. 583).

Se no dia 9 de julho de 1964, o ministro Galvdo Teles anunciava o alargamento da escolaridade obri-
gatéria de quatro para seis anos, décadas depois, em 27 de agosto de 2009, a Lei 85/2009, da iniciativa
do XVII Governo Constitucional (Ministra da Educa¢éo Maria de Lurdes Rodrigues) estabeleceu o re-

gime de escolaridade obrigatéria de 9 para 12 anos de escolaridade para os jovens até aos 18 anos.

No ensino Secundario, a escala de classifica¢éo utilizada é de 0 a 20 valores, sendo esta mais discri-
minativa do que a escala de 1 a 5 utilizada nos 2.° e 3.° ciclos do ensino basico.

O ensino secundario de hoje ndo é apenas uma via de prosseguimento de estudos, esta também ori-
entado para o mundo do trabalho e compreende quatro tipos de cursos: Cientifico-humanisticos, Tec-
nolégicos, Artisticos especializados e Profissionais. Aos alunos que completem o ensino secundario é
atribuido um diploma de estudos secundéarios, enquanto que, nos cursos tecnolégicos, artisticos espe-
cializados e profissionais € atribuido um diploma de qualificacéo profissional de nivel 3. (Gaspar, 2013,
p. 24).

Os alunos dos cursos cientifico-humanisticos sdo submetidos a uma avaliagdo sumativa externa, atra-
vés da realizacdo de exames nacionais, em determinadas disciplinas previstas na lei na qual se inclui
a disciplina de Matematica. Como instrumento de avaliagdo externa da responsabilidade do Ministério
de Educacdo, “...na década de 90 e mais concretamente em 1993, foram instituidos pelo Ministério da
Educacgédo, exames nacionais no término do ensino secundario, através do Despacho Normativo n°
338/93” (Gaspar, 2013, p. 23).

“Por exames nacionais entendemos a modalidade especifica de avaliagdo dos alunos que consiste na
realizacdo, a escala nacional, de testes normalizados e provas organizadas a nivel central.” (Pereira,
2019, p. 39)

Os exames tém como funcdes principais a certificacdo dos alunos e a sua selecédo para efeitos de
ingresso no Ensino Superior, sendo que “Para efeitos de certificacdo, ttm um peso de 30% e, para
efeitos de selegcdo para o ingresso no Ensino Superior, tém um peso de 50%.” (Fernandes 2007, p.
583).

Estes exames do Ensino Secundario,

séo controlados a todos os niveis pelo Ministério da Educacéo por meio de varios dos

seus departamentos centrais e regionais e ainda pelo Juri Nacional dos Exames (JNE),
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a quem compete coordenar e planificar todos os procedimentos operacionais e asse-
gurar e supervisionar a correc¢éo e a classificacdo das provas, assim como os pedidos
de reapreciacéo e de reclamacao que possam ser formulados pelos alunos. (Fernan-
des - 2007, p. 583).

No caso portugués, atualmente, tal como refere Fernandes (2008), em Moreira (2016), “sdo sete as
entidades que interferem na preparacao e realizacdo dos exames nacionais: o IAVE (Instituto de Ava-
liacdo Educativa) que tem a seu cargo a elaboragédo e supervisdo da correcado das provas; a DGE
(Direccao-Geral de Educagéo) que é responsavel pela administracdo e coordenagéo do processo de
recolha, tratamento e difusdo de informacéo das provas; o JNE (Juri Nacional de Exames) que elabora
o regulamento e controla os mecanismos operacionais para o fazer observar; as DGEStE (Direcéo-
Geral dos Estabelecimentos Escolares) que agem em cooperacdo com as entidades centrais em ques-
tdes de natureza logistica e administrativa; a IGE (Inspec¢do-Geral de Educacéo) que junto das escolas
assegura a realizagcéo dos exames em conformidade com os regulamentos e a igualdade de condi¢cbes
para todos os alunos; o EME (Editorial do Ministério da Educag&o) que imprime e distribui os exames
por todas as escolas do pais; e as for¢cas de seguranca GNR (Guarda Nacional Republicana) e PSP
(Policia de Seguranca Publica) que colaboram com a EME para garantir a correta distribuicdo das

provas” (p. 29).

A primeira estrutura com funcg@es relacionadas com todos os aspetos relacionados com a concecao,
producéo e desenvolvimento dos exames nacionais foi 0 Gabinete de Avaliagcdo Educacional (GAVE),
criado pelo Decreto-Lei n.° 229/97 de 30 de agosto, que em 2013, através do Decreto-Lei n.© 102/2013,
de 25 de julho, foi extinto e substituido pelo Instituto de Avaliagdo Educativa, I.P. (IAVE, IP), que, no

essencial, cumpre as mesmas funcdes do extinto GAVE.

Na pagina de Internet do IAVE (iave.pt), sdo disponibilizados os exames ja realizados, os critérios de
classificagdo, bem como outras informacdes relevantes sobre os exames. No documento “Instrumentos
de avaliagdo externa — Tipologia de itens”, consultado na pagina do IAVE, consta informacao relativa
a terminologia adotada pelo IAVE, quanto a tipologia das questfes que integram os exames e diz res-
peito ao tipo de resposta esperada e ao formato das questdes. E referido que “A opcéo por uma tipo-
logia e formato de item € determinada pelo objetivo do item e pelo objeto de avaliacdo. Estes elementos

sdo também determinantes para a construcao dos critérios de classificagdo.” (IAVE, 2020).

Quanto ao tipo de resposta esperada, as questdes classificam-se em questdes de selecéo e questbes
de construcao, sendo que nos exames de Ensino Secundario podemos encontrar as questdes de es-
colha multipla como questdes de selecéo (que implicam a escolha da resposta correta a partir de varias
opcbes dadas) e as questdes de resposta restrita e de resposta extensa como questdes de construcao
(implicam a producdo de uma resposta cuja estrutura e cuja extensdo dependem das instrucdes de

realizacdo).
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Nas questdes de escolha mdltipla, a resposta é selecionada de entre um conjunto de opg8es forneci-
das, geralmente quatro, sendo a classificagédo destas respostas dicotomica, uma vez que a cotagéo da
guestao sO é atribuida a resposta correta e todas as outras respostas sao classificadas com zero pon-

tos.

Nas questdes de resposta restrita, a resposta implica, por exemplo, a apresentacdo de uma explicacao,
de uma previsédo, de uma conclusédo, de uma justificagcao, de uma representagéo ou construcao grafica,
de calculos ou de determinaces graficas. As questdes de resposta extensa, também designados por
guestdes de composicdo, requerem uma resposta com maior extensdo do que a requerida pelas ques-
tbes de resposta restrita, podendo essa resposta ser orientada por um conjunto de instru¢fes de reali-
zacdo. Nas questdes de resposta restrita e de resposta extensa, os critérios de classificacdo podem
apresentar-se organizados por parametros (que incluem os respetivos niveis de desempenho e os
descritores de cada nivel), por niveis de desempenho com os respetivos descritores de cada nivel -
embora ndo organizados em parametros, ou por etapas devidamente explicitadas. (IAVE, 2020).

Os exames nacionais tém por referéncia o Programa de Matematica do Ensino Secundéario em vigor a
data de realizagdo dos mesmos. Sao exames cotados para 200 pontos e até ao ano letivo 2016/2017
sdo estruturados em 2 grupos: Grupo | e Grupo Il. O Grupo | que contém as questdes de escolha
multipla (questdes de selecdo) e o Grupo Il as questdes de desenvolvimento (questdes de construgéo).
A partir do ano letivo 2017/2018 os exames passam a ser estruturados em dois cadernos: Caderno | e
Caderno Il, nos quais sao incluidas, simultaneamente, questdes de escolha mltipla e de desenvolvi-

mento.

“Até 2013, nas provas de Matematica A, foram avaliados exclusivamente conteddos
do programa de 12° ano, designadamente 0s que se integram nos temas Probabilida-
des e Combinatoéria, Fung¢des (incluindo fungbes trigonométricas) e NUmeros comple-
xos. Em 2014, a prova incidiu também nos temas Geometria no plano e no espaco |l
e Sucessfes de numeros reais, contetados do 11° ano e, a partir de 2015, passou a
integrar contelidos relativos ao tema Geometria no plano e no espaco |, do 10° ano.
Apesar desta alteracdo no objeto de avaliacdo, a estrutura das provas manteve-se
estavel ao longo dos sete anos de aplicagdo, sendo constituida por dois grupos de
itens: um grupo de itens de selecao (escolha multipla) e um grupo de itens de constru-
¢do. Os itens de selecao avaliam, na sua maioria, 0 conhecimento de conceitos, de
regras e de propriedades. Os itens de construcdo avaliam ainda o calculo, a resolugdo
de problemas, a utilizagdo da calculadora, a comunicagdo matematica e o raciocinio
demonstrativo.” (Relatério Nacional do Ensino Secundario 2010-2016, IAVE, p. 20).

Anualmente sdo emitidas pelo IAVE orientacdes para realizacdo dos exames (Informacdes- Prova), a

titulo de exemplo pode observar-se infra as publicadas pelo IAVE relativas ao exame de 2018, na qual

constam as instrucdes de realizacdo e os critérios gerais de classificacdo do exame:
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REPUBLICA ,
PORTUGUESA I VE D AVALINGAG

EQLICATIVA, [P
EDUECACAD

INSTRUCOES DE REALIZACAOD E CRITERIOS GERAIS DE CLASSIFICAGAD
MATEMATICA A

Prova 635 | 2018

12.% Ano de Escolaridade

INSTRUCOES DE REALIZACAO

Ufilize apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta.

E permitido o uso de régua, compasso, esquadrs e transferidor.

S0 & permitido o uso de calculadora no Cademo 1.

Mao & permitido o uso de cometor. Risgue aquilo que pretende que nao seja classificado.
Apresents as suas respostas de forma legivel.

Apresenie apenas uma resposia para cada item.

A prova inclui um formulanio.

Az cotagdes dos itens de cada cademo encontram-s2 na final do respetivo cadermo.

Ma resposta aos itens de escolha miltipla, selecione a opglo cometa. Escreva, na folha de respostas, o
mimera do ifem e a lefra que idenfifica a opgdo escaolhida.

Ma resposta aos restantes itens, apresente fodos os calculos que fiver de efefuar e todas as justificagbes
necessanias. Quando, para um resultado, ndo & pedida a aproximagio, apresente sempre o valor exato.

Figura 1 — Instrugbes de Realizagdo 2017/18
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CRITERIOS GERAIS DE CLASSIFICACAD

A dlassificagSo a atribuir a cada resposta resulta da aplicacio dos critérios gerais e dos critérios especificos
apresentados para cada item e @ expressa por um ndmero inteiro.

Az respostas ilegiveis ou que n3o possam ser daraments identificadas 3o dassificadas com zero pontos.
Em casoc de omiss3do ou de engano na identificago de uma resposta, esta pode ser classificada se for
possivel identificar inequivocamente o item a gue diz respeito.

Se for apresentada mais do que uma resposta a0 mesmo item, s & classificada a resposta que surgir em
primeiro lugar.

ITENS DE SELECAD

Mos itens de escolha miltipla, a cotagio do item s& € atribuida 3s respostas gque apresentem de forma
inequivoca a opgdo cometa. Todas as oulras respostas s30 classificadas com zero ponios.

Mas respostas @os itens de escolha miltipla, & transcrigio do texio da opgdo escolhida € considerada
equivalente 3 indicacdo da lefra correspondente.

ITENS DE CONSTRUCAD

Mos itens de resposta restrita, os crténos de classificagio apresentam-se organizados por niveis de
desempenhao ou por etapas. A cada nivel de desempenha & a cada etapa comesponde uma dada pontuagio.
& dassificacdo das respostas aos itens cujos critérios se apresentam organizados por niveis de desempanho
resulta da pontuacdo do nivel de desempenho em gue forem enguadradas e da aplicagio dos critérios de
desvalorizacie definidos para sitluagies especificas.

A& classificacdo das respostas a0s itens cujos critérios se apresentam organizados por etapas resulta da soma
das pontuagles atribuidas as etapas apresentadas e da aplicagdo dos critérios de desvalorizagio definidos
para situaghes especificas.

Mas respostas dassificadas por niveis de desempenho, se permanecerem dividas quanto 20 nivel a atribuir,
deve optar-s= pelo nivel mais elevado de entre os dois tidos em consideragio. Qualquer resposta que nao
atinja o nivel 1 de desempenho & classificada com zero ponfos.

A classificagio das respostas aos itens que envolvam a produc3a de um texto tem em conta a organizagio
dos conteddos e a utiizagio adequada do vocabulario especifico da Matematica.

Az respostas que n3o apresentem exataments os termos ou expressies constantes nos oritérios especificos
de classificacdo sdo classificadas em igualdade de dcircunstncias com aguelas que os apresentem, desde

que o seu conteldo seja cientificamentes valido, adequado ao solicitado e enguadrado pelos documenios
curriculares de refergénda.

& classificag3o das respostas aos itens gue envolvam o uso obrigatdrio das potencialidades graficas da
calculadora tem em conta a apresentagio, num referencial, do grafico da fungdo ou dos graficos das fungbes
visualizados.

Figura 2 - Critérios gerais de classificacdo 2017/18

(Fonte: IAVE, 2018)
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Mo guadro seguinie, agresentam-s& 0f crilénos o8 classfcacdo a apbcar, em shuacies especificas, as
resposias 308 Rens o2 resposta restrta e de resposta extensa que ervolvam calcuios ou [ustificacies.

Stuacio Clas=sdficagio
1. Utizacio de procsssos o2 nesoiucin que ndo estio | E acsite qualquer processn de resolucio centficameants
previsins no orfidno especifico de classificacdo. cometin,  desde enquadado pelos  documentos

cumiculares de referncda da discipina (ver nota 1L O
critério especfico & adapiado 30 processo de resoiucio
apresentado.

recomer & fonmuia da probabilidade condidoradas,
ATECOMENdD & calcUlatons graficas]

A SEpaE em que 3 MBS0 ndo & respeiads & todas as
etapas subssquentss QUE 083 dependam s30 pormusdss
CONT ZESD PO,

3. Apresentacdn apenas o0 resuliado final guando &
pedida 3 apresentagdo de cliculos o |ustificagles.

A resposid & Classlicais com 22 ponics.

4 fAusdncia de apeseniagdo de cliculos ou de
Jusiicagles NeceEEAN0E 3 resnluGao de Uma sEpa

A etapa & poniuEda com ZEm ponios.

5. Ausancla de awessacio explicia de uma stapa que
N0 enviiva calculos ou justimcaches.

Se a resoluclo apresentada permitr perceber Insguivo-
CATEME QUE 3 etapa Tl percomida, e6la & pormusda com
3 portuagso prevista,

Cas0 contrano, a etapa @ ponfuada com zen porbos, Dem
como idas 35 Sapas subsequentes que dela dependam.

&. Trarscricio Incometa de dados do enundads que nao
dtere o que s& pretende avalar com o em.

S a3 ditculdade da resolug3o do Hem ndo dminur, &
SLDTA KD UM ponio 3 50ma das ariouldss.
Sa 3 dilculdade da resclucao do iem diminuis, o bem &
CasENcaco 3o modn seguine:

—nas efapas em gue 3 dificuidade da resolucio diminur, 3
ponbuagso menima & Enbulr & 3 pare imelE de metade
5 poniuEcan prevista;

—nas cfapas em gue a ditculdade da resolugdo ndo
dminuir, 3 ponfuacin & ariowids de AcONdo DOM OS5

iiérios especiflicos de ciassificagio.
7. Transcrico Incometa de wm ROMen ou e um siral, | 52 & dfcutece 05 Feshiucao da etapa nao dmingr, &
ra resoicio de uma etapa. SunTalkdo um ponio 3 pomuacio da etapa

Se a diicudade & resolgdo d3 etapa dminur, a3
pontUEgS0 MExKIMa 3 Sirbulr 3 8563 StE3pa @ a parte Inteim
de metate da portuacao previsia

Az efapas subseguenies 530 ponfuadas de acomdo com
05 SefiDs 0o & Cometdo (ver noa 2).

E. Ocomencla de um emm ocasional num calculo, na
resOIGED 0e UMa etapa.

Eml:uﬁ-:l:-ump-:rm & pormiuacio da etapa em gue o emo

Mmmma&:mm i SO CHm o5
efiitns 00 20 cometido (var nota 2).

5. Ccomencia de WM emD gue revala desconnesmento e
ConcEitns, de Fegras ou 0s proprisdaces, na resolucio
de uTa stEpa.

A portuagdo maxdma 3 ariour & ess3 stEpa @ a pate
Imteira de metads da pomuscio

presista
A5 etapas subsequentss 530 pontuadas de acorio com oE
efiefios oo e cometido (var nota 2).

10. Ressiuslo Incompicta de uma sEpa

Se 3 resclucio d3 etapa falter apenas a passagem inal, &
SUDITaId0 Wi ponio 3 pontLacao o elana; cas0 Conbran, 3
pOMUaEAD méxdma a Srisur & a pare Infsa de metade da
poMmUSCa0 previsia

Figura 3 - Critérios de classificagdo, em situagdes especificas, 2017/18

(Fonte: IAVE, 2018)
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Situagio

Classificagdo

1.

Apresentagdo de cdlculos intemédios com  um
nimens de casas decmas diferente do solictado ou
apresentacdo de um amedondamento incometo.

E subtraido um ponto & soma das pontuagdes atribuidas,
salve se houver indicagdo em conirdrio no critério
especifice de dassficagio.

12

Apresentagdo do resultado final que n3o respeita a
forma solicitada [exemplo: & pedido o resultado na
forma de fracdo. e 3 resposta apresenta-se na forma
decimal].

E subtraido um ponto 3 pontuagio dastspa comespondents
a apresentagio do resultado final.

13

Utlizagao de valores exatos nos calculos intermédios
e apresentacio do resultado final com aproximacso
quando deveria ter sido apresentado o valor exato.

E subtraido um ponto 3 pontuagio dastspa comespondents
& apresentagio do resuftado final.

ta

Utlizag3o de valores aproximados numa etapa quande
deveniam ter sido usados valores exahos.

A pontuacio maxima a atrbuir 3 essa etapa, bem como a
cada uma das etapas subsequentes gue dela dependam,
£ 3 parte inteTa de metade da pONUEGSD prevista.

15.

Apresentacdo de resuitado final com um ndmer de
casas decimais diferente de solicitado, ou apresentagso
do resultado final incometamente amedondado.

E subtraido um ponto 3 pontuagio daetapa comespondente
a apresentagan do resultado final.

18,

Omissdo da unidade de medida na apresentacdo do
resuitado final.

A etapa relativa 3 apresertacio oo resuftado final &
pontuada com a pontuacdo prevista.

i7.

Apresentacdo de elementos em excesso face ao

Ze o5 elemenios em excessonaoafetarem a o
do desempenho, a dassficacie a afribuir 3 resposta nao
& desvalorizada.

Ze os eementos em excesso afstarem a caracterzacio
do desempenho, 550 subtraidos dois pontos 3 soma das
pontuagies atrbuidas, salvo se howver indicagio em
conirario no critério especifico de dassficacdo.

3.

Utilizag3o de simbologias ou de expressles inequive-
camente incometas do ponto de wista formal.

E subiraide um ponto & soma das pontuagdes atribuidas,

excato:

—s2 3s incomegdes oCoMersm apenas em etapas ja
pontuadas com 2er pontos;

—nos casos de uso do simbolo de igualdade em que. em
rigor, deveria ter sido usado o simbolo de igualdade
aproximada.

Mota 1 - Atitulo de exemplo. faz-s= notar gue ndo s30 aceites processos de resolugdo que envolvam a aplicagdo da regra
de Cauchy, da regra de L'Hépital ou de resultados da teoria de matrizes.

Mota 2 - Se a dificuldade da resolugio das etapas subssquentes n3o diminur, stas s3o0 pontuadas de acordo com
o5 ertenos especificos de dassficagdo; se a dificuldade da resolugdo das etapas subsequentes diminuir, a
pontuagio maxima a atrbuir a cada uma delas & a parte inteira de metade da pontuagio prevista,

E também anualmente publicado em Despacho o calendario para realizagdo dos exames, no qual
constam as datas de realiza¢do da primeira e segunda fase, que tém lugar em junho/julho, respetiva-

mente, constando ainda do mesmo as datas de afixacdo das pautas com os resultados. Vejamos como

Figura 4 - Critérios de classificagdo, em situacdes especificas, 2017/18 (continuacao)

(Fonte: IAVE, 2018)

exemplo o do exame de 2018:
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Calendario de exames finais nacionais do ensino secundario

QUADRO 1
17 Fase
segunda-fara terca-fema quintz-faira sexta-fara segundz-feira terga-feira quartz-feira
18 de junho 19 de junho 21 de junho 22 de junho 25 de junko 26 de unho 27 de junho

on30—12°ago | H30—=1lano
Oh30— 12 * ang | 2130 —=11°an0 | 9130 — 12°ano | Matemitica A (635) 8

= P p— Geologia Oh30 —11°ano
o.. | Portugués (630 |Fsica e QuimicaA| Desenho A (700) . (702) Geometria Descritiva A
9h30 —11°ano Portuoués Linoua (715) Histona A (623) Oh30— 11" ano Economia A (712) (708)
Filosofia (714) | cupanda (138) | Geografia A (719) Matematica B (735)

PLNM {839)) Historia da Cultura| 9h30 — 11.° ano |Matematica Aplicada F?Esge,(?ﬁs {% Literatur(% gf)rruguesa
e das Artes (724) | Historia B (723) | as Ciéncias Sociais Esfnanhbl E54?)
(833) Alemiio (301)

14h00 — 11 °ano
Latim & (732)

Periodo de aplicagdo da componente de producio e interacdo orais das Linguas Estrangeiras: de 18 de junho a 29 de junho.

Afixacio de pautas: 12 de julho.

Afixacdo dos resultados dos processos de reapreciagdo: 10 de agosto.

Figura 5 - Calendario de exames 1.2 fase ano letivo 2017/2018

(Fonte: Despacho n.° 5458-A/2017, de 22 de junho)

QUADRO 2
2 *Fase
quarta-faira, quinta-faira, sexta-feira, segunda-fera,
18 de julho 19 de julho 20 de julho 73 da julho
9h30 —12° ano
9h30 —11.° ano IV S, B
Fisica e Quinuca A (715) OB30 — 12.° ano Matematica A (635) S0 —12 a0 ftﬁg;’
Economia A (712) Portugués (639) Oh30 — 11.° ana ’
Historia da Culfura e das Artes | Porfugués Lingua Segunda (138) Matenmatica B (731 (735) Oh30 — 11.° ano
Literatura IE;iu"Jgum 34 PLNM (839) Liatmiﬁcgo.c%gi:?glqi;s Ciéncias | Geometria Descritiva A (708)
14000 — 11.° ano 14h00 —12.° ano
Historia B (723) Desenho A (706)
14h00 — 11.° ano 14h00 — 11.° ano Alemdo (501)
Latim A (732) Filosofia (714) Espanhol (547) 14000 —11.° ano
Frances (517) Biologia e Geologia (702)
Inglés (550) Geografia A (719)

Periodo de aplicacdo da componente de producdo e interacdo orais das Linguas Estrangeiras: de 18 a 25 de julho.

Afixacio de pautas: 3 de agosto.

Afixacdo dos resultados dos processos de reapreciacdo: 24 de agosto.

Figura 6 - Calendario de exames 2.2 fase ano letivo 2017/2018
(Fonte: Despacho n.° 5458-A/2017, de 22 de junho)
O grau de exigéncia do enunciado das questbes de exame, bem como o grau de aprofundamento

evidenciado nos critérios de classificagdo, vao de encontro ao definido pelo Programa, em adequacéo

ao nivel de ensino a que o exame diz respeito.
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“(...) os exames nacionais séo definidos de acordo com um infindavel nimero de variaveis inteiramente
interligadas com as politicas educativas que sédo adotadas bem como com os objetivos e mecanismos

de controlo que um governo define.” (Fernandes, 2005, em Gaspar, 2013, p. 27).
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Capitulo 3 = Curriculo - Os Programas de Matematica A

O Curriculo da Mateméatica no Ensino Secundario

3.1 Sobre o curriculo

O processo de ensino-aprendizagem da Matematica ndo é o mesmo de ha varias décadas atras e tem
carateristicas préprias conforme o nivel etario dos alunos e o tipo de escola onde se insere.

Pela procura de melhorar este processo, o curriculo na disciplina de Matematica no nosso pais tem
sido alvo de mudancas importantes, quer para o ensino basico, quer para o ensino secundario.

Com a evolucdo da Mateméatica e as mudancas sociais e politicas, verifica-se periodicamente a elabo-
racdo de novos curriculos que vao sendo adaptados as fungdes a que se encontram previstos, face a

transformacé&o da sociedade.

Uma forma de observar estas mudancas é analisar os manuais que tém sido utilizados ao longo dos
tempos. Os temas neles presentes e a forma de os abordar sdo diferentes. Também alteracdes se
denotam nos exames nacionais de Matemética do 12.° ano, tome-se como exemplo o exame de 2018,
cujas alteracdes curriculares na vigéncia do XIX Governo Constitucional, sob a alcada do entdo Ministro
da Educacdo Nuno Crato, levaram a introducdo de questdes de escolha alternativa entre o programa

anterior e 0 novo programa.

Por razdes de natureza cultural, pratica e civica, a Matematica que é um direito basico de todas as
criancas e jovens e uma resposta a necessidades individuais e sociais, faz parte dos curriculos, ao

longo de todos os anos de escolaridade obrigatéria.

E necessario esclarecer entdo que se deve entender pelo termo “curriculo”, cuja definigdo depende dos
intervenientes sejam estes professores, alunos, investigadores, autores ou decisores politicos e tem
vindo a ampliar-se, adquirindo novos conceitos e interpretacdes em fungdo da posigdo teorica dos
varios autores que sobre ele incidem estudos e o desenvolvem. Observem-se algumas das definicbes
encontradas:

Definicdo 1:

(...) plano de acéo pedagdgica muito mais largo que um programa de ensino: compre-
ende, em geral, ndo somente programas, para as diferentes matérias, mas também
uma definicdo das finalidades da educacao pretendida, uma especificacdo das activi-
dades de ensino e de aprendizagem, o que implica os conteddos do programa e, final-
mente, indicacBes precisas sobre as maneiras como o ensino ou o aluno serdo avali-
ados (D’Hainaut, 1980).
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Defini¢éo 2:

“(...) um espago decisional em que, a partir do Programa e pela programacao, a comunidade escolar,
a nivel de escola, e o professor, a nivel de aula, articulam os seus respetivos marcos de intervengédo”
(Zabalza, 1992, p. 47).

Definicdo3:

Um curriculo é o plano operacional de ensino que descreve em pormenor o que 0S
alunos de Matematica precisam de saber, de que forma os alunos devem atingir os
objetivos identificados no curriculo, o que € que os professores devem fazer para aju-
dar os alunos a desenvolver os seus conhecimentos matematicos, e o contexto em
gue a aprendizagem e o ensino devem processar-se. (NCTM, 1994, citado por Amaro,
2018, p. 3)

Defini¢éo 4:

“(...) o curriculo é um conjunto de orientagdes onde constam os objetivos, os contetudos, as metodo-
logias, os materiais e as formas de avaliagdo de um dado plano de estudos ou de uma disciplina.”
(Ponte, Matos & Abrantes, 1998, citado por Amaro, 2018, p. 3).

Até nos documentos normativos em vigor, podemos encontrar definigdo de curriculo, dispondo o artigo
2.° do Decreto-Lei n.° 139/2012 de 5 de julho, que:

1 — Para efeitos do disposto no presente diploma, e em conformidade com o constante
na Lei de Bases do Sistema Educativo para estes niveis de ensino, entende- se por
curriculo o conjunto de contelddos e objetivos que, devidamente articulados, consti-
tuem a base da organizacdo do ensino e da avaliagdo do desempenho dos alunos,
assim como outros principios orientadores que venham a ser aprovados com 0 mesmo
objetivo.

2 — O curriculo concretiza- se em planos de estudo elaborados em consonancia com
as matrizes curriculares constantes dos anexos | a VIl do presente diploma, do qual
fazem parte integrante, ou outras a aprovar nos termos legalmente previstos.

3 — Os conhecimentos e capacidades a adquirir e a desenvolver pelos alunos de cada
nivel e de cada ciclo de ensino tém como referéncia os programas das disciplinas e
areas curriculares disciplinares, bem como as metas curriculares a atingir por ano de
escolaridade e ciclo de ensino, homologados por despacho do membro do Governo
responsavel pela area da educacao.

4 — As estratégias de concretizagdo e desenvolvimento do curriculo séo objeto de
planos de atividades, integrados no respetivo projeto educativo, adaptados as carac-

teristicas das turmas, através de programas proprios, a desenvolver pelos professores
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titulares de turma, em articulagcdo com o conselho de docentes, ou pelo conselho de

turma, consoante os ciclos.

Podemos constatar nas diversas definicdes, que os elementos do curriculo sdo muito similares. Em
todos eles, geralmente, estéo presentes: 0s objetivos, os contelidos, as estratégias, o espaco, o tempo,
0s recursos e a avaliagdo. No Ensino Secundario, em Portugal, cada disciplina tem um curriculo préprio
onde sao expostos 0s objetivos para o processo de aprendizagem dos alunos e as praticas educativas

gue devem ser desenvolvidas ao longo do ano escolar.

Pretende-se neste trabalho apenas focar uma das finalidades do curriculo, designadamente os progra-
mas escolares, que constituem uma das tarefas relevantes que podem contribuir para o sucesso do

Sistema Educativo e neste pode considerar-se um guido.

(...) sendo os programas escolares directivas gerais, aos temas obrigatorios das dife-
rentes matérias e as no¢des mais particulares, quando sédo renovados ou examinados,
sdo introduzidas novas matérias ou novos métodos de ensino a fim de responder as
necessidades da sociedade na vida profissional, no quadro dos lazeres, nas relacfes

humanas e na formag&o dos valores morais. (Ferreira, 2004, p. 33).

3.2 Programa de Matematica A 2001/2002

Por contextualizagéo a esta pesquisa, demarcando o recorte temporal dos exames nacionais de Mate-
mética nos quais incide o estudo, entre 2015 e 2018, tomara especial incidéncia a referéncia aos pro-
gramas de Matemética A, marcados pela revisdo curricular do ensino secundario, que ocorre no inicio
deste século. Tal revisdo assume de forma mais vincada a diversificagdo dos programas de Matemética
do Ensino Secundério, passando a existir 3 disciplinas: Mateméatica A, Matematica B e Matematica
Aplicada as Ciéncias Sociais (MACS).

Ha a assinalar que, pela primeira vez, no Ensino Secundario, os textos dos programas de Matematica,
aparecem com indicacdo dos seus autores, nestes casos, das respetivas equipas coordenadas por
Jaime Carvalho e Silva, do Departamento de Matematica da Universidade de Coimbra.

A partir do ano letivo de 2004/2005, a Matemética A dispde, em cada ano de escolaridade, de uma
carga letiva semanal de 4h30m, organizada em trés aulas de 90m (Carvalho e Silva e Rosa, 2003, p.
11).

Existem 3 documentos (homologados em trés momentos distintos, 10.° ano em 22/02/2001, 11.° ano
em 01/04/2002 e 12.° ano em 17/05/2002) que traduzem o Programa de Matematica A 2001/2002,
relativos a cada um dos anos de escolaridade, em vigor a partir de setembro de 2003. O programa

inclui diversas componentes, equivalentes as que sao consideradas no programa anterior (1997).
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Enquanto finalidades do ensino da Matematica, este programa “elege aspetos relacionados essencial-
mente com a importancia do papel da Matematica enquanto ciéncia de interpretagéo e intervencéo no
real, com a necessidade do desenvolvimento de capacidades relativas a atividade matematica, e com

0 apoio ao prosseguimento de estudos e inser¢do no mundo do trabalho” (GTM, 2019, p. 73).

Os objetivos sao associados a designacgao de “competéncias gerais” e sdo organizados em trés dimen-
sdes, os Valores/Atitudes, as Capacidades/Aptidées e os Conhecimentos.

A primeira dimens&o centrada no desenvolvimento de atitudes pessoais transversais a qualquer disci-
plina e a segunda no desenvolvimento de trés capacidades associadas ao trabalho com a Matemética.
No que respeita aos contelldos mateméticos organizam-se segundo quatro grandes temas: Calculo
Diferencial, Geometria (no plano e no espago), Fun¢des e sucessdes, Probabilidades (com Andlise
Combinatéria) e Estatistica. Este programa alerta para a importancia significativa tanto de técnicas
especificas, como de estratégias, as quais considera como temas transversais, incluidas explicitamente
pela primeira vez no Ensino Secundario, que sobressaem no quadro resumo da distribuicdo dos temas
em cada ano, as quais sdo valorizadas como objeto de ensino neste programa, considerando-0s nao
menos importantes que os temas matematicos. Juntando-se a Aplicacdes e Modelagdo Matemética,
Historia da Matemética, Logica e Raciocinio Matemético, Resolugéo de Problemas e Atividades Inves-
tigativas, Tecnologia e Matemética, este programa acrescenta mais um tema, a Comunicacdo Mate-
matica. Este conjunto diz respeito a aspetos muito diferenciados como capacidades matematicas, ta-
refas, recursos e conteudos, o que podera dificultar a compreenséo do seu lugar e do seu papel no

desenvolvimento curricular.

Apresenta-se a seguir um quadro resumo da distribuicdo dos temas por ano de escolaridade no pro-
grama de Matematica A (Silva et al., 2001a, p. 9, em GTM, 2019, p. 75):
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109 ano 119 ano 129 ano

Geometria no Plano e no | Geometria no Plano e no | Probabilidades e Combi-
Espago 1 Espaco 11 natéria

» Resolugao de problemas de | @ Problemas  envolvendo | « Introdugao ao célculo de
Geometria no plano e no | tridangulos. probabilidades

espago.,
» Geometria Analitica.

O método cartesiano para es-
tudar Geometria no plano e
N0 espago.

Fungoes e Graficos. Fun-
¢oes polinomiais. Funcao
maédulo.
s Fungio, grifico e represen-
tagao griafiea.
» Estudo intuitivo de proprie-
dades da:

~ fungao quadraitica;

~ fung¢ao médulo.
s Fungoes polinomiais (graus
3e4).
s Decomposicao de poliné-
mios em factores.

Estatistica

» Estatistica - Generalidades
s Organizagio e interpreta-
¢ao de caracteres estatisticos
(qualitativos e quantitativos).
s Referéncia a distribuigoes
bidimensionais (abordagem
grifica e intuitiva).

s Circulo trigonométrico e
fungoes seno, co-seno e tan-
gente.

» Produto escalar de dois vee-
tores e aplicagoes.

s Intersecgao, paralelismo e
perpendicularidade de rectas
e planos.

s Programaciao linear (breve
introdugao)

Funcoes racionais e com
radicais. Taxa de variacao
e derivada.

s Problemas envolvendo
fungoes ou taxa de variagao.
» Propriedades das fungoes do
tipo f(z) = a+ b/(cx + d)

o Aproximagao experimental
da nogao de limite.

» Taxa de variagao e derivadas
em casos simples.

s Operagoes com fungoes.
Composigao e inversao de
fungoes.

Sucessoes reais.

s Definicao e propriedades.
Exemplos (o caso das progres-
s0es)

» Sucessao (1 + 1/n)" e pri-
meira defini¢iao de e

» Limites: infinitamente gran-
des e infinitamente pequenos.
Limites reais e convergéncia.

« Distribuigao de frequéncias
e distribui¢ao de probabili-
dades

« Andlise combinatoria.

Fungoes exponenciais e
logaritmicas. Limites e
Continuidade. Conceito de
Derivada e Aplicagoes.

» Teoria de limites

s Célculo diferencial

« Problemas de optimizagao.

Trigonometria e mimeros
complexos.

« Fungoes seno, co-seno ;
calculo de derivadas

s« Introdugao histérica dos
nimeros complexos

« Complexos na forma
algébrica e na forma
trigonométrica; operagoes e
interpretagao geométrica

Temas

» Comunicagao Matemdtica
» Histéria da Matematica

Transversals

= Aplicagoes e Modelagao Matemdtica
» Légica e Raciocinio Matematico

s Resolugao de Problemas e Actividades Investigativas

s Tecnologia e Matemadtica

matica A

das estratégias metodolégicas a adotar.
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Figura 7 - Quadro resumo da distribuicdo dos temas por ano de escolaridade no programa de Mate-

No que concerne as orienta¢cdes metodoldgicas, este programa propde a estruturacdo de conceitos
partindo da experiéncia do aluno e de situa¢des concretas, ligando a Matemética a realidade e outras
areas disciplinares, com conex®es historico culturais e recurso a tecnologia.
Revela a importancia de proporcionar aos alunos a realizac¢éo de trabalhos diversificados e a relevancia




No desenvolvimento do programa as orientacdes especificas que se executam sédo referentes a forma

de abordar os conteddos, com sugestdes diversas.

Quanto aos recursos, este programa intensifica o papel da tecnologia, como a utilizacéo obrigatéria de
calculadoras graficas, bem como o computador, sendo que a recomendacédo de uso de sensores para
recolha de dados acoplados a calculadoras graficas ou computadores, foi novidade, servindo de apoio

a realizacédo de modelacdes e ao uso da internet.

Relativamente a avaliagédo, este programa considera que deve incidir sobre o desenvolvimento de ati-
tudes, de capacidades e a aquisicdo de conhecimentos matematicos, adequada as aprendizagens es-
peradas, usando formas e instrumentos de avaliagao diversificados, salientando a importancia de ava-
liar ndo sé produtos, mas também processos, com envolvimento ativo, reflexivo e responsavel dos
alunos. E sugerido que os testes sejam em duas fases, relativizando os seus resultados, e as redagdes

matematicas tenham em conta a valorizacdo do desenvolvimento da comunicagcdo em Matemética.

3.3 Programa e Metas Curriculares de Matematica A 2015

Em 2012, o Decreto-Lei n.° 139/2012, de 5 de julho, procedeu a nova revisdo curricular dos ensinos
basico e secundario, concretizada na alteracdo das matrizes e na definicdo de principios que permitis-

sem uma maior autonomia das escolas na organizacéo das atividades letivas.

No ambito desta revisdo da estrutura curricular e consequente alteracdo do programa curricular para
Matematica ao nivel do ensino béasico (2013), surge o novo programa de Matematica A para o Ensino
Secundario - Programa e Metas Curriculares de Matemética A Ensino Secundério que juntos formam
um Unico documento, envolvendo trés equipas na sua elaboragdo. Em complemento ao documento
“Metas Curriculares de Matematica do Ensino Secundario Matematica A”, vém também outros docu-

mentos, os Cadernos de Apoio.

Este Programa e Metas Curriculares, homologado em 2014 e em vigor a data, contempla os documen-
tos com impacto curricular na Matematica A, recentemente surgidos no periodo da sua vigéncia, as

Orientac8es de Gestéo Curricular e as Aprendizagens Essenciais.

Pretende-se colocar Portugal num patamar de elevados indices de conhecimento ma-
tematico, procurando-se que o ensino se coadune com elevados niveis de rigor e co-
eréncia. Pensa-se o0 aluno numa esfera de ensino global, pelo que ha a preocupacéo
em construir um programa que acompanhe as tendéncias internacionais e que garanta
uma solida formacéo matematica, capaz de sustentar o prosseguimento de estudos
num nivel superior. O projeto TIMSS Advanced (Trends in International Mathematics

and Science Study Advanced), ao qual Portugal estd agregado a partir de 2015, é,
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igualmente, um elemento valorizado na fundamentagéo e organizacdo deste programa

curricular. (Lourengo, 2015, p. 4).

A proposta curricular desenha-se numa légica de construcao do conhecimento, assente noutros previ-
amente adquiridos. Nos termos do definido no Despacho n.° 15971/2012, de 14 de dezembro, este
programa serve os Cursos Cientifico-Humanisticos de Ciéncias e Tecnologias e de Ciéncias Socioe-
condmicas, entrando em vigor no ano letivo 2015/2016 para o 10.° ano de escolaridade, em 2016/2017

para o 11.° ano e em 2017/2018 para 0 12.° ano.

O Programa de Matematica A Ensino Secundario € composto por oito seccdes e aplicavel a todo o
Ensino Secundario. As Metas Curriculares, que com o Programa formam um Unico documento (Pro-
grama e Metas Curriculares Matematica A Ensino Secundario), descrevem o conjunto das metas cur-
riculares da disciplina de Matematica A que os alunos devem atingir, sendo que os objetivos gerais

completados por descritores mais precisos, estdo organizados por ano de escolaridade.

O documento apresenta uma breve mencéo as finalidades do ensino da Mateméatica e uma referéncia
aos objetivos do mesmo, numa reflexdo sobre os desempenhos fundamentais a desenvolver nos alu-
nos portugueses no Ensino Secundario.

S&o duas as finalidades propostas: a estruturacdo do pensamento (ndo como tema transversal) e o
desenvolvimento do raciocinio que recai sobre a modelagéo e a aplicagdo desta disciplina ao mundo
real.

Quanto aos objetivos tem uma formulag&o distinta dos programas anteriores, com base da diferencia-
¢ao de desempenhos, sendo novidade o facto dos mesmos terem que ser “explicitados por verbos a
gue se atribuem significados especificos e que servem de base a leitura dos descritores elencados nas
Metas Curriculares” (Bivar et al, 2014, p. 6, citado por GTM, 2019, p. 86), defendendo assim cinco
objetivos que o aluno deve revelar: “Identificar/Designar/Referir”, “Reconhecer”, “Saber”, “Provar/De-
monstrar e Justificar”, os quais concorrem para a “aquisicdo de conhecimentos, factos, conceitos e
procedimentos, para a construcédo e desenvolvimento do raciocinio matematico, para a resolugao de
problemas em diversos contextos, para uma comunicacao (oral e escrita) adequada e para uma visao
da Matemética como um todo articulado e coerente.” (Bivar et al, 2014, p.6, citado por GTM, 2019, p.

86).

O programa, no que respeita:

- Ao conhecimento de factos, de conceitos e de procedimentos, valoriza a aquisicdo de automatismos;
- Ao raciocinio, clarifica que o hipotético-dedutivo é o raciocinio de exceléncia;

- Aresolucéo de problemas, explicita o significado que Ihe atribui, considerando o papel dos problemas
gue envolvem os alunos em estratégias de motivacao, deixando evidente que se refere a exercicios de
aplicacdo com graus de dificuldade diversos, que servirdo de aplicacdo dos conhecimentos e procedi-

mentos previamente treinados;
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- A comunicacgdo matematica, propde que seja desenvolvida na elucidacgéo de questdes e davidas e na
comunicacao de estratégias de resolucao, defendendo a importancia da redacgdo escrita na explicacéo
de raciocinios e apresentacao de conclusdes.

Nos objetivos refere ainda a Historia da Matematica, que se afirma contemplada em alguns descritores
das Metas, com o propdsito de “enquadrar de um ponto de vista histérico os conteudos abordados.”
(Bivar et al, 2014, p. 7, citado por GTM, p. 88).

Ao contrario dos programas anteriores, nos conteddos, o programa apresenta exclusivamente conhe-
cimentos matematicos, organizando-os em diferentes dominios numa formulacgao propria que distribui

por ano de escolaridade.

10.° ano 11.° ano 12.° ano
e Logica e Teoria dos ¢ Trigonometria e e Calculo Combinatério
Conjuntos (LTC) Fungoes (CC)
e Algebra (ALG) Trigonométricas (TRI) | ¢ Probabilidades (PRB)
e Geometria Analitica ¢ Geometria Analitica e Fungdes Reais de
(GA) (GA) Variavel Real (FRVR)
e Funcoes Reais de *  Sucessdes (SUC) e Trigonometria e
Variavel Real (FRVR) | ¢ Fungdes Reais de Fungoes
e [statistica (EST) Variavel Real (FRVR) Trigonométricas (TRI)
¢ Estatistica (EST) ¢ Fungdes Exponenciais e
Fungdes Logaritmicas
(FEL)
e Primitivas e Calculo
Integral (PCI)
* Numeros Complexos
(NC)

Figura 8 - Distribuicdo de contelldos matematicos por ano de escolaridade no programa e Metas cur-

riculares de Matematica A, Ensino Secundario

(Fonte: GTM, 2019, p. 88)

Para cada ano de escolaridade, detalha a apresentacdo dos dominios em tabela, acompanhados de

indicacdes para os tempos letivos a dedicar nos ensinos, conforme se apresenta infra:
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Tabela 1 - Distribuicdo dos dominios por ano de escolaridade no Programa e Metas curriculares de

Matematica A, Ensino Secundario

10.° ano

11.° ano

12.° ano

Légica e Teoria
dos Conjuntos

* Introdugéo a Légica biva-
lente e
a Teoria dos conjuntos

18 aulas

Algebra

* Radicais
* Poténcias de expoente
racional
* Polinbmios
30 aulas

Funcdes reais
de variavel real

» Generalidades acerca de

fungbes

» Generalidades acerca de

funcdes reais de variavel

real

* Monotonia, extremos e

concavidade

» Estudo elementar das

funcbes

quadraticas, raiz qua-

drada, raiz

cubica e médulo e de fun-

¢cOes

definidas por ramos

* Resolugao de problemas
58 aulas

* Limites segundo Heine
de

funcOes reais de variavel
real

» Continuidade de fungoes
* Assintotas ao grafico de
uma

funcéo

* Derivada de fungdes re-
ais de

variavel real e aplicacdes

56 aulas

* Limites e Continuidade

* Derivada de segunda or-
dem,

extremos, sentido das
concavidades e pontos de
inflex@o

* Aplicagao do calculo di-
ferencial

a resolucao de problemas

34 aulas

» Conjunto dos majorantes
e

conjunto dos minorantes
de

uma parte néo vazia de R
» Generalidades acerca
de sucess0Oes

Logaritmicas

Sucessdes P . =
* Principio de indugéo
matematica
* Progressoes aritméticas
e
geomeétricas
* Limites de sucessdes
44 aulas
« Juros compostos e NU-
mero
de Neper
~ * Fungdes exponenciais
Funcgoes ~ .
- * Fun¢des logaritmicas
Exponenciais - A
~ * Limites notaveis envol-
e Funcoes

vendo

funcdes exponenciais

e logaritmicas

* Modelos exponenciais
44 aulas

Primitivas
e Célculo Inte-
gral

* Primitivas
« Calculo Integral
* Resolugao de problemas
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10.° ano

11.° ano

12.° ano

20 aulas

* Introdu¢do aos numeros
complexos

» Complexo conjugado e
médulo dos niumeros com-

Trigonométricas

tagcbes

* Razbes trigonométricas

de angulos generalizados

* Fungbes trigonométricas
38 aulas

plexos
* Quociente de numeros
NUmeros complexos
Complexos » Exponencial complexa e
forma trigonométrica dos
ndmeros complexos
* Raizes n-ésimas de nu-
meros complexos
* Resolugao de problemas
26 aulas
» Geometria analitica no « Declive e inclinagéo de
plano uma reta do plano
+ Calculo vetorial no plano | * Produto escalar de veto-
Geometria » Geometria analitica no res
Analitica espago » Equagdes de planos no
* Calculo vetorial no es- espago
paco 32 aulas
54 aulas
» Extensao da Trigonome-
tria a « Diferenciacao de funcdes
angulos retos e obtusos e | trigonométricas
resolucao de triangulos * Aplicagdes aos oscilado-
Trigonometria + Angulos orientados, an- res harmoénicos
e Funcbes gulos generalizados e ro-

26 aulas

Estatistica

« Carateristicas amostrais

18 aulas

* Reta de minimos quadra-
dos, amostras bivariadas e
coeficientes de correlacao

8 aulas

Probabilidades

» Espaco de probabilidade
* Probabilidade condicio-
nada

20 aulas

Calculo
Combinatério

* Propriedades das opera-
¢Oes sobre conjuntos
* Introdugao ao calculo
combinatorio
*Tridngulo de Pascal e Bi-
némio de Newton

18 aulas

Nota: Uma aula corresponde a um tempo letivo de 45 minutos.

(Fonte: Programa e Metas Curriculares Matematica A Ensino Secundario, p. 9-26)
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Verificam-se diferengas em relacdo aos programas anteriores, na forma como os conhecimentos séo

abordados:

Por exemplo, a Ldgica e Teoria dos Conjuntos, que era tratada de forma integrada nos
anteriores programas, passa aqui a ter estatuto de dominio autbnomo. A Estatistica,
consignada aos 10.° e 11.° anos, apresenta-se com uma perspetiva bastante diferente
da de literacia estatistica que inspirava o anterior programa: sobressai uma abordagem
tecnicista, muito dirigida as medidas e suas manipulag6es simbdlicas, sem que se re-
fira sequer o uso da calculadora (...) Este aspeto é reforgado quando, no detalhe dos
tépicos, o programa dispensa que a Estatistica surja contextualizada em situacdes re-
ais, podendo estas ser eventualmente usadas, ndo obrigatoriamente, e para efeitos de
aplicacéo da teoria (GTM, 2019, p. 88-89).

A seccgao Niveis de Desempenho, nunca antes incluida nos documentos curriculares portugueses, “0
programa assume que os contetdos que propde ndo sdo para todos os alunos, fornecendo um codigo
de sinais + e # para informar os professores de quais 0s tdpicos/exercicios que tanto no programa

como nos cadernos de apoio n&o sdo exigiveis a todos os alunos” (GTM, 2019, p. 89).

Na seccao dedicada a orientagBes metodolégicas, reconhece a necessidade de o professor utilizar a
sua autonomia pedagégica na abordagem eficaz ao ensino, de acordo com as carateristicas dos alunos
e da escola, ndo existindo propostas concretas para esse efeito, como nos anteriores programas, refe-
rindo apenas a necessidade de serem abordados regularmente contetdos anteriores.

O programa finaliza com a avaliagdo, em que é considerada como um mecanismo potenciador do de-
senvolvimento das aprendizagens (preocupacéo ja do anterior programa), servindo propositos de re-

gulagdo das aprendizagens e promocédo de desenvolvimento das mesmas.

O programa concretiza-se, em termos dos contelidos matematicos, em trés documentos distintos, um

por cada ano de escolaridade intitulado de Metas Curriculares.

As Metas Curriculares, que com o Programa formam um documento Gnico, elencam,
para cada dominio e em consonancia com os contelidos, os objetivos gerais a atingir
em cada ano de escolaridade. Cada um deles encontra-se definido de forma precisa
por um conjunto de descritores que apontam para desempenhos especificos e avalia-
veis que os alunos deverdo evidenciar para que esses objetivos se considerem cum-
pridos. (Bivar et al, 2014, p. 3, citado em GTM, 2019, p. 91).

Cada dominio de contetido, subdividido em subdominio, tem elencados diversos objetivos, concretiza-

dos em descritores.
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Existe, também, a oportunidade de o professor consultar cadernos de apoio para os diferentes anos
escolares, nos quais podem encontrar um material de apoio que auxilie na planificagdo do seu trabalho
pedagoégico, com exemplos de exercicios de aplicacdo incluindo comentarios que possam ser seguidos
na abordagem dos assuntos. As sugestdes estdo organizadas fazendo referéncia aos respetivos des-
critores de cada dominio programatico, codificados no documento das Metas Curriculares de Matema-
tica A.

Atendendo a reagBes negativas a este programa, um Grupo de Trabalho, coordenado pela Dire¢édo
Geral da Educacéo, redigiu o documento Orientacdes de Gestdo Curricular para o Programa e Metas
Curriculares de Matemética A, publicado em agosto de 2016, no qual antes de incidirem diretamente
nos tépicos, afirmam a pretensdo da igualdade no acesso a uma educagcao matematica de elevada
gualidade a todos os alunos, apelando a que Ihes sejam criadas condi¢cfes para aprenderem e com-
preenderem ‘importantes no¢gBes matematicas, em ambientes equitativos e desafiadores” (GT, 2016,
p.1, citado por GTM, 2019, p. 92).

Neste documento dado enfase ao conceito de aprendizagem, para que a mesma possa ser consolidada
de uma forma progressiva ao longo dos trés anos do ensino secundario, em que alguns descritores
possam ser abordados em ano diferente dos referidos nos documentos e outros que podem ser abor-

dados facultativamente por decisdo do professor.

E retomada a questdo da tecnologia, no que respeita ndo sé a software de geometria dinamica, esten-
dendo as referéncias mas mantendo a légica preferencial de ilustracdo, mas também quanto a calcu-
ladora gréfica, esclarecendo as dividas surgidas no novo programa quanto a sua utilizacdo “deve en-
tender-se que € obrigatério que os alunos do ensino secundario, em particular, saibam utilizar uma
calculadora gréfica” (GT, 2016, p. 5, citado por GTM, 2019, p. 92-93), permanecendo ainda indefinicao
sobre as tarefas a realizar com ela em contexto de sala de aula.

Na sequéncia da publicacdo do documento de referéncia para a organizacéo de todo o sistema edu-
cativo, contribuindo para a convergéncia e a articulagdo das decisdes inerentes as varias dimensdes
do desenvolvimento curricular - Perfil dos Alunos & Saida do Ensino Obrigatério, por um lado numa
tentativa de articulacdo com este, e por outro algum ajustamento adequado ao Programa e Metas Cur-
riculares, o Ministério da Educacéo publicou em 2018, com entrada em vigor em 2018/2019, novos
documentos curriculares, designados de Aprendizagens Essenciais, dirigidas também a disciplina de

Matematica A no Ensino Secundario.

Estes documentos estdo organizados por ano de escolaridade, ancorando-se no Programa e Metas
Curriculares de Matematica A.
“As Aprendizagens Essenciais (AE) baseiam-se no programa e metas da disciplina para este ano de

escolaridade homologados em 2014 (...). As AE aprofundam as Orientacdes de Gestao curricular para
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”

o Programa e Metas Curriculares de Matematica A, (...), com as quais sdo totalmente compativeis
(ME, 2018j, p. 1, citado por GTM, 2019, p. 93).

Estes documentos (Aprendizagens Essenciais), incluem alteracdes a alguns temas matematicos: tal
como no programa de 2001, a Estatistica ganha importancia justificada pela sua relevancia social, a
Légica e a Teoria de Conjuntos passa a ser tema transversal, tal como a Resolucao de Problemas, a

Histéria da Matematica e a Modelacdo Matematica.

Verificou-se ainda possibilidade de avancar para anos posteriores o estudo de alguns temas, existindo
a devida articulacao vertical ao longo dos trés anos.

Resgatam ainda a ideia de competéncia do programa de 2001, de que a forma como se aprende Ma-
teméatica faz diferenca, sugerindo a diversificac@o de estratégias de ensino que diferenciem o ensino
consoante os diferentes tipos de alunos e desenvolver competéncias matematicas complexas, ndo se

sintonizando desta forma com o Programa e Metas ao qual estéo ligadas.

Notamos que tanto as OGC, como as AE, séo documentos que tém dificuldade em se
afirmar como suficientes. Estes documentos ndo se constituem como curriculos nem
programas de Matematica, pois ndo se baseiam em principios, carecem de articulagédo
interna e externa e ndo contemplam todas as componentes que um curriculo ou pro-
grama deve incluir. (GTM, 2019, p. 97).

3.4 Temas do 12.° ano: O antes — 2001/2002 e o depois — 2015 — Comparacéo entre os dois pro-

gramas de Matemética A

Refletindo esta pesquisa a andlise a exames de 12.° ano, e face ao descrito anteriormente, torna-se
necessario evidenciar a existéncia de altera¢des significativas nos programas de Matematica A em
foco neste trabalho, designadamente por aplicagdo do Programa homologado em 2001 e 2002 (Pro-
grama de Matematica A 2001/2002) e do Programa alterado e homologado em 2014 (Programa e Me-
tas Curriculares de Matemética A 2015), cujas principais diferencas se pretendem, de uma forma resu-

mida, dar relevo, relativamente aos temas do 12.° ano, conforme quadros infra (tabelas 2, 3 e 4).
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Programa e Metas Curriculares 2015

Tabela 2 - Quadros de temas matematicos por ano escolar — 10.° ano: Programa 2001/2002 versus

10.° Ano

Programa de Matematica A 2001/2002

Programa e Metas Curriculares de Matematica A 2015

Tema 0: MAdulo inicial

* Resolugdo de problemas que envolvam
a necessidade de estabelecer conjeturas
e de verifica-las, articulando temas de
Geometria, Ntimeros e Algebra.

Tema |: Geometria no plano e no es-
paco |

» Desenhar representagdes planas de so-
lidos geométricos. Perspetiva cavaleira

» Secgbes determinadas num cubo por
um plano

* Poliedros obtidos por truncatura de um
cubo

» Composigéo e decomposicao de figuras
tridimensionais

* Resolugéo de problemas no plano e no
espaco

envolvendo o célculo de &reas e volumes
» Referenciais cartesianos ortogonais e
monomeétricos, no plano e no espaco

» Correspondéncia entre o plano e o es-
paco e,

respetivamente, os conjuntos R? e R3

* Relagbes entre as coordenadas, no
plano, de pontos simétricos relativamente
aos eixos coordenados e as bissetrizes
dos quadrantes pares e impares

» Relagdes entre as coordenadas, no es-
paco, de pontos simétricos relativamente
aos planos coordenados, aos eixos coor-
denados e aos planos bissetores dos oc-
tantes

 Conjunto de pontos e condigbes

Dominio I: Loégica e teoria de conjuntos

* Proposigdes. Valor légico de uma proposi¢ao. Prin-
cipio de nédo contradicdo

* Operagdes com proposigdes: negagao, conjuncgao,
disjuncéo, implicagcéo e equivaléncia

* Prioridades das operagoes légicas

* Propriedade da dupla negagao. Principio do terceiro
excluido. Principio da dupla implicacéo

* Propriedades comutativa e associativa, da disjungéo
e da conjungéo

* Propriedades distributivas da conjungéo, em relagéo
a disjuncao, e da disjuncéo, em relacdo a conjungéo
* Leis de De Morgan

+ Implicagéo contra reciproca

» Expressao proposicional ou condi¢ao. Quantificador
universal, quantificador existencial. Segundas leis de
De Morgan. Contraexemplos

+ Conjunto definido por uma condig¢&o. Igualdade entre
conjuntos. Conjuntos definidos em extensao

» Operagdes com conjuntos: reunido, interse¢ao e di-
ferenga de conjuntos. Inclus&o de conjuntos. Conjunto
complementar

* Relagao entre operagbes com condigdes e opera-
¢Bes com os conjuntos que as definem

* Principio de dupla inclusdo. Demonstragéo de equi-
valéncias por dupla implicagédo

* Negacdo de uma implicacdo universal. Demonstra-

¢&o por contrarreciproco

Dominio II: Algebra
* Monotonia da potenciagao

* Raizes de indicen € IN, n = 2
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10.° Ano

Programa de Matemética A 2001/2002

Programa e Metas Curriculares de Matematica A 2015

« Distancia entre pontos no plano e no es-
pago

» Lugares geomeétricos: circunferéncia,
circulo e mediatriz; superficie esférica,
esfera e plano mediador

» Referéncia a elipse como deformagéo
da circunferéncia

» Vetores livres no plano e no espago.
Componentes e coordenadas de um ve-
tor

» Vetor como diferenga de dois pontos.
Soma de vetores. Soma de um ponto
com um vetor. Produto de um escalar por
um vetor. Norma de um vetor

» Dedugéo de propriedades de tridngulos
e quadrilateros,

usando vetores

* Colinearidade de dois vetores

» Equagao vetorial da reta, no plano € no
espaco

* Equacéao reduzida da reta no plano e

equacao x=x,

Tema Il: Fungdes e graficos. Funcdes
polinomiais. Fun¢do médulo

» Funcdes; graficos cartesianos de fun-
¢cOes e representacfes graficas

* Estudo de propriedades de fungdes: do-
minio; Contradominio; pontos de interse-
¢80 com os eixos coordenados; monoto-
nia; continuidade; extremos relativos e
absolutos; simetrias em relagdo aos ei-
X0s cartesianos e a origem do referencial,
limites da funcéo

» Estudo das propriedades de funcgdes

guadraticas

* Propriedades algébricas dos radicais: produto e quo-
ciente de raizes com o mesmo indice, poténcias de
raizes e composicao de raizes

* Racionalizagdo de denominadores

* Poténcias de base positiva e expoente racional

* Produto e quociente de poténcias com a mesma
base; produto e quociente de poténcias com o mesmo
expoente e poténcia de poténcia

* Divisdo euclidiana de polinédmios; Regra de Ruffini

+ Divisibilidade de polinébmios. Teorema do resto

» Multiplicidade da raiz de um polinémio e respetivas
propriedades

» Sinal e zeros de um polinémio

Dominio Ill: Geometria analitica

 Referenciais ortonormados, no plano e no espago

* Férmula da medida da distancia entre dois pontos no
plano e no espaco em funcao das respetivas coorde-
nadas

» Coordenadas do ponto médio de um dado segmento
de reta

* Equacgéo cartesiana da mediatriz de um segmento
de reta, no plano e do plano mediador, no espaco

* Equagdes e inequacgdes cartesianas de um conjunto
de pontos

» Equacéao cartesiana reduzida da circunferéncia, no
plano e da superficie esférica, no espaco

* Definigao de elipse e respetiva equagao cartesiana
reduzida

* Relagao entre eixo maior, eixo menor e distancia fo-
cal, na elipse

* Inequagdes cartesianas de semiplanos

* Inequacgdes cartesianas de circulos, no plano, e de
esferas, no espacgo

* Vetores no plano e no espaco

* Norma de um vetor. Vetores colineares. Vetor simé-

trico
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10.° Ano

Programa de Matemética A 2001/2002

Programa e Metas Curriculares de Matematica A 2015

* Estudo de propriedades de fungdes mo-
dulo

 Analise dos efeitos da mudanca de pa-
rametros nos graficos de funcées quadra-
ticas e de funcdes modulo

» Transformacgdes de fungdes e efeitos na
representacgdo grafica: y=f(x)+a; y=f(x+a);
y=af(x); y=f(ax); y=[f(x)|, coma e R

» Referéncia a parabola e a algumas das
suas

propriedades

* Fungbes polinomiais

» Decomposigédo de polindmios em fato-
res. Divisdo de polinébmios

* Regra de Ruffini para a divisdo de poli-
némios

» Resolugao de inequagdes por métodos
analiticos e graficos

* Resolugdo de problemas envolvendo
fungbes polinomiais (de graus 2, 3 e 4).
Estudo analitico e gréfico

» Estudo elementar de polinémios inter-

poladores

Tema lll: Estatistica

» O objeto da Estatistica. Fendbmenos que
podem ser objetos de estudo estatistico
» Breve nota histérica sobre a evolucao
da Estatistica

» Utilidade da Estatistica em diversos
campos do conhecimento

* Recenseamento e sondagem

* Populagdo e amostra. Escolha da
amostra

« Estatistica descritiva e Estatistica indu-

tiva

» Coordenadas de um vetor

* Vetor como diferenca de dois pontos

* Multiplicagdo de um vetor por um escalar

» Soma e diferenga entre vetores

* Propriedades algébricas das operagdes com vetores
» Soma de um ponto com um vetor

* Vetor diretor de uma reta. Declive de uma reta.
Paralelismo de retas

» Equacéo vetorial de uma reta, no plano e no espago
« Sistema de equacgdes paramétricas de uma reta

* Equacdes de planos paralelos aos planos coordena-
dos

* Equacgbes cartesianas de retas paralelas aos eixos

coordenados

Dominio IV: Func¢des reais de variavel real

» Graficos de fungbes. Coordenadas cartesianas de
pontos. Produtos cartesianos de conjuntos. Imagem
de um conjunto por uma funcéo

* Funcbes injetivas, sobrejetivas e bijetivas

* Restricdo de uma fungéao

» Composicao de fungdes

* Fungéo inversa de uma funcao bijetiva

* Funcgbes reais de variavel real. Fungdes definidas
por express@es analiticas

* Intervalos de monotonia de uma funcéo real de vari-
avel real

* Vizinhanga de um ponto da reta numérica; extremos
relativos e absolutos

» Sentido da concavidade do grafico de uma funcéo
real de variavel real

» Extremos e raizes de uma fungéo

* Propriedades geométricas dos graficos de funcdes.
* FuncgOes pares e fungbes impares

* Relagdo geométrica entre o grafico de uma fungao e

0 da respetiva inversa
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10.° Ano

Programa de Matemética A 2001/2002

Programa e Metas Curriculares de Matematica A 2015

» Organizagéo e interpretagdo de carac-
teres estatisticos
» Caracteres quantitativos e qualitativos.
Dados simples e agrupados em classes
« Variavel discreta e variavel continua
* Tabelas de frequéncias: absolutas; rela-
tivas; relativas acumuladas

» Representagbes graficas: graficos cir-
culares; diagramas de barras; poligono
de frequéncias; histogramas; pictogra-
mas
Func¢é&o cumulativa
* Medidas de localizagdo de uma amos-
tra: média; moda; classe modal; medi-
ana; quartis
» Diagrama de extremos e quartis — da-
dos simples e dados agrupados
Medidas de dispersdo de uma amostra:
amplitude; variancia; desvio-padrdo e
amplitude interquartis
* Discussao das limitagbes estatisticas
* Distribuigdes bidimensionais
» Diagramas de disperséo
» Dependéncia estatistica. Ideia intuitiva
de correlagéo. Coeficiente de Correlagédo
» Exemplos de gréficos de correlagéo po-
sitiva, negativa ou nula
» Centro de gravidade de um conjunto fi-
nito de pontos

* Reta de regresséao

* Relagao entre o grafico de uma funcao f e os gréaficos

das fungbes:

* f(—x) o —f(x)
* af(x) * f(bx)
«f(x+c) +f(x)+d

onde a, b, ¢, d sdo nimeros reais com a e b ndo nulos
+ Estudo de fun¢des polinomiais; fungdes quadraticas;
das fungbes x — vx e x — x e das respetivas fun-
¢Oes inversas; das fungdes da familiax — alx - b| + ¢,
onde a # 0; estudo do dominio e representagdo grafica
das funcdes definidas analiticamente por:
«f(x)=avx —b+c
f(x)=aVx — b+c
com a # 0 e de fungdes definidas por ramos envol-
vendo fung¢8es polinomiais, médulos e radicais
* Operagdes com fungdes: fungado soma; funcio dife-
renca; funcdo produto; funcdo quociente; produto de
uma fungéo por um escalar; poténcia de uma fungéo
» Equacgdes e inequagdes envolvendo as fungdes po-
linomiais, raiz quadrada e raiz cubica, e a composicéo
da funcdo médulo com fungdes afins e com funcfes

quadraticas

Dominio V: Estatistica

« Definigao de ¥¥_ xicomp € INe de ¥_ xi
coml1<msp

* Tradugéo no formalismo dos somatérios das
propriedades associativa e comutativa generalizadas
da adicéao e distributiva generalizada da multiplicacéo
em relacdo a adicdo Variavel estatistica quantitativa
como fungdo numérica definida numa populagao

* Amostra de uma variavel estatistica

* Média de uma amostra; propriedades da média de
uma amostra

* Variancia e desvio-padrdo de uma amostra; proprie-
dades da variancia e do desvio-padrédo de uma amos-

tra
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10.° Ano

Programa de Matemética A 2001/2002

Programa e Metas Curriculares de Matematica A 2015

* Percentil de ordem k; propriedades do percentil de

ordem k

(Fonte: Matematica A o antes e o depois, Porto Editora, p. 26-29, Programa de matematica A
2001/2002 e Programa e Metas Curriculares Matematica A 2015)

Tabela 3 - Quadros de temas matematicos por ano escolar — 11.° ano: Programa 2001/2002 versus
Programa e Metas Curriculares 2015

11.° Ano

Programa de Matematica A 2001/2002

Programa e Metas Curriculares de Matematica A 2015

Tema |: Geometria no plano e no es-
paco Il

* Trigonometria no tridngulo retadngulo

» Semelhanga de tridngulos

» Resolugao de tridangulos retangulos

» Razbes trigonométricas dos angulos de
30°, 45° e 60°

* Circulo trigonométrico

+ Angulo e arco generalizados

* Graus e radianos

» Comprimento de um arco

» Generalizacdo dos conceitos de seno,
cosseno e tangente

* Funcbes trigonométricas

* Fungdes periddicas

* Relagdo entre as razdes trigonométri-

cas de

T
a;-a; -
2

O T T T -

» Variagao das fungbes trigonométricas
seno, cosseno e tangente

* Resolugdo de problemas que envolvam
triangulos

» Relagéo entre as razdes trigonométri-
cas do mesmo angulo:

sin o

sin?a + cos?a = 1;tga = ; 1 + cotg?a

cos o

1

cos2a

Dominio I: Trigonometria e func8es trigonométri-
cas

» Extensdo da definicdo das razdes trigonométricas
aos casos de angulos retos e obtusos

* Lei dos senos

* Lei dos cossenos ou Teorema de Carnot

* Resolugao de tridngulos

+ Angulos orientados. Amplitudes de angulos orienta-
dos

» Rotagbes segundo angulos orientados

« Angulos generalizados. Medidas de amplitude de an-
gulos generalizados

« Angulos generalizados e rotacdes

* Razdes trigonométricas de angulos generalizados

+ Circulo trigonométrico

* Medidas de amplitude em radianos

* Fungdes seno, cosseno e tangente: dominio, contra-
dominio, periodicidade, paridade, zeros e extremos lo-
cais

s

* Relagéo entre as razdes trigonométricas de a; - q; 3
O T T T -

» Generalizagdo da formula fundamental da trigono-
metria

» Extensao da definicdo da tangente de um angulo ao
guociente entre seno e cosseno

» Equacdes trigonométricas do tipo: sinx = k, cosx = k

etgx =k
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11.°Ano

Programa de Matemética A 2001/2002

Programa e Metas Curriculares de Matematica A 2015

» Expresséao geral das amplitudes dos an-
gulos com 0 mesmo seno, CO-Seno ou
tangente

* Equagdes trigonométricas

« Angulo e arco generalizados: - Expres-
sdo geral das amplitudes dos &ngulos
com os mesmos lados, em graus e radia-
nos

* Fungdes seno, co-seno e tangente

* Produto escalar de dois vetores no
plano e no espaco

*Expressao do produto escalar nas coor-
denadas dos vetores num referencial or-
tonormado

+ Angulo de dois vetores

+ Angulo de duas retas

» Declive da reta, no plano, como tan-
gente da inclinacdo

*Retas perpendiculares em referencial or-
tonormado

* Definicdo de conjuntos no plano: medi-
atriz; circunferéncia; reta tangente a uma
circunferéncia

» Definicdo de conjuntos no espago:
plano mediador; superficie esférica

* Deducado de férmulas trigonométricas
de sin(x + y); cos(x + y) etg(x +y)

» Perpendicularidade de vetores e de re-
tas

» Equagéo cartesiana do plano definido
por um ponto e o vetor normal

* Intersecéo de planos

» Equacgdes cartesianas de retas no es-
paco

* Resolugao de sistemas de 3 equacgdes

a 3 incégnitas

* Inequacdes trigonométricas com dominio num inter-
valo limitado

* Fungdes trigonométricas inversas: arco-seno;
arco-cosseno e arco-tangente

» Determinacéo de distancias, usando angulos e as

respetivas razdes trigonométricas

Dominio Il: Geometria analitica

* Inclinagao de uma reta do plano e relacdo com o res-
petivo declive

* Declive de uma reta como a tangente da inclinagao

* Produto escalar de dois vetores

« Angulo de vetores n&o nulos. Relagéo com o produto
escalar

» Perpendicularidade entre vetores e relagdo com o
produto escalar

* Propriedades do produto escalar

* O produto escalar de um par de vetores a partir das
respetivas coordenadas

* Retas perpendiculares no plano — relagéo entre os
seus declives

* Vetores normais a um plano

* Relagéo entre a posigao relativa de dois planos e os
respetivos vetores normais

* Posicéo relativa entre retas e planos no espago

» Equagbes cartesianas, vetoriais e paramétricas de
planos

*Resolugao de problemas envolvendo equagbdes de
planos e de retas no espaco

* Determinacgéo da intersegéo de planos

* Resolucao de sistemas de equagdes

Dominio Illl: Sucessdes
» Conjunto dos majorantes e dos minorantes de um
conjunto de ndmeros reais

» Conjuntos minorados, majorados e limitados
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11.°Ano

Programa de Matemética A 2001/2002
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« Paralelismo e perpendicularidade de re-
tas e planos

* Introdugao a programacéao linear

* Dominios planos

* Interpretagado geométrica de condigoes,

em contextos de resolucéo de problemas

Tema ll: Introducé&o ao célculo diferen-
cial |

* Resolugao de problemas envolvendo
funcdes (analitica e graficamente)

* Dominios de fungdes em contextos con-
cretos de modelacéo

» Estudo de fungdes: dominio; contrado-
minio; pontos notaveis; monotonia; conti-
nuidade; extremos relativos; extremos
absolutos; simetrias em relagdo aos ei-
x0s coordenados e a origem do referen-
cial; assintotas; limites nos ramos infini-
tos

* Estudo de fungbes da classe f (x) =a +

b
+d

. Estudo dos efeitos no grafico das

mudancas de parametros

» Equagdes fracionarias

* Inequacgdes fracionarias

* Limite de uma fungao num ponto

+ Limites infinitos e assintotas

» Simplificacdo de expressdes analiticas
de fun¢des racionais, de forma a esclare-
cer o comportamento no infinito

* Limites de fungbes: indeterminagéo %

» Taxa de média de variacédo e taxa de
variacao

* Nocao de fungéo derivavel num ponto

* Fungao derivada

* Maximo e minimo de um conjunto

*» Sucessoes reais

* Sucessbes monoétonas

» Sucessbes majoradas, minoradas e limitadas

* Principio de indugdo matematica

* Definicdo de uma sucessao por recorréncia

» Demonstracéo de propriedades utilizando o principio
de indug&o matemética

* Progressbes aritméticas: termo geral e soma de n
termos consecutivos (n € IN)

* Progressdes geométricas: termos gerais e somas de
n termos consecutivos (n € IN)

* Resolucdo de problemas envolvendo progressées
aritméticas e geométricas

+ Limite de uma sucessao (casos de convergéncia e
de limites infinitos)

* Unicidade do limite

» Convergéncia e limitacéo

* Operagdes com limites e situagdes indeterminadas.

L . . ~ 0
Levantamento algébrico de indeterminacdes z e

* Limites de sucessdes definidas por polindmios
* Limites de sucessdes definidas por fragdes racionais
* Limites de soma, subtragdo, produto ou quociente de

algumas sucessoes
. 1 1
* Propriedades — =+ e — = -
0 0
« Limites lim a™, lim Va (com a > 0) e lim n?
n n n

(comp e Q)

Dominio IV: Func¢des reais de variavel real

* Pontos aderentes a um conjunto de numeros reais

« Limite de uma fun¢é@o num ponto aderente ao respe-
tivo dominio

* Limites laterais: xlil’;l+ f(x); xlir{rl1_ f(x)

* Limites no infinito: xl_i)erf(x) ; xErpmf(x)

* Limites, segundo Heine, de fung¢des reais de variavel

real
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» Regras de derivagao: poténcias; soma;
diferenca; multiplicacdo; divisdo

» Monotonia de uma fungao e sinal da res-
petiva funcao derivada

» Extremos relativos num ponto de uma
funcédo e derivada da funcéo nesse ponto
* Hipérbole

» Func¢des definidas por dois ou mais ra-
mos

» Operagbes com fungdes: soma, dife-
renca, produto e quociente de funcdes ra-
cionais, envolvendo polinémios de 2.° e
3.° graus

* Fungao inversa

* Fungoes injetivas

* Funcéo inversa de fungcdes com radicais
guadraticos ou cubicos

» Equacdes irracionais

» Radicais e poténcias de expoente fraci-

onario

Tema lll: Sucessdes reais

+ Conceito de sucesséo

* Grafico de uma sucesséao

» Termo, termo geral, ordem, razéo

» Sucessoes definidas por recorréncia

» Sucessbes mondtonas

* Minorantes e majorantes

* Conjuntos limitados

* Sucessoes limitadas

* Progressoes aritméticas — termo geral e
soma de n termos consecutivos

* Progressbes geométricas — termo geral
e soma de n termos consecutivos

« Infinitamente grande e infinitamente pe-
queno

* Limites de sucessdes e convergéncia

» Determinacao de limites da soma, difereng¢a, produto

e quociente de funcao real de variavel real

* Determinacgao de limites do produto por um escalar

de uma funcéo real de variavel real

» Determinacgéao de limites da poténcia de expoente

racional de uma funcéo real de variavel real

* Limite do produto de uma funcéao limitada por uma

funcéo de limite nulo

¢ Limite de uma funcdo composta

* Levantamento algébrico de indeterminagbes

* Resolucao de problemas envolvendo o estudo dos

zeros e do sinal de fungBes racionais dado por expres-
P(x)

sOes da forma )

o' onde P(x) e Q(x) sdo polindbmios
* Fungao continua num ponto e num subconjunto do
respetivo dominio

 Continuidade da soma, diferencga, produto, quociente
e composicao de fungBes continuas

 Continuidade das fungdes polinomiais, racionais, tri-
gonomeétricas, raizes e poténcias de expoente racio-
nal

* Assintotas verticais e assintotas obliquas ao grafico
de uma fungéo

* Representacao grafica e assintotas de fungbes raci-
onais definidas analiticamente por f (x) =a + x—fc (com

a,b,ceR)

* Representagao grafica e assintotas de fungbes defi-
nidas pelo radical de uma funcéo racional

» Taxa média de variagao de uma funcao: interpreta-
¢do geométrica

» Derivada de uma fungao num ponto: interpretacéo
geométrica

» Aplicagcdo da nocao de derivada a cinematica do
ponto: funcbes posicdo, velocidade média e veloci-
dade instantdnea de um ponto material que se des-

loca numa reta. Unidades de medida de velocidade
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» Sucesséao de termo geral (1 + %)n

* Sucessdes convergentes
» Teorema das sucessdes enquadradas

* Numero de Neper como limite da suces-

sao (1 + %)”

* Derivada da soma e da diferenca de fungdes diferen-
ciaveis

* Derivada do produto e do quociente de funcdes dife-
renciaveis

* Derivada da fungao composta

* Monotonia de uma fungéo e sinal da respetiva fun-
¢ao derivada

* Extremos relativos de uma fungao e derivada da fun-
¢ao nesses pontos

* Derivada de fungdes definida por f (x) = xP, com p €
Z

« Derivada das fungdes dadas pelas expressoes x, x?,
X3, % ex

+ Derivada de fungdes definida por f (x) = V/x , (x # 0
sen>1eimpar, x>0 sen é par)

* Derivada de fungbes definida por f (x) = x%, (com a
racional, x > 0)

« Calculo de derivadas de fungdes utilizando as regras
de derivacao e as derivadas de funcfes de referéncia
» Teorema de Lagrange: interpretagdo geométrica

» Equacdes de retas tangentes ao grafico de uma

dada fungéo

Dominio V: Estatistica

* Reta de minimos quadrados de uma sequéncia de
pontos do plano

* Amostras bivariadas: variavel resposta e variavel ex-
plicativa

* Nuvem de pontos de uma amostra de dados Bivari-
ados quantitativos

* Reta dos minimos quadrados de uma amostra de
dados bivariados quantitativos

» Coeficientes da reta de minimos quadrados: inter-
pretacdo

* Coeficiente de correlagao: interpretacao

(Fonte: Matematica A o antes e o depois, Porto Editora, p. 26-29, Programa de matematica A
2001/2002 e Programa e Metas Curriculares Matematica A 2015)
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Tabela 4 - Quadros de temas matematicos por ano escolar — 12.° ano: Programa 2001/2002 versus
Programa e Metas Curriculares 2015

12.° Ano

Programa de Matematica A 2001/2002

Programa e Metas Curriculares de Matematica A 2015

Tema I: Probabilidades e combinat6-
ria

» Experiéncia aleatéria. Conjunto de re-
sultados. Acontecimentos

» Operacodes sobre acontecimentos

» Aproximacao frequencista de probabili-
dade

* Definicao classica de probabilidade ou
de Laplace

* Propriedades da probabilidade

* Definicdo axiomética de probabilidade
* Probabilidade condicionada e indepen-
déncia

» Acontecimentos independentes

* Probabilidade da intersecéo de aconte-
cimentos

*Variavel aleatdria; fungao massa de pro-
babilidade

* Distribuicdo de probabilidades de uma
variavel aleatéria discreta

« Distribui¢cdo de frequéncias versus dis-
tribuicéo de probabilidades

» Média versus valor médio

* Desvio-padréo amostral versus Desvio-
padréo populacional

* Modelo binomial

» Modelo normal; histograma versus fun-
¢ao densidade

* Arranjos completos. Arranjos simples.
Permutacfes. Combinactes

* Triangulo de Pascal

* Bindbmio de Newton

» Demonstragao por indugao matematica
» Aplicagdo da analise combinatéria ao

calculo de Probabilidades

Dominio I: Calculo combinatério

* Propriedades das operagdes com conjuntos: comu-
tativa, associativa, de existéncia de elemento neutro e
elemento absorvente, idempoténcia da uniéo e da in-
tersecéo e propriedades distributivas da unido em re-
lac&o a intersecao e da interse¢do em relacdo a unido
* Distributividade do produto cartesiano relativamente
a unido

 Cardinal de um conjunto. Conjuntos equipotentes

* Cardinal da unidao de conjuntos disjuntos

* Cardinal do produto cartesiano de conjuntos finitos

* Arranjos com repeticao

* Numero de subconjuntos de um conjunto de cardinal
finito

* Permutagdes. Fatorial de um numero inteiro ndo ne-
gativo

* Arranjos sem repeticéo

* Numero de subconjuntos de p elementos de um
conjunto de cardinal n. Combina¢des

* Aplicacdes do calculo de cardinais de conjuntos,
contagens, arranjos e combinacdes

* Férmula do bindmio de Newton

* Tridngulo de Pascal: definicdo e construcao

* Aplicagbes da férmula do bindmio de Newton e do
triangulo de Pascal

Dominio Il: Probabilidades

* Probabilidade no conjunto das partes de um espacgo
amostral finito. Espaco de probabilidades

» Acontecimentos impossivel, certo, elementar e com-
posto. Acontecimentos incompativeis. Acontecimen-
tos contrarios. Acontecimentos equiprovaveis

* Regra de Laplace

* Probabilidade do acontecimento contrario.
Probabilidade da diferenca e da unido de aconteci-

mentos. Monotonia da probabilidade

49




12.° Ano

Programa de Matemética A 2001/2002

Programa e Metas Curriculares de Matematica A 2015

Temalll: Introducéo ao calculo diferen-
cial ll

» Funcao exponencial de base superior a
1; Crescimento exponencial; Estudo das
propriedades analiticas e graficas da fa-
milia de funcdes definidas por f (x) = a* ,
coma>1

* Funcéao logaritmica de base superior a
1

» Estudo das propriedades analiticas e
graficas da familia

de fungBes definidas por f (x) = loga X,
coma>1

» Regras operatorias de exponenciais e
logaritmos

*Utilizagao de fungdes exponenciais e lo-
garitmicas na modelacdo de situacfes
reais

* Limite de uma fungéo segundo Heine

* Propriedades operatérias sobre limites
* Indeterminacdes

* Limites notaveis

 Célculo de limites

* Assintotas ao grafico de uma fungéo
 Continuidade de uma fungao

» Teorema de Bolzano-Cauchy

» Fungdes derivaveis. Regras de deriva-
¢éo. Derivadas de funcdes elementares
» Teorema da derivada da fungao com-
posta

» Segunda derivada de uma funcdo e
concavidade

* Estudo de fungdes em casos simples

* Integracdo do estudo do Célculo Dife-
rencial num contexto histoérico

* Problemas de otimizacdo

» Determinacgéo de probabilidades em situagdes de
equiprobabilidade de acontecimentos elementares
 Probabilidade condicionada

* Acontecimentos independentes

» Teorema da probabilidade total

Dominio lll: Fungdes reais de variavel real

» Teoremas de comparagao para sucessoes. Teorema
das sucessfes enquadradas

» Teoremas de comparagao envolvendo desigualda-
des entre fungdes e os respetivos limites

» Teorema das fungbes enquadradas

» Determinagéo de limites de fung¢8es reais de variavel
real

» Teorema dos valores intermédios ou teorema de
Bolzano-Cauchy

» Teorema de Weierstrass

* Derivada de segunda ordem de uma fungéo

« Sinal da derivada de segunda ordem num ponto cri-
tico e identificacdo de extremos locais

» Pontos de inflexdo e concavidades do grafico de fun-
¢Oes duas vezes diferenciaveis

* Interpretagéo cinematica da derivada de segunda or-
dem de uma func¢éo posicao: aceleracdo média e ace-
lerag&o. Unidades de medida de aceleracéo

» Estudo completo e construcao de representacdes
graficas de funcgbes diferenciaveis

* Problemas de otimizagdo envolvendo fungdes dife-
renciaveis

* Problemas envolvendo fun¢des posicao, velocidades
médias e velocidades instantaneas, aceleracdes mé-
dias e aceleracdes instantaneas e mudangas de uni-
dades de aceleracéo

* Resolugao aproximada de equagdes da forma

f (x) = g (x) utilizando a calculadora grafica

Dominio IV: Trigonometria
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Programa e Metas Curriculares de Matematica A 2015

Tema Il — Trigonometria e nameros
complexos

» Fungdes seno, cosseno e tangente. Es-
tudo intuitivo com base no circulo trigo-
nomeétrico, tanto a partir de um grafico
particular, como usando calculadora gra-
fica ou computador

sinx

« Estudo intuitivo de lim =1

x—=0 X

 Derivadas das fun¢des seno, cosseno
e tangente

 Utilizacao de fungdes trigonométricas
na modelacéo de situacdes reais

* Numeros complexos. O numero i. O
conjunto ¢ dos niumeros complexos

» Representagcao geométrica dos nume-
ros complexos

» A forma algébrica dos nimeros comple-
Xx0s. Operacdes com complexos na
forma algébrica

» Representacdo de complexos na forma
trigonométrica. Escrita de complexos
nas duas formas passando de uma para
a outra.

* Operacdes com complexos na forma tri-
gonomeétrica

eInterpretagdo geométrica das opera-
¢Bes com nimeros complexos

» Dominios planos e condi¢cdes em varia-
vel complexa

» Demonstracao de propriedades de Ge-

ometria usando nimeros complexos

* Férmulas trigonométricas para

cos (a + B); sin (a £ B); cos (2a) e sin (2a)

* Limite notavel L1_r}r(1)%m

« Diferenciabilidade das fungdes seno, cosseno e tan-
gente

» Estudo de funcdes definidas a partir de fungdes
trigonométricas

» Osciladores harmoénicos. Amplitude, pulsacao, peri-
odo, frequéncia e fase

 Estudo das fungdes definidas analiticamente por
asin (bx + c¢) + d; acos (bx + ¢) + d; atg (bx + ¢) + d,
coma=0

* Lei de Newton e Lei de Hooke

» Solugdes de equagdes diferenciais da forma f "= -a f,
onde a >0

* Problemas envolvendo osciladores harmoénicos

Dominio V: Func¢8es exponenciais e fung¢des loga-
ritmicas

 Célculo de juros compostos
n
» Sucessao de termo geral u, = (1 + ;1) . Defini¢éo do

namero de Neper

* Propriedades da fungao definida nos numeros racio-
nais pela expresséao f (x) = a *, (com a > 0): monotonia,
continuidade, limites, propriedades algébricas

» Definigao das fungdes exponenciais de base a e
respetivas propriedades

* Fungao exponencial e*

eX-1

X

* Limite notavel )!11’)1’})
* Derivada da fungao exponencial

» Funcgao logaritmica de base a#1 enquanto bijecao re-
ciproca da funcdo exponencial de base a. Logaritmo
decimal e logaritmo neperiano

* Monotonia, sinal, limites e propriedades algébricas

dos logaritmos
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 Derivadas das funcdes logaritmicas e da fungéo a¥,
coma>0
* Derivada da funcao x2, areal, x>0

 Limites notaveis:

* Estudo de fungdes definidas a partir de fungdes
exponenciais e logaritmicas: propriedades algébricas;
limites notaveis

» Solugdes de equagbes diferenciais da forma f '= kf,
comk€R

Dominio VI: Primitivas e calculo integral
* Primitiva de uma fungdo num intervalo. Familia das
primitivas de uma dada fun¢cdo num intervalo

* Primitivas de fungbes de referéncia: 1; —; e*; sinx;

R | =

cosx; x* (comareal,a #0e a #- 1)

* Linearidade da primitivagao

* Primitivas de fungbes da forma u' (x)f (u(x))

« Definicdo intuitiva da nocao de integral de fungbes
continuas ndo negativas ou nao positivas num inter-
valo limitado e fechado

» Extensdo da definicdo de integral a fungcbes conti-
nuas que alternam de sinal um ndmero finito de vezes
» Origem historica do simbolo de integral

* Férmula de Barrow, para o célculo de primitivas de
funcdes num intervalo limitado

» Teorema fundamental do calculo integral

* Relagao de Chasles

* Propriedade de monotonia do integral definido

* Linearidade do integral definido

* Aditividade do integral em relagdo ao dominio

* Céalculo de medidas de area de regides do plano

Dominio VII: NiUmeros complexos
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Programa e Metas Curriculares de Matematica A 2015

* A férmula de Cardano e a origem histérica dos Nu-
meros complexos
* Operagdes em R? : (a, b) + (c, d) e (a, b) x (c, d)
* Propriedades das operacdes + e x definidas em R?:
comutativa, associativa, distributiva da multiplicacéo
em relacdo a adicao; existéncia de elementos neutros
» Corpo dos numeros complexos C
* NUmero i
* Forma algébrica da representagao dos numeros
complexos. Parte real e parte imaginaria
» Conjugado de um namero complexo
* Mddulo de um numero complexo
* Propriedades algébricas e geométricas dos numeros
complexos
* Inverso de um numero complexo n&ao nulo
* Quociente de numeros complexos
+ Exponencial complexa e'?= cos 6+ isin 6, com 6 € R
» Propriedades algébricas e geométricas da exponen-
cial complexa
* Representagéo trigonométrica de um numero com-
plexo
* Férmula de De Moivre:

(cos 8 + isin )™ = cos(nB) + isin(nH)
» Raizes n-ésimas de nimeros complexos
* Solugdes das equagdes da forma z™ = w, onde n € N;
w € C
* Raizes complexas de polinémios de segundo grau de

coeficientes reais

(Fonte: Matematica A o antes e o depois, Porto Editora, p. 26-29, Programa de matematica A

2001/2002 e Programa e Metas Curriculares Matematica A 2015)
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Capitulo 4 — Taxonomia SOLO
Embora Piaget (1896-1980) ndo pretendesse propor uma teoria especifica de aprendizagem, a verdade
€ que trouxe contribui¢cdes importantes no campo da Educacao, por exemplo nos Estados Unidos da

Ameérica, Europa e Brasil.

A sua teoria [de desenvolvimento cognitivo] em torno do entendimento dos processos do desenvolvi-
mento do ser humano, numa perspetiva de que as estruturas cognitivas do sujeito ndo nascem prontas,
assentava no principio de que o individuo evoluia a partir da sua interagcdo com o meio, provocando
conflitos cognitivos com constru¢des sucessivas, promovendo o desenvolvimento das estruturas do

pensamento e o raciocinio l6gico conduzindo a constru¢éo do conhecimento.

Nesse processo de construcéo, Piaget considerava quatro estagios do desenvolvimento da inteligéncia
do individuo, desde o nascimento e de acordo com a faixa etaria: sensério-motor — dos 0 aos 12 ou 2
anos, pré-operatério — dos 1% ou 2 anos aos 6 ou 7 anos, operatdrio-concreto — dos 6 ou 7 anos aos

11 ou 12 anos e operatorio-formal — mais de 11 ou 12 anos.

Com uma intencdo de fornecer um modelo para o desenvolvimento cognitivo, Biggs e Collis (1982)
desenvolveram uma teoria baseada nos estégios piagetianos de desenvolvimento, para explicar a evo-
lucdo do entendimento dos individuos num dado dominio, face a um novo conhecimento, através de
estagios ascendentes que envolvem estruturas cognitivas cada vez mais complexas (nomeadamente
porgue a teoria de Piaget fornece parametros importantes sobre o processo de pensamento da crianca

relacionados aos estagios de desenvolvimento cognitivo).

Estes autores designam esses estagios como modos de pensamento, os quais definem como a forma
de representacdo de um problema. Denominam modos de pensamento como “niveis de abstragao que
vao progredindo desde as ac¢des concretas aos principios e conceitos abstratos, o que forma a base
dos estagios evolutivos” (Biggs e Collis, 1991, citado por Palau, 1997, p. 43). Neste pressuposto e
considerando os estagios piagetianos, adaptam-nos aos seus propdsitos emergindo assim cinco mo-
dos de pensamento:

1. Sensorio-Motor (desde o nascimento): o bebé s6 consegue interagir com 0 mundo na forma
mais concreta dando uma resposta motora a um estimulo sensorial. Este modo néo se extingue
com a aquisicao de outros modos, pois esta relacionado ao conhecimento ndo expresso, mas
gue se subentende, através do qual se estabelecem relac6es com outros individuos e o meio
envolvente ao longo da vida;

2. lIconico (aproximadamente aos 18 meses): caraterizado como pré-simbdlico ja que se uma
acdo se torna mais abstrata deve ser representada de alguma forma, existindo a codificagédo
da realidade através de simbolos. A linguagem, insuficiente, tem fungéo de pré-requisito. Co-
existindo com outros modos, apds a fase infantil, est4 presente em todas as fases da vida

crescendo em poder e complexidade;

55



3. Concreto-Simbdlico (por volta dos 6 anos): inicia-se uma troca significativa da abstracao desde
a simbolizacao direta do mundo através da linguagem oral a escrita, sistemas de simbolos que
se aplicam ao mundo das experiéncias. A crianca pensa em termos de simbolos existindo uma
I6gica e uma ordem simbdlica entre os préprios simbolos e a vida quotidiana. Este modo en-
volve pensamento declarativo, que expressa conhecimentos relativo a factos e relagdes entre
objetos e conhecimento;

4. Formal (aproximadamente aos 14 anos): O pensamento formal produz-se num sistema abs-
trato de construcdes em que podem gerar-se formas alternativas de ordenar o mundo, sendo
capaz de passar do particular para o abstrato e apoiar-se em principios e teorias. Este sistema
abstrato, apesar de poder surgir nessa idade, ndo se generaliza para todos os dominios do
conhecimento e todo o pensamento, mas identifica-se com o conhecimento em determinada
disciplina ou em determinado ambito do conhecimento dominante desse ambito. Alguns indivi-
duos podem nunca chegar a desenvolver esse modo de pensar. Segundo Biggs e Collis (1982),
a competéncia técnica exige um entendimento dos principios basicos subjacentes a uma dis-
ciplina, de forma que o estudante possa gerar alternativas viaveis quando as regras de acao
se mostram inadequadas;

5. Pés-Formal (por volta dos 20 anos): O individuo tem a capacidade de operar em novos campos
de acdo e exibir com consciéncia a capacidade de adquirir e estruturar o seu conhecimento. O
pensamento pés-formal € mais raro e submete-se ao mais alto nivel de abstracdo. Supde per-
guntar-se pelas fronteiras convencionais da teoria e da pratica. Esta alheio a qualquer nivel

educativo.

NGs acreditamos que existem estagios naturais no desenvolvimento da aprendizagem
de qualquer matéria ou habilidade complexa e que em certos aspetos importantes nes-
tes estagios sdo semelhantes, mas nao idénticos, aos estagios de desenvolvimento do

pensamento descritos por Piaget e seus colegas. (Biggs e Collis, 1982, p. 15).

Amantes e Borges (2004), referem que

Os modos considerados por BIGGS e COLLIS apresentam caracteristicas semelhan-
tes aos estagios piagetianos no que diz respeito ao periodo de surgimento das estru-
turas cognitivas e as formas de estruturacéo e manipulacdo dos contetdos: eles admi-
tem que i) é possivel descrever, em termos de periodos de idades, alguns aspectos
comuns da aprendizagem, ii) as atividades vao crescendo em termos da abstracdo e
que iii) h& claras diferengas qualitativas ou descontinuidades no modo de lidar com um

mesmo conhecimento em varios periodos. (p. 4)
Percebemos assim que os estagios ou modos de pensamento que Biggs e Collis defendiam, tinham

caracteristicas semelhantes aos estagios piagetianos uma vez que surgem em idades comparaveis as

dos estagios invocados na teoria de Piaget, contudo, contrariamente ao que este autor defendia de que
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0s estagios eram gerais no dominio do conhecimento e ndo coexistiam entre eles, aqueles autores
consideram que quando um individuo alcanca um modo de pensamento mais elevado, 0 novo modo
nao elimina o anterior e que pode, ainda, ocorrer de diferentes maneiras mas de forma simultanea em
areas diferentes de conhecimento - teoria multimodal do desenvolvimento cognitivo. Isto significa que
os estagios, como definido por Piaget, para um mesmo sujeito séo distintos para diferentes contetidos.
Assim, um estagio é caraterizado pelo nivel de abstracdo da forma como os contelidos sao exibidos e
nao pela complexidade estrutural do pensamento como um todo, o que para Piaget se devia a progres-

sédo etdria ainda que com influéncia de fatores externos.

Estes modos de pensamento, tém niveis de complexidade ascendentes que determinam como o co-
nhecimento esta estruturado e dizem respeito as relagdes estabelecidas entre varios elementos e o
conteldo aprendido. Esta teoria de Biggs e Collis apesar de se basear em principios piagetianos para
compreender a progressao do entendimento de contelidos de dominio particular com estagios especi-
ficos para cada dominio com niveis de complexidade de entendimento, funciona como um sistema de

categorias no qual se identificam patamares de formalizacdo do pensamento de contetdos especificos.

Em contexto escolar, relativamente ao processo de aprendizagem, os autores identificam dois tipos de
aprendizagem: a superficial e a profunda. Na superficial, o processo de aquisicado passa pela reprodu-
¢do detalhada do conteddo ensinado: “A motivagéo é focalizar nos topicos e elementos mais importan-
tes, para tentar reproduzi-los com precisdo; por isso 0s estudantes ndo veem conexao entre os ele-
mentos ou significados e as implicacbes do que € aprendido.” Biggs (1995), citado em Amantes e
Borges (2004, p. 4).

Na aprendizagem profunda, o processo de aquisi¢do requer um entendimento intrinseco sobre o con-
tedo envolvendo processos de um nivel cognitivo mais elevado: “A procura por analogias, relagdes
com o conhecimento prévio, teorizagdo sobre o que foi aprendido e derivagdes de extensdes e excep-
coes.” Biggs (1995), citado em Amantes e Borges (2004, p. 4).

Os dois tipos de aprendizagem acima descritos, superficial e profunda, podem ser identificados nos
estagios cognitivos ou modos, sendo consequéncia das diversas maneiras de operar um conteddo,
ainda que a aprendizagem seja realizada utilizando atributos de um Unico modo (unimodal) ou quando
€ realizada com atributos de varios modos ao mesmo tempo (multimodal), sendo que essas aprendi-
zagens relacionam-se com os niveis de complexidade na estruturacao do entendimento de um certo

contetdo.

Consideram Biggs e Collis que a maturidade, a disponibilidade da memdria, o confronto com um pro-
blema, o suporte social e o nivel das respostas séo fatores fundamentais na passagem de um modo a
outro, de nivel de complexidade superior, isto é, a aprendizagem de um novo conhecimento envolve
estruturas cognitivas cada vez mais complexas, através de estagios ascendentes, como que graus de

aprendizagem sobre os conteidos em causa.
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Partindo destes principios, com aspetos propostos por Piaget mas com introducao de novas singulari-
dades, apresentam um sistema para categorizar respostas, questdes e tarefas, criando uma teoria que
denominaram “Structure of Observing Learning Outcome”, cujas iniciais ddo lugar as siglas SOLO,

conhecida por Taxonomia SOLO.

Defendem que Taxonomia SOLO pode ser utilizada ndo s6 na avaliacdo da qualidade da aprendiza-
gem, mas também para objetivos curriculares, uma vez que a partir de instrumentos desenvolvidos
permite identificar niveis hierarquicos de complexidade do entendimento sobre contetdos de dominios
distintos. De acordo com a definicdo no dicionéario online, taxonomia é a “Ciéncia que se dedica a
classificagdo”. Assim, considerando que as taxonomias se aplicam a varios dominios, podemos des-
crever Taxonomia como um sistema de classificagdo ou categoriza¢do ordenado de acordo com crité-

rios estabelecidos.

No que respeita a este trabalho, “(...) podemos definir a Taxonomia como um sistema de categorizagéo
gue identifica e descreve, de forma sistematica a evolucado da complexidade de conhecimento de um
aluno e que pode ser usado como ferramenta metodoldgica para pesquisas que avaliam aprendiza-
gem.” (Pereira, 2019, p. 33).

Biggs e Collis (1982) defendem que é possivel avaliar o desempenho de um certo sujeito, num deter-
minado momento, sem qualquer deducdo sobre a sua estrutura cognitiva, consistindo esta a maior
diferenca comparativamente a outros modelos que analisam o conhecimento. Para isso, estabelecem
gue a andlise deixe de recair sobre as capacidades dos individuos e se debruce sobre as respostas
gue estes ddo durante o desempenho de uma determinada tarefa. Na pratica, este pressuposto implica
gue seja atribuida uma categoria a resposta dada na realizacdo de uma dada tarefa, tendo como fina-
lidade avaliar o seu desempenho sem a pretensdo de avaliar a estrutura cognitiva, admitindo que em
circunstancias distintas o desempenho possa ser diferente, dependendo de varios fatores, sem que as

capacidades individuais se alterem.

“A Taxonomia desenvolvida por BIGGS e COLLIS apresenta diversas possibilidades de avaliacdo de
tarefas, tendo-se como parametro o desenvolvimento cognitivo através de uma hierarquia de niveis de

complexidade.” (Amantes e Borges, 2004, p. 9).

Estabelece a Taxonomia SOLO cinco categorias ou niveis de resposta: pré-estrutural, uni-estrutural,
multi-estrutural, relacional e abstrato, cada um definido a custa de trés parametros que permitem es-
pecificar e categorizar os diferentes tipos de respostas ou produ¢des que lhe correspondem: as capa-
cidades, as operacfes envolvidas e a consisténcia e capacidade de concluir.

“Capacidades, (...), refere-se a quantidade de memoria de trabalho, ou de tempo em que a atengéo
esta mobilizada, requerida por cada um dos diversos niveis da taxonomia SOLO.”

“Operagdes envolvidas, (...), diz respeito a forma como as respostas produzidas sdo adequadas as

guestdes formuladas.”
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“Consisténcia e Capacidade de Concluir, (...), descreve dois fendmenos, quase contraditorios: a ne-
cessidade de chegar a uma conclusdo; e a necessidade de tornar consistentes as conclusdes, isto &,
sem contradicBes quer entre a conclusdo e os dados fornecidos, quer entre possiveis conclusées dis-
tintas.” (Ceia, 2010, p. 5).

Os niveis de resposta, podem, genericamente e de forma abstrata, ser descritos da seguinte forma:

» Pré-estrutural: Na resposta séo utilizados aspetos irrelevantes do modo de pensamento, isto
€, 0s elementos necessarios para identificar um modo de pensamento ndo sdo usados, uma
vez que as respostas séo inadequadas. Neste nivel, o aluno podera nem ter atencgéo suficiente
para lembrar pelo menos um aspeto importante, obtendo assim uma conclusdo repentina e
sem consisténcia. Isto quer dizer que o aluno ndo responde a questao, quer por distragdo ou
confuséo.

» Uni-estrutural: O aluno tem o pensamento correto, mas, nao utilizando todos os dados, recor-
rerd apenas a um aspeto relevante que responde diretamente a questdo. Pode conduzir a
respostas sem fundamento ou inconsistentes, ja que podem ter-se varias conclusdes corretas,
mas nao coerentes entre si.

» Multi-estrutural: O aluno tem foco em varios elementos e informagfes que incorpora na res-
posta, contudo n&o relacionados ou integrados entre si, 0 que leva a que possam aparecer
inconsisténcias na sua resposta.

» Relacional: Este tipo de resposta incorpora informagdes que sdo facilmente entendidas, englo-
bando varios aspetos relevantes que se relacionam e integram de forma coerente, contudo
sem conseguir ter uma visao total do conhecimento envolvido. A concluséao, util num contexto,
pode ter ligagdo aos aspetos concretos e ser falivel noutro contexto.

» Abstrato Estendido: A resposta abstrata tem uma estrutura coerente que vai para além das
informag@es fornecidas pela questdo, num nivel mais alto de abstracédo e generalizacdo de
ideias a outros casos, permitindo fazer outras dedu¢des, mostrando uma consisténcia global
com principios aplicaveis a qualquer situacao.

Os niveis expostos acima séo crescentes em complexidade, através da crescente procura pela quan-
tidade de memoria ou poder de concentracdo e representam o processo de progressdo do entendi-
mento realizado em momentos diferentes, em que a familiarizacdo com o0s conceitos permite uma abs-
tracdo ascendente na capacidade de resposta de um aluno. Estes niveis sdo ordenados e dizem res-
peito as relacdes estabelecidas entre diferentes elementos e o contetido apreendido, quanto ao niimero

de dimensdes, a consisténcia entre essas relacdes e a generalizacdo dos principios utilizados.

De acordo com esta categorizagdo, a Taxonomia SOLO fornece uma forma sistematica de descrever
como o conhecimento de um aluno cresce em complexidade quando realiza muitas tarefas escolares.
Nos niveis uni-estrutural e multi-estrutural, o aluno interpreta a informacao dada e utiliza uma estratégia
conhecida para fornecer a resposta, enquanto que nos niveis relacional e abstrato ele tem de pensar

em muitos objetos e conhecimentos de uma s6 vez e avaliar quais os que estao relacionados entre si.
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Assim, os niveis uni-estrutural e multi-estrutural estéo relacionados com a aprendizagem superficial e
os niveis relacional e abstrato com a aprendizagem profunda. Qualquer aluno, ao elaborar uma res-
posta a uma questéo, pode mostrar o seu conhecimento em diferentes niveis de complexidade para o
mesmo modo de pensamento. Consegue um determinado modo quando exercita capacidades basicas
para atingir o desempenho uni-estrutural desse modo, evoluindo até alcancar uma resposta mais ela-
borada, multi-estrutural, e atingir um nivel mais complexo, relacional. Quando chegar ao nivel abstrato,

significa que alcanca o modo de pensamento mais elevado de entendimento cognitivo.

“Para atingir uma certa competéncia os individuos passam por momentos em que treinam capacidades
elementares (uni-estrutural), depois dominam varias capacidades (multi-estrutural), acabando por utili-
zar esse dominio com um fito pré-determinado (relacional). O nivel abstracto sera atingido quando se
estabelece uma estratégia para obter determinados resultados.” (Ceia, 2010, p. 8).

Existe uma sequéncia consistente neste progresso hierarquico dos niveis de complexidade de resposta
em cada modo de pensamento, que nos d& a informacgéo sobre o quanto a aprendizagem avancou,
uma vez que estes niveis de complexidade, ao se estabelecerem em cada modo de pensamento, for-
mam ciclos de aprendizagem crescente, que se podem repetir dentro de um mesmo modo. O niamero
de ciclos vai depender da natureza do conhecimento apreendido, pois se for muito complexo requer
varios contetdos, muitas relagdes, maior grau de abstracdo exigindo mais de um ciclo de aprendiza-
gem.

Os ciclos de aprendizagem fazem parte do processo de entendimento e quando um ciclo se repete
sem existir diferenca na forma de representar o conhecimento, ndo ha mudanca no modo de pensa-
mento, contudo ocorre um grau maior de entendimento por ser maior a abstracéo. Esta passagem de

um ciclo a outro aponta para uma progressao no entendimento do conceito.

A Taxonomia SOLO desenvolvida por Biggs e Collis, tem vindo a ser utilizada de diferentes formas e
nos varios dominios do conhecimento, uma vez que “(...) fornece uma forma sistematica de descrever
como o conhecimento de um aluno cresce em complexidade quando realiza muitas tarefas escolares.”
(Filipe, 2011, p. 25).

InvestigacBes realizadas demostram que a Taxonomia SOLO é uma referéncia Gtil para a avaliacao
das aprendizagens.
Esta Taxonomia tem sido usada
por professores para fins de avaliagdo de aprendizagens, para avaliar o tipo de apren-
dizagem que os professores promovem em suas acc¢fes docentes, e para avaliar pro-
gramas de ensino, além de servir como instrumento metodoldgico de pesquisas edu-
cacionais. Como sugere uma progressao dos alunos em cinco niveis de complexidade
dentro de um modo especifico, a sua utilizacdo por professores leva ao desenvolvi-
mento de programas que permitem aos alunos enriquecer e aumentar a sua aprendi-
zagem profunda (Hattie e Brown, 2004, citado em Filipe, 2011, p. 26).

60



Para além de ser um instrumento metodolégico para pesquisas educacionais como referido,

demonstra ainda a vantagem de ser um modelo aplicavel a avaliacédo da qualidade da
aprendizagem, independentemente do grau escolar ou disciplina, uma vez que os con-
ceitos que enuncia sao gerais e adaptaveis a diferentes situacdes, o0 que a torna espe-
cialmente apta para que a avaliacao seja efetuada de forma objetiva e sistematica.
(Pereira, 2019, p. 37).

A Taxonomia SOLO permite ainda que o processo de avaliagcdo tenha um instrumento de andlise qua-

litativa da aprendizagem, util para decisores e intervenientes na area educativa.
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Capitulo 5 — Metodologia

5.1 Modelo SOLO como metodologia de analise de respostas

Os resultados dos exames nacionais séo alvo de opinides sob a forma de recriminacdes e lamentacdes
na sociedade, principalmente na disciplina de Matematica, contudo os mesmos, por ndo terem suporte
credivel, ndo podem ser tomados em conta para o contributo da melhoria quer da avaliacdo do conhe-
cimento matematico, quer da educagdo matematica. Recolhem-se pareceres de especialistas sem que
se recorram a instrumentos ou procedimentos que minimizem a subjetividade e embora a entidade
responsavel pelos exames nacionais realize com frequéncia analises a determinados itens, ndo tém
sido utilizadas metodologias de analise. E necessario que existam indicadores crediveis, baseados em

evidéncias empiricas.

Com o presente estudo, que se espera constituir um desses indicadores, pretende-se responder a
guestdes fulcrais que se consideram relevantes, no que respeita a avaliacdo qualitativa de exames
portugueses de ambito nacional de Matemética A.

Com esse propésito incidiu-se na analise de quatro exames nacionais de Matemética A, da 1.2 cha-
mada/verséo A, para os anos 2015, 2016, 2017 e 2018, de forma a permitir retirar conclusdes signifi-
cativas relativamente aos mesmos.

Esta andlise teve como base o Modelo de categorizagdo das questfes de exames, da autoria de Mario
Ceia, apresentado no ponto 5.2, que sustentard a interpretagdo dos dados e a fundamentacdo dos
resultados deste trabalho.

As respostas as questdes que a seguir se elencam, suportaréo as conclusdes desta pesquisa.

- Que variacao existe nos temas curriculares nos exames para 0s anos em estudo?

- Que variacao de categorias/niveis SOLO existem nos exames em estudo?

- Existe variagdo na complexidade/grau de dificuldade nos exames nos anos em analise?

- Que diferencas significativas se verificam com a altera¢éo do programa de Matematica A?

Convém salientar o motivo da escolha de exames integrados num contexto temporal de avaliagao des-
fasado. Tal justifica-se pela pretenséo de analisar exames em determinado contexto governamental,
considerando que naquele contexto se verificaram alteracdes ao programa de Matematica A do 12.°

ano, que julgamos importante destacar.

Sobre os exames referenciados, foi feita uma analise e categorizagédo de cada uma das questdes que
os comp8em, apresentando-se depois uma sintese para cada um destes exames, com vista a estabe-
lecer breves comparagdes em relacéo a estrutura dos mesmos no que respeita aos conteudos, a cate-
goria atribuida mais evidente e, se possivel, feita uma andalise comparativa de exigéncia e resultados
face ao grau de dificuldade, tendo em conta a complexidade dos mesmos, face ao Modelo de catego-

rizacdo das questbes de exames seguido.
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O estudo dos exames foi realizado a partir da analise das respostas aos mesmos, nédo as resolucdes
reais dadas pelos alunos por impossibilidade pratica, mas as propostas de respostas idealizadas ou as
solucdes esperadas, que segundo o autor do Modelo utilizado, Mario Ceia, as designou por “solucfes
hipotéticas” e as quais descreveu como “resolu¢cdes compativeis com os conhecimentos e as capaci-

dades esperados para um estudante do nivel de ensino a que o exame diz respeito”.

Para encontrar estas “resolugdes compativeis” foram tidas em conta as competéncias e conhecimentos
prescritos nos programas oficiais e os procedimentos apontados nos manuais de apoio a implementa-
¢do dos programas, de forma que a resposta seja acomodada a de um estudante com os conhecimen-

tos e as capacidades préprias do 12.° ano.

Assim, como “solu¢des hipotéticas”, consideramos as indicadas nos critérios de classificagdo dos exa-
mes recolhidas através do site do Instituto de Avaliacdo Educacional (IAVE) e Associacédo de Profes-

sores de Matematica (APM).

Tendo por base as respostas idealizadas ou “solugbes hipotéticas” para cada questao procurou-se
observar de que forma as questdes apresentadas em cada exame sdo variadas no que concerne as
categorias (nivel e quantidade de conhecimento abordados), assim como em relagdo aos dominios por
temas constantes do programa curricular e ao tipo de resposta requerida.

Para a categorizagdo SOLO das questbes, através do “Modelo de categorizacdo das questbes de
exame”, utilizamos as referéncias Categoria A (Abstrato), Categoria B (Relacional), Categoria C (Multi-
estrutural), Categoria D (Uni-estrutural) e Categoria E (Pré-estrutural), conforme o modelo apresentado.
Esta categorizagdo ter4d em consideracdo os tépicos quanto a quantidade e o nivel de conhecimentos
envolvidos na abordagem das questdes, os procedimentos quanto ao grau de inovacéo e integracdo
dos procedimentos quanto a complexidade do raciocinio exigido e o tipo de solug&o ou solucdes re-

gueridas ao aluno, em cada questdo de exame.

5.2 Modelo de anédlise e categorizacdo das questdes de exame

A busca para suportar a validade deste trabalho encontrou resposta na taxonomia SOLO, que € consi-
derada em varias pesquisas como uma boa ferramenta educacional que tem permitido acrescentar
conclusdes em investigacfes na area da Educacdo, nomeadamente no processo de avaliagdo e en-

sino/aprendizagem.

Por ser um modelo ja muito utilizado e trabalhado em varios dominios, tem recebido contributos de
inmeros investigadores que o usaram, também para a avaliagdo na disciplina de Matematica mos-
trando a sua aplicabilidade neste campo, desenvolvendo instrumentos com relacao as propostas teo-
ricas da Taxonomia.
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Quando se usa uma taxonomia num trabalho de investigacdo, o que se pretende é uma classificagao
da amostra utilizada nesse trabalho, que em termos mateméticos vai levar a uma aplicagdo de um

conjunto de valores, numérico ou néo.

SOLO é uma taxonomia que estabelece um sistema simples de categorias que ndo depende do con-
tedo e que pode ser aplicado como instrumento de andlise qualitativa que, especificamente neste
estudo, foi utilizada, ainda que num modelo adaptado, para classificar as questdes de exames nacio-
nais de Matematica do 12.° ano de escolaridade nos cinco niveis estabelecidos na Taxonomia. Cate-
gorizar uma resposta a luz da Taxonomia SOLO significa, em termos praticos, que a resposta do aluno
irh apresentar uma certa qualidade de desempenho, sendo possivel atribuir uma categoria.

O modelo de categorizagdo das questdes, ferramenta metodoldgica deste trabalho, foi criado por Mario
Ceia, inspirado na Taxonomia SOLO e tem sido alvo de evolucéo ao longo dos anos, uma vez que foi
pretenséo inicial deste autor a aplicacao do modelo nas provas de afericdo e exames do Ensino Basico
e embora o seu trabalho estivesse restrito aos 1.° e 2.° ciclos, estudos posteriores revelaram a sua
utilidade aos exames de 9.° e 12.° ano. Nesta pesquisa sera utilizado o modelo mais recente de Ceia

(2018), que foi concebido para analisar exames dos varios niveis de ensino.

E a analise da qualidade das respostas dos alunos que da relevo a esta Taxonomia no modelo que se
propbe para este trabalho, uma vez que a atencdo estd na natureza das respostas, obedecendo a
categorias baseadas nos niveis SOLO. Adotando este modelo e dando relevancia a questdo que é
dada ao aluno, podemos categorizar as questfes de um exame de acordo com a quantidade e tipo de
conhecimento que é pedido em cada resposta, analisando o grau de complexidade exigido e o tipo de

solucado ou solugbes requeridas, com énfase a aspetos qualitativos da aprendizagem.

O modelo considera cinco categorias, definidas a custa de trés parametros utilizados para a analise
das questfes: Topicos, Procedimentos e Conclusdes (Topics, Procedures and Conclusions, na desig-
nacao original em Biggs e Collis, 1982). O autor considera que os dois primeiros parametros séo deci-
sivos para a categorizacdo das questdes, sendo o terceiro acessorio. Estes parametros tém em conta
a quantidade e nivel dos tépicos, o grau de inovacao e integragcdo dos procedimentos e o tipo de con-

clusoes.
A tabela que se segue (Ceia, 2018), apresenta um resumo dos critérios que permitem identificar e

definir as categorias do modelo de andlise que seguirei nesta pesquisa, que permitirdo classificar/ca-

tegorizar as questdes de exames:
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Tabela 5 - Modelo de categorizacdo das questdes de exames

Parametros de Analise
Categoria Topicos Procedimentos
. . ~ Integracao dos Pro-
Quantidade Nivel Grau de Inovacéo 9 9
cedimentos
Superior Inédito Inct)erllgado(sj. ¢
Cateqoria A - Foram utilizados - Envolve a elabora- | ~ Z proce |men|.os
(Abgtrato) topicos de nivel igual | ¢cao de hipéteses de evi ~englamla_ apli-
ou superior ao do trabalho e estraté- cagao_ € var|(?s
programa gias inovadoras concNeltos € Infor-
macdes de forma
integrada e simulta-
CategoriaB Dois ou mais nea
(Relacional) tépicos foram
utilizados
Adequado Réplica Compartimentados
- Foram utilizados - Envolve hipoteses - Os procedimentos
Categoria C topicos de nivel ana- | de trabalho e estra- | mostram a aplica-
(Multi-estrutu- logo ao programa tégias descritas nos | ¢&o de varios con-
ral) programas ceitos e informa-
¢Oes de forma iso-
lada e sucessiva
Adequado .
.q . ; Réplica
Lo . - Foi utilizado um to6- "
. Um dnico to- . . . - Envolve uma hipo-
Categoria D . o pico de nivel ana-
. pico foi utili- , tese de trabalho ou
(Uni-estrutural) logo ao que esta L .
zado . estratégia descritas
prescrito no pro-
nos programas
grama
Nao aplicavel
Inferior
Um Gnico ou | - Foram utilizados ~
. , - N N&o envolve qual-
Categoria E nenhum toé- topicos de nivel infe- . .
. . S . quer tipo de réplica
(Pré-estrutural) pico foi utili- rior ao do programa . .
. ~ (ou situacéo inédita)
zado ou informacéo de
senso comum

Conclusdes

Tipo 1

Tipo 2

lucdo

- Os elementos que contribuiram para a obtengdo da conclusao foram harmonizados

- A concluséo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na reso-
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O parametro “Topicos” estabelece os critérios que permitem analisar os conteudos matematicos envol-
vidos (quanto ao seu nimero e adequacao ao 12.° ano), na resposta idealizada a uma questéo pro-
posta, descritos nos programas da disciplina de Matematica.

Quando exista um Unico descritor do programa considera-se que foi utilizado um Unico tépico, o que
podera corresponder as categorias Categoria D (Uni-estrutural) ou Categoria E (Pré-estrutural). Se
existirem dois ou mais descritores, estao envolvidos mais do que um tépico, podendo corresponder as
categorias Categoria A (Abstrato), Categoria B (Relacional) ou Categoria C (Multi-estrutural). Ao tratar-
se de um conteldo de senso comum, ndo existindo qualquer descritor, correspondera a Categoria E
(Pré-estrutural).

Se os topicos envolvidos nas respostas estdo descritos no respetivo programa do 12.° ano, conside-
ram-se topicos adequados aquele ano, podendo corresponder as Categorias B (Relacional), C (Multi-
estrutural) e D (Uni-estrutural). Caso contrario, correspondem a Categoria A (Abstrato), se os topicos
estdo descritos nos programas da Matematicos de nivel superior ao 12.° ano ou a Categoria E (Pré-

estrutural) se os tdpicos estdo descritos num programa da Matematica inferior ao 12.° ano.

Quanto ao parametro “Procedimentos” averigua as acfes usadas na resolugdo das questdes, isto é,
verifica se séo réplicas de outras ja4 anteriormente utilizadas ou se, pelo contrério, sdo inéditas. Por
forma a verificar se um certo procedimento € uma réplica ou inédito pode recorrer se ao programa do
12.°ano e assim, se a agao estiver descrita no programa, quer nos objetivos, nas notas metodolégicas
ou ainda noutra qualquer secéo, € uma acao que retrata uma prescricdo do programa, pelo que se
considera um procedimento que é uma réplica e estara presente nas Categorias B (Relacional), C

(Multi-estrutural) e D (Uni-estrutural).

Se a acado se encontrar prescrita em programas de nivel superior ao 12.° ano ou ndo estiver de todo

prescrita, pode classificar-se como procedimento inédito, correspondendo-lhe a Categoria A (Abstrato).

Quando as ac¢bes estejam prescritas em programas de nivel inferior ao 12.° ano ou ndo estejam de
todo prescritas, por serem situagdes do senso comum, ndo se estabelece qualquer hipétese de trabalho
ou estratégia descrita no programa, ndo se podendo enquadrar em qualquer dos tipos anteriores, ré-

plica ou inédito, o que equivalera a um procedimento préprio da Categoria E (Pré-estrutural).

Ainda nos “Procedimentos”, ha a verificar se, nos casos em que sao utilizados dois tépicos ou mais,
estes sdo aplicados de forma interligada ou compartimentada. Estamos perante um procedimento in-
terligado, proprio das Categorias A (Abstrato) e B (Relacional), quando ao serem utilizados dois ou
mais topicos se verifica a aplicagdo dos mesmos de forma integrada e simultdnea. Se dois ou mais
topicos forem utilizados de forma isolada e sucessiva, um apds o outro, o procedimento sera compar-

timentado e correspondera a Categoria C (Multi-estrutural)

No que respeita ao ultimo parametro, “Conclusfes”, a resposta sera uma concluséo de Tipo 1 (conclu-

sdo conciliada), quando a resposta obtida pelos procedimentos matematicos é adequada as
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informacdes e condi¢cbes da questdo e respeita as eventuais hipéteses de trabalho aplicadas, o con-
texto da questédo, assim como os topicos usados na resposta. Uma conclusao deste Tipo é propria das
Categorias A (Abstrato), B (Relacional) e C(Multi-estrutural). Por outro lado, se ndo se afigurar neces-
sario, no final, atender as condicBes da questdo ou as hipéteses de trabalho estabelecidas, depen-
dendo a concluséo exclusivamente da harmonizacéo entre os tépicos considerados ou até quando as
condicdes da questdo se revelam secundarias na obtencdo da solucéo, considera-se uma conclusao

de Tipo 2 (parcialmente conciliada).

Ao verificar-se que a conclusdo ndo se enquadra nas categorias referidas, consideradas conclusfes
ndo conciliadas, que se adequam a Categoria E (Pré-estrutural), € porque ndo existe qualquer tipo de
condicdes a respeitar ou ndo sdo necessarios conhecimentos matematicos, levado a que na resposta

néo exista harmonizacéo entre os elementos referidos.

Ha a salientar que ndo se estabelece uma relagdo fechada entre as categorias das questdes e o tipo
de concluséo, indicando-se em cada caso, o tipo de concluséo que se obtém.

O modelo de anélise tem aplicacdo a qualquer nivel de escolaridade, contudo devera ter-se em consi-
deracdo que os tépicos em cada situacdo especifica sejam os estabelecidos para o respetivo ano de
escolaridade pelo programa em vigor e que grau de complexidade sejam adequados ao desenvolvi-

mento cognitivo dos alunos que realizam as provas/exames.

5.3 Operacionalizacéo

A operacionalizacdo da analise, propriamente dita, iniciou-se com a identificagdo dos anos aos quais
iria incidir a analise dos exames, a recolha desses exames, bem como a pesquisa pelas respetivas
respostas idealizadas (“solu¢@es hipotéticas”) sugeridas nos critérios de classificagéo, disponibilizados

pelo Instituto de Avaliacdo Educacional (IAVE) e Associacédo de Professores de Matematica (APM).

Da observacao aos exames verificAmos a existéncia de dois grupos de questdes nos exames de 2015,
2016 e 2017: Grupo | - ao qual correspondem questfes de escolha multipla (itens de sele¢do) e Grupo
Il — correspondem questdes de desenvolvimento (itens de constru¢éo) e no exame de 2018 dois ca-
dernos — Caderno | e Caderno Il — ambos constituidos simultaneamente por questdes de escolha mul-
tipla e questfes de desenvolvimento, nas quais se incluem questdes alternativas dos Programas de
Matematica A: Programa de Matematica A 2001/2002 (P2001/2002) e Programa e Metas Curriculares
de Matematica A 2015 (PMC2015).

Por forma a ser acessivel a visualizagdo e interpretacéo da andlise que viria a ser efetuada a cada uma

das questbes/respostas, elaboramos uma tabela “MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGCAO

DA QUESTAQ?”, para que nela fosse vertida, sucintamente, e no decorrer deste processo de analise,
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todos os elementos essenciais a categorizagdo SOLO presentes no “Modelo de categorizagdo das

questdes de exame”.

Com base nos dois programas de Matematica A, foram recolhidos os tdpicos dos programas do 10.°,
11. © e 12.° anos, relativamente aos Temas presentes por um lado no Programa de Matematica A
2001/2002, por outro aos Dominios no Programa e Metas Curriculares de Matematica A 2015. Esses
topicos foram identificados dentro dos Temas/Dominios aos quais se enquadram (Exemplos: Tema |,
Tema Il, Tema Ill, no Programa de Matematica A 2001/2002 e Dominio I, Dominio Il, Dominio Ill, no

Programa e Metas Curriculares de Matemética A 2015).

Tendo por base as respostas idealizadas, a medida que se interpretavam, iniciou-se também a abor-
dagem a categorizagdo SOLO seguindo o “Modelo de categorizacdo das questdes de exame” aos
guatro exames nacionais, sendo estas respostas analisadas de acordo com trés parametros: Topicos,
Procedimentos e Conclusdes.

Foram recolhidos os dados no que respeita aos tépicos do 10.°, 11.° e 12.° ano (conhecimentos e
informagBes mateméaticas envolvidos), considerando dois aspetos: o nimero de tépicos utilizados na
resolucdo e a adequacdo dos mesmos ao 12.° ano. Note-se que a partir de 2015 os exames abrange-
ram os trés anos do Ensino Secundario!, pelo que se consideraram adequados aos exames de 12.°
ano os topicos daqueles trés anos de escolaridade. O nimero de topicos envolvidos resulta da conta-

gem dos contetdos descritos nos respetivos programas de 10.°, 11.° e 12.° anos.

Convém referir que surgiu davida no que respeita aos topicos, isto é, o que se consideraria um tépico
do 12.° ano, questéo que foi debatida em reunifes de grupos de trabalho, o que se veio a clarificar ao
longo dos tempos da pesquisa e colmatado no predmbulo do “Modelo de categorizagdo das questbes
de exame” mais recente, que segundo o autor, “no caso dos programas da Matematica do Ensino
Secundario, onde ndo se encontram definidos objetivos ou contetidos de modo inequivoco, entendeu-
se que um tépico era algo susceptivel de ser avaliado individualmente e seria definido a partir do que
se designa por desenvolvimento de cada tema.” (Ceia, 2018, p 2). A lista de tdpicos utilizada é a que
consta no capitulo 3 nas Tabelas 2, 3 e 4 - Quadros de temas matematicos por ano escolar: Programa

de Matematica A 2001/2002 versus Programa e Metas Curriculares de Matematica A 2015.

Quanto ao parametro “Procedimentos” averiguou-se se as acdes usadas na resolucdo das questdes
sdo réplicas de outras ja anteriormente utilizadas ou se, pelo contrario, sao inéditas ou ainda nenhuma
destas (sendo neste caso procedimento préprio de categoria inferior) e se os procedimentos séo inter-

ligados ou compartimentados quando sé&o utilizados dois tépicos ou mais.

1 salienta se que no “Objeto de Avaliagao” e “Caraterizagao da prova”, constantes das respetivas Informagéo-Prova publicadas

anualmente pelo IAVE, foi dada informacdo dos contelidos e anos abrangentes em cada exame - 10.2, 11.° e 12.° anos)
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Para verificar se o procedimento seria uma réplica ou inédito recorreu-se ao respetivo Programa de
Matematica A e assim, quando a agdo estava descrita no programa, quer nos objetivos, nas notas
metodolégicas ou ainda noutra qualquer secéo, considerava-se um procedimento réplica. Quando a
acéo estivesse prescrita nos programas de nivel inferior ao ensino secundario ou de todo néo prescrita,
por ser situacdo do senso comum, ndo se estabelecendo qualquer hipétese de trabalho ou estratégia
prescrita no programa, ndo se poderia enquadrar como réplica ou inédito, 0 que seria equivalente um

procedimento proprio da categoria mais inferior do “Modelo de categorizacao de questbes de exame”.

Quanto ao Tipo de resposta, para classificar as respostas foi verificado se a resposta obtida € adequada
as informacg@es e condi¢cbes da questdo e se respeita as hipéteses de trabalho aplicadas, o contexto

da questao e os tépicos usados na resposta.

Por fim, com base na recolha verificada na tabela “MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZACAO
DA QUESTAQ’, e de acordo com os trés parametros propostos - Topicos, Procedimentos e Conclu-
sdes, foram categorizadas as questdes numa das categorias propostas no “Modelo de categorizagao
das questdes de exame”. Esta forma de conduzir este processo, permitiu mais facilmente categorizar
as questbes de acordo com o Modelo e assim verificar o grau de complexidade de cada questéo.
Apéds a categorizacgdo, efetuou-se uma andlise geral aos resultados encontrados em cada exame, ve-
rificando a diversidade de temas e categorias e suas relagcbes nos diversos exames trabalhados.
Quando uma questdo envolvia mais que uma resposta, aferiu-se se essa questdo podia apresentar
mais que uma categoria, por forma a verificar se mantinha o mesmo grau de complexidade.

Foi possivel assim avaliar a solidez na aplicagédo dos critérios as questdes e concluir que o modelo de

categorizagao aplicado se revela convincente e eficaz.
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Capitulo 6 - Andlise de exames

6.1 EXAME 12.° ANO - 1.2 FASE/2015

Grupo |

QUESTAO

1. Dois rapazes e quatro raparigas vo sentar-se num hanco corrido com seis lugares.

De quantas maneiras o podem fazer, de modo que figue um rapaz em cada extremidade do banco?

(A) 12 (B) 24

PROPOSTA RESOLUCAO APM

(C) 48 (D) 60

Os dois rapazes devem estar sentados nas extremidades do banco. Ha 2 maneiras de isso
acontecer. As 4 raparigas podem estar sentadas nos 4 lugares do meio. Ha 4! maneiras de elas se

sentarem.
Logo:Z2x4! =48

A opgao correta €:

| Versiol | (Q) |

MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZACAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considera-

dos na construcéo das solu- Parametros de anélise: Categoriza-
¢Oes hipotéticas Topicos e Procedimentos cao
(Carvalho e Silva, 2002)
Tema I: Probabilidades e Quantidade
Combinatéria -4 Dois ou mais tépicos foram utilizados
(8] .
e  “Experiéncia aleatoria; s va.e.l - ]
. ) 2 Adequado — Foram utilizados tépicos de ni-
conjuntos de resultados; )
acontecimentos” vel analogo ao do programa Categoria C
e “Arranjos completos, ar- " o Grau de inovagéo (Multi-estru-
ranjos simples, permuta- =l Réplica — Envolve hipoteses de trabalho e wral)
cGes e combinacdes” b estratégias descritas nos programas
% Integracdo dos procedimentos
o Compartimentados — Os procedimentos
09_ mostram a aplicacédo de varios conceitos e

informagdes de forma isolada e sucessiva

Conclusdes
Tipo 2

A conclusao decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolugao

Figura 9 - Modelo de andlise para categorizacdo da questéo 1, Gl, exame 2015
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QUESTAO

2. Segja Q, conjunto finito, o espaco de resultados associado a uma certa experiéncia aleatéria.

Sejam 4 e B dois acontecimentos (4 C Q e B C Q).

Sabe-se que:

e P(A4)=04

e P(B)=0,7

. P(A U B) =0,5

Qual & o valor de P(ZU F) ?

(A) 0.6 (8) 0.7 (€) 0.8 (D) 0.9

PROPOSTA RESOLUCAO APM

2.
Como:
P(B)=07eP(B)=1-— P(E),temosP(B) =1-07=03
Assim:

P(4UB)=P(4)+P(B)-P(4NB) = P(4NB)=P(4)+P(B)-P(4UB) =
& P(4NB)=0,4+0,3-0,5 P(4nB)=0,2

Entéo:

P(4UB)=P(4NB)=1-P(4nB)=1-0,2=0,8

A opgao correta €:
| Versio1 | () |
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MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considera-

dos na construc¢éo das solu- Parédmetros de analise: Categoriza-
¢oes hipotéticas Tépicos e Procedimentos cao
(Carvalho e Silva, 2002)
Tema I: Probabilidades e Quantidade
Combinatéria Dois ou mais tépicos foram utilizados
Nivel

“Operagbes sobre aconte- - - .
* perag Adequado — Foram utilizados tépicos de ni-

cimentos” .
W S vel anélogo ao do programa i
. Definicao axiomatica de Categoria C

probabilidade” . EGraIU dﬁ_'“,‘t"’agag ol (Multi-estru-
- ve hi r
e  “Propriedades da probabi- eplica nvolve hipoteses de trabaiho e tural)

. estratégias descritas nos programas
lidade” 9 prog

Topicos

Integracado dos procedimentos
Compartimentados — Os procedimentos
mostram a aplicacdo de varios conceitos e
informagdes de forma isolada e sucessiva

Procedimentos

Conclusdes
Tipo 2
A conclusédo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolugéo

Figura 10 - Modelo de analise para categoriza¢do da questao 2, Gl, exame 2015

QUESTAO

k
3. Qual das seguintes expressdes &, para qualquer nimero real £, igual a logs (%) ?

() & ®) k-2 © & (©) k-9

PROPOSTA RESOLUCAO APM

3k 3k
logs (?) = log, (3—2) =log;(3*2) =k -2

A opgdo correta €:

| Versio 1 | (B) |
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MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considera-

dos na construcdo das solu- Parédmetros de analise: Categoriza-
¢des hipotéticas Tépicos e Procedimentos cao
(Carvalho e Silva, 2002)
Tema IlI: Introducéo ao CAl- Quantidade
culo Diferencial Il Dois ou mais tépicos foram utilizados
Nivel

Topicos

“Fungéo logaritmica de - - ]
* Hne g Adequado — Foram utilizados topicos de ni-

base superior a um” .
» - vel anélogo ao do programa )
. Regras operatérias de Categoria C

exponenciais e logaritmos” o Grau de_ln,ovagao (Multi-estru-
Réplica — Envolve hipéteses de trabalho e tural)

estratégias descritas nos programas
Integracdo dos procedimentos
Compartimentados — Os procedimentos
mostram a aplicacéo de varios conceitos e
informagdes de forma isolada e sucessiva
Conclusdes
Tipo 2
A conclusédo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolugéo

Procedimentos

Figura 11 - Modelo de analise para categorizacdo da questéo 3, Gl, exame 2015

QUESTAO
4. Considere a fungdo f, de dominio IR*, definida por 7 (x)= 1 +\l_n x
Considere a sucessio de termo geral u,, = n? “
Qual é o valorde lim [(u,) ?
(A) 0 B) 1 ©€) e (D) +oo

PROPOSTA RESOLUCAO APM

4,
Como:
limu, = lim(n?) = +c

Entdo lim f («,) = lim (%]: lim (l]+ lim (m—x]zom =0
X—>toc X

A opcdo correta é:

Nota: Na resolucédo desta questdo, € necesséario que o aluno relacione u,, com X e simultaneamente
interligue os dois limites, o lim u,, e o lim f(x) com x a tender para o lim u,,, sendo ainda de reconhecer

e integrar neste limite um limite notavel, resultando a seguinte categorizacéo:
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MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZACAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados

na construcao das solucdes hi- Pardmetros de analise: Categoriza-
potéticas Tépicos e Procedimentos cao
(Carvalho e Silva, 2002)
Tema lll: Sucessodes reais — Quantidade
11.°ano 2 Dois ou mais t6picos foram utilizados
e “Infinitamente grandes e infi- a Nivel
nitamente pequenos.” 1© | Adequado — Foram utilizados tépicos de ni-
e  “Limites de sucessdes e vel analogo ao do programa
convergéncia.” Grau de inovagdo
Réplica — Envolve hipéteses de trabalho e
estratégias descritas nos programas
Tema lI: Introducéo ao Célculo - - .
Diferencial Il — 12.° ano Integracdo dos procedimentos Categoria B
Interligados — Os procedimentos eviden- (Relacional)

o “Limite de fungéo segundo

Heine”

e  “Propriedades operatorias
sobre limites”

¢  “Funcao logaritmica de base
superior a 1”

“Limites notaveis”
“Indeterminacées”

Procedimentos

ciam a aplicacdo de varios conceitos e infor-
macdes de forma integrada e simultanea

Conclusdes - Tipo 2

A conclusédo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolucao

Figura 12 - Modelo de analise para categorizacdo da questéo 4, Gl, exame 2015

QUESTAO

5. Na Figura 1, esta representado o circulo trigonométrico.

Sabe-se que:

® oponto 4 pertence ao primeiro quadrante e & circunferéncia;

® o ponto B pertence ao eixo Ox
e oponto C tem coordenadas (1, 0)

e oponto D pertence a semirreta OA

D

® os segmentos de reta [ AB] e [ DC] sdo paralelos ao eixo Oy

Seja @ a amplitude do angulo COD (a’ E]O, & [)

Figura 1

-

2
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Qual das expressdes seguintes da a area do quadrilatero | ABCD], representado a sombreado, em
funcdode @ ?

tga  sen(2a)

(A >
(©) tgaf%m
(D) tga—%

PROPOSTA RESOLUGAO APM

5.
A area do quadrilatero [ABCD] pode ser obtida subtraindo a area do triangulo [OAB] a
area do triangulo [OCD].

Assim:
CDx0C tgox x1 tg«
A[OCD] = 2 = 2 = 2
ABXOB sen « X c0S o
Alaos) = > = >
Logo
tg o¢ sen « X oS «
AfaBcp] = Ajocp) — Ajaos) = 5~ >
E como:
sen(2 «)
sen o X cos X= —
Temos que:
sen(20)
_tgex T, tg«x sen(2«)
Apascp) = 5 T, F o Ty

A opcdo correta é:

[Versiol [ (B) |
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MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos topicos considerados na construcéo A - .
o . L Parametros de analise: Categori-
das solucGes hipotéticas Tépicos e Procedimentos zagao
(Carvalho e Silva, 2002) P &
e Tema I: Geometria no Plano e no Espago I Quantidade
—11.°ano Dois ou mais topicos foram uti-
. . 4 lizados
e  “Resolucéo de problemas que envolvam tri- | © Nivel
angulos” s .
= Adequado — Foram utilizados
e  “Funcdes seno, co-seno e tangente” topicos de nivel analogo ao do
programa
Tema Il — Trigonometria e Niumeros Comple- . Qrau de movagaQ Categoria
o Reéplica — Envolve hipoteses .
x0s — 12.° ano L C (Multi-
de trabalho e estratégias des-
« ~ 0 . estrutural)
e “Fungdes seno, co-seno e tangente. Estudo | 9 critas nos programas
intuitivo com base no circulo trigonométrico, S Integracdo dos procedimen-
tanto a partir de um grafico particular, como ._g tos
usando calculadora grafica ou computador” ® | Compartimentados — Os pro-
DE_’ cedimentos mostram a aplica-
¢&o de varios conceitos e infor-
magcoes de forma isolada e su-
cessiva
Conclusodes
Tipo 2

A conclusédo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolugéo

Figura 13 - Modelo de andlise para categorizagao da questéo 5, Gl, exame 2015

QUESTAO

6. Considere em C, conjunto dos numeros complexos, a condicéo

z+d_4i|=3 A gSarg(z)S

No plano complexo, esta condigédo define uma linha.

Qual & o comprimento dessa linha?
(A) ©

(B) 2@

(C) 3w

(D) 47

7

3w
4




PROPOSTA RESOLUGAO APM

6.
Temos que:
lz+4—-4i|l=3e |z—-(—-4+4)|=3
Entdo esta condigdo representa no plano complexo o conjunto dos pontos cuja distancia ao
ponto de coordenadas (-4.,4) € igual a 3, ou seja a circunferéncia de centro em (-4,4) e raio 3.
A condigdo g <arg(z) = ‘%E representa o conjunto de pontos cujos argumentos estao

. m am
compreendidos entre e

Assim, fazendo a intersecdo dos dois conjuntos, obtemos a semicircunferéncia representada
na figura:

v

Como:
perimetro da circunferéncia = 2xXmx3 = 61

Entdo o comprimento pedido é 6?7{ =3n

A opgdo correta €:
[ Versiol | (O) |
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MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considera-

dos na construcdo das solu- Parédmetros de analise: Categoriza-
¢des hipotéticas Tépicos e Procedimentos cao
(Carvalho e Silva, 2002)
Tema lll: Trigonometria e NU- Quantidade
meros Complexos 4 Dois ou mais topicos foram utilizados
e  “Numeros complexos” % Nivel
“A f laébrica d 2 | Adequado — Foram utilizados t6picos de ni-
[ ] 7
orma a”ge rica dos vel analogo ao do programa .
complexos. - — Categoria C
p . . Grau de inovagao -
e “Dominios planos e condi- » L o (Multi-estru-
~ g o Réplica — Envolve hipéteses de trabalho e
¢Oes em variavel com- = . . tural)
” o estratégias descritas nos programas
plexa. = — :
= Integracéo dos procedimentos
3 Compartimentados — Os procedimentos
DE_’ mostram a aplicagdo de varios conceitos e

informacgdes de forma isolada e sucessiva

Conclusodes
Tipo 2

A conclusédo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolugéo

Figura 14 - Modelo de analise para categorizacdo da questéo 6, Gl, exame 2015

QUESTAO

7. NaFigura 2, esta representado, num referencial o.n. xOy, um tridngulo equilatero [ ABC

v

Figura 2
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Sabe-se que:
* oponto 4 tem ordenada positiva;
¢ ospontos B e C pertencem ao eixo Ox

® oponto B tem abcissa 1 eoponto C tem abcissa maior do que 1

Qual é a equacdo reduzida dareta 45 ?

(B) y=v2x-v2
(B) y=v2x+72

©) y=v3x+73

D) y= /3x-13

PROPOSTA RESOLUGAO APM

7.
Como o triangulo [ABC] € equilatero entdo o angulo ABC tem de amplitude 60°.
Assim o declive da reta AB é:
m = tg(60°) =3
Logo areta AB sera uma reta do tipo:
y=vV3x+b
Como o ponto B de coordenadas (1,0), pertence a esta reta, temos:
0=V3x1+beb=-3
Logo areta AB tem por equagdo:

y=V3x -3

A opgdo correta €:
| Versio 1l | (D) |
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MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considera-
dos na construcdo das solu- Parédmetros de analise: Categoriza-
¢des hipotéticas Tépicos e Procedimentos cao
(Carvalho e Silva, 2002)
Tema I: Geometria no Plano e Quantidade
no Espaco | — 10.° ano 4 Dois ou mais topicos foram utilizados
B . . -g Nivel
* niq:;iioerzztﬁlssod)(a:;eo(fta 2 | Adequado — Foram utilizados tépicos de ni-
vel analogo ao do programa
Grau de inovacéo Categoria C
Tema I: Geometria no Plano e @ Réplica — Envolve hipoteses de trabalho e (Multi-estru-
no Espaco Il - 11.° ano E estratégias descritas nos programas tural)
e  “Razdes trigonométricas __% Integ_ragéo dos procedimen_tos
dos angulos de 30°, 45° e Q Compartimentados — Os procedimentos
60°” o mostram a aplicagéo de varios conceitos e
o informacgdes de forma isolada e sucessiva
Conclusdes
Tipo 2

A concluséo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolucao

Figura 15 - Modelo de analise para categorizacdo da questéo 7, Gl, exame 2015

QUESTAO

8. Seja @ um numero real.

Considere a sucessao (un) definida por

u=a

Uy =—3u,+2, Yvne N

Qual é o terceiro termo desta sucessao?

(A) 6a+4
(B) 9a—4
(C) 6a—14
(D) 9a+4
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PROPOSTA RESOLUGAO APM

3wy +2=-3a+2

Us
Us

A opgao correta é:

| Versao 1 | (B) |

—3u,+2=-3(-3a+2)+2=9a—4

MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tdpicos considerados na
construcéo das solugdes hipotéti-
cas
(Carvalho e Silva, 2002)

Parametros de analise:
Topicos e Procedimentos

Categoriza-
cao

Tema lll: Sucessdes reais

e ‘“Definicdo e diferentes formas
de representagao”

Topicos

Quantidade
Um unico tépico foi utilizado

Nivel
Adequado — Foi utilizado um tépico de
nivel analogo ao que esta prescrito no
programa

Procedimentos

Grau de inovacgao
Réplica — Envolve uma hipétese de tra-
balho ou estratégia descrita nos progra-
mas

Integracdo dos procedimentos
Nao aplicavel

Categoria D
(Uni-estrutu-
ral)

Conclusbes

Tipo 2

A conclusédo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolugéo

Figura 16 - Modelo de andlise para categorizagdo da questéo 8, Gl, exame 2015

Grupo Il

QUESTAO

—2+2i"

1. Em C, conjunto dos nimeros complexos, considere z = —F

v2cisf

Determine os valores de & pertencentes ao intervalo ]0, 2 [ para os quais z € um numero imaginario

puro.

Na resolucdo deste item, ndo utilize a calculadora.
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CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2015)

g PR . - 15 pontos

T T L A e 1 e OO 2 pontos
Escrever a expressdo —2 + 2% naforma algébrica (—2 — 27) ......ovccooiiinnon 1 ponto

Apresentar um argumento de —2 — 27 ..o, 2 pontos
Escrever um argumento de z, em fungdo de & ..........ciimeeeeeeooiteeeeeceeee e 2 pontos
Escrever uma condicdo em & paraque z sejaum imaginario puro .................... 3 pontos
Resolver a condig80 em ordem @ G .....oooeovitioeeeeeeeeeeeeeeeeee e 3 pontos
Obter os valores de # pertencentes ao intervalo ]0, 27:[ (?’4—7t e Z—ﬁ) ............ 2 pontos

PROPOSTA RESOLUGAO APM

i =%’ = (") %’ =1x(-i)=—i

CA.2

w=-2-2i
W=4+4=18=22
(-2,-2)e3.°0 logo arg we3.°0Q

g@—l@tg@—tg(%rr}<:>9—§7r+2k7r,kez
5
SwW= 2x;‘2(:zs[z ?T}
5
2\/5618[4%}

-2+42i" -2-2i

7= = = :201-3 *ﬂ:*@

V2cis®  2ciso V2ciso [4 };ngmzm
é77,'—6':£+ffcff,ffcez<::>6‘:§jr+kﬁr,keZ — QZEFT\/@:Z]T
4 2 4 s<]o.2 7] 4 4
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MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados
na construgao das solucdes hi- Pardmetros de analise: Categoriza-
potéticas Topicos e Procedimentos cao
(Carvalho e Silva, 2002)
Tema lll: Trigonometria e Nime- Quantidade
ros Complexos — 12.° ano ;4 Dois ou mais topicos foram utilizados
(8] .
e “Numeros complexos. O nu- g— vae!. -
mero i. O conjunto ¢ dos ni- = Adequ,ado - I,:oram utilizados topicos de
meros complexos” nivel analogo go do pr~ograma
e  “Aforma algébrica dos com- . Grau de.m,ova(;ao
plexos. Operacdes com com- Réplica - Envolve h_lpoteses de trabalho e
plexos na forma algébrica’”. estratégias descritas nos programas
o  “Representagio de comple- Integ_ragéo dos procedimen_tos
xos na forma trigonométrica.” Compart|mehtad9s - OS, procedlmgntos Categoria C
e  “Escrita de complexos nas 9 ?:]?Osrtrr:: a aplicagdo de varios conceitos e |y yj.estru-
duas formas, passando de g ¢Oes de forma isolada e sucessiva tural)
uma para a outra.” g
e  “Operagdes com complexos g
na forma trigonométrica.” §
o

Tema |: Geometria no Plano e
no Espaco Il — 11.° ano

e  “Funcgdes seno, co-seno e

tangente”

e  “Equagbes trigonométricas.”

Conclusodes
Tipo 1

Os elementos que contribuiram para a obten¢éo da conclusdo foram harmonizados

QU

Figura 17 - Modelo de andlise para categorizacao da questéo 1, Gll, exame 2015

ESTAO

2. De uma empresa com sede em Coimbra, sabe-se que:

¢ 60% dos funcionarios residem fora de Coimbra;

¢ os restantes funcionarios residem em Coimbra.
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2.1. Relativamente aos funcionarios dessa empresa, sabe-se ainda que:
® onumerode homens € igual ao nimero de mulheres;

® 30% dos homens residem fora de Coimbra.

Escolhe-se, ao acaso, um funcionario dessa empresa.
Qual é a probabilidade de o funcionario escolhido ser mulher, sabendo que reside em Coimbra?

Apresente o resultado na forma de fragao irredutivel.

CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2015)

20 ettt et e e te et e et e eae et aet b e et et ebe e eeebaete e et e et bbe e et e eraeteareeeaan 15 pontos

Este item pode ser resolvido por, pelo menos, trés processos.

1.2 Processo (através de uma tabela de dupla entrada)

Construir uma tabela de dupla entrada cujas entradas sejam o género (homem,
mulher) e o local de residéncia (Coimbra, fora de Coimbra) .......cccovvveeeiiiie 1 ponto

Preencher a célula da tabela relativa a informacéo «60% dos funcionarios residem
FOra de CoIMBIaN . .....cooveeeeee et ere e ee e 2 pontos

Preencher as células da tabela relativas a informacdo «o nimero de homens ¢
igual 20 nUmero de MUIRErES® ......ccoveiiiiiee e 2 pontos

Utilizar a informagdo «30% dos homens residem fora de Coimbra» para
determinar a prohabilidade de o funcionario ser homem e residir fora de Coimbra,
e colocar o valor obtido na célula respetiva (ver nota) ... 4 pontos

Preencher as restantes células que permitem resolver o problema .................... 3 pontos

Identificar o pedido com P(M |C), sendo M o acontecimento «o funcionario
escolhido € mulher» e C o acontecimento «o funcionério escolhido reside em

(020} 111] o] = P OO OO OO PUU RO OPROON 1 ponto
_P(MNC)

Escrever HMM)_W ...................................................................... 1 ponto

Obter P(M|C) (lg) ......................................................................................... 1 ponto

Nota — Se, na resposta, o valor apresentado nesta célula for 0.3, a pontuacéo a atribuir nesta etapa
€ 0 pontos.
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2. Processo (através de um diagrama em arvare)

Construir um diagrama em arvore de cuja raiz saem dois ramos relativos ao
género (homem, mulher) e de cada um destes saem dois novos ramos relativos
ao local de residéncia (Coimbra, fora de Coimbra) ... .. 2 pontos

Colocar as probabilidades relativas a informacio «o nimero de homens é igual
ao numero de mulheres» nos respetivosramos ... 2 pontos

Colocar a probabilidade relativa a informacao «30% dos homens residem fora
de Coimbra» no respetivo TamMI0 ..o e e e e e e 2 pontos

Colocar a probabilidade de o funcionario ser homem e residir fora de Coimbra.. 2 pontos

Colocar a probabilidade de o funcionario ser mulher e residir fora de

Lo T o 3 pontos

Colocar a probabilidade de o funcionario ser mulher e residir em

CoImbra 1 ponto

ou 4 pontos
Colocar a probabilidade de o funcionario ser homem e residir em

Lo T g o = 1 ponto

Colocar a probabilidade de o funcionario ser mulher e residirem
Coimbra e 3 pontos

Identificar o pedido com P{M |C), sendo M o acontecimento «o funcionario
escolhido & mulher» e € o acontecimento «o funcionario escolhido reside em

oI A . 1 ponto
Escrever P(M|C)= P(;iQ)C) ______________________________________________________________________ 1 ponto
Obter P(M |C) (%) _________________________________________________________________________________________ 1 ponto

3.? Processo (aplicando as propriedades das probabilidades)

Seja M o acontecimento «o funcionario escolhido € mulher» e seja C o acontecimento
«0 funcionario escolhido reside em Coimbrax .

Identificar o pedido com PUM (C) oo 1 ponto
Reconhecerque PUC ) =0,6 oo 1 ponto
OBtEr PO ) oo 1 ponto
Reconhecerque PUM ) =005 e 1 ponto
Reconhecer P(M )=0,5 1 ponto
Reconhecerque P(C|M)=03 2 pontos
Determinar PUC T M ) oo e 2 pontos
Determinar PO U M ) e e 2 pontos
Escrever P(CUM)Y—P(C)+ P(M)Y—P(COM) .. 1 ponto
Determinar PO O M ) . 1 ponto
_ P(MNC)
Escrever P(MlC)—W ______________________________________________________________________ 1 ponto
1
Obter P(AM |C) (g) _________________________________________________________________________________________ 1 ponto
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PROPOSTA RESOLUGAO APM

2.
2.1 P(H)=50%

P(C ~H)
P(H)
P(CAH)=015< P(H)-P(C~H)=0]15< P(C H)=035

PlC~H) P(C)-P(C~H) 04-035 1

PO = PO 04 8

P(CIH)=03 = =03 P[CnH)=03x05 < P(CnH)=03%05 <

Nota: Nas propostas de resolu¢éo do IAVE e APM utilizamos os mesmos tépicos do 12.° ano, com
procedimentos idénticos no que respeita aos parametros de andlise pelo que a categorizacdo é a
mesma para as propostas apresentadas:

MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considera-
dos na construcéo das solu- Parametros de analise: Categoriza-
¢des hipotéticas Topicos e Procedimentos cao
(Carvalho e Silva, 2002)
Tema I: Probabilidades e Quantidade
Combinatéria ;4 Dois ou mais tépicos foram utilizados
O .
- - 3 Nivel
e “Experiéncia aleatoria; s o - ]
- . = Adequado — Foram utilizados topicos de ni-
conjunto de resultados; .
. » vel analogo ao do programa

acontecimentos. : _
e “Operagdes sobre aconte- o Grau de inovagao Categoria C

cimentos’. 2 Repllfat—, Envc;lve h'ltpoteses de trabalho e (Multi-estru-

- - 2 estratégias descritas nos programas

e “Probabilidade condicio- s 9 _ p 9 tural)

nada e independéncia” £ Integ.ragao zos procedlmegltos
e “Probabilidade da interse- D CoTpart|meFta ?Sd_ OS, proce |me_'|[’1tos

~ H ” o
¢do de acontecimentos. 9 mos ram :';1 aplicacéo g vérios concei o§ e
a informac®es de forma isolada e sucessiva

Conclusdes
Tipo 1
Os elementos que contribuiram para a obtengéo da conclusdo foram harmonizados

Figura 18 - Modelo de analise para categorizacdo da questéo 2.1, Gll, exame 2015
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QUESTAO

2.2. Considere agora que a empresa tem oitenta funcionarios.
Escolhem-se, ao acaso, trés funcionarios dessa empresa.
A probabilidade de, entre esses funcionarios, haver no maximo dois a residir em Coimbra é igual a

Sﬂc3 32 03
SDc3

Elabore uma composi¢cdo na qual explique a expressdo apresentada.

Na sua resposta:
® enuncie a regra de Laplace;
® expligue o numero de casos possiveis;

® expligue o nimero de casos favoraveis.

CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2015)

3 15 pontos

Tépicos de resposta:

A) Enunciado da regra de Laplace: quando os casos possivels sdo equiprovaveis, a
probabilidade de um acontecimento & igual ao quociente entre o namero de casos
favoraveis a esse acontecimento e o ndmero de casos possiveis.

B} Explicacdo do ndmero de casos possiveis: 80(33 € o nimero de maneiras de escolher
trés funcionarios, de entre os 80 funcionarios da empresa.

C) Explicacdo do namero de casos favoraveis «haver, no maximo, dois funcionarios a
residir em Coimbra» & o contrario de «haver trés funcionarios a residir em Coimbraz».
Assim, o nimero de casos favoraveis € igual a diferenga entre o ndmero de maneiras
de escolher 3 dos 80 funcionarios da empresa (SUC3) e 0 numero de maneiras de
escolher 3 dos 32 (40% de B80) funcionarios da empresa que residem em Coimbra.

Naresposta, sao contemplados os frés topicos, com organizacdo coerente dos conteldos

Niveis Descritores do nivel de desempenho Pontuagio

organizacdo dos contelidos ou na utiizagcdo da linguagem cientifica.

5 e linguagem cientifica adequada. 15
Naresposta, sdo contemplados os trés topicos, com falhas na organizacdo dos conteldos
ou na utilizagado da linguagem cientifica.

4 ou 12
Wa resposta, sdo contemplados apenas os topicos A e C OU apenas os fopicos B e C,
com organizacdo coerente dos conteldos e linguagem cientifica adequada.

Na resposta, sdo contemplados apenas os fopicos A e © OU apenas os topicos B e
C. com falhas na organizacdo dos confeldos ou na ufiliza¢do da linguagem cientifica.

3 ou 9
Na resposta, sdo confemplados apenas os topicos A € B OU apenas o topico C, com
organizacg&o coerente dos contelidos e linguagem cientifica adequada.

Na resposta, sdo contemplados apenas os topicos A € B OU apenas o topico C, com
falhas na organizag o dos contelidos ou na utilizag&o da linguagem cientifica.

2 au 6
Naresposta, & contemplado apenas o topico A OU apenas otdpico B, com organizagio
coerente dos conteddos e linguagem cientifica adequada.

1 Na resposta, € confemplado apenas o topico A OU apenas o topico B, com falhas na 3
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PROPOSTA RESOLUGAO APM

2.2 A regra de Laplace diz-nos que:

“A probabilidade de um acontecimento é o quociente entre o namero de casos
favoraveis a esse acontecimento e o numero de casos possiveis desde que 0s casos

possiveis sejam todos equiprovaveis.”

Dos 80 funcionarios escolhemos quaisquer 3 (ng) representando este o numero de

casos possiveis.

Nos casos favoraveis utilizou-se o acontecimento contrario ou seja, de todos os casos

r . 80 . ~ . - ~
possiveis (C 3) retirou-se 0s casos que nao interessam a nossa contagem que sdo as
situacdes em que os trés funcionarios residem em Coimbra, ou seja, dos 32 (40% dos

80) funcionarios residentes em Coimbra escolhemos quaisquer 3 (ng )

. - - . - ~ 80 iz
Assim, o numero de casos favoraveis ¢ dado pela expressao: C', — C

3

3 -

MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considera-

dos na construcdo das solu- Parametros de analise: Categoriza-
¢des hipotéticas Topicos e Procedimentos cao
(Carvalho e Silva, 2002)
Tema I: Probabilidades e Quantidade
Combinatéria ;4 Dois ou mais topicos foram utilizados
O .
e  “Experiéncia aleatoria; g— NIV.PTI - .
conjunto de resultados: = Adequado — Eoram utilizados topicos de ni-
. » vel andlogo ao do programa
acontecimentos Grau de inovacdo
e  “Definican classi i
bZEE::ggZZ (;lj ZS;CE ac:jag;? Réplica — Envolve hjpéteses de trabalho e Categoria C
«  “Aranjos completos, ar- a estratégias descritas nos programas (Multi-estru-
ranjos simples, permuta- % Integ_ragéo dos procedimen_tos tural)
cdes e combinagdes” £ Compartlmehtad?s - Os’ procedlmgntos
«  “Aplicacdo da andlise 3 mostram :’;1 aplicacéo dg varios conceno; e
combinatéria ao calculo de § informag®es de forma isolada e sucessiva
a

probabilidades”

Conclusbdes
Tipo 1

Os elementos que contribuiram para a obtencéo da conclusao foram harmonizados

Figura 19 - Modelo de analise para categorizacdo da questéo 2.2, Gll, exame 2015
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QUESTAO

3. Na Figura 3, esta representado um recipiente cheio de um liquido viscoso.

Tal como afigura ilustra, dentro do recipiente, presa a sua base, encontra-se
uma esfera. Essa esfera esta ligada a um ponto P poruma mola esticada.

Num certo instante, a esfera é desprendida da base do recipiente e inicia
um movimento vertical. Admita que, 7 segundos apds esse instante, a
distancia, em centimetros, do centro da esfera ao ponto P & dada por

d(t)=10+(5-1)e 05" (1=0)

3.1. Sabe-se que a distancia do ponto P a base do recipiente & 16 cm
Determine o volume da esfera.

Apresente o resultado em CIIIS, arredondado as centésimas.

CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2015)

PROPOSTA RESOLUCAO APM

3.

3.1
d(0)=10+5=15
r.. =16-d(0)=16 -15=1

esfera

4 ;
V s = 57? ~ 4,19cm
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4 pontos
3 pontos

3 pontos



MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados

na construcéo das solugdes hipo- Parédmetros de analise: Categoriza-
téticas Tépicos e Procedimentos cao
(Carvalho e Silva, 2002)
Tema IlI: Introducéo ao Calculo Quantidade
Diferencial Il § Dois ou mais tépicos foram utilizados
. . a Nivel
* Re@!r‘i‘s operatgrlas de expo- 2 Adequado — Foram utilizados tépicos de
nenciais e logaritmos” nivel analogo ao do programa
Grau de inovagédo Categoria C
) % Réplica — Envolve hipéteses de trabalho | (Multi-estru-
Tema I: Geometria no plano e no § e estratégias descritas nos programas tural)
Espaco | GE’ Integracdo dos procedimentos
e  “Resolucéo de problemas no § Compartimen'.[ados - 0Os pr_ocedimer\tos
plano e no espago envolvendo § mostram a aplicagdo de varios conceitos
o e informag@es de forma isolada e suces-

o célculo de areas e volumes”

siva

Conclusodes
Tipo 2

A conclusédo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolucao

Figura 20 - Modelo de andlise para categorizacdo da questéo 3.1, Gll, exame 2015

QUESTAO

3.2. Determine o instante em que a disténcia do centro da esfera ao ponto P & minima, recorrendo a
métodos analiticos, sem utilizar a calculadora.
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CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2015)

Determinar o'(¢) (ver nota)

Aplicar a regra de derivagdo do produto de duas funcées 1 ponto
Escrever d'(1)——e 00510 05(5—¢)e 0057 2 pontos

Escrever a equaciio d'(¢)=0

Resolver a equacdo d'(¢)=0

Escrever d'(1)-0 < 6‘0’05‘(—1 —0,05(5 —r))— | 2 pontos
Escrever ¢~0:05¢ (— 1-0,05(5- t]} —0e-1-0,05(5-6H—-0 2 pontos
Concluirque d'(¢)=0 < =25 . 1 ponto
Justificar gue a distancia do centro da esfera ao ponto P & minima
PANE T = 2 e
Apresentar um quadro de sinal de d’ e de monotoniade o ... 4 pontos

Indicar o valor de ¢ para o qual afungao € minima
ou

..................... 1 ponto

Referir que, como a funcdo o tem derivada finita em H™ e
como 25 & o Onico zero dafuncdo d', o minimo da funcio o
s0 pode ser atingido para r=0 oupara t=25 ... 2 pontos
Referirque d(25) < d(0)

Apresentar a resposta (25 segundos)

.......................................................... 3 pontos

Nota — Se, na resposta. for evidente a intencdo de determinar a expressdo da derivada da funcdo, a

pontuagdo minima a atribuir nesta etapa & de 1 ponto.

PROPOSTA RESOLUGCAO APM

3.2
d'(t)= e —0,05e"(5 1) =e ™" [-1-0,05(5 1) =
=e™%(0,05t —1,25), t =0

d'()=0= ¢ ' —0v0,05-125=0< =25
¢ 0 25 4 oo
@ | —13 0 +
d(r) 15 ~a min P

R.: 25 segundos.
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5 pontos

5 pontos

1 ponto

15 pontos



MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados na constru-

~ o . i Parametros de analise: Categori-
¢do das solucges hipotéticas Tépicos e Procedimentos zacao
(Carvalho e Silva, 2002) P ¢
Tema II: Introducéo ao Célculo Diferencial Il Quantidade
. . . Dois ou mais tépicos foram utili-
e  “Fungéao exponencial de base superiora 1; zados
crescimento exponencial; estudo das pro- |
priedades analiticas e graficas da familia | g
de funcdes definida por f(x)=a* com a>1" :g_
e  “Regras operatérias de exponenciais e lo- - Nivel = .
garitmos.” A_dequadq - Forzilm utilizados to-
picos de nivel analogo ao do pro- )
° “Fungdes derivaveis. Regras de deriva- grama Categoria
¢ao; Derivadas das fungdes elementares.” Grau de inovacao C (Multi-

e “Estudo de fungdes em casos simples.”

Réplica — Envolve hipoteses de

estrutural)

9 trabalho e estratégias descritas
e “Problemas de otimizagdo.” I nos programas

“E’ Integracdo dos procedimentos

5 | Compartimentados — Os proce-

3 dimentos mostram a aplicacdo

,_-ch de vérios conceitos e informa-
¢Oes de forma isolada e suces-

siva
Conclusodes
Tipo 1

Os elementos que contribuiram para a obtencao da conclusédo foram harmonizados

Figura 21 - Modelo de analise para categorizacdo da questéo 3.2, Gll, exame 2015

QUESTAO

4. Seja f afungéo, de dominio R, definida por

e'*—ve

2x—1

f(x)=

(x+1)lnx se x= 1

se x<£

2

Resolva os itens 4.1. e 4.2. recorrendo a métodos analiticos, sem utilizar a calculadora.

4.1. Averigue da existéncia de assintotas verticais do gréafico da funcdo f
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CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2015)

Justificar que apenas a reta de equagéo x=I§ pode ser assintota vertical do
graficode f T 2 pontos
Determinar  lim /(X ) 10 pontos
1
""(2)
Este limite pode ser determinado por, pelo menos, trés processos.
1. Processo
Escrever lim  f{(x)— lim ef=ve 1 ponto
1y 1y 2x—1
= (3) (3]
./ 1
Escrever lim £ Y€ — ljm € —-¢2 1 ponto
x—-[:L:]_ 2x—1 (L) 2x—1
X L X L
Escrever lim %— lim £ _812 ________________________ 1 ponto
1y - il _ 1
(2) (5] 2(x-2)
1
1 < _1
5 2| e* _
Escrever lim e"—elz — lm € (e 21 1) ............. 2 pontos
1 _ 1 ARy _ L
—(3) 2x=5) +(3) 2(" 2)
s(evh1)_eb -
. 2— . _
Escrever lim ”—1—% lim i L 1 ponto
i1 _ 1 I 5
*=(3) Z(I 2) —(3) *—2
b 5
Escrever €5 lim ¢ -1 - €% lim ¢’ =l
1y 1 w=xj y—0- ¥
(2] *—3 ’
(VB MO e e e 2 pontos
Reconhecer o limite notavel lim €-—L —1 . 1 ponto
x—0 X
e
Obter o valorde lim f(x) (532) ................................... 1 ponto

*=(3)
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2. Processo

Escrever lim f(x)— lim % _______________________________
14~ 1y &X—
*=(3) *=(3)
1
. x_ . Yy _
Escrever lim % - lim 6271’3 ___________
{1y 2x— —x-L y—0- v
x (2) ¥ 3
1 1 1
y+ I y+
. 2 . 2 _p2
Escrever lim £ =-—Y€ — |jm € e~ F N .
y—0- 2y p—0- 2y
1 1 1
S W ¥ eV _
Escrever lim £€———¢€~ — lim M ______________________
yv—=0- 2y y—0- 2y
1 1
. eV — Y ¥
Escrever lim e2(e’=1) _e2 lime=t
y—0- 2y 2 g0 ¥

X
Reconhecer o limite notavel lim € =L —1
xr—0 X

1
Obter o valor de lim  f(x) (1532) ...................................
L

= (3)

3. Processo

Escrever lhm f(x)— lim ef-ve
- - 2x—1
*(3) =) 7
1
. x_ . g2
Escrever hﬁ)‘ P hF i T
1 1
Escrever lim e;c—_el? - lim EI_EIZ ________________________
=(2) s=(5) 2(x-3)
1 L
Escrever lim %—% lim _ex_{:iz ...................
=l o) 2y )
>
. li et _e - 1 h "
Referir que x21'i_ —x_lz (2), sendo a fungéo

definidapor Al x)=e™

1
Referir que h(%) = @

Concluirque L lijm £

Escrever lim f(x)— 3 111(1—)
x_.(L)+ 2 2
2
OU T
Referir que a funcdo f & continua & direita em lf

Concluir que o grafico da fung&io f n&o tem gualquer assintota vertical

1

3 pontos

2 pontos

Nota — Se. na resposta. for referido que % — (—}_ & equivalents a x—é——- 0. esta etapa deve

ser considerada como cumprida. 2
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PROPOSTA RESOLUGAO APM

4.
I’[}\' y.l l ¥ 1 V
x LoJ 22 _ p2 1 e’ 3 5
. e —\@ - . € e 5 1 et . er-1
41 lim ——— S hm —=¢* llm — lim =
1Y _ =2 x— 0" - Yo
\i. 2x -1 I‘ ;—1\. y—0 Y =y 2 — h!
<) | X=—|
Sy 2

1Y
\/2_ 1= \é_e IR Logo ndo ha assintota vertical quando x —)( }

1Y
Logo nao ha assintota vertical quando x — (E}
Portanto, o grafico de f ndo tem assintota vertical em x =

O gréfico de f também ndo tem assintota vertical em /R \

f—L\l\J|*—‘

1
E} pois ai & continua.

Assimo grafico de f ndo tem assintota vertical.

Nota: Nesta questdo, verifica-se existir alteracdo na categorizacéo das questdes, consoante as pro-
postas de resolucd@o apresentadas nos processos IAVE e APM. Assim, nos 1.° e 2.° processos propos-
tos pelo IAVE e proposta da APM temos Categoria A (Abstrato) e no 3.° processo IAVE resulta Cate-

goria B (Relacional).

Nota: Nos 1.° e 2.° processos propostos pelo IAVE e proposta da APM, no calculo do limite da funcgéo
N 1 . P g . . . , .
aesquerdade > foi necessério identificar e relacionar simultaneamente o limite notavel a ele associado

e reconhecer a mudanca de variavel necessaria para a resolucao do limite. Verifica-se que os tépicos
aplicados na resolugdo da questao relativos ao Tema Il, séo de nivel igual ou superior ao Programa
aplicavel a mesma, no que respeita, especificamente, a aplicacdo da mudanga de variavel no célculo
do limite, uma vez que as indicagdes metodoldgicas do Programa referem que o “programa apenas
pressupde que se levantem indeterminagcdes em casos simples” (Carvalho e Silva, Jaime, et al., DES
- ME, Programa de Matematica A, 12.° ano, 2002), sendo que nesta questdo apresentam-se indeter-
mina¢des mais complexas nas quais é necessario aplicar o método da mudanca de variavel para re-

solver o limite, resultando a Categoriza¢éo seguinte:
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MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados

na construcdo das solugdes hi- Parédmetros de analise: Categori-
potéticas Tépicos e Procedimentos zagao
(Carvalho e Silva, 2002)
Tema IlI: Introducéo ao Calculo Quantidade
Diferencial Il 4 Dois ou mais topicos foram utilizados
(8] .
e  “Fungao exponencial de :g— . N'.Vel . .
base superior a 1" = Super|or — Foram U.tI|I2adOS tépicos de nivel
igual ou superior ao do programa
° “Regras operatorias de ex- Grau de inovagéo
ponenciais e logaritmos” Inédito — Envolve a elaboragéo de hipéteses | categoria
«  “Propriedades operatérias 2 de trabalho e estratégias inovadoras A (Abs-
sobre limites” = Integracdo dos procedimentos trato)
an Interligados — Os procedimentos evidenciam
e ‘Limites notaveis” 5 | aaplicacdo de varios conceitos e informagdes
« C S de forma integrada e simultanea
. Indeterminacdes o
o

“Assintotas ao grafico de
uma funcgao”

Os elementos que contribuiram para a obtencao da conclusdo foram harmonizados

Conclusbes
Tipo 1

Figura 22 - Modelo de analise para categorizacdo da questéo 4.1, Gll, exame 2015 - 1.° e 2.° pro-

Cesso

Nota: No 3.2 processo do IAVE, no decorrer do calculo do limite da funcdo a esquerda de % , 0 aluno

tem ainda que relacionar simultaneamente o limite com a derivada da fun¢&o no ponto, correspondendo

a Categorizagéo infra:
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MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados

na construgédo das solugdes hi- Parametros de analise: Categori-
potéticas Topicos e Procedimentos zacgao
(Carvalho e Silva, 2002)
Tema IlI: Introducéo ao Calculo Quantidade
Diferencial Il - 12.° ano 4 Dois ou mais topicos foram utilizados
« - . 2 Nivel
* Fungao e>.<poner,1,C|aI de ‘§- Adequado — Foram utilizados topicos de nivel
base superior a 1 .
analogo ao do programa
e  “Regras operatorias de ex- Grau de inovagéo
ponenciais e logaritmos” Réplica — Envolve hipéteses de trabalho e es-
«  “Propriedades operatérias tratégias descritas nos programas c _
sobre limites” Integragdo dos procedimentos LB OlLE
@ | Interligados — Os procedimentos evidenciam B (Relacio-
¢ ‘“Indeterminacdes” £ | aaplicagéo de vérios conceitos e informagdes nal)
£ de forma integrada e simulténea
e]
Tema lI: Introdugéo ao Calculo §
Diferencial | — 11.° ano a

e ‘“Derivada de uma fungao no
ponto”

Conclusodes
Tipo 1

Os elementos que contribuiram para a obtencao da conclusdo foram harmonizados

Figura 23 - Modelo de andlise para categorizacao da questéo 4.1, Gll, exame 2015 — 3.° processo

Nota: Verifica-se que na maioria das resolucdes propostas para esta questdo (2 primeiros processos

IAVE e resolucdo APM), o método utilizado é de maior complexidade, uma vez que os tdpicos sao de

nivel superior ao Programa de Matematica A 2002, tal como explicitado em nota supra, resultando a

Categoria A (Abstrato). Apenas no 3.° processo de resolucdo IAVE se encontra a Categoria B (Relaci-

onal) uma vez que, na resolucdo do limite, ndo foi aplicado limite notavel com mudanca de variavel,

enquadrando-se os tépicos aplicados no nivel adequado ao Programa.
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QUESTAO

4.2. Estude a fungdo / quanto ao sentido das concavidades do seu grafico e quanto a existéncia de

pontos de inflex3o, no intervalo

=
~» Too
2

Na sua resposta, apresente:

® of(s) intervalo(s) em que o grafico de f tem concavidade voltada para baixo;
® o(s) intervalo(s) em que o grafico de f tem concavidade voltada para cima;

e as coordenadas do(s) ponto(s) de inflexdo do grafico de [

CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2015)

15 pontos

-
Determinar " x) em ]IE,+00[ ....................................................................... 3 pontos
Aplicar aregra de derivacdao do produto .. 1 ponto
Obter f"(x) 2 pontos
Determinar f'{x) em 1§,+00[ ..................................................................... 3 pontos
Determinar o zero de [ em ]JIZ_’ +co[ ____________________________________________________________ 2 pontos
Escrever (X)) =0 1 ponto
Cbter o zerode f*' em IE’ +00[ .............................................. 1 ponto
Estudar afuncéo f guanto ao sentido das concavidades do seu grafico e quanto
a existéncia de pontos de inflexdo, no intervalo ]é—,+co[ ................................. 7 pontos
Apresentar um gquadro de sinal de [’ e de sentido da conca-
vidade do grafico de f (ouequivalente) .. 3 pontos
Referir que o grafico de f tem concavidade voltada para baixo
em ]15, 1[ (vernota ) ... 1 ponto
Referir que o grafico de f tem concavidade voltada para cima
em |1, +oc| (vermota2) 1 ponto
Indicar as coordenadas do ponto de inflexdo do grafico da
funcdo f em ]IE,+00[ (1, 0)) . 2 pontos
Motas:
1. Se, naresposta, for referido que o grafico de f tem concavidade voltada para baixo em ]%, l],
em vez de ] 5—, l[. esta etapa deve ser considerada como cumprida.
2. Se, naresposta, for referido que o grafico de f tem concavidade voltada para cima em [ 1, +oof,

em vez de ]l, +oo[, estaetapa deve ser considerada como cumprida.
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PROPOSTA RESOLUGAO APM

4.2

S =yt XL

=hx +1+1,‘v’x€:|;,+oo|:

X

frey=s- Lol ,we}l,m[
x c” - 2

X X

1 1
f"(x)ZO/\x>5<:>x—1=0/\x>5<:>x=1

X Y 1 + o0
) - 0 +
S (x) N P.L U

O grafico de [ tema concavidade voltada para baixo em } %, 1 [ e tem a concavidade

voltada para cima em |1,+o0[.

O ponto de inflexdo tem de coordenadas (1, f (1)) ou seja, o ponto (1,0).

MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados

na construcdo das solugdes hi- Parametros de analise: Categoriza-
potéticas Tépicos e Procedimentos cao
(Carvalho e Silva, 2002)
Tema ll: Introducdo ao Calculo Quantidade
Diferencial Il 4 Dois ou mais tépicos foram utilizados
(8] .
e “Fungdes derivaveis. Regras | & va.e.ll - .
L . = | Adequado — Foram utilizados topicos de ni-
de derivagdo. Derivadas das .
~ » vel analogo ao do programa .
funcdes elementares - — Categoria C
e  “Segundas derivadas de Répli EGraIu d(;_ln,ovagag balh (Multi-estru-
uma funcéo e concavidade” éplica — Envolve hipdteses de trabalho e tural)

e “Estudo de fung¢des em ca-
sos simples.”

Procedimentos

estratégias descritas nos programas

Integracdo dos procedimentos
Compartimentados — Os procedimentos
mostram a aplicacédo de varios conceitos e
informac®es de forma isolada e sucessiva

Conclusbdes
Tipo 1

Os elementos que contribuiram para a obtencéo da conclusao foram harmonizados

Figura 24 - Modelo de andlise para categorizagdo da questédo 4.2, Gll, exame 2015
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QUESTAO

4.3. Mostre que a equacdo f(x)=3 épossivelem |1, ¢ e, utiizando a calculadora grafica, determine
a Unica solucdo desta equacio, neste intervalo, arredondada as centésimas.

Na sua resposta:

* recorra ao teorema de Bolzano para provar que a equagdo f(x)=3 tem, pelo menos, uma
solugdo no intervalo |1, e[

o reproduza, num referencial, o(s) grafico(s) da(s) funcdo(fes) que visualizar na calculadora,
devidamente identificado(s);

* apresente a solugdo pedida.

CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2015)

- 15 pontos
Justificar que a equacdo f(x)=23 tem, pelo menos, uma solucdo em ]1, e[ & pontos
Referir que a fung&o f & continua em [1, e] (vernotai) ... .. 1 ponto
Galeular  FlL ) o e 1 ponto
Caloular (e 1 ponto
Referirque (1)< 3<C fle) e 2 pontos

Concluir que a equacdo jf(x)=3 tem, pelo menos, uma solugéo
em L, el 1 panto

Reproduzir o(s) grafico(s) da(s) funcdo(des) visualizado(s) na calculadora, que

permite(m) resolver o problema (vernota 2) . 4 pontos
Apresentar a solugéo pedida (2,41) 5 pontos
Notas:

1. Se, na resposia, for referido que a funcéo € continua em |1, e[, a pontuacéo a afribuir nesta
etapa e 0 pontos. A mesma ponfuagdo deve ser afribuida se, na resposta, apenas for referido que
afuncdo € continua.

2. Se, na resposta, ndo for apresentado o referencial, a pontuac&o a atribuir nesta etapa deve ser
desvalorizada em 1 ponto.
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PROPOSTA RESOLUGAO APM

4.3
A fungdo f é continua em [1, e] [[1, e] C {%, + oo[}
SH=0

fe)=e+1x3718
S 3e ]f(l) f(e) [ , assim pelo teorema de Bolzano 3¢ € |1, e[: f(c) =3

R: Aproximadamente 2,41
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MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considera-
dos na construcdo das solu- Parédmetros de analise: A
o . o L . Categorizacgao
¢Oes hipotéticas Topicos e Procedimentos
(Carvalho e Silva, 2002)
Tema IlI: Introducéo ao Cal- Quantidade
culo Diferencial Il 4 Dois ou mais topicos foram utilizados
(8] .
e “Teorema de Bolzano- s va.Pfl - ]
Cauchy” = Adequado — Foram utilizados topicos de ni-
« - vel analogo ao do programa
. Regras operatérias de G doi — _
exponenciais e logarit- o rau de movagao Categoria C
mos” " Réplica — Envolve hipoteses de trabalho e (Multi-estrutu-
- 2 estratégias descritas nos programas
e  “Continuidade de uma c gas prog ral)
fungao” £ Integ.ra(;ao dos procedlmen.tos
g Compartimentados — Os procedimentos
g | mostram a aplicacado de vérios conceitos e in-
a formacdes de forma isolada e sucessiva

Conclusdes - Tipo 1
Os elementos que contribuiram para a obtencao da conclusdo foram harmonizados

Figura 25 - Modelo de analise para categorizacdo da questéo 4.3, Gll, exame 2015

QUESTAO

5. Considere, num referencial o.n. Oxyz, ospontos A4(0,0,2) e B(4,0,0)

5.1. Considere o plano @ de equagdo x-2y+z+3=0

Escreva uma equacéo do plano que passa no ponto A e é paralelo ao plano @

CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2015)

4 PRSP § pontos
Escrever a equacio x—2y+z+d—0 (ouequivalente) . 2 pontos
Determinar o valorde d oo 2 pontos

Escrever uma equacéo do plano pedido (x—2y+z-2-0 ouequivalente).. 1 ponto
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PROPOSTA RESOLUGAO APM

5.

5.1 o vetor normal ao plano a é 71, = (1,—2,1)

Se a// B logo #, /] #i,pelo que o plano B pode definir-se por

Xx—=2y+z+d=0

Como o ponto A(2,0,1) pertenceaf,2-0+1+d=01logo d =-2

R: fix—-2y+z-2=0

MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considera-

informacgdes de forma isolada e sucessiva

dos na construcdo das solu- Parametros de analise: Categoriza-
¢Oes hipotéticas Topicos e Procedimentos cédo
(Carvalho e Silva, 2002)
Tema |I: Geometria no Plano e Quantidade
no Espaco Il 4 Dois ou mais topicos foram utilizados
(8] .
. = Nivel
e “Equacéo cartesiana do oy o - .
quag - 2 | Adequado — Foram utilizados topicos de ni-
plano definido por um ponto ,
» vel analogo ao do programa .
e o vetor normal. _ Categoria C
Grau de inovagao -
“ : : o L o, (Multi-estru-
* ‘“Paralelismo e perpendicu- | o | Réplica— Envolve hipéteses de trabalho e tral)
laridade de retas e planos” S estratégias descritas nos programas
% Integracdo dos procedimentos
g Compartimentados — Os procedimentos
g mostram a aplicagdo de varios conceitos e

Conclusodes
Tipo 2

A concluséo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolugéo

Figura 26 - Modelo de andlise para categorizagdo da questdo 5.1, Gll, exame 2015

QUESTAO

5.2. Determine uma equacédo cartesiana que defina a superficie esférica da qual o segmento de reta

[AB] é um didmetro.
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CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2015)

T 10 pontos

Este item pode ser resolvido por, pelo menos, dois processos.

1.° Processo

DEterMiNar AB oo oo 2 pontos
Obter o raio da superficie esférica . 1 ponto
Determinar as coordenadas do ponto médio do segmento de reta [AB] ... 2 pontos

Escrever a condigdo (x— 2)2 +y24 (z—1 )2 =5 (ou equivalente)
(vernotas 1e 2) 5 pontos

2.° Processo

Seja P(x, v, z) um ponto genérico da superficie esférica.

Determinar as coordenadas do vetor AP ... 2 pontos
Determinar as coordenadas do vetor BP oo 2 pontos
Escrever AP.BP =0 i 3 pontos
Escrever a condicfo x24y2 422 4x-2z-0 (ou equivalente) .. 3 pontos
Notas:

1. Aesciitade /5. emvezde 5, implica uma desvalorizagdo de 2 pontos nesta etapa.
2. Aescritade <. emvezde =, implica uma desvalorizac8o de 2 pontos nesta etapa

Aescritade < oude > oude = implica uma desvalonzacdo de 3 pontos nesta efapa.

PROPOSTA RESOLUGCAO APM

5.2
Ponto médio de [4B] M = (2,0,1) (Centro da superficie esférica)

AB 4 +2° _2\5_\/5
2

2

Raio: r =
(x=2) +3" +(z-1) =5

Nota: Resolucdo da APM e 1.° processo do IAVE — tépicos do 10.° ano — corresponde a Categorizacao

a seguir apresentada:
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MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados na

construcéo das solugdes hipotéti- Parametros de analise: Categoriza-
cas Topicos e Procedimentos cao
(Carvalho e Silva, 2001)
Tema |: Geometria no Plano e no Quantidade
Espaco | ;4 Dois ou mais tépicos foram utilizados
e ia % Nivel
* Distancia entre pontos no 2 Adequado — Foram utilizados tépicos

plano e no espago”

e “Lugares geométricos: circunfe-
réncia, circulo e mediatriz; su-
perficie esférica, esfera e plano
mediador”

de nivel anélogo ao do programa

Grau de inovacéo Categoria C

Réplica — Envolve hipoteses de trabalho | (Multi-estru-
e estratégias descritas nos programas tural)

Integracéo dos procedimentos
Compartimentados — Os procedimen-
tos mostram a aplicacao de varios con-
ceitos e informacgdes de forma isolada e

sucessiva

Procedimentos

Conclusdes
Tipo 2
A conclusédo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolugéo

Figura 27 - Modelo de andlise para categorizacao da questéo 5.2, Gll, exame 2015 — 1.° processo

Nota: Resolugdo com base no 2.° processo do IAVE — tépicos do 11.° ano — corresponde a Categori-

zacdo infra:
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MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados

o “Definicdo de conjuntos no es-
paco:
- Superficie esfeérica”

na construgédo das solugdes hi- Parédmetros de analise: Categoriza-
potéticas Tépicos e Procedimentos cao
(Carvalho e Silva, 2002)
Tema |: Geometria no Plano e Quantidade
no Espaco | - 10.° ano 2 Dois ou mais t6picos foram utilizados
e  “Vetor como diferenga de a3 Nivel
dois pontos” 2 Adequado — Foram utilizados tépicos de
Tema |: Geometria no Plano e nivel analogo ao do programa
no Espaco Il — 11.° ano Grau de inovagao
. Réplica — Envolve hipoteses de trabalho e .
e  “Produto escalar de dois ve- estratégias descritas nos programas Categoria C
tores no plano e no espaco: " _ : (Multi-estru-
L ) . 9 Integracdo dos procedimentos tural)
. de“”"?a‘i & propriedades; S Compartimentados — Os procedimentos
- Expresséo do produto escalar c . L .
nas coordenadas dos vetores em | = mostram ~a aplicacédo dg Varios conceno_s e
referencial ortonormado.” § informacdes de forma isolada e sucessiva
o

Conclusodes
Tipo 2

A conclusédo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolugéo

Figura 28 - Modelo de analise para categorizagdo da questédo 5.2, Gll, exame 2015 — 2.° processo

QUESTAO

5.3. Seja P o ponto pertencente ao plano xOy tal que:

® asua abcissa € igual & abcissa do ponto B

® asua ordenada é positiva;

=

e BAP =

(5]

Determine a ordenada do ponto P
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CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2015)

0 S 15 pontos

Seja v a ordenadado ponto P

Escrever Pld, v, 0) o e 2 pontos

Determinar as coordenadas do vetor AB 1 ponto

Determinar as coordenadas dovetor AP ... ... ... 1 ponto

Calcular AB. AP o 2 pontos

Determinar a norma dovetor AB 1 ponto

Determinar a norma do vetor ﬁ, emfuncdo de ¥ ... 2 pontos

Escrever a equacdo 20— V20 x ‘.-"'20+y2 ® 1; {ou equivalente) ... 3 pontos

Obter o valor de y (v"ﬁ} ................................................................................. 3 pontos

PROPOSTA RESOLUCAO APM

33
PexOy P(4,5,0), y>0

AB AP 1 (402)-(4,y-2) 16+

1
— > == eyl 9%

‘|ABH|AP‘| 2 J42+22 x\fdz_l_yz_l_zg ) \/m
(WT =40* © 400+20y° =1600 & y° =60 & y = J60 (}’, N 0)

COS(BAAP) =
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MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados na

construcéo das solugdes hipotéti- Parametros de analise: Categoriza-
cas Topicos e Procedimentos cao
(Carvalho e Silva, 2002)
e Tema l: Geometria no Plano e Quantidade
no Espaco | — 10.° ano 4 Dois ou mais topicos foram utilizados
e  “Referenciais cartesianos orto- | ‘3. Nivel
gonais e monomeétricos no 2 | Adequado — Foram utilizados tépicos de
plano e no espaco” nivel analogo ao do programa
e  “Vetor como diferenca de dois Grau de inovagédo
pontos” Réplica — Envolve hipéteses de trabalho
e  “Norma de um vetor” e estratégias descritas nos programas
Tema I: Geometria no Plano e no Integ.ra(;ao dos procedimen.tos .
Espaco Il — 11.° ano Compartimentados — Os procedimentos Categoria C
. ~ ) L 0 mostram a aplicagdo de varios conceitos (Multi-estru-
* 'Razbes trigonometricas dos 2 | einformagdes de forma isolada e suces- tural)
angulos de 30°, 45° ¢ 60°” 5 ¢ :
e  “Produto escalar de dois veto- -.g siva
res no plano e no espaco: §
a

- definicdo e propriedades;

- Expresséo do produto escalar
nas coordenadas dos vetores em
referencial ortonormado.”

e  “Angulo de dois vetores”

Conclusodes
Tipo 1

Os elementos que contribuiram para a obtencao da conclusdo foram harmonizados

Figura 29 - Modelo de analise para categorizacdo da questéo 5.3, Gll, exame 2015

QUESTAO

6. Sejam f e g asfungdes, de dominio R, definidas, respetivamente, por

f(x)=1—-cos(3x) e g(x)=sen(3x)

Seja @ um numero real pertencente ao intervalo ]

Considere as retas » e s tais que:

3
3

i

=

4

=

]

W)
N

|

® areta r & tangente ao grafico da fungdio / no ponto de abcissa a

® areta 5 & tangente ao grafico da fungd@o g no ponto de abcissa a +

1

4

=

o

Sabe-se que as retas » e s s3o perpendiculares.

1

Mostre que sen(3a) = — 3
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CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2015)

B e e e e e et et et e et et e e e e e e e 15 pontos
Determinar f'(x) . 2 pontos
L= A ) ST O RS 1 ponto
Determinar @'(x) . 2 pontos
Determinar g'(a + %) __________________________________________________________________________________________ 4 pontos

Escrever g'(a+%)—3cos(3(a+%)) .................................... 1 ponto
Escrever 3 cos(?r(a+%))—3cos (3a+ g) _____________________________ 1 ponto
Concluir que 3cus(3a+%)——3 sen(3a) .o 2 pontos
Escrever f'(a)—— 1 {ou equivalente) ... 2 pontos
, T
+ g
g (_“ 6,
Concluir que sen2(3a)= % _________________________________________________________________________________ 1 ponto
Concluir que sen(3a)—— 1 (VEF NOA) .o 3 pontos

3
Nota — Se, naresposta, ndo for referido que 3ae ] i, 3; [ {ou eguivalenie), a pontuacdo a atribuir

nesta etapa & 0 pontos.

PROPOSTA RESOLUGCAO APM

6.

f'(x)=3sen(3x) 3 g'(x)=3cos(3x)
rls logo m xm =-1

m, = f'(a) = 3sen(3a)

m, = g'(a + %] =3 COS[SQ + %] =—3sen(3a)

3sen(3a) x (— 3sen(3a)) =1 < sen’ (3a) = é < sen(3a) = i% :
(Como ac E- z{entéo 3ac ].?T, ;.?T|:p eloque sen(3a) < 0]

1
Entao sen(3a) =——
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MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados na

Tema llI: Trigonometria e Nume-
ros Complexos — 12.° ano

e “Derivadas do seno, co-seno e
tangente.”

construcéo das solugdes hipotéti- Parametros de analise: Categoriza-
cas Topicos e Procedimentos cao
(Carvalho e Silva, 2002)
Tema |I: Geometria no Plano e no Quantidade
Espaco Il — 11.° ano ;4 Dois ou mais tépicos foram utilizados
(8] .
. . . = Nivel
e  “Paralelismo e perpendiculari- S . -
perp » 2 | Adequado — Foram utilizados topicos de
dade de retas e de planos , ,
« = ~ . nivel analogo ao do programa
. Relagao entre as razdes trigo- G Y —
nométricas de a, -a, 2 + a, 2 - q, ol raul eh|_n(?va<;ao h
THa T—q, 2m+a 2m—a, Réplica - Envo ve .|poteses de trabalho
e estratégias descritas nos programas
_ Integracdo dos procedimentos )
Tema ll: Introducgdo ao Calculo Di- Compartimentados — Os procedimentos Categoria C
ferencial Il —12.° ano @ | mostram a aplicacdo de varios conceitos (MU“"eIS””'
2 ) ~ ; tural
e “Fungdes derivaveis. Regrasde | 5 | © informacgdes de fqrma isolada e suces- )
derivag&o. Derivadas das fun- '-% siva
¢oes elementares” Q
o
o

Conclusodes

Tipo 1

Os elementos que contribuiram para a obtencéo da conclusao foram harmonizados

Figura 30 - Modelo de andlise para categorizacao da questéo 6, Gll, exame 2015

Analise ao exame de Matematica A, 12.° ano, de 2015 - 1.2 fase

Nesta tabela pretendemos relacionar as questfes de exame pelos temas dos contelidos programati-

COS e por categorizacdo Solo.
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Tabela 6 - Sintese do Exame de 2015

Sintese Exame Matematica A 12.2 Ano 2015 - 1.2 fase

TemalDominia

Categoria A
[Abstrata)

Categoria B
[Relacionall

CategoriaC
[Multi—estrutural)

Categoria D
[Uni-estruturall

Categoria E
[Pré-estruturall

Total
= questies

Ouestie

Ouestdes

Total

questies

Tatal

Cuestdes .
questdes

Total
H guestdes

Cuestée

COuestde | Total
z questie

Grupao |

Temal -
Probabilidades e

= L=}

12 a

Tema Il -Intradugéo ao
calculo Diferencial Il -
12" ano

Temalll -
Trigonometria e Mameras|
Complesos - 12." ano

5.6 2

Tema | - Geometriano
Planc e noEzpagoll -
11" zano

=N z

Tema lll - Sucessdes
reaiz - 11." ana

Tema | - Geometria no
Plano e naEzpagal-
10." ano

Tatal por categaria

¥ categoria

02

S

35

02

(1

Grupa ||

Temal -
Prababilidades e

Lombinatdris -1 ' ann

212z a

Tema Il -Intradugdo ao
calculo Diferencial Il -

12 ' ann

4.1 1

32,42,
4.3.6

Temalll -
Trigonometria e Mimeroz)
Caomplexas - 12." ana

16 2

Tema | - Geometria no
Planz e naEzpagall -
11."ano

L5152,
5.3.6

Tema | - Geometria no
Plarc e noEspaga |-
0. ana

31.5.2.5.3 3

Total por categaria

1

e categoria

[

(1A

55

0

02

~ total por categaria

5%

5%

90%

0%

0%

Ao analisar a tabela constatamos que tanto no Grupo | como no Grupo |l foram avaliados temas dos 3

anos do ensino secundario. Importa salientar que ha questdes que se inserem em mais do que um

tema, razéo pela qual o “Total por categoria” ndo corresponde ao somatério do “Total questfes” da

Categoria, situagcdo andloga para todas as tabelas “Sintese Exame Matematica A 12.° Ano ...

exames analisados.

dos

Neste exame, parece-nos importante comentar separadamente os dois grupos de questdes.

No Grupo I, de escolha mdltipla, verifica-se a existéncia de trés questdes que incidem sobre dois temas.

A questéo 5 recai sobre o Tema lll do 12.° ano e 0 Tema | do 11.° ano, a questédo 7 sobre os Temas |
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do 11.° ano e 10.° ano. Estas e quase todas as outras questdes deste grupo sdo categorizadas como
Categoria C (Multi-estrutural). Na verdade, neste grupo, apenas uma questdo é categorizada como
Categoria B (Relacional) - a questédo 4, que também incide sobre dois temas, desta feita, ambos do

12.° ano (Tema Il e Tema lll).

Nas questdes do Grupo Il, onde o aluno deve apresentar o seu raciocinio, verificamos também a exis-
téncia de questdes que incidem sobre dois ou mais temas. E o caso das questdes categorizadas como
Multi-estruturais: questédo 1 (Tema lll do 12.° ano e Tema | do 11.° ano), questdo 3.1 (Tema Il do 12.°
ano e Tema | do 10.° ano), questdes 5.2 e 5.3 (Tema | do 11.° ano e Tema | do 10.° ano) e questéo 6

(Temall e Temalll do 12.°ano e Tema | do 11.° ano).

Neste grupo, a questédo 4.1 que aborda o Tema Il do 12.° ano € a Unica questdo categorizada como
Abstrato (Categoria A), muito embora uma das propostas de resolucao indicadas pelo IAVE pressupo-

nha a categoriza¢do Relacional (Categoria B).

Nos graficos que apresentamos de seguida, ilustramos de forma simplificada os dados apresentados

na sintese, a fim de facilitar a sua leitura e compreensao.

1.2 fase 2015 - Distribui¢cdo dos temas por Categoria SOLO

B Temal-12.2ano - Probabilidades e Combinatdria
BTemall-12.2 ano - Introducdo ao calculo Diferencial 11

B Temalll- 122 ano - Trigonometria e Nameros Complexos
BTemal-11.2 ano- Geaometria no Plano e no Espaco 1l

ETemalll- 11.2 ano - Sucessies reais

8 - B Temal-10.2 ano - Geometria no Plano e no Ezpago |
7
? -
E -
5 -
g
wo g -
]
=
3
o O]
z
2 -
1 11
N I “
o
Categoria A Categoriz B Categoria C Categoria D CategoriaE

Gréfico 1 - Distribuicdo dos temas por categoria SOLO - Exame 2015
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Neste grafico verificamos que todos os temas tém questdes categorizadas como categoria C (Multi-
estrutural) e que apenas o Tema Il do 12.° ano é abordado em questdes categorizadas como A (Abs-
trato) e B (Relacional). O Tema lll do 12.° ano também tem uma questao categorizada como Categoria

B (Relacional). As Categorias E (Pré-estrutural) e D (Uni-estrutural) ndo foram contempladas.

1.7 fase 2015 - Distribuigdo das questdes por

Categoria SOLO
20
18
16
14
g
{12
=1
L=
5 10
Q
2 3
4
2
0 I
Categoria

N Categoria A M Categoria B mCategoria C M Categoria D m Categoria E

Grafico 2 - Distribuicdo das questdes por categoria SOLO - Exame 2015

1.2 fase 2015 - Percentagem de questdes por
Categoria SOLO

CategoriaD Categoria A
0% 595

Categoria B
5%

Categoria C
0%

Graéfico 3 - Percentagem de questfes por Categoria SOLO - Exame 2015
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Estes graficos indicam-nos que este exame é um exemplo de uma prova constituida maioritariamente
por questdes de categoria C (Multi-estrutural), correspondendo a 90%, embora existam ainda outras
categorias com frequéncia: a Categoria A (5%) e a Categoria B (5%).

6.2 EXAME 12.° ANO - 1.2 FASE/2016

Grupo |
QUESTAO

1. Seja 01, conjunto finito, o espago de resultados associado a uma certa experiéncia aleatoria.

Sejam 4 e B dois acontecimentos (4 C € e B C Q).

Sabe-se que:

Qual & o valor de P{:A UB)?

*) + ®) © 3 © 1>

PROPOSTA RESOLUCAO APM

1.

P(ANB) _1

Como P{A|B]I= P(B) e
femos que:

P(AnB)=1xP(B) o P(AnB)=1x e P(anB)=—

6 20
Assim,
|
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(AnB) =2+ _L_%8 6 1_1
5 w0 20 20 20 20 20

RESPUSIE’I correta:

Versao 1: C
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MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados na
construcéo das solugdes hipotéti- Pardmetros de analise: o
s . Categorizagéao
cas Topicos e Procedimentos
(Carvalho e Silva, 2002)
Tema |: Probabilidades e Combi- Quantidade
natéria Dois ou mais tépicos foram utilizados
[%2]
“ 8 ; o)
. Operacl;,oes sobre aconteci- % Nivel
mentos 2 | Adequado — Foram utilizados tépi-
e “Definicdo axiomatica de proba- cos de nivel analogo ao do programa
bilidade”
. N Grau de inovagéo Categoria C
. "Pr0p”r|edades da probabili- Réplica — Envolve hipoteses de tra- | (Multi-estrutu-
dade @ balho e estratégias descritas nos pro- ral)
e “Probabilidade condicionada e % gramas
independéncia” £
2 Integracdo dos procedimentos
8 Compartimentados — Os procedi-
& | mentos mostram a aplicagdo de va-
rios conceitos e informacdes de
forma isolada e sucessiva

Conclusdes
Tipo 2
A conclusédo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolugéo

Figura 31 - Modelo de analise para categorizacéo da questéo 1, Gl, exame 2016

QUESTAO

2. Seja X' uma variavel aleatéria com distribuigdo normal de valor médio 10
Sabe-seque P(7< X <10)=073

Qualéovalorde P(X >13)7?

(a) 0,1 (B) 0,2 (c) 0,3 (D) 0.4

116




PROPOSTA RESOLUGAO APM

Dado que X & uma varidvel aleatéria com distribuigdo normal de valor médio 10, entio

P(X<10)=P(X>10)=0,5

Assim,

e P(T7T<X<10)=P(10<X<13)=03

P(X>13)=P(X>10)-P(10<X<13)=05-03=0.2

Resposta correta:

| Versao 1: B

MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGCAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados na
construcdo das solucdes hipotéti-
cas
(Carvalho e Silva, 2002)

Parémetros de analise:
Topicos e Procedimentos

Categorizacéo

Tema |: Probabilidades e Combi-
natéria

e “Modelo Normal; histograma
versus fun¢éo densidade”

e “Média versus valor médio”

Topicos

Quantidade
Dois ou mais tépicos foram utilizados

Nivel
Adequado — Foram utilizados topi-
cos de nivel analogo ao do programa

Procedimentos

Grau de inovacgao
Réplica — Envolve hipoteses de tra-
balho e estratégias descritas nos pro-
gramas

Integracédo dos procedimentos
Compartimentados — Os procedi-
mentos mostram a aplicacéo de va-

rios conceitos e informacdes de

forma isolada e sucessiva

Categoria C
(Multi-estrutu-
ral)

Conclusbdes
Tipo 2

A conclusédo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolucao

Figura 32 - Modelo de analise para categorizacéo da questdo 2, Gl, exame 2016

117




QUESTAO

3. Seja a um namero real diferente de 0

- P'T Er —
Qual é o valor de lim % ?
X—=a xX°—u
&) - ® L (© 1 (©) 2
4 2
PROPOSTA RESOLUGAO APM
3‘
- X o= -
. ae " -a . “'{*‘ ’]) ) a et =1
lim = lim = lim = =
r=a X =i r—a {.T - ﬂ}{.’f + I-’} X—ar ¥+ a X =ud
i . =a _1 a _ S |
= * lim ——————= — ® lim ———— =
i+ da X=3a X =il 2a X—=a X -1
1 =1
=— % lim
2 r—a X =i

Fazendo a mudanga de varidvel: v = x = a,

Como ¥ — a entdo vy — 0

€ assim,
1 _ et T~ 1 . e’ =1 1 1
- ¥ lim —— == ¥ lim —— == %1 ==
Xx—=a X=a 2 v— ¥ 2 2
limite nistcivel

Resposta correta:

Versio 1: B

Nota: Na resolucao desta questao, o aluno tem de aplicar topicos do 12.° ano, designadamente calculo
. . . . . ~ . ~ - . . X -1
de limites, identificar indeterminacdes e reconhecer a aplicacdo do limite notavel lméeT , em que no
X
calculo deste limite vai ter que integrar simultaneamente uma mudancga de variavel (y = x - a) para
eV-1

chegar aos limites notaveis lim =1.
y->0 Y
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Verifica-se que os tépicos aplicados na resolucéo da questao relativos ao Tema Il, sdo de nivel igual
ou superior ao Programa aplicavel a mesma, no que respeita, especificamente, a aplicacdo da mu-
danca de varavel no calculo do limite, uma vez que as indicacdes metodoldgicas do Programa referem
que o “programa apenas pressupde que se levantem indeterminagdes em casos simples” (Carvalho e
Silva, Jaime, et al., DES - ME, Programa de Matematica A, 12.° ano, 2002), sendo que nesta questéo
apresentam-se indeterminacdes mais complexas nas quais € necessario aplicar o método da mudanca
de variavel para resolver o limite, resultando a Categorizacdo seguinte:

MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos topicos considerados na
construcdo das solugdes hipotéti- Pardmetros de analise: N
- . Categorizacao
cas Topicos e Procedimentos
(Carvalho e Silva, 2002)
Tema Il Introdugéo ao Célculo Di- Quantidade
ferencial Il Dois ou mais topicos foram utilizados
“« = : 0
. Szl:)r:i;or §x1|?,onenC|aI de base .S | Nl'vel_ | |
&S | Superior — Foram utilizados tdpicos
e “Regras operatérias de expo- F | de nivel igual ou superior ao do pro-
nenciais e logaritmos” grama
. “Proprifadades operatorias so- Grau de inovagao Categoria A
bre limites” Inédito — Envolve a elaboracao de (Abstrato)
e “Limites notaveis” 9 hipéteses de trabalho e estratégias
= inovadoras
e “Indeterminagbes” g
g Integracdo dos procedimentos
8 Interligados — Os procedimentos
& | evidenciam a aplicacéo de varios
conceitos e informacdes de forma in-
tegrada e simultanea
Conclusdes

Tipo 2
A concluséo decorre exclusivamente dos procedimentos mateméaticos envolvidos na resolucao

Figura 33 - Modelo de analise para categorizagdo da questdo 3, Gl, exame 2016
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QUESTAO

4. Seja [ uma fungio de dominio E~

Sabe-se que:
o lim JFeTox
X —=o0 X

¢ o grafico de f tem uma assintota obligua.

Qual & o declive dessa assintota?

(A) -2 (B) -1

PROPOSTA RESOLUGAO APM

4.
. flx)+ e —x
Como  lim =1
K —5 = xX
entio,
x
B x & x B
lim J1r(:.+——— =1« hIm
X —s — oo X X xX o ]
= lim
N =
= lim
X = = 3
= lim
X = =
=2 lim
X =

(€ 1

(D) 2
+ 5 1=
] +0-1=1 =
=1 <=
1 +1 <=

Pelo que o declive da assintota obliqua ao grifico de f € igual a 2.

Resposta correta:

WVersao 1: D
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MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados na
construcéo das solugdes hipotéti-
cas
(Carvalho e Silva, 2002)

Parédmetros de analise:
Topicos e Procedimentos

Categorizacéo

Tema llI: Introducéo ao Célculo Di-
ferencial Il

e “Funcgao exponencial de base
superior a 1”

e “Regras operatorias de expo-
nenciais e logaritmos”

e  “Propriedades operatodrias so-
bre limites”

e “Assintotas ao grafico de uma
funcao”

Topicos

Quantidade
Dois ou mais tépicos foram utilizados

Nivel
Adequado — Foram utilizados topi-
cos de nivel anélogo ao do programa

Procedimentos

Grau de inovagéo
Réplica — Envolve hipéteses de tra-
balho e estratégias descritas nos pro-
gramas

Integracdo dos procedimentos
Compartimentados — Os procedi-
mentos mostram a aplicacéo de va-

rios conceitos e informacdes de

forma isolada e sucessiva

Categoria C
(Multi-estrutu-
ral)

Conclusbes
Tipo 2

A concluséo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolucao

Figura 34 - Modelo de analise para categorizacéo da questéo 4, Gl, exame 2016

QUESTAO

5. Ma Figura 1, estdo representados o circulo trigonomeétrico e um trapézio retangulo [OPQR]

Sabe-se que:

* oponto P tem coordenadas (0.1)

* o ponto R pertence ao quarto quadrante e a

circunferéncia.

Seja « a amplitude de um angulo orientado cujo

lado origem é o semieixo positive Ox e cujo lado

extremidade & a semirreta OR

Qual das expressbes seguintes da a area do

trapézio [OPQR], em fungio de « 7

Vi

P

ydl

\

Figura 1
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(A) % + Sene cosa (B) % — SeNa COSa
(C) cose + w (D) coser — 5811&'2{:056(

PROPOSTA RESOLUCAO APM
51

_PO+0R  —
orgr)= — <1

Tendo em conta de que drea do trapézio [ﬂPQR]é dada por: A
e que PO=1e E=msa , entio

ﬁ =14+ (-sen.-:.s ) ,pois seng no quarto quadrante € negativo.

Temos entdo que:

1 + {1 - sen-::r) 2 — senix SN ¥ COosd
= 5 sta:fxaosa:msa-T,

Resposta correta:

Versao 1: D
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MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados na

construcéo das solugdes hipotéti- Parédmetros de analise: Cateqorizacio
cas Topicos e Procedimentos 9 ¢
(Carvalho e Silva, 2002)
Tema |: Geometria no plano e no Quantidade
espaco Il —11.° ano » | Dois ou mais tépicos foram utilizados
113 H H A 8
e “Trigonometria no tridngulo re- S Nivel
tangulo” ° . -
Adequado — Foram utilizados topi-
e  “Funcdes seno, co-seno e tan- cos de nivel analogo ao do programa
” Grau de inovacéo .
gente P . ,Q Categoria C
. . L Réplica — Envolve hipoteses de tra- (Multi-estrutu-
¢ Relefge.lo entre as raioes tr1|Tgo- @ balho e estratégias descritas nos pro- ral)
nométricas de a, -a, -+ a, > - q, = gramas
T+a,T—a, 2m+0,2m—qo” e
g Integracéo dos procedimentos
8 Compartimentados — Os procedi-
& | mentos mostram a aplicagdo de va-
rios conceitos e informagdes de
forma isolada e sucessiva

Conclusdes - Tipo 2
A concluséo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolucao

Figura 35 - Modelo de andlise para categorizagdo da questdo 5, Gl, exame 2016

QUESTAO

2

6. Seja f/ um nimero real pertencente ao intervalo ]' == [
Considere o nimero complexo z=—3cisf
A que quadrante pertence a imagem geométrica do complexo = ?

(A) Primeiro (B) Segundo (C) Terceiro (D) Quarto
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PROPOSTA RESOLUGAO APM
6.
Considerando que:

Pelo que, a imagem geométrica do complexo : pertence ao primeiro quadrante.

Resposta correta:

Versao 1: A

3r R4 Sr
Comorn<O@<—. ention+n<n+0<n+ —2n<nm+60<—,
2 2

5

==3cis@ =3 Xcismr X cis @ = 3cis(7r + 6 ) temos que um argumento z é & + 6

MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGCAO DA QUESTAO

Lista dos tdpicos considerados na
construcéo das solugdes hipotéti-
cas
(Carvalho e Silva, 2002)

Parédmetros de analise:
Topicos e Procedimentos

Categorizagéo

Tema lll: Trigonometria e Nime-
ros Complexos — 12.° ano

e  “Numeros complexos. O nu-
mero i. O conjunto ¢ dos nime-
ros complexos”

o “Representagado de complexos
na forma trigonométrica.”

e “Operagdes com complexos na
forma trigonométrica.”

o ‘“Interpretagcdo geométrica das
operagfes com numeros com-
plexos”

Topicos

Quantidade
Dois ou mais topicos foram utilizados

Nivel
Adequado — Foram utilizados topi-
cos de nivel analogo ao do programa

Procedimentos

Grau de inovacgao
Réplica — Envolve hipdteses de tra-
balho e estratégias descritas nos pro-
gramas

Integracdo dos procedimentos
Compartimentados — Os procedi-
mentos mostram a aplicacéo de va-

rios conceitos e informacdes de

forma isolada e sucessiva

Categoria C
(Multi-estrutu-
ral)

Conclusbdes
Tipo 2

A concluséo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolugéo

Figura 36 - Modelo de analise para categorizagdo da questédo 6, Gl, exame 2016
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QUESTAO

7. Na Figura 2, esta representado um tridngulo isosceles [ ABC|

Sabe-se que:
¢« AB=BC=12
¢ BAC=75

Qual é o valor do produto escalar BA.BC ?

() 2
(B) 2v2

€) v3

Figura 2

D) 2v3

PROPOSTA RESOLUGAO APM

Ti
Como o tridngulo [ABC] ¢ isosceles, entdo ACB = CAB = 75°, pelo que

ABC = 180° = 2 x 75° = 30°,

Logo, BA-BC = [BA] x [BC][ x cos(BABC) = V2 x 2 x cos(30°) = 2 x == 5.

Resposta correta:

Versio 1: C
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MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGCAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados na
construcéo das solugdes hipotéti-
cas
(Carvalho e Silva, 2002)

Parédmetros de analise:
Topicos e Procedimentos

Categorizacéo

eTema |I: Geometria no Plano e no
Espaco | — 10.° ano

e “Norma de um vetor”

Tema |: Geometria no Plano e no
Espaco Il — 11.° ano

e “Angulo de dois vetores”

e “Razbes trigonométricas dos
angulos de 30°, 45° e 60°”

Topicos

Quantidade
Dois ou mais tépicos foram utilizados

Nivel
Adequado — Foram utilizados topi-
cos de nivel anélogo ao do programa

Procedimentos

Grau de inovacgao
Réplica — Envolve hipéteses de tra-
balho e estratégias descritas nos pro-
gramas

Integracado dos procedimentos
Compartimentados — Os procedi-
mentos mostram a aplicacéo de va-

rios conceitos e informagdes de

forma isolada e sucessiva

Categoria C
(Multi-estrutu-
ral)

Conclusbes
Tipo 2

A concluséo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolucao

Figura 37 - Modelo de analise para categorizagdo da questédo 7, Cl, exame 2016

QUESTAO

8. Considere as sucessbes (u, ) e (v,) determos gerais

fem+ 3
2n

Iy, =

Sabe-se que lim (u,)=lim (v,)

Qual é o valorde k7

(a) 1 (B) 2

(k & um namero real)

= In

e v, (1 + :?—)ﬁ |

(C) e
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PROPOSTA RESOLUGAO APM

8.
Tem-se que:

o lim(u,)=

( |
= lim| In | [l + —
[ "

* lim(v, )

Resposta correta:

)

Logo, como li:mt i, J = li:mt v, ] VeI que

E
=]
Il

b | 7

In

—_—,

1
lim[ 1 + —
n

=l k=2.

b | e

| Versio 1: B

T} =ln(e')=1.

MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados na
construcdo das solucdes hipotéti-
cas
(Carvalho e Silva, 2002)

Parametros de analise:
Topicos e Procedimentos

Categorizacgao

Tema lll: Sucessodes reais — 11.°
ano

e “Limites de sucessdes e con-
vergéncia.”

e “Numero de Neper como limite

Topicos

Quantidade
Dois ou mais topicos foram utilizados

Nivel
Adequado — Foram utilizados topi-
cos de nivel analogo ao do programa

da sucesséo (1 + %)”

Procedimentos

Grau de inovacgao
Réplica — Envolve hipdteses de tra-
balho e estratégias descritas nos pro-
gramas

Integracédo dos procedimentos
Compartimentados — Os procedi-
mentos mostram a aplicacéo de va-

rios conceitos e informacdes de

forma isolada e sucessiva

Categoria C
(Multi-estrutu-
ral)

Conclusdes - Tipo 2

A conclusédo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolucao

Figura 38 - Modelo de analise para categorizagdo da questédo 8, Gl, exame 2016
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Grupo Il

QUESTAO

1. Em ©, conjunto dos nimeros complexos, considere

gcisl -
p=—>2=2r e zy=cis(2f
: ~1+v3i - { ]

Determine o valor de  pertencente ao intervalo |0, [, de modo que z; X z, sejaum nimero real.

CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2016)

OSSO 15 pontos
Este item pode ser resolvido por, pelo menos, dois processos.
1.? Processo
Escrever —1++'3i naforma trigONOMEBIHICa ..ot 1 ponto
Escrever um argumento de =, emfuncdode @ ... 3 pontos
Escrever um argumento de Z;, em fungdo de 1 ......ocoveeeeeeeeeeeiee e 3 pontos
Escrever um argumento de 5 ® oy, emfungiode B 3 pontos
Escrever uma condigiio em £/ para que a ¥ Iy seja um numero real (ver nota) 3 pontos
Obter o valor de ! pertencente ao intervalo ](],r:[ (%) .................................. 2 pontos
Nota - Se for apresentada apenas a condico # + 23—“ =10, a pontuacio a atribuir
nesta etapa & 1 ponto. Se for apresentada a eondigao 6 + 23—“ =2kr, ke Z,
a pontuagao a atribuir nesta etapa € 2 pontos.
Em ambas as situagoes, a pontuagao a atribuir na etapa seguinte & 0 pontos.
Escrever z; X =, naforma algébrica (—4 cos (% - !‘5"} + :'45&11(?3-—* - 5)) ______ 6 pontos
Escrever a condigdo sen(?‘f - fi') =0 1 ponto
Escrever a condigio % ~f=kr, k= Z (vernota) ... 2 pontos
Obter o valor de  pertencente ao intervalo ]{]Jf[ (%) .................................. 2 pontos
2.° Processo
Escrever 8cis ! naforma algébrica {S cos f +i &sen !5'} ................................. 1 ponto
Escrever z; na forma algébrica
(2‘-"’?5{'.‘116—2(11.156‘}'1-(—2\-’!3 cos? — 2sen ﬂ}) ........................................... 2 pontos
Escrever z; na forma algébrica
(2v'r35mﬁ—2cusﬁ+i(gy’3 {;95&4(2531-15!}) .............................................. 1 ponto
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Mota — Se for apresentada apenas a condigio % — =0 ou apenasz a condigao
TE — @ =2kr, k = Z, apontuacio a atribuir nesta etapa & 1 ponto.
Escrever z; X z, naforma algébrica (—4 cos (% - 9) +i4 Sen(% - 9)) ...... 6 pontos
Escrever a condicéo Sen(%— 9): O et ee e e, 1 pONTO
Escrever a condicéo % —~0@=kr, k € Z (vernota) 2 pontos
Obter o valor de f pertencente ao intervalo ]0,7{[ (%) e e e e nneenneeeeeees 2 PONEOS
Nota — Se for apresentada apenas a condi¢do 3£— =0 ou apenas a condigéo
%— 0 =2kr, k € Z, apontuagéo a atribuir nesta etapa & 1 ponto.
PROPOSTA RESOLUC}AO APM
1.
Escrevendo —1 + +/3i na forma trigonométrica temos —1 + J3i= pcis8 , onde:
2
. p:l-l + ~.-"§:‘|=1.f(-l)2 +{J§) =J4=2
« 8 é um argumento de -1+ J3i com Be2° quadrante e 128 = —:: vem
r 2z . P
8=r- E = _% {argumento positivo minimao).

"
Assim, -1 + /3i= 211’5[%].
Substituindo em I, . lemos:

Bris@ _ _ Beis® 2r

I = = I == =dris| 8 - —
1 21+ 3 1 2:1".'[ Eﬂz] ! ( 3)

pelo que, i = 4:1'.-{ -8 + 271) e

2 2
Para ser um nimero real 8 + ?:kﬂ:,k EEc:B:-T+kz.kEE
Im
Sek:ﬂ,temosﬁ:-?e]ﬂ,z[
T
Sek:l,temos&:—e](].:r[
3

Se k

2,temos&':%e](}.x[

T
Logo, 8 = —.
o 3
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Nota: Nas propostas de resolugdo do IAVE e APM séo utilizados os mesmos topicos do 12.° ano, com
procedimentos idénticos no que respeita aos parametros de andlise, pelo que a categorizacdo é a
mesma para as propostas apresentadas nos processos IAVE e APM (note-se que o tépico “Operagdes
com complexos na forma trigonométrica nao € utilizado na proposta de resolucao do 2.° processo IAVE,

contudo a categorizacao nao se altera):

MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados na
construcéo das solugdes hipotéti-
cas
(Carvalho e Silva, 2002)

Parédmetros de analise:
Topicos e Procedimentos

Categorizacao

Tema lll: Trigonometria e Nume-
ros Complexos — 12.° ano

e  “Numeros complexos. O nu-
mero i. O conjunto ¢ dos nime-
ros complexos”

e “Aforma algébrica dos comple-
x0s. Operagdes com complexos
na forma algébrica”

Topicos

Quantidade
Dois ou mais topicos foram utilizados

Nivel
Adequado — Foram utilizados topi-
cos de nivel anélogo ao do programa

Grau de inovacgao
Réplica — Envolve hipéteses de tra-
balho e estratégias descritas nos pro-
gramas

o “Representagado de complexos Categoria C
na forma trigonométrica. Integracio dos procedimentos (Multl;zls;trutu-

e  “Escrita de complexos nas
duas formas, passando de uma
para a outra“

e  “Operagdes com complexos na
forma trigonométrica”

Tema |I: Geometria no Plano e no
Espaco Il — 11.° ano

e  “Equacoes trigonométricas”

Procedimentos

Compartimentados — Os procedi-
mentos mostram a aplicacéo de va-
rios conceitos e informacdes de
forma isolada e sucessiva

Conclusdes
Tipo 2

A conclusao decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolugao

Figura 39 - Modelo de analise para categorizagdo da questdo 1, G2, exame 2016
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QUESTAO

2. Considere nove bolas, quatro numeradas com o nimero 1, quatro com o ndmero 2 e uma com o ndmero 4.

2.1. Colocam-se as nove bolas, que sdo indistinguiveis ao tato, num saco vazio. Em seguida, retiram-se,
simultaneamente e ao acaso, duas bolas desse saco.

Seja X awvariavel aleatdria: «produto dos nimeros das duas bolas retiradass.
Construa a tabela de distribuigio de probabilidades da variavel X

Apresente as probabilidades na forma de fragdo irredutivel.

CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2016)

0 OSSO USSP DRSPS 15 pontos
Apresentar 0s valores da variavel ... s 2 pontos
Determinar o valorde P(X=1) (]K} ............................................................. 3 pontos
Determinar o valorde P(X=2) (%} ............................................................ 3 pontos
Determinar o valorde P( X =4) (%) ........................................................... 3 pontos
Determinar o valor de P{ X= 8) (]3) _____________________________________________________________ 3 pontos
Apresentar a tabela pedida ... e 1 ponto

Nota — Mo calculo de cada uma das probabilidades, se 0 nimero de casos possiveis
estiver correto [°C3 ou “A';_) e o numero de casos favoraveis estiver incorreto,
a pontuagdo a atribuir & etapa respetiva & 1 ponto, desde gue a fragio designe
um ndmere pertencente ao intervalo [0,1]

Se uma ou mais de uma das probabilidades ndo forem apresentadas na forma
de fragdo irredutivel, & subtraido 1 ponto & soma das pontuagtes atribuidas.

PROPOSTA RESOLUGCAO APM
2.
2.1

Seja X : “produto dos nimeros das duas bolas retiradas™
Os produtos podem ser:
I=x1=1 1x2=2 1xd4=4 2x2=4 2x4=8

Logo, os produtos possiveis sio 1, 2, 4 ou 8 (ndo pode ser 16, pois sé existe uma bola com o

nimero 4).
4
C
2 |
PlX=1)=5—=—
( ) ':'Cz 6
4 4
C, »7C 4
1 1
P(,‘(=2]= Cps =§
2
e xlc + 4%
1 1 2
P(X=4]= 5 = =
CQ 18
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e = Ic
P(X=8)=— - =

1
9(_—- Q
2
Assim, a tabela de distribuigao da varidvel aleatdria X é:
X 1 2 4 8
p[’ X=x) l 4 5 1
' Y 6 9 18 9

MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados na
construcdo das solugdes hipotéti-
cas
(Carvalho e Silva, 2002)

Parametros de analise:
Topicos e Procedimentos

Categorizacgao

Tema |: Probabilidades e Combi-
natoria

o  “Variavel aleatéria; funcao
massa de probabilidade”

e “Distribuicao de probabilidades
de uma variavel aleatéria dis-
creta”

e “Distribuicdo de frequéncias
versus distribui¢céo de probabili-
dades”

e “Arranjos completos, arranjos
simples, permutac¢des e combi-
nacgodes”

o “Definicdo classica de probabili-
dade ou de Laplace”

e “Aplicagdo da analise combina-
téria ao calculo de probabilida-
des”

Topicos

Quantidade
Dois ou mais topicos foram utilizados

Nivel
Adequado — Foram utilizados topi-
cos de nivel analogo ao do programa

Procedimentos

Grau de inovacgao
Réplica — Envolve hip6teses de tra-
balho e estratégias descritas nos
programas

Integracdo dos procedimentos
Compartimentados — Os procedi-
mentos mostram a aplicacéo de va-

rios conceitos e informacgdes de

forma isolada e sucessiva

Categoria C
(Multi-estrutu-
ral)

Conclusdes
Tipo 2

A concluséo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolugdo

Figura 40 - Modelo de andlise para categorizagdo da questédo 2.1, G2, exame 2016
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QUESTAO

2.2. Considere agora que se colocam as nove bolas lado a lado, de modo a formar um nimero com nove

algarismos.

Quantos ndmeros impares diferentes se podem obter?

CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2016)

Apresentar a expressao
(*Cy x5 ou 8x7C; ou *Cy x4 ou 803 x3Cy ou 8 x7(y

ou ®Cyx*C; ou outra expressdo equivalente que utilize a simbologia da

combinatfpria} wermota 1) . 14 pontos
Obter o valor pedido (280) (vernota2) ..., 1 ponto
Motas:

1. Por cada fator conceptualmente incorreto ou ndo apresentado sdo descontados
T pontos. Também 530 descontados 7 pontos caso seja considerada uma operagao
diferente da multiplica¢do. Se, por aplicacdo deste critério, o valor obtido for negativo,
a pontuagado a atribuir nesta etapa & 0 pontos.

2. Se a expressao apresentada tiver sido pontuada com 0 pontos, a pontuagao a atribuir
nesta etapa ¢ 0 pontos.

CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2016)

Apresentar a expressao
(*Cyx 5 ou 8x7Cy ou *Cy x4 ou 5Cy % Cy ou 8 %'y

ou ¥Cyx*C; ou outra expressdo equivalente que utilize a simbologia da

combinatﬁria) (wernota 1) .o 14 pontos
Obter o valor pedido (280) (ver nota2) ..., 1 ponto
Notas:

1. Por cada fator conceptualmente incorreto ou ndo apresentado s&o descontados
7 pontos. Também sao descontados 7 pontos caso seja considerada uma operacao
diferente da multiplicag8o. Se, por aplicagio deste critério, o valor obtido for negativo,
a pontuacgdo a atribuir nesta etapa & 0 pontos.

2. Se a expressfo apresentada tiver sido pontuada com 0 pontos, a pontuacio a atribuir
nesta etapa & 0 pontos.

PROPOSTA RESOLUCAO APM

22,

]
1? processo: L 280
4! x 3!
]
29 processo: M = 280
4! % 4!

3% processo: 8C4 x 4C3 x 1c, = 280
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MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados na

construcdo das solugdes hipotéti- Pardmetros de analise: Categorizagéo
cas Topicos e Procedimentos
(Carvalho e Silva, 2002)

Tema I: Probabilidades e Combi- Quantidade

natoria " Dois ou mais topicos foram utilizados
e “Experiéncia aleatéria. Conjunto 3 -

a Nivel
de resultados. Acontecimentos” | © Adequado — Foram utilizados t6pi-

cos de nivel anélogo ao do programa
e “Arranjos completos, arranjos

simples, permutac¢des e combi- o Grau de |no_vz';u;ao Cat(_agorla ©
. Réplica — Envolve hipéteses de tra- | (Multi-estrutu-
nacoes balho e estratégias descritas nos ral)
programas

Integracéo dos procedimentos
Compartimentados — Os procedi-
mentos mostram a aplicagdo de va-

rios conceitos e informacgdes de

forma isolada e sucessiva

Procedimentos

Conclusdes
Tipo 2
A concluséo decorre exclusivamente dos procedimentos mateméaticos envolvidos na resolucao

Figura 41 - Modelo de anadlise para categorizacdo da questéo 2.2, G2, exame 2016

QUESTAO

3. NaFigura3, estérepresentada, numreferencial o.n. Oxyz, uma pirdmide quadrangular regular [ABC'D V]

Sabe-se que:

® abase [ABCD] da piramide é paralela ao V
plano xOyv

¢ oponto 4 tem coordenadas (—1,1,1)

e oponto C tem coordenadas (—3,3,1)

C
¢ o plano BCV ¢é definido pela equagédo
3y+z-10=0 A B
3.1. Escreva uma condicdo que defina a 0 ;;'

superficie esférica de centro no ponto 4
e que é tangente ao plano xOy

- Figura 3

CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2016)
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2 OO SUPSRUUPUPUPPRPRPPRIPRR - B ¢ s (o 1
Concluir que o raio da superficie esféricaé 1 ..o, 2 pONTOS

Escrever a condicéo pedida

((x +1 )2 + (y -1 )2 + (z— 1 )2 =1 ou equivalente) (vernotas 1,2e3) ........ 3 pontos

Notas:
2 2 2
1. Se for apresentada apenas a condigéo (‘c +1 ) + (y -1 ) + (z -1 ) =1 (ou
equivalente), a classificacéo a atribuir a resposta & 5 pontos.

2. Aescrita do simbolo =, emvezde =
etapa.

implica uma desvalorizac&o de 1 ponto nesta

1

3. Aescritade umdos simbolos <, 2> ou =, emvezde =, implica uma desvalorizacéo
de 2 pontos nesta etapa.

PROPOSTA RESOLUGAO APM

3
L
(Como a superficie esférica tem centro no ponto A( =11, I} ¢ ¢ tangente ao plano xOy, o seu

raioé r = dist (A, x0y) = L.

=
Assim, uma condi¢do que define a superficie esférica é:

(et )24 (y=1) # (z-1) =1
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MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados na

construcdo das solugdes hipotéti- Pardmetros de analise: N
o . Categorizacao
cas Topicos e Procedimentos
(Carvalho e Silva, 2001)
Tema |: Geometria no Plano e no Quantidade
Espaco | Dois ou mais topicos foram utilizados
[%2]
e “Lugares geométricos: circunfe- | 3 Nivel
réncia, circulo e mediatriz; su- 2 - -
éncia, circulo e mediatriz; su 2 | Adequado — Foram utilizados tdpi-

perficie esférica, esfera e plano P .
cos de nivel anélogo ao do programa

mediador”
e “Conjunto de pontos e condi- Grau de inovagéo Categoria C
¢coes” Réplica — Envolve hipéteses de tra- (Multi-estrutu-
balho e estratégias descritas nos ral)
programas

Integracdo dos procedimentos
Compartimentados — Os procedi-
mentos mostram a aplicacéo de va-

rios conceitos e informacgdes de

forma isolada e sucessiva
Conclusdes
Tipo 2
A concluséo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolugdo

Procedimentos

Figura 42 - Modelo de andlise para categorizagdo da questédo 3.1, G2, exame 2016

QUESTAO

3.2. Determine as coordenadas do ponto

CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2016)

OO OUPPOSUS O TP PSP SPUPPRSTORORROUPPPPPPRRPORPPRRY | o [o] 11 (o 1
Determinar a abcissa e a ordenada do ponto 7 (ver nota) ........ccccoeeeeuveennene. 4 pontos
Escrever a equacdo 6+ z—10=0 (ouequivalente) .........ccoovviveieniiiniennnnn. 4 pontos
Obterovalorde = .. eeee e 1 PONTO
Apresentar as coordenadas do ponto 17 ((—2, 2, 4)) ....................................... 1 ponto

Nota — Na apresentacéo da abcissa e da ordenada do ponto V' néo se exige qualquer
justificacao ou calculo.
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PROPOSTA RESOLUCAO APM
3.2.
Como a pirimide [ABCDV] ¢ quadrangular regular ¢ a sua base [ABCD] ¢ paralela ao plano
xOy, a abcissa e a ordenada do ponto V sdo iguais & abcissa e ordenada do ponto médio, M ,do

segmento de reta [AC] -

-1=3 1+31+1

2 y: " g

Entdo, M( ) istoé, M(-2,2,1).

Assim, as coordenadas de V sdodaforma V(-2,2.z).comz e R.

Como V pertence ao plano BCV as suas coordenadas tém de verificar a equagido

3y+:z=-10=0.

Deste modovem: 3 X2+ :-10=0 ¢

]
'S

Portanto as coordenadas do ponto Vsdo (-2, 2,4).

MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos topicos considerados na

construcdo das solugdes hipotéti- Parametros de analise: o
o . Categorizacgao
cas Topicos e Procedimentos
(Carvalho e Silva, 2002)
Tema l: Geometria no Plano e no Quantidade
Espaco | - 10.° ano Dois ou mais topicos foram utilizados
[%2]
¢ “Referenciais cartesianos ortogo- _g Nivel
nais e monomeétricos no planoeno | £ - -
2 | Adequado — Foram utilizados topi-

espago” . .
pag cos de nivel analogo ao do programa

¢ “Conjunto de pontos e condigbes”

Grau de inovacgao Categoria C
Tema | Geometria no Plano e no Reéplica — Envo!vg hlpotesgs de tra- (Multi-estrutu-
o balho e estratégias descritas nos ral)
Espaco Il —11.° ano
programas

¢ “Equacéo cartesiana do plano”

Integracdo dos procedimentos
Compartimentados — Os procedi-
mentos mostram a aplicacéo de va-

rios conceitos e informacgdes de

forma isolada e sucessiva

Procedimentos

Conclusdes
Tipo 2
A concluséo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolucao

Figura 43 - Modelo de andlise para categorizagdo da questédo 3.2, G2, exame 2016
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QUESTAO

3.3. Seja @ o plano perpendicular a reta AC e que passanoponto P(1,-2,-1)

Aintersecgdo dos planos @& e BCI & uma reta.

Escreva uma equagio vetorial dessa reta.

CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2016)

3.3.

Determinar as coordenadas do vetor AC ........coiooooooooeoeeeereeeen.
Escrever a equagio —2x + 2y + d =0 (ou equivalente) ...
Determinarovalorde d ...
Escrever uma equacao do plan0 @ ..o..oooeeiiiiiieccieee e

Escrever uma equacgdo vetorial da reta pedida ..........cocoociiiiiin.

y=x-3
Escrever _—z+ L
3
z—10

Escrever x—-3=y=

Obter uma equacgio vetorial

((x, _v,z}:(i 0, ]'[]}+ k(L 15—3}, ke R ououtra equagio’

vetorial equivalente) ____________________________________________________________________

ou

x=y+3
Escrever 4 3000 eessssssssssssssssssssssssssssassssssssssssessssssessessess
z==3y+10

Escrever as coordenadas de um ponto genérico da reta

((}J +3, y, 3y + ]CI}) .............................................................

Obter uma equacao vetorial

([:x, _v,z}:(l 0, ](]}+ k{]. 1. —3}, k=R ououtra equagao’

vetorial equivalente) ....................................................................

ou
Obter as coordenadas de dois pontos dareta ...
Obter as coordenadas de um vetor diretordareta ...

Obter uma equacio vetorial

((_r, _v,z}:(__’l. 0, ](]}+ k{]. 1. —3), k= E ououtra equagao’

vetorial equivalente) ____________________________________________________________________

ou
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Escrever as coordenadas de um vetor y perpendicular ao

Plano BOT e 1 ponto
Determinar as coordenadas de um vetor perpendicular aos

VEMOTES 1 8 AC oo eeee oo e e seseseeenenee 2 pontos
Determinar as coordenadas de um pontodareta ... 1 ponto

Obter uma equagdo vetorial

((.‘(, _v,z}:{lﬂ. ]0}+ k{]. 1. —3'}, k=R ououtra equagio’

vetorial equivalente ] .................................................................... 2 pontos

PROPOSTA RESOLUGAO APM

33.

Determinemos uma equagio cartesiana do plano o .

Como o plano & ¢ perpendicular & reta AC o vetor AC ¢ um vetor normal ao plano e .

AC=C-A=(-331)-(-1,1,1)=(-22,0)

O plano & ¢ definido por uma equagdo da forma =2x + 2y + d =0

Como o ponto P( 1,-2,-1 ) pertence ao plano « . temos que:
2%x1+2x(-2)+d=0d=2+4d=6

Assim, uma equagdo cartesiana do plano @ que passa no ponto P e ¢ perpendicular a reta AC é:

=2x 4+ 2y + 6 = 0 equivalentea —x + y + 3 =0.

Seja r areta de intersec¢ao dos planos a ¢ BCV .

A reta r € definida pelas equagdes cartesianas:

-x+y+3=0 -
Jy+z-10=0" |y="212 i

A reta r € a reta que passa no ponto de coordenadas (3, 0.10) e tem a dire¢do do vetor
r=(1,1,-3).

Portanto uma equacao vetorial da reta pedida é:
(x.,y.2)=(3.0,10)+ k(1.1,-3), ke R

Nota: Nas propostas de resolucdo do IAVE e APM sao utilizados topicos dos 10.° e 11.° anos, dos

Temas | (Geometria no Plano e no Espaco | e Geometria no Plano e no Espaco Il, respetivamente).

Note-se que apesar da proposta de resolucao do IAVE apresentar alternativas ao calculo proposto para

chegar ao vetor diretor e um ponto da reta, tal ndo altera a categorizacdo da questdo, uma vez que se

verificam procedimentos idénticos no que respeita aos parametros de analise:
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MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados na
construcéo das solugdes hipotéti-
cas
(Carvalho e Silva, 2002)

Parametros de analise:
Topicos e Procedimentos

Categorizacéo

Tema I: Geometria no Plano e no
Espaco | - 10.° ano

¢ “Vetor como diferenca de dois
pontos”

¢ “Equagcéo vetorial da reta, no
plano e no espago”

Tema |: Geometria no Plano e no
Espaco Il — 11.° ano

¢ “Equacéo cartesiana do plano”

¢ “Paralelismo e perpendicularidade
de retas e planos”

¢ “Intersecédo de planos”

e “Equac0des cartesianas de retas
no espago”

¢ “Produto escalar de dois vetores
no plano e no espago” - (Tépico al-
ternativo)

Topicos

Quantidade
Dois ou mais topicos foram utilizados

Nivel
Adequado — Foram utilizados topi-
cos de nivel anélogo ao do programa

Procedimentos

Grau de inovagéo
Réplica — Envolve hipéteses de tra-
balho e estratégias descritas nos
programas

Integracdo dos procedimentos
Compartimentados — Os procedi-
mentos mostram a aplicacéo de va-

rios conceitos e informacgdes de

forma isolada e sucessiva

Categoria C
(Multi-estrutu-
ral)

Conclusdes
Tipo 2

A concluséo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolugdo

Figura 44 - Modelo de andlise para categorizagdo da questédo 3.3, G2, exame 2016

QUESTAO

4. Num dia de vento, sdo observadas oscilagdes no tabuleiro de uma ponte suspensa, construida sobre um

vale.

Mediu-se a oscilago do tabuleiro da ponte durante um minuto.

Admita que, durante esse minuto, a distincia de um ponto P do tabuleiro a um ponto fixo do vale é dada, em

metros, por

h(t)=20+ LCUSEZEIH tsen(27i)

2T

140

(_r é medido em minutos e pertence a [0,1])




4.1. Sejam M e m, respetivamente, 0 maximo e o minimo absolutos da fungdo & no intervalo [{},l]
Aamplitude 4 da oscilagdo do tabuleiro da ponte, neste intervalo, é dadapor 4= M - m

Determine o valor de A4, recorrendo a métodos analiticos e utilizando a calculadora apenas para
efetuar eventuais calculos numéricos.

Apresente o resultado em metros.

CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2016)

B ettt et et ettt m oA b e aea e etk e et eneh e a e een et et e s s s e amene e 15 pontos
Determinar A'(£) (VEF MOLA) ..ot e 3 pontos
Determinaros zerosde A" em [0, 1] o 5 pontos

Escrever A £)=0 1 ponto
Obteroszerosde h' em [0, 1] oo 4 pontos
Apresentar um quadro de sinal de & e de monotonia de &
(OU BQUIVAIBIIE) ..o e 2 pontos
Determinar A{0) . h(j‘—) . h(%) e h(l) o (T+1+1+1) 4 pontos
Obterovalorde A (1) e 1 ponto

Nota — Se for evidente a intencao de determinar a derivada da fungao, a pontuagao
minima a atribuir nesta etapa & 1 ponto.

PROPOSTA RESOLUGAO APM

4.
4.1.

Para determinar o médximo e o minimo absolutos da fungio fi no intervalo [D . 1] é necessdrio

calcular os extremos relativos de i naquele intervalo.

Comecemos por determinar a expressio analitica da primeira derivada de fr
4

W(1)=(20) + [é cns{sz]] v (1 x sen(2m1)) =

# #

0+ i (C.‘DS(Z?H)] +1 x sen{Z:rf] + X (.s‘en(znr}} =

é [-Efr.fe'n{zm}) + .'.'en( Zm:l + 1o {Errfw(lﬂf}) =

—.'.'en( 2:!:!) + .i'e‘ﬂl: Zm] + 2mt = c'osl: Zm‘} =

2mt x c:ns{ 2nt )
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Calculemos os zeros da derivada da fungdo i ,para 0 =1 = 1:
W (t)=0 & 2mt x cos(2nt) =0 & (r=0vcos(2m)=0)

C?[!‘ZGVZJHZ

ra |

+ k. k EE]C?

2k+1

a[r:ﬂvr: ,kEE]
1 3
Si=0vi=—vi=—
4 4

Estudando a variagio do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da fungio, vem:

1 3

I 0 Z I 1
n'(r) 1] + 0 - 0 + 2n
w(e) | nlo) | T h( H ~ h( %] ()

3
Por observagio da tabela, verificamos que h(0) e J':[ 2 ] sio minimos relativos e que h[ %] e
k(1) sdo méximos relativos de h .

3
Como h(0) =20+ ji = 20.16 : h[%] = 20,25; h[i] = 19,25 e
hl: 1 :l =20 % % = 20,16, podemos afirmar que os extremos absolutos de h sio:
n

;
M = h[ }] =2025 e m= h[ 'I) = 19,25, respetivamente mdximo e minimo absolutos de

h.
Assim, A= M —m=2025-19.25 =1

De onde se conclui que, a amplitude A da oscilagio do tabuleiro da ponte, no intervalo [0 .1 ] iy

de 1 metro.
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MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados na

construcéo das solugdes hipotéti- Pardmetros de analise: o
s . Categorizagéao
cas Topicos e Procedimentos
(Carvalho e Silva, 2002)
Tema lll: Trigonometria e nUmeros Quantidade
complexos — 12.° ano Dois ou mais tépicos foram utilizados
[%2]

e “Derivadas das fungbes seno, co- .g Nivel

seno e tangente § Adequado — Foram utilizados topi-
e “Utilizagao de fungdes trigonomé- cos de nivel analogo ao do programa

tricas na modelagdo de situacdes

reais” Grau de inovagéo

Réplica — Envolve hipéteses de tra-
balho e estratégias descritas nos pro-
Tema lI: Introdugéo ao Calculo Di- gramas
ferencial Il — 12.° ano

Integracdo dos procedimentos

¢ “Funcoes derivaveis. Regras de de- c i tad o i Categoria C
rivacdo; Derivadas das funcgdes ompartimentados B s~proce ' (Multi-estrutu-
» mentos mostram a aplicagéo de va-
elementares ral)

rios conceitos e informacdes de
¢ “Estudo de funcbes em casos sim- forma isolada e sucessiva

ples”

¢ “Problemas de otimizacao”

Procedimentos

Tema |I: Geometria no Plano e no
Espaco Il — 11.° ano

¢ “Fungdes seno, co-seno e tan-
gente”

¢ “Equagdes trigonométricas”

Conclusdes
Tipo 1
Os elementos que contribuiram para a obtencao da conclusdo foram harmonizados

Figura 45 - Modelo de andlise para categorizagdo da questédo 4.1, G2, exame 2016

QUESTAO

4.2. Em [0,1]. o conjunto solugdo da inequagao A(r)< 19,5 & um intervalo da forma |a, b|

Determine o valorde b — a arredondado as centésimas, recorrendo & calculadora gréafica, e interprete
o resultado obtido no contexto da situagdo descrita.

MNa sua resposta:

— reproduza o grafico da fungdo h wisualizado na calculadora (sugere-se que, na janela de
visualizagdo, considere y & [19_21]);

— apresente o valorde a e ovalorde b arredondados as milésimas;
— apresente o valorde b — a arredondado s centésimas;

— interprete o valor obtido no contexto da situacdo descrita.
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CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2016)

Reproduzir o grafico da fungdo b nointervalo [0, 1] (ver nota) ............. 3 pontos
Apresentar 0 valor de @ ..o 3 pontos
Apresentar 0 valor 08 B ..o e 3 pontos
Obterovalorde B —a (0.27) e 1 ponto

Interpretar o valor obtido no contexto da situacdo descrita (Mo decorrer
da medigao, a distancia do ponto P ao ponto fixo do vale foi inferior a
19.5 metros durante 0,27 minutos) ... 5 pontos

Nota — Se for apresentado um grafico que ndo respeite a condicdo r=[0.1], a
pontuagac a atribuir nesta etapa & desvalorizada em 2 pontos.

PROPOSTA RESOLUGAO APM

42,

Na figura estdo representados, de acordo com o enunciado, o grifico da fungdo h e a reta de

equacao y = 19,5, obtidos na janela de visnalizagio [El . ]] ® []9 . 21] . bem como os pontos A

e B ,de intersegio dos dois grificos.

i)
h |
[
19,5 U
i I
| ]
<> i L
0, 606} 0,877 |
0 a b 1 t

O conjunto solugio da condigio h{r) < 19.5 ¢ um intervalo da forma ] a.b [ em que o e b

sdo as abeissas dos pontos A e B | respetivamente.

Recorrendo & calculadora grifica, obiém-se para a e b os valores aproximados &s milésimas:

a = 0606 ¢b=0287T.

Assim, o valor arredondado as centésimas de b — a € 0,27

No contexto da situagio descrita, podemos concluir que no primeiro minuto, a distincia de um

ponto P do tabuleiro a um ponto fixo do vale, foi inferior a 19,5 metros durante cerca de 0,27

minutos.
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MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados na

construcéo das solugdes hipotéti- Parédmetros de analise: A
s . Categorizagéao
cas Topicos e Procedimentos
(Carvalho e Silva, 2002)
Tema lll: Trigonometria e nUmeros Quantidade
complexos — 12.° ano Dois ou mais tépicos foram utilizados
[%2]
« “Utilizagéo de fungdes trigonomeé- | 3 Nivel
tricas na modelagéo de situagbes | & . -
it Adequado — Foram utilizados topi-

reais” ] .
cos de nivel anélogo ao do programa

e “Funcbes seno, co-seno e tan-
gente” Grau de inovagéo

L . Categoria C
Reéplica — Envolve hipoteses de tra- (Multi-estrutu-
balho e estratégias descritas nos pro- ral)

Tema Il: Fungdes e graficos — 10.°
ano

gramas

Integracdo dos procedimentos
Compartimentados — Os procedi-
mentos mostram a aplicacéo de va-

rios conceitos e informacdes de

forma isolada e sucessiva

¢ “Resolucao de inequagdes por mé-
todos analiticos e graficos”

Procedimentos

Conclusdes
Tipo 1
Os elementos que contribuiram para a obtencéo da conclusdo foram harmonizados

Figura 46 - Modelo de andlise para categorizagdo da questédo 4.2, G2, exame 2016

QUESTAO

-

5. Seja [ uma fungio, de dominio |, cuja derivada, f', de dominic [, é dada por

flix)=e"(x? +x+1)

Resolva os itens 5.1. e 5.2. recorrendo a métodos analiticos, sem utilizar a calculadora.

5.1. Sejam p e g dois nimeros reais tais que

)= lim L) =) o P
F ol x+1 1= P

Determine o valor de g e interprete geometricamente esse valor.
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CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2016)

e OSSO TS U OO ST OO OO SO O USRS UTT OO 15 pontos
Identificar p cOM (=1} oo 4 pontos
Determinar 0 Valor de 1 ..ot 5 pontos
Obterovalorde g (=€) .o 1 ponto

Interpretar geometricamente o valor de ¢ (o valor de g é o declive de qualquer
reta perpendicular a reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa -1 )
(VEBFNOLAS 1 B 2) ot et e 5 pontos

Motas:

1. Se a interpretac@o geométrica do valor de g for incorreta, mas for evidente que foi
corretamente interpretado, do ponto de vista geométrico, o valor de p, a pontuagio
a atribuir nesta etapa & desvalorizada em 3 pontos.

2, Se for referido que § € o declive da reta perpendicular a reta tangente ao grafico
da fungdo f no ponto de abcissa — 1, ou de qualquer outro caso particular de reta
perpendicular a referida tangente, esta etapa é considerada como cumprida.

PROPOSTA RESOLUGAO APM
5.
5.1.

Sabemos que p corresponde ao valor da derivada da fungdo f no ponto de abeissa —1. Assim,

p=tim L TIED gy ) ((-1)" + (1) +1) = ¢ .

x=-=l x+1 e
Logo, g = L: —% ==,
e

Como g € igual ao simétrico do inverso de p (declive da reta tangente ao grifico de f no ponto
de abcissa x = =1), entio podemos afirmar que ¢ ¢ igual ao declive de uma reta perpendicular &

refa tangente ao grifico de f no ponto de abeissa ¥ = =1.
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MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZA(;AO DA QUESTAO
Lista dos tépicos considerados na
construcdo das solugdes hipotéti- Pardmetros de analise: N
o . Categorizacao
cas Topicos e Procedimentos
(Carvalho e Silva, 2002)
Tema IlI: Introducéo ao Calculo Di- Quantidade
ferencial Il — 12.° ano Dois ou mais topicos foram utilizados
[%2]
¢ “Funcao exponencial de base su- 8 -
periora 1” a Nivel . .
2 | Adequado — Foram utilizados tépi-
¢ “Regras operatdrias de exponen- cos de nivel anélogo ao do programa
ciais e logaritmos”
Grau de inovacéo Categoria C
Réplica — Envolve hipéteses de tra- (Multi-estrutu-
Tema Il: Introducéo ao Calculo Di- @ balho e estratégias descritas nos ral)
ferencial | — 11.° ano = programas
()
¢ “Derivada de uma fungdo num £ - .
ponto” 2 Integracdo dos procedimentos
8 Compartimentados — Os procedi-
¢ “Retas perpendiculares em refe- & | mentos mostram a aplicagdo de va-
rencial ortonormado” rios conceitos e informacgdes de
forma isolada e sucessiva
Conclusdes
Tipo 2
A conclusédo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolugdo

Figura 47 - Modelo de analise para categorizacdo da questdo 5.1, G2, exame 2016

QUESTAO

5.2. Estude a fungio [ quanto ao sentido das concavidades do seu grafico e quanto a existéncia de
pontos de inflexio.
Ma sua resposta, apresente:
— o(s) intervalo(s) em que o grafico de [ tem concavidade voltada para baixo;
— o(s) intervalo(s) em que o grafico de { tem concavidade voltada para cima;

— a(s) abcissa(s) do(s) ponto(s) de inflexfo do grafico de [
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CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2016)

B e e aeh e eh o b b £ b eh A R eE AR A bR e seh £ bt b b 15 pontos
Determinar f(x) (VEF NOTA 1) ..o 4 pontos
Aplicar a regra de derivagdo do produto ... 1 ponto
OBtEr  f{X) e 3 pontos
Determinar 05 Zeros e [ ...t ittt 5 pontos
Escrever f(xX) =0 i 1 ponto
Obter 08 ZBroS de [ ..ottt 4 pontos

Estudar a fungdo f quanto ao sentido das concavidades do seu
grafico e quanto a existéncia de pontos de inflex8o ... 6 pontos

Apresentar um quadro de sinal de f” e de sentido da
concavidade do grafico de f (ou equivalente) ................. 2 pontos

Referir que o grafico de f tem concavidade voltada para cima

em |-eo,—2| eem |-1,+m0| (vermota2) ... 1 ponto

Referir que o grafico de f tem concavidade voltada para baixo

em |=2,= 1] (Vermota3d) ... 1 ponto

Indicar as abissas dos pontos de inflexdo do grafico da fungio

f (—2&—1} .......................................................................... 2 portos
Notas:

1. Se for evidente a intengao de determinar a segunda derivada da fungao, a pontuagao
minima a atribuir nesta etapa € 1 ponto.

2. Se for referido que o gréfico de f tem concavidade voltada para cima em |—oo, — 2|
e em [-1,+oc[, em vez de em |-oo,-2[ e em |-1,+cc[, esta etapa é
considerada como cumprida.

3. Se for referido que o grafico de f tem concavidade voltada para baixo em [-2, — 1],
em vez de em |-2, — 1], esta etapa & considerada como cumprida.
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PROPOSTA RESOLUGAO APM

52.
Para estudar o sentido das concavidades e a existéncia de pontos de inflexdo do grifico de [,
determinemos a expressio analitica da segunda derivada de f.

f(x) = {e‘r X (.rj + X+ 1))’ :{e"'}’x (_rj +x+ I) =
=e"x(xXP +x+l)+ e x(20+1)=
= e"x (x7 +3x + 2]

Calculemos os zeros da sepunda derivada de f :

f”(.r)=0<:>t"r><(.t'3+3.r+2]=l:|<:> e =0 v xl4+3x+2=0
e’
equapio impossivel

N
Sr+Ihx+2=0=2x==2vrx=-1

Assim, estudando a variagio de sinal da segunda derivada e relacionando com o sentido das

concavidades do grifico de [, temos:

r === =2 -1 +oa
o + + + + +
x? 4+ 3x + 2 + 0 - 0 +
f(x) + 0 _ 0 N
flx) v P.1 A P.1 U

Podemos entdo concluir que o grifico da fungio f tem:
¢ a concavidade voltada para baixo no intervalo ]—2 . =1 [:
» 3 concavidade voltada para cima em ]_ - 2[ eem ]_] .+ m[ .

¢ dois pontos de inflexdo de abcissas =2 e =1.
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MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados na
construcéo das solugdes hipotéti-
cas
(Carvalho e Silva, 2002)

Parédmetros de analise:
Topicos e Procedimentos

Categorizacéo

Tema llI: Introducéo ao Célculo Di-
ferencial Il

¢ “Funcdes derivaveis. Regras de de-
rivagdo. Derivadas das fungdes
elementares”

¢ “Segundas derivadas de uma fun-
¢ao e concavidade”

*“Funcgao exponencial de base su-
perior a 1; crescimento exponen-
cial; estudo das propriedades ana-
liticas e graficas da familia de fun-
¢Oes definida por f(x)=a* com a>1"

“Estudo de fungdes em casos sim-
ples”

¢ “Problemas de otimizacao”

Topicos

Quantidade
Dois ou mais tépicos foram utilizados

Nivel
Adequado — Foram utilizados topi-
cos de nivel anélogo ao do programa

Procedimentos

Grau de inovagéo
Réplica — Envolve hipéteses de tra-
balho e estratégias descritas nos pro-
gramas

Integracdo dos procedimentos
Compartimentados — Os procedi-
mentos mostram a aplicacéo de va-

rios conceitos e informacdes de

forma isolada e sucessiva

Categoria C
(Multi-estrutu-
ral)

Conclusbes
Tipo 2

A concluséo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolucao

Figura 48 - Modelo de andlise para categorizagdo da questédo 5.2, G2, exame 2016

QUESTAO

6. Considere afungdo [, de dominio |-oc, —1[U]l, +oc[, definida por f(x)= Inf x—1 ]

x+1

Resolva os itens 6.1. e 6.2. recorrendo a métodos analiticos, sem utilizar a calculadora.

6.1. Estude a funcio [ quanto & existéncia de assintotas verticais do seu grafico.
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CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2016)
6.1.

Justificar que apenas a reta de equagdo x=-1 e a reta de equacdo x=1
podem ser assintotas verticais do gréafico da fungio f

_______________________________________ 1 ponto
Determinar LM F{x) oo 6 pontos
x—=1"
Concluir que  lim r—;i el =TT DO 3 pontos
xr—=1" -
Obter lim  fix) (+00) 3 pontos
x—=—I"
Concluir que a reta de equagdo x=-1 @ assiniota vertical do
grafico da fungao [ .. 1 ponto
Determinar TN I ot ea e 6 pontos
x—=1*
Concluirque, quando x tende para |, porvalores supericresa 1,
X ; i tende para (), por valores positivos..........c.cccocvueuveceeceaens 3 pontos
Obter Iim F{x) (=00) e 3 pontos
x—=1
Concluir que a reta de equagdo x =1 & assintota vertical do
grafico da funGaO [ .. 1 ponto

PROPOSTA RESOLUGCAO APM

6.
6.1.

Como f ¢ uma fungdio continua em |=es , =1[ e em |1, +e=[ (porque resulta de operagdes
entre fungdes continuas neste dominio), entdo as retas de equagio v = =1 ¢ x = 1 580 as lnicas

retas verticals que podem ser assintotas do grifico de f .
Para averiguar se as reta de equagio x = =1 e x = | sdo assintotas do grifico de [, calcule-se:

lim f(x)e lim f(x):
r=1*

= =17

¢t r)= i (25w S = (e <o

om0 = o (w5 i ) e

Assim, como ambos os limites sdo infinitos, podemos concluir que as duas retas de equagio

x==1¢e x =1 sdo assintotas verticais do grifico de [ e que ndo existe qualquer outra

assintota vertical.
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MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados na
construcéo das solugdes hipotéti-
cas
(Carvalho e Silva, 2002)

Parédmetros de analise:
Topicos e Procedimentos

Categorizacéo

Tema llI: Introducéo ao Célculo Di-
ferencial Il

e “Continuidade de uma fungao”

¢ “Propriedades operatdrias sobre
limites”

¢ “Assintotas ao grafico de uma fun-
Gao”

¢ “Funcéo logaritmica de base su-
perior a um; estudo das proprieda-
des analiticas e graficas da familia
de fun¢des definida por f(x)=log, x
com a>1",

Topicos

Quantidade
Dois ou mais tépicos foram utilizados

Nivel
Adequado — Foram utilizados topi-
cos de nivel anélogo ao do programa

Procedimentos

Grau de inovagéo
Réplica — Envolve hipéteses de tra-
balho e estratégias descritas nos pro-
gramas

Integracdo dos procedimentos
Compartimentados — Os procedi-
mentos mostram a aplicacéo de va-

rios conceitos e informacdes de

forma isolada e sucessiva

Categoria C
(Multi-estrutu-
ral)

Conclusbes
Tipo 2

A concluséo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolucao

Figura 49 - Modelo de analise para categorizacéo da questdo 6.1, G2, exame 2016

QUESTAO

6.2. Seja a um nimero real maior do que 1

Mostre que a reta secante ao grafico de [ nos pontos de abcissas @ e —a passa na origem do

referencial.
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CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2016)

- SRS STRSP
Este item pode ser resolvido por, pelo menos, trés processos.
1.° Processo
Seja 4 o pontoda reta de abcissa a, e seja B o ponto da reta de abcissa —a
Escrever as coordenadas de 4 e as coordenadas de B, em fungiode a ... 1 ponto
Obter o declive, m, dareta AB,emfuncode a ... 2 pontos
Escrever a condigio v=mx+ b, com m emfungode a ... 1 ponto
Obterovalorde B (0} e 5 pontos
Concluir 0 pretendido ..o e 1 ponto
2. Processo
Seja 4 o ponto da reta de abcissa a, seja B o ponto da reta de abcissa —a,
eseja M o ponto médio do segmento de reta [AB]
Escrever as coordenadas de 4 e as coordenadas de B, emfungdode a ... 1 ponto
Mostrar que o ponto M & a origem do referencial ... 8 pontos
Obter o valor da abcissa (0) oo 1 ponto
Escrever a ordenada, em fungdo de a
In(24=1)+n(=21)
a+l i O 2 pontos
2
Obter o valor da ordenada (0) oo 5 pontos
Concluir 0 pretendido ..o e e 1 ponto
3. Processo
Provar que a fungdo f & IMPar ... e s 4 pontos
Referir que os pontos do grafico de f de abcissas a e —a s3o simétricos
relativamente & origem do referencial ... 5 pontos

Concluir 0 Pretendido ..ot e 1 ponto
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PROPOSTA RESOLUCAO APM
6.2,
Calculando o declive da reta que contém os pontos de abcissas —g e a |, temos:
a-=1
a+1

In[“ -1 _ ||1[ -a =1 In -a =1
_f(u)—f[:—c.r}_ a+ 1 —a+1) -a + 1

a-(-a) a+a 2a
| [(c.r - 1)(-a + I}} ln[ (a - 1)(‘(“ - 'JJ] I|1[ —(a - ']2 }
f (c.r +1)(=a -1) (a + 1}(—({1 + IJJ _ —[ﬂ + 1}‘ )
2a 2a 2a

N
E!—l]_ -1 -1

In 21n| & In| <

[[“4”1 ]_ [c!+'l : a+ 1

m

2a 2a d
a—1
a+1

Como a reta contém o ponto de coordenadas [ a, In[ ] ] substituindo as coordenadas e o

declive na equaciio v = mx + b, podemos determinar o valor da ordenada na origem:

m[ﬂ—l]
- +1 - -
ln[nl IJ: - ><u+}9<:>h1[” I]:In(u I}+}9<:>

a+ 1 i a+ 1 a+ 1

P SC Tl ) D Bl 1 Y
a+1 a+1

e h =0

Como a ordenada na origem ¢é zero, podemos concluir que a reta passa na origem do referencial.

Nota: Nas propostas de resolucdo dos 3 processos apresentados pelo IAVE e APM sdo utilizados
tépicos dos 10.° e 12.° anos. Apesar de diferirem alguns tépicos (mantendo-se outros) consoante 0s
processos de resolucdo do IAVE, tal ndo altera a categorizacdo da questéo, uma vez que se verificam

procedimentos idénticos no que respeita aos parametros de analise.

Categorizacéo para 1.° processo IAVE e APM:

Nota: No decorrer do calculo do declive da reta, utilizando coordenadas de pontos definidos em funcéo
de a e f(a), o aluno tem que integrar simultaneamente neste célculo regras operatérias dos logaritmos,
gue permitem obter a expressdo do declive em funcdo de a, substituir na equacédo reduzida da reta e
determinar a ordenada da origem, permitindo concluir o pretendido, resultando a categorizacdo se-

guinte:
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MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGCAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados na

construcéo das solugdes hipotéti- Parédmetros de analise: A
s . Categorizagéao
cas Topicos e Procedimentos
(Carvalho e Silva, 2001, 2002)
Tema IlI: Introducéo ao Calculo Di- Quantidade
ferencial Il — 12.° ano Dois ou mais tépicos foram utilizados
[%2]
« “Funcéo logaritmica de base su- 8 -
eriora 1” 2 Nivel
P 2 | Adequado — Foram utilizados tépi-
¢ “Regras operatérias de exponen- cos de nivel anélogo ao do programa

ciais e logaritmos”

Grau de inovagéo
Réplica — Envolve hipéteses de tra-
balho e estratégias descritas nos pro-
gramas

Categoria B

. Relacional
Tema |: Geometria no Plano e no ( )

Espaco | — 10.° ano

¢ “Equacao reduzida da recta no
plano e equagao x=x0."

Integracdo dos procedimentos
Interligados — Os procedimentos
evidenciam a aplicacao de varios
conceitos e informacdes de forma in-
tegrada e simultanea

Procedimentos

Conclusdes
Tipo 2
A conclusédo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolugéo

Figura 50 - Modelo de andlise para categorizacao da questéo 6.2, G2, exame 2016 — 1.° processo

Categorizagéo para 2.° processo IAVE:
Nota: No decorrer do calculo da ordenada do ponto médio do segmento de reta [AB], em fun¢éo de a

o aluno tem que integrar simultaneamente regras operatoérias dos logaritmos, resultando uma catego-

rizacdo Relacional
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MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados na
construcéo das solugdes hipotéti-
cas
(Carvalho e Silva, 2001, 2002)

Parédmetros de analise:
Topicos e Procedimentos

Categorizacéo

Tema llI: Introducéo ao Célculo Di-
ferencial

¢ “Funcao logaritmica de base su-
periora 1”

¢ “Regras operatoérias de exponen-
ciais e logaritmos”

Topicos

Quantidade
Dois ou mais tépicos foram utilizados

Nivel
Adequado — Foram utilizados topi-
cos de nivel anélogo ao do programa

Tema |: Geometria no Plano e no
Espaco | — 10.° ano

¢ “Conjunto de pontos e condi¢bes”

Procedimentos

Grau de inovagéo
Réplica — Envolve hipéteses de tra-
balho e estratégias descritas nos pro-
gramas

Integracdo dos procedimentos
Interligados — Os procedimentos
evidenciam a aplicacao de varios
conceitos e informacdes de forma in-
tegrada e simultanea

Categoria B
(Relacional)

Conclusodes
Tipo 2

A conclusédo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolugéo

Figura 51 - Modelo de andlise para categorizacao da questéo 6.2, G2, exame 2016 — 2.° processo

Categorizacéo para 3.° processo IAVE:

Nota: No decorrer do estudo da paridade da fungdo, o aluno tem que integrar simultaneamente regras

operatérias dos logaritmos, resultando uma categorizacédo Relacional
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MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados na
construcéo das solugdes hipotéti-
cas
(Carvalho e Silva, 2001, 2002)

Parédmetros de analise:
Topicos e Procedimentos

Categorizacéo

Tema llI: Introducéo ao Célculo Di-
ferencial

¢ “Funcao logaritmica de base su-
periora 1”

¢ “Regras operatoérias de exponen-
ciais e logaritmos”

Tema Il: Geometria no Plano e no
Espaco | — 10.° ano

o “Estudo de propriedades de fun-
¢bes”

Topicos

Quantidade
Dois ou mais tépicos foram utilizados

Nivel
Adequado — Foram utilizados topi-
cos de nivel anélogo ao do programa

Procedimentos

Grau de inovagéo
Réplica — Envolve hipéteses de tra-
balho e estratégias descritas nos pro-
gramas

Integracdo dos procedimentos
Interligados — Os procedimentos
evidenciam a aplicacao de varios
conceitos e informacdes de forma in-
tegrada e simultanea

Categoria B
(Relacional)

Conclusodes
Tipo 2

A conclusédo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolugéo

Figura 52 - Modelo de andlise para categorizacao da questéo 6.2, G2, exame 2016 — 3.° processo

Analise ao exame de Matematica A, 12° ano, de 20016 — 12 fase

De seguida apresentamos uma tabela que relaciona as questfes de exame pelos temas dos conteu-

dos programaticos, por categoriza¢éo Solo:
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Tabela 7 - Sintese do Exame de 2016

Sintese Exame Matematica A 12.2 Ano 2016 - 1.2 fase

Categoria Categoria A Categoria B Categoria C Categoria D Categoria E
(Abstrato) (Relacional) (Multi-estrutural) (Uni-estrutural) (Pre-estrutural)
. Questoe Tm&jl Questdes TOtej‘ Questdes Totaﬂl Questdes Tm&jl Questdes Totaﬂ\
Tema/Dominio 5 questies quesidies questies guesides guestdes
Tema | - Probabilidades 192 9
e Combinatéria - 12.° ano '
Tema Il - Infrodugéo ao
célculo Diferencial Il - 3 1 4 1
12.° ano
Tema lll - Trigonometria
e Numeros Complexos - 6 1
12.° ano
Tema | - Geometria no
2 |Plano e no Espaco Il —11.2 57 2
s' ano
[C]
Tema lll - Sucessbes 8 1
reais —11.2 ano
Tema | - Geometria no
Plano e no Espago | — 7 1
10.° ano
Total por categoria 1 0 8 0 0
% categoria 5% 0% 38% 0% 0%
Tema | - Probabilidades
e Combinatdria - 12.% ano 21,22 2
Tema Il - Introdugéo ao
. - } 41,51,
célculo Diferencial 1l - 6.2 1 ! ' 4
52,61
12.° ano
Tema lll - Trigonometria
e Numeros Complexos - 1,41,42 3
12.° ano
Tema | - Geometria no
Plano e no Espago |1 —11.2 1 3'42‘13'3‘ 4
_ |ano ’
g Tema Il - Introdugéo ao
g Calculo Diferencial | - 11.2 51 1
ano
Tema | - Geometria no
Plano e no Espago | — 6.2 1 31,32 33 3
10.* ano
Tema Il - Fungdes e
graficos — 10.° ano 6.2 ! 42 !
Total por categoria 0 1 1 0 0
% categoria 0% 5% 52% 0% 0%
o .
% total por categoria s s 00% 0% 0%

No primeiro grupo, praticamente todas as questdes abordam apenas um tema. A excecao € a ques-
tdo 7 que aborda o tema | do 10.° e 11.° ano. A questéo 3 foi classificada como Categoria A (Abs-

trato) sendo que todas as outras sdo Multi-estruturais (C).
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No segundo grupo muitas questfes abordam mais do que um tema, sendo que ha questfes que se
ocupam de trés temas, como s&o o caso da questdo 4.1 (Temal ll e lll do 12.°ano e Tema | do 11.°
ano) ou da questao 6.2 (Tema Il do 12.° ano e tema | e Il do 10.° ano).

De seguida ilustramos de forma simplificada os dados apresentados na sintese, a fim de facilitar a sua

leitura e compreenséo.

1.7 fase 2016 - Distribuicéo dos temas por Categoria SOLO
ETemal-12.2ane - Probabilidades e Combinatéria
ETemall- 122 ano - Introducdo ao calculo Diferencial 11
mTemalll- 12.2 ano - Trigonometria e Nimeros Complexos
HMTemal - 11.2 ano - Geometria no Plano e no Espago I

B Temalll- 112 ano - Sucessies reais

8 - mTemal-10.2 ano - Geometria no Plano & no Espaca |
7
? -
E -
g5 -
g
w4
El
=
3
o, 3
z
2 -
1 1
1 _J I
0 -
Categoria A Categoria B CategoriaC Categoria D Categoria E

Graéfico 4 - Distribuicdo dos temas por Categoria SOLO - Exame 2016, 12 fase

1.2 fase 2016 - Distribuicao das questées por
Categoria SOLO

20
18

16

Mimero de questdes
e
£ o =] =] [N ™

L]

0 I .

Categoria
H Categoria A mCategoria B mCategoria C W Categoria D m Categoria E
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Gréfico 5 - Distribuicdo das Questdes por Categoria SOLO - Exame 2016, 12 fase

1.7 fase 2016 - Percentagem de questdes por
Categoria SOLO

Categoria B
5%

CategoriaC

Categoria
Q0%

Gréfico 6 - Percentagem de Questdes por Categoria SOLO - Exame 2016, 12 fase

Como verificamos nos graficos apresentados, praticamente todas as questdes de exame sao classifi-
cadas como categoria C (Multi-estrutural) sendo apenas uma questédo classificada como Abstrato (A),
gue corresponde a 5% das questfes de exame e Relacional (B) correspondendo também a 5% das

guestdes.

6.3 EXAME 12.° ANO - 1.2 FASE/2017

Grupo |

QUESTAO

1. Considere todos os ndmeros naturais de quatro algarismos que se podem formar com os algarismos de
la?9

Destes numeros, quantos sdo maltiplos de 5 7

(A) 729 (B) 1458 (C) 3645 (D) 6561
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PROPOSTA RESOLUGAO APM

1.

Dado que os algarismos que sio usados sdo os do conjunto { 1,2,3,4,5 6,78, 9} , um nimero

formado por quatro algarismos que seja miltiplo de 5 tem, necessariamente, que terminar em 5.

Assim, para cada uma das restantes trés posicdes para formar o niimero temos nove hipdteses.

- = 3 " .
Conclusdo, existem 9" =729 ndmeros de quatro algarismos que se podem formar com os

algarismos de 1 a 9.

Resposta correta:

Versdo 1: A

MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados na
construcdo das solugdes hipotéti-
cas
(Carvalho e Silva, 2002)

Parametros de analise:
Topicos e Procedimentos

Categorizacao

Tema |: Probabilidades e Combi-
natoria

¢ “Experiéncia aleatoria; conjuntos
de resultados; acontecimentos”

¢ “Arranjos completos, arranjos sim-
ples, permutagdes e combinagdes”

Topicos

Quantidade
Dois ou mais topicos foram utilizados

Nivel
Adequado — Foram utilizados tépi-
cos de nivel analogo ao do programa

Procedimentos

Grau de inovagao
Réplica — Envolve hipéteses de tra-
balho e estratégias descritas nos pro-
gramas

Integracdo dos procedimentos
Compartimentados — Os procedi-
mentos mostram a aplicacao de va-

rios conceitos e informacgdes de

forma isolada e sucessiva

Categoria C
(Multi-estrutu-
ral)

Conclusodes
Tipo 2

A conclusédo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolugdo

Figura 53 - Modelo de andlise para categorizacdo da questédo 1, G1, exame 2017
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QUESTAO

2.

Uma turma & constituida por rapazes e por raparigas, num total de 20 alunos.
Sabe-se que:

. dos rapazes tem olhos verdes;

1
4
& escolhido, ao acaso, um aluno da turma, a probabilidade de ele ser rapaz e de ter olhos verdes & 11—0

Quantos rapazes tem a turma?

(a) 4 (B) 8 (€ 12 (D) 16

PROPOSTA RESOLUGAO APM

2.

Consideremos os acontecimentos:
R — O aluno escolhido ser rapaz
V' — O aluno escolhido ter olhos verdes.

Se 1 dos rapazes tem olhos verdes, entdo P (V|R) = % e se escolhido, ao acaso, um aluno da

|
turma, a probabilidade de ele ser rapaz e de ter olhos verdes & 0’ isto significa que

P(RﬁV):%.

Da definigdo de probabilidade condicionada temos que:

1
P(mez) 1 0

PIVIR|=————=—= . resolvendo a equagio em ordem a P(R), vem:
(VIR) P(R) 4 P(R) e (R)
P{R]:dlxld:}P(R):i.
10 1
4 2 .
Dado que a turma tem 20 alunos e destes ﬁ =E sio rapazes, entdo o nimero de rapazes da
2
turmaé — %X 20=8 |
5
Resposta correta:
Versdo 1: B
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MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados na
construcdo das solugdes hipotéti- Pardmetros de analise: N
o . Categorizacao
cas Topicos e Procedimentos
(Carvalho e Silva, 2002)
Tema I: Probabilidades e Combi- Quantidade
natéria Dois ou mais topicos foram utilizados
[%2]
« “Experiéncia aleatoria; conjunto de | 3 Nivel
resultados; acontecimentos” s - -~
2 | Adequado — Foram utilizados topi-
¢ “Operacdes sobre acontecimen- cos de nivel analogo ao do programa
tos”
. - . Grau de inovagéo i
« “Probabilidade condicionada e in- . Vag Categoria C
N Replica — Envolve hipteses de tra- | (Multi-estrutu-
dependéncia . .
" balho e estratégias descritas nos ral)
¢ “Probabilidade da intersegao de g programas
acontecimentos” g
S Integracdo dos procedimentos
§ Compartimentados — Os procedi-
& | mentos mostram a aplicagéo de va-
rios conceitos e informacgdes de
forma isolada e sucessiva

Conclusdes
Tipo 2
A concluséo decorre exclusivamente dos procedimentos mateméaticos envolvidos na resolucao

Figura 54 - Modelo de analise para categorizagdo da questédo 2, G1, exame 2017

QUESTAO

3. Na Figura 1, esta representada, num referencial o.n. x(Oy, parte do gréfico de uma fungao polinomial f
Sabe-se gue o unico ponto de inflexio do grafico de [ tem abcissa 0

Seja f" asegunda derivada da fungdo f

Qual das afirmacdes seguintes & verdadeira?
A f"(1)+f"(2)<0
B) f"(-2)+ f"(-1)=0

©) f"(-1)x f"(-2)<0

Il J

@) 7"(1)x f"(2)>0 | 0 x
Figura 1

PROPOSTA RESOLUCAO APM
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Considerando as concavidades do gréfico da figura concluimoes, por um lado, que ["'(-1)<0 e

que ["(=2)<0.E, por outro lado, que f"(1)>0 eque f"(2)>0.

Considerando as quatro hipdteses de resposta a tinica que é verdadeiraéa [ "{ 1 ) P j"'( 2 ] =0.

Resposta correta:

Versio 1: D

MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGCAO DA QUESTAO

Lista dos tdpicos considerados na
construcdo das solucdes hipotéti-
cas
(Carvalho e Silva, 2002)

Parémetros de analise:
Topicos e Procedimentos

Categorizacgéo

Tema ll: Introdugdo ao Calculo Di-
ferencial Il

¢ “Funcdes derivaveis. Regras de de-
rivacdo; Derivadas das func¢les
elementares”

e “Segunda derivada de uma fungéo
e concavidade”

e “Estudo de fungdes em casos sim-
ples”

Topicos

Quantidade
Dois ou mais tépicos foram utilizados

Nivel
Adequado — Foram utilizados topi-
cos de nivel analogo ao do programa

Procedimentos

Grau de inovacgao
Réplica — Envolve hip6teses de tra-
balho e estratégias descritas nos pro-
gramas

Integracédo dos procedimentos
Compartimentados — Os procedi-
mentos mostram a aplicacéo de va-

rios conceitos e informacgdes de

forma isolada e sucessiva

Categoria C
(Multi-estrutu-
ral)

Conclusdes
Tipo 2

A conclusédo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolugéo

Figura 55 - Modelo de andlise para categorizacdo da questéo 3, G1, exame 2017

164




QUESTAO

4. Sejam f e g duas fungBes de dominio "

Sabe-se que a reta de equagdo y =-—x ¢ assintota obliqua do grafico de f e do grafico de g

Qual é ovalorde lim M ?

X —+oo X

(A) +oc (B) 1 () -1 (D) —

PROPOSTA RESOLUGAO APM
4i

Considerando que y=-x ¢ assintota obliqua quer do grifico de f quer do grifico de g, entdo

verifica-se que lim f{x] = lim g(x] =-].

I—tes x X—rtea x
limM: lim[ M X M % x]: Iim[ﬂ] X lim[ @]th(x):
Tt ¥ Tt X X F—h T T4 X Tt

= (=1)x(=1)x [4o0) = +eo

Resposta correta:

Versdo 1: A

165



MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados na
construcéo das solugdes hipotéti-
cas
(Carvalho e Silva, 2002)

Parédmetros de analise:
Topicos e Procedimentos

Categorizacéo

Tema llI: Introducéo ao Célculo Di-
ferencial

¢ “Propriedades operatdrias sobre
limites”

¢ Assintotas ao grafico de uma fun-
céo”

Topicos

Quantidade
Dois ou mais tépicos foram utilizados

Nivel
Adequado — Foram utilizados topi-
cos de nivel anélogo ao do programa

Procedimentos

Grau de inovagéo
Réplica — Envolve hipéteses de tra-
balho e estratégias descritas nos pro-
gramas

Integracdo dos procedimentos
Compartimentados — Os procedi-
mentos mostram a aplicacéo de va-

rios conceitos e informacdes de

forma isolada e sucessiva

Categoria C
(Multi-estrutu-
ral)

Conclusodes
Tipo 2

A conclusédo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolugéo

Figura 56 - Modelo de analise para categorizagdo da questédo 4, G1, exame 2017

QUESTAO

5. Seja f afungdo, de dominio 4 e contradominio |-1, +ec|, definidapor f(x)=tgx

Qual dos conjuntos seguintes pode ser o conjunto 4 ?

w |54

ir
(B) IT

T
34

2

Ix
T4

[ (C)

|

mE
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PROPOSTA RESOLUGAO APM
5.

Consideremos a seguinte figura:

observando-a, conclui-se que

tg_r:s—lcz—n:e-l —£+k:r,£+k:r .kel. b -
17372

Portanto:

- T -
e  se k=0 entdo x E] ~3'32 [_nao estando este 2

= A

intervalo representado em nenhuma das opgdes; N

_ im 3m . _
e se k=1 entdo x e 2° 32 ,estando este intervalo representado numa das opgoes.

[

=¥
ul‘é"

Logo, A pode ser o conjunto ]

Resposta correta:

Versdo 1: B

MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados na

construcéo das solugdes hipotéti- Pardmetros de anélise: o
s . Categorizacao
cas Topicos e Procedimentos
(Carvalho e Silva, 2002)
Tema lll: Trigonometria e Nime- Quantidade
ros Complexos — 12.° ano Dois ou mais topicos foram utilizados
(2]
¢ “Fungdes seno, co-seno e tan- .8 Nivel
gente. Estudo intuitivo com base s o -
2 Adequado — Foram utilizados topi-

no circulo trigonométrico, tanto a
partir de um gréfico particular,
como usando calculadora gréafica

cos de nivel analogo ao do programa

Grau de inovacgéo

ou computador” . . Categoria C
Réplica — Envolve hipdteses de tra- :
) . L ) (Multi-estrutu-
Tema |: Geometria no Plano e no balho e estratégias descritas nos pro- ral)

Espaco Il — 11.° ano gramas

¢ “Fungdes seno, co-seno e tan-

gente” Integracéo dos procedimentos

Compartimentados — Os procedi-
e “Razdes trigonométricas dos an- mentos mostram a aplicacao de va-
gulos de 30°, 45° e 60°” rios conceitos e informacdes de

forma isolada e sucessiva

Procedimentos

Conclusdes
Tipo 2
A conclusédo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolugéo

Figura 57 - Modelo de andlise para categorizacdo da questédo 5, G1, exame 2017
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QUESTAO

6. Considere, num referencial o.n. r{?y uma reta r deinclinagdo «

Sabe-se que cos @ =-— ]—
V3

Qual pode ser a equacgdo reduzida dareta r7?

(A) v=-5x (B) v=4x (C) y=-2x (D) v=3x

PROPOSTA RESOLUGAO APM

6.
Tem-se que & ¢ a inclinacio da reta r, pelo que o seu declive ¢ dado por tger.

1 i d
Como cosg =——=. vem que g E,;r .pelo que tgar<0

N

Logo, usando a férmula 1+ tg',2 o= —lr L vem:
COS™

1
— s el+iga=
5
o ta=4oiga=tJ4

=2, pelo que o declive da reta é =2, Das opgdes apresentadas,

I )
]+tgza=msza el+igia=

Como tga <0, vem tgo=

apenas uma tem uma equagio de uma reta cujo declive é =2,

Resposta correta:

Versdo 1: C
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MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados na
construcéo das solugdes hipotéti-
cas
(Carvalho e Silva, 2002)

Parédmetros de analise:
Topicos e Procedimentos

Categorizacéo

Tema |I: Geometria no Plano e no
Espaco Il — 11.° ano

¢ “Declive da reta, no plano, como
tangente da inclinagéo”

¢ “Equacdes trigonométricas”

¢ “Relacao entre as razdes trigono-
métricas do mesmo angulo”

e “Funcdes seno, co-seno e tan-
gente”

Topicos

Quantidade
Dois ou mais tépicos foram utilizados

Nivel
Adequado — Foram utilizados topi-
cos de nivel anélogo ao do programa

Procedimentos

Grau de inovagéo
Réplica — Envolve hipéteses de tra-
balho e estratégias descritas nos pro-
gramas

Integracdo dos procedimentos
Compartimentados — Os procedi-
mentos mostram a aplicacéo de va-

rios conceitos e informacdes de

forma isolada e sucessiva

Categoria C
(Multi-estrutu-
ral)

Conclusodes
Tipo 1

Os elementos que contribuiram para a obtencao da conclusdo foram harmonizados

Figura 58 - Modelo de andlise para categorizacdo da questéo 6, G1, exame 2017

QUESTAO

7. Considere em [, conjunto dos nimeros complexos, a condigdo

5T

4

Zarg(z)=

1T A Im(z)= -1

4

Mo plano complexo, esta condigio define uma regido.

Qual & a area dessa regido?

i
(A) = (B)

b=

Fa

(€) v2
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PROPOSTA RESOLUGAO APM
7:

o cinsee N Ao T - ais - 5
A condic¢ao 3 < arg(:) < o A lm(:) = —1 define a regido a sombreado da figura seguinte:

Irn(=

Re(z)

arglz
1

A condi¢ao define o tridngulo [.4()5] ., em que a medida do comprimento da sua altura é 1 e

E:Z . Logo,

_ AB x altura _

“la08] —

Resposta correta:

Versao 1: D

>

MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGCAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados na
construcdo das solucgdes hipotéti- Parametros de analise: o
- . Categorizacao
cas Topicos e Procedimentos
(Carvalho e Silva, 2002)
Tema lll: Trigonometria e Nume- Quantidade
ros Complexos Dois ou mais topicos foram utilizados
(2]
e “Numeros complexos” 3 -
= Nivel
e “Dominios planos e condigdes em | 2 Adequado — Foram utilizados topi-
variavel complexa” cos de nivel anélogo ao do programa
. Interp[etagao gef)metrlcas daT Grau de inovagao Categoria C
)c:(r)):”ragoes com numeros comple- Réplica — Envo.lve hipét(_eses de tra- (Multi-estrutu-
@ balho e estratégias descritas nos pro- ral)
= gramas
[}
E
3 Integracédo dos procedimentos
8 Compartimentados — Os procedi-
& | mentos mostram a aplicagdo de va-
rios conceitos e informacdes de
forma isolada e sucessiva
Conclusdes

Tipo 2

A conclusédo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolucao

Figura 59 - Modelo de analise para categorizagdo da questdo 7, G1, exame 2017
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QUESTAO
n se n=20

(-1)" se n>20

8. Seja (u,) asucessdo definida por u,=

Qual das afirmagbes seguintes & verdadeira?

(A) Asucessao (u,,] & monotona crescente.
(B) Asucessdo (u,) € mondtona decrescente.
(C) Asucessio (u,,] & limitada.

(D) Asucessdo (u,) € um infinitamente grande.

PROPOSTA RESOLUGAO APM
8.

Tem-se que para ne N e:

epara n<20, u =n,peloque 1su <20
epara n>20, u"=(—l)".pe|oque u =-1 se néimpare u_=1se n € par.

Logo. paratodoo ne IN ., -1 <u, <20 . ou seja, a sucessdo (u, ) ¢ limitada.

Resposta correta:

Versao 1: C
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MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados na

construcéo das solugdes hipotéti- Pardmetros de analise: o
s . Categorizagéao
cas Topicos e Procedimentos
(Carvalho e Silva, 2002)
Tema lll: Sucessoes reais — 11.° Quantidade
ano Dois ou mais tépicos foram utilizados
[%2]
« “Conceito de sucess&o” 8 -
= Nivel
¢ “Minorantes e majorantes” 2 | Adequado — Foram utilizados tépi-

p . ” cos de nivel anélogo ao do programa
e “Sucessoes limitadas

Grau de inovacéo Categoria C
Réplica — Envolve hipoteses de tra- (Multi-estrutu-
balho e estratégias descritas nos pro- ral)
gramas

Integracdo dos procedimentos
Compartimentados — Os procedi-
mentos mostram a aplicacéo de va-

rios conceitos e informacdes de

forma isolada e sucessiva

Procedimentos

Conclusdes
Tipo 2
A conclusédo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolugéo

Figura 60 - Modelo de andlise para categorizacdo da questéo 8, G1, exame 2017

Grupo Il

QUESTAO

1. Em L, conjunto dos nimeros complexos, sejam

o _1-=-319

a=75 :3:—3ﬁ(ci5(3T:.), com kel

Sabe-se que, no plano complexo, a distancia enfre a imagem geométrica de z; e a imagem geometrica
de z, éiguala v'5

Qual é ovalorde k7

Resolva este item sem recorrer a calculadora.
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CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2017)

L et eats reesassamamaseamaamssett e s mmsanaes sammmssatmmasmses s sas Samee ol B e eeammce ean 15 pontos
Escrever z; na forma algebrica ... e e 5 pontos
Escrever 1= 30" =1+ 37 et s 1 ponto
1+3i  (1+3i)(1-1i)
Escrever 1571~ (L) (Lo g) i s 1 ponto
Obter z; naformaalgébrica ... 3 pontos
Escrever z; naforma algebrica ... 2 pontos
Escrever ci5(£)=—i ............................................................. 1 ponto
2
Obter Za = 30 e e e 1 ponto
ou
—3dkeis( 3L = 3keis( AT
Escrever Bkuh( 5 ) Skua( > ) _____________________________________ 1 ponto
Obter z; = 3&F L e 1 ponto
Obter a condigiio 4+(1~ kP =5 {ou equivalente) ..........occcoeiieecieeeeene 5 pontos
Obter o valor de k (l) _______________________________________________________________________________________ 3 pontos
3
PROPOSTA RESOLUCAO APM
1‘
Tem-se que:
4
I S L T =(:’4} x{—{}= 1 x{—{} =1 x{—:’} ==i
1=31" 1=3(=i) 143 1-i 1-i+3i-32 1-i+3i+3 442
l:]: — = - — _){—_: 5 5 — f— =2 4]
I+ 14 I+i  1=i " =i 2 2
. :lz-l.ﬁ:cisl—?r:-E.ﬁ:x(-r}:Eh
2 Im(z)
\—.‘,..—l
=t A
3k
A distincia entre =, e z, € dada por |:I _:zl‘ vE
Assim, e e 3
|z, —2,|=\5 & [24i-3ki|=\5 e |24i(1-3k)| =5 |
4
2 2 O L
o2 +(1-3k) =5 Jd+(1-3k) =5 fL e
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Como para todo o ke [R™. 4 +{l - 311')_ =0, elevando ambos os membros ao quadrado, temos:

{1f4+[l—3k]1 ]J :[4’5]15441-3&]: =5 e (1-3%k) =l 1-%=tl &

S1=-3=-1v 1-¥=1=-3=-2 v -k=0&

<.:aut=E v k=0
3

Dado que ke [R™.entdo k=

Led | b

MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados na

construcdo das solugdes hipotéti- Pardmetros de analise: o x
- . Categorizacao
cas Topicos e Procedimentos
(Carvalho e Silva, 2002)
Tema lll: Trigonometria e Nume- Quantidade
ros Complexos — 12.° ano Dois ou mais topicos foram utilizados
[2])
e “NUmeros complexos. O nimeroi. | 3 Nivel
O conjunto ¢ dos ndmeros comple- | & - .
» 2 | Adequado — Foram utilizados topi-

X0S . .
cos de nivel analogo ao do programa

¢ “A forma algébrica dos comple-

X0s. Operagbes com complexos Grau de inovacgéo
na forma algébrica”. Réplica — Envolve hipdteses de tra- Categoria C
balho e estratégias descritas nos (Multi-estrutu-

¢ “Escrita de complexos nas duas
formas, passando de uma para a
outra.”

programas ra|)

Integracdo dos procedimentos
Compartimentados — Os procedi-
mentos mostram a aplicagdo de va-

rios conceitos e informacgdes de

forma isolada e sucessiva

Tema |: Geometria no Plano e no
Espaco Il —11.° ano

Procedimentos

¢ “Fungdes seno, co-seno e tan-
gente”

Conclusdes
Tipo 1
Os elementos que contribuiram para a obtengao da concluséo foram harmonizados

Figura 61 - Modelo de andlise para categorizacdo da questéo 1, G2, exame 2017
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QUESTAO

2. Na Figura 2, estd representado, num referencial on. Oxyz, o prisma quadrangular regular

[OPORSTUV |

Sabe-se gue: <::> y
T

s aface [GPQR] estd contida no plano xOy

e ovértice () pertence ao eixo (Jy e ovértice T pertence

ao eixo Oz

|

|

|

|

i
¢ gplano STU temequagio == _..-'Jx

2.1. Seja T’ osimétrico do ponto T, relativamente & origem
do referencial. Figura 2

Escreva uma equagio da superficie esférica de didmetro [T T']

CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2017)

B T T /TR 5 pontos
Reconhecerque oponto T temeotaiguala 3 1 ponto
Concluir que o centro da superficie esférica é a origem do referencial ............. 1 ponto
Concluir que o raio da superficie esféricaé 3 ... 1 ponto
Escrever a equagdo pedida (x2 + _vj + 22 =9 ouequivalente) (vernota) .. 2 pontos

Nota - Se for apresentada apenas a condiggo x* + 12+ 27 =9 (ou equivalente), a
classificacio a atribuir & resposta & 5 pontos.

PROPOSTA RESOLUCAO APM

zi
2.1.

Como o plano STU tem equagdo z=3 entdo I'(0,0,3)e T (0,0,-3). Assim, o centro da

superficie esférica de didmetro [ T T’] ¢ a origem do referencial [III, 0,0 ) eoraio ¢ igual a 3.

A equagdo da superficie esférica pedida é: X4 yl $77=9
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MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados na
construcéo das solugdes hipotéti-
cas
(Carvalho e Silva, 2001)

Parametros de analise:
Topicos e Procedimentos

Categorizacéo

Tema |I: Geometria no Plano e no
Espaco |

¢ “Referenciais cartesianos ortogo-
nais e monomeétricos no plano e no
espago”

¢ “Relagdes entre as coordenadas,
no espaco, de pontos simétricos
relativamente aos planos coorde-
nados, aos eixos coordenados e
aos planos bissetores dos octan-
tes”

¢ “Conjunto de pontos e condigdes”

e “Lugares geométricos: circunfe-
réncia, circulo e mediatriz; superfi-
cie esférica, esfera e plano media-
dor”

Topicos

Quantidade
Dois ou mais topicos foram utilizados

Nivel
Adequado — Foram utilizados topi-
cos de nivel anélogo ao do programa

Procedimentos

Grau de inovacgao
Réplica — Envolve hipéteses de tra-
balho e estratégias descritas nos
programas

Integracdo dos procedimentos
Compartimentados — Os procedi-
mentos mostram a aplicacéo de va-

rios conceitos e informacgdes de

forma isolada e sucessiva

Categoria C
(Multi-estrutu-
ral)

Conclusodes
Tipo 2

A concluséo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolugdo

Figura 62 - Modelo de andlise para categorizacao da questédo 2.1, G2, exame 2017

QUESTAO

2.2. Determine o valor do produto escalar UP.RS
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CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2017)

Este item pode ser resolvido por, pelo menos, dois processos.

1.° Processo

Escrever [P | = RS |23 oot 3 pontos
EScrever COS(IP RS )= =1 oot st 5 pontos
Obterovalorde UP.RS (=9) e 2 pontos

2.° Processo

S 0 () N T O 4 pontos
ESCrever RS = (0, 0,3} oot oottt 4 pontos
Obterovalorde UP. RS (=9) oot 2 pontos

Nota - Se a resposta se limitar 4 escrita de UP.RS =-3x3= -9, a classificagao
a atribuir & 10 pontos.

PROPOSTA RESOLUGAO APM

22.

Como [UP] e [ RS | sio arestas laterais do prisma e a altura ¢ 3.
o=

753

O éngulo formado pelos vetores UP e RS € 180°.

Assim, [TP-E:”U_P”)(”R—?” % cos (180°)=3 x3x(=1)=-9

Nota: Resolucédo da APM e 1.° processo do IAVE, corresponde a categorizacdo a seguir apresentada:
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MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGCAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados na

construcéo das solugdes hipotéti- Parédmetros de analise: Categoriza-
cas Tépicos e Procedimentos cao
(Carvalho e Silva, 2001, 2002)
eTema |: Geometria no Plano e no Quantidade
Espaco | — 10.° ano Dois ou mais topicos foram utilizados
[%2]
¢ “Referenciais cartesianos ortogo- .8 Nivel
nais rIlonometrlcos no plano e no § Adequado — Foram utilizados topicos
espago . .
de nivel analogo ao do programa
e “Vetor como diferencga de dois
pontos” Grau de inovacéao
Réplica — Envolve hipéteses de traba-
¢ “Norma de um vetor” . .
Iho e estratégias descritas nos progra-
mas
Tema |: Geometria no Plano e no _ _ Categoria C
Espaco Il — 11.9 ano Integrggao dos procedlmentgs (Multi-estru-
«» | Compartimentados — Os procedimen- tural)
¢ “Produto escalar de dois vetores g tos mostram a aplicacao de varios con-
no plano e no espaco: g ceitos e informacdes de forma isolada
- definic&o e propriedades; § € sucessiva
- expresséo do produto escalar QE_

nas coordenadas dos vetores em
referencial ortonormado.”

e “Angulo de dois vetores”

¢ “Fungdes seno, co-seno e tan-
gente”

Conclusodes
Tipo 2

A conclusédo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolucao

Figura 63 - Modelo de andlise para categorizacao da questéo 2.2, G2, exame 2017 — 1.° processo

Nota: Resolucdo com 2.° processo do IAVE, correspondendo a seguinte categorizacao:
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MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados na

construcéo das solugdes hipotéti- Pardmetros de analise: o
- . Categorizacéao
cas Topicos e Procedimentos
(Carvalho e Silva, 2001, 2002)
eTema |: Geometria no Plano e no Quantidade
Espaco | — 10.° ano Dois ou mais topicos foram utilizados
[%2]
¢ “Referenciais cartesianos ortogo- .8 Nivel
i Atri (o
nais & monometricos no plano e no 2 | Adequado — Foram utilizados tépicos

espago” . .
pag de nivel analogo ao do programa

e “Vetor como diferencga de dois
pontos” Grau de inovacéao
Réplica — Envolve hipéteses de traba-

Ih tratégias d i Categoria C
_ 0 e estratégias descritas nos progra- (Multi-estrutu-
Tema I: Geometria no Plano e no mas ral)

Espaco Il — 11.° ano

Integracdo dos procedimentos
Compartimentados — Os procedimen-
tos mostram a aplicacao de varios con-
ceitos e informacdes de forma isolada

e sucessiva

e “Produto escalar de dois vetores
no plano e no espaco:

Procedimentos

- definic&o e propriedades;

- expressao do produto escalar
nas coordenadas dos vetores em
referencial ortonormado.”

Conclusdes
Tipo 2
A concluséo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolugdo

Figura 64 - Modelo de andlise para categorizacao da questéo 2.2, G2, exame 2017 — 2.° processo

QUESTAO

2.3. Umaequagdodoplano POV é x+y=2

Determine uma condigio cartesiana que definaareta TQ
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CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2017)

- TP OTTTTOTOT. WO iU 15 pontos

Escrever as coordenadas do porto T ..ot 2 pontos
Obter as coordenadas do ponto ... i 4 pontos
Determinar as coordenadas de um vetor diretor dareta 70 ..o 2 pontos
Obter uma condigdo cartesianada reta T o 7 pontos

Escrever X =0 .. s 3 pontos

Yy _z-3
Escrever I e s 3 pontos

Escrever uma condigdo cartesiana da reta 70

x=0A % = % ou equi\ralente] (vernota) ... 1 ponto

Mota — Se uma das duas etapas imediatamente anteriores a esta tiver
sido pontuada com 0 pontos, a pontuagao a atribuir nesta etapa &
0 pontos.

PROPOSTA RESOLUGAO APM

23.

Como o plano POV tem equagio x+ y=2, e como o ponto {J tem a abcissa e a cota iguais a0,
as coordenadas de 0 sio: Q( 0,2,0)

O vetor diretor daretaé: TQ=Q-T=(0,2,0)-(0,0,3)=(0,2,-3)
-3

. . . ¥
Assim, uma condigdo cartesiana que define areta T(Q € x=0 'E:
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MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados na

construcéo das solugdes hipotéti- Pardmetros de analise: o
- . Categorizagéao
cas Topicos e Procedimentos
(Carvalho e Silva, 2001, 2002)
eTema |: Geometria no Plano e no Quantidade
Espaco | — 10.° ano Dois ou mais topicos foram utilizados
[%2]
¢ “Referenciais cartesianos ortogo- .8 Nivel
i Atri Q.
nais & monometricos no plano e no 2 | Adequado — Foram utilizados tépicos

espago” . .
pag de nivel analogo ao do programa

e “Vetor como diferenga de dois

pontos” Grau de inovagédo Categoria C
Réplica — Envolve hipdteses de traba- | (Multi-estrutu-
@ Iho e estratégias descritas nos progra- ral)
Tema |: Geometria no Plano e no = mas
Espaco Il — 11.° ano g
« ~ . B Integracdo dos procedimentos
* Equagoef cartesianas de retas § Compartimentados — Os procedimen-
no espago & | tos mostram a aplicagdo de varios con-

ceitos e informacdes de forma isolada
e sucessiva

Conclusdes
Tipo 2
A concluséo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolugdo

Figura 65 - Modelo de andlise para categorizacao da questéo 2.3, G2, exame 2017

QUESTAO

2.4. Escolhem-se, ao acaso, trés vértices do prisma.
Determine a probabilidade de o plano definido por esses trés vértices ser perpendicular ao plano x(Oy

Apresente o resultado na forma de fragdo irredutivel.

CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2017)
i e e et et 1D PONTOS

Este item pode ser resolvido por, pelo menos, dois processos.

1.° Processo

Apresentar o nimero de casos possiveis: *Cy (vernota) ... 6pontos
Apresentar o nimero de casos favoraveis: 6 x *C; (vernota2) ... 8pontos
Obter a probabilidade pedida (%) (vernotad) ... 1ponto
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2.° Processo

Apresentar o nimero de casos possiveis: 3.43 (vernota1) ... 6 pontos
Apresentar o niumero de casos favoraveis: 6 X *4; (vernota3) ... 8 pontos
Obter a probabilidade pedida (%) (vernota 4) ... 1 ponto

MNotas:

1. Se a expressio apresentada ndo for equivalente a *C; (1.? processo de resoluciio)
oua %4, (2° processo de resolugao), a pontuago a atribuir nesta etapa & 0 pontos.

2. Se a expressdo apresentada for 4(?3. a pontuagdo a atribuir nesta etapa & 1 ponto.
Caso a expressio apresentada seja do tipo A *C;, com k€{2 3,45}, a

pontuacao a atribuir nesta etapa ¢ 3 pontos. Caso a expressdo apresentada seja
incorreta e diferente das expressdes referidas, a pontuacéo a atribuir nesta etapa é
0 pontos.

3. Se a express#o apresentada for *4;, a pontuago a atribuir nesta etapa & 1 ponto.
Caso a expressdo apresentada seja do tipo &k '4;, com k€{2,3,4,5} a

pontuacdo a atribuir nesta etapa & 3 pontos. Caso a expressdo apresentada seja
incorreta e diferente das expressies referidas, a pontuagio a atribuir nesta etapa &
0 pontos.

4. Se as etapas relativas ao nimero de casos possiveis e ao numero de casos favoraveis
tiverem sido pontuadas com 0 pontos, a pontuagao a atribuir nesta etapa & 0 pontos.

Caso o valor obtido ndo pertenga ao intervalo [0,1], a pontuacio a atribuir nesta
etapa também & 0 pontos.

PROPOSTA RESOLUCAO APM

24.
O niimero de casos possiveis ¢ dado por: SC3

H4 6 planos perpendiculares ao plano xO'y . Os 4 planos que contém as faces laterais do prisma e
os dois planos que contém as diagonais das bases do prisma.

Cada um destes planos contém 4 vértices do prisma:

Assim, o nimero de casos favorivels é: 6 ¥ 4C3

4
GxC bxd 3
i : 3
A probabilidade da é: = =—
P pedi 8¢ 56 7

3
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MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGCAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados na

construcéo das solugdes hipotéti- Pardmetros de analise: o
s . Categorizacéao
cas Topicos e Procedimentos
(Carvalho e Silva, 2002)
Tema |: Probabilidades e Combi- Quantidade
natéria Dois ou mais tépicos foram utilizados
[%2]
¢ “Experiéncia aleatdria; conjunto .8 Nivel
de resultados; acontecimentos” \g- . , .
it Adequado — Foram utilizados topi-
¢ “Definicao classica de probabili- cos de nivel analogo ao do programa

dade ou de Laplace”

Grau de inovacgao

e “Arranjos completos, arranjos sim- . )l Categoria C
~ . o Réplica — Envolve hipéteses de tra- Iti
ples, permutacdes e combinagdes . ) (Multi-estrutu-
balho e estratégias descritas nos pro- ral)

¢ “Aplicacao da analise combinato- gramas

ria ao calculo de probabilidades”

Integracdo dos procedimentos
Compartimentados — Os procedi-
mentos mostram a aplicacéo de va-

rios conceitos e informacdes de

forma isolada e sucessiva

Procedimentos

Conclusdes
Tipo 2
A conclusédo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolugéo

Figura 66 - Modelo de andlise para categorizacdo da questéo 2.4, G2, exame 2017

QUESTAO
3. Um saco contém n bolas indistinguiveis ao tato, numeradasde 1 a n (com n par e superiora 6).
Retira-se, ao acaso, uma bola do saco.
Sejam 4 e B os acontecimentos:
A: wo nimero da bola retirada & menor ou igual a 6»
B: «o nimero da bola retirada é par»

Escreva o significado de P{F | B} no contexto da situagio descrita e determine uma expressdo, em

fungdo de n, que dé esta probabilidade.

Apresente a expressao na forma de uma fragio.
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CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2017)

B e et ettt ehe et an oA be e teeat oot eenee ket eheeea o oo AaeabeSees e et eentete e eateeamea emeehe s e et e en e 15 pontos
Escrever o significado de P(FU B;] no contexto da situagdo descrita (E a
probabilidade de o nimero da bola retirada ser maior do que 6 ou serpar.) ... 5 pontos
Apresentar a expressao pedida ( i ; 3 ) ............................................................. 10 pontos

A expressdo pedida pode ser obtida por, pelo menos, trés processos.

1.2 Processo

Referir que P{?LJB]: 1- P(A HF} .................................... 4 pontos
Determinar P{A 'l ?}, em fungdode n (%) ......................... 5 pontos
Obter P{H u B:] L 1 ponto
n
2. Processo
Determinar P({), emfunciode n (nﬂ;ﬁ) .......................... 2 pontos
Determinar P(R) (IE) .............................................................. 2 pontos
Determinar P(4 rn B), em funcao de n (Hz_nﬁ ) ................... 3 pontos
Escrever P(AURB)=1=6 .1 _n-6 .. 2 pontos
n 2 2n
Obter P(AUB)=" ; 3 1 ponto
3. Processo
Apresentar o nimero de casos possiveis, em funcio de n
(VB MOEA 1)t 2 pontos
Apresentar o numero de casos favoraveis, em fungdo de n
(wernota 2) . 7 pontos
Escrever a expressio pedida (vernota 3) ... 1 ponto

MNotas:

1. Se a expressdo apresentada ndo for n, a pontuagao a atribuir nesta
etapa & 0 pontos.

2. Se for apresentada apenas a expressBo n -3, sem qualgquer
justificaco, a pontuagao a atribuir nesta etapa & 5 pontos.

3. Se as etapas relativas ao numero de casos possivels e ao nomero de
casos favordveis tiverem sido pontuadas com 0 pontas, a pontuagao a
atribuir nesta etapa & 0 pontos.

PROPOSTA RESOLUCAO APM
3.

Como a P { Au B] significa a probabilidade do mimero da bola retirada ser maior do que 6 ou

ser par, entdo queremos a probabilidade do mimero da bola retirada ser 2, 4.6, 7, 8.9, .... ou seja,

considerando o acontecimento contririo, queremos que a bola retirada nio tenha os nimeros 1, 3 e

= 3 -3
5, pelo que: P(AUB):I—-:H
n n
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Nota: Nas resolucdes propostas pelos 3 processos do IAVE e da APM, resulta a mesma

categorizagdo:

MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados na

construcédo das solugdes hipotéti- Parametros de analise: o
s . Categorizacéao
cas Topicos e Procedimentos
(Carvalho e Silva, 2002)
Tema |: Probabilidades e Combi- Quantidade
natéria Dois ou mais topicos foram utilizados
[%2]
¢ “Experiéncia aleatoria; conjunto de .8 Nivel
resultados; acontecimentos.” o . L.
2 Adequado — Foram utilizados topi-
« “Definigdo classica de probabili- cos de nivel anélogo ao do programa

dade ou de Laplace”

Grau de inovacgao

¢ “Definicao axiomatica de probabi- Répli Envolve hint de tra Categoria C
lidades” epiica - ENVOve NIPOLEses de tra- | - vy ti-estrutu-
balho e estratégias descritas nos pro- ral)

gramas

Integracdo dos procedimentos
Compartimentados — Os procedi-
mentos mostram a aplicacéo de va-

rios conceitos e informacgdes de

forma isolada e sucessiva

Procedimentos

Conclusdes
Tipo 2
A conclusédo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolugéo

Figura 67 - Modelo de andlise para categorizacdo da questéo 3, G2, exame 2017

QUESTAO
4. Na Figura 3, esta representada uma secgao de uma ponte pedonal que liga as duas margens de um rio.

A ponte, representada pelo arco P(Q, esta suportada por duas paredes, representadas pelos segmentos
dereta [OP] e [RQ]. Adistancia entre as duas paredes é 7 metros.

O segmento de reta [OR]| representa a superficie da agua do rio.

O tevy
T J 16 7 f(x)
0 R
S
Figura 3
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Considere a reta (JR como um eixo orientado da esquerda para a direita, com origem no ponto
que uma unidade corresponde a 1 metro.

7 eem

Para cada ponto situado entre () e R, de abcissa x, a distancia na vertical, medida em metros, desse

ponto ao arco PO é dada por
f(x)=9-25(e! 027 4 "2-1) com x=[0,7]

Resolva os itens 4.1. e 4.2. recorrendo a métodos analiticos; utilize a calculadora apenas para efetuar

eventuais calculos numeéricos.

4.1. Seja S o ponto pertencente ao segmento de reta [OR] cuja abcissa x wverifica a equagdo

J(r)f +x2=2

Resolva esta equacio, apresentando a solugdo arredondada as décimas, e interprete essa solucio

no contexto da situacAo descrita.

Se, em calculos intermédios, proceder a arredondamentos, conserve, no minimo, duas casas

decimais.

CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2017)

L e OO SOOI U U ETTOROTR
/ i, 2

Escrever f(.}"({}]}l +x° :2&(_{’{0)} N L R . W 4 3 pontos

Determinar {0} o e e 2 pontos

Obter a solugio da equacfo, arredondada as décimas (1.5) ... 5 pontos

Interpretar a solugdo no contexto da situagdo descrita (Ma seccao representada,
1,5 & a abcissa do ponto da superficie da agua do rio gue dista dois
METOS A0 POMO Plu i et et ettt ea e e eaeas 5 pontos

PROPOSTA RESOLUCAO APM

4.

4.1.

Temos que (0 )=9 - 2_5{9"0‘3"0 +e" 0 ) =0 - E.S(el +e"} =1,28
Assim, substituindo o valor aproximado de j'( 0 } na equagio (f( 0 }}2 +x7 =2 vem:
m:zn(m)z =22 1282 +x? =4 x? =4 - 1,287 & x? =2,3616
= =tm

Como X € [D, ?] . entdo a solugio da equagio é x=./2.3616 =15,
Dado que SP =0P +05 e ﬁ=f(0} e O5=x. entdo temos que .fff{ 0 :]}I2 +x° éa
distincia SP .

Assim, a solugdo da equagio 1![_;‘{ 0 ))_ +x7 =2 & a abcissa do ponto § . na posigdo em que

dista duas unidades do ponto P . O ponto § da superficie do rio que estd a 2 metros do topo da

parede esquerda que suporta o ponto P estd a 1,5 metros de distdncia da base da mesma parede.
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Nota: O aluno, no decorrer da resolucdo da questéo, tem que resolver uma equacao integrando nesta
simultaneamente a imagem da fung&o f no ponto de abcissa zero. Tém ainda que interpretar geometri-
camente o problema utilizando relacdes entre os segmentos de reta e 0 1.° membro da equacéo, rela-

cionando-a ainda com a distancia do segmento de reta [SP], resultando uma categorizacao Relacional

MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados na

construcédo das solugdes hipotéti- Parametros de analise: o
s . Categorizacao
cas Topicos e Procedimentos
(Carvalho e Silva, 2002)
Tema Il Introducéo ao Calculo Di- Quantidade
ferencial — 12.° ano Dois ou mais topicos foram utilizados
[2])
¢ “Utilizagao de fungdes exponenci- .8 Nivel
ais e logaritmicas na modelagéo s . L.
2 | Adequado — Foram utilizados topi-

de situagdes reais” h ,
cos de nivel analogo ao do programa

¢ “Regras operatérias de exponen-
ciais e logaritmos” Grau de inovagéo
Réplica — Envolve hipoteses de tra-
balho e estratégias descritas nos pro-
gramas

Categoria B
(Relacional)

Tema Il Introducéo ao Calculo Di-
ferencial I — 11.° ano

Integracédo dos procedimentos
Interligados — Os procedimentos
evidenciam a aplicacao de vérios
conceitos e informacdes de forma in-
tegrada e simultanea

¢ “Equacgdes irracionais”

Procedimentos

Conclusdes
Tipo 1
Os elementos que contribuiram para a obten¢éo da conclusdo foram harmonizados

Figura 68 - Modelo de andlise para categorizagdo da questéo 4.1, G2, exame 2017

QUESTAO

4.2. O clube nautico de uma povoacgao situada numa das margens do rio possui um barco a vela. Admita
que, sempre gue esse barco navega no rio, a distancia do ponto mais alto do mastro a superficie da
dgua é 6 metros.

Sera que esse barco, navegando no rio, pode passar por baixo da ponte?

Justifique a sua resposta.
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CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2017)

Determinar f'{x) (VEF MOA) ... 4 pontos

Determinar 0 ZEM0 d8 [ ittt st 4 pontos
Escrever f'(x)=0
Obter 0 Zero de [\ i s 3 pontos

Justificar que a fungdo f atinge ummaximopara X =15 .. 3 pontos

Apresentar um guadro de sinal de ' e de monotonia de f
(ou eqguivalente)

Concluir que a fungdo tem um maximo para x=5 ... 1 ponto

Determinar F{5) (4) o e 2 pontos

Responder a questdo (N&o, o barco ndo pode passar por baixo da ponte.)

Nota - Se for evidente a inten¢do de determinar a derivada da fungdo, a pontuacao
minima a atribuir nesta etapa & 1 ponto.

PROPOSTA RESOLUGAO APM
4.2,
Comecemos por determinar a expressio analitica da derivada da funcio [ :

# #

f(x }:(9 ~2.5(e'"0 4 e‘”-"])) =9 -2.5(e' "+ ) =

=0 -2,5[(e '-”~“)'+ (e“'“'l)’J =- 2,5[{1 ~0.2x) (e'02*) + (0.2 x - 1]’(9”-”-']] =
:-2,5(-[},2(3'_G‘Ex)+ﬂ,2(eu‘h"]]:-2,5)({],2( _El—ﬂ,E.r +Eﬂ.2x—l):

:_015( _El—ﬂ,3x+fﬂ.2x—l)

Calculemos os zeros da fungio derivada, no dominio da fungio:
—ﬂ,ﬂ(—e‘l_ulx+t’ﬂ2'r_|]=DG::'—E’]_U:J +€U.2.r—l =0 EI—U.Z.rzeulx—] =
=S 1=02x=02x=1=2=04r==2&

S 4drxr=20« I=E=}I=5

Estudando a variagio do sinal da fun¢do derivada e relacionando com a monotonia da fungio,

Ve
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x 0 5 7

£ (x) + + 0 - -

flx) | min /"/, Max \t min

Assim, conclui-se que o valor méaximo da fungio f € atingido quando x = 5, ou seja, a distincia
méAxima enire a superficie da dgua e a ponte é:
F(5)=9-25(e' " 74" =025 ' T he! T )=0-05(e" +e")=

=9 -25x2=9-5=4

Portanto, o barco do clube ndutico nio pode passar por baixo da ponte, porgue a distiincia da
superficie da dgua ao topo do mastro ¢ de 6 metros € a maior distincia entre a superficie da dgua e

a ponte ¢ de 4 metros.

MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados na

construcdo das solucdes hipotéti- Parametros de analise: o
s . Categorizacao
cas Topicos e Procedimentos
(Carvalho e Silva, 2002)
Tema ll: Introdugdo ao Calculo Di- Quantidade
ferencial Il Dois ou mais topicos foram utilizados
(2]
e “Utilizacao de funcdes exponenci- .8 Nivel
ais e logaritmicas na modelacéo de | & - -
2 | Adequado — Foram utilizados topi-

situagoes reais” h .
cos de nivel analogo ao do programa

¢ “Funcao exponencial de base su-

perior a 1; crescimento exponen- Grau de inovacgéo

cial; estudo das propriedades ana- Réplica — Envolve hipoteses de tra-

liticas e graficas da familia de fun- balho e estratégias descritas nos pro- Categoria C
¢Oes definida por f(x)=a* com a>1" gramas (Multi-estrutu-

ral)

e “Regras operatérias de exponenci-

. . p Integracédo dos procedimentos
ais e logaritmos.

Compartimentados — Os procedi-
mentos mostram a aplicagdo de va-
rios conceitos e informacgdes de
forma isolada e sucessiva

e “Fungbes derivaveis. Regras de
derivacdo; Derivadas das funcdes
elementares.”

Procedimentos

¢ “Estudo de fungdes em casos sim-
ples.”

¢ “Problemas de otimizagéo.”

Conclusdes
Tipo 1
Os elementos que contribuiram para a obtencéo da conclusao foram harmonizados

Figura 69 - Modelo de anélise para categorizacdo da questéo 4.2, G2, exame 2017
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QUESTAO

5. Seja g afuncdo, de dominio [, definida por

1]_% se x <]
-
g(x)=12 se x=1
sen(x—1)
3+ ——— se x>1

1-x

Resolva os itens 5.1. e 5.2. recorrendo a métodos analiticos, sem utilizar a calculadora.

5.1. Estude afungdo g quanto a continuidade no ponto |

CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2017)

B bbb eh A a et eh ettt bt et e
Determinar  LIM () st
r—1
Escrever lim g(x)= lim % ........................................ 1 ponto
x—] x—] e
Escrever lim ]_IL] = lim {1 +x}(.1 —Ix} ........................ 1 ponto
x—1 l—e* x—1 l-e*"
Escrever lim w = lim {1+ x ) x lim I _rI—] 1 ponto
x—1 I_E ax—] x—] ] - g
Escrever lim (1+ x)x lim I;I]=2 * lim l;xl 1 ponto
x—1 x=1I"1-¢€ B x—1 —e'”
Escrever 2 x lim I;Trl: 2% lim r——ll .................. 1 ponto
x—1 l—e*" x—1 et —1
Escrever 2 x lim % = 2x lim ._v ............... 1 ponto
sl T =1 y=x-1 v_o- et —
Escrever 2% lim _y =2% lim _] ........................ 1 ponto
¥ ¥
p—0 e -1 p—0 & =1 —1
-}.l
Obter hm g{x)=2 i 1 ponto
x—1
Determinar TIm @{x) oo e
x—=I"
Escrever lim g(x)= lim|3+ bﬂ;{x;l}) ____________________________ 1 ponto
x =1 x—=I i
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Escrever |im(3+w):3_ bim sen(x-1)

........... 1 ponto
x=I l-x x =1t x -1
Escrever 3 — lim senlx—1) = 3 lim>2Y 2 pontos
x—I* x—1 y=x-1 vt ¥
Obter HmM g{x) =2 s 1 ponto
x—=I"

Referirque g{l)=2

Concluir que afungdo g & continua no ponto |

PROPOSTA RESOLUGAO APM

5.
5.1.
Para averiguar se a fungio g ¢ continua em x=1, temos que verificar
g(1) = lim g(x)= lim g(x):
« g()=2
2 1=(r) _
. l_lerlj_ g{x:l =_']er|1_ 1]_ ;_] = I—Erl_'}_ = 1]_ :ﬂ = a (indeterminagdo).
- —(xF -1 - -
lim_l—’f_l = lim {I_I ) = Iim_(x 1_},{“]) = lim {I_.—l)(ﬂl] =
=17 ] = x—1 _{Ex ]} x—1 (cx _]) r—sl (ex _])

(fazendo y=x —1 . temos que se x = 17 ,entdo y = 07)

}:

1'Ii>ng_ o —] x .r]LH;I_[_I'F]} = \']l:-lrll_ g'\— 3‘((1_ +]) =
}.'
1 -
= v x{l +]}=_X2=

lim <

v— 0 J.'

limite notivel
. lim g(x)= I 3+sen{x—l} _3+sen{l—])_q+0  determinac

11_’r1'f glx _.rlpnll* - = -1 = 3 0 (indeterminagao).

tim [ 3+ 520D s g [0y gy sl D)
P 1—x x—= 17 x—= 17 —(_{—]_] 1t (I—l]

(fazendo y=x — 1. temos que se x = 17 _entio y = 07)

3= im 00)

- + &
y—0 v

-1=2

lamide motdvel

Como g(1) = _rlinr_g(_r) = .’I'erllJrg(_r:l .entdo a fungdo g ¢ continuaem x=1.
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Nota: Na resolucéo desta questao, o aluno tem de aplicar varios tépicos do 12.° ano, designadamente

conhecer a definicdo de continuidade de uma fungdo num ponto, céalculo de limites laterais, identificar

sinx

. . ~ . ~ o T X -1 . .
indeterminac@es e reconhecer a aplicacdo dos limites notaveis lm(l)eT e lm(l) , em que no calculo
xX— xX—

X

destes limites vai ter que integrar simultaneamente uma mudanca de variavel (y = x -1) para chegar

siny

- L. . Y1 .
aos limites notaveis lim<—=1e lim =1.

y—-0 Y y-0 Y
Verifica-se que os tépicos aplicados na resolucéo da questao relativos ao Tema Il e Tema lll, séo de
nivel igual ou superior ao Programa aplicavel a mesma, no que respeita, especificamente, a aplicagao
da mudanca de varavel no calculo do limite, uma vez que as indicacdes metodoldgicas do Programa
referem que o “programa apenas pressupde que se levantem indeterminagdes em casos simples” (Car-
valho e Silva, Jaime, et al., DES - ME, Programa de Matematica A, 12.° ano, 2002), sendo que nesta
guestao apresentam-se indetermina¢des mais complexas nas quais € necessério aplicar o método da

mudanca de variavel para resolver o limite, resultando a Categorizacdo seguinte:

MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGCAO DA QUESTAO

Lista dos tdpicos considerados na
construcéo das solugdes hipotéti- Parédmetros de analise: o
- . Categorizagéao
cas Topicos e Procedimentos
(Carvalho e Silva, 2002)
Tema IlI: Introducéo ao Calculo Di- Quantidade
ferencial Il Dois ou mais topicos foram utilizados
[%2]
“Continuidade de uma fungao” 8 -
* ¢ 2 Nivel
¢ “Propriedades operatérias sobre 2 | Superior — Foram utilizados tdpicos
limites” de nivel igual ou superior ao do pro-
« S m grama
¢ “Indeterminacgdes - =
Grau de inovacgao
¢ “Regras operatérias de exponen- Inédito — Envolve a elaboracéo de Categoria A
ciais e logaritmos.” " hip6teses de trabalho e estratégias (Abstrato)
el inovadoras
c ~ A
) Integracéo dos procedimentos
Tema lll: Trigonometria e nUmeros g Interligados — Os procedimentos
complexos ] evidenciam a aplicacao de varios
3 o _sinx _4m 09_ conceitos e informagdes de forma in-
e “Estudo intuitivo de Llir(l) =1 tegrada e simultanea

Conclusodes
Tipo 2
A conclusédo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolucao

Figura 70 - Modelo de andlise para categorizacdo da questédo 5.1, G2, exame 2017
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QUESTAO

5.2. Resolva, no intervalo |4, 5[, aequagdo g(x)=3

CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2017)

L A . O 15 pontos
sen{x—1)
Escrever g(x)=3<3+ == I TSSO 1 ponto
Escrever 3+w=3ﬁsen{x—]}=[} _______________________________________________ 4 pontos
-x
Escrever sen(x—1)=0ex-1=kT, k€& e 4 pontos
Escrever x=1=&r, k€L o x=1+kr, k€EZ oo 2 pontos
Obter a solugdo da equagdo pertencente ao intervalo |4,5[ (1+m) ... 4 pontos

PROPOSTA RESOLUGAO APM

52,

scn(x-l}

e l=—x=0.Assim,
l=x

Para xe] 4,5[ tem-se g(x}=3+

S’E“{x-l):g = M:ﬂ = gen{_r-l}:ﬂ'cj
I'-.T |__x' |—xz0

= x-1=04+km, kel =

g(_r}:B =3+

ex=l+kn kel

Logo, se:

e k=0, entio x=1¢ |E]4.5[;
* =1 entdo x=|+:re|+:re]4,5[;
s k=2, entio x=1+21 e 1+2me | 4,5[ .

pelo que, o conjunto solucdo da equacdo € { l+m } .
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MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados na

construcéo das solugdes hipotéti- Pardmetros de analise: Categoriza-
cas Tépicos e Procedimentos cao
(Carvalho e Silva, 2002)
Tema |: Geometria no Plano e no Quantidade
Espaco Il Dois ou mais tépicos foram utilizados
[%2]
“Fungbes seno, co-seno e tan- 3 -
* ente?: 2 Nivel
9 2 | Adequado — Foram utilizados tépicos
¢ “Equagdes trigonométricas” de nivel analogo ao do programa
Grau de inovagéo Categoria C
Tema lI: Introdugé&o ao calculo di- Reéplica — Envolve hipéteses de traba- | (vuylti-estru-
ferencial | » | Iho e estratégias descritas nos progra- tural)
« ~ PR = mas
¢ “Equacdes fracionarias g
g -
S Integracdo dos procedimentos
§ Compartimentados — Os procedimen-
& | tos mostram a aplicacéo de varios con-

ceitos e informacdes de forma isolada
e sucessiva

Conclusodes

Tipo 2

A conclusédo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolugéo

Figura 71 - Modelo de andlise para categorizacao da questédo 5.2, G2, exame 2017

QUESTAO

5.3. Na Figura 4. estdo representados, num referencial o.n. x(y, parte do grafico da fungSo g e um

triangulo [QA4P]

Sabe-se que:

e o ponto 4 & o ponto de abcissa negativa que & a

interseccdo do grafico da fungio g com o eixo das

abcissas;

g

)

s o ponto F & um ponto do grafico da fungao g, de

abcissa e ordenada negativas;

s a area do tridqngulo [OQA4P] é&igual a

Determine, recormrendo a calculadora grafica, a abcissa

do ponto P

Apresente o valor obtido arredondado as décimas.

Na sua resposta:

— determine analiticamente a abcissa do ponto 4

— eguacione o problema;

— reproduza, num referencial,

permite{m) resolver a equacio.

o(s) grafico(s) da(s)
fungao(bes) wisualizado(s) na calculadora que Ihe
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CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2017)

_________________________________________________________________________________________________________________________________________________ 15 pontos
Determinar a abcissa do ponto 4 ... 4 pontos
Axxi=1
— ax—1
Equacionar o problema I 3 e _5 ou Equivalente] (ver nota 1) ...... 5 pontos
Reproduzir ofs) grafico(s) da(s) funcio(bes) wisualizado(s) na calculadora
que permite(m) resolver a equacdo (vernota 2) ... 3 pontos
Apresentar a abcissadoponto P (=3.3) . 3 pontos
Notas: P x?
1. Se a equagdo apresentada for I_+H =5 (ou equivalente), a pontuacdo

a atribuir nesta etapa € 3 pontos.

2. 8e nao for apresentado o referencial, a pontuagdo a atribuir nesta etapa &
desvalorizada em 1 ponto.

PROPOSTA RESOLUGAO APM

53.

Como o ponto A € o ponto de abeissa negativa {.f < 1] que & a interse¢io do grifico da fungao g
com o eixo das abeissas, tem ordenada nula, calculemos a abeissa resolvendo a equagao seguinte:

1—x
1—x_|-=[}<:>l-12=0 oxr=lox=+t/lorx= t1.Dado que x <1, entio x=-1.
- x#l

Assim, temos que OA :| -]| =1 e considerando o lado [OA] como a base do tridngulo [0AP] .a

altura € o valor absoluto da ordenada do ponto P, pelo que a drea do tridingulo ¢ igual a 5, se:

OA x| g(x -x’
wziﬁlx|g|:x]||:5><2ﬁ|g{.r]|:]ﬂﬁ|g{x}|:l{]¢ ! i]‘:l[}
£

Visualizando na calculadora grifica o grifico da funcgio v
|g . para valores inferiores a 0 e a reta v=10
(reproduzidos na figura ao lado). e usando a fungio da y=10
calculadora para determinar valores aproximados das
coordenadas dos pontos de intersecio de dois grificos,
obtemos um valor aproximado (4s décimas) da abcissa
do ponto P, x, = -3.3. //”,.n

1.4 '] Fi
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Nota: Na resolugéo da questéo, o aluno tem de aplicar topicos do 11.° ano e 12.° ano, designadamente
resolver equacgdes fracionérias, utilizando conjuntamente as regras operatérias de exponenciais. Tera
gue utilizar ainda tépicos do 10.° ano, no que respeita a funcdo médulo, uma vez que na aplicacédo da
area do tridngulo é necessario determinar o valor de x interligando nesta simultaneamente uma equa-
¢do envolvendo o médulo da fungéo g(x) e proceder a resolucédo de uma equacao utilizando correta-

mente a calculadora grafica, interpretando os valores do gréfico.

MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados na

construcéo das solugdes hipotéti- Parédmetros de analise: Categoriza-
cas Topicos e Procedimentos cao
(Carvalho e Silva, 2001, 2002)
Tema lI: Introducgdo ao Calculo Di- Quantidade
ferencial Il — 12.° ano Dois ou mais topicos foram utilizados
[%2]

¢ “Regras operatdrias de exponen- .S Nivel

ciais e logaritmos” 5y - -

9 2 | Adequado — Foram utilizados tépicos

de nivel analogo ao do programa

Tema ll: Introducgéo ao calculo di-
ferencial | — 11.° ano

Grau de inovagao
Réplica — Envolve hipéteses de traba- | Categoria B

e “Equacdes fracionarias” » | Iho e estratégias descritas nos progra- (Relacional)
o mas
c
(]
Tema Il: Fungdes e gréficos. Fun- ._% Integracdo dos procedimentos
¢oes polinomiais. Fungdo médulo - | & | |nterligados — Os procedimentos evi-
10.° ano 09_ denciam a aplicacéo de vérios concei-

tos e informacgdes de forma integrada e

¢ “Estudo de propriedades de fun- . -
simultanea

¢bes modulo”

Conclusdes
Tipo 1
Os elementos que contribuiram para a obtengao da conclusédo foram harmonizados

Figura 72 - Modelo de andlise para categorizacdo da questédo 5.3, G2, exame 2017
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QUESTAO

6. Seja f:R" — R" umafungdotalgue f'(x)< 0, para qualquer nimero real positivo x

Considere, num referencial o.n. xOy,
s umponto P, de abcissa a, pertencente ao grafico de f
s areta r, tangente ao grafico de f no ponto P

* oponto (J, ponto de intersecgdo da reta r com o eixo Ox

Sabe-se que OP = PQ
f(a)

a

Determine o valorde f'(a)+

CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2017)

B e B R e A i A A MY s 10 pontos

Este item pode ser resolvido por, pelo menos, quatro processos.

1.° Processo
Identificar as coordenadas do ponto P (a, i (a)) ........................................... 1 ponto

Escrever uma equagao da reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa a

(_v=f'(a).r+f(a)—a_f'(a)) ....................................................................... 2 pontos

Determinar as coordenadas do ponto (a - ;,((Z)) s O) ............................... 2 pontos

Escrever OP = v"'raz + (f (a))2 ....................................................................... 1 ponto
=_ | f@ )2 .

Escrever PO = V ( (@) +(f(a)) .......................................................... 1 ponto

Obter 0 valor pedidB VBEL ............c.cccrruiimiinicminscasinsssssssesinsassssssnsiansassassensasssnsons 3 pontos

2.° Processo

Identificar as coordenadas do ponto P (a, f{a)} ........................................... 1 ponto
Escrever uma equagao da reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa a
{_v:_f’{a)_r+f{a)—a_f'(a}} ....................................................................... 2 pontos
. _fla)
Determinar as coordenadas do ponto O |a Fla)® D) o 2 pontos
Concluir que a — f’{a}l - SO U U 3 pontos
Sfa)
Obter o valor pedido (0] .o 2 pontos
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3.° Processo

Designemos por « a amplitude do angulo POQ e por [ ainclinagéo da

reta r

Referir que t2/5 = /(@) oo 1 ponto
Referir que tga = @ ................................................................................... 3 pontos
Referir qUE B =T — @ oo, 3 pontos
Concluirque f'(a)= 7@ .......................................................................... 2 pontos
Obter 0 valor Pedido () ..ottt 1 ponto
4.° Processo

Identificar as coordenadas do ponto P (a, f(a)) ........................................... 1 ponto
Identificar as coordenadas do ponto O (2 a, 0) ............................................... 3 pontos
Obter o declive dareta PO ..o 3 pontos
Concluir que f'(a)= 7% .......................................................................... 2 pontos
Obter 0 valor pedido  (0) oot e 1 ponto

PROPOSTA RESOLUCAO APM

Dado que OP = PQ . entdo o tridngulo [OPQ] ¢ is6sceles e OQ =2a .
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Como as coordenadas do ponto P sdo {c:. fla ﬂ e as do ponto Q sio (2a .CI] . [emos que o
declive da reta PO, &

D—_f{i!}:_ _f'[u]

2a=a a

mp, =

Tendo em conta que a reta r ¢ tangente ao grifico da fungdo f no ponto de abcissa a |, entio o
declive da reta r ,ou seja, dareta PQ éiguala f’(a), pelo que:

f(a)=-£2)

il

Desta forma, vem que:

Nota: Nas propostas de resolucéo apresentadas nos 3.°, 4.° processo do IAVE e APM séo utilizados
0s mesmos parametros de andlise, incluindo a utilizacdo dos mesmos topicos, diferindo apenas nos
1.2 e 3.2 processos do IAVE em que, embora os parametros sejam os mesmos, diferem os tépicos
“Distancia entre pontos no plano” no 1.° e “Declive da reta, no plano, como tangente da inclinagao” e
“‘Relagao entre as razdes trigonométricas de q, - q, g +q, g— a,mT+a,T—0a,2m+a,2m—a“ no 3.°

processo. Ainda assim, verificamos que resulta a mesma categorizacédo para as diferentes propostas

de resposta.

Categorizacéo para o 1.° processo IAVE:

Nota: O aluno, no decorrer da resolu¢édo da questéo, tem que resolver vérias etapas, utilizando tépicos
do 10.° e 11.° anos, tendo especificamente que escrever a equacao reduzida da reta com o declive e
a ordenada na origem em fun¢&o das coordenadas do ponto P (a,f(a)), determinar a abcissa do ponto
Q com uma equacéo utilizando simultaneamente a expressao da equacéo reduzida da reta igualando
a zero, obtendo a abcissa definida em fungéo de a, f(a) e f'(a). Para chegar ao calculo pretendido, tem
ainda que utilizar a férmula da distancia entre dois pontos (também em fungao de a, f(a) e f(a)) e
integrar simultaneamente a equacao resultante de OP=PQ, definida por expressdes em fungio de a,

f(a) e f(a), resultando uma categorizacdo Relacional.
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MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados na

construcéo das solugdes hipotéti- Parédmetros de analise: Categoriza-
cas Tépicos e Procedimentos cao
(Carvalho e Silva, 2001, 2002)
Tema II: Introdug&o ao célculo di- Quantidade
ferencial | — 11.° ano Dois ou mais tépicos foram utilizados
[%2]
« . = o
.p(l))netg\”/ada de uma fungdo num % Nivel i -
2 | Adequado — Foram utilizados tépicos

de nivel analogo ao do programa
Tema Il: Fungdes e gréficos. Fun-
¢des polinomiais. Funcdo médulo -
10.° ano

Grau de inovagéao
Réplica — Envolve hipéteses de traba-
Iho e estratégias descritas nos progra-
mas

Categoria B
(Relacional)

¢ “Equacéo reduzida da reta no
plano e equagao x=xo”

Integracdo dos procedimentos
Interligados — Os procedimentos evi-
denciam a aplicacéo de varios concei-
tos e informacgdes de forma integrada e

simultanea

¢ “Distancia entre pontos no plano e
no espago”

Procedimentos

Conclusdes
Tipo 2
A concluséo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolugdo

Figura 73 - Modelo de analise para categorizacdo da questdo 6, G2, exame 2017 — 1.° processo

Categorizacéo para os 2.°, 4.° processos do IAVE e proposta APM:

Nota: O aluno, no decorrer da resolucdo da questdo, tem que resolver varias etapas, utilizando tépicos
do 10.°e 11.° anos, tendo especificamente que determinar as coordenadas dos pontos P e Q em fungéo
de a e f(a), interpretar a situacdo geometricamente com a reta tangente ao grafico da funcéo f para
obter a abcissa do ponto Q apenas em funcao de a, calcular o declive da reta através das coordenadas
dos pontos P e Q definidas em funcéo de a e f(a). A seguir, o aluno tem que relacionar estas duas
expressodes do declive escritas em fungéo de a e f(a) e simultaneamente resolver a equacao que resulta
da igualdade das expressfes que traduzem o declive da reta tangente, resultando uma categorizacéo

Relacional.
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MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados na

construgdo das solugdes hipotéti- Pardmetros de analise: .
L . Categorizagéo
cas Topicos e Procedimentos
(Carvalho e Silva, 2001, 2002)
Tema Il Introdugédo ao célculo di- Quantidade
ferencial | — 11.° ano Dois ou mais tépicos foram utilizados
[%2]
“Derivada de uma fungdo num 8 -
.ponto” ¢ 2 Nivel
2 | Adequado — Foram utilizados topi-

cos de nivel anélogo ao do programa
Tema Il: Fungdes e gréficos. Fun-
¢des polinomiais. Funcdo médulo -
10.° ano

Grau de inovagao
Réplica — Envolve hipoteses de tra-
balho e estratégias descritas nos pro-
gramas

Categoria B
(Relacional)

¢ “Equacéo reduzida da reta no
plano e equagao x=xo”

Integracdo dos procedimentos
Interligados — Os procedimentos
evidenciam a aplicacao de vérios
conceitos e informacgdes de forma in-
tegrada e simultanea
Conclusdes
Tipo 2
A concluséo decorre exclusivamente dos procedimentos mateméaticos envolvidos na resolucao

Procedimentos

Figura 74 - Modelo de analise para categorizacdo da questéo 6, G2, exame 2017 — 2.° e 4.° processo

Categorizacéo para o 3.° processo IAVE:

Nota: O aluno, no decorrer da resolugéo da questdo, tem que resolver varias etapas, utilizando topicos
do 10.°e 11.° anos, tendo especificamente que calcular o declive da reta r como tangente da inclinagédo
desta reta (tgB) e simultaneamente relacionar este declive com a derivada da fun¢éo no ponto P (f(a)),
resultando a igualdade tgB=f'(a). Depois, o aluno tem que utilizar as razdes trigonométricas no triangulo
retdngulo, obtendo a tga em fungao de a e de f(a). A seguir o aluno tem que integrar a relagao entre as
razfes trigonométricas para obter uma equacao que relacione simultaneamente a razao trigpnométrica
com a expresséo que representa a derivada no ponto, para obter uma equacgéo que permita obter o

resultado pretendido.
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MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados na
construcéo das solugdes hipotéti-
cas
(Carvalho e Silva, 2001, 2002)

Parametros de analise:
Tépicos e Procedimentos

Categorizacéo

Tema Il Introdug&o ao calculo di-
ferencial | — 11.° ano

Quantidade
Dois ou mais topicos foram utilizados

Tipo 2

[%2]
e “Derivada de uma funcdo num 8 Nivel
ponto” s v . , .
2 | Adequado — Foram utilizados topi-
cos de nivel anélogo ao do programa
Tema I: Introducgdo ao céalculo dife- 5 doi -
rencial | — 11.° ano Lo raude |n0_fo1(;ao
Réplica — Envolve hipéteses de tra-
¢ “Declive da reta, no plano, como balho e estratégias descritas nos pro-
tangente da inclinagéo” gramas Categoria B
« "Relacao entre as razdes trigono- _ : (Relacional)
. n n a Integracéo dos procedimentos
métricasde a,-a,-+a,-—a, T+ | S . .
2 2 g Interligados — Os procedimentos
a,m-@a 2m+a 2m-a £ | evidenciam a aplicacéo de varios
3 | conceitos e informacdes de forma in-
o . A
. . o tegrada e simultanea
Tema Il: Fungdes e gréficos. Fun- o
¢Oes polinomiais. Fungdo maodulo -
10.° ano
¢ “Equacéo reduzida da reta no
plano e equacgao x=xo”
Conclusdes

A conclusédo decorre exclusivamente dos procedimentos mateméaticos envolvidos na resolucao

Figura 75 - Modelo de andlise para categorizagdo da questédo 6, G2, exame 2017 — 3.° processo

Analise ao exame de Matematica A, 12.° ano, de 20017 — 1.2 fase

Nesta tabela iremos apresentar as questdes de exame por temas dos contelidos programaticos e por

categorizagdo Solo:
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Tabela 8 - Sintese do Exame de 2017

Sintese Exame Matematica A 12.2 Ano 2017 - 1.2 fase

Categoria Categoria A Categoria B Categoria C Categoria D Categoria E
(Abstrato) (Relacional) (Multi-estrutural) (Uni-estrutural) (Pre-estrutural)
. Questoe Tm&jl Questdes TOtej‘ Questdes Totaﬂl Questdes Tm&jl Questdes Totaﬂ\
Tema/Dominio 5 questies quesidies questies guesides guestdes
Tema | - Probabilidades 192 9
e Combinatdria - 12.% ano !
Tema Il - Infrodugéo ao
célculo Diferencial Il - 3,4 2
12.° ano
Tema lll - Trigonometria
e Numeros Complexos - 5,7 2
3 12.° ano
% | Tema | - Geometria no
G |Planoe no Espagoll—11.2 5,6 2
ano
Tema lll - Sucessbes 8 1
reais — 11.2 ano
Total por categoria 0 0 8 0 0
% categoria 0% 0% 42% 0% 0%
Tema | - Pn?b_abl\ldades 243 5
e Combinatéria - 12.° ano
Tema Il - Introdugé&o ao
célculo Diferencial Il - 51 1 41,53 2 42 1
12.° ano
Tema lll - Trigonometria
e Numeros Complexos - 5.1 1 1 1
12.° ano
Tema | - Geometria no
Plano e no Espaco Il —11.9 ! 2'52‘22'3: 4
_ |ano ’
g Tema Il - Introdugdo ao
5 Calculo Diferencial 1 - 11.2 41,5636 3 52 1
ano
Tema | - Geometria no
Plano e no Espago | — 6 1 21,22, 23 3
10.* ano
Tema Il - Fungdes e
graficos — 10.° ano 53,6 2
Total por categoria 1 3 7 0 0
% categoria 5% 16% I7% 0% 0%
o .
% total por categoria 59 16% 70% 0% 0%

No Grupo | todas as questdes sdo Multi-estruturais e apenas uma delas, a questéo 5 aborda mais do

gue um tema (Tema Ill do 12.° ano e Tema | do 11.° ano).
O grupo Il é um grupo mais diversificado no que toca a classificacdo apresentando questdes categori-

zadas como Abstratas (Categoria A) — 5.1 e 3 Relacionais (Categoria B) — 4.1, 5.3 e 6. E relevante

realcar ainda o facto de estas questdes Relacionais abordarem temas de diferentes anos. Neste grupo
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apenas 3 questdes: 2.4, 3 e 4.2 sdo questfes que abordam um Unico tema, que é em todos 0s casos

um tema de 12.° ano.
Para ilustrar a tabela, apresentamos de seguida alguns graficos que irdo facilitar alguma leitura e com-

preensédo dos dados.

1.2 fase 2017 - Distribuigdo dos temas por Categoria SOLO

B Temal - 12.2anc - Probabilidades e Combinataria
mTemall-12.2 ano - Introducdo ao célcule Diferencial 1l
mTemalll-12.2 ano - Trigonometria e Mimeros Complexos
mTemal-11.2 ano - Geometria no Plano e no Espaca i
mTemall-11.2 ano - Introducdo ao Célcule Diferencial |
B Temalll- 11.2 ano - Sucessdes reais
WTemal - 10.2 ano - Geometria no Plano e no Espaco |
WTemall- 10.2 anc - Funcdes e graficos

B

M.2 de questdes

Categoria A CategoriaB CategoriaC CategoriaD CategoriaE

Gréfico 7 - Distribuigdo dos temas por Categoria SOLO - Exame 2017, 12 fase
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1.2 fase 2017 - Distribuigcao das questoes
por Categoria SOLO

Numero de questoes
= = = =
S )} (o] o [\ B o)}

N

B Categoria A B Categoria B m Categoria C

o

Categoria

Gréfico 8 - Distribuicdo das Questdes por Categoria SOLO - Exame 2016, 12 fase

Neste exame as categorias D e E ndo tém expresséo. Ainda assim, a moda continua a ser a frequén-

cia C, de questbes Multi-estruturais.

1.2 fase 2017 - Percentagem de
questdes por Categoria SOLO

Categoria
A
5%

Categoria

Gréfico 9 - Percentagem de Questbes por Categoria SOLO - Exame 2017, 12 fase

A Categoria C é bastante significativa embora a Categoria A e B juntas consigam traduzir quase 25%

das questdes.
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6.4 EXAME 12.° ANO - 1.2 FASE/2018
Caderno |
QUESTAO

1

Os dois itens que se apresentam a seguir s3o itens em altemnativa.

O item 1.1. integra-se nos Programas de Matematica A, de 10.°, 11.° e 12.° anos, homologados em 2001 e
2002 (P2001/2002).

O item 1.2. integra-se no Programa e Metas Curriculares de Matematica A, homologado em 2015 (PMC2015).
Responda apenas a um dos dois itens.

Na sua folha de respostas, identifique claramente o item selecionado.

P2001/2002

1.1. Na Figura 1, esta representado um dado tetraédrico equilibrado, com as faces
numeradasde | a 4

Langa-sé dez vezes esse dado e, em cada langamento, regista-se o nimero da 4 /] sl \

face que fica voltada para baixo. A

Qual é a probabilidade, arredondada as milésimas, de sair exatamente seis

vezes a face com o nimero 3 ? . ol
(A) 0,146 (B) 0,016 (C) 0,008 (D) 0,007
CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2018)
S TSRS 8 pontos

Opcéo (B)

PROPOSTA RESOLUCAO APM

L1

Seja X a varidvel aleatéria: * Nimero de vezes que sai a face numerada com o nimero 3".

X segue uma distribuigao binomial com 10 provas repetidas e probabilidade de sucesso i

Assim, n=10, p= -‘II e consequentemente a probabilidade de insucesso € g = % pelo que:
6 4
P(x=6)="c, (i) X (i] =0,016.
4 R

A resposta correta € a opgao (B).
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MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considera-
dos na construcgéo das solu- Parametros de analise: Categoriza-
¢oes hipotéticas Topicos e Procedimentos cao
(Carvalho e Silva, 2002)
Tema I: Probabilidades e Quantidade
Combinatoéria 4 Dois ou mais topicos foram utilizados
e  “Modelo Binomial” % Nivel
. . . 2 Adequado — Foram utilizados topicos de ni-
¢ CE;EE::EZ'?;'SE ;%r(')i;_ vel analogo ao do programa
acojntecimentos” ' Grau de inovacéo Categoria C
e “Definicao classica de pro- @ Répll;:at—, Envzlve h_ltpéteses de trabalho e (Multi-els;tru-
. ” = estratégias descritas nos programas tural
babilidade ou de Laplace g Integracéo dos procedimentos
g Compartimentados — Os procedimentos
8 mostram a aplicagdo de varios conceitos e
a informacgdes de forma isolada e sucessiva

Conclusdes - Tipo 2

A conclusédo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolugéo

Figura 76 - Modelo de analise para categorizacéo da questdo 1.1, Cl, exame 2018

QUESTAO

PMC2015

1.2. Seja [ uma fungéo diferenciavel no intervalo |U.2| tal que:

o f(0)=1

e ¥xe[0,2], 0< f(x)<9

O teorema de Lagrange, aplicado a fungdo /" em |U.2 | permite concluir que:

(A) 0< f(2)<18
B) 1< f(2)<19
{C) 2< f(2)<20
D) 3< f(2)<21

CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2018)

Opgéo (B)
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PROPOSTA RESOLUGAO APM

1.2

Como [ é diferencidvel no intervalo [0 52 ] , logo pelo Teorema de Lagrange temos

2]’ ou seja, 3('6]0.2[:]"(1')=2m2):—£m).

3('6]0. 2 [; f(c)=t. "“"[0,_

(2) —
Como por hipétese f(0)=1,entdo 3ce]0.2[: f'(c)= M !

Pelo facto de, por hipétese, V.\'e[ 0,2 ]: 0< f’(x) <9, temos em particular que: 0< f’(¢)<9,

ou seja, 0 < <90<f(2)-1<18=1< f(2)<19.

f(2)-1

A resposta correta € a opgao (B).

MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos topicos considerados
na construcdo das solugdes hi-
potéticas Pardmetros de analise: Categoriza-
(Bivar, Anténio; Grosso, Carlos; Topicos e Procedimentos cédo
Oliveira, Filipe; Loura, Luisa; Ti-
méteo, Maria, 2015)

Dominio IV: Func¢des reais de Quantidade
variavel real ;4 Dois ou mais tépicos foram utilizados
O .
= Nivel
e “Teorema de Lagrange; in- S . .
grang 2 Adequado — Foram utilizados topicos de

terpretagao geométrica”

« - L nivel analogo ao do programa
. Taxa média de variagao de

Grau de inovagao

uma fungéo; interpretagéo L . i
] (; ” pretac Réplica — Envolve hipdteses de trabalho e CateQO”a ©
geométrica o . (Multi-estru-
« ~ . estratégias descritas nos programas
. Fungao continua num tural)

Integracédo dos procedimentos
Compartimentados — Os procedimentos
mostram a aplicacéo de varios conceitos e
informagdes de forma isolada e sucessiva

ponto e num subconjunto do
respetivo dominio”

Procedimentos

Conclusdes
Tipo 2
A conclusédo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolugéo

Figura 77 - Modelo de analise para categorizacéo da questdo 1.2, Cl, exame 2018
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QUESTAO

2. Na Figura 2, esta representado, num referencial o.n. Oxyz, um prisma hexagonal regular.

Sabe-se que:

e [PQ] e [OR] sao arestas de uma das bases do

prisma;

L w:ét

2.1. Determine o produto escalar @5 Q_R'

2.2, Sabe-se ainda que:

e oplano POR temequagdao 2x+3y—-z-15=0

CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2018)

Escrever OP. OR = | 0P | x| OR | €08 (POR) -vvoocvviecersccieicce 2 pontos
Reconhecer que PQR N | O 4 pontos
Reconhecer que |QF | = OR [ =4 i 3 pontos
Obter 0 valor eI (=8) .o e sers s seess e ere e ane 3 pontos

PROPOSTA RESOLUCAO APM

2.
2.1.

As bases do prisma sdo hexagonos regulares, pelo que a amplitude dos seus angulos
internos ¢ 120°.  Assim, como E=4, vem que &=4 e portanto:

OP+OR =H§’HX”Q—RHX cos( POR) = PO x OR x cos(120°) = 4 x 4 x(-%]: i
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MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considera-

dos na construcgéo das solu- Parédmetros de analise: Categoriza-
¢oes hipotéticas Tépicos e Procedimentos cao
(Bivar et al., 2015)
Dominio Il: Geometria Anali- Quantidade
tica ;4 Dois ou mais topicos foram utilizados
“ . % Nivel
V:tgorzz,t,o escalar de dois 2 Adequado — Foram utilizados topicos de ni-
vel analogo ao do programa .
- - Categoria C
Grau de inovacgao -
Dominio I: Trigonometria e 3 Réplica — Envolve hipéteses de trabalho e (Multi-estru-
funcdes trigonométricas % estratégias descritas nos programas tural)
“Razdes trigonométricas -_% Integragéo dos procedimentos
de angulos generalizados” § Compartimentados — Os procedimentos
S mostram a aplicac@o de varios conceitos e
informagdes de forma isolada e sucessiva
Conclusdes
Tipo 2

A conclusédo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolugéo

Figura 78 - Modelo de analise para categorizacdo da questéo 2.1, Cl, exame 2018

QUESTAO
2.2. Sabe-se ainda que: 7 b I

S

wn
]
=

e oplano POR temequagdo 2x+3y—z—1 Figura 2

e uma das arestas laterais do prisma € o segmento de reta [PS]. em que S é o ponto de
coordenadas (14,5,0)

Determine a area lateral do prisma.
Apresente o resultado arredondado as décimas

Se, em calculos intermédios, proceder a arredondamentos, conserve, no minimo, trés casas
decimais.
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CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2018)

Este item pode ser resolvido por, pelo menos, dois processos.

1.° Processo

Escrever (x,5,z)=(14,5,0)+k(2,3,-1), k€R .o, 2 pontos

Escrever as coordenadas de um ponto genérico da reta PS, em funcdo

BB K v icissisisiais i o e s e o s s e A b e e 2 pontos

Obter uma equagdo na variavel k, substituindo x, y e = na equagdo do

plano POR pelas coordenadas de um ponto genérico dareta PS ............... 2 pontos

ODEOE O VRIOE OB T s svssavinsssonstonsnsisssssssomisaeme e s v SN 2 pontos

DEIEMMINGT PS oo s sesessese s s esseees 2 pontos

Obter a area lateral do prisma, com o arredondamento pedido (179.6) .......... 2 pontos

2.° Processo

Escrever X _214 = ‘3;5 = —Ll ....................................................................... 2 pontos
x-14_9=5__3

Escrever 2 3 b G A e 2 pontos
2x+3y-z-15=0

Obter as coordenadas do ponto P 4 pontos
DtOMINAE PE ouicisaionsnsinsisomssmiiiiim oot 2 pontos
Obter a &rea lateral do prisma, com o arredondamento pedido (179.6) .......... 2 pontos

PROPOSTA RESOLUGCAO APM

2.2.
Dado que as faces laterais do prisma sao retiangulos, entdo a sua drea lateral é dada por:

6X POX PS=6x4xPS=24PS .
Um vetor normal ao plano POR:2x +3y—-z-15=0 ¢é ﬁ(2,3,—l) ecomoareta PS é

perpendicular ao plano PQOR , entdao um vetor diretor da reta PS € n e portanto:
x=14+2k
PS:(x,y,z)=(14,50)+k(2,3,-1),keR &{ y=5+3k ,keR .

z=—k

Como o ponto P pertence a reta PS as suas coordenadas sdo da fonna(14+ 2k, 5+3k.—k),k eR.

Além disso, como P também pertence ao plano PQS e substituindo as suas coordenadas na

equagdo deste, vem:
2(14+2k)+3(5+3k)-(-k)-15=028+4k +15+ % +k - 15=0&

o 4k=-28<

Sk=-2
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Logo, as coordenadas de P sdo: ( 14+ 2 x (—2’). 5+3x%x(-2),-(-2) ) =(10,-1,2).

Assim, temos Rz\/( 10 - 14)2+(—I ~5): +(2-0 )2 =\/l(\+3()+4 =4/ 56 , pelo que

a medida da drea lateral do prisma ¢ dada por: 24 PS = 24 x \/ 56 . De onde se conclui que a drea

lateral do prisma ¢, aproximadamente, 179,6 .

Nota: E necessario para o calculo da area que se utilize simultaneamente conhecimentos de geometria,

relacionando a posicdo relativa de retas e planos no espacgo e seus vetores diretores e interligando

com a distancia entre dois pontos para calcular o comprimento PS.

Sao utilizados os mesmos parametros de andlise para as propostas de resolugédo apresentadas, pelo

gue se considera apenas uma categorizacéo da questao:

MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados na

Os elementos que contribuiram para a obtengao da conclusdo foram harmonizados

~ ~ . . Parémetros de analise: Categori-
construcdo das solucdes hipotéticas Tépicos e Procedimentos 72050
(Bivar et al., 2015) P -
Dominio Il: Geometria Analitica — 11.° Quantidade
ano 2 Dois ou mais topicos foram utilizados
(8] .
~ . . = Nivel
e  “Equacbes cartesianas, vetoriais e e - -
e » [t Adequado — Foram utilizados tépicos
paramétricas de planos , 3
. . ) de nivel analogo ao do programa
. Vetores normais a um plano - -
ot . Grau de inovacéo
. Posigao relativa entre retas e pla- s o,
N Réplica — Envolve hipéteses de traba-
nos no espago - .
. N Iho e estratégias descritas nos progra-
. Resolucao de problemas envol- mas
vendo equacdes de planos e de re- — -
» Integracéo dos procedimentos
tas no espacgo ) ; ) .
Interligados — Os procedimentos evi- | Categoria
@ | denciam a aplicagao de vérios concei- | B (Relaci-
Dominio Ill: Geometria Analitica —10.° | £ | tos e informacdes de forma integrada e onal)
ano g simultanea
=
e  “Equacéo vetorial de uma reta, no g
plano e no espaco” DE_
e  “Sistema de equagdes paramétricas
de uma reta”
e  “Formula da medida da distancia
entre dois pontos no plano e no es-
paco em funcéo da respetivas coor-
denadas”
Conclusdes
Tipo 1

Figura 79 - Modelo de andlise para categorizacdo da questéo 2.2, Cl, exame 2018
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QUESTAO

2.3. Escolhem-se, ao acaso, dois vértices de cada uma das bases do prisma.
Determine a probabilidade de esses quatro pontos pertencerem a uma mesma face lateral do prisma.

Apresente o resultado na forma de dizima, arredondado as centésimas.

CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2018)

Este item pode ser resolvido por, pelo menos, dois processos.

1.° Processo

Apresentar o nimero de casos possiveis: °C> X °C> (vernota1) ................. 5 pontos
Apresentar o nimero de casos favoraveis: 6 (vernota2) ... 5 pontos
Obter a probabilidade pedida (ver nota 3) (0,03) ..o 2 pontos
2.° Processo

Apresentar o nimero de casos possiveis: °4, X °4, (vernota1) ... 5 pontos
Apresentar o niumero de casos favoraveis: 2xX6x2 (vernota2) ............... 5 pontos
Obter a probabilidade pedida (ver nota 3) (0,03) .....ooooviiiiiiiiiiiiiceeee 2 pontos
Notas:

1. Se a expressdo apresentada nao for equivalente a °C, x °C, (1.° processo de
resolugdo) oua °4, x °4, (2.° processo de resolugao), a pontuagao a atribuir nesta
etapa é 0 pontos.

2. Se o numero de casos favoraveis ndo for 6 (1.° processo de resolugdo) ou 24
(2.° processo de resolugdo), a pontuagao a atribuir nesta etapa é 0 pontos.

3. Seaetapa relativa ao numero de casos possiveis e a etapa relativa ao nimero de casos
favoraveis tiverem sido pontuadas com 0 pontos, a pontuagao a atribuir nesta etapa
€ 0 pontos. A mesma pontuagdo de 0 pontos deve ser atribuida caso o valor obtido

ndo pertenga ao intervalo [0,1]

PROPOSTA RESOLUCAO APM

2.3.

6 6 .
O niimero de casos possiveis é 5 x C . Escolhem-se dois vértices de uma das bases do

prisma. O nimero de maneiras de o fazer é 6:’:’ . Para cada uma destas maneiras, existem 6(‘2
maneiras distintas de escolher dois vértices da outra base do prisma.

O niimero de casos favordveis é 6. Cada uma das seis faces do prisma tem exatamente quatro
vértices, sendo que exatamente dois pertencem a uma das bases e os outros dois pertencem a outra

base.

6 2
Assim, pela Lei de Laplace, a probabilidade pedida é: s s

=0,03.
6 75
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Nota: Para responder a esta questdo tem que se aplicar sucessivamente e de forma isolada topicos
adquiridos no 12° ano com arranjos ou combinac¢des do 12.° ano e a Lei de Laplace.
Os topicos diferem nas duas propostas, contudo € possivel observar a mesma categorizacao (por co-

eréncia dos parametros de analise), conforme se pode verificar nas duas propostas apresentadas infra:

Categorizacéo para o 1.° processo de resolucéo (IAVE e APM):

MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados

na construcdo das solucdes hi- Parametros de analise: Categoriza-
potéticas Topicos e Procedimentos cao
(Bivar et al., 2015)
Dominio I: Céalculo Combinat6- Quantidade
rio 4 Dois ou mais topicos foram utilizados
e “Numero de subconjuntos de '§- Nive! . .
i Adequado — Foram utilizados tépicos de

p elementos de um conjunto , ,
de cardinal n. Combinacdes” nivel analogo ao do programa .
. coes Categoria C

Grau de inovagao ;
L o (Multi-estru-
Réplica — Envolve hipéteses de trabalho e tural)
estratégias descritas nos programas

Dominio Il: Probabilidades

Integracdo dos procedimentos
Compartimentados — Os procedimentos
mostram a aplicacé@o de vérios conceitos e
informag®es de forma isolada e sucessiva
Conclusdes

Tipo 1
Os elementos que contribuiram para a obtencéo da conclusdo foram harmonizados

e  “Regra de Laplace”

Procedimentos

Figura 80 - Modelo de analise para categorizagdo da questédo 2.3, Cl, exame 2018 — 1.° processo
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Categorizacéo para o0 2.° processo de resolugéo (IAVE):

MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considera-

dos na construcéo das solu- Parametros de analise: Categoriza-
¢des hipotéticas Topicos e Procedimentos cao
(Bivar et al., 2015)
Dominio I: Calculo Combina- Quantidade
torio 4 Dois ou mais tépicos foram utilizados
[8) .
e  “Arranjos sem repeticao” % va.efl _ .
= | Adequado — Foram utilizados t6picos de ni-
vel analogo ao do programa .
Dominio II: Probabilidades Grau de inovacéo (i/latletgonf c
¢ “Regra de Laplace” é Réplica - Envolve h_ipéteses de trabalho e ( utul;zls) v
o estratégias descritas nos programas
-_% Integracdo dos procedimentos
g Compartimentados — Os procedimentos
09_ mostram a aplicacé@o de vérios conceitos e
informag®es de forma isolada e sucessiva
Conclusdes
Tipo 1

Os elementos que contribuiram para a obten¢éo da conclusdo foram harmonizados

Figura 81 - Modelo de andlise para categorizacao da questédo 2.3, Cl, exame 2018 — 2.° processo

QUESTAO

3. Uma escola dedica-se ao ensino de Espanhol e de Inglés, entre outras linguas.

3.1. Doze alunos dessa escola, quatro de Espanhol e oito de Inglés, dispGem-se lado a lado em linha reta
para tirar uma fotografia.

De quantas maneiras se podem dispor os doze alunos, de modo que os alunos da mesma disciplina
fiquem juntos?

(A) 40 320 (B) 80 640 (C) 967 680 (D) 1935 360
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CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2018)

T8 OO RUUSUUPRRPUUUP : B + [+ 11 (s -1
Opgéo (D)

PROPOSTA RESOLUGAO APM

3.1.

Os doze alunos vao dispor-se lado a lado em linha reta para tirar uma fotografia.

Ha 4! formas diferentes de os alunos de Espanhol se disporem juntos lado a lado.

Ha 8! formas diferentes de os alunos de Inglés se disporem juntos lado a lado.

Ha 2 maneiras diferentes de estes grupos de alunos se disporem lado a lado. O grupo de alunos de
Espanhol a esquerda e o grupo de Inglés a direita ou vice-versa.

Assim, o nimero pedido é dado por: 2 x 4! x 8!=1935360.

A resposta correta € a opgao ( D).

MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados

na construcéo das solucdes hi- Parédmetros de analise: Categorizacha
potéticas Topicos e Procedimentos
(Bivar et al., 2015)
Dominio I: Calculo Combinat6- Quantidade
ro 4 Dois ou mais topicos foram utilizados
“ - . % Nivel
* ‘Permutagbes. Fatorial de 2 Adequado — Foram utilizados t6picos de

um namero inteiro ndo nega- . .
nivel analogo ao do programa

tivo”
Grau de inovacéo Categoria C
e “Aplicagbes do calculo de Réplica — Envolve hipéteses de trabalho | (Multi-estrutu-
cardinais de conjuntos, con- e estratégias descritas nos programas ral)

tagens, arranjos e combina-
¢coes”

Integracdo dos procedimentos
Compartimentados — Os procedimentos
mostram a aplicacédo de varios conceitos
e informagdes de forma isolada e suces-

siva

Procedimentos

Conclusdes - Tipo 2
A conclusédo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolugéo

Figura 82 - Modelo de andlise para categorizacdo da questéo 3.1, Cl, exame 2018
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QUESTAO

CRI

3.2. Relativamente a essa escola, sabe-se que:

e o numero de alunos que estudam Espanhol € igual ao nimero de alunos que estudam Inglés;

e o numero de alunos que estudam, pelo menos, uma das duas linguas é o quadruplo do nimero de

alunos que estudam as duas linguas.

Escolhe-se, ao acaso, um aluno dessa escola.

Determine a probabilidade de esse aluno estudar Inglés, sabendo que estuda Espanhol.

Apresente o resultado na forma de percentagem.

TERIOS DE CLASSIFICAGAO (IAVE 2018)

Designemos por £ o acontecimento «o aluno escolhido estuda Espanhol» e
por/ o acontecimento «o aluno escolhido estuda Inglés».

Identificar 0 pedido €OM P |E) oo e 2 pontos
ESCrEVET PUE) = PlI) oottt n e e e 2 pontos
Escrever P(EUI)=4P(ENT) (ou equivalente) .........ooooooooevorooeeeeeen. 3 pontos
Obter SPENT)=2PUE) oo 2 pontos
n
Escrever P{/|E)= % ......................................................................... 1 ponto
Obter P(I|E)= % ............................................................................................ 2 pontos
Responder ao problema (40%) ..o 1 ponto

PROPOSTA RESOLUCAO APM

3.

2.

Designemos o acontecimento “o aluno escolhido estuda Espanhol” por E e o acontecimento “o

aluno escolhido estuda Inglés™ por 7.

Sabemos que:

. P( E ) = P( 1 ) , pois o nimero de alunos que estuda Espanhol € igual ao nimero de alunos que

estuda Inglés. (1)

. P( Eul ) =4x P( Enl ) , pois o niimero de alunos que estudam pelo menos uma das duas

linguas € o quadruplo do nimero de alunos que estudam as duas linguas. (2)

Pretende-se determinar a probabilidade de esse aluno estudar Inglés, sabendo que estuda Espanhol,

ou seja, P(I|E).
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Como I’( Eul ) = I’( E ) - I’( / ) - I’( Enl ) e tendo em conta (1) e (2), temos:

4xP(EnI)=P(E)+P(I)-P(Enl)e5xP(Enl)=P(E)+P(E)e

P(EnT)

—xXP

(£)

&SP(ENnI)=2P(E)e

o P(EnI)=

W

P(E)

Assim, l’( / |1-,')= I’( I-') =

P(E)

Logo, a probabilidade pedida é: 40% .

W

=0,4,0u seja, 40% .

MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considera-

dos na construgao das solu- Pardmetros de anélise: Categoriza-
¢Oes hipotéticas Topicos e Procedimentos cédo
(Bivar et al., 2015)
ominio Il: Probabilidades uantidade
Dominio II: Probabilidad Quantidad
. , , 4 Dois ou mais tépicos foram utilizados
. Acontecimentos equipro- Ja! Nivel
vaveis” oy Iv.ef - ]
. . . 2 | Adequado — Foram utilizados topicos de ni-
. Probabilidade condicio- vel analogo ao do programa
nada’ Grau de inovacgao Categoria C
e  “Probabilidade da dife- o . novag (Multi-estru-
e o Réplica — Envolve hipoteses de trabalho e
renc¢a e da unido de acon- = . . tural)
tecimentos” o estratégias descritas nos programas
-g Integracédo dos procedimentos
g Compartimentados — Os procedimentos
g mostram a aplicacéo de varios conceitos e

informagdes de forma isolada e sucessiva

Conclusdes - Tipo 1

Os elementos que contribuiram para a obtengao da conclusao foram harmonizados

Figura 83 - Modelo de analise para categorizacdo da questdo 3.2, Cl, exame 2018
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QUESTAO
4. Um feixe de luz incide perpendicularmente sobre um conjunto de trés placas sobrepostas, homogéneas e
iguais, feitas de um material transparente. A Figura 3 ilustra a situagao.

Admita que a poténcia, L, da luz transmitida, apos atravessar o iz incidente
conjunto de placas, é dada por | | | l I

L=1I(1-R)e-34 vYvy

em que:

; Bipolinie i [11]]

® R é o coeficiente de reflexdo do material (0 << R <1) Az transmiida

e A é o coeficiente de absorcao do material, por centimetro Figura 3
(A>0)

Relativamente ao material de que as placas sdo feitas, sabe-se que o coeficiente de reflexdo, R, e o
coeficiente de absorg@o, A, tém o mesmo valor numérico.

Sabe-se ainda que a poténcia da luz transmitida é igual a metade da poténcia da luz incidente.

Determine, recorrendo a calculadora grafica, o valor comum dos coeficientes de absorgao e de reflexao do
material, sabendo-se que esse valor existe e € Unico.

Nao justifique a validade do resultado obtido na calculadora.

Na sua resposta:
- equacione o problema;

— reproduza, num referencial, o(s) grafico(s) da(s) fungao(des) visualizado(s) na calculadora que lhe
permite(m) resolver a equagao;

— apresente o valor pedido arredondado as milésimas.

CRITERIOS DE CLASSIFICAGAO (IAVE 2018)

OSSOSO 12 pontos
Equacionar o problema (1-4 )6e'3" = '5 ouequivalente | ..........cccoevines 6 pontos
Reproduzir o(s) grafico(s) da(s) fungdo(des) visualizado(s) na calculadora que
permite(m) resolver @ equAaca0 (VEF NOA) ...........cccoooiiueiemimciiiriieeieees e 3 pontos
Apresentar 0 valor pedido (0,075) .........ccuivcmmmmsisssssssessssssssssmssssssssssssssssssssssen 3 pontos

Nota — Se ndo for apresentado o referencial, a pontuagdo a atribuir nesta etapa é
desvalorizada em 1 ponto.
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PROPOSTA RESOLUGAO APM

4.
; / 6 32 23
Dado que R=/{eL=5 € como L=](1—R) e . entao temos que
! 6.~3% .. ) 6 -3
—=I(1-4) e o—=(1-4)e a
Lot(1-2fe R o= (1-2)
Recorrendo as capacidades da calculadora grifica, representamos, numa janela adequada, a curva

N | -

6 -
correspondente a y, = ( 1- l) e 3 e a reta de equagdo y

b
[}
| -

-

Usando a fungdo da calculadora grifica para determinar valores aproximados das coordenadas do

ponto de intersecgdo dos dois gréficos, obtemos um valor aproximado (as milésimas) da abcissa

do ponto P:xp=0,075.
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MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados na

construcéo das solugdes hipotéti- Parédmetros de analise: Categoriza-
cas Tépicos e Procedimentos cao
(Bivar et al., 2015)
Dominio Ill: Fung@es reais de va- Quantidade
riavel real 4 Dois ou mais topicos foram utilizados
(8] .
. . = Nivel
e “Resolugdo aproximada de s . L
~ _ = | Adequado — Foram utilizados topicos de
equagdes da forma f(x)=g(x) , 3
L e nivel analogo ao do programa
utilizando a calculadora grafica : _ )
Grau de inovacéo Categoria C
_ _ 9 Réplica — Envolve hipoteses de trabalho | (Multi-estru-
Dominio V: Fungdes exponenci- = e estratégias descritas nos programas tural)
i 0 itmi () ~ .
ais e fungdes logaritmicas I Integracéo dos procedimentos
e “Fung&o exponencial e* 3 | Compartimentados — Os procedimentos
8 mostram a aplicacdo de varios conceitos
o e informagdes de forma isolada e suces-

siva

Conclusodes
Tipo 2

A conclusédo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolucao

Figura 84 - Modelo de andlise para categorizacao da questéo 4, Cl, exame 2018

QUESTAO

5. Paraumcertonimeroreal x, pertencente acintervalo

verifica a condigdo Im(z)= lT Re(z)
3

().l‘—‘2

Qual é o valor de x arredondado as centésimas?

(A) 0,02 (8) 0,03

(c) 0,12 (D) 0,13

CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2018)

Opgao (B)

221

, onimero complexo z = (cos x + isen x)'"

8 pontos




PROPOSTA RESOLUGAO APM

12

; U -
Pretende-se determinar o valorde x € ]0, = |: para o qual o niimero complexo

z= (cos X + i senx )IO verifica a condigdo lm( :) = %Re( z ) A

. g x|\ 10 ’ ; i(10x)
Na forma trigonométrica temos z = ( e ) e aplicando a férmula de Moivre temos Z=¢ s
ou seja, z = cos( 10x ) + isen( 10x ) .
1 1
Assim, Im( z ) = ERe( z ) o sen( 10x ) = Scos( 10x )

Recorrendo as capacidades da calculadora grifica, representamos, numa janela adequada. as

1
curvas correspondentes a y; = sen( le) ea y,= 3 cos( 10x ) ;
Y
1
P s
—L ;
0, 0: =

0 ,03 512 z

Tne

Usando a fungdo da calculadora gréfica para determinar valores aproximados das coordenadas do

ponto de intersec¢do dos dois grificos, obtemos um valor aproximado (as centésimas) da abcissa
do ponto P:xp=0,03.

A resposta correta € a opgdo (B ).

Nota: Na analise desta questéo foi necessario relacionar os resultados ja obtidos com a aplicagao de
forma sucessiva do conhecimento de complexos, com as fun¢des, nomeadamente a utilizagdo da cal-

culadora grafica na resolucdo da equagéo f(x)=g(x) para obter o valor de x.
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MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados na cons-

~ ~ . Lo Parametros de analise: Categori-
trucdo das solug8es hipotéticas Tépicos e Procedimentos 27aC0
(Bivar et al., 2015) P &
Dominio VII: Nimeros Complexos Quantidade
. L . 4 Dois ou mais topicos foram utilizados
. Forma algébrica da representagao O Nivel
dos nimeros complexos. Partereale | & . -
. e Pt Adequado — Foram utilizados topicos
parte imaginaria . )
p . 0 de nivel analogo ao do programa
. Exponencial complexa e'*=cos 6 + a Joi -
isend, com B € IR o rau de |ﬁoyagao
p I - Réplica — Envolve hipéteses de traba-
. Representacao trigonométrica de um L. .
. ” Iho e estratégias descritas nos progra-
numero complexo mas
e Formula de De Moivre: (cos 6 + -
) n . ( Integragdo dos procedimentos Catego-
isen 8)™ =cos(nB) + isen(nb) . i . f
@ | Interligados — Os procedimentos evi- | fia B (Re-
£ | denciam a aplicagéo de varios concei- lacional)
Dominio Ill: Fung8es reais de variavel £ tos e informagdes de forma integrada
real K e simultanea
(8]
e  “Resolugéo aproximada de equagdes DE_’
da forma f(x)=g(x) utilizando a calcu-
ladora grafica”
e  “Resolugéo de problemas envol-
vendo equacdes de planos e de retas
no espacgo”
Conclusdes
Tipo 1

Os elementos que contribuiram para a obtencao da conclusdo foram harmonizados

Figura 85 - Modelo de andlise para categorizacao da questéo 5, Cl, exame 2018

QUESTAO

6. Seja @ um numero real.

Sabe-se que a, a+6 e a+ 18 sao trés termos consecutivos de uma progressao geomeétrica.

Relativamente a essa progressdo geométrica, sabe-se ainda que a soma dos sete primeiros termos é

iguala 381

Determine o primeiro termo dessa progressao.
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CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2018)

B ot auxessa e Nyt s A SRR a v btk VAR SN E RO e A AT AR ST SRS TSRS MRS S R b SRS AR SO S 12 pontos
Reconhecer que a razdo da progressao € dada, em fungdo de a, por
”aﬂ ( ou por % ....................................................................................... 3 pontos
Escrever a+6 = z:lg (OU eqUIVAIENTE) ........ooeiciciieii e 2 pontos
ODBTOVBIOT O B iiiiiihimiinsiiasimmmam i s i oroes 2 pontos
Obter o valor da raz80 da progreSSA0 ............cccieiiiimiieiimissinissssessassssssssssssnsans 2 pontos
Escrever 381=u X Jl;—22_7 ................................................................................. 1 ponto
Determinar 0 termo Pedido (3) ....ccceririeirieieiiiniiceiecaeeeses s sesa s sseseneeas 2 pontos
s
Nota - Se for apresentada apenas a condi¢do 381 = u; x 6 (ou equivalente),
a

a classificagdo maxima a atribuir a resposta é 4 pontos.

PROPOSTA RESOLUGAO APM

6.
Como a, a+6 e a+18 sao trés termos consecutivos de uma progressao geométrica tem-se

a+6 a+18

a+6
,coma#0e a#-6,sendo
a a+6 a

Sendo ae R\ {0,—6} , vem:

a+6 a+18

a a+6

arazio, r ,da progressao.

@(a+6)2=a(a+18)ﬁaz+12a+36=a2+18a¢>6a=36®a=6.

6+6

Entdo, r = =2,

Seja (u" ) €ssa progressao.

Como a soma dos sete primeiros termos da progressao geométrica € igual a 381 vem:
1-27
uy X
1-2

=38|@127u|=381au|=%@ul=3.
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MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados
na construcao das solucdées hi- Pardmetros de analise: Categoriza-
potéticas Topicos e Procedimentos cao
(Bivar et al., 2015)
Dominio Ill: Sucessdes Quantidade
; - e ;4 Dois ou mais topicos foram utilizados
e “Progressdes geométricas: o Nivel
termos gerais e somas de n S . -
termos consecutivos (n € IN)’ = Adequ'ado - I,:oram utilizados topicos de
nivel analogo ao do programa
e “Resolucao de problemas en- Grau de inovagéo Categoria C
volvendo progressdes aritmé- | | Réplica— Envolve hipéteses de trabalho e | (vulti-estru-
ticas e geometricas” 2 estratégias descritas nos programas tural)
g Integracéo dos procedimentos
g Compartimentados — Os procedimentos
g | mostram a aplicacdo de vérios conceitos e
a informacgdes de forma isolada e sucessiva

Conclusbes
Tipo 2

A conclusédo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolugéo

Figura 86 - Modelo de andlise para categorizacao da questéo 6, Cl, exame 2018

QUESTAO

7. Na Figura 4, esta representada, num referencial o.n. x(Oy, uma circunferéncia de centro na origem e que

passanospontos 4, B,C, D, E e F

Sabe-se que:

e oponto 4 pertence ao semieixo positivo Ox e tem abcissa igual
a2

® os pontos B e F tém ambos abcissa igual a |

e os pontos C, D e E séo, respetivamente, os simétricos dos

pontos B, A e F relativamente ao eixo Oy

Qual das condig¢des seguintes define o dominio plano representado
a sombreado?

(A) x2+y2<2 A |x|=1
(B) x*+y* <4 A |x|=I

() x*+ ¥ =4 A |x

(D) x*+y* =2 A |x|=1
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CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2018)

Opgéo (C)

PROPOSTA RESOLUGAO APM

8 pontos

Sendo o ponto O o centro e o ponto A4 de abcissa 2, entdo o raio da circunferéncia é 2.

b )
Assim, a condic@o que define o circulo € dada por: x~ + y~ <4.

Como os pontos B e F tém abcissa |, os simétricos em relagao ao eixo Oy , C e E , tém abcissa

O semiplano fechado a direita da reta BF reunido com o semiplano fechado a esquerda da reta

CE ¢ descrito por ‘\‘ = Iff

A resposta correta € a opgao ( C ).

MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considera-

dos na construcéo das solu- Parametros de analise: Categoriza-
¢des hipotéticas Topicos e Procedimentos ¢ao
(Bivar et al., 2015)
Dominio Ill: Geometria Anali- Quantidade
tica 4 Dois ou mais tépicos foram utilizados
(8] P
- S Nivel
e  ‘“Referenciais ortonorma- s © - .
. | = | Adequado — Foram utilizados topicos de ni-
dos, no plano e no espago ,
p ~ . vel analogo ao do programa
. Inequagdes cartesianas Graudei —
de circulos, no plano, e de ol ralu Elln,ovagag balh Categoria C
esferas, no espaco™ ” Reéplica - Envo ve _|poteses e trabalho e (Multi-estru-
p ~ . o estratégias descritas nos programas |
. Inequacgbes cartesianas c _ g tural)
de semiplanos.” GE) Integ.ra(;ao dos procedlmen.tos
= Compartimentados — Os procedimentos
§ mostram a aplicacédo de varios conceitos e
& informac®es de forma isolada e sucessiva

Conclusdes
Tipo 2

A conclusédo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolucao

Figura 87 - Modelo de andlise para categorizacao da questéo 7, Cl, exame 2018
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Caderno |l

QUESTAO

Os dois itens que se apresentam a seguir sdo itens em alternativa.

O item 8.1. integra-se nos Programas de Matematica A, de 10.°, 11.° e 12.° anos, homologados em 2001 e
2002 (P2001/2002).

O item 8.2. integra-se no Programa e Metas Curriculares de Matematica A, homologado em 2015 (PMC2015).
Responda apenas a um dos dois itens.

Na sua folha de respostas, identifique claramente o item selecionado.

P2001/2002

8.1. Considere, num referencial o.n. Oxyz, areta r definida pela condigdo

.Y+l ."-2 A:=3

(]

Qual das seguintes equagdes vetoriais define areta r ?

(A) (x,0,2)=(3,03)+k(2,-1,0), keR
B) (x,»,2)=(3,03)+k(2,-13), keRrR
©€) (x,»,2)=(-1,2,0)+k(2,-1,3), keR
(D) (x,3,2)=(-1,2,0)+k(2,-1,0), keR

CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2018)

Opgéo (A)

PROPOSTA RESOLUCAO APM

8.
8.1. 001/200

Tendo em conta que ( 2,-1, 0) sao as coordenadas de um vetor diretor da reta r e que qualquer
vetor diretor da reta é colinear com este vetor, entdao podemos eliminar as opgoes (B) e (C).
Além disso, o ponto (— L2, 0) nao pertence a reta r , pois qualquer ponto da reta tem cota igual

a 3. Podemos, assim, eliminar a op¢ao (D).
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.0go, aresposta correta € a opgao (A).
Logo, aresposta correta € a opgao (A)

Note-se que o ponto ( 3,0,3 ) pertence a reta, pois

MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considera-
dos na construcédo das solu- Parametros de analise: Categoriza-
¢des hipotéticas Tépicos e Procedimentos cao
(Carvalho e Silva, 2001)
Tema |: Geometria no plano e Quantidade
no espaco | 4 Dois ou mais tépicos foram utilizados
) N : = Nivel
* Equagdo vetorial da f,Gta ‘§- Adequado — Foram utilizados topicos de ni-
no plano e no espaco. ,
) " vel andlogo ao do programa .
e “Sistema de equagdes pa- - — Categoria C
ramétricas de uma reta” » oo Grau de_m,ova(;ao (Multi-estru-
=} Réplica — Envolve hipéteses de trabalho e tural)
S estratégias descritas nos programas
-_g Integracdo dos procedimentos
3 Compartimentados — Os procedimentos
DE_’ mostram a aplicacé@o de vérios conceitos e
informag®es de forma isolada e sucessiva

Conclusbes
Tipo 2

A conclusédo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolucao

Figura 88 - Modelo de andlise para categorizagdo da questéo 8.1, Cll, exame 2018

QUESTAO

PMC2015

, 1
8.2. Qual é o valor de arcsen(! )+ urccu.x‘ 7) ?

1x
6

(A) (8) =

~
" ]

3

(C)

CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2018)

Opgéo (A)
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8 pontos




PROPOSTA RESOLUGAO APM

8.2. [PMC2015

Sabe-se que arcsen( 1 ) =

N

. " o » - T
. pois a fungdao arcsenx estd definida em [-—; ; ?:|c pretende-se

descobrir a amplitude do dngulo a tal que senax =1.

g T S Y
Além disso, arc'cos(—; ] =r- ? , pois a fungao arccosx esta definida em [0 : Ir] e, da mesma

: i - 1
forma que o anterior, pretende-se descobrir o angulo S tal que cosff = — =
1 /4 r T
Logo, aresen(1)+arccos| —— |=—+m—-—=—.
2 2 3 6

A resposta correta € a opgao (A).

MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos topicos considerados na
construcdo das solugdes hipotéti- Parédmetros de analise: A
L . Categorizagéo
cas Topicos e Procedimentos
(Bivar et al., 2015)
Dominio I: Trigonometria e fun- Quantidade
¢cOes trigonométricas 2 Dois ou mais topicos foram utilizados
e  “Fungdes trigonométricas in- L;')- N|ve! . -
versas: arco-seno, arco-cos- | - Adequado — Foram utilizados topicos de
seno e arco-tangente” nivel analogo ao do programa
e “Equagdes trigonométricas do o Grau de i.nqvagéo Categoria C
tipo: sinx=k, cosx=k e tgx=K’ * Réplica — Envolve h_|poteses de trabalho | (Multi-estrutu-
g e estratégias descritas nos programas ral)
g Integracdo dos procedimentos
g Compartimentados — Os procedimen-
S tos mostram a aplicacao de varios con-
a ceitos e informacdes de forma isolada e
sucessiva

Conclusdes - Tipo 2
A conclusédo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolucao

Figura 89 - Modelo de andlise para categorizacdo da questéo 8.2, Cll, exame 2018
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QUESTAO

/2 _J2 5
9. Em C, conjunto dos nimeros complexos, considere w =1+ %,,1’3—'
Sabe-se que w €& uma raiz quarta de um certo complexo =
Determine a raiz quarta de = cujo afixo (imagem geométrica) pertence ao primeiro quadrante.

T
0?[

Apresente o resultado na forma trigonométrica, com argumento pertencente ao intervalo

CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2018)

Este item pode ser resolvido por, pelo menos, dois processos.

1.° Processo

IAENGAICAT 17 COM v eee e st eeeesenenen 1 ponto
R 4 pontos
Determinar w X i naforma algébrica ..............ccooiiiiiiiiiciiiii e 3 pontos

Determinar o numero complexo pedido na forma pedida (ZCis% ou 2e° ) .... 4 pontos

2.° Processo

Identiflcar = ComiE i 1 ponto
R R 4 pontos
Escrever w na forma trigonometrica ..........ccccooviiiicirciceiiicnieiee s 3 pontos

Determinar o nimero complexo pedido na forma pedida 2cis—’é— ou 2e” ) .... 4 pontos

PROPOSTA RESOLUCAO APM

Comecemos por simplificar w .

.5 . . . . .2
w=l+2\E—J§I _I+2\[§—J§ixl—2£=l+2 3-4 31—J§1+2 3i _

1+2i 1+2i 1-2i 12_(2‘.]2

I NEEE 3;-2\;’3:1_5\?;:1_&:_

1 - 442

Escrevendo w na forma trigonométrica, temos que 1 — JE i= rem ,onde:
2
. r=‘l—\l§£|=1‘12+(—ﬁ] =1’1+3 =J:=2

. tgez_]—3=— 3, como o afixo de |- ﬁi pertence ao 4° Q., € pertence ao 4° Q.. Logo,
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= —% (argumento principal).

il

5
. \ 3
Assim, w=2¢

Como w ¢ uma raiz quarta de Z, as restantes raizes quartas de Z sao:

9

a
| =X i ‘-'3’{ | ,z_’f_
? e 2e =2e ©

Wiy
“R

2e

Como se pretende a raiz quarta de z cujo afixo pertence ao primeiro quadrante, o nimero

iE
complexo pedido é 2¢ © .

Nota: Os topicos sdo 0s mesmos nas duas propostas, pelo que se apresenta uma Unica categorizagao:

MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos topicos considerados na
construcéo das solugdes hipotéti- Parédmetros de analise: Categoriza-
cas Tépicos e Procedimentos cédo
(Bivar et al., 2015)
Dominio VII: Nimeros Comple- Quantidade
x0s — 12.° ano 4 Dois ou mais topicos foram utilizados
(8] .
“NIy ‘B Nivel
o Numero i s . -
“ laébrica d = | Adequado — Foram utilizados topicos de
. orma algébrica da represen- . .
N 9 , P nivel analogo ao do programa
tag@o dos numeros complexos. S Y -
Parte real e parte imaginaria” o rau de |ln(?vagao
“n g2 , Réplica — Envolve hipoteses de trabalho
. Modulo de um nimero com- L. .
plexo” e estratégias descritas nos programas
« R . Integracdo dos procedimentos
. Representacgéo trigonométrica c " tad o di ;
. » ompartimentados — Os procedimentos
de um numero complexo tp licacio d p it
“ . . mostram a aplicacdo de varios conceitos ;
* ‘Exponencial complexa e®=cos e informac;ﬁeps degforma isolada e suces categoria ©
0 +isend, comB € IR 0 : (Multi-estru-
o . . = siva tural)
. Raizes n-ésimas de nimeros S
complexos” E
°©
()
8
Dominio I: Trigonometria e fun- i
¢Oes trigonométricas — 11.° ano
e “Razdes trigonométricas de
angulos generalizados”

Conclusdes - Tipo 1
Os elementos que contribuiram para a obtencéo da conclusao foram harmonizados

Figura 90 - Modelo de andlise para categorizacao da questéo 8, Cll, exame 2018
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QUESTAO

10.

Os dois itens que se apresentam a seguir s3o itens em alternativa.

O item 10.1. integra-se nos Programas de Matematica A, de 10.°, 11.° e 12.° anos, homologados em 2001 e
2002 (P2001/2002).

O item 10.2. integra-se no Programa e Metas Curriculares de Matematica A, homologado em 2015 (PMC2015).

Responda apenas a um dos dois itens.

Na sua folha de respostas, identifique claramente o item selecionado.

P2001/2002

10.1. Num saco, encontram-se quatro bolas indistinguiveis ao tato, numeradas de 0 a 3
Retiram-se, ao acaso, sucessivamente e sem reposi¢ao, duas bolas do saco.
Seja X a variavel aleatéria «produto dos nimeros saidos».
Para um certo valor de k, tem-se que P(X =k)= 17

Qual é o valor de k ?

(A) 6 (B) 2 (€) 3 (D) 0

CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2018)
Opgao (D)

PROPOSTA RESOLUCAO APM

10.

10..

Recorrendo a uma tabela de dupla entrada tem-se:
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Asss - A sfinn w1 s w2 1
ssim, tem-se que X —{0.~.3,6} e I(.\ —())-E-E. P{X = =BT
ol vmaVaitiatic Plowee e tat b -
I( X —3)— Tk e I(.\ —6)- e ,peloque k=0.
MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZA(;AO DA QUESTAO
Lista dos tépicos considera-
dos na construcgéo das solu- Parametros de analise: Categoriza-
¢oes hipotéticas Topicos e Procedimentos cao
(Carvalho e Silva, 2002)
Tema I: Probabilidades e Quantidade
combinatdria 2 Dois ou mais topicos foram utilizados
B A .. 2 Nivel
* Expenenma aleatoria. § Adequado — Foram utilizados topicos de ni-
Conjunto de resultados. ,
. » vel analogo ao do programa .
Acontecimentos - — Categoria C
e  “Definigéo classica de pro- | , . Grau de.m'ova(;ao (Multi-estru-
babilidade ou de Laplace” % Réplica - Envolve h_|poteses de trabalho e tural)
& estratégias descritas nos programas
-_% Integracdo dos procedimentos
g Compartimentados — Os procedimentos
053 mostram a aplicagdo de varios conceitos e
informag®es de forma isolada e sucessiva
Conclusdes
Tipo 2

A concluséo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolugéo

Figura 91 - Modelo de andlise para categorizacao da questédo 10.1, ClI, exame 2018

QUESTAO

PMC2015

10.2. Seja k& um numero real.

n
Considere a sucessao convergente (u,) definida por u, = (u)
n

>

Sabe-se que o limite de (u,,) é solugdo da equacgao In (l ) =3
e

Qual é o valorde k ?

2 3
(A) - (B) - (C)

=
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CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2018)

B0, e s b4 eSS ae e e e e ee e et s e e e e 8 pontos
Opcéao (D)
PROPOSTA RESOLUCAO APM
10.2.
n n n
“m(",,)=lim[ Rtk ] =hm[ﬂ+5] =|im[ |+5] =e*.
n n n n
Como o limite da sucessdao (u“) ¢ solugdo da equagdo ln[ ® ] =3 temos:
e
ek k-1
n| < |=3em(e*!)=3ek-1=3ck=4
e
A resposta correta € a opgao (D).
MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZACAO DA QUESTAO
Lista dos tépicos considerados
na construcdo das solucdes hi- Parametros de analise: Categoriza-
potéticas Topicos e Procedimentos ¢ao
(Bivar et al., 2015)
Dominio lll: Sucessdes — 11.° Quantidade
ano 4 Dois ou mais tépicos foram utilizados
(8] .
5 Nivel
e  “Operagdes com limites e oy . -
. P ~ ¢ . . » 2 Adequado — Foram utilizados topicos de
situacoes indeterminadas . .,
nivel analogo ao do programa
_ Grau de inovacgéo
Dominio V: Fungges exponen- Réplica — Envolve hipéteses de trabalho e
ciais e funcdes logaritmicas — estratégias descritas nos programas _
12.°2 ano Int 50 ai : Categoria C
ntegragéo dos procedimentos (Multi-estru-
e  “Sucessao de termo geral Compartimentados — Os procedimentos tural)

w,=(1 + 3),1 « mostram a aplicacao dg Varios conceito§ e
n informac®es de forma isolada e sucessiva
e  “Definigdo das fungbes ex-
ponenciais de base a e res-
petivas propriedades”
e “Monotonia, sinal, limites e
propriedades algébricas dos

logaritmos”

Procedimentos

Conclusbdes
Tipo 2

A conclusao decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolugao

Figura 92 - Modelo de andlise para categorizacdo da questéo 10.2, Cll, exame 2018
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QUESTAO

11. Sejam a e b numeros reais superioresa | taisque Inb=4Ina
19
L 4

Determine o conjunto dos nimeros reais que sdo solugdes da inequagdo a* = b

Apresente a resposta usando a notagao de intervalos de nimeros reais.

CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2018)

Este item pode ser resolvido por, pelo menos, dois processos.

1.° Processo
OBIEE B = % ettt 2 pontos
1
ODBIBE @7 Z @™ ettt ee et ene s e e s e et e eneen 2 pontos
3 4
Concluirque a*Za* s x= e 2 pontos
Resolver a condigdio x = % (VEr NOA) ..o 7 pontos
2
ESCI‘EVBTIEiﬁx _420 _________________________________________________ 1 ponto
x x

Apresentar um quadro de SiNaiS ..o 4 pontos

Concluir que x € [=2,0[ U[2,400[ oo, 2 pontos
2.° Processo

L 1
Escrever a*=bh" = In(g*)=> ln(b") ............................................................ 2 pontos
¥ 1

Escrever ln(a-‘)Zln(b")wx lnaz?lnb ................................................. 1 ponto
Escrever xlnaZl;lnwalnalex‘Hna .............................................. 2 pontos
Escrever xlna.>_|;x4lnaw.t_>_% ............................................................ 1 ponto
Resolver a condigdo x = % VO ORI ) i s s v S R NS as s sssdera i 7 pontos

Escrever x = % = "-T-“ o L y— 1 ponto

Apresentar um quadro de SINAIS ........ccccceeiiiiiiiiiicie e 4 pontos

Concluirque X € [—2,0[ U[2,400] oo 2 pontos

Nota - Se, erradamente, for  considerada a equivaléncia
xz%ax3-4 >(, a pontuagdo maxima a atribuir nesta

etapa é 3 pontos.
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PROPOSTA RESOLUGAO APM

11.

Comecemos por exprimir b em funcio de a:
mb=4ma¢¢mb=m(dq¢¢b=af

Assim, temos:

1

a*zh* a2 ( a’ )" & a*2a* ,como a> 1 afuncdo exponencial é crescente, logo:
2
x- =4
xz2—ex-—20 =0
X X X
¥’ —
Calculando os zeros do numerador e do denominador da fracdo - e estudando a variacido do
x
sinal temos:
x —ee -2 0 2 +oo
2
x“—4 + 0 - - - 0 +
X - - - 0 + + +
2
x“ -4 - 0 + n.d - 0 +
X

: . - _ x -4
Conclui-se que o conjunto solugio da condigio

20 é[-2,0[ U2, +[.

Notal: Os tépicos sdo os mesmos nas propostas de resolugdo apresentadas, pelo que se observa a
mesma categorizacao.
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MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos t6picos considerados na cons- ~ - .
~ o . i Parametros de analise: Categoriza-
trucdo das solug8es hipotéticas Tépicos e Procedimentos %0
(Bivar et al., 2015) P ¢
Dominio V: Fungdes exponenciais e fun- Quantidade
¢oes logaritmicas — 12.° ano Dois ou mais topicos foram utiliza-
« o - . 4 dos
. Monotonia, sinal, limites e proprieda- o Nivel
des algébricas dos logaritmos” =y . ,
9 9 2 | Adequado - Foram utilizados t6-
o  “Definicao das fungdes exponenciais de picos de nivel analogo ao do pro-
base a e respetivas propriedades” grama )
- p Categoria
Grau de inovagéo .
Réoli Envolve hing q C (Multi-es-
Dominio IV: Fung®es reais de variavel real " eplica — Envo v,e. |potese§ e trutural)
—11°ano = trabalho e estratégias descritas
S nos programas
e  “Resolugdo de problemas envolvendoo | £ Integracdo dos procedimentos
. ~ e]
estgdo _dos zeros e do sinal (ile funcdes o Compartimentados — Os proce-
racionais dadas por expressoes da ,;TC: dimentos mostram a aplicacdo de
forma %, onde P e Q séo polinémios” varios conceitos e informacdes de
forma isolada e sucessiva
Conclusdes
Tipo 1

Os elementos que contribuiram para a obtencao da conclusdo foram harmonizados

Figura 93 - Modelo de andlise para categorizacdo da questédo 11, Cll, exame 2018

QUESTAO
12. Seja g a funcio, de dominio —‘x;..-':]. definida por
‘_,11 ~1 -
. Ac se x<0
glx)= !
—_— 0=x==m
2 —sen(2x) € *

12.1. Qual das afirmagbes seguintes & verdadeira?

(A) Afuncdo g ndo tem zeros.
(B) Afuncido g
(C) Afuncdo g

(D) Afuncdo g

tem um Unico zero.
tem exatamente dois zeros.

tem exatamente trés zeros.
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CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2018)

Opcéo (A)

PROPOSTA RESOLUGAO APM

12.
12.1.

Para obtermos os zeros da fungiio gem R~ | igualamos a zero o primeiro ramo da fungio:

Ix _ |

2 =0 e —1=0Adx20e™ =lax#0e 2x=0Ax#0x=0 Ax#0.
X

Concluimos que, a fungio gem R™ | nio tem zeros.
Em [0, :r:l , consideramos o segundo ramo:

—2 - Seln(lr) =0e=1=0A2- sen(2x] # 0. Concluimos que, a fungio g no intervalo [{}, z] )

nAao lem zeros.

Logo, niio tem zeros no seu dominio.

A resposta correta ¢ a opgio (A).
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MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considera-

dos na construcgéo das solu- Parédmetros de analise: Categoriza-
¢oes hipotéticas Tépicos e Procedimentos cao
(Bivar et al., 2015)
Dominio IV: Fun¢des reais de Quantidade
variavel real — 10.° ano ;4 Dois ou mais topicos foram utilizados
(8] .
e  “Extremos e raizes de uma g— va.Pfl - ]
fungao’ = | Adequado - Eoram utilizados topicos de ni-
vel anélogo ao do programa
Grau de inovagao
Dominio V: Fungdes expo- Reéplica — Envolve hipoteses de trabalho e
nenciais e funcdes logaritmi- estratégias descritas nos programas CoiEETR G
cas — 12.9ano Integracdo dos procedimentos ]
o o § Compartimentados — Os procedimentos (Mutltl-elstru-
*  "Monotonia, sinal, limitese | & | yostram a aplicagéo de varios conceitos e ural)
propriedades algebricas £ informag6es de forma isolada e sucessiva
dos logaritmos” §
e  “Definicao das fungdes ex- E
ponenciais de base a e res-
petivas propriedades”

Conclusdes
Tipo 1
Os elementos que contribuiram para a obtencéo da conclusdo foram harmonizados

Figura 94 - Modelo de andlise para categorizacao da questédo 12.1, ClI, exame 2018

QUESTAO

12.2. Averigue se a fungdo ¢ é continua no ponto 0

Justifique a sua resposta.
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CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2018)

Determinar lim g(x)
x -0

2x
Escrever lim g(x)= lim Bk e 1 ponto
x -0 x -0 4x
Escrever lim o 1O B lim i) B 2 pontos
Slge 4% 25l 2X
Locgose @251 1 . e¥-1
Escrever — = o I S creserreemmrensseses 1 ponto
e TR R i
Obter lim g(x)= R 1 ponto
x -0 2
Daferminar: I @EE): rocnsisssmisssssnassssisipmonssssssiosssnssiviorsroronsivissssssssssss 2 pontos
x -0
; : 1
Escrever lim X)= M e 1 ponto
x 0" g( ) x 0" 2 -sen(2x) e
Obter lim g(x)= R, 1 ponto
x 0" 2
Obter g(0) =|5 ............................................................................................... 2 pontos

Justificar a continuidade da fungdo g no ponto 0 («Afungdo g é continua no
ponto 0, porque existe lim g(x)» OU «Afungéo g é continua no ponto 0,

x -0
porgue: lim g(x)= Hm g(x) = GLO) ). ..cuumusmmmsrosaisiassisassisisssisssions 4 pontos
x 0" x 0"

PROPOSTA RESOLUGAO APM

122.

Para averiguar se a fungdo g ¢é continua em x=0, temos que verificar

g(O):xE’mm_g(x)= lim g(x).

x— 0~

1 1 1

1 1 1

li = —= =—;
.x_l)n(i)*_g(x) 2—sen0 2-0 2

2x 2x
. ’ e~ =] 1 g e —1 0
e lim x)= lim =—| lim = — (indeterminacdo).
x—)()'g( ) x—0" 4x 2[x—»0‘ 2x ] 0 g

(fazendo y = 2x ,temos que se X = 07 Jentio y > 07)

1 .oer =1
—| lim

2ly—>0" ¥
“

1 1
=—}(|=—
2 2

limite notivel

Como g{ 0 ] = J‘Pimm_g(.wc] = E’mﬂ_ g[x) = % ,entdo a fungio g é continuaem x=0.
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Nota: Para responder a esta questédo, o aluno tem de aplicar conhecimentos de varios topicos do 11.°
e 12.° anos, designadamente a definicdo de continuidade num ponto, calculo de limites e para além
disso, integrar o levantamento de indeterminacfes, em particular conhecer o limite notavel, tendo de
relacionar e interligar esse limite com a técnica de mudanca de variavel. Tem ainda que utilizar conhe-
cimentos de trigonometria do 11.° ano no célculo do limite da funcéo a direita de zero e da imagem da

funcédo no ponto zero.

MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados
na construcdo das solugdes hi- Parédmetros de analise: Categori-
potéticas Topicos e Procedimentos zacao
(Bivar et al., 2015)
Dominio IV: Fungbes reais de Quantidade
variavel real — 11.° ano 4 Dois ou mais topicos foram utilizados
(8] .
e “Fungéo continua num lg— leel - .
. = | Adequado — Foram utilizados tépicos de nivel
ponto e num subconjunto do anélogo ao do programa
respetivo dominio”
Grau de inovacgao
e ‘“Limites laterais” Réplica — Envolve hip6teses de trabalho e es-
tratégias descritas nos programas
Dominio V: Fungdes exponen- Integracéo dos procedimentos
ciais e funcdes logaritmicas — Interligados — Os procedimentos evidenciam
12.2 ano a aplicacéo de varios conceitos e informagdes
. de forma integrada e simultanea i
e “Limite notavel lim <= Categoria
x=0 » B (Relaci-
*g onal)
Dominio Ill: Funcdes reais de e
variavel real — 12.° ano %
e  “Determinacéo de limites de né.)
funcgbes reais de variavel
real”
Dominio I: Trigonometria e fun-
¢Oes trigonométricas — 11.° ano
e  “Razdes trigonométricas de
angulos generalizados”

Conclusdes
Tipo 1
Os elementos que contribuiram para a obtencéo da conclusao foram harmonizados

Figura 95 - Modelo de andlise para categorizacao da questédo 12.2, Cll, exame 2018
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QUESTAO

12.3. Estude a fungio g quanto & monotonia no intervalo |0,7] e determine, caso existam, os
extremos relativos.

CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2018)

B 3. et e e ateen————a—eeeAteeeeaanteeantenaane st e ehateteete s e mtaenntnt e ant e et ae e ennt e ennnaen 13 pontos
Determinar g'(x) em 10, 7] (ver mota) ..o, 3 pontos
Escrever g'(x)=0 ... 1 ponto
Obter os zeros de €' em 0, 7] oo 3 pontos
Apresentar um quadro de sinal de g’ e de monotonia de g em |0,7]
(OU BQUIVAIBIEE) ..ottt et et st s 3 pontos
beterminar o Z) o 3Z Lol
eterminar g s &3 )e gl(mr) 3 e 5| e (1+1+1) ... 3 pontos

Nota - Se for evidente a intengdo de determinar a derivada da fungao, a pontuagao
minima a atribuir nesta etapa & 1 ponto.

PROPOSTA RESOLUCAO APM

12.3.
Comecemos por determinar a expressao da derivada da fungao g em ]0, n'] :

’

» 14:x¢ (2 - sen(Zx)) -1x (2 - sen(?.x))' g 0-1x (0 - 2cos(2x))

7 i ! =
g'(x) [2-sen(2):)] (2-sen(22))” (2-sen(2x)’

-1x ( - 2cos(2.\')) 2cos(2x)

(2 - sen(2x))2 (2 - sen(2.r))2

. ’ .
Determinemos, agora, os zeros de ¢ no intervalo dado:

g (x)=0e 2cos(2x)=0A (2~ scn(2,\f))2 #0 o cos(2x)=0 A 2 #sen(2x)
clldibenye s’
condigao universal
=24k n.keZ@x:E-i»k—”.keZ
2 4 2
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T
Se k=0 ,entio x=—:

Se k=1,entio x=—
b 3T
0 = = 1
4 4
g’(x) + 0 - 0 + +
g(x) el Mix [ SNy | Min | T Mix

Podemos concluir que:

n 3r
¢ 0 grifico da fungio g ¢ crescente em ]ﬂ, EJ eem {T JT] ¢ decrescente em {

» o in
* 0 mMiniumo relatwo c, g T

08§

g( )- 2 - sen 2>ch] 2-

maximos

relativos

sS40,

.
0 2

!
;-

-:-Ih

3

%)
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MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados na

construcéo das solugdes hipotéti- Parédmetros de analise: Categoriza-
cas Tépicos e Procedimentos cao
(Bivar et al., 2015)
Dominio lll: Funcdes reais de varia- Quantidade
vel real — 12.° ano ;4 Dois ou mais topicos foram utilizados
(8] .
e  “Problemas de otimizacao envol- g— Nivel . L, .
vendo fungdes diferenciaveis’ = Adequ,ado - I,:oram utilizados topicos
de nivel anélogo ao do programa
Grau de inovagao
Dominio IV: Fungdes reais de varia- Réplica — Envolve hipéteses de traba-
vel real — 11.° ano lho e estratégias descritas nos progra-
e “Derivada do produto e do quoci- mas
ente de fungdes diferenciaveis” Integracao dos procedimentos
Compartimentados — Os procedimen-
*  “Monotonia de uma fungdo e si- tos mostram a aplicagdo de varios con-
nal da respetiva fungéo derivada” ceitos e informagdes de forma isolada
e  “Extremos relativos de uma fun- e sucessiva
¢ao e derivada da funcdo nesses
pontos” Categoria C
» (Multi-estru-
e  “Célculo de derivadas de fungbes | 9O tural)
utilizando as regras de derivacao o
e as derivadas de funcgdes de re- %
feréncia” g
o
o
Dominio IV: Trigonometria — 12.°
ano
o “Diferenciabilidade das funcdes
seno, cosseno e tangente”
Dominio I: Trigonometria e fungBes
trigonométricas — 11.° ano
o “Razles trigonométricas de angu-
los generalizados”
Conclusdes

Tipo 1

Os elementos que contribuiram para a obtengao da conclusao foram harmonizados

Figura 96 - Modelo de andlise para categorizacao da questédo 12.3, Cll, exame 2018
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QUESTAO

13. Considere a fungéo f definidaem |0,z | por f(x)= se-; -

Qual das equagbes seguintes define uma assintota do grafico da fungao [ ?

(A) x=0 (B) x=7 (€) x=1 © x=5
CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2018)
8 pontos

Opgéo (B)

PROPOSTA RESOLUGAO APM

13.

Como a fungdo f é continua em ]0, Ir[ a eventual existéncia de assintotas verticais ao grafico de

f serd nos pontos 0 ¢ 7 que sdo pontos aderentes ao dominio de f e ndo lhe pertencem.

Vejamos:
. X 0. —
e |im = — (indeterminagao)
x— 0t senx
; X 1 1 1 s g g
lim = lm = =-=1, pelo que x=0 ndo é assintota ao
x—>0tsenx x-0*senx lim senx 1
X x—0" x
—_—
limite notavel
grificode f .
g X n T > ¢ . P
e lim = =— =+, logo, x =7 ¢assintota vertical do grificode [ .
x = T senxy sent ()

A resposta correta ¢ a opgao (B ).
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MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados na

construcéo das solugdes hipotéti- Parametros de analise: Categoriza-
cas Topicos e Procedimentos cao
(Bivar et al., 2015)
Dominio Ill: Funcdes reais de varia- Quantidade
vel real — 12.° ano ;4 Dois ou mais topicos foram utilizados
(8] .
e  “Determinagéao de limites de fun- g— Nivel o -
oBes reais de variavel real” = Adequ,ado - lforam utilizados topicos
de nivel analogo ao do programa
Grau de inovagao
Dominio IV: Trigonometria Réplica — Envolve hipéteses de traba-
e “Limite notavel lim &% * Iho e estratégias descritas nos progra-
x-0 X mas
Integracéo dos procedimentos
Dominio IV: FuncgGes reais de varia- Compartimentados — Os procedimen-
vel real — 11.° ano tos mostram a aplica¢é@o de varios con- )
ceitos e informacdes de forma isolada e Categoria C
e “Continuidade de fungdes polino- @ sucessiva (Multi-estru-
miais, racionais, trigopnométricas, = tural)
raizes e poténcias de expoente g
racional” S
3
e  “Assintotas verticais e assintotas 2
obliquas ao gréfico de uma fun- &
cao”
Dominio I: Trigonometria e fungBes
trigonométricas — 11.° ano
o “Razdes trigonométricas de angu-
los generalizados”
Conclusdes

Tipo 2

A concluséo decorre exclusivamente dos procedimentos matematicos envolvidos na resolucao

Figura 97 - Modelo de analise para categorizacéo da questdo 13, Cll, exame 2018

QUESTAO

14. Na Figura 5, esta representada, num referencial o.n. x(J}y, parte do grafico da fungio /s, de dominio

", definida por h(x) =Ir1_1
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(0}

/

Figura 5

Para cada nimero real a pertencente ao intervalo

fungdo h de abcissas a e 2a, respetivamente.

Tal como a figura sugere, a reta PQ define, com os eixos coordenados, um tridngulo retangulo.

l5.11. sejam P e Q os pontos do grafico da

Mostre que existe, pelo menos, um nimero real ¢ pertencente ao intervalo Ié—l l para o qual esse

tridngulo é isésceles.

Sugestao: comece por identificar o valor do declive da reta P() para o qual o tridngulo é isdsceles.

CRITERIOS DE CLASSIFICACAO (IAVE 2018)

Este item pode ser resolvido por, pelo menos, dois processos.

1.° Processo »
In=
Determinar o declive da reta P, em fungdo de a "a ou aquivalante) . 2 pontos
2a’
In 2
Escrever Bl ] eeeesceeesesses st r e sae st et R R e R ARt e 2 pontos
2a-
1[] 2
a 1
Referir que a fungéo J definida por f(a)= 332 é continua em [5‘1] ....... 1 ponto
a2
Determinar [ (%) ............................................................................................... 1 ponto
Justificar que f(%) ] bbb e s e e s s n s e mep e et 2 pontos
Determinar [ 1) oo 1 ponto
Justificar que (1) <T1 2 pontos
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Invocar o teorema de Bolzano-Cauchy (ou teorema de Bolzano) para concluir o

PIOBIOIID: i inins e N e e S s A e 1 ponto
2.° Processo
In=
Determinar o declive da reta PQ, em fungdo de a ( a_ ou equivalente 2 pontos
2a*
Determinar a equagéo reduzida da reta que passa nos pontos do grafico de h
0 B OIS B0 s s e s s B s 1 ponto
Determinar a abcissa do ponto de intersecgdo da reta com o eixo Ox, em
B I O 0 o o G e B T S S SBeaavsssin 1 ponto
Referirque a fungdo g definida por g(a)=b(a)+cl(a) é continua em [IEJ l
sendo h(a) aordenada na origem da reta, em fungio de a, e c(a) aabcissa
do ponto de intersecgao da reta com o eixo Ox, emfuncdode @ .................. 1 ponto
Determinar g(%) ............................................................................................... 1 ponto
Justificar que g(lj) S | SO E UV OO RU ST 2 pontos
DEterMiNGr (1) oottt s e 1 ponto
Justificar QUe (1) 2 0 oo 2 pontos
Invacar o teorema de Bolzano-Cauchy (ou teorema de Bolzano) para concluir o
PREEENGIAD  ..oviieeieit ettt e e 1 ponto

PROPOSTA RESOLUGCAO APM

14.

In
As coordenadas do ponto P e as coordenadas do ponto ( sio, respetivamente, P [ a, _a] e
a
In(2a
Q[ 2a, ( )] .
2a

Logo, o declive da reta PQ é:

In(2a) na In(2a)-2Ina 2a 2
e T wenfe) (%) ®(3)
m= = = & = .
2a-a a 24° 24 24°

Para que o tridngulo retingulo definido pela reta PQ e pelos eixos coordenados seja isésceles é
preciso que o valor absoluto da ordenada na origem da reta PQ seja igual a abcissa do ponto em

que a reta interseta o eixo Ox . Assim, o declive da reta nestas condigoes ¢ igual a 1.
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) )

2a~ 2a

Entéo,

Para mostrar que esta equacao tem pelo menos uma soluciao no intervalo { . l:| consideramos a

2
ln[J
a

|~

fungao f definida por, f(a)z 37 l.
2
Calculemos f[ %J e f(l):
In %
5 In(4 In(4
‘f[lJ= '22' -1= n() -1= n() —1=2ln(4)—ln(e)=
2 5 1 2><i i
A3) i
2 2

e

porque —<1.
e

1 1 )
Logo, como f{ J X f( 1 ) <0 e afuncdo [ ¢ continua em {y 1|, pelo corolédrio do teorema

Py
1.

. 1
=1 tem pelo menos uma solucao no intervalo i|3 1| , o que prova a

2|~

de Bolzano conclui-se que a fungdo f tem pelo menos um zero em }

2

Assim, a equacao 3

2a

. . . 1 . .
existéncia de um mimero real a pertencente ao intervalo {;, 1| para o qual o tridngulo referido é

isdsceles, como queriamos demonstrar.

Nota: Nos processos de resolucao apresentados supra, relativos a esta questdo, sdo utilizados os

mesmos topicos, pelo que se apresenta uma Unica categorizacgao.

Nota: Na resolucdo da questdo, o aluno tem de aplicar varios conhecimentos dos 11.° e 12.° anos,
designadamente declive de uma reta no plano, propriedades dos logaritmos, continuidade de uma fun-
¢do e Teorema de Bolzano-Cauchy, em que o aluno, n o calculo do declive tem que aplicar as coorde-
nadas dos pontos em funcdo e a e f(a), em que na simplificacdo desta expressdo vai interligar em

simultdneo com as propriedades dos logaritmos. Com esta expressdo e na relagdo com o valor do
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declive, vai escrever uma equacgéao e, simultaneamente, definir uma nova funcéo, na qual vai utilizar o

Teorema de Bolzano para concluir o pretendido, existindo desta forma aplicacdo dos conceitos de

forma integrada e simultanea.

MODELO DE ANALISE PARA CATEGORIZAGAO DA QUESTAO

Lista dos tépicos considerados na

Cauchy”

Dominio IV: Func¢des reais de vari-
avel real — 11.° ano

e “Continuidade da soma, dife-
renga, produto, quociente e
composicao de funcgdes conti-
nuas”

construcédo das solugdes hipotéti- Parametros de analise: Categori-
cas Tépicos e Procedimentos zacao
(Bivar et al., 2015)
Quantidade
Dominio Il: Geometria analitica — ;4 Dois ou mais topicos foram utilizados
11.° ano 2 Nivel
P = Adequado — Foram utilizados topicos de
. Inclinagdo de uma reta no , ,
x . nivel analogo ao do programa
plano e relagdo com o respetivo
declive” Grau de inovagao
Réplica — Envolve hipéteses de trabalho e
estratégias descritas nos programas
DominNio V: Fur'l(;ﬁ_es exponenciais Integracao dos procedimentos
€ fungdes logaritmicas — 12.° ano Interligados — Os procedimentos eviden-
e  “Monotonia, sinal, limites e pro- ciam a aplicacgéo de varios conceitos e in-
priedades algébricas dos logarit- formag6es de forma integrada e simultanea
mos Categoria
» B (Relaci-
Dominio lll: Funcgdes reais de vari- g onal)
avel real — 12.° ano e
e “Teorema dos valores intermé- §
dios ou teorema de Bolzano- DE_

Conclusdes
Tipo 1

Os elementos que contribuiram para a obtengao da conclusdo foram harmonizados

Figura 98 - Modelo de analise para categorizacdo da questdo 14, Cll, exame 2018

A tabela seguinte apresenta uma sintese dos Temas/Dominios abordados no exame de 2018, relacio-

nando as questfes com as Categorias SOLO.
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Tabela 9 - Sintese do Exame de 2018

Sintese Exame Matematica A 12.2 Ano 2018 - 1.2 fase

Categoria

Tema/Dominio

Categoria A
{Abstrato)

Categoria B
(Relacional)

Categoria C
(Multi-estrutural)

Categoria D
(Uni-estrutural)

Categoria E
(Pré-estrutural)

Questée
s

Total

questdes

Questdes

Total
questSes

Questdes

Total
questdes

Total

Questdes -
questdes

Total
questdes

Questdes

Caderno |

Tema | - Probabilidades
e Combinatoria - 12 ° ano
(P2001/2002)

11
(P2001/2002)

1

Dominio | - Calculo
Combinatério - 12.° ano
(PMC 2015)

23,31

Dominio Il -
Probabilidades - 12.° ano
(PMC 2015)

23,32

Dominio lll - Fungdes
reais de variavel real -
12.° ano (PMC 2015)

Dominio V - Fungdes
exponenciais e
logaritmicas - 12.° ano
(PMC 2015)

Dominio VIl - Numeros
complexos - 12.* ano
(PMC 2015)

Dominio | -
Trigonometria e fungdes
trigonométricas - 11.°
ano (PMC 2015)

Dominio Il - Geometria
Analitica - 11.* ano (PMC
2015)

22

21

Dominio lll - Sucessoes -|
11.2 ano (PMC 2015)

Dominio IV: Fungdes
reais de variavel real -
11.° ano (PMC 2015)

1.2
(PMC2015)

Dominio lll - Geometria
Analitica - 10.®* ano (PMC
2015)

22

Total por categoria

% categoria

0%

9%

41%

Caderno I

Tema | - Probabilidades
e Combinatoria - 12.° ano
(P2001/2002)

10.1
(P2001/2002)

Dominio lll - Fungées
reais de variavel real -
122 ano (PMC 2015)

122, 13,
14

12.3

Dominio IV -
Trigonometria - 12 .° ano
(PMC 2015)

12.3

Dominio V - Fungdes
exponenciais e
logaritmicas - 12.° ano
(PMC 2015)

122,14

10.2
(PMC2015),
11,121

Dominio VII: Numeros
complexos - 12.® ano
(PMC 2015)

Dominio | -
Trigonometria e fungdes
trigonométricas - 11.°
ano (PMC 2015)

122,13

8.2
(PMC2015),
9,123

Dominio Il - Geometria
analitica - 11.° ano (PMC
2015)

Dominio lll - Sucessdes -
11.° ano (PMC 2015)

10.2
(PMC2015)

Dominio IV - Fung&es
reais de variavel real -
11.2 ano (PMC 2015)

122,13,
14

Dominio IV - FungGes
reais de variavel real -
10.2 ano (PMC 2015)

Tema | - Geometria no
Plano e no Espago | —
10.* ano (P2001/2002)

8.1
(P2001/2002)

Total por categoria

8

% categoria

0%

14%

36%

0%

0%

% total por categoria

0%

23%

77%

0%

0%
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Numa primeira analise verifica-se uma integracdo da quase totalidade dos Dominios do Programa e
Metas Curriculares 2015, excetuando-se apenas o Dominio VI.

No que respeita as Categorias SOLO, constata se a presenca das Categorias B e C, ndo se tendo
verificado qualquer questéo nas Categorias A, D e E.

Como sabemos, este exame integrava questdes alternativas direcionadas tanto para alunos ao abrigo
do Programa de matematica A 2001/2002 (questdes 1.1, 8.1 e 10.1), como para alunos do Programa
e Metas Curriculares de matematica A 2015 (1.2, 8.2 e 10.2). Verificamos que todas estas questbes
foram categorizadas na mesma Categoria (C — Multi-estrutural), aferindo-se que estas questfes man-
tém a mesma complexidade.

Ao observar o grafico seguinte e face ao ja observado nos gréficos semelhantes a este, em exames
anteriores, parece nos a primeira vista que este é bastante mais abrangente por estarem identificados
mais Dominios. Contudo, tal ndo é verdade, pois alguns dos temas do Programa de Matematica A
2001/2002 foram separados em mais que um Dominio no Programa e Metas Curriculares de Matema-
tica A 2015. A titulo de exemplo, referimos o Tema | — Probabilidades e Combinatéria dividido em
Dominio | — Célculo Combinatério e Dominio Il — Probabilidades.

E interessante ainda referir que os Dominios predominantes se relacionam com as funcdes reais de

variavel real.

1.2 fase 2018 - Distribuigdo dos Temas/Dominios por Categoria SOLO

mTemal-12%ano - Probabilidades e Combinatoria (P2001/2002) mDominio | - 12.% ano - Calculo Combinatério (PMC 2015)
= Dominio Il -12.° ano - Probabilidades (PMC 2015) mDominio Il -12.° ano - FungSes reais de variavel real (PMC 2015)
= Dominio IV - 12.° ano - Trigonometria (PMC 2015) = Dominio V - 12.° ano - Funges exponencials e logaritmicas (PMC 2015)
= Dominio VIl - 12.° ano -Nameros complexos (PMC 2015) mDominio | - 11.% ano - Trigonomefria e funges trigonométricas (PMC 2015)
Dominio Il - 11.° ano - Geomeria Analitica (PMC 2015) ®Dominio Il -11.° ano - Sucessdes (PMC 2015)
= Dominio IV - 11.° ano - Fungdes reais de variavel real (PMC 2015) Tema |- 10.° ano - Geomelria no Plano & no Espaco | (P2001/2002)
Dominio 111 - 10.° ano - Geometria Analitica (PMC 2015) Dominio IV - 10.° ano - FungGes reais de variavel real (PMC 2015)
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Gréfico 10 - Distribuicdo dos temas por Categoria SOLO - Exame 2018, 12 fase
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Apresenta-se este grafico em particular, referente a distribuicdo do total das questfes por Categoria
SOLO. Especificamente, temos 17 questdes cujas respostas foram categorizadas na Categoria C, 5

guestdes categorizadas na Categoria B, correspondendo a 77% e 23%, respetivamente.

1.2 fase 2018 - Distribuicdo do total das questées por Categoria SOLO
P2001/2002 ou PMC2015

18

16

14

12

oy
=

Numero de questdes
o

m Categoria A m Categoria B wm Categoria C m Categoria D m Categoria £

Categoria

Gréfico 11 - Distribuicao do total de questdes por categoria SOLO - Exame 2018

No grafico seguinte podemos observar a percentagem de questdes por Categoria SOLO (de acordo
com as ja indicadas supra de 77% e 23%, correspondendo, respetivamente, as Categorias C — Multi-
estrutural e B — Relacional), no qual se verifica a predominancia da Categoria C:
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1.2 fase 2018 - Percentagem de questdes por CategoriaSOLO
P2001/2002 ouPMC2015

Categoria B
23%

Categoria C
T7%

Grafico 12 - Percentagem de questfes por categoria SOLO - Exame 2018
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Capitulo 7 — Consideracgdes finais

7.1 Andlise aos objetivos

Com este trabalho procurou-se ponderar sobre a qualidade dos exames de Matematica A do 12.° ano,
criteriosamente selecionados para os anos 2015, 2016, 2017 e 2018, como ja explicitado no Capitulo
5, aplicando uma metodologia que possibilitou aferir qualitativamente a complexidade/grau de dificul-
dade destes exames, permitindo tecer algumas consideracfes relativamente aos mesmos, harmoniza-
dos as questdes desta investigacao:

- Que variacao existe nos temas curriculares nos exames para 0s anos em estudo?

- Que variacéo de categorias/niveis SOLO existem nos exames em estudo?

- Existe variagdo na complexidade/grau de dificuldade nos exames nos anos em analise?

- Que diferencas significativas se verificam com a altera¢@o do programa de Matematica A?

Com o trabalho desenvolvido ao longo do capitulo anterior e a sintese de caraterizagdo das questdes
gue apresentdmos no final de cada um dos exames, permite estabelecer comparacdes e retirar algu-
mas conclusodes.

Ao observarmos os resultados obtidos na nossa anélise, vamos notando altera¢@es na construcao dos
exames. Note-se que a introducdo do novo Programa (Programa e Metas Curriculares de Matemética
A 2015), imposta no XIX Governo Constitucional com o ministro da Educagéo Nuno Crato, foi faseada,
iniciando a sua aplicacdo no ano letivo 2015/2016 para o 10.° ano, 2016/2017 para o 11.° ano e
2017/2018 para o 12.° ano tendo este impacto nos exames nacionais de Matematica A, a partir do
exame de 2018 (ano letivo 2017/2018).

Quanto a sua estrutura, os exames de 2015, 2016 e 2017 mantém a mesma, sendo constituidos por
dois grupos de questdes: Grupo | — com questBes de escolha multipla e Grupo Il com questdes de
desenvolvimento. No exame de 2018, verifica-se uma alteracdo na estrutura, sendo composto por 2

cadernos, ambos com questdes de escolha multipla e questfes de desenvolvimento.

Ainda que o novo Programa néo fosse aplicavel aos exames de 2015, 2016 e 2017 deparamo-nos,
nestes exames, com a incidéncia sobre Temas dos Programas dos trés anos de escolaridade do Ensino
Secundario: 10.°, 11.° e 12.° ano, tal como emanado nas orienta¢gfes da Informag&o-Prova do IAVE
para aqueles anos. Assim, nestes exames, constatamos que foram abrangidos todos os Temas do 12.°
ano (Tema | — Probabilidades e Combinatéria, Tema Il — Introducéo ao Célculo Diferencial Il e Tema Il
— Trigonometria e nimeros complexos), com maior incidéncia no Tema I, todos os Temas do 11.° ano
(Tema | - Geometria no Plano e no Espaco I, Tema lll — Sucessfes Reais, nos trés exames, e Tema
Il — Introducgédo ao Célculo Diferencial I, também nos exames de 2016 e 2017) com maior incidéncia no
Tema | nos exames de 2015 e 2016 e Tema Il no exame de 2017. Foram, ainda, abrangidos o Tema |
- Geometria no Plano e no Espaco | e Tema Il - Fungdes e graficos (este Ultimo apenas nos exames

de 2016 e 2017), com maior incidéncia no Tema |.
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Verificamos que na resolugdo de muitas questdes sao utilizados mais do que um Tema por questéo.
Tal deve-se ao facto de na disciplina de Matematica A o conhecimento exigido pelos exames nacionais
se estender a todo o curriculo, mobilizando tépicos de diversos Temas de forma a responder as ques-

tdes.

O exame de 2018, primeiro ano de exame aplicavel ja ao novo Programa de Matematica A, assume a
particularidade de, simultaneamente, aplicar-se também ao Programa de Matematica A 2001/2002.
Assim, na sua nova estrutura de dois cadernos, incluiu em ambos questdes de resposta alternativa
(questdes 1, 8 e 10, cada uma com duas alineas que sao as questfes alternativas, a alinea 1.1 do
Programa 2001/2002 e a 1.2 do Programa e Metas Curriculares 2015 e analogamente para as restan-
tes). As questbes 1.1, 8.1 e 10.1 do Programa 2001/2002 abrangeram os Temas I do 12.°e 11.°ano e
o Tema | do 10.° ano. No que respeita as restantes questdes do Programa e Metas Curriculares de
Matemdtica A 2015, foram abrangidos todos os Dominios (designacgédo considerada no novo Programa
para os Temas) do 12.° ano, designadamente Dominio | - Calculo Combinatério, Dominio Il — Probabi-
lidades, Dominio Il - Fun¢des reais de variavel real, Dominio IV — Trigonometria, Dominio V — Funcdes
exponenciais e logaritmicas e Dominio VII — Nimeros complexos, excetuando-se o Dominio VI — Pri-
mitivas e célculo integral. Do 11.° ano foram abrangidos o Dominio | — Trigonometria e fun¢des trigo-
nomeétricas, Dominio Il — Geometria analitica, Dominio Ill — Sucessdes, Dominio IV — Fun¢des reais de
variavel real e do 10.° ano o Dominio Il — Geometria analitica. Importa salientar que os Dominios séao
em maior nimero que os Temas uma vez que nos parece se desagregaram Temas em mais que um
Dominio, tome se por exemplo, no 12.° ano, o Tema | - Probabilidades e Combinatéria, do Programa
2001/2002, e o Dominio | - Calculo Combinatério e Dominio Il — Probabilidades do Programa e Metas

Curriculares 2015.

O modelo de categorizacdo de exames utilizado ao longo desta investigagdo, mostra-se consistente,
tanto na aplicacéo aos exames do Programa de Matemética A 2001/2002, como ao Programa e Metas

Curriculares de Matematica A 2015.

Verificamos, no que respeita as Categorias SOLO, que nao foi encontrada a Categoria E e que pontu-
almente se verificou a Categoria A, permitindo logo a partida concluir que a construgdo dos exames se
encontra adequada aos conhecimentos que o aluno adquiriu até ao 12.° ano. Note-se que, ainda que
existam questdes da Categoria A (uma em cada um dos exames de 2015, 2016 e 2017), a mesma esta
presente apenas no mesmo tipo de questdes, na aplicacdo especifica da técnica de mudanca de vari-
avel no célculo de um limite, uma vez que as indicag6es metodoldgicas do Programa de Matematica A
2001/2002 referem que o “programa apenas pressupde que se levantem indeterminagfes em casos
simples” (Carvalho e Silva, Jaime, et al., DES - ME, Programa de Matemética A, 12.° ano, 2002), con-
tudo esta técnica, geralmente, é praticada em aula na disciplina de Matematica A, por preocupacao

dos professores em preparar 0s alunos para o exame nacional.
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Denotamos que, com o novo Programa — Programa e Metas Curriculares de Matematica A 2015, deixou
de existir a Categoria A (Abstrato), verificada pontualmente em exames anteriores (como acima justifi-
cado), uma vez que, no Descritor 4.3 do Caderno de Apoio 12.° Ano (que constitui um complemento
ao documento Metas Curriculares), sédo incluidos exemplos demonstrativos (exercicios) deste descritor
gue incluem a técnica referida (de mudanca de variavel), conduzindo a uma Categorizacdo da questao
diferente da Abstrata, por se considerarem tépicos de nivel adequado (analogo ao do respetivo Pro-
grama).

Verificamos que em todos os exames ha predominancia de uma categorizagdo SOLO, a Categoria C
(Multi-estrutural), categoria que a partida nos permite considera-la como nivel médio de dificuldade de
um exame nacional de Matematica A.

Contudo, apesar do dominio da Categoria C em todos os exames que fazem parte deste estudo, veri-
fica-se um aumento da Categoria B (Relacional) nos exames de 2017 e mais significativamente de

2018, denotando-se um aumento gradual das questdes de grau de dificuldade superior.

Percebemos que com a introdu¢@o do novo Programa, existiram alteracdes significativas, ndo sé ao
nivel da distribuicdo dos contetdos pelos Temas, que foram designados de Dominios, mas também na
categorizagao das questdes, em que observamos uma distribuicdo mais uniforme entre as categorias
medianas (Categoria B e C), indicando que o grau de complexidade/dificuldade do exame aumentou.

No grafico seguinte podemos observar uma sintese do comportamento das Categorias SOLO nos exa-
mes em que incide esta investigacdo, sendo evidente, se considerarmos um salto temporal entre 2015

e 2018, um aumento das questdes Relacionais que sustentam o aumento da complexidade nos exa-

mes:
Sintese Categorias SOLO por exame
Exame 1.2fase 2018
£ Exame 1.2fsse 2017 Categoria E
m
L m Categoria D

Exame 1.2fase 2016 Categoria C
m Categoria B

- . ~ n
Exame 1.2fase 2015 W Categoria A

1]

=]
Ln

10 15 20

M.2 de questdes

Gréfico 13 - Sintese de categorias SOLO por exame
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Carece ainda, a titulo comparativo e de reforco das conclusdes obtidas com este estudo, ser efetuada
uma observagdo conjunta com os resultados obtidos por Pereira (2019), que na sua investigacéo ana-
lisou 0s exames nacionais de Matematica A entre 2006 e 2014, seguindo o0 mesmo modelo de catego-
rizacdo das questdes.

Tomando em consideracao os resultados que pudemos aferir naquela investigacdo nos exames da 1.2

fase daquele periodo, e os obtidos com o presente estudo de 2015 a 2018, observamos o seguinte:

Sintese Categorias SOLO por exame (2006 a 2018 - 1.2 fase)

Exame 1.#fz=e 2018

Exame 1.2fase 2017
Exame 1.2fase 2016
Exame 1.2fz=e 2015
Exame 1.2fze 2014
Exame 1.2fase 2013

Exame 1.2fase 2012

Exarmes

Exame 1.3fase 2011
Exame 1.3fzee 2010
Exame 1.3fzee 2002

Exame 1.2fase 2008

IIIIIHHIII1

Exame 1.2fase 2007

Exame 1.3fzee 2006

(=]
(=]

4 B B 10 12 14 16 18 20

M.2 de questies

B CategoriaE W Categoria D CategoriaC M CategoriaB W Categoria A

Grafico 14 - Sintese comparativa de categorias SOLO por exame (2006 a 2018 - 1.2 fase)

Pereira (2019), concluiu que

todos os exames tém uma componente absolutamente decisiva de itens de categoria
SOLO multi-estrutural.”, que “apesar de este tipo de itens dominar todos os exames,
durante o periodo de andlise, € identificavel uma tendéncia para a diminui¢cdo do seu
peso relativo. De facto, os itens de categoria SOLO multi-estrutural representavam a

totalidade dos itens colocadas nos exames de 2006 (Pereira, 2019, p. 142)
e que “houve em crescimento da dificuldade do exame ao longo dos anos” (Pereira, 2019, p. 146).

Esta observacao longitudinal, vem reforcar a conclusao obtida neste trabalho, com a predominancia da

Categoria C (Multi-estrutural), que se considera o nivel médio que um aluno deve ter na realizacdo dos
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exames e 0 aumento significativo da complexidade do exame em 2018, em que um aluno deve ja ter
os dois niveis predominantes neste exame como minimo: Categoria B (Relacional) e Categoria C (Multi-
Estrutural).

Importa ainda salientar que na analise as trés questdes alternativas do exame de 2018 (1.1 versus 1.2,
8.1 versus 8.2 e 10.1 versus 10.2), ainda que em Temas versus Dominios diferentes, a categorizacao
resultante (Categoria C — Multi-estrutural) € a mesma em cada questao alternativa, permitindo concluir

que o grau de complexidade/dificuldade nestas questdes é o0 mesmo.

Por ultimo, considerou-se relevante fazer, ainda, uma andlise por exame e entre exames (no periodo

em andlise) da percentagem da cotacgdo das questdes por Categoria:

Percentagem de cotacédo das questdes por
categoria SOLO nos exames em analise

100
80
&0

40

FPercentagem

20

0 [ | I [ |
2015 2016 2017 2018
Exames em anilise

m Categoria & Categoria B Categoria C

Gréfico 15 - Percentagem de cotacao das questdes por Categoria SOLO (2015 a 2018 - 1.2 fase)

Constata-se que a Categoria C (Multi-estrutural) em todos os exames é aquela com mais expressao
em termos de peso na classificacao final. Alias, em todos os exames, a Categoria C situa se sempre
acima de 72% da cotacao total. A Categoria A (Abstrato) € uma Categoria pouco significativa quanto a
cotacdo das questdes, tendo atingido 7,5% em 2015 e 2017 e 2,5% em 2016, sem ocorréncia em 2018.
Outro aspeto relevante diz respeito & Categoria B (Relacional) que nos exames em analise foi assu-
mindo relevancia, variando entre 2,5% em 2015, 5% em 2016, 20% em 2017 e 26,5% em 2018, vindo
reforcar as conclusdes acima inferidas no que respeita ao aumento significativo da complexidade dos

exames.
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7.2 Reflex@o final

A avaliagdo externa é intrinseca ao processo de ensino/aprendizagem e modeladora de vidas. A volta
dela funcionam um conjunto de procedimentos que permitem aos alunos e aos professores desempe-
nhar os seus papéis no Sistema Educativo Portugués, sempre numa perspetiva de promocao do com-
prometimento e melhoria continua de cada projeto educativo, capaz de garantir a credibilidade dos
estabelecimentos escolares e a correta preparacéo dos jovens para uma carreira profissional potenci-
almente de sucesso.

Conforme expresso no site oficial da Inspecédo Geral da Educacéo e Ciéncia, “cabe a IGEC acompa-
nhar, controlar, avaliar e auditar os estabelecimentos de educacao e ensino das redes publica, privada
e cooperativa, e solidéria, e as escolas europeias, tendo em vista garantir a confianca social na Edu-
cacdo e informar os decisores politicos e a opiniao publica”.

A relevancia desta avaliacéo, da responsabilidade do Ministério da Educacao, cujo papel é preponde-
rante na sociedade, esta envolto num foco constante de discussao, procurando detetar possiveis pro-
blemas e limitag8es, s passiveis de serem ultrapassados na sequéncia de investiga¢des cientificas,
sendo Util a existéncia de investiga¢cdes, acessiveis a qualquer cidaddo, que possam contribuir para a
gualidade do Sistema Educativo.

E conhecido por todos a problematica em torno da disciplina de Matematica, o insucesso nesta disci-
plina. E um processo acumulativo que vai gerando desinteresse e prejudica a aprendizagem dos alu-
nos. E se por um lado a Matematica ja exerce esse peso, a avaliacdo externa vem culminar esse
processo, com as escolas a criticar nomeadamente “o peso excessivo do campo de analise resultados
académicos nas classificagdes dos dominios Resultados e dos outros dois dominios” em apreco (Du-
arte, 2018).

E necessario aproximar a Matematica e o sucesso! Professores, alunos, pais, educadores, decisores
politicos, investigadores e demais agentes educativos, devem contribuir positivamente para um cres-
cente interesse pela disciplina, para que esta deixe de ser obstaculo.

Nesta investigac@o pode aferir-se que em 2015 e em 2016, nos exames de Matematica A, um aluno
teria de atingir a Categoria SOLO C, para que fossem alcancados os objetivos minimos definidos para
0s exames nacionais de Matematica A. Contudo, em 2017 e 2018, seria necessario que os alunos
atingissem maioritariamente a Categoria SOLO C (Multi-estrutural), mas também a B (Relacional). Se-
ria esse o minimo: complexidade SOLO Multi-estrutural e Relacional.

E preciso que se entenda que chegar a estes niveis de complexidade requer o dominio dos conheci-
mentos e da sua aplicagcdo envolvendo um trabalho &rduo de 12 anos de escolaridade!

“O caminho faz-se caminhando” (Machado, 2012).

Acima de tudo ha que levar a avaliagao externa no rumo certo, no sentido de existir garantia de uma
contribuicdo positiva no culminar da conclusdo do ensino secundario e ponte de acesso ao ensino
superior, contribuindo para o futuro de cidadaos ativos na sociedade. E que neste futuro a Matematica
possa ser o caminho, pois consubstancia uma area do saber transversalmente importante na vida de
qualquer individuo na atualidade!

Para terminar, gostariamos de deixar aqui algumas pistas para trabalhos de investigacao futuros. Seria

pertinente aferir se existe influéncia das decisbes politicas ao nivel dos exames nacionais. Note-se que
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nesta investigacdo se realca as alteragfes significativas que o hovo Programa, fruto de imposi¢édo do
XIX Governo Constitucional, veio ter na complexidade do exame nacional de Matematica A de 2018.
Conforme mensagem de Audrey Azoulay, Diretora Geral da UNESCO, por ocasido do Dia Internacional

das Matematicas — 2020,

As matematicas, com as suas mdultiplas aplicacées técnicas, sustentam hoje em dia
todas as areas das nossas vidas (...) Enquanto ferramenta privilegiada e indispenséavel
para entender o mundo e construir o0 nosso futuro, as matematicas sdo uma oferta de

generosidade infinita: temos ainda tanto por explorar.
E serd com base em todos os contributos prestados e na aplicagdo de propostas preconizadas, que

poderemos acreditar que esse designio de “melhorar o atual estado do sistema educativo (...) partilhado

por tantos, se torne uma realidade nos préximos anos” (Fernandes, 2008, p. 145).
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