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SUMARIO

Neste trabalho estabelece-se relac¢des entre a interacgdao espaci
al, a teoria do comportamento e os métodos de optimizagidc. Mostra-se
gque os modelos de interacgdoc espacial de natureza gravitacional que
encontram aplica¢do em grande numero de problemas das ci&ncias soci
ais, desde a determinag¢do de fluxos de trafego, ao planemento de uni
dades hospitalares e a estimac¢&o do numero de conversas telefdnicas
interzonais, podem ser explicados pela teoria do comportamgnto, a
partir das premissas habituais da decisao individual, supendo a fun
cido utilidade com distribuicgdo aleatdria no numero de individuos.
Verifica-se gue os modelos de interacgac espacial podem ser formula
dos como problemas de optimizacdo e estabelece-se as relacdes entre
as versges primal e dual, interpretando as respectivas variaveis e
analisando as vantagens computacionais de uma e outra versao. Anali
sa-se ainda a aplicacdac de métodos de optimizacdo na calibracac dos
parametros destes modelos. Finalmente apresenta-se exemplos de apli
cacao, nomeadamente ac planementc de activid&des urbanas - modelos
de planemento urbanc da cidade de Santo André e modelo de Lowvy - e

a localizag¢do de equipamentos.



1. INTRODUCEOD

O objectivo deste trabalho consiste em sistematizar o tratamen
to dos modelos gravitacionais, com extensa aplicacao em problemas
envolvendo interaccdo espacial td3o variados como a estimagdo de flu
xos5 de trafego (Wilson,1969), o planemento de unidades hospitalares
(Morril e Kelley,l1l970) e a localizagdo de equipamentos (Coelho e
Wilson,1976; Coelho,1980) pela sua formulacac como modelos de progra
macdo matemdtica com interpretaéaes estat{stica , econdémica e compor
tamental. Esta 1dltima interpretacdoc € de relevancia fundamental, na
medida em que os modelos gravitacicnais foram inicialmente deduzidos
por analogia ctom a lei gravitacional de Newton e encarados como mode
los puramente descritivos, sende portanto crucial a sua insersao e
compatibilizagdc com a teoria do comportamento individual, para a va

lidagao dos indicadores econdmicos que decorrem da utilizacdo dague-

les modelos em planeamento espacial.

O modelo de interacgdo espacial & habitualmente definido pelo sisg

tema de equagdes

Tig = B3B40;D420dy ) (1.1)
onde
A, = [EB.D.f(a, )1 % (1.2)
i 3 13 ij
= . _l (1-3)
Bj [QAiOif(dij)]

Em termos genéricos, dij representa uma medida de impedancia

entre a zona i e a zona j, f € uma fungdo de atrito espacial e A

i
Bj sao factores de equilibrio que asseguram, respectivamente, a
verificagcao das seguintes equacdes
T =0
i ij i (1.4)
¢T., = D



em gue Oi e'Dj sdo quantidades associadas a "origem" i e ao Hesti

no"j para as quais se tem

Em muitas aplicacgdes a medida de impedancia & definida como
o custo generalizado e de interacgac entre i e j e f apresenta-~

-se como uma fun¢i2o0 exponencial negativa

flc,.) = exp(—Bcij) - {1l.6)

ou, uma poté&ncia de expoente negativo

f(c,.) = ¢ .'6 (1L.7)

onde B € um parametro determinado pela calibragaoc do modelo.

A origem dos modelos de interacgao espacial pode ir encontrar
-se na analogia com a lei de atracgde gravitacional de Newton que es
‘tabelece gque. a forga de atracgdo F entre dois corpos de massas Mlé

M2e

a? (1.8)

onde G é uma constante de atracgdo gravitacional e 4 a distancia en
tre os dois corpos. Na aplicacgido deste conceito a interaccio espaci
al, a forg¢a de atraccao entre dois corpos € substituida pelo montan
te de interaccaoc entre duas zonas, enguanto gue as massas dos CcOrpos
sdo substituidas por factores de atraccdec associados & zonas e, por
sua vez, a fun¢do de atrito f toma o lugar do factor de reducao de-
finida pelo inverso do gquadrado da distancia. Isto explica que os mo
delos de interacg¢ao espacial sejam também chamados modelos gravita-
cionais.

Naturalmente gue o modelo de interacc¢ao espacial admite diver

sas variantes e generalizag¢des. Em particular, € possivel ndo consi

derar parte ou a totalidade das restrigces (1.4) - (1.5), com a con



sequente eliminac¢ide das correspondentes equagoes (1.2)-(1.3),obten
do-se assim modelos de interacgdo espacial sem restrigoes ou 'simples
mente restringidos', em contraste com ¢ modelo (1.1)-(1.3) gue se
diz Huplamente restringido'. Finalmente, modelos desagregados podenm

obter-se pela consideragdoc de indices suplementares.

Na secgdo 2, mostra-se que o modelo gravitacional com fungido de

impeddncia {(1.6) € solucdo do problema de programac3c matematica

MAX S = %— b (In T. ~1) (1.9)

R S - Ec,.T.,
‘ ij ij ij 1j 13 ijJ
{r}

sujeito as condig¢des (1.4) e (1.5). No caso de uma func¢do de impedan

cia arbitraria, o custo cij devera ser substituido por - %?log f{difn

A fungdo objectivo (1.9) obtém-se por transforma¢do mondtona cres
cente da func¢de de entropia, de onde decorre a interpretagao estatis
tica do meodelo gravitacional. Admitindo a equiprobalidade dos arran-
jos possiveis, a distribuigao espacial {Tij} definida pelo programa
(1.9) sujeito a (1.4)-(1.5) € a mais provavel satisfazendo as restri

¢oes de corigem e destino,.

Em contraste com o referido modelo primal que, para n zonas,tem

2 .. . -
n~ variaveis e 2n restrigoes, o dual € um problema convexoc sem res-

trigoes
Min V = —— % exp -B(v.,+y.+ ¢c..) + L vOD+ Iy D (1.10)
) BiJ i ] ij i4i°r 33 3
v.,v}

gue possul apenas 2n varidveis e determina de forma univoca a solu-
¢do do problema primal através das condic¢des de estacionaridade que
caracterizam a solucdo Séptima. A formulacaoc dual é, portanto, muito

mais atraente do ponto de vista computacional.

Considerando © modelo de procura gravitacional, verifica-se gue

240 satisfeitas as condigdes de integrabilidade de Hotelling

3T, . BT

ij _ k2 Vi, k, j e . (1.11)
ac ac, |

kg ij




e gue o excedente dos consumidores (consumers' surplus) correspon
de precisamente & fungido objectivo (1.9}). Daqui decorre a interpre
tacdo econdémica do modelo gravitacional como um modelo de maximiza
cao do excedente dos consumidores, desenvolvida na secgdo 3. Na sec
cao 4, oferece-se uma breve introdugdc a teoria do comportamento com
utilidade eleatdria para permitir o enquadramento do modelo de inte
racgac espacial naquela teoria. As propriedades da distribuigfo de
Weibull sao apresentadas na secg¢iao 5, onde se indicam as razdes gque
levam a considerar a distribuigd3oc de Weibull como a mais adeguada a
descri¢io de processcos extremails com muitas componentes, tal como a

lei normal o € para processos aditivos com grande numero de parcelas,

Na secg¢ao 6, mostra-se que num contexto da teoria do comportamento
da utilidade aleatoria em gque cada individuo € suposto ter um compor
tamento racional, i.e., de maximizacao da sua utilidade, e esta 1ul-
tima € no universo populacional uma varidvel aleatdria, gue o valor
médio do excedente dos consumidores coincide, a menos de constante,
com a fungao objectivo (9), guando a utilidade tem distribuicio de
Weibull. Na seccgdo 7, exploram-se os resultados anteriores na cali

bracdao do modelo.



2. FORMULACEO EM PROGRAMACAO MATEMATICA

0 modelo de interacgio espacial, gue tem natureza descritiva,
deveu durante muito tempo a sua razdo de ser aos bons resultados
praticos a que conduzia, faltando-lhe uma justificag¢do tedricapa

ra além da mera analogia com a lei de Newton.

A primeira teorizagdo consistente dos modelos de interacgao es
pacial é devida a Wilson (1967) gue se baseou no conceito da maxi
mizagdo de eptropia para concluir gque agueles modelos correspondean
34 distribuicdo mais provavel dos fluxos {Tij} compativel com asres

trigdes consideradas,

Para além das restricdes de origem e destino (1.4) e (1.5),res
péctivamente, Wilson considerou na sua dedugadao do modeleo de interac

¢do espacial a restricao suplementar

)
A 2,
ijcij 19 C (2.1)
onde c,, € o custo por unidade de fluxo da zona i para a zona j e C

o custo total, que esta intimamente ligado ao nivel de dispersao e

consequentemente ao parametro B.

Para gualquer distribui¢3oc nac trivial de fluxos {Tij} h& muitos
arranjos possiveis do total T de unidades de fluxo gque originam a
mesma configuragdo. E um simples exercicio combinatdrio mostrar gue
o nimerc total de arranjos gue gera a mesma distribuicdo {Tij} é da

do por (Wilson 1967):

W(T) __T! (2.2)

aT, . !
ij174i3

Assim, a distribuigaoc de fluxos {Tij} gue tem o maior nimero de arran
jos a si associados e satisfaz as condigoes (1.3),{(1.4) e (2.1) serd

solug¢ao do problema de programacgao matematica

T!
R s TT o (2.3)

i ij

ETT T Ot b m 1T Y m s s o Y T o o



Ndo se dispondo'de infprmacﬁo adicional sobre as probalidades
dos referidos arranjos, é razodvel escolher a distribuicio{Tijkpm
maximiza (2.3). Por conveni&ncia de cdlculo, W(T) é substitufdo pe
lo seu logaritmo, pois atendendo a gue a fun¢ao logaritmo define
vma transforma¢doc monétona crescente, a maximizagaoc de (2.3) nao_

serd afectada. A fungao objectivo pode portanto sexr escrita

MAX 1n Wi{T)= 1n T! -~ I 1nT, ,! {2.4)
- ij ij
{T}

+

expressdao que é equivalente a entropia do sistema definida em mecd

nica estatistica. Utilizando a aproximagdo de Stirling

In T, 1 = 'ri_j 1n Tiy - Ty . (2.5)

a fungﬁo objectiveo transforma-se em
MAX 1n W(T)=ln T! - I, T (ln T,, ~-1) (2.6)

{7} 113 13

Ora, uma vez que ln T! € uma constante, o programa final serd

MAX § = - izj Tij (1n Tij - 1) (2.7)
{T}

sujeito a

¥Tyy = O | (2.8)
§Tij = Dj | ' {2.9)
£5%15%15 = € (2.10)

Pode mostrar-se facilmente que a solugao optima deste problema
€ o modelo de interacg¢do espacial (1.1)-(1.3). Com efeito,construa

mos a fungdo Lagrangeana do programa (2.7)- (2.10)



= - - T C- T 2.11
L S+§:\Ji (Oi % Tij) + §‘G (Dj § ij}+ B( fﬁcij ij) { 11)

onde vi,Y. e Bsdo os multiplicadores de Langrange associados com as
restricdes (2.8)-(2.10), respectivamente. As condig0es necessarias

para o Optimo sdo

aL
- - m —_ —_ —_ = 0 2.12
3T . In Tiy ~vy "¥y - Beyg { )
il
e as restrigdes (2.9)-(2.10) do problema original. A condigdoc (2.12)

é por sua vez egquivalente a

- — — — 2.13
Tij exp( v, Yj Bcij) ( )
e, portanto, escrevendo
Ai = exp(—vi)/oi {2.14)
B, = expl(~y_,)/D, {2.15)
j AR E R
obtem-s5e o modelo de interacgiao espacial
T = D - 2.
i AiBjOi j exp Bcij) (2.186)

onde devido As restrigdes (2.9) e (2.10) os factores de equilibrio

A, e Bj verificam o sistema de equagoes

- -1
A, = [IB.D, (-Bc. . (2.17
5 [J 505 exp Bcl])] }
B. = [%A.0. exp(-Bc. )] * (2.18)
3 i%ivYi P ij | ;

Comoc a funcado objectivo {(2.7) € concdva as condic¢Oes necessari
as (2.16)-(2.18) sac também necessarias para a Qcorréncia de um
maximo. Admitindo a eguiprobalidade dos arranjos possiveis, a dis-

tribuicdo espacial {Tij} definida por (2.16)-(2.1() € a mais provavel



satisfazendo as restricoes de origem, destino e custo total.

Se o parametro de dispersdoc for conhecido, a partir por exenm
plo de estudos anteriores, o programa de optimizagao (2.7}-(2.10)

pode ser substituido pelo programa equivalente (Coelho e Wilson,

1977}
_LI?T,, (InT, -1) - BZ ¢ T,. .
MAX § = i3 ij iq 19 ij “4ij (2.19)
{r}

sujeito as restrigdes de origem e destino, nao sendo pois necessario
o conhecimento do custo total C. O problema nac se altera obviamen-
te se (2.19) for dividido por Bobtendo-se entao a fun¢ao objectivo

1 :
= = —~i— L . - - I
MAX S 8 Tij {1n Tij 1} cij Tij (2.20)

{r} 1] i3

que se mostrara na préximo secgdo ser a medida de 'excedente dos.con
sumidores' guando a procura de transportes é regulada pelo modelo

gravitacional.

E ainda oportuno assinalar gque "Murchland (1966) sem ser conduzi
do pelas consideragoes acima efectuadas, mas demonstrando uma noté

vel intuigdc e antecipagao para a época, ja tinha verificado que o

modelo gravitacional
.. = ab,e D%y (2.21)
11} i 7 -

onde D é uma funcEo arbitraria dos custos cij e a, e bj sdo defini
dos de forma a satisfazer as condigcCes de aditividade (2.8) e (2.9),

podia ser gerado pelo problema concavo de programac¢ac matematica

MAX igTij[l—ln Tij-D(cij)] (2.22)
fry *

sujeito a (2.8) e (2.9), gque corresponde a (2.19) com D(cij) igual

a BCij.



Para um conjunto de n zonas o programa (2.20) sujeito a (2.8)

e (2.9) tem n2 varidveis e 2n restricoes. Quantoc ao seu dual no

sentido de Wolfe {1961l), teremos

= - T T - T
Min V(T,v,Y) z izj 5 (In 7 -1) & ©i5 Tiy
{z,v,x}
LT (- —Y=1nT . -c.
ij i3 B ij ij

= —— T x L
) ..+ & o, v, + 3 D, Y, (2.23)

sujeito a c¢ondigdo Langrangeana

T

eXp [4 B(vi + Yj'+ c..)] : (2.24)

ij ij

Assim substituindo a condigdc (2.24) em (2.23), obtém-se o problema

convexo sem restrigoes

gue
cdo

zam

cao

com

; = _ T - L v ) D .
Min V i5 exp [ B(vi +Yj + Cij)]+ Py, Oi + 5 Yj . (2.25)

{v,y}

possul apenas 2n variaveis e determina de forma univoca a solu-
do problema primal através das condigdes (2.24) gue caracteri-

a solucdo dSptima.

A formulacaoc em programacido matematica dos modelos de interac-
espacial sem restrigoes ou simplesmente restringidos, coincide

a formulacgdo aqui considerada para o primal, sem as correspon-

dentes restricdes e, no problema dual, sem os multiplicadores de

Lagrange respectivos.
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3. INTERPRETACAO ECONGMICA DA FUNCAO OBJECTIVO

vamos agora verificar que as fungoes objectivo (2.20) e (2.25)
dos problemas primal e dual representam, na solugao Sptima, © 'exce
dente dos consumidores' {(consumers' surplus) associado a procura de

finida pelo modelo gravitacional . (2.16)-(2.18).

0 'excedente dos consumidores' foi definido por Marshall (1890,
vol.3, p.124) como 'the excess of the price which he would be willing
to pay rather than go without the thing,.over that which he actually
does pay' e, a proposito deste conceito Hicks (1941) sublinhou gque
se trata de um conceito perfeitamente objectivo na medida em gue nac

envolve 'nothing more introspective or subjective than the demand

curve itself'.

Consideremos um Unico bem ou produto e representemos a sua quan
tidade e prego por p e g respectivamente. Suponhamos gue a funcio
g=p{g)representa a quantidade g gue os consumidores.adquirem ao
prego p; a funcido inversa p=p(&) estabelece o prego gue os consumi
dores estdo dispostos a pagar para adguirirem a quantidade g do bem.
Suponha-se ainda que.c(q) dad o preco que os produtores estao dispos
tos a aceitar para produzir a gquantidade q e gue g=s{p) € a sua fun
cdo inversa gue fornece a quantidade gue o8 produtores oferecerio pa
ra venda ao prec¢o pP. Sejam p* e g* o prego e a quantidade na situa-

cao de equilibrio, como € indicado na figura anexa.

-

0 'excedente dos consumidores' & representade pelo triangulo cur

vilineo ABC e definido pela expressiao

cs = a* [plg)-p*ldg = a* pl{g)dg-p*g*
T r g-p*q
Q Q
+
= J g{p)dp (3.1}
p*

que determina o total do excesso de preco p(g)»p* que os consumido

. . ~ . . 1}
res estariam dispostos a pagar para nao ficarem sem o referide beé.
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Define-se ainda a 'utilidade' U que representa o beneficio to
tal gerado pela produgio da guantidade g* do bem e é dada pelo pre
¢o total gque os ceonsumidores estariam dispostos a pagar para pode-
rem usufruir do bem, por: b

q*
u =S p(q)dq (3.2)
o

que corresponde na figura a area ADEC. Tem-se, entao,

Cs = U-C ' (3.3

onde C=p* g* é o custo total do referido bem na situagao do equili

brio de mercado.

Estes conceitos podem ser generalizados a um numero multiplo de
bens com pregos interrelacionados. Consideremos n bens cujas fungdes
de procura e oferta dependem dos pregos P, (i=1,...,n). O 'exceden-

te dos consumidores' define-se entdo como

*
cs <X F o )-p*1d
= Pi ql PN ; qn Pi qj
1 O
+CD
=2 J qi (py ,..., py)ap; (3.4)

*

onde o integral € calculado ao longo de um caminho curvilineo entre
as situagdes inicial e final. Em virtude deste udltimo aspecto, a me
dida de 'excedente dos consumidores' pode ser ambigua se defender do
caminho de integragdo. Contudo, tal nao acontecerd se as funyodes de
procura satisfizerem as seguintes condigdes de integrabilidgde

qu _ qu

apj api para todo 1.3 (3.5)

porque neste caso ©s integrais serao independentes do caminho de in

tegragao (Hotelling, 1938).
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A variagdo no 'excedente dos consumidores' causada por uma alte

1
racac do vector precgo (p; PR p; )+(piz,_.., p;Z) onde os indices

superiores 1 e 2 representam os estados inicial e final, respectiva

mente, é dada por:

o1 |
aCs = -I Sy - 93 (Prs ---r Pp) apy (3.6)
Popy .

Apds esta breve introducio ao conceito econdmico do ‘excedente
dos consumidores' vamos determinar o ‘'excedente dos consumidores'
associado ao modelo de procura caracterizado pelas equagoes de in-
teraccdo espacial (2.16)-(2.18). As primeiras tentativas nesse sen
tido, numa situacgao particular, sdo devidas a Wilson e Kirwan (1969)
e Neuberger (1971), tendo os resultados sido generalizados por

Williams (1976) e Champernowne, Williams e Coelho {1976).

Consideremos a modificagdio de custos {cij}+{c§j}. No caso em es

tudo a vpriacio no 'excedente dos consumideores' sera

2
cij
-
acs = -2 T3 T, 4oy (3.7)
ij cij

Ora, atendendo a que na solugaoc optima do dual

: “Byev L4y
2 v =_e"3£“1+7j+ €39 4+ 3 fo, - Ze Ci*Y5%9) 1avi
Bcij i acij
T T - B v +Y.4+C, .} 5
+ [Dj-ie b S T 1 Y!
j Bcij
= "Tiy _ ' (3.8)

pois os termos de (3.8) em parametro recto serac nulos. Conclui-se,

ainda, por (3.8) gue as condigdes de integrabilidade
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3T

ij
Y ey

T Ke - para todo i,j,K,»s (3.9)

seri3o verificadas. Feita a substituicio de (3.8) em (3.7) obtém-se

c?.
ij
ACS = Z'Il %EE__.dcij
ij ¢l . iy (3.10)}
ij
* *
T (3.11)
* * * *
= L0, (v? ,v} ) + LD_ (Y] _Y% ) {(3.12)
id i i i 33 ;|

onde o asterisco indica que as varidveis sdo calculadas no 6ptimo e
os indices superiores 1 e 2 representam, como anteriormente, © esta
do inicial e final, respectivamente. Na passagem de (3.11) a (3.12)

\

utilizou~-se o facto de T =X, T,, =L 0, = I D, ser constante.
] 13 i 1 J 3
A variacgdo no 'excedente dos consumidores' pode ainda ser expres

sa em fungadao das variavels primais Tij invocande a igualdade

V*=5* (3.13)

gque se verifica no optimo para cada par de programas primais e duais.

Assim, tem-se

(2)
B l:l lj j lj lj (l) {3.14)

aCs = [~ == B T, (ln T, -1)-.2 cy3T;4]

ij i
Desprezando termos constantes, a medida de Texcedente dos consu
midores' C5 e a utilidade U, para o modelo de procura gravitacional

(2.13), serd3o dados por

1
= ~ — I T . .-1)- % c
Cs ljtln le 1) cleij (3.15)

B ij ij
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Podemos pois concluir que a medida de 'excedente dos consumido .
res' coincide com a fungdo cbjectivo do programa de optimizagiceqqi

valente ao modelo gravitacional.

A variacao no ‘'excedente dos consumidores' pode também ser expres
sa em funcdo dos factores de equilibrio. A; € By, Com efeito das relacoes (2.14)

e (2.15) deduz-se, substituindo em (3.12), o seguinte resultado

1 1

A, B
A €S = L[zoiln ~—=5— + ID_ ln —g—] (3.17)
A 1 A 3 J B~ .
i ' 3

Esta expressao € muito Util para o calculo da variacdo no ‘exce
dente dos consumidores' quando o modelo de interacc¢ao espacial dupla
mente restringido (1.1)-(1.3) é resolvido iterativamente pelo méto
do descrito anteriormente, para os estados inicial e final, na me -~
dida em gue os factores de equilibrio Ai € Bj sdao um produto lateral
do calculo de Tij' No caso de um modelo simplesmente restringidé as

expressdes (3.12) e (3.17) reduzem-se, respectivamente, a

Aes = § o, (vi -vl ' (3.18)
1 1 1 1
1 A

A CS = *'-é'- [Eoiln —Ag—} (3.19)

mantendo-se as expressdes {(3.14)-{(3.16) em termos das variaveis primais.

As expressdes (3.17) serdao ainda utilizadas em §6 para relacionar
a medida de 'excedente dos consumidores' com o valor médio do exce-~
dente total doé consumidores obtido no contexto de teoria da utili-
dade aleatdria. Neste ponto, vamos relacionar o 'excedente dos con-

sumidores' com o indicador de sensibilidade de Hansen (1959).

Consideremos o modelo gravitacional simplesmente restringido
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¢4
= - 3.20
T, A, O, Wj exp ( BC.j} ( )

onde Wj é um factor de atracg¢do associado & zona j e @ um parametro,

com a condicido

I T,, = O, (3.21})

de onde decorre

- o -1 . (3.22)
A, = lg Wj exp(—Bcij)}

0 indicader de acessibilidade de Hansen associado a zona i é defini

do por:

&, = T WY exp(-Bec,.) (3.23)
J ] i

= A_l (3.24)

A acessibilidade da zona origem i € portanto definida como a soma

para todas as zonas destino j do produto da funcao de atrito entre
i e j pela medida de atracgido da zona j. A expressao (3.24)eviden-
cia gue a acessibilidade da zona i €& igual ao inverso do factor de

equilibrioc (3.22).

A acessibilidade global é definida por

Oi )
o= 1 4 ) (3.25)

gue representa uma média do tipo geométrico das acessibilidades para

cada uma das zonas. Define-se, ainda, log-acessibilidade

v, = 1ln g (3.26)

e log-acessibilidade global

¥= 1ln &= § 0. 1n ¢, (3.27)



De {(3.19) e (3.24) decorre que

|I"':y|—-

ACS = *L-[Z O, 1n
g T 1

-
TN

[T o)

o

e, poertanto,

cs = % yy ¢t

L17.

(3.28)

(3.29)

ie, © excedente dos consumidores & uma fungdo linear de log-acessi

bilidade global. Atendendo a que a fungdo logaritmo é uma

fungao

monotona crescente, a maximizacdao do excedente de consumidores &

equivalente a maximizacdo da acessibilidade global (vidé Leonardi,

1978).

Finalmente, importa sublinhar que nalgumas aplicag¢des o custo

€ substituido pela ‘'utilidade liquida’ {uij - cij)' A

de 'excedente dos consumidores'® sera, entio,

CS5 = ;L-.L T,. (In7T,. - 1) + Xz (u,., - c_..,) T,
B i3 "ij ij ij ij 1] 1]
befinindo-se
w,. = eBYij
1]
obtém-se
1 T, .
CS = - = 5 T,., (ln —2 - 1) -« % c,.T,.
B ij ij W, . 1) 1] 13
1]
1 Ti
U =-— I T, (in —L - 1)
g i 1j

medida

(3.30}

(3.31)

(3.32)

(3.33)
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A maximizacao de ({(3.18) sujeito as restrigdes de crigem e des

tino gera o modeloc de interacgao espacial

T., = A,B,O,b, expl[-B(u,., - c,.)]
ij i"j i3 ij ij
= A.B.O.D W, K exp(-Bc,.) (3.34)
iTj'i 3 i3 ij
onde
A. - [IB.D.W, .exp(-Bc, )31 ' (3.35)
i 373 3 i3 ij :
B, = [ZA ., 0. W, expl(-Bc )]_l : {3.36
5 ° L§RiPiMi4C%P ij .

isto &€, os termos de utilidade uij sao convertiveis em factores de

atraccgao wij' sendo a reciproca igualmente verdadeira.
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4, BREVE INTRODUCEO A TEORIA DO COMPORTAMENTO COM UTILIDADE ALEATO-

RIA

J4 notamos anteriormente que o modelo de interaccgao espacial e
um modelo descritive agregado, gue pode ser deduzido usando métodos
estatisticos e de teoria de informagcioc gue conduzem a sua formulacgdo
com problema de programacao matemdtica, sem que tenha sido feita qual
quer considerag¢ao sobre o comportamento dos individuos. Contudo, as
medidas de utilidade e de 'excedente dos consumidores' s& podem ser
completamente entendidas se se atribuir aos individuos um comporta-
mento econdomico racional. Os métodos de estimagao'de fluxos de trans
porte tem de ter uma base no comportamento dos individuos para pos-
sibilitar a compreensaoc e interpretacdao dos resultados das previsoes.
Com vista a transferabilidade no tempo e espace para situagdes dife
rentes'daquelas em que os modelos foram desenvolvidos e para avalia
¢do econdmica dessas situacdes, € fundamental o suporte fornecido
pelo comporfamento individual (Brand, 1973). Um método de abordagem
com base no comportamento individual satisfazendo as hipdteses fun-
damentais de racionalidade econdmica é oferecido pela teoria da uti
lidade aleatdoria devida a Luce {195§) e Luce e Suppes (1965} e exten
sivamente utilizado no passado recente na analise de transportes
{McFadden, 1973; Ben-Akiva, 1974; Domencich e McFadden, 1975 ;Lerman
e Ben-Akiva, 1975; Williams, 1977; Wilson, Coelho, Macgill e Williams,
1981). A enfidse deste trabalho consiste em mostrar que a medida de
'excedente dos consumidores' deduzida por integragao directa na sec-
cao antericu;'lr ceincide com o valor médio do excedente total dos con
sumidores deduzide no contexto da tecria da utilidade aleatdria e,que
o modelo de interaccgao eépacial (1.1}-(1.3) é igualmente gerado.

Na teoria da utilidade aleatdria assume-se que cada individuo
tem comportamento racional. Assim, um individuo que tenha de optar
entre um conijunto de alternativas A ={Al, ..y AJ seleccionara a
alternativa que lhe oferece o maior 'beneficio liquido"ou ‘exceden
te' ndo negativo. A dispersao gue se observa guandec membros da popu
lacao exercem a escolha entre um conjunto de alternativas A € conse
quéncia de uma valorizacioc nao uniforme dos atributos das alternati

vas, devido a diferen¢as de gostos, habitos sociais e muitos outros
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factores gue levam o5 individuos a atribuir diferentes beneficios
liquidos as varias alternativas que confrontam. Embora cada membro
da populaggo P atribua uma utilidade bem definida a ctada altermati
va, na populacido considerada globalmente a utilidade € uma variavel
aleatdria. O caracter aleatdrio decorre do facto de gue as utilida
des individuais sdo desconhecidas para ¢ observador. Em termo de
analise, admite-se portanto gue a utilidade usufruida pelos indivi
duos € © resultado de uma varidvel aleatdria definida no conjunto

dos individuos.

Consideremos uma populagdo P exercendo uma escolha num conjunto
de alternativas A= {Ak} (k=1, ..., n) e admitamos que a utilidade as

sociada a alternadtiva A uma varidvel aleatoria v, (B,Y) onde B é

é
k
um vector de parametro e Y é vector dos atributos ou caracteristicas

observaveis do conjundo dasalternativas & e da populagao P. A varia-

vel da utilidade aleatdria apresenta-se habitualmente como
U (B,Y) = u (Y) +¢ (B,Y) - (4.1)

onde uk(z) € uma componente fixa da utilidade que & constante na po
pulagao P e ek(g,z) € a componente de residuo aleatdric da utilida-

de gue origina a dispersdo de preferéncias, Escreveremos

Sk (El}r_) = Uk (E!X_) -Ck (1) {4.2}

= u(¥)-c, (¥)+eg (B,Y) (4.3)

-

onde §, (8,Y) € o 'excedente' ou beneficio liquido' e c, (¥) o custo
de seleccicnar a alternativa Ak. Por simplicidade, eliminaremos os

argumentos B e Y e escreveremos simplesmente
S = u, - c¢ +E (4.4)
Atendento a gue ¢s membros da populagao P seleccionam a alterna

tiva que lhes oferece o maior excedente naoc negativo, a probabilidade

da alternativa k ser escolhida €:
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P = Prob {Skg 0 e Skg 54 para todo Aigh} (4.5)
isto &,
P =1
k 7 ¢(51, ceesSyr ey sn)dsl ... dsn {4.6)

k

onded é a fungdo de densidade do vector de excedente aleatdrio (sl,..
cet Sys oeees sn) e Zk o dominio definido por (4.5). A probabilidade

de nenhuma alternativa ser seleccionada serd evidentemente

z
°© x ¥ _ (4.7)

Uma classe importante de preblemas verifica a hipdtese de\in-
dependidncia das varldveis gleatérias S, (ou de.forma equivalenteﬁi).
Em termos de teoria do comportamento, isto significa que o exceden
te atribuido por um individuo a qualquer alternativa & independente
das outras alternativas que ele confronta. Se ék(s) é a funcao dis-

tribuigdo Ao excedente associado com a alternativa Ak e Qk(s)=

d
“ds
tese de independancia das variaveis aleatdrias 8§

¢k(s) € a sua funcao densidade de probabilidade, ent3o na hipéd
a probabilidade

kf
da alternativa Ak ser escolhida pode escrever-se comec segue:
o
P, = %,
X fo 0y (8) g, #y (s)]ds _ (4.8)

" . ~
2 ST [re, (S)1as

0% (s) i
+oo .
- s 2k (8) (mf 4, (Sy1as”
o %k (8) i
Esta expressdo estabelece que a probabilidade Pk € igual a probabi-
lidade do excedente atribuido a alternativa Ak estar numa vizinhan-
ca infinitesimal de sz o0 e de ¢ excedente associado a cada uma das

cutras alternativas ser inferior ou igual a s,

E ainda de realg¢ar o caso em gue a escolha de uma alternativa
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é obrigatdria. Isto € eguivalente a dizer que o individuo tem de se
leccionar'umalalternativa mesmo gue todas as alternativas ofeiegam
excedente negativo. Esta situagdo surge, por exemplo, com certo ti-
po de desloca¢des obrigatdrias (Boulanger, 1971) ou gqguando a anali-
se estd jd confinada apenas ao grupo de individuos gque efectivamen-
te exerceram uma escolha (Cochrane, 1975). Neste caso a probabilida
de de um 'excedente negativo' supde-se ser zero ou, em termos equiva
lentes, faz-se a hipdtese due o PO definido em (4.7} € igual a zero
A probabilidade Pﬁ de selecciconar a alternativa Ak sera entao,
e .
L s T s : 4.

Pk .[;& (5) [i#k % (_}]dS. | (4.9)

Vamos agora deduzir e expressao do valor médio do excedente re
sultante do processo de escolha individual implicito em (4.8) e {(4.9).
Primeiro, defina-se H ={max max 5, O}que representa a varidvel alea
téria do excedente maximo nao iegativo. Se todas as alternativas ofe
recem excedente negativo, nenhuma. alternativa éeré selecciconada e H

tomard o valor zero. Na hipétese de independancia, a fung¢gdo de distri

buigao de H sera:

n@i {8) ' Sz0
i : (4.10)
¢H(S) = :
4] S <0

Assim,o excedente médio S na populacio P é dado por:

+® a

fo‘ S E—QH(S)dS

s

’
Y.

= I 8¢ (S)[ ®™ o (S)las
xk 0o X igk *

LS s
= N ¢k(5) [« ¢i(s)1ds.p

k 0 "k i#k k

= LS P _ (4.11)

$¢,(S) [ m @ (5)1ds
0 _K 1k (4.12)
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represenfa 0 excedente médio para aqueles que efectivamente escolham
a alternativa Ak. Este resultado estende-se facilmente ao caso em gue

a escolha de uma alternativa é obrigatdéria. O excedente médio € nessa

hip&tese
+® a
s =S S—E QG(S)dS (4.13)
— D )
onde
o, (8) = 1i”l’i(s) ' (4.14)

€ a funcgdc distribuicdo de G=max Si. Assim
i

4o
s =13f s54(S)[ 1 &(s)]as ~ {4.15)
k - i#k
—_ = 1
= ESkPk (4.16}
k
onde Ek é agora definido por
S, = [ -15-—;—541( (S}[.ﬂ ¢i(S)}dS (4.17)
—o i#k
o excedente médio total para a populagac P serda dado por
S =#P.s ' {4.18)

onde $P representa o numerc de elementos da populacgio P.
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¥(S) = exp [-e C{(5-m), (5.5)

onde

1
m = —1n o (5.6)

B
Para finalizar, enunciaremos trés propriedades de distribuicdo de Wei
bull que nos serdo idteis na sec¢do sequinte. Suponhamos gue as varia-
veis Si(i=l, .«., n) tém distribui¢ao de Weibull independentes com pa

rametros ai e B fixo.

Propriedade (i) G = Max Si tem distribuiciao de Weibull com parametro
i
o = I o
C Ui
i

Propriedade (ii) Dada uma constante real C arbitraria, a variavel

S;+ C tem distribuigcido de Weibull com parametro

ol = o E-BC
i i
Propriedade (iii) Pk = Prob [sk gsj, para todo o il {(5.7)
. o |
= v o {5.8)
j -
m
_e X% (5.9)
e M3
3"
cnde m_(k=1, ..., n} € definido por (5.6) .«

k



.26.

6. A INTERACGCAO ESPACIAL NA TEORIA DA UTILIDADE ALEATORIA

Nesta secgao vamos apresentar uma outra dedugido do modelo de in
‘teracgao espacial baseada na teoria da utilidade aleatdria. Esta de-
dugdo estende a apresentada por Cochrane (1975) para modelos de inte
racgao espacial simplesmente restringidos, aos modelos‘duplamente res
tringidos e permite, ainda, estabelecer a ligagso entre as nog¢oes de
comportamento racional dos individuos e a formulacao matematica desta

familia de modelos.

Consideremos primeiro a situacdoc em gque um grupo de individuos
na zona i, Oi' tem de escolher entre um conjunto de localizag¢des al

ternativas A= {Al, ey An}para um determinadoe tipo de actividade.

Faremos a hipdtese que o numeroc de individuos da zona i e fixo,
enquanto gue o numero daqueles que seleccionam cada uma das alterna-
tivas nao esta determinado a priori, o gue corresponde tipicamente a
uma situac¢do simulada por um modelo de interaccdc espacial simplesmen
te restringido. Seja sij (B,¥) a varidvel aleatdria qgue representa ©
'excedente' para um individuo na zona i quando escolher a localizacao
J. onde Y é o vector dos atributos observaveis e Bo vector dos para-

metros da componente aleatdéria. Como anteriormente, escrevemos

S;4(80Y) = wy (¥)-c, (XD v g (B,Y) (6.1)

onde u, . (¥Y) é a2 componente fixa da utilidade associada a localizagao
j pela populagd@o da zona i, cijfz) o custo total daguela alternativa
e %j(E,X) a componente aleatdria da utilidade gue gera a dispersao

nas prefergncias. Pelas razoes expostas na secgdo anterior € natural
supor que %j € uma variavel aleatdéria de Weibull com fungfo distri-

buiciae

-BS
¢, . (58) = exp[—wje B ] (6.2)
onde Wj € um factor de atraccdo associado a localizag¢So j ep um pard

metro. O factor wj pode também ser interpretado como uma probabilida

de a priori associada a alternativa j. O par3metro esta relacionado
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com ¢ desvio padrdo da compoenente aleatdria da uwtilidage Eij ror

Bz ——7 (6.3)
%o
Pela propriedade {ii) do § 5, a funcaoc distribuicdo do 'beneficio

liquido' (6.1) sera:

o, . (S) = exp[-wje“s(s'uij"cij)] (6.4)

Por outro lado, admitindo a independincia das componentes residuais
Eij, a probabilidade da alternativa j oferecer a 'utilidade liguida’
maxima a um individuo da zona i, serda em virtude da propriedade (iii):

Bu, . -c. .}
W
- D (6.5)
+J e BUi57C55)
;3

Assim, o nimero médio de individuos da zona i gue seleccicnard a alternativa

i é dado por

T,, =0, . P,
ij i ij

Blu, .~c.

H

onde

A, = [ZWie T3 i3] (6.7)
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que é um modelo convencional de interacg¢ao espacial simplesmente res
tringido. Em particular, se as componentes de utilidade uij forem
iguais para todas as alternativas entdo poderdo ser eliminados obten

do-se a versdoc mais simples

= — 6.8
T-ij Aioiwj exp { Bcij) { )
com
A, = [zw.e B%iq)7?T (6.9)
i 4 3

Na dedu¢do de (6.6)-(6.7) assumimos implicitamente que a alterna
tiva j € efectivamente seleccionada mesmo que o 'excedente' Sij seja
‘negative, desde gue seja aguela alternativa que ofereca o 'excedente'
maximo. Como ja frisdmos antériormente, isto corresponde a limitar a
andlise ao grupo de individuos que efectivamente exercem uma escolha,
para os quais a probabilidade de um ‘'excedente' negativo é suposta

. ser zero.

E imediato verificar, & semelhanca do que foi efectuado na secgds

2, gue (6.5)—(6.?) pode ser gerado pelo progiama de optimizacao

T
1 ij
= em e T —_ o - - 3.
Max Z "B iﬂ ij(ln wj 1)+ izTij(uij cij) (6.10)
{T..}
13
sujeito a
IT. . = O, {6.11)
ij i
3 .
cujo programa dual é
Min v = -—é— ije B(uij_vi-cij)+ Lvo, (6.12)
{ ") 3 t
Tendo-se ainda as seguintes condi¢gdes de estacionaridade
(u, ,-v.-c,.) {6.13}

T . = W,e i i ij
19 5 3 J
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gque caracterizam a solugdo Optima, onde‘% € a variavel dual da igual
dade de (6.11), a gual estd relacionada com o factor de equilibrio A,

atraveées da condicdo

l .
\?i = - T In Oi Ai ‘ (6.14)

Estes problemas reproduzem a nivel agregado a variabilidade do

comportamento individual. Dispondo (6.10) como se segue

T, .
Z = IT,.[u..-c,.- —(1n == — 1)1 (6'.15)
i3 ij ij i9 g Wj

é claro gue o probklema da escolha de alternativa para o 'grupo' que

exerce essa escolha, € formulado agregadamente em termos da expressao

g T .
ij—cij_ %—(lnﬁ%l;dj}o programa de optimizagao (6.10)-
- (6.11) expressa a maximizagdo do 'excedente total do grupo' e re-

de 'excedente' [u

produz a dispersiao inerente a escolha individual considerada no con-

texto da teoria da utilidade aleatdria.

O modelo de interacg¢do espacial duplamente restringido é também
deduzido facilmente na estrutura da utilidade aleatdria. Considere-

mos a restricao adicional

ET,, = D, (6.16)

Associado a estas restrigoes teremos . 'pregos sombra' gue harmoni
zam o resultado do processo de escolha com as referidas condigoes.
Quando o ndmero de individuos que seleccionam a alternativa j € livre

a ET. .

entao (_ 35
]

primeiro caso, um 'precec sombra' positive representando uma ‘renda'’

) pode ser maior, igual ou inferior a quantidade Dj. No

associada & alternativa j tem de ser tido em conta para assegurar gue
a restricao (6.16) seja verificada. No ultimo caso, tem de se intro-
duzir um 'preco sombra' negativo representando um 'subsidio’ atribui-
go aqueles gue seleccionam a alternativa 3j, para a verificagao da res

trigcio. Assim, iremos supdr gue a fungdoc distribuigdo da variavel de
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'‘excedente' aleatdria Sij e

5, (S) = expl-e P{STU 4+ 4%e 40 (6.17)

onde Yj & o preco sombra {(positivo ou negativo) da alternativa j, de
finido de forma a verificar-se (6.16). A probabilidade de que a alter
nativa j oferega ¢ ‘'excedente'! maximo a um individuo localizado em i

serd, entao,

b - e BlUy - -y y) (6.18)
ij 2e8{uij_Yj_Cij)
;|

o numero de individuos em i gue seleccionam a altexnativa j &

T,, = 0O . P, {6.19)
Definido, & semelhanga de (6.14),

1 )
Yy = - g in ByDy (6.20)

Tij = AiBjOiDj exp [B(uij—cij)] : (6.21)
onde
A, = [ tB.D, eB¢%357C540971 (6.22)
i .
3
<]
B, = [ ta,0 eb (i3 %3477t (6.23)
3 g 4

Deste modo, gerou-se igualmente o modelo de interadgao espacial duga
mente restringide, através do processo de escolha individuwal, no en-

quadramento definido pela tecoria da utilidade aleatdria. Naturalmente,
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o modelo {6.21)-(6.23) € igualmente gerado considerando o grupo de
individuoes Dj na alternativa de localizacidao j, exercendoc a escolha
na conjunto das zonas de origem i, 0Os pregos sombra\i representaraoc
do mesmo modo a ‘'renda' ou 'subsidio' associado a zona de origem i
para assegurar gue a procura seja consistente com a correspondente

restricdo. Associado ao modelo (6.21)-(6.23) tem-se © programa de

optimizagao
Max Z = - — IT, (In T, .-1) + LT, {(u,.-c,.) (6.24)
B 14 19 ij 49 13713 ij
{7, .} J J
i)

sujeito as restrig¢des (6.11l) e (6.16), cujo programa dual €:

Min Vv = *‘é— £efl¥337Vi7Y37¢; ) *f_“ioi * J’?"j[’j (6.25)
{v,,Y.} +J
i"']
sendo a estacionaridade :
Ty < ePlU 4 V™ Y=oy y) (6.26)

onde as variaveis duais v, e Y5 estao relacionadas com o factor de
equilibrio A, e B, atraveés de {6.14) e (6.20), respectivamente. As
varidveis duais v, e vy, sdo, portanto, formalmente idénticas aos

]
preg¢es sombra introduzidos anteriormente.

0 valor médic do 'excedente' total recolhido pela populacéo P gue
exerce a escolha entre o conjunto de alternativas, de acordo com o mo
delo de utilidade aleatdria acima exposto, € facilmente obtidode (4,11)
e (4.18). Consideremos primeiro o modelo de interacg¢do espacial simples
mente restringido, que é gerado supondo as variaveis aleatdrias Sij
com distribuicao de Weibull. A variavel Si = max Sij' Jque representa
o 'excedente' miaximo de gue beneficiam os indi%iduos da zona 1 pelas
alternativas que confrontam, € uma varidvel de Weibull, em virtude da

propriedade (i) da secgaoc 5, com fungie de distribuigao
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¥y (S) = exp[—(EWjeB(uij_Cij))e_BS] (6.27)

J

o excedente médio Ei sera por (5.3)

5. = i% [ln(EW.e B
. ]

s 157%37)+0.577.. .1 {6.28)
j

Assim o valor medioc do excedente total &

S = £0.8, (6.29)
CTiTd
i
= —%-Eoiln (ije B{uij_cij))+ constante (6.30
i 3

A variagdo de 'excedente' resultante de uma mudanga entre duas s itua

goes 1 e 2 &€, portanto,

[ZWjeB(uij_cij)l(z)
1 3 (6.31)
AS = I0; In " flu. .o ). (1)
i [j je ij ij’}

onde os indices (1) e (2) indicam gue as guantidades dentro dos pmréa
tesis rectos sdo calculadas nas situagdes 1 e 2 respectivamente.Usan
do a definicdc (6.7) dos factores de equilibrio Ai, a expressac aci-

ma transforma-se en

1 Ai2 -
AS = = Lo, 1n {6.32)
, 1 i
A,
i
e de(6.14) tiramos

As = 10, (v.° —v:'t (6.33)

i i i

Estas expressdes coincidem com as obtidas anteriormente (3.18) e(3.19)
na sec¢gao 3, através da integrag¢do directa do modelo de procura de

interaccdao espacial simplesmente restringide. Em termos das varidveis
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primais do programa de optimizacdo {6.10) - (6.11) a variagdo de exce

dente total & dada por:

T, .
117

AS = [- —— ZTij(ln -1) + IT..f{u .—ci.) {(2) {6.34)
ij 3 ij (1}

onde os termos em paréntesis recto sdo calculados na solugdo Sptima-pa¥ra as si
tuagdes 1 e 2. Esta Ultima expressao € deduzida directamente de (6.33
evocando a igualdade entre as funcgdes objectivo dos problemas primal
e dual e atendento a gue o numero total de deslocacdes na solucgao

optima é fixo e igual a (ZOi). A interpretacao da funcao objectivo
i
(6.10) como uma funcdoc de ’'excedente dos consumidores' é portanto

completamente consistente com a dedugao do modelo de interacgdc espa
cial simplesmente restringido no contexto da teoria de utilidade alea

toria e com a definigdo de 'excedente' de Marshall/Hotelling.

No caso do modelo de interaccdo espacial duplamente restringido,
notemos que © preg¢o sombra Yj introduzido na fungdo distribuigdo (6.17) &
de facte a componente de 'excedente' dos consumidores (positiva ou ne
gativa) representando a transferéncia entre os individuos e outros in
dividuos ou a sociedade, na forma de 'rendas' ou'subsidics'. O valor
médio do 'excedente' recolhido por um individuo na zona i que selec-

ciona a alternativa j €, portanto,

sij = s, + Yj (6.35)
gnde
5. = — [1n(zB.D.e P337%30y4 0.577...) (6.36)
i B j 3

0 excedente' total sera

5 = .;Tij(si+'%) : . {6.37)
1]
1 -1 -1
= — (20, 1In A, + ID., 1ln B_ ")+ constante (6.38)
Bil i jj hj

?‘%0£;~ﬁnﬁ + constante {6.39)



. 34.

A variacac no excedente total resultante de uma mudanga entre as 51

tuacdes 1 e 2 é igual a

1 1
L A, B .
AS = + — [Z0, 1ln ——- + ID, ln —3—1] (6.40)}
B . 1 2 . ] 2
i A, | B
i J
=20, (v,2 vty ZD.(Y.2 —Y.'l ) (6.41)
i i . J J
i 1
1 T, |,
= [~ — IT . (In =21y« IT, (ug-e, ) (2) . (6.42)

0 gue coincide integralmente com o resultado obtido em §3, usando o

conceito econdmico classico de excedente dos consumidores.
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7. CALIBRACARO DO MODELO

Pode mostrar-se (Hyman, 1969) que o estimador Sptimo do par@me-
tro do modelo de interacc¢do espacial (2.16)-(2.18) & determinado pe-

la solugdo da eqguagao

_ ETi.(ObS')c _ C(obs.) (7.1)

"Ci' .
ij 17 ] ij ] ]

onde Ti§°bs') e C(Dbs')

sdo respectivamente os fluxos e o custo total
observado. Dagui decorre ¢ métedo classico de calibragac do modelo
Que consiste em partir de uma estimativa inicial , rescolver iterati
vamente o sistema de equac¢des (2.16)-(2.18}, ajustar a estimativa ini
cial em funcao da diferenca entre o custo calculado e o custo observa
do, utilizando eventualmente um método de pesquisa univariada para mi
nimizar aguela diferenga, tal como por exemplo o5 algoritmos Ge Newton-

-Raphson ou de 'Golden Section', repetindc o processo até que a dife-

renga entre os dois custos seja taoc pequena quanto se deseje.

Dado que o parametro Bé o multiplicador de Langrange da restric
(2.10) na formulacdo em programacao matematica do modelo de interacdo
espacial, a resolugdo do respectivo programa dual fornece um método di
recto de calibracac do referido modelo. Para uma aplicacdo concreta ao
Estudo de Transportes da Area Metropolitana de Leeds ver Champernowne,
Williams e Coelho (1976). Este resultado € consistente para o estima-
dor de Byman (1969), em cuja dedugao agquele autor mostrou que a distri

buigdo {Tij} que da o melhor ajustamento possievl a distribuicdo obser

b - . ~ ~
vada Ti,s € gerada pela maximizacao da expressao
zrioPs )0 ) (7.2)
R & ij '
1]

onde Ti' é definido por (2.13)-{(2.15%), gue representa uma transforma-

¢330 da medida de evidéncia estatistica definida por Tribus (1968).

Uma via alternativa para a calibragao do modelc consiste na uti-

lizagdo da igualdade (6.3} gue estabelece gue © parametro fé inversa-
mente proporcional ao desvio padrao da distribuigao da utilidade, o

qual representa pois uma medida de dispersao das preferencias individuais.
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8. EXEMPLOS DE APLICACAOD

Nesta sec¢@o apresenta-se sucintamente trés exemplos de aplica
¢do do método de integragido da interacgdo espacial, pela via de ma-
ximiza¢do do excedente dos consumidores, gue se expds acima, ao Pla

neamento de actividades urbanas e a localizacgaoc de equipamentos:
{i} Modelo de Planeamento Urbano de Santo André (Coelho, 1979)

Este modelo enquadra-se numa familia geral de modelos de planea-
mento espacial de actividades urbanas, em gue a interacgcac espacial
é gerada pela maximizacao do 'excedente dos consumidores', designado
neste contexto juntamente com o 'excedente dos produtores'por lexce-

dente locacional'. Esta familia de modelos LSM (Locational-Surplus

Maximisation) corresponde a seguinte formulagao (Coelho e Williams,1979):

Maximizar SL = Excedente locacional total

= Excedente dos consumidores + Excedente dos pro-

dutores
sujeito a restrigdes de

(i) Consisténcia

{ii}) Base Econdémica

(iii) Eguilibrie do Mercado
(iv) Planeamento

{(v) N3o-negatividade das varidveis de planeamento e de interacgio

No estudo de Santo André, os objectivos ligados a aplicacac do modelo

consistiam em:

1. Obter a distribuigio espacial Optima das areas residenciais;

2. Localizar o emprego ndo-fixo, nomeadamente as dreas de comér
cio e servigos e a distribuigdao da industria ligeira (a lo-

calizagdo da indldstria pesada € conhecida);
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3. Determinar os fluxos de transporte consistentes com a distri

buigao espacial de habitagdo e emprego.

As actividades de comércic e servigos foram desagregadas em trés
sectores, conscante estac associddas ao centro principal, a centros se
cundarios ou a zonas de recreio & lazer. Esta desagregacaoc esta énlcqg
respond&ncia com uma decomposicac das deslocacbes para comércio e ser
vigos por sectores e tém uma conotagdo espacial dado gue cada tipo de

actividade tem localizacgoes especificas.

Consideraram-se limites superiores na populagao de cada zona resi
dencial decorrentes de densidades maximas admissiveis, que coincidem
com a populagdc da zona para aguelas zonas com populacgdoc fixa, em vir

tude da existéncia de projectos ja em curso de construgiao.

A localizagdo da indUstria pesada é suposto um dado do modelo,en
quanto que a distribuigdc da indGstria ligeira é sujeita aoc processo

de optimizacio.

Em virtude das zonas urbanas consideradas possuirem caracterispi
cas geoldgicas e topograficas sensivelmente equivalentes, os custos de
urbaniza¢do e constru¢do sdo omitidos, sendo portanto a fungdo objec-

tivo identificada com a maximizagao do excedente dos consumidores.

Definem~se os sSeguintes conjuntos de indices:

- %Zonas residenciais

- Zonas residenciais com populagac fixa

0.

- Zonas de emprego
Centro principal

- Centros secundarios

- Zonas de recreio e lazer

- Zonas de industria ligeira

NN MG o4y H oM
|

-~ Zonas de industria pesada

s W o

0 modelo de planeamento urbano da cidade de Santo André tem a se

guinte formulacdo:
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T, .
Mazx = - JE z Ti' {1n ;} ~-1) - I CF. Ti'
-—-'-—'——-
IcJ jed
k
s, Sk k
- x o= Lhosfian H o n-zc s (8.1)
kek B J W iel ]
jed JeJ
kek
sujeito a
{i} Condig¢&o de comnsisténcia
s, - atP® 5 g% o9 para ser, kek (8.2)
. ij ) ij
Jjed jed
k
(ii) Condicadoc da base econdmica
5 Ti' _ r a{2)}: 5 SE._éé{j) b(2}EPI=E§I para JjEJ (8.3}
iex kekK iegl J
j e,
onde
| 1 para jed
4 , i 4
Gj (j)y = (8.4)
0 no caso contrario
(iii) Restricdc de densidade (l1imites superiores da populacao)
= a(3)5. para iel ~ I
g i o
jed ij {8.5)
= a(3)§. para igT
i o]

onde Ei € o limite superior da populagdo da zona i:

(IV) Restricido de emprego total na inddstria ligeira
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L T., - L z Si' = b E + L b E, - (8 6}
ier  *? kek ier *3 jea, J :
jEJ4 ]EJ4

(V) Condig¢Ses de ndc-negatividade nas variaveis de fluxos de interac

¢do e planeamento

v

T20 , 520 e E'Tz 0 (8.7)

onde*Ti_ € o numero de deslicaQSes de trabalho da ZzZona residencial i
para a zona de empregqo j, Sij é o nimero de deslocacdoes para activi-
- . . . . LI .
] dades de comércio e servigos do sector k de i para j, E € o empre-—
. - . . , LTI. , - . , .
go total na industria ligeira, E, e ¢ emprego em industria ligeira na
. _HI . e D . LR Sk
zona Jj, E, e o emprego em industria pesada na zona Jj, Wi e Wj sao

J
factores de atraccao associados com actividades residenciais e de co

- . : . R Sk . -
mércio e servic¢os do sector k, respectivamente, g e 8§ saoc parame-

. - 4 (2) o E
tros de dispersac e a{l}k, a(z)k, a(B)k, a{ Yk e =1 sao coeficien-
tes definidos apropriadamente. As condigdes (8.2) estabelecem gue a

porulacido estimada a partir da matriz de deslocacdes {Tij} € consis-

tente com a populacdo estimada a partir das matrizes de deslocagao pa
X K Lad - -

ra servicos {Si.} . A relacao da base econ®mica (8.3) estabelece gque

o emprego total & igual a soma do emprego nos servigos, na indidstria
ligeira e na indistria pesada. A restricao (8.5) define limites de po
pulacac em cada zona e, finalmente, a condi¢@ao (B.6) exprime gue a 50
ma do emprego nas zonas de inddstria ligeira T4 é igual ac emprego to

_tal estabelecido para a industria ligeira.

Este modeleo foli resolvido através do seu dual (ver Coelho,1979),
pelas razdes de economia computacional jd mencionadas anteriormente e
permitiu avaliar um conjunto de alternativas de desenvolvimento urba
nistico da cidade de Santo André. Dessa avaliacdo resultou a elabora
¢gao de ﬁma nova alternativa de desenvolvimento cuja implementacao es
td actualmente em curso.

(ii) Modelo de Lowry

0 conhecido modelo de Lowxry (1964} gque permite estimar a distri-
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bui¢do espacial de habitagdo e servigos a partir da localizagdo do
emprego base, tem no seu niucleo dois sub-modelos gravitacionais in
terrelacionados, correspondentes aos fluxos habiticao-emprego e ha
bitagao-servigos. No contexto da maximizagio do excedente dos con-

sumidores, ao modelo de Lowvy corresponde

T
Max EC (T,8)= —— IT,. (ln —2 - 1) - £c®, T
—'—= 'BR 15 ij WR 13 ij ij
Sk
- ~%k I sy, (1n =1 1y -2 ci’j‘ s’i‘, (8.8)
BV* i3k 4 W 19k J
sujeito a
{i}) Condicdes de consisténcia
sr, - atBk gk _ o (8.9)
. 15 . 17
3 J
(ii)Relagac de base econdmica
IT, . - & al2Vk ggk _ pf2) gB (8.10)

onde as varidveis e 0s parametros tém os significados ja introduzidos
anteriormente. As restrigoes (B.9)-(8.10) sdo equivalentes as restri

¢Oes do modelo de Lowvy.

2 hipdtese de comportamento na escolha de habitacdo que esta sub
guente ao modelo {8.B)-(8.10) é de gue a acessibilidade a habitagao e
desta aos servicos sao avaliadas simultineamente a partir do local de
emprego, o que corresponde a um aperfeigoamento scbre o método itera-
tivo de Lowvy em qgue a habitagdo é escolhida independentemente da sua

acessibilidade aos servicos.

{iii) Modelo LSM de Localizacao de Equipamentos Piblicos ({(Coelho,l1980)

O modelo linear de localizagao de equipamentos com capacidades



.41,

tem a seguinte formulacgdo:

i = L X LF .Y
e ijcij S EA R (8.11)

= 8.12
;xij P; (8.12)
]
EX £ L, Y, _ (B.13)}
N | j J .
i
):Y = p (8.14)
3
3
X,.20 e Y, =0 ocul (8.15)
ij 3
onde X € o numerc de utentes no ponto i servidos pelo equipamento j,

. ij
Yj € uma variavel bindria que tem valor 1 se um egquipamento € locali-
zado na zona j, Ljé a capacidade do equipamento j, p; © numexro de uten

tes em {1, € o custo de servir um utente em i pelo eguipamento j,

Cij
F. € o custo de instalagdo do equipamento 3j e p o nuimero de eqguipamen

tos a instalar.

A restricdo (8.12) estabelece que todos os utentes no ponto de pro
cura i sdo afectos a um eguipamento 9§, a condigao (8.13) assegura gque
as capacidades deog equipamentos nao podem ser excedidas e (8.14) fixa

o numero de equipamentos a localizar.

0 modeio (8.11)-(8.15) pressupde que o5 utentes sao afectos aos
equipamentos segundo o critério de menor custo, nao atendendo portan
to a dispersiao de preferéncia que se observam nos fluxos de interacgaio,
sempre gue estes dizem respeitos a pessoas e nao a mercadorias.'hssim,
na localizagao de equipamentos publicos é apropriada a substituigio das
varidveis X,; por variaveis de interacg¢idc geradas pela maximizagao do

excedente dos consumidores. 0O modelo resultante consiste em
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Max U(fo) = Ls{z:z) - C{_Y__}

{z,¥}
1 Tiy '
= - —— LT . (ln W—ll -1) - Ic, T,
iy i3 i3 *3
-IF .Y, (8.16)
: ]
]
sujeito a
}?Tij = py {8.17)
]
IT,., 2 L.Y, (8.18)
; i1 33 '
Y = p (8-19)
. J
]
Yj = 0 ou 1 {(8.20)

onde LS(T,Y) &€ a medida de excedente dos consumidores associada ao qua
dro de interacc¢dao {T} e ao vector de localizacdo Y. A maximizacdo de
LS(T,Y) sujeita as restricdes (8.17) e (8.18) assegura gque os fluxos
de interaccadoc espacial {I} sdo consistentes com a procura e com as capa

cidades dos equipamentos.
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9. CONCLUSOES

Neste trabalho procurou integrar-se o modelo de interacgao espa
cial numa estrutura de optimizacao e fornecer uma sélida fundamenta-
¢do econdmica baseada na medida de 'excedente de consumidores' de Marshall/
/Hotelling e na teoria da utilidade aleatdria do comportamento indivi

dual.

Mostrou-se que a funcgdo objectivo do programa de optimizagdo que
gera © modelo de interaccac espacial, representa o valor médioc do ex-
cedente total dos ceonsumidores, no pressupostode racionalidade nas de
cisdes de localizagado, num contexto de utiljidade aleatdéria com distri
buicdo de Weibull. Aduziram-se razdes baseadas nas propriedades de dis
tribuicao de Weibull para gue esta seja considerada a distribuicéo'ng
tural' da utilidade e apontaram novos métodos para a calibracao do mo
deloc de interacggo espacial que decorrem da formulagdo aqui apresenta
da. Ilustrou-se a metodologia aqui ..definida: com exemplos de aplica
cdo no dmbito do planeamento de actividades urbanas e da localizacéo

de equipamentos.



NOTAS

(1) De forma analoga, define-se 'excedente dos produtores'(produ-

cers' surplus) por:

) * q* p*
PS = F [p*-c(q)] dp= p*g* - 7 c(g)dg = 7o s(p)adp
o o P

onde.po € o prego a que a produgao € iniciada. O 'excedente dos pro
dutores' representa o beneficio obtido pelos produtores devido ao
excesso no preg¢o de mercado p* gue praticam, sobre o prego c(g) gue

estariam dispostos a aceitar para fornecer a gquantidade q do bem.
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