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Resumo

O trabalho elaborado consiste nha criacdo de um programa informatico, concebido em linguagem
MATLAB, cujo principal objectivo é calcular a probabilidade de falha em estruturas compostas

por vigas 2D, através do algoritmo FORM.

Para a concepcdo do programa estudou-se alguma bibliografia sobre os varios dominios de
conhecimentos envolvidos, nomeadamente, seguranca estrutural, analise de fiabilidade de
estruturas, andlise de sensibilidades e respectivos métodos. Para executar este trabalho foi ainda

necessario, aprender programagdo MATLAB.

No concernente aos resultados obtidos, e apds comparacdo com outros publicados em artigos

cientificos, concluiu-se que sdo coerentes.

Por outro lado, verificou-se também que a utilizacdo deste programa propicia ganhos de tempo

guando utilizado o método de sensibilidades.

Palavras-chave: Analise de Fiabilidade, Algoritmo FORM, Sensibilidades, MATLAB.
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Abstract

The aim of this work is the development of a computer program in MATLAB, whose main
objective is to obtain the probability of failure of structures built with 2D beams using the
FORM algorithm.

In order to develop this program, a literature review was made and information on reliability
analysis, sensitivity analysis and related methods was studied. Also it was necessary to learn
MATLAB programming.

In what concerns the results obtained with the program, some examples, taken from the
literature, were solved and solutions compared with published ones. It was found that all were
consistent.

Moreover, it was found that the utilization of this program provides time gains when using the
sensitivity method.

Keywords: Reliability Analysis, FORM Algorithm, Sensitivities, MATLAB
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Capitulo 1 — Introducdo

1. Capitulo 1 - Introducéo

1.1 Aspectos gerais

Ao longo dos tempos 0 Homem tem vindo a preocupar-se com a seguranca das estruturas que

constroi.

Os meios de célculo utilizados no estudo da seguranca estrutural sofreram avancos tecnoldgicos
nas ultimas décadas e sdo hoje instrumentos indispensaveis na avaliacdo da integridade das
estruturas e no desenvolvimento de novos formatos de seguranca. Os intimeros testes efectuados
e a comprovagdo com resultados experimentais mostram as potencialidades destes modelos na
representacdo do comportamento das estruturas. Com base neste contexto a realizacdo deste
trabalho contribui, de alguma forma, para o desenvolvimento ou melhoramento dos modelos da

verificacdo da seguranga estrutural.

A fiabilidade de estruturas é uma &rea do conhecimento que se preocupa em modelar a incerteza
associada as acgdes que actuam sobre as estruturas e aos pardmetros que condicionam a sua

resisténcia de uma forma matematicamente rigorosa.

A teoria da fiabilidade define o nivel de segurancga de uma estrutura atraves da probabilidade de

ultrapassar determinados estados limite que condicionam o normal desempenho da estrutura.

Os métodos de fiabilidade de primeira ordem (do inglés FORM — First Order Reliability
Method) e de segunda ordem (do inglés SORM - Second Order Reliability Method) tém sido

muito utilizados para estimar a probabilidade de rotura de sistemas estruturais.

Neste trabalho é utilizado o método de fiabilidade de primeira ordem, FORM, que se baseia em
aproximacdes lineares a superficie de estado limite no ponto mais provavel de rotura do espaco
normal padrdo. Foi desenvolvido um algoritmo baseado neste método e esse algoritmo foi
integrado com o método dos elementos finitos de forma a determinar a fiabilidade de estruturas
planas constituidas por vigas. Faz, igualmente, parte deste trabalho a integracdo do método
FORM com o célculo de derivadas através da analise de sensibilidades pelo método continuo.
Todas estas caracteristicas fazem com que o programa desenvolvido constitua uma poderosa

ferramenta no que diz respeito a anélise de fiabilidade estrutural.



Capitulo 1 — Introducéo

1.2 Objectivos

O principal objectivo do trabalho desenvolvido foi criar um programa em MATLAB para
calcular a probabilidade de falha em estruturas pelo método FORM.

Foi também desenvolvido um programa de anélise por elementos finitos para estruturas planas
constituidas por vigas de forma a obter uma aplicagdo integrada especificamente vocacionada
para a determinagdo da probabilidade de falha de estruturas constituidas por vigas 2D.

O algoritmo FORM requer o célculo das derivadas das funcGes de estado limite. Para obter uma
mais rapida convergéncia deste algoritmo, foi implementado no programa de elementos finitos a
capacidade de calcular derivadas pelo método continuo. Procurou-se avaliar quais 0s ganhos no
tempo de calculo comparando o célculo das sensibilidades pelo método continuo com o
tradicional método das diferencas finitas.

A dissertacdo foi realizada no ambito do projecto PTDC/ECM/115932/2009 - Métodos

adaptativos para analise de fiabilidade de estruturas complexas.

1.3 Enquadramento do trabalho

Neste trabalho foi desenvolvido um programa em MATLAB que conjuga um método de andlise
de fiabilidade (FORM) com o método de elementos finitos. A este programa atribuiu-se o0 nome
de FORModule.

O FORModule apresenta semelhangas com o programa FERUM desenvolvido em 1999 por Der
Kiureghian (Der Kiureghian, 2006) na Universidade de Berkeley. Este software encontra-se

disponivel gratuitamente para download na internet - http://www.ce.berkeley.edu/projects/ferum

e foi muito Util para a realizacdo deste trabalho quer para a parte de programagdo quer por

permitir a comparacdo de resultados na fase de validagdo.
As caracteristicas que de seguida se enumeram s&o comuns aos dois programas:

e Programado em linguagem MATLAB, o software conjuga o algoritmo FORM com o

método de elementos finitos


http://www.ce.berkeley.edu/projects/ferum
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O principal objectivo é, através do algoritmo FORM, calcular a probabilidade de falha
em estruturas compostas por vigas 2D

As variaveis aleatorias tém uma distribuicdo associada e podem ser de 4 tipos: médulo
de elasticidade (E), momento de inércia (I), area da seccdo transversal (A) e carga
exercida (F)

Recorrendo a transformacéo de Nataf é possivel resolver problemas em que as variaveis

aleatérias sdo correlacionadas

As principais diferencas entre 0 FORModule e 0 FERUM séo as seguintes:

No FERUM a introducéo dos dados do problema é efectuada escrevendo uma funcéo.
Esses dados dizem respeito quer ao modelo probabilistico usado pelo algoritmo FORM
guer ao modelo de elementos finitos. No FORModule os dados sdo fornecidos através
de dois ficheiros lidos separadamente por cada parte do programa.
Um dos objectivos desta abordagem é conseguir separar os dois algoritmos de forma a
despistar eventuais resultados incoerentes que pudessem surgir. Isto &, com esta
abordagem, e no caso de resultados incoerentes, é possivel verificar facilmente se estes
se devem ao modelo de elementos finitos ou ao algoritmo FORM. De facto, ao resolver
um dos problemas no FERUM detectou-se uma incoeréncia nos resultados e, porque 0s
dados sdo fornecidos em conjunto através de uma funcgdo foi muito dificil detectar se
essa incoeréncia se devia ao modelo de elementos finitos ou ao algoritmo FORM.

No FORModule é possivel calcular as derivadas necessarias para o algoritmo FORM
através do modelo de elementos finitos pois foi implementado neste 0 método continuo
de analise de sensibilidades. Por isso, é possivel obter um funcionamento mais eficiente
do algoritmo FORM.

1.4 Organizacao do documento

Este documento esta dividido em 6 capitulos.

Capitulo 1- Introducdo: Identifica-se a esséncia do estudo, referenciando os aspectos

gerais, 0s objectivos e o enquadramento do trabalho;
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o Capitulo 2- Fiabilidade Estrutural: Inicia-se o capitulo com uma abordagem ao

problema da seguranca estrutural explicitando-se o conceito de estados limite. E exposto o
problema basico de fiabilidade estrutural e definido o conceito de indice de fiabilidade. E feita
uma abordagem geral dos métodos de analise de seguranca estrutural, com particular énfase

para o algoritmo FORM;

o Capitulo 3- Andlise de Sensibilidades: Inicia-se o capitulo fazendo referéncia a anélise

de sensibilidades recorrendo a sua defini¢do de acordo com os diferentes tipos que o constituem.
Descrevem-se 0s métodos "discreto” e "continuo™ para o calculo de gradientes. O método das

diferencas finitas é também abordado neste capitulo;

o Capitulo 4- Programa de Anélise de Fiabilidade: Este capitulo descreve o programa

FORModule identificando as suas caracteristicas e os detalhes do seu funcionamento e explica
detalhadamente como pode ser usado através de um exemplo. Com o objectivo de facilitar a
utilizacdo do FORModule, o capitulo inclui uma sec¢do que constitui um manual de utilizagao
do programa;

o Capitulo 5- Exemplos: Neste capitulo é feita a validacdo do FORModule através da

comparagdo dos resultados obtidos em alguns exemplos com o0s apresentados em artigos
cientificos. Sdo também apresentados resultados relativos ao tempo decorrido na resolugdo dos

exemplos com e sem o calculo de sensibilidades continuas;

o Capitulo 6- Conclusdes: Este capitulo apresenta sumariamente as principais conclusdes

extraidas do trabalho realizado.
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2. Capitulo 2 — Fiabilidade estrutural

2.1 Introducéo

Ao longo dos tempos a avaliacdo da seguranca de estruturas tem vindo a evoluir de forma
evidente. Inicialmente era feita de uma forma empirica e muitas das decisdes dependiam da
experiéncia pessoal. Nos ultimos anos, para avaliar com maior precisdo 0s riscos associados a
seguranca estrutural tém vindo a ser aplicados métodos probabilisticos de fiabilidade. Estes
métodos procuram avaliar, de forma rigorosa, a probabilidade de falha de sistemas estruturais
(Veiga, 2008). Algumas nogdes, estudos e aplicagbes sobre a teoria da fiabilidade estrutural
podem ser encontrados, por exemplo, em Madsen et al. (2006), Melchers (1999), Ditlevsen e
Madsen (2005) e Haldar e Mahadevan (2000, 2000a).

Durante o processo de construgdo e utilizacdo de uma estrutura, esta apresenta um
comportamento que depende de varios factores, os quais ndo podem ser controlados de uma

forma absoluta (Henriques, 1998).

Como forma de tratar estas incertezas surgiram critérios de seguranca com base em técnicas
probabilisticas, onde se pondera a variabilidade dos factores intervenientes no problema

mediante a utilizacdo de distribuicdo de probabilidade.

A seguranga é, assim, avaliada de acordo com o conceito de probabilidade de falha, ou seja, a
probabilidade da estrutura ndo ter um desempenho satisfatério, através da anélise dos estados
limite (definem as superficies que separam a regido de segurancga da regido de rotura). Neste
contexto, surgiu o conceito de fiabilidade estrutural que é compreendida como a capacidade de
uma estrutura ou de um membro estrutural, cumprir os requisitos especificados para o qual foi
concebido, durante a sua vida util (CEN, 2002).

Dois métodos muito usados para estimar a fiabilidade estrutural sdo o método de fiabilidade de
primeira ordem (do inglés FORM) e o de segunda ordem (do inglés SORM). O método de
fiabilidade de primeira ordem envolve uma transformacéo das variaveis aleatérias para o espaco
normal padronizado e aproxima a funcdo de estado limite através de uma superficie linear (um

hiperplano). O método de segunda ordem é semelhante ao de primeira ordem excepto que neste
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caso a funcdo de estado limite € aproximada através de uma superficie de segunda ordem (um
paraboldide). Se a superficie de estado limite ndo é linear uma aproximagao de segunda ordem
produzira resultados mais fidveis mas também serd mais morosa e complicada. Caso contrario
os dois métodos produzirdo praticamente os mesmos resultados (Der Kiureghian et al., 1987;
Liu e Kiureghian, 1989).

Estes dois métodos, FORM e SORM, séo hoje frequentemente usados em fiabilidade estrutural,
sendo as suas aplicagdes bastante simples quando existe uma formulagéo explicita do problema
estrutural. No entanto, quando ndo ha relagbes explicitas entre as fungdes de estado limite e as
variaveis, como por exemplo, quando se usa 0 método dos elementos finitos para avaliar esta
funcdo, a aplicagdo destas técnicas de fiabilidade para avaliar a incerteza da resposta estrutural
torna-se mais exigente e pode revelar-se pouco eficiente (Ghanem e Spanos, 2003; Haldar e
Mahadevan, 2000a; Schenk e Schueller, 2005). Para muitos sistemas estruturais utiliza-se o
método dos elementos finitos como ferramenta de anélise de forma a obter resultados mais
rigorosos. Esta € uma das razfes pela qual a analise de fiabilidade de estruturas analisadas em

modelos de elementos finitos tem tido grandes desenvolvimentos nos ultimos tempos.

Este capitulo descreve os conceitos fundamentais sobre a teoria da fiabilidade estrutural que

serdo usados nesta dissertacéo.

2.2 Seguranca e funcionalidade estrutural

A seguranga estrutural e o adequado comportamento em servico sdo dois aspectos a ter em
conta no dimensionamento de estruturas. O primeiro requisito corresponde a necessidade de
minimizar o risco de colapso inerente a qualquer realizacdo humana e o segundo esta
relacionado com a necessidade de proporcionar aos utentes um funcionamento adequado e, ao

mesmo tempo, minimizar os custos de manutencao (Henriques, 1998).

O desempenho de uma estrutura é medido para diferentes situacfes que podem ocorrer durante
0 seu periodo de funcionamento. Deste modo, pode dizer-se que a validacdo do desempenho de
uma estrutura é realizada recorrendo ao conceito de estado limite — condi¢do além da qual uma
estrutura ndo satisfaz os critérios de funcionalidade exigidos, ou seja, a rotura pode surgir
sempre que as accOes aplicadas a estrutura excedam os valores da sua capacidade de resistir aos

esforcos desenvolvidos (Veiga, 2008).
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Um estado limite corresponde a uma representacdo discreta da resposta estrutural sob condicdes
extremas de solicitagdo, a qual se pode associar um determinado nivel de danos ou perdas
(CEB, 1988).

De acordo com as normas actuais de dimensionamento de estruturas encontram-se dois tipos de

estados limite: estados limite Gltimos e estados limite de utilizacdo (RSA, 1984).

e Estados limite ultimos - situacBes onde a rotura é total, associada a uma carga maxima
da estrutura colocando em causa a seguranga de pessoas e equipamentos.

o Estados limite de utilizacao - situacdes de menor gravidade, associado a danos
estruturais que impedem de satisfazer os critérios de funcionalidade exigidos.

Relativamente aos estados limite de utilizagdo assiste-se a ocorréncias com uma durabilidade a
qual se atribui uma determinada classificagéo:

e Muito curta - corresponde a poucas horas de vida da estrutura

e Curta - corresponde a uma duragdo na ordem dos 5% da vida da estrutura

e Longa Duracdo - corresponde a cerca de metade do tempo de vida da estrutura

Uma deformagdo estrutural excessiva pode resultar numa vasta lista de consequéncias, tais
como, instabilidade de elementos estruturais, perda de equilibrio total ou parcial por formacao
de mecanismos, danos de origem funcional ou estética, durabilidade, etc. A ocorréncia de
alguma destas consequéncias indica que o desempenho estrutural ndo satisfaz total ou

parcialmente os critérios de funcionalidade comprometendo assim a utilizagdo da estrutura.

2.3 Estados limite

Recorrendo a analise feita para cada estado limite, podemos identificar as variaveis aleatérias
basicas que os influenciam. Para isso, os modelos que identificam o comportamento de uma
estrutura ndo s6 devem definir cada estado, mas também os parametros que devem ser definidos

como variaveis aleatérias basicas desses mesmos estados.

E com a ajuda das variaveis aleatorias que se pode descrever o estado limite recorrendo a fungo:

Z=g) (2.1)
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onde x representa 0 conjunto das incertezas (variaveis basicas) do problema, g é a fungdo

estado limite, e Z a margem de seguranga.

Regiio de
rotura
e(X Xo) < 0 Contornos de f+(X)

Mx2

Regido de
seguranca
| glX, X5) =0
|
Hx1 ’X1

Fig. 2.1 - Representacao genérica da funcéo g(x) e da fronteira entre as regides de seguranca e rotura

Verificando a figura, é perceptivel que, se a fungéo de estado limite for Z = g(X), a condigéo
g(X) = 0 representa a funcéo de estado limite, ou seja, a fronteira entre a regido de rotura e a

regido de segurancga. Cada uma das zonas podem ser representadas da seguinte forma:
Z = g(X) > 0 = Zona de seguranga

Z = g(X) < 0 = Zona de rotura

Como sera explicado mais a frente, importa esclarecer que a probabilidade de ruina aparece
representada por um integral de convolugdo correspondendo este a totalidade dos casos em que

a resisténcia é inferior a uma dada solicitacdo para toda a gama de solicitacfes possiveis.
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2.4 NocOes de estatistica e probabilidade

Nos problemas de fiabilidade, a estrutura apresenta um comportamento que depende de varios
parametros e, a partida, muitos deles sdo desconhecidos - variaveis aleatorias. Porém, os
métodos da teoria da probabilidade tornam possivel uma representacdo probabilistica, sendo
associavel as variveis aleatdrias uma funcédo de distribuicdo. Estas varidveis sao entdo definidas

como os parametros que consideram a incerteza no modelo adoptado (Faber, 2005).

As varidveis aleatorias podem ser caracterizadas por uma determinada tendéncia
comportamental que é obtida através de observacdes prévias. Quando sdo retirados varios
registos pode-se obter um histograma, sendo, a partir deste, facilmente retirados os valores da
média e desvio padrao.

Sendo a estatistica um assunto importante no que diz respeito a fiabilidade, esta seccdo serve

para introduzir o tema.

2.4.1 Nocoes basicas

Estatistica é a ciéncia que se ocupa da recolha de informacédo e da organizagdo dessa informacao
com a finalidade de, através de resultados probabilisticos, poder prever a evolucdo de um
fenémeno. E uma ciéncia que se ocupa de estratégias e decisio num contexto de variabilidade e

incerteza (Pestana, 2006).

Denomina-se populagdo aos objectos ou pessoas dos quais nos interessa obter informacdes.
Sendo impossivel ter uma informacdo completa acerca da populacdo em estudo, recorre-se a
uma parcela finita da populacdo - a amostra. Os dados constituem uma amostra, que nos

veiculam boa informacdo da populacéo de que foram extraidos (Pestana, 2006).

E conveniente apresentar, além dos dados, medidas que mostrem a informagdo de maneira
reduzida, ou seja, melhorando a representacdo desse conjunto de dados. Em seguida descrevem-

se algumas destas medidas.
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2.4.1.1 Média

Se se pretender representar os dados por um unico valor, este, logicamente, sera a média das
observacdes, ou seja, 0 ponto de equilibrio das observacGes. A média é definida como a soma de
todas as observacg6es dividida pelo nimero total de observagdes.

_ 1
X =-Xi1X (2:2)

Onde x corresponde as observacdes e n é o nimero de observacdes efectuadas.
No entanto, este calculo pode induzir a concluses precipitadas, vejamos 0 exemplo seguinte:

Imagine um prédio com dois andares, no piso inferior existe um lar de idosos e no piso superior
esta instalada uma creche. Se o estudo pretendido for a idade de determinada populagdo, esta
amostra ndo seria a mais apropriada pois fazendo o calculo da média, esta iria resultar em
valores na ordem dos 30 ou 40 o que ndo corresponde a verdadeira idade das pessoas que fazem

parte da amostra.

2.4.1.2 Mediana

E uma medida que separa o conjunto de observagdes em dois grupos de tal modo que 50% das

observacdes sdo maiores do que a prépria mediana e os restantes 50% sao inferiores.

2.4.1.3 Variancia e desvio padrao

A variancia é a média do quadrado dos desvios e é dada pela soma das diferencas quadraticas

das observac6es em relacdo a sua média dividida pelo nimero total de observagdes.

var(x) = s? = ﬁ T (g —x)? (2.3)

10
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O desvio padréo é a raiz quadrada da variancia.

s = /var(x) = \/ﬁ (g —x)? (2.4)

Esta operacdo é importante pois a média e o desvio padrdo ficam assim expressos nas mesmas
unidades. Utilizando o modelo mais comum - normal ou de gauss - pode-se escrever x + s, que

significa que 68% das observacdes estdo dentro deste intervalo.

Distribuicao Normal
99,73%
—— 95 40—
4 68.27%

A 4

+1dp

< £2dp
< + 3 desvios padrao >

v

Fig. 2.2 - Distribuicdo normal

2.4.1.4 Coeficiente de variacao

E uma medida de variabilidade adimensional e expressa o nimero de vezes que o desvio padréo
contém a média.

CV =2x100% 2.5)

Kl

Esta medida estatistica é utilizada para comparar conjuntos de dados que tém diferentes

unidades ou quando as médias sdo muito diferentes.

11
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2.4.1.5 Covariancia

A covariancia entre duas variaveis (a e b) é definida como a medida de como as duas varidveis

variam conjuntamente, e pode calcular-se da seguinte maneira:

cov(a,b) = —3",(a; — a) - (b; — b) (2.6)

2.4.1.6 Coeficiente de correlacao

O coeficiente de correlagdo é uma caracteristica que permite avaliar o grau de associagao linear
entre duas variaveis. E definido pela equagéo (2.7).

r(a,b) = <X 3T (ai~a)(bi-b)

Sq'S - 1 _ 1 _
a’=b JEZ?:l(ai_a)z Jﬁ ?:1(bi_b)2

@.7)

2.4.2  Variaveis aleatorias e funcdes distribuicao

Uma variavel aleatéria (V.A.) é uma funcdo que atribui um valor numérico a cada resultado

individual de uma experiéncia aleatoria, ou seja, 0 objectivo é encontrar uma forma de passar da

estrutura das probabilidades em espacos abstractos (2 para uma estrutura semelhante em R.

Seja S 0 espaco amostral associado a uma experiéncia aleatoria 2. Uma funcdo de X, que

associe a cada elemento s € S um ndmero real x(s), é denominada variavel aleatoria:

X: 00— R
sk X()=x€eR

12
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As variaveis aleatorias podem ser classificadas de duas formas:

e Variaveis aleatdrias discretas: considerando o exemplo "lancamento do dado" o
resultado estar4 sempre entre 1 e 6 mas no entanto nunca poderd ser 2.5. Assim,
matematicamente podemos dizer que as variaveis, cujo dominio é um conjunto finito ou

infinito enumeravel, sdo variaveis aleatérias discretas.

e Variaveis aleatorias continuas: ao contrario das discretas, as variaveis aleatorias

continuas tém no dominio um conjunto infinito ndo enumerével.

Para cada uma destas varidveis existe uma funcdo que associa uma probabilidade a cada
ocorréncia. Se for o caso das variaveis aleatorias discretas a funcdo é a funcdo massa de
probabilidade, px (x),e tem as seguintes caracteristicas:
1. p(x;) =0Vi, (2.8)
2 Yizap(x) =1, (2.9)
Denomina-se funcdo densidade de probabilidade fx (x), a fungdo, ndo negativa, que representa

a distribuicdo de probabilidade, caso a variavel aleatdria seja continua. Tem as seguintes

caracteristicas:

1. f(x) =0,se x €R, (2.10)
2 [° f)dx = 1. (2.12)

A funcdo distribuicdo descreve a probabilidade acumulada até ao valor genérico x. Esta fungdo

é definida, respectivamente para as variaveis discretas e continuas, da seguinte forma:
FXdiscreta (X) = PX (X = X) = Zjﬁoo bx (X), (2.12)

() =PX <x) = [ fi(x)dx. (2.13)

Xcontinua

Nas figuras 2.3 e 2.4 estdo representadas graficamente a funcdo densidade de probabilidade

(PDF) e funcéo distribuicdo acumulada, respectivamente.

13
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S @) Fy (x)

Fig. 2.3 - Funcéo densidade de probabilidade Fig. 2.4 - Funcéo distribuicdo acumulada (CDF)
(PDF)

2.4.2.1 Distribuicbes

Na avaliacéo da fiabilidade estrutural sdo usados varios tipos de distribuicdes de probabilidades.
Apresentam-se de seguida as distribui¢des que foram utilizadas neste trabalho, assim como 0s

respectivos parametros e momentos.

Distribuicéo Funcéo densidade Média Desvio Padréao
1 1 /x—p\2
Normal fi(x) = Umexp (_E( = ) ) u o
1 1(In(x) — 2\? _ 62
Log-Normal fG) = ——=exp (—5< 5 ) ) u=exp (l + 7) 0 = pfexp(6?) — 1
,u=u+Z
Gumbel fr(X) = a.exp (a(x —uw) — exp(alx — u))) “ o="2¢
x ' V6
y = 0.577216
. x x2
Rayleigh f(x) = 57 €XP (—ﬁ) U= \/g o= |2 —g

Tabela 2-1 - Informagé&o sobre as distribuiges utilizadas neste trabalho

Para além destas distribuicGes importa estudar a distribuicdo normal padréo pois esta possui
caracteristicas importantes que, como se podera verificar adiante, sdo Gteis na resolucdo do

algoritmo FORM e por sua vez na transformacéo de Nataf.

14
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8 2 Au=d 1 2 3

Fig. 2.5 - Distribuicdo normal padrédo

A distribuicdo normal padrao tem a particularidade de ter o seu valor médio igual a zero, e 0

desvio padrdo igual a 1, assim sendo a funcao de distribuicdo é

ERERIE

2.5 Formulacao do problema béasico de fiabilidade

estrutural

O problema basico da fiabilidade estrutural envolve apenas a resisténcia, R - funcdo das
caracteristicas geométricas e das propriedades dos materiais, e a solicitagdo, S - funcéo das

accdes, cada uma descrita pela respectiva fungéo densidade de probabilidade, f, e f;.
Com este novo conceito a fungdo de estado limite pode ser escrita da seguinte forma:
Z=gR,S)=R-S (2.14)
Por conseguinte, a superficie que separa a regido de rotura da regido de seguranca passa a ser:
Z=gR,S)=R-S5=0 (2.15)
A probabilidade de falha pode ser descrita como:
Pr=P(g(R,S)<0)=P(R-S<0) (2.16)

A partir das funcdes de densidade e de distribuicdo de probabilidade das varidveis R e S, é

possivel quantificar a probabilidade de falha. Nesta perspectiva, a Pr pode ser calculada

15
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integrando a funcéo densidade de probabilidade conjunta das variaveis aleatérias R e S, fr s,

assim vem:

Pr = [[, fas(r,s)dr ds (2.17)
Sendo D o dominio de falha, D = {R,S : G(R,S) < 0}.

Se R e S forem independentes, a funcdo densidade de probabilidade conjunta pode ser

substituida por frs(R,S) = fr(R) - f5(S), 0 que altera a equacéo (2.16) para:
Pr= [0 "7 fa(r) - fi(s) dr ds (2.18)
Considerando Fr como a fungao distribuicdo da resisténcia, integrando fx () obtém-se:
Pr=[17 Fp(x) - f;(x)dx (2.19)

Este integral é também conhecido por integral de convolugao, correspondendo a soma de todos
0s casos de solicitacdo para os quais a resisténcia ndo excede as accoes.

lllll ~. 9> 0:dominio de
g <0:dominiode - seguranga
rotura

Fig. 2.6 - Representacao tridimensional das variaveis no problema de fiabilidade estrutural (Melchers,
1999)

16
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25.1 Caso de variaveis aleatérias normais

O integral de convolugdo é bastante complexo e apenas é possivel resolver para um ndmero

limitado de problemas. No entanto, se considerarmos as variaveis R e S como sendo variaveis
aleatérias independentes com distribuicio normal de média up e ug e variancia og? e 052,

respectivamente, este, torna-se determinavel.
Para a mesma funcéo limite:
Z=gR,S)=R-S

a margem de seguranca Z é também uma variavel gausseana cuja média e desvio padrdo se

poder obter através de:

Hg = UR — Us (2.20)
0, =+ 0f + 0§ (2.21)

A equagdo (2.16) vem ent&o:
p;=P(R—-5<0)=P(g(RS) <0) = (“‘ﬂ) —d(=f) @2
9g

onde @ ¢é a funcdo distribuicdo da distribuicdo normal reduzida e 8 é definido como o indice de
fiabilidade:

g == (2.23)

Na figura representa-se o significado de 5, uma medida em desvios padrdes entre o valor médio

da funcéo estado limite e a superficie de rotura.

17
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f(z) 4

i<y,
rotura

probabilidade
de rotura, p £

Iy

R-S

Fig. 2.7 - Distribuicdo da medida de seguranca

2.6 Métodos de analise de fiabilidade estrutural

Uma vez que a obtengdo do integral de convolugdo, que permite a avaliacdo da seguranca de
uma estrutura com base na probabilidade de rotura, é bastante complexa, foi necessario
desenvolver metodologias para obter o indice de fiabilidade ou a probabilidade de falha

aplicaveis na resolucéo de problemas praticos.

Nédo é de estranhar que esta complexidade tenha provocado o desenvolvimento de vérias
metodologias dentro da teoria da fiabilidade estrutural. Tema particularmente importante a partir
do qual se desenvolvem e se estruturam estudos de diversos autores, tais como: (Ferry-Borges,
1968) e (Freudenthal, 1966), (Cornell, 1969) primeiro método de fiabilidade estrutural método
“FOSM” , (Hasofer, 1974) métodos “FORM” e “SORM?”, (Rackwitz, 1978), (Chen, 1983), (Wu,
1987), (Liu, 1989) e (Ditlevsen, 2005).

Sem por de lado a importancia dos demais estudos e apesar das variadas limitagdes que 0s
mesmos apresentam considera-se sério contributo o método desenvolvido por Cornell que
introduz o conceito de indice de fiabilidade £, permitindo a quantificacdo indirecta da
probabilidade de rotura e a avaliagdo da seguranca de uma dada estrutura. A utilizacdo desse
indice no desenvolvimento da teoria da fiabilidade assume grande desenvolvimento

particularmente nas novas metodologias de avaliacdo de seguranca estrutural.

18
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Essas novas metodologias surgem na década de oitenta onde os estudos realizados sobre
técnicas de probabilidade e estatistica em modelos de elementos finitos sdo unicamente
direccionados a estruturas com comportamento linear ou ndo linear definido por relagdes
simplistas. (Vanmarcke, 1983), (Kiureghian, 1988), (Shinozuka, 1988), (Spanos, 1989), sdo os
autores dos primeiros trabalhos, e portanto o ponto de partida para aquilo que outros, mais tarde,
na década de noventa, vdo desenvolver assumindo propostas e aplicacdes sobre o estudo da
fiabilidade, agora aplicado a comportamentos ndo lineares de estruturas, (Liu, 1989), (Teigen,
1991a e 1991b), (Rajashekhar, 1995), (Eibl, 1995), (Zhang, 1996). Estes métodos dividem-se

em métodos de fiabilidade, métodos de perturbacdo e métodos de simulagéo.

Assim, podemos referir que os Métodos de Fiabilidade respondem & avaliacdo da probabilidade
de rotura que divide o espaco da resposta estrutural em estados seguros e estados de rotura.

Os Métodos de Perturbacdo respondem a aplicacdo dos desenvolvimentos de primeira ou de
segunda ordem em séries de Taylor das equagBes que regem o problema em termos de
elementos finitos. O comportamento estrutural é caracterizado em termos dos desvios, em

relacdo aos valores médios das varidveis aleatorias basicas.

Os Métodos de Simulacdo respondem a avaliacdo da probabilidade de rotura muito pequenas,

recorrentes em problemas estruturais, 0 método mais usual é o de Monte Carlo.

Conferindo uma vez mais que a resolucdo do integral multiplo da equacdo (2.19) é bastante
complexa, recorrem-se, para resolver o integral, a simplificacGes e/ou a métodos numericos.

Podem ser considerados dois tipos:

1. Utilizacdo de processos que permitam obter solugdes aproximadas que sejam mais
simples de calcular. Estes métodos podem ser agrupados em dois tipos: 0os métodos de
fiabilidade de primeira ordem (do inglés FORM - First Order Reliability Method) e 0s
de segunda ordem (do inglés SORM - Second Order Reliability Method). Estes
baseiam-se, respectivamente, em aproximagoes lineares (FORM) e quadréticas (SORM)
a superficie de estado limite no ponto mais provavel de rotura do espago normal padréo.

2. Aproximacdes numéricas por meio de simulagBes como por exemplo o método de

Monte Carlo.
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2.6.1 Método de Monte Carlo

O método de Monte Carlo assenta em principios extremamente simples, sendo o processo de
simulagdo efectuado sobre a totalidade da populagdo correspondente as variaveis em estudo
(Delgado, 2002).

O método requer a definicdo das distribuicGes probabilisticas das variaveis envolvidas, por
exemplo a partir de informagdes previamente existentes. Assim, considerando estas funcdes, é
possivel obter sequéncias de valores dessas varidveis que sejam coerentes com as distribuicdes

das variaveis em estudo.

As sequéncias de valores geradas de acordo com as distribui¢fes pretendidas s&o normalmente
obtidas a partir de um algoritmo que permite gerar uma sequéncia de numeros aleatérios

distribuidos uniformemente no intervalo ]0,1[.

Este exercicio de geracdo de numeros aleatorios é conseguido a partir de uma técnica apoiada
numa formula matematica recursiva. Para o desenvolvimento satisfatério da féormula recursiva,
e sabendo que esta geragdo ndo é esponténea, € necessario definir um valor de arranque,
usualmente denominado por semente. Este algoritmo permite gerar sequencialmente todos os

numeros pseudo-aleatorios seguintes.

A qualidade do gerador de nimeros pseudo-aleatérios deve ser sempre verificada através de
uma série de testes estatisticos para averiguar a independéncia e a uniformidade da distribuicéo
(Rubinstein, 1981).

O numero de simulacdes a efectuar depende do problema estrutural, ou seja, da fungdo que
define o estado limite, g(x), e da ordem de grandeza da sua probabilidade de rotura, Dy- Sendo

que se torna necessario aumentar o nimero de simulagdes quando a probabilidade de rotura é

muito baixa.

Teoricamente, se o gerador de nimeros (pseudo-)aleatdrios garantir as propriedades de

independéncia e de uniformidade, o método de Monte Carlo fornece resultados exactos quando

0 numero de simulagdes, n, tende para o infinito:

py = Plg(x) < 0] = lim,,_,, W20 (2.24)

onde K[g(x) < 0] é o nimero de experiéncias em que foi atingido ou ultrapassado o estado

limite (Henriques, 1998).
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2.6.2  AproximacoOes de primeira e segunda ordem

Como se verificou anteriormente, se o problema em estudo tiver apenas duas varidveis normais

e independentes, a probabilidade de rotura e o indice de fiabilidade podem ser rapidamente
calculados. Porém, se o problema envolver mais do que duas variaveis aleatérias Z =
9(X1,X,, ..., X,,) = 0eafunclo g(x) ndo for linear, os dois primeiros momentos estatisticos

ndo podem ser obtidos pelas propriedades da lei normal e para piorar a situacdo, a resposta Z

pode ndo ser normal, impossibilitando assim o calculo da média e variancia.
Para determinar estes momentos de g (x) recorre-se ao desenvolvimento da série de Taylor da
fungdo g(x):

9@) = gX) + Vgl (X = XD+ (X =X Vogle (X = X7) (229

onde X™* é o ponto onde se faz a aproximacdo e V*g representa as derivadas de ordem k.

Os métodos de primeira ordem consideram os termos de primeira ordem do desenvolvimento de
Taylor da fungdo g(X) em relagdo ao ponto arbitrario X*, que é o ponto da superficie de falha

com maior valor de f, (X).

g (X)=0

=

Aproximacao linear

Aproximagao de 2* ordem
Regiao de
rotura

Contornos de f,(X)

[25'¢]

Regiao de
seguranca

N
¥ =

Hx1 X1

Fig. 2.8 - Aproximag0es linear e de 22 ordem a g(x) no ponto X*
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2.6.3 Indice de fiabilidade de Hasofer e Lind

Os métodos de segunda ordem permitem diminuir os erros que se obtém das aproximagoes de

primeira ordem a fungdes limites, g(X) néo lineares.

Inicialmente o indice de fiabilidade foi proposto por (Cornell, 1969), usando a aproximacao de
primeira ordem da funcéo g(X) e as propriedades da lei normal. Contudo este método revela-se
insuficiente pela inconveniéncia da probabilidade de falha ndo ser invariante com o critério de
resisténcia usado, ou seja, se a fungdo g(X) ndo for linear, o indice de fiabilidade toma valores

diferentes consoante o ponto X onde é feita a aproximacéo a superficie limite.

No sentido de dar resposta aos problemas relacionados com a invariancia, Hasofer e Lind
propuseram em 1974 um método alternativo invariante com o critério de resisténcia (Hasofer,
1974). Com este método é possivel, obedecendo a alguns passos, determinar o indice de
fiabilidade:

1. Transformar todas as variaveis aleatorias X; em variaveis normais reduzidas Y; de modo

a que a média e desvio padrdo sejam respectivamente, 0 e 1

Xi—Ux.
y, = “ER (2.26)

O'Xl.

2. Definir a superficie limite g (X) no espaco das variaveis normais reduzidas g(Y)
3. Determinar o ponto Y* (ponto de dimensionamento) da superficie limite g(Y) = 0

4. Calcular o indice de fiabilidade 8, que geometricamente é definido como a distancia

mais curta do ponto de dimensionamento Y™ a origem, no espaco das variaveis normais

reduzidas.
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g()=0

g (w)=0

u,

Fig. 2.9 - Interpretagdo geométrica do indice de fiabilidade, 3

O indice de fiabilidade, B, de acordo com Hasofer e Lind, vem:

g = ag Xieq Aiklxi (2.27)
i (o) |
i=1\%i%X;

2.6.4  Algoritmo FORM

O método de fiabilidade de primeira ordem (do inglés FORM — First Order Reliability Method),
que se baseia em aproximacdes lineares a superficie de estado limite no ponto mais provavel de
rotura do espa¢o normal padréo, foi implementado por Rackwitz e Fiessler em 1978 de forma a

incluir informacdo sobre a distribuicdo das variaveis basicas (distribui¢des ndo normais).

Estes métodos foram utilizados por muitos autores para varios tipos de analises, como por
exemplo, Kiureghian e Ke (1988) que os usaram para uma analise de estruturas lineares com

propriedades aleatorias.

O algoritmo FORM resolve aproximadamente o problema de fiabilidade exposto na equacéo:

Pr = P[g(X;) < 0] (2.28)
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Na equagdo (2.28) a parcela g(X;) é a funcdo de estado limite que depende das variaveis
aleatorias ou variaveis basicas, X;, que representam o problema de fiabilidade. Estas variaveis

estdo, normalmente, relacionados com a resisténcia estrutural e as cargas aplicadas.

g(X;) = 0 = Corresponde a condicdo de estado limite
g(X;) < 0 = Define o dominio de falha, onde os critérios de seguranca sao violados

g(X;) > 0 = Define o dominio seguro

Para calcular a probabilidade de falha, Pr, na eq. (2.28), o seguinte integral tem de ser aplicado,

Pr=] "'fg(x)sOfX(x) dx (2.29)

onde fy(x) é a funcéo densidade de probabilidade conjunta para as variveis bésicas X;.
Quando essas varidaveis ndo sdo normalmente distribuidas e sdo dependentes, é necessario
transformar as varidveis basicas X; num conjunto de variaveis normais reduzidas Y;. O célculo

da probabilidade de falha resulta no problema de minimizacao:
1
B =min(EL, Y%z (2.30)
Sujeitoa g(¥;) =0

Isto corresponde a encontrar o ponto de falha (ou de projecto) mais provavel, y*, que é o ponto
sobre a superficie de rotura mais proximo da origem do espago normal padrdo. O indice de

fiabilidade S é a distancia entre y* e a origem do espaco normal padrao.
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g(Y;) = 0 (linear)

T

oY
s}
VY

.
Y
yV

g(Y)=0

Ys

g(Y)=0
¥
g(Y)<0
>
\?yv
B

\ 4

Fig. 2.10 - Transformacao da fung¢éo de estado limite no espaco das variaveis normais reduzidas

O mapeamento entre variaveis X e Y pode ser realizado através das transformacgdes de

Rosenblatt ou Nataf. Estas transformag6es sdo baseadas no conceito de que qualquer ponto x no

espaco original X é transformado em y no espago normal padréo Y, tal que as distribuicdes

cumulativas em x e y séo iguais,

Da equacdo (2.31) verifica-se que,

Fx(x) = @(»)

y = &y (x)]

x = Fy ' [o()]

(2.31)

(2.32)

(2.33)

o(y)

\

Fig. 2.11 - Transformagao de uma variavel ndo normal, X, numa varidvel normal reduzida, Y
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O problema de minimizag&o em (2.30) exige que os gradientes de g sejam calculados em ordem

a ¥;. Isto pode ser obtido derivando a funcao estado limite em ordem a X; e aplicando a regra da

cadeia,
29 _ 09 0%
0X; - 0Y; 0X (2.34)
Invertendo a relagéo,
99 _ 99 9%;
aY; - 0X; 0Y; (2.35)
Na equacdo (2.35), o Jacobiano pode ser calculado a partir da transformacao,
0X; od 0X; Y;
9Xj _ 0% 9% _ 9(ry) (2.36)

ay;  ay; 9Fx(x)  f(X))

Na equacdo (2.36), ¢(Y;) e f (Xj) sdo respectivamente, a funcdo densidade da distribuicéo

normal padrdo e a fungdo de densidade para a variavel X;.

O algoritmo usado para resolver o problema de minimizagéo (2.30) prossegue do seguinte modo.
z . . 1 - -, . ]

E escolhido um ponto de partida Xl.( ) no universo das variaveis basicas, por exemplo,
considerando cada variavel x; igual ao seu valor médio. Entdo m é igual a 1 e a volta seguinte é

executada até que a tolerancia em £ seja obtida.

(m)

1. A funcdo estado limite g(Xi(m)> e 0 seu gradiente, ag/axi , sdo calculados

2. As respectivas variaveis normais basicas Y™ e o Jacobiano 6Xj(m) Jay ™ sio
obtidos

3. O gradiente da funcio estado limite no espaco normal padréo, g/ ayl.("‘) e a™ sio

calculados
a9
ay(™
am = —L— (2.37)
ag
aygm)
4. Anovaestimativade Y, Yi(m“), é obtida a partir de:
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onde
d
o)y ™y
+1 av; g (Yi )
Bm+D) = = + g™ (2.39)
ag ag
aygm) aygm)

)

m+1) . e, . , -
5. O ponto correspondente, Xi( , € calculado no universo das variaveis basicas

6. Depois de comparar ™ e B(™+1) ¢ tomada uma decisdo sobre uma nova iteragio. Se

for necessario, repetem-se todas as etapas atras descritas

Este algoritmo pode facilmente falhar se a funcdo estado limite ndo for linear (e até fungdes
lineares passam a ser nao lineares no espago normal padrdo). O comportamento algoritmico é

mostrado na figura seguinte:

Fig. 2.12 - Comportamento algoritmico
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Se a funcdo limite de estado for extremamente ndo linear e convexa para a origem, como

representado na figura abaixo, o algoritmo pode oscilar sem convergir.

g(Y) <0

" .
”/

\4

Fig. 2.13 - Algoritmo n&o converge devido a fun¢éo de estado limite

Este algoritmo é original de Rackwitz-Fiessler (RF). Foi feita uma intensa pesquisa no sentido

de melhorar este algoritmo. Ver, por exemplo (Duprat, 2010).

A fim de melhorar a convergéncia, o algoritmo Adbo-Rackwitz (HLRF) sugere uma pesquisa ao
longo do trajecto que vai de y™ para y(™*1 usando z € [0,1] e uma funcéo de interpolagéo

quadratica. Ver, por exemplo (Abdo, 1991).
y(z) =1 —2) y™ +z-ym+D (2.40)

Zhang e Der Kiureghin também propuseram um algoritmo (iHLRF) para realizar uma pesquisa

para o ponto z que minimiza a funcéo de mérito m(y):

2
m(z) = @ +1-19(2)| (2.41)
com
1> —”g g((zz))” (2.42)
17521
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A equacéo (2.40) representa a funcdo de Lagrange correspondente ao problema de optimizagéo,
e reflecte o facto de que o problema a ser resolvido € a minimizagdo de y, com uma restrigdo

em g(z) = 0. Ver, por exemplo (Zhang, 1997).

2.6.4.1 Transformacao de Nataf

Na maioria das situaces, a funcdo distribuicdo de probabilidade conjunta das variaveis basicas
ndo é conhecida. Normalmente a informacéo estatistica disponivel permite apenas caracterizar
as variaveis aleatdrias do problema de fiabilidade pelas suas distribuicBes marginais e matriz de
correlagdo R,, . Nestes casos de informacdo estatistica incompleta, (Liu, 1986) propds
transformar o vector X de varidveis basicas dependentes e com distribuicdo ndo normal, num

vector U de variaveis aleatdrias normais reduzidas em duas fases, seguindo o modelo de Nataf.

Assim, a partir das distribuicBes marginais de cada variavel basica X;, define-se um vector Y de

variaveis aleatorias através da transformagao diagonal:
— H-1
Y, = 7HF(x)] (2.43)
O vector Y é entdo formado por variaveis aleatorias Y; de distribuicdo normal reduzida e matriz
de correlagdo R, cujos coeficientes p,,. , . relacionam-se com os coeficientes de correlacdo
xx YiVj
Px; x; das variéveis béasicas X por:

Priey = I I (FEH) (ﬂ) 0 (o vy pxw,) Yoy, (240)

(] Oj

onde ¢ (yi,yj,pyi ,y].) representa a fun¢do densidade de probabilidade normal bivariada com
média nula, variancia unitaria, coeficiente de correlagdo Py, y; € Wi € 0; representam,

respectivamente a média e o desvio padrdo da variavel basica X;. (Liu, 1986) e (Dietlevsen,
1996) desenvolveram expressdes para o calculo aproximado dos coeficientes de correlacdo

Py .y; da matriz R,,,, para as distribuicdes marginais mais utilizadas.

O segundo passo consiste em transformar Y no vector U de variaveis aleatérias independentes

de distribuicdo normal reduzida:
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U=L1Y (2.45)

onde L é uma matriz triangular obtida por decomposicdo de Cholesky da matriz de correlacdo

R, de L de formaaque Ry, =L - LT. Assim a transformacdo completa de X em U é dada por:

U=L"1-{&F,(xy), ..., F x)]}T (2.46)
e 0 seu jacobiano por:

fi (x1)

—T1-1.43;

(2.47)
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3. Capitulo 3 — Analise de sensibilidades

O objectivo de introduzir a analise de sensibilidades nesta dissertacdo é determinar as derivadas
ou os gradientes da funcdo de estado limite. Metodologias para a determinagdo eficiente de
campos de sensibilidade em problemas lineares estdo bem estabelecidas desde a década de 80,
onde foram inicialmente tratados por Ryu em 1986, enquanto que a pesquisa para problemas
ndo-lineares esta ainda em desenvolvimento sendo que ao longo dos Ultimos anos métodos de
andlise de sensibilidades para este tipo de problemas tém sido propostos por (Hisada, 1988),
(Tsay et al., 1990a e 1990b), (Zhang, 1993), (Kleiber et al., 1991), (Vidal, 1993), (Mahnken,
1996), (Tortorelli et al., 1994) e (Kleinermann, 2000), entre outros.

A andlise de sensibilidades calcula os gradientes, dy/ 0Xl-(m), da resposta ou desempenho

estruturais, 1, utilizados na definicdo das fungdes de estado limite, g(X;™). A principal

vantagem é poupar significativamente o esforco computacional quando comparado com o

método das diferencas finitas.

O caélculo dos gradientes também se torna Util quando se utilizam métodos de programacao
matematica em optimizacdo estrutural. Neste caso, os desempenhos estruturais estdo
relacionados com a funcdo objectivo, e constrangimentos, enquanto 0s pardmetros estdo

relacionados com as variaveis do problema.

De uma forma geral, os gradientes da funcdo objectivo e dos constrangimentos sdo calculados a
partir dos gradientes das respostas da estrutura determinadas na etapa de andlise. Os gradientes
das respostas da estrutura sdo conhecidos por sensibilidades e o seu calculo é chamado de

analise de sensibilidades.

O que é a analise de sensibilidades

Considere-se a viga encastrada representada na Fig.3.1, as sensibilidades do deslocamento da
extremidade no que diz respeito a variagdo da inércia da secgdo transversal, I, e a variagdo do

mddulo de elasticidade E, sdo:
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Y v 3
e 5 P
7 I 3E]

Fig.3.1 - Viga encastrada

dé PL3
PI3 dl ~  3EI?
o) =ﬁ =
dé PL?
dE ~ 3IEZ

Neste caso, a resposta estrutural é o deslocamento na extremidade, Y = §, a partir da qual pode
ser gerada uma funcéo de estado limite, g(X), (por exemplo, g(X) = Syax — 6). O vector X
contém o parametro x = I e, uma aproximacao valida da expressdo que descreve a dependéncia

de 6 em I torna-se disponivel.

O que aconteceria se a avaliacdo da resposta estrutural exigisse uma analise extremamente
complexa de elementos finitos? Neste caso, também seria possivel calcular os gradientes de
resposta tendo em conta os parametros que influenciam o problema. A disciplina que estuda as

metodologias para resolver este tipo de problemas € a analise de sensibilidade.

3.1 Analise de sensibilidade de projecto

Existem duas abordagens para a analise de sensibilidade de projecto: sensibilidades discretas e

sensibilidades continuas.

No caso das sensibilidades discretas o modelo numérico é diferenciado de modo a obter a
sensibilidade requerida. Enquanto que no caso das sensibilidades continuas a equacdo
diferencial subjacente é diferenciada e as equacdes resultantes sdo discretizadas usando o
mesmo tipo de malha ja utilizado na andlise de elementos finitos ou uma outra malha criada

especificamente para o efeito.
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3.1.1 Sensibilidades discretas

Esta formulacdo é obtida derivando as equagBes dos elementos finitos, resultantes da
discretizacdo do problema continuo, em relagdo ao parametro x. Para um problema de equilibrio

estatico:

Onde K é a matriz de rigidez, z e f sdo, respectivamente, o vector deslocamento e o vector de

forcas. Derivando a equacdo (3.1) em ordem a x, tem-se:

oK 9z of

aZ‘I‘Ka:ax (3.2
Ou
9z _ -1 (a_f _ 9K )
ax K ox axZ (33)

Para uma medida de desempenho estrutural 1 (tensdo, deslocamento) a derivada em ordem a x
é 0 somatdrio das derivadas explicitas de 1) em ordem a x e das derivadas implicitas através da
dependéncia do deslocamento z.

% _ % 0poz

dx  ox 9z Ox (3.4)

Existem duas formas para avaliar a equacdo (3.4), o0 método directo e 0 método adjunto. No

caso do método directo, resolve-se a equagao (3.4) substituindo (3.3) em (3.4):

2 _ 9| 2y (3K )

dx  ox 0z dx  Ox (3:5)

Pelo método adjunto resolve-se um sistema de equagdes lineares para as varidveis adjuntas A,

Z—‘f = KA (3.6)

gue permite obter a equacéo (3.7):

P=Zi1(L-2, (3.7)

dx  ox dx ox
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A decisdo sobre qual dos métodos a utilizar depende do numero de desempenhos estruturais,

ny, e do nimero de pardmetros, nx.

Se se estiver a utilizar o método directo, o sistema de equages lineares da equacdo (3.3) deve
ser resolvido para cada pardmetro x. O vector de forcas para cada um desses sistemas é

designado vector de forcas adjuntas e é calculado pela equacéo (3.8).

af 9K
ox axZ (3.8)

No entanto, a matriz de rigidez é exactamente a mesma que no problema inicial (Fig.3.1) e,
portanto, pode ser armazenada de uma forma decomposta. Recorrendo a esta forma decomposta,

€ necessario, para cada parametro, resolver o sistema de equagdes com um novo vector de carga.

Na equagdo (3.8) se o parametro for uma carga aplicada num né, entédo df /dx é uma carga
unitéria aplicada no né e dK/dx é zero. Se o pardmetro afectar a matriz de rigidez, entéo,

df /0x é zero e 0K /0x deve ser calculado.

Primeiro, dK/dx é uma matriz que resulta da montagem ou "assemblagem" de todos os
elementos finitos afectados por x. Em seguida, para se obter dK /dx em cada um dos elementos

surgem dois métodos. Se as expressdes analiticas de K forem conhecidas, como no caso de
vigas 2D e 3D, estas sdo diferencidveis. Para elementos isoparamétricos onde é usada a

integracdo numérica, podem-se aplicar as diferencas finitas.

Se 0 método em uso for o método adjunto, a equacdo (3.6) deve ser resolvida com a mesma
matriz de rigidez e com um vector de forgas igual a dy/dz. Uma nova solugéo do sistema de

equacdes tera que ser efectuada para cada .

Como conclusdo entende-se que se nx > ny, o método adjunto é mais eficiente, e se ny >

nx, 0 método directo é superior.

3.1.2 Sensibilidades continuas

Em contraste com a equagdo matricial desenvolvida para as sensibilidades discretas, as

equacBes das sensibilidades continuas usam deslocamentos continuos que satisfazem as
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condicbes fronteira. Embora as duas abordagens estejam relacionadas existem vantagens e

desvantagens.

Comparando com sensibilidades discretas, a principal desvantagem das sensibilidades continuas

é a complexidade tedrica. As duas principais vantagens s&o:

a) Uma rigorosa teoria matematica, sem incerteza associada com o erro de aproximacdo de

dimensao finita;

b) uma relacdo explicita de sensibilidades de projecto em termos de grandezas fisicas, em vez de

somatorios de derivadas de elementos matriciais.

Considerando a forma geral das equacgdes de equilibrio estatico, obtidas a partir do principio de
trabalho virtual (ou a partir do principio da energia potencial total minima),

a,(2,z) = 1,(2) (3.9)

Onde a,(z,z) é a forma bilinear relacionada com o trabalho virtual produzido por forcas
internas (ou variacdo da energia de deformacéo), [,.(z) é a forma linear relacionada com o
trabalho virtual produzido por forgas externas (ou variacdo da energia potencial das forgas
externas). De notar que agora z e z representam, respectivamente, o deslocamento continuo e o

deslocamento virtual.

/(9

Fig.3.2 - Viga sujeita a flexao

Para uma viga sujeita a flexdo, como representado na Fig.3.2, com uma carga aplicada (&) e

uma inércia variavel 1(§), tem-se:

ax(z, E) = fOL EIZEfszdf (310)

L(@) = [, fzdg (311)
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Para obter as sensibilidades continuas a partir da equacéo (3.9), é util ter em conta o conceito de
derivadas direccionais. Considere-se um projecto nominal designado por x e uma vizinhanca de

projecto descrita por uma variacao arbitraria, 8,, € um parametro t.
X; = X + 16, (3.12)

Supde-se que ambos os termos em (3.9) sdo diferenciaveis em ordem a x. Assume-se também
que a solucdo, z, das equacbes de estado, é diferenciavel em ordem a x. A seguinte notacdo de

derivada direccional ¢ aplicada:
, — _ d L —
a's (z,z) = — Oxirs, (Z, z)|T=0 (3.13)

Onde Z indica o campo de deslocamentos de z com a dependéncia de 7 suprimida, e z ndo
depende de 7. A notagdo principal representa a primeira variagdo com uma explicita

dependéncia de x. Para o termo de carga linear tem-se:
— _ d —
U's, (@ =— [Le+s, @], (3.14)

Para z a equagéo (3.15) representa a primeira variagdo da solucdo da equagdo (3.9) com x que

varia na direccdo de 6, .
! ! —_— d
z'=2'(&x,6,) = Ez(g‘; x + T5x)|_[=0 (3.15)

Uma propriedade importante da variagdo do estado definido na equacdo (3.15) é o facto da
ordem da variacdo em relagdo a x e da derivada parcial em ordem a variavel independente &

poder ser alterada. Isto significa que:
(z)' = (2);
(zi;) = (z)")); = (2)y (3.16)

Esta caracteristica € uma extensdo directa da propriedade bem conhecida do célculo das
variacdes, em que a ordem da variacdo e das derivadas parciais pode ser alterada. Assume-se

gue as condicdes fronteira ndo dependem do projecto.

Considerando agora que a forma de energia bilinear da equacgdo (3.9) é linear em z e que,
dependendo do problema, envolve uma ou duas derivacBes em ordem a z. Assim, usando a

regra da cadeia e as equacdes (3.13) e (3.15) obtém-se:
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Ores, @& 2 +78),D)]|,_y = @'5,(2.2) + .2, 2) (3.17)

Para qualquer campo de deslocamento virtual fixo, z, e tendo variaces dos dois lados da

equacdo (3.9) e usando as equacdes (3.13) e (3.14) tem-se:
a,(z',z) =15 (2) —a's (2,2) (3.18)

Considere-se agora uma medida da resposta estrutural que pode ser escrita na forma integral
através da equacéo (3.19).

Y= [, 9(zVz,x)dQ (3.19)

Onde Vz representa o gradiente de z e a fungdo g é continuamente diferenciavel. Para alguns

problemas, o termo da equacéo (3.19), Vz, pode ser substituido pelas segundas derivadas de z:

Y= [fﬂ 9(z(& x +18,),Vz(& x + T8,), x + 765 dﬂ] =0

l/)’ = fQ [gzZ, + gVZVZ, + gx5x]dQ (3.20)

Para obter uma expressdo explicita de ¥’ em ordem a §,, torna-se Util reescrever os dois
primeiros termos da equacdo (3.20) em ordem a §,. Uma equagdo adjunta é introduzida,

substituindo z’ na equagdo (3.20) por um campo de deslocamento virtual, A, e igualando os

termos que envolvam a forma de energia bilinear ax(/l, /_1). A equacéo adjunta obtida para a

variavel adjunta é:
a,(4,2) = Jo, [g22" + gv,VA]dQ (3.21)
Uma vez que, A, 6um campo de deslocamentos virtual, pode ser substituido por z’, ou seja:
ax(4,2") = [ [9,2" + gv,V2']1dQ (3.22)
Da mesma forma, a equacéo (3.18) pode ser avaliada para z igual a A, ficando:
a,(z',2) =1's (1) —a's (z1) (3.23)

No entanto, a forma de energia bilinear é simétrica, como se pode verificar o lado esquerdo da

equacOes (3.22) e (3.23) sdo iguais, obtendo-se assim o resultado desejado:
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fQ [9.2' + gy, V2'ldQ =1's (D) +a's5,(2,1) (3.24)

Substituindo este resultado na equacdo (3.20) é possivel obter uma expressdo para a
sensibilidade da resposta, Y, que pode ser calculada uma vez obtido o actual campo de
deslocamentos z através da equacdo (3.9), e o campo de deslocamentos adjunto, A, através da

equacdo adjunta (3.21).
=], 9:6,dQ+1's (D) +a's,(2,1) (3.25)

A equacdo (3.25) juntamente com as equacdes (3.9) e (3.21) podem agora ser discretizadas pelo
método dos elementos finitos e, se possivel, com a mesma malha. A sensibilidade de resposta

pode ser calculada, respeitando 0s seguintes passos:

1. Resolver um sistema de equagdes lineares, resultantes da equacao (3.9) e armazenar a

matriz de rigidez na forma decomposta.

2. Calcular o vector de carga resultante da equagdo (3.21) que depende da resposta
estrutural solicitada, e efectuar uma repeticdo da analise da estrutura com a mesma

matriz de rigidez e considerando um vector de carga diferente para cada resposta.

3. Calcular a sensibilidade desejada fazendo o somatdrio dos trés termos da equacéo (3.25)
recorrendo a z e A obtidos anteriormente. Repare-se que os Ultimos dois termos da
equacdo (3.25) apenas dizem respeito ao produto interno entre o vector e a matriz, e
somente aos termos originais do vector de carga e da matriz de rigidez que dependem

do parametro x.

A fim de esclarecer o uso da equacdo (3.25), no calculo da sensibilidade do deslocamento na

extremidade da viga encastrada da Fig.3.1, em relacdo a variacdo da inércia da seccdo

transversal, I e em relagdo a variagdo do modulo de elasticidade, E, seguem-se trés passos:

1. A viga deve ser analisada e a solucdo de deslocamentos, z, para as cargas aplicadas

deve ser armazenada.

2. Define-se uma equacéo adjunta com a ajuda da matriz de rigidez e um vector de carga
adjunto. Esta carga adjunta é calculada a partir da equacdo (3.21) e depende da resposta
estrutural. Para um deslocamento num n6 ao longo de um grau de liberdade, a carga
adjunta corresponde a uma carga unitaria aplicada no n6 e no grau de liberdade

pretendido. Ao resolver a equacdo adjunta, uma variavel adjunta é obtida e armazenada.
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3. Calculam-se os trés termos da equagdo (3.25). A resposta g e a carga aplicada, [, ndo
dependem de I e, portanto, os dois primeiros termos de (3.25) sdo zero. O terceiro
termo é obtido retirando a variacdo da equacdo (3.10) em relacdo a I, e a E, e obtendo

respectivamente as equacdes (3.26) e (3.27).

Cl,(gx(Z, /1) = fOL Efolfgdf (3.26)

algx(Z, /1) = fOL IZEE)"EEdE (3.27)

Esta equacdo deve ser calculada para cada elemento finito da viga de modo a obter-se a

sensibilidade pretendida.

3.2 Método das diferencas finitas

O método de diferencas finitas € um método que permite calcular uma aproximagdo as
derivadas mencionadas anteriormente. A grande vantagem deste método é poder ser utilizado
mesmo que a derivada analitica ndo seja conhecida. A forma mais simples de calcular os
gradientes de uma funcdo pelo método das diferencas finitas é usar a aproximacdo de primeira

ordem, denominada diferenca progressiva, dada pela seguinte equagéo.
Seja a fungdo f(x) , onde x é a variavel de projecto.

Af _ fxe+d)—f(x)

' x (3.28)

Outra aproximacdo por diferencas finitas bastante usada é a diferenca finita central, que se

mostra em (3.28).
A_u u(x+Ax)—u(x—Ax)

Ax = 2Ax (3:29)

Um dos problemas na utilizacdo deste método é a escolha do tamanho da perturbacdo Ax ,
sendo que um valor muito pequeno leva a erros de arredondamento, causados pela forma como

0s nUmeros reais sdo representados nos computadores. Por outro lado, um valor elevado leva a

erros de truncamento pois a derivada s6 é exacta quando Ax tende para zero. Perturbacdes
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relativas entre 10™* a 1078 geralmente levam a bons resultados, o suficiente para aplicacdes

préticas.

O grande problema deste método é o custo computacional. No caso de se usarem modelos
estruturais de elementos finitos é necessario fazer uma nova analise completa para cada variavel
existente quando se usam diferengas progressivas ou duas anélises quando se usam diferengas
centrais. No entanto € de facil implementacéo e por isso muito usado em optimizacao estrutural

e em analise de fiabilidade.

Exemplo

Tomando como exemplo a viga representada na Fig.3.1 e fornecendo alguns dados sobre a
mesma, torna-se facil calcular as derivadas (em ordem a I e E) usando os dois métodos
(diferengas finitas e continuo) e comparando os seus resultados com os valores obtidos a partir
do calculo analitico. Na tabela

Dados:
P=100N
A =0,0026 m?

[ =5,5498 x 10~7 mm*

E =200 x 10° Pa

Método ds/dl da/dE
Analitico 4,32896 X 10° 1,20124 x 10~
Ax, = 1073 432464 x 103 1,20004 x 10~ 1*
Diferencas Finitas Ax, = 10~* 4,32853 x 10° 1,20112 x 10~ 1%
Ax; = 1075 432892 x 103 1,20123 x 10~
Continuo 4,32896 x 10° 1,20124 x 10~ 14

Tabela 3-1 - Comparacéo dos métodos de sensibilidades

40




Capitulo 3 — Analise de sensibilidades

E possivel verificar que o método continuo produz resultados para o célculo das derivadas

muito mais precisos do que o método de diferencas finitas.

Com efeito, os resultados calculados pelo método continuo sdo exactos, como se pode verificar,
por comparagdo com a solugdo analitica. Os resultados determinados por diferencas finitas
progressivas sdo apenas aproximados. Verifica-se que a aproximagdo melhora quando se reduz

Ax.
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4. Capitulo 4 — Programa de analise de
flabilidade

4.1 Introducéo

O programa FORModule, como tem vindo a ser referido ao longo deste trabalho, é um
programa que foi concebido em linguagem MATLAB. Seguidamente explica-se em que

consiste e quais as suas principais caracteristicas.

O FORModule tem como principal fungdo calcular a probabilidade de falha em estruturas
compostas por vigas 2D utilizando o algoritmo FORM. Associadas as vigas estdo 3 tipos de
variaveis aleatorias: modulo de elasticidade, momento de inércia e area da secgao transversal.
Para além destas varidveis, e como € costume em estruturas deste tipo, tornou-se necessario

adicionar um outro tipo de variavel: a(s) carga(s) exercida(s) sobre a estrutura.

Resumindo, o programa foi desenvolvido para estruturas constituidas por elementos de viga 2D

e com 4 tipos de variaveis aleatorias.

Cada uma das variaveis aleatorias tem uma distribuicdo associada, sendo aceites distribuicdes
do tipo normal, log-normal, gumbel e rayleigh. Estas variaveis podem ainda ter uma correlagdo
entre si, 0 que tornou a concep¢do do FORModule ainda mais complexa, pois, como j& foi
explicado no Capitulo 2, quando existem varidveis correlacionadas é necessario recorrer a

transformacao de Nataf.

O programa resolve problemas de fiabilidade em que a funcdo de estado limite é analitica ou
entdo esta associada ao deslocamento num no da estrutura. Se a funcdo de estado limite estiver
relacionada com o deslocamento num né da estrutura, o programa pode calcular as derivadas
pelo método de sensibilidades que, como se poderé verificar mais adiante, é mais rapido, sendo,

por tal facto, uma mais valia para o programa.
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4.2 Estrutura do programa

4.2.1  Constituicdo do programa

Nesta seccdo apresentam-se todos os ficheiros que resultaram do desenvolvimento e
funcionamento do FORModule.

Em consequéncia de uma analise mais vasta a constituicdo do programa teve inicio no ficheiro
form_module.m que funciona como programa principal, onde todos os passos, desde a

interaccdo com outros ficheiros até a resolucdo do algoritmo FORM, sdo efectuados.

A excepcio do ficheiro form_module.m podemos dividir os ficheiros em 3 partes: a primeira
estd relacionada com o problema em questdo de modo a escolher o melhor percurso; em
segundo encontram-se os ficheiros que dizem respeito as distribuicGes probabilisticas das
variaveis aleatérias e a sua correlagdo; e por fim os ficheiros que terdo que ser fornecidos pelo
utilizador e o ficheiro que resultara da execucdo do form_module.m, habitualmente designado

por "output".

De seguida mostram-se os ficheiros que fazem parte da constituicdo do programa enquadrados

Nno seu grupo.

Programa Funcoes de Estados Funcoes de Funcéo Auxiliar para a
Principal Limite Distribuicéo Transformacao de Nataf
) fd.m
f_function.m
form_module.m fcumd.m correlation.m
f_function_matef.m i
invfcumd.m

Tabela 4-1 - Ficheiros que constituem o programa ForModule

Ficheiros

Criados pelo Utilizador | Devolvido pelo Programa

*frm “p
Jbpc

*.inp

Tabela 4-2 - Ficheiros criados pelo utilizador e pelo programa
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f function.m e f function_matef.m - o utilizador ao escolher o0 método de célculo da fungdo de

estado limite, analitico ou MEF, indica por qual dos ficheiros dever4 o programa seguir o seu
trajecto.

No grupo "Funcdes de Distribuicdo" estdo outros 3 ficheiros relacionados com a distribuicéo de
probabilidade associada as variaveis aleatdrias. Para cada distribuicdo sdo necessarios 3
ficheiros. O programa foi concebido para 4 tipos de distribuicdo (normal, log-normal, gumbel e
rayleigh) no entanto, podem-se facilmente adicionar mais tipos de distribui¢des, sendo para isso

necessario criar para cada nova distribuicdo 3 ficheiros como os que seguidamente se explicam.

fd.m - ficheiro que contém a férmula matematica para a funcdo densidade de probabilidade que

se pretende usar ou adicionar.

fcumd.m - ficheiro que contém a férmula matematica para a funcéo de distribuicdo acumulada

gue se pretende usar ou adicionar.

invfcumd.m - ficheiro que contém a formula matematica para a funcéo inversa da distribuicdo

acumulada que se pretende usar ou adicionar.

De notar que para uma melhor organizagcdo deverdo ser dados nomes de acordo com a
distribuicdo pretendida, por exemplo nas distribuigbes usadas nesta dissertacdo 0s nomes
escolhidos foram os seguintes:

Para distribuicdo normal - fdn.m, fcumdn.m, invfcumdn.m.

Para distribui¢do normal padréo - fdnp.m, fcumdnp.m, invfcumdnp.m.

Para distribuigdo log-normal - fdlog.m, fcumdlog.m, invfcumdlog.m.

Para distribuicdo gumbel - fdgumbel.m, fcumdgumbel.m, invfcumdgumbel.m.
Para distribuicdo rayleigh - fdrayleigh.m, fcumdrayleigh.m, invfcumdrayleigh.m.

No grupo "Fungdo Auxiliar para Transformacdo de Nataf" encontra-se o ficheiro correlation.m
onde, caso existam varidveis aleatorias com correla¢do, o programa recorre a este ficheiro para

efectuar a transformacédo de Nataf.

No grupo "Ficheiros" estdo os 2 ficheiros que serdo criados pelo utilizador, e ainda um ficheiro

a partir do qual se fard a leitura final apds a execugdo do programa.

*frm - ficheiro fornecido pelo utilizador onde estardo todos os dados sobre as variaveis

envolvidas no problema em estudo.
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*.inp - ficheiro fornecido pelo utilizador onde se podem encontrar todos os dados relativos ao

modelo de elementos finitos usado no problema em questé&o.

No capitulo 4.3.3 sera feita uma abordagem mais detalhada sobre a concepc¢édo dos dois ficheiros

que terdo de ser criados pelo utilizador.

*bpc - ficheiro onde serdo automaticamente registados os resultados pretendidos,
nomeadamente, a probabilidade de falha, o indice de fiabilidade e 0 nimero de iteracBes que

foram necessarios para se atingir a convergéncia.

4.3 Manual de utilizacao

Eis que se chega, do ponto de vista do utilizador, a parte mais importante de todo o trabalho, a
sua utilizacdo! A melhor forma encontrada para explicar como se utiliza o FORModule é
exemplificar usando um problema em concreto. O problema proposto para esta demonstracao
foi um exemplo encontrado no programa FERUM, concebido por Der Kiureghian da
Universidade de Berkeley na Califérnia, (Der Kiureghian, 2006).

A utilizagdo do FORModule passa, essencialmente, por duas simples tarefas: criacdo de dois
ficheiros (*.frm e *.inp) e a escolha das op¢des a utilizar, quer no célculo das derivadas (método
das diferencas finitas ou andlise de sensibilidades), quer no tipo de funcdo (analitica ou MEF).

Estas decisfes serdo efectuadas no ficheiro form_module.m.

Antes de mais, o conhecimento do problema em causa torna-se uma prioridade, uma vez que 0s
dados necessarios para originar os ficheiros *.frm e *.inp derivam da informacéo retirada do
problema. Assim, o primeiro passo desta demonstracdo é estudar o problema em questdo e

retirar o maior nimero de informacdes possivel sobre 0 mesmo.

46



Capitulo 4 — Programa de analise de fiabilidade

4.3.1 Dados do problema

Primeiramente interessa saber quais as caracteristicas do problema que devem ser procuradas
pelo utilizador, a fim de originar convenientemente os ficheiros que permitam obter os

resultados correctos por parte do FORModule.

Sobre 0 modelo de elementos finitos da estrutura importa saber o nimero de nds e de elementos
bem como as dimens@es que a caracterizam, assim como 0S apoios que a constituem. Importa
também saber, os mddulos de elasticidade (E), os momentos de inércia (1) e as areas da sec¢do
transversal (A) de cada elemento.

Dados que também requerem uma especial atencdo sdo as forcas e/ou cargas distribuidas

aplicadas nos ndés e os respectivos valores.

Em relagdo as variaveis aleatorias é necessario saber quantas estdo presentes no problema, e
para cada uma delas, importa saber as 3 caracteristicas seguintes: distribuicdo probabilistica,

média e desvio padréo.

No que respeita a fungdo de estado limite é essencial que esta seja conhecida, uma vez que o
deslocamento num determinado n6 calculado pelo FORModule servira de comparagdo com a

funcgéo de estado limite original.

O problema seguinte € um dos exemplos apresentados no programa FERUM e iré ser designado

por Exemplo 1. De seguida explica-se o problema.

" 8 9
2P 9 10 4
6 7 8 3000
SN 5 6
4 5 Q
1
i 2 3 3000
el 2 o
X TIT 7777

7500 7500

A
Y
i
!

Fig. 4.1 - Exemplo 1 - Pértico de 2 andares
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Na Fig.4.1 esta representado um portico de 2 andares composto por 9 nés e 10 elementos.

Cada elemento tem um determinado valor para 0 mddulo de elasticidade, momento de inércia e
area da secc¢do transversal, e cada um destes pardmetros corresponde a uma variavel aleatoria.
Ora, se existem 10 elementos e se cada elemento tem 3 variaveis aleatorias, entdo existem 30
variaveis aleatorias. Adicionando a variavel aleatdria associada a forca aplicada (P) perfaz-se

um total de 31 variaveis aleatoérias.

A variavel aleatdria P tem uma distribuicdo aleato6ria do tipo log-normal. Todas as outras tém

uma distribuicéo do tipo normal.

Nos nos 7 e 4 estdo aplicadas as forcas P e 2P, respectivamente. De referir que a intensidade

destas forcas é vista como uma variavel apenas.

A funcéo de estado limite que foi fornecida pelo FERUM ¢ a seguinte:
g(x) = 45 — 8o,

Sendo que &y, € 0 deslocamento do n6 9 segundo o eixo do x.

N° da Tipo / Nome da
Variavel Variavel Distribuicéo Média Desvio Padréao
1 Elasticidade El Normal 200000 20000
2 Elasticidade E2 Normal 200000 20000
3 Elasticidade E3 Normal 200000 20000
4 Elasticidade E4 Normal 200000 20000
5 Elasticidade E5 Normal 200000 20000
6 Elasticidade E6 Normal 200000 20000
7 Elasticidade E7 Normal 200000 20000
8 Elasticidade E8 Normal 200000 20000
9 Elasticidade E9 Normal 200000 20000
10 Elasticidade | E10 Normal 200000 20000
11 Inércia 11 Normal 0,5 x 10° 0,5 x 108
12 Inércia 12 Normal 0,5 % 10° 0,5 % 108
13 Inércia 13 Normal 0,5 % 10° 0,5 % 108
14 Inércia 14 Normal 0,5 % 10° 0,5 % 108
15 Inércia 15 Normal 0,5 x 10° 0,5 x 108
16 Inércia 16 Normal 0,5 x 10° 0,5 x 108
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17 Inércia 17 Normal 0,5 x 10° 0,5 x 108
18 Inércia 18 Normal 0,5 x 10° 0,5 x 108
19 Inércia 19 Normal 0,5 x 10° 0,5 x 108
20 Inércia 110 Normal 0,5 x 10° 0,5 x 108
21 Area Al Normal 5000 500
22 Area A2 Normal 5000 500
23 Area A3 Normal 5000 500
24 Area A4 Normal 5000 500
25 Area A5 Normal 5000 500
26 Area A6 Normal 5000 500
27 Area A7 Normal 5000 500
28 Area A8 Normal 5000 500
29 Area A9 Normal 5000 500
30 Area Al0 Normal 5000 500
31 Forca P Log-Normal 300000 45000

Tabela 4-3 - Variaveis aleatérias existentes no Exemplo 1

Na tabela 4-4 estdo representados o0s nés que formam os elementos e as varidveis que definem o

valor do moédulo de elasticidade, inércia e area.

N° do Elemento Nos Variaveis

1 1 4 El 11 Al
2 2 5 E2 12 A2
3 6 3 E3 13 A3
4 4 5 E4 14 A4
5 5 6 E5 15 A5
6 4 7 E6 16 A6
7 5 8 E7 17 A7
8 6 9 E8 18 A8
9 7 8 E9 19 A9
10 8 9 E10 110 Al10

Tabela 4-4 - Caracteristicas dos elementos do Exemplo 1
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4.3.2  Escolha das opcoes a utilizar

Como foi anteriormente explicado, o utilizador pode escolher uma de 4 opgdes. Tera que ser
feito um ajuste no ficheiro form_module.m para se indicar a alteracdo pretendida.

A primeira decisdo tem que ver com o modo como é calculada a funcéo de estado limite, ou se
opta pelo método analitico ou pelo método dos elementos finitos. Caso se decida pelo método
analitico terd4 que ser introduzido o algarismo 1 a frente de F_FUNCT_TYPE (alteracdes a
serem efectuadas no ficheiro form_module.m). Caso se pretenda recorrer ao método de

elementos finitos introduz-se o algarismo 2, como esta exemplificado em baixo.

ApoOs esta opgdo, mais uma decisdo é necessaria, desta feita sobre qual o método a usar para
calcular os gradientes. A decisdo terd que recair sobre uma das duas op¢Oes: método de
diferencas finitas ou analise de sensibilidades (método continuo). Como um dos interessantes
aspectos deste trabalho é comparar o tempo decorrido entre estes dois métodos, todos os
exemplos apresentados neste trabalho foram resolvidos por ambos os métodos. Neste caso, por
ser uma demonstracdo, decidiu-se optar pelo método mais comum, o método de diferengas

finitas, assim, basta inserir o algarismo 1 a frente de SENSIT_TYPE.

Assim o utilizador devera inserir os algarismos pretendidos consoantes as escolhas efectuadas.

Para as escolhas feitas neste exemplo, este devera ser o aspecto:

% Type of failure function (l-analitical,2-f.e.)
_FUNCT TYPE= 2;

o oo i

Type of sensitivities (l-finite diferences,2-continuum method)
SENSIT TYPE= 1;

4.3.3  Criar e definir os ficheiros *.inp e *.frm

Uma vez feitas as alteracBes no ficheiro form_module.m, resta agora criar 0os mencionados
ficheiros *.inp e *.frm. Dado que o problema se designou Exemplo 1 os ficheiros chamar-se-&o

exemplo_1.inp e exemplo_1.frm.
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4.3.3.1 *.inp

Este ficheiro vai conter toda a informag&o do problema no que respeita a 5 areas que em seguida

Sé enumeram:

Nos
Elementos

o~ b

Apoios

Forcas e cargas aplicadas

Madulos de elasticidade e Seccdes (Areas e Inércias)

1. (NOs) - A primeira informacdo que € necessario introduzir diz respeito & estrutura do

problema, mais propriamente os nds e as suas coordenadas. O pértico é constituido por 9 nds,

esta informag&o seré introduzida
na primeira linha do ficheiro,
portanto aqui introduz-se o
nimero de nds existentes no
problema. As 9 linhas seguintes
indicam as coordenadas destes
mesmos nos (desde o nd 1 até
ao 9). A primeira coluna é
referente ao eixo X, e a segunda

é referente ao eixo y.

Para 0 exemplo em questdo, a

informacdo referente aos nos é

apresentada na Fig.4.2.

N de Nés *

Coordenada x /

ErEETT)

File Edit =» ™~ 2 X

nal-] "Oe

|

@ b :g o 2 2

,2F}_—] g 0

7500 0
15000 0

3

4

5

6 7500| | 3000

7 | 15000} | 3000

g of | 6000 l\
/? 7500| | 6000

10 | asoo0o0] L6000

1 Col 2 OVR

Fig. 4.2 - Definicdo dos nés

Coordenaday

2. (Elementos) - Apo6s a indicagdo anterior serd a vez dos elementos. Como existem 10

elementos, surgird na linha seguinte, o nimero de elementos existentes no portico (10). Nas

préximas 10 linhas terdo que se introduzir 4 dados dispostos em 4 colunas.

Nas primeiras duas colunas indicam-se 0s nds que constituem os elementos. Por exemplo,

observando a Tabela 4-3 o elemento 1 é constituido pelos nés 1 e 4, pelo que na linha

respeitante ao elemento 1 devera constar essa informagao.
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Na terceira e quarta colunas indica-se a que mddulo de elasticidade e sec¢do esta relacionado o
elemento. No caso do elemento 1, este tem um modulo de elasticidade correspondente a variavel

aleatoria E1 e uma secc¢do correspondente as variaveis aleatorias Al e I1.

Para o0 exemplo em quest&o, a parte referente aos elementos apresenta-se na Fig.4.3.

r h
" Editor - (2 o[, IS
File Edit » M |aX
D&l "0
v .% EE e + = »
Ne de Elementos =E} =
12 [T &[T 1]z
13 2 5|2 2
14 |13 &[5 |]3 - y Seccdo que caracteriza
] ) ol el el | o elemento
NGs que caracterizam :‘} 5 &[5 S
o elemento - S I |
18 5 8|17 7 E
19 6 9|8 8
20 [7 2l]e |]e R
21 g S|liojpio v
[ln 21 col/A3 [OWR

Mddulo de elasticidade
gue caracteriza o elemento

Fig. 4.3 - Defini¢do dos elementos
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3. (Mddulos de elasticidade e Seccdes) - Em relagdo aos mddulos de elasticidade e secgdes dos
elementos, o processo é semelhante aos anteriores. Na primeira linha insere-se 0 numero de
mabdulos de elasticidade, neste caso, 10. As proximas 10 linhas sdo referentes a cada um dos
maodulos de elasticidade, e apenas terd que ser introduzida uma coluna que indica o valor desse
mdbdulo de elasticidade. No caso E1 o valor médio é 200000, como se pode verificar na Tabela
4-2.

) [+ Editor . Ll [ |
De notar que no grupo anterior

File Edit » ¥ aX
ja existe informagdo sobre os NS M- 0=
7 - - .:: ,;:j S + »
maédulos de elasticidade pelo que . 40 visautos ~
~ de Elasticidade = =
deverdo estar coerentes com este 23 1200000
24 200000
gI‘UpO. 25 | 200000
26 |200000 1 d 5dul
27 200000 | <TG atidade
No que diz respeito as seccdes, 0 200000
29 200000
processo é idéntico ao anterior, g |t
31 | 200000
i 32 | 200000
sendo que existem 2 colunas que Ne de Seccies [—H DT 10
~ - 34 5000] |0.5e9
deverdo ser preenchidas. A = Lol |
. - R T 36 5000 J0.5e9
primeira com o valor médio da — 37 lsooollo see
, Valores asAreasq;‘o}sooo 0.5e9
area e a segunda com o valor > leoool |0 ocs | LAM Valores dos Momentos
- S a0 |sooo|Jo.seo < de Inércia
medio do momento de inércia a1 |sooo] fo.ses
42 5000)10.5e8
correspondente. No caso do 13 |sooo]]o.ses | -
Exemplo 1 a secgdo 1 ¢ DI ColP i OV

composta por Al e 11, com seus
o ) Fig. 4.4 - Definicdo dos mddulos de elasticidade e das sec¢bes
valores médios respectivamente

iguais a 5000 ea 0,5 x 10°.

Para 0 exemplo em questdo, a parte referente as sec¢es mostra-se na Fig.4.4.

4. (Forgas e cargas aplicadas) - No que respeita as forcas terdo que ser introduzidas trés tipos de
informacdes, uma sobre o factor de carga e o valor das forcas, outra sobre o nimero de forgas
aplicadas, os n6s em que estdo aplicadas e o0 seu sentido (x ou y), e ainda uma outra que diz

respeito as cargas distribuidas.

Primeiro tem que se analisar quantos factores de carga existem. No problema em estudo existe
apenas um factor de carga correspondente & Unica variavel aleatdria do tipo forca (P). Assim, a
primeira linha tera o algarismo 1 e consequentemente terd apenas uma linha por preencher onde

estard o valor médio dessa forga, que neste caso é de 300000. Apesar de existirem duas forgas
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neste problema, ambas dizem respeito & mesma variavel aleatdria, e é por esta razdo que existe

apenas um factor de carga.

Em relacdo as forcas propriamente ditas, como ja é habitual, na primeira linha introduz-se o
numero de forcas que existem, neste caso 2. E nas duas linhas que se seguem existem 5 colunas

que terdo de ser preenchidas.

Na primeira  coluna a

. . ) [ ditor .. i e |
informacdo que deverd ser , ,
File Edit » N A X
introduzida € sobre os nds onde N SEl- 0=
estdo aplicadas as forcas, neste NedeFactores || "B (@ | - || + 2
de Carga Tar— 2 —
casoestionon64e7. 45 Valor das Forgas
N2 de Forgas 46— 2
, 47 44 1ff1 © 0
A segunda coluna devera conter ) o el o o] S~
. ~ Nosondeestac. -4 49 0 I valor e Sentido
informacdo sobre o factor de aplicadas as forgas ; \ >
Ln 1 CO[\ OVR daFores P v.2)
carga associado a forga, neste == \\
!
caso ambas as forgas estao N2 de Cargas Factor de Carga que
Distribuidas caracteriza a forga

associadas ao mesmo factor de
. . Fig. 4.5 - Definicdo das forcas e cargas aplicadas
carga introduzido no passo g ¢ ¢ gasap

anterior.

As restantes 3 colunas dizem respeito ao valor e sentido da forca. Se for efectuada uma anélise a
forca aplicada no n6 7 percebe-se que esta tem o dobro do valor médio da varidvel aleatoria P,
300000 x 2 = 600000, e que esta aplicada no sentido do eixo do x. As colunas 3, 4 e 5 dizem
respeito, respectivamente, aos €ixos X, y € z. Como a forga esta aplicada no sentido do eixo do x
as colunas 4 e 5 irdo ter o algarismo 0. Na terceira coluna ira aparecer o algarismo 2 que
significa que o factor de carga tera que ser multiplicado por 2 no que diz respeito a forca
aplicadanond 7.

Em relagdo as cargas distribuidas, ndo existem e por isso aparecerd um O na linha

correspondente.
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5. (Apoios) - Por ultimo, os apoios e o0s seus graus de liberdade serdo inseridos neste grupo. A

partir da Fig.4.1 é ErrsmEE—=
erceptivel a
percep File Edit » ™2 x
existéncia de 3 = e
D&Ml "0
apoios, onde cada —
P 'mim| - |t i
um tem 1 grau de N2 de Apoios et 3 )
liberdade em ambos 51 |1f1 11 Graus de
. - ol Bl Do Liberdade
0s sentidos (x e y) e N2 do N6 [ i
|32 11 < ' (x, y, momento
no momento em Ln 1 Col 1 OVR em torno de z)

torno de z. Assim a

. Fig. 4.6 - Definicdo dos apoios e seus graus de liberdade
primeira coluna, das

3 linhas que terdo de ser inseridas, dira respeito ao apoio em questdo (1, 2 ou 3). As restantes 3
colunas dizem respeito aos graus de liberdade em X, z € 0 momento em torno de z,
respectivamente. Serd inserido o algarismo 1 caso exista grau de liberdade, caso contrério o

algarismo 0 sera introduzido.

4.3.3.2 *.frm

Este ficheiro vai conter toda a informacao do problema referente as variaveis aleatorias.

Primeiro indicam-se quantas variaveis aleatorias existem no problema. Neste exemplo, como ja

foi referido, existem 31. O aspecto das 31 linhas seguintes devera ser o apresentado na Fig.4.7.
Cada linha tem 5 colunas onde tera que se inserir a seguinte informacéo:

12 coluna - tipo de distribuicdo probabilistica associada & variavel aleatéria. O FORModule,
como j& foi referido anteriormente, foi concebido para 4 tipos de distribuicdo (normal, log-
normal, gumbel e rayleigh). Tera que ser indicado qual o tipo de distribui¢do para cada uma das
31 variaveis deste exemplo. Assim atribuiu-se um algarismo para cada um dos tipos de

distribuig&o:
2-Normal; 3-Log-normal; 7-Gumbel; 11-Rayleigh.

22 coluna - tipo de variavel aleatdria. Para os 4 tipos de variaveis aleatorias que existem no

problema foram atribuidos algarismos da seguinte forma:
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1-Mddulo de elasticidade; 2-Momento de inércia; 3-Area da sec¢do; 4-Forca aplicada.

32 coluna - uma vez que a indicacdo sobre o tipo de varidvel ja foi introduzida, resta agora saber
a qual varidvel se esta a referir, ou seja, no Exemplo 1 existem 10 mddulos de elasticidade e
portanto essa informagdo tem que ser mais especifica indicando o nimero de elementos a que
diz respeito. Uma vez que essa informacéo j& foi introduzida no ficheiro *.inp, apenas terd que

haver o cuidado de manter a mesma ordem nos dois ficheiros.
42 coluna - média da variavel aleatoria

52 coluna - desvio padrdo da variavel aleatdria

-

' Editor - A=l
File Edit Text Go » N |aX Tipo de Variavel
il W] % Ba ?M e 1-Mdédulo de Elasticidade
e = — r— 2-Momento de Inércia
B e | T X 3-Area da Secgdo Transversal
N2 de Varidveis :]_:.31 | I | | 4-Forga
Aleatdrias 2 [2 1 m (m\ Ordenitotipe
3|2 2| f200000} f20000 2
de Variavel
4 |2 3200000 20000
5 |2 4|{ 200000] { 20000
6 |2 5| 200000 20000
7 |2 6| 200000 | 20000
8 |2 71§ 200000 20000
9 |2 g|] 200000] | 20000
Tipos de Distribuigdo 10 |2 9] 200000} | 20000
1-Normal =:$ 2 10J] 200000 20000
12 |2 1|} 0.5E+2| | 0.5E+8
2bogNona) 13 |2 2l o.5e+9] | 0.5E48
3-Gumbel 14 |2 3|l 0.58+9| | 0.5E+2
4-Rayleigh 15 |2 all 0.5E+9] | 0.5E+2
16 |2 sl o.5E+2| | 0.5E+8
17 | 2 6] 0.5E+8 0.5E+8
18 |2 7] 0.5E+2| | 0.5E+8
19 |2 g|] 0.5E+2 0.5E+8
20 |2 gll 0.58+9] | 0.5E+8
2E | 2 10 0.5E+9 0.5E+8
22 |2 1|} s000 500
23 |2 2| s000 500
24 |2 3] 5000 500
25 |2 4| s000 500
26 |2 5] 5000 500
27 |2 6| 5000 500
28 |2 71| 5000 500
29 |2 gl so00 500
30 |2 9§ 5000 500
31 |2 10]}s000 500
32 |3 1 0000 4500_0}
4 14 | b
f ln 32 Fol 24 |OW Desvio Padrao
1 Média

Fig. 4.7 - Definicdo das variaveis aleatorias
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Falta agora inserir alguma informagdo sobre as varidveis com correlagdo. Primeira linha para
informar quantas varidveis tém correlacdo, no caso do Exemplo 1 ndo existe nenhuma, no

entanto, vamos simular uma situagdo em que existem 2 correlacdes.

O exemplo tem as seguintes caracteristicas: as variaveis 1 e 3 tém uma correlagdo de 0,5 e as
variaveis 2 e 4 tém uma correlacdo de 0,9 assim, para este novo caso ficaria como se demonstra

na Fig.4.8.
o Y
Edi... oo D e
File » N A X
C _ﬁ » D =
meE -+

N2 de Varidveis I
com correlagdo

Valor da
Correlagdo

Variaveis envolvidas

Fig. 4.8 - Defini¢do das variaveis correlacionadas

Por dltimo basta indicar, pela ordem descrita, 0 n6 onde se pretende calcular o deslocamento, o
seu sentido, e o valor limite para esse deslocamento. Neste caso esse valor é 45 como se pode

verificar a partir da funcdo de estado limite. O no pretendido € o n6 9 e o sentido € no eixo x

1=x,2=y).

[ Editor - .. e S |

File Edit Ted » ™ 2 X

Sal=N | >0 «

iR | - 4 | =] 2

_—

34 9 1 45.0 2

S \;\

R

T |
Ln 1 \Col 1 Qv ]
/ t Valor limite

N6 onde se Sentido em que se do deslocamento
pretende calcular pretende calcular
o deslocamento P e e
1-x
2-y

Fig. 4.9 - Definigdo do nd, sentido e valor do deslocamento

E esta assim finalizada a introdugdo de dados para o Exemplo 1.
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4.4 Visualizacao de resultados

Apobs executar 0 programa aparece na janela de comandos do MATLAB alguma informacao
sobre os resultados. A informacdo disponivel é a seguinte:

e Numero de iteracBes necessarias até se ter atingido a convergéncia,
e O valor do indice de fiabilidade para cada uma das iteracdes,

e Os valores finais do indice de fiabilidade e da probabilidade de falha.

Na Fig.4.2 mostra-se a linha de comandos do MATLAB apds determinar a fiabilidade do

exemplo 1.

FORM module

- Iteration .

*x%%% bpeta( 1)= 3.108508

- Iteration 2 e

**x%x%% beta( 2)= 2.574266

- Iteration P ——

**%%% Dbeta( 3)= 2.550319

- Iteration 4 e

*kkk% beta( 4)= 2.550273

Final beta= 2.550273 Corresponding Pf= 0.00538195

No Iterations= 4 , No Functions Eval= 5 |
f >>

< | R n

1

Fig. 4.10 - linha de comandos do MATLAB apds correr um exemplo

O programa cria também o ficheiro *.bpc onde se encontra disponivel informagdo mais

detalhada sobre os resultados.
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5. Capitulo 5 - Exemplos

De modo a validar os resultados obtidos pelo FORModule, foi efectuada uma pesquisa
bibliografica sobre fiabilidade de estruturas. Entre os artigos encontrados, varios continham
problemas com estruturas compostas por elementos de viga 2D, que foram usados para

comparar com os resultados obtidos pelo FORModule.

Decidiu-se, entdo, utilizar trés exemplos. O Exemplo 1 ja mencionado, o Exemplo 2 foi retirado

do artigo (Cheng, 2007) e o Exemplo 3 é mencionado em (Guan, 2001).

Para cada um dos exemplos serdo apresentados os resultados da probabilidade de falha retirados

dos artigos mencionados e também os resultados obtidos pelo FORModule.

O MATLAB tem uma fungdo chamada PROFILE onde é possivel visualizar qual o tempo
dispendido em cada funcdo. Esta utilidade foi accionada no FORModule desde o inicio da
resolucdo do algoritmo FORM até ser atingida a convergéncia. Assim, todos os exemplos
mencionados sdo resolvidos quer pelo método de diferencas finitas quer pelo método de
sensibilidades, de modo a serem apresentadas as leituras dos tempos dispendidos em ambos os

casos, permitindo assim fazer uma analise comparativa.
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5.1 Exemplo 1
pJ— 8 9
9 10 A
6 7 8 3000
4 5 6
P >
4 5 A
v 1 2 3| 3000
[\
J— \l1 2 3
X| 77T 7T T n
7500 7500

Fig. 5.1 - Exemplo 1 - Pértico de 2 andares

Este exemplo j& foi anteriormente descrito, assim sendo, apresenta-se de seguida uma tabela
comparativa com os resultados provenientes do programa FERUM e do FORModule.

FERUM FORModule
Py 5.381x 1073 5.382x 1073
B 2.550 2.550

Tabela 5-1 - Comparacéo de resultados para o Exemplo 1

Os resultados obtidos pelo FORModule foram bastante precisos quando comparados com 0s
resultados do FERUM. Dado que este foi o primeiro exemplo a ser resolvido neste trabalho, o
facto de se ter comprovado que os resultados estavam correctos, impulsionou de uma forma

motivacional a pesquisa e o desejo de realizar mais exemplos.

Seguidamente apresentam-se 0s resultados do tempo dispendido na resolucdo do algoritmo
FORM, ou seja, 0 tempo necessario para se atingir a convergéncia. Esta recolha é pertinente
pois, como o FORModule pode calcular os gradientes por dois métodos (diferencas finitas ou

sensibilidades) tornou-se essencial fazer uma comparagéo entre ambos.
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Diferencas Finitas (s)

Sensibilidades (s)

Reducéo Obtida (%)

0.233

0.080

34.3

Tabela 5-2 - Comparac¢éo do tempo decorrido pelos dois métodos no Exemplo 1

Como seria de esperar, o tempo que 0 FORModule demora a resolver o exemplo é muito menor

guando se utiliza o método de sensibilidades.
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5.2 Exemplo 2

O exemplo que de seguida se descreve foi retirado do artigo (Cheng, 2007) A Fig.5.2 ilustra o

exemplo em questé&o.

b 49 50 52
78] 82. 79| B gg 84 81|

= . 45 46 47 48
.. 75 72 76 73] 7 74|

p ' 4 4/ 49 a4
64| _ 68 os| O eg 70 67|

= . 37 38 39 40
57| 61 58( 62 59| 63 60|

39 b1 )} ) 50

P : JJ = ) O

30 56 >4 Man > 52 >6 S |

43| 4T g4 48 45| 49 4q

36] 5 Oyl s =

39].

29| 33 30 34 3] %5 Bg|

22] 5 i 23, , 24|, - 28 25|, -

19 8| 20 @z 2t 18

s

\ 4
N
\l

—
O

P
12 9 13 10 14 11

P

VL?

— ¢y Oy

'U
}...-h_..*‘ A+L+h+h+h+ A+A+A+A+A+ .p._..i

¥
\‘T‘_
#\
\‘
\‘
\‘
\(

7,5 . B85 s
[ [ I |

Fig. 5.2 - Exemplo 2 - Pértico de 12 andares

Na figura esta representado um pértico de 12 andares composto por 52 nds e 84 elementos.

Todas as medidas representadas estdo em metros.

Existem 6 variaveis aleatérias neste exercicio, cinco das quais sao areas de seccao transversal
(A1, A2, A3, A4, A5). Cada um dos 84 elementos tem uma das cinco areas atras mencionadas.
O mddulo de elasticidade de cada um destes elementos tem o mesmo valor e ndo é considerado

uma variavel aleatéria sendo o seu valor considerado um parametro deterministico.
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Um dos aspectos mais importantes deste exemplo, e por isso importa desde j& esclarecer, € o
facto de os momentos de inércia, que ndo sdo contabilizados como varidveis aleatorias, estarem

directamente relacionados com as areas. Esta relagdo é dada pela expressao:

I = ;A
a; A;(m?) I; = a;A
@, = 0.08333 A, = 0.25 I, = 0.005208
a, = 0.08333 A, = 0.16 I, = 0.002133
a; = 0.08333 A, = 036 I; = 0.0108
ty = 0.26670 A, =02 I, = 0.010668
s = 0.2 As = 0.15 I; = 0.0045

Tabela 5-3 - Valores dos momentos de inércia no Exemplo 2

Para além das areas, a forca aplicada (P) é a sexta varidvel aleat6ria existente no problema. Esta

forga € aplicada em 12 n6s mas, tal como no "Exemplo 1", a forga é vista como uma Unica

variavel aleatoria.

A varidvel (P) tem uma distribuicdo associada do tipo log-normal, enquanto as restantes

variaveis (A1, A2, A3, A4, A5) tém uma distribuicdo do tipo gumbel.

Neste exemplo interessa estudar o deslocamento no né 52 segundo o eixo do X, sendo que a

funcgéo de estado limite é a seguinte:

g(x) =0.096 — J5,,

N° da Tipo / Nome da
Variavel Variavel Distribuicéo Média Desvio Padréo

1 Area (m?) | Al Log-Normal 0.25 0.025
2 Area (m?) A2 Log-Normal 0.16 0.016
3 Area (m?) A3 Log-Normal 0.36 0.036
4 Area (m?) A4 Log-Normal 0.20 0.020
5 Area (m?) A5 Log-Normal 0.15 0.015
6 Forca (kN) P Gumbel 30 7.5

Tabela 5-4 - Variaveis aleatérias existentes no problema Exemplo 2
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Na tabela 4-8 estdo representadas as variaveis existentes nos elementos.

Variaveis Elementos

1 4 8 11 15 18 22 25 | 29 32 36 | 39
A 44 [ 45 51 52 58 59 65 | 66 72 73 79 80
A2 43 | 46 50 | 53 57 60 | 64 | 67 71 74 78 | 81
A3 2 3 9 10 | 16 | 17 | 23 | 24 | 30 | 31 | 37 | 38

5 7 12 | 14 | 19 [ 21 | 26 | 28 | 33 | 35 | 40 | 42
o 47 | 49 54 | 56 61 63 68 | 70 | 75 | 77 82 84
A5 6 13 20 | 27 34 | 41 | 48 55 | 62 69 76 | 83

Tabela 5-5 - Informagéo sobre as variaveis existentes nos elementos no Exemplo 2

Uma vez definidos todos os dados do exemplo em questdo, segue-se a analise comparativa dos
valores indicados em (Cheng, 2007) com os valores obtidos com a execu¢do do programa
FORModule.

(Cheng, 2007) FORModule
Py 7.51 X 1072 7.29 x 1072
B 1.439 1.454

Tabela 5-6 - Comparacéo de resultados Exemplo 2

Uma vez mais 0s resultados comprovam a precisdo que se atinge ao resolver este problema
utilizando o FORModule.

Falta, portanto, comparar os tempos decorridos na resolugdo do algoritmo FORM usando os

dois métodos possiveis no calculo dos gradientes.

Diferencas Finitas (s) Sensibilidades (s) Reducdo Obtida (%0)

0.366 0.118 32.2

Tabela 5-7 - Comparacgéo do tempo decorrido pelos dois métodos no Exemplo 2

Neste caso os ganhos continuam a ser bastante significativos, atingindo-se uma percentagem de
32.2%.
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5.3 Exemplo 3

O terceiro exemplo a usar nesta dissertacdo tornou-se essencial para por a prova as capacidades

do programa, pois é o exemplo mais complexo dos trés que foram resolvidos. Este exemplo, que

de seguida se explica, & mencionado em (Guan 2001).

B 2] 22 23
29 33 30 34 31 35 32
B oI 18 19
4 26 57 28
N 22|, 2 24, . 25
15| 19 16 " 20 7] . 21 18
P2 h P 13 5 14 =
|5 6 7
ki 1l 0 2|, 6 3l 7 4
yJ_Y}*#f T T 77
7.62 0,144 7.62

Fig. 5.3 - Exemplo 3 - Pértico de 5 andares

3,T6576
3,6576
3,6576
3,6576

4,8768
A

Na Fig.5.3 esta representado um poértico de 5 andares composto por 24 nds e 35 elementos.

Todas as medidas representadas estdo em metros.

Neste exercicio existem 21 varidveis aleatdrias - 3 forcas, 2 mddulos de elasticidade, 8

momentos de inércia e 8 areas.
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Forcas Elasticidade Inércia Areas
P1 E4 16 Al4
P2 ES 17 Al5
P3 18 Al6

19 Al7
110 Al8
111 Al9
112 A20
113 A21

Tabela 5-8 - Variaveis aleatérias existentes no problema Exemplo 3

N° da Variavel | Tipo/Nome da Varidvel | Distribuicéo Média | Desvio Padréo
1 Forca (N) P1 Rayleigh 133446 40034
2 Forca (N) P2 | Rayleigh 88964 35585
3 Forca (N) P3 Normal 71171 28468
4 Elasticidade (GPa) E4 Normal 21.7376 1.9152
5 Elasticidade (GPa) ES Normal 23.7965 1.9152
6 Inércia (m*) 16 Normal 0.008113 0.001036
7 Inércia (m*) 17 Normal 0.011479 0.001295
8 Inércia (m*) 18 Normal 0.021318 0.002589
9 Inércia (m*) 19 Normal 0.025893 0.003021
10 Inércia (m*) 110 Normal 0.010789 0.002589
11 Inércia (m*) 111 Normal 0.014068 0.003452
12 Inércia (m*) 112 Normal 0.023217 0.005610
13 Inércia (m*) 113 Normal 0.025893 0.006473
14 Area (m?) Al4d Normal 0.312154 0.055742
15 Area (m?) Al5 Normal 0.371612 0.074322
16 Area (m?) Al6 Normal 0.505392 0.092903
17 Area (mz) Al7 Normal 0.557418 0.111484
18 Area (m?) Al8 Normal 0.252696 0.092903
19 Area (m?) Al9 Normal 0.290786 0.102193
20 Area (m?) A20 Normal 0.372541 0.120774
21 Area (m?) A21 Normal 0.418064 0.139354

Tabela 5-9 - Distribuicdo, média e desvio padrédo das variaveis aleatérias
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Cada um dos 35 elementos tem um dos dois médulos de elasticidade (E4 ou E5) e uma das 8

seccOes (16 - Al4 até 113 - A21).

N° do Elemento Nos Variaveis

1 1 5 E5 18 Al6
2 2 6 E5 19 Al7
3 3 7 E5 19 Al7
4 4 8 ES 18 Al6
5 5 6 E4 112 A20
6 6 7 E4 113 A21
7 7 8 E4 112 A20
8 5 9 E5 17 Al5
9 6 10 E5 18 Al6
10 7 11 ES5 18 Al6
11 8 12 ES5 17 Al5
12 9 10 E4 111 Al19
13 10 11 E4 112 A20
14 11 12 E4 111 Al19
15 9 13 ES5 17 Al5
16 10 14 ES5 18 Al6
17 11 15 E5 18 Al6
18 12 16 E5 17 Al5
19 13 14 E4 111 Al19
20 14 15 E4 112 A20
21 15 16 E4 111 Al19
22 13 17 E5 16 Al4d
23 14 18 E5 17 Al5
24 15 19 ES5 17 Al5
25 16 20 ES5 16 Al4
26 17 18 E4 110 Al18
27 18 19 E4 111 Al19
28 19 20 E4 110 Al8
29 17 21 ES 16 Al4
30 18 22 ES 17 Al15
31 19 23 ES5 17 Al5
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32 20 24 ES5 16 Al4
33 21 22 E4 110 Al8
34 22 23 E4 111 Al9
35 23 24 E4 110 Al8

Tabela 5-10 - Caracteristicas dos elementos do Exemplo 3

Neste problema existem varias variaveis que tém correlacoes entre si, 0 que faz deste exemplo o
mais complexo. No total, existem 124 correlagdes entre variaveis aleatorias. Seguidamente, na

tabela 5.11, estdo enunciadas essas relaces.

Pl P2 P3 E4 ES 16 17 18 19 110 111 112 113 Al4 Al5 Al6 Al7 Al18 Al19 A20 A21
1 05 05 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 P1
1 0,5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 P2
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 P3
1 0,9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E4
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E5
1 013 013 013 013 013 013 013 09 0,13 013 0,13 0,13 0,13 0,13 0,13 16

1 013 013 013 013 013 0,13 013 09 0,13 0,13 013 0,13 0,13 0,13 17
1 013 013 013 0,13 0,13 013 0,13 09 0,13 013 0,13 0,13 0,13 18
1 013 013 013 013 013 0,13 0,13 09 0,13 0,13 0,13 0,13 19

1 013 013 013 013 013 0,13 0,13 09 0,13 0,13 0,13 110

1 013 013 013 013 013 013 0,13 095 0,13 0,13 111

1 013 013 013 013 013 0,13 0,13 09 0,13 112

1 013 013 013 0,13 013 0,13 0,13 0,9 113

1 013 013 013 013 0,13 0,13 0,13 Al4

1 013 013 013 0,13 0,13 0,13 Al5

1 013 013 0,13 0,13 0,13 Al6

1 013 013 013 0,13 Al7

1 013 013 0,13 Al8

1 013 013 Al9

1 013 A20

1 A21

Tabela 5-11 - Correlac&o entre variaveis

Neste exemplo interessa estudar o deslocamento no né 21 segundo o eixo do X, sendo que a

funcdo de estado limite é a seguinte:
g(x) = 0.06096 — 551,

Uma vez apresentados os dados do exemplo em questdo, segue-se a analise comparativa dos

valores indicados na literatura com os obtidos com a execucdo do programa FORModule.

Artigo FORModule
Py 0.0408 x 1073 0.0410 x 1073
B 3.940 3.938

Tabela 5-12 - Comparacao de resultados Exemplo 3

Apesar de ser um exercicio bastante complexo, o FORModule atinge uma Optima precisdo nos

resultados obtidos.
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Falta, portanto, comparar os tempos decorridos na resolugdo do algoritmo FORM usando os

dois métodos possiveis no calculo dos gradientes.

Diferencas Finitas (s) Sensibilidades (s) Reducéo Obtida (%0)

0.519 0.211 40.6

Tabela 5-13 - Comparac¢édo do tempo decorrido pelos dois métodos no Exemplo 3

Mais uma vez os ganhos continuam a ser bastante significativos, atingindo-se uma percentagem
de 40.6%.
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6. Capitulo 6 - Concluséo

Neste trabalho foi desenvolvido um programa em MATLAB, gue se denominou FORModule,
cujas principais caracteristicas sdo calcular, pelo método FORM, a probabilidade de falha em

estruturas constituidas por vigas 2D, e obter uma mais rapida convergéncia do algoritmo FORM.

Para a primeira caracteristica foi desenvolvido um programa de andlise por elementos finitos
para estruturas planas constituidas por vigas de forma a obter uma aplicacdo integrada com o
FORModule. Para a segunda caracteristica foi implementado no programa de elementos finitos

a capacidade de calcular derivadas pelo método continuo.

Para validar os resultados obtidos foram usados alguns exemplos encontrados em artigos

cientificos e concluiu-se que os resultados sdo coerentes e precisos.

Procurou-se avaliar quais 0s ganhos no tempo de célculo comparando o céalculo das
sensibilidades pelo método continuo com o tradicional método das diferencas finitas e pdde-se
comprovar que, pelo método continuo, verificou-se uma reducdo na ordem dos 35% do tempo

de calculo.
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