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Resumo

O presente trabalho tem como objectivo analisar a influéncia da presenga de esforgo transverso
na resisténcia plastica a flexao de vigas de aco.

Em primeiro lugar apresentam-se, discutem-se e comparam-se as solugdes propostas por
varios autores (entre as quais se encontra a abordagem actualmente preconizada no Euroco-
digo 3) para o problema da flexdo recta em vigas de secgao rectangular e em I. Para aferir a
precisao destas solugoes efectuam-se comparagoes com resultados obtidos através de modelos
de elementos finitos bidimensionais. Sao consideradas diversas condi¢oes de apoio e carrega-
mento. Para além de secgoes transversais rectangulares (de parede fina) e em I, consideram-se
também seccoes tubulares quadradas.

Com base no estudo efectuado é proposto um modelo para determinar a resisténcia a flexao
sob a influéncia de esforgo transverso a actuar nas duas direc¢oes. Este modelo é comparado
com resultados obtidos através de modelos de elementos finitos bidimensionais, para vigas
com diferentes condigoes de apoio e seccao transversal em I e tubular quadrada.

Os resultados obtidos permitem concluir que a abordagem do Eurocodigo 3 apresenta
algumas lacunas, visto que, em alguns casos apresenta solugoes contra a seguranga, mais
concretamente quando as condigoes de apoio sao consideradas como weak support. Verificou-
se também que é necessario contabilizar a influéncia do esforco transverso a actuar nos banzos
no que diz respeito a reducao da resisténcia a flexao.

Palavras chave:

Vigas de ago

Comportamento elasto-pléastico

Interacgdo momento flector - esforco transverso
Eurocédigo 3






Abstract

Analysis of plastic interaction of bending moment - shear foreces on steel beams

The purpose of the present work is to discuss the effect of shear forces on the plastic bending
resistance of steel beams.

First, theoretical solutions proposed by various authors are presented, discussed and com-
pared (among which is included the approach presently recommended by Eurocode 3) for the
issue of bending under shear for rectangular and I cross-section beams. To assess the precision
of these solutions, a comparison is made with the results obtained from two-dimensional finite
elements. Several support and load conditions are considered. In addition to rectangular
(thin wall) and I cross-sections, square hollow sections are also considered.

Based on this study, a model is suggested to determine the resistence of cross-section
bending under shear on both directions. This model is compared against results obtained
from two-dimensional finite elements, for beams with different support conditions with I and
SHS cross-sections.

The results obtained allow to conclude that the approach given by the Eurocode 3 has
some flaws, as, in some cases, leads to solutions against safety, more specifically when the
conditions of support are considered as weak support. It was seen also that, it is necessary to
take into account the influence of the shear forces acting on the flanges regarding the reduction
of the bending resistance.

Keywords:

Steel beams

Elastic-plastic behavior
Combined bending and shear
Eurocode 3 (EN1993)
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Enquadramento

1.1.1 Motivacao

O presente estudo tem por objectivo efectuar uma analise critica relativamente & abordagem
da norma CEN (2005) (Eurocédigo 3, Parte 1.1, doravante designado por EC3) no que diz
respeito & verificagdo da resisténcia da seccao quando sujeita a esforgos de flex@o e de corte
combinados. No EC3 é referido que se deve ter em conta a influéncia da interaccao entre
estes dois esfor¢os na determinagao resisténcia & flexao da seccao transversal. Essa influéncia
consiste na redu¢ao do momento flector plastico resistente, através da reducao da tensao de
cedéncia que depende do esfor¢o transverso actuante (Vgg) e do esforgo transverso plastico
resistente (V1 ra). Segundo o Eurocodigo 3 essa reducao deve ser apenas considerada se o
esforgo transverso actuante for superior a 50% do esforco transverso pléstico resistente. No
entanto, a origem desta metodologia nao é amplamente conhecida. Assim, um dos objectivos
da presente Dissertacao é contribuir para a divulgacao dos estudos que estiveram na sua base.
Por outro lado, o EC3 nao refere explicitamente qual é o procedimento a seguir para calcular
a resisténcia da seccao no caso de existir esforco transverso em ambas as direcgoes. Por isso,
serd abordada nesta Dissertagdo a anélise da resisténcia & flexdo de secgOes transversais na
presenca de esforcos de corte nas duas direcgoes ortogonais.

1.1.2 Abordagem do Eurocédigo 3 (CEN, 2005)

A interacgdo entre momento flector e esforgo transverso é abordada na secgéo 6.2.8 do EC3.
E referido o seguinte:

e Na presenca de esforgo transverso, os seus efeitos devem ser tidos em conta na determi-
nacgao do momento flector resistente.

e Quando o esforgo transverso actuante (Vgg) for inferior a metade do esforgo transverso
plastico resistente (Vj; rq), pode-se desprezar o seu efeito sobre o momento flector re-
sistente, excepto se a resisténcia da seccao for reduzida pela encurvadura por esforgo
transverso (problematica nao abordada na presente Dissertacao).

e No caso em que Vgg > 0.5V} rq, 0 momento flector resistente devera ser reduzido. A re-
ducao da resisténcia pode ser obtida considerando uma tensao de cedéncia reduzida ( fy)

1



Capitulo 1. Introducgao

na area resistente ao esforco transverso, definida por
fyr =1 =p) fy, (1.1)

2
onde p = (7‘3‘%‘2 — 1) para Vgq > 0.5V, rq € p = 0 quando Vggq < 0.5V ra-
pt,
e No caso de secgoes transversais em I com banzos iguais, cuja flexdao se dé em torno do
eixo de maior inércia, o valor de calculo do momento flector plastico resistente reduzido
podera ser calculado da seguinte forma

2

A’U}
Mpi,v,rd = (Wpl,y - Zt> Ty/ M0, (1.2)

onde A, e t, sao, respectivamente, a &rea e a espessura da alma, Wy, o moédulo de
flexao plastico da secgao e yprg 0 coeficiente parcial de seguranca.

1.1.3 Evolugao cronolégica dos conhecimentos teoricos

Alguns dos primeiros estudos relativos a vigas em consola sujeitas a momento flector e es-
forco transverso, resultantes de uma carga pontual na extremidade livre, sao devidos a Green
(1954a). Este autor propos uma solugao cinematicamente admissivel através da defini¢ao
de dois mecanismos de colapso, cada um para diferentes racios vao/altura da secgao (L/h).
Green apresentou também um mecanismo de colapso para o mesmo tipo de viga mas com
um apoio “fraco” (weak support)!. Para cada um dos dois problemas apresentados, Green
apresentou expressoes aproximadas, que traduzem a interagdo entre o momento flector, o
esforgo transverso e os respectivos esforgos resistentes. No entanto, as solugoes obtidas nao
sao validas para vigas muito “curtas” (L/h<0.63). O autor propos também que a soluc¢do da
secgao rectangular fosse aplicada & alma de uma sec¢ao em I, determinando assim a redugao
de resisténcia da respectiva seccao.

Mais tarde Drucker (1956), propos uma solugao cinematicamente admissivel com um me-
canismo de rotura mais simples, para uma viga carregada a meio-vao com uma forga concen-
trada, com objectivo de simplificar a andlise do problema da viga em consola. Neste caso a
solucdo obtida abrange todos os valores de L/h. No mesmo documento sao apresentadas va-
rias solugoes estaticamente admissiveis, para uma viga em consola carregada na extremidade,
dependentes da relagdo L/h. Estas solugdes sdo obtidas cumprindo as equagoes de equilibrio
para estados planos de tensao e também o critério de cedéncia de Tresca. De facto, ao con-
trario de Green, Drucker utiliza o critério de cedéncia de Tresca ao invés do critério de von
Mises, quer na obtencao das solugoes estaticamente admissiveis quer das solugdes cinemati-
camente admissiveis. Deste trabalho salienta-se uma frase: “E'm problemas onde a influéncia
do esfor¢o transverso é significativa, uma curva de interacgao M-V para secgoes rectangulares
e em I, em regime pldstico, seria bastante desejavel. Tal curva nao existe para nenhum tipo
de secgao, visto que a solucao depende da geometria e do carregamento de todo o elemento e
nao apenas das propriedades da sec¢ao” (Drucker, 1956).

Com base no estudo desenvolvido por Green, utilizando os mesmos mecanismos de ro-
tura, Johnson et al. (1974) completaram a solu¢do adicionando um terceiro mecanismo de
rotura. Com este trabalho os autores definiram trés solugoes de interacgao de esforgos, que
em conjunto fornecem uma solu¢ao para qualquer valor de L/h.

! Condicdo de apoio que consiste em impedir os deslocamentos apenas na face inferior de uma viga
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Horne (1979) apresentou uma distribui¢ao de tensoes para uma secgao rectangular, com
comportamento elastico no nucleo central e comportamento plastico nas fibras mais afastadas
da linha neutra. O autor refere também que a reducgao da resisténcia da secgao rectangular
pode ser utilizada de modo anélogo na alma de uma secgao em I, de forma a determinar a
reducao da resisténcia do momento plastico. Embora seja uma distribuicao mais simples do
que a proposta por Drucker, nao é estaticamente admissivel, visto que nao cumpre as equagoes
de equilibrio.

1.1.4 Organizagao da Dissertagao

O presente documento encontra-se dividido em quatro capitulos.

Neste primeiro capitulo (i) apresenta-se a motivacao do estudo, (ii) introduz-se a aborda-
gem por parte do EC3, (iii) resumem-se as principais abordagens teodricas, por ordem crono-
logica, e (iv) abordam-se alguns conceitos fundamentais para os capitulos seguintes.

No segundo capitulo é abordada a interagao entre o momento flector e o esforco transverso.
Sao apresentadas, detalhadamente, véarias solugoes de diferentes autores para secgoes trans-
versais rectangulares e em I. Para cada uma das secgoes sao utilizados modelos de elementos
finitos de modo a comparar os resultados dai obtidos com as solugoes analiticas.

O terceiro capitulo é dedicado & interagao entre o momento flector e o esforco transverso
nas duas direccoes. E proposto um modelo analitico que resulta de uma adaptacdo de uma
solucao existente. Para testar esse modelo para seccoes em I e SHS sao utilizados modelos de
elementos finitos.

No quarto e dltimo capitulo sao apresentadas as conclusoes finais e propostos desenvolvi-
mentos futuros.

1.2 Conceitos fundamentais

1.2.1 Estado plano de tensao

Em elementos em que uma dimensao do corpo é muito menor do que as restantes, tais como
chapas, placas ou outros elementos de espessura reduzida, costuma-se considerar que as ten-
soes sao nulas em facetas cuja normal é perpendicular ao folheto médio do elemento. Estes
estados de tensao sao designados por estados planos de tensdao. Na Figura 1.1 encontra-se
representado um corpo de espessura reduzida onde se considera que as tensoes oyy, Ty € Ty
sao nulas e o estado de tensao é entao definido por oz, 0., € Tys.

Neste caso, as tensOes normais e tangenciais que actuam na faceta a tracejado na Fi-
gura 1.1, com normal ON, sdo dadas por

Ozx + 02z Ogxx — Oz

o= 5 + 5 % cos 2a + Ty sin 2 (1.3)
T = UmT-FGzz sin 2« — 7, cos 2« (1.4)

e a tensao resultante é dada por

R=+o?+72 (1.5)
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V4 F[

Figura 1.1: Corpo sujeito a um estado plano de tensao (Branco, 1998)

As tensGes e direcgOes principais podem ser determinadas através da circunferéncia de
Mohr. A partir da Figura 1.2c, obtém-se as seguintes equagoes

2 1/2
o1 = 7amx + Tzz + 701‘3% — 02z + 7'32 = Omazx; (16)
2 2
2 1/2
g9 = Izz _2‘_ oz — [(O‘xm ; UZZ) + 7—:522 = Omin (17)

onde o7 e 09, representam as tensoes principais maxima e minima, respectivamente, no plano
xz. As direcgOes principais sao as solugoes da equagao

2
tan 20 = —— %= (1.8)
Oxx — Ozz

A tensao tangencial maxima no plano zz é dada por

2
Oxx — Ozz 2
Tmax = [<2> + Tz

4
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(U.xx ,sz)

a)
/ o o o T; o
0"/\
X
g, X
1 (U.xx ,-sz)
x;

2 (oxxt0z)/2 |
|
b) ¢

Figura 1.2: Circunferéncia de Mohr para determinacao de tensoes e direcgbes principais num
estado plano de tensao (Branco, 1998)

1.2.2 Critérios de cedéncia para estados planos de tensao

Para metais é frequente utilizar o critério de von Mises. Tal como o critério de Tresca, este
critério é baseado na observagao experimental de que a pressao hidrostatica, responséavel pela
variagao de volume num solido, ndo provoca a cedéncia (Branco, 1998). No entanto, este
critério difere do de Tresca por ser baseado na energia de distor¢gdo. A expressao que define
a tensao efectiva num material sujeito a um dado estado plano de tensao é

Ugfe = (aix — Ogg0zz + ng + 3732) , (1.10)

Se a tensao efectiva num ponto for igual & tensao de cedéncia uniaxial (f,), entao a cedéncia
foi atingida nesse ponto.

Em casos particulares de tensdo, tais como os resultantes de flexdo pura e de corte puro,
a equagao (1.10) pode ser simplificada. No caso da flexdo pura tem-se 7,, = 0, 0., = 0 ¢
o2z 7 0, 0 que, substituindo na equagao (1.10), resulta em

Oefe = O (1.11)
Para um estado de tensao de corte puro 7., # 0, 0., = 0 e g, = 0, logo

O'gfe =372, (1.12)

o que permite concluir que a tensdo de cedéncia ao corte puro, 7, é igual a f,/ V3.

Na Figura 1.3 estdo representadas varias superficies de cedéncia para o critério de von
Mises, definidas pela equacao( 1.10), para vérios valores de 7. /7.
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Figura 1.3: Superficies de cedéncia de von Mises (Branco, 1998)

Outro critério de cedéncia utilizado para metais é o critério de Tresca, que estabelece que
a cedéncia se verifica quando a tensao de corte maxima atinge o valor da tensao de cedéncia
ao corte . O valor de 7, é igual a metade da tensdo normal de cedéncia (1, = f,/2). A
expressao que define o critério de Tresca para um estado plano de tensao é

O-gf@ = (0-9”7 - O-ZZ)Q + 47—:327 Ozz0zz < 7'122' (113)

Na Figura 1.4 estao representados os critérios de von Mises e Tresca. Pode-se observar o
hexégono de Tresca se encontra dentro da elipse definida pelo critério de von Mises. Estes
dois critérios apresentam o mesmo resultados em varios pontos, mas o critério de Tresca é,
em geral, mais conservativo, ou seja, considera a plastificacdo para estados de tensao mais
baixos.
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A

/

\T resca

vorr
N .
Mises

Figura 1.4: Comparagao entre critérios de Tresca e von Mises (Beer e Johnston, 1985)

Resultados experimentais (Figura 1.5) mostram que para a maioria dos metais, o critério
de von Mises ¢ mais preciso do que o de Tresca (Chakrabarty, 2006).

—=T/f

0.6

0.2

.\
x T
T— o]
- \
\ [ ) % O
\ \.\Mises
Tresca
L Y
® cobre
| % aliminio
© aco macio
I |
0.2 04 0.6 0.8

Sy

Figura 1.5: Critério de von Mises e Tresca comparados com resultados experimentais (Cha-

krabarty, 2006)

1.2.3 Materiais elasticos - perfeitamente plasticos

A teoria da plasticidade estuda o comportamento mecanico dos materiais quando estes estao
sujeitos a deformagoes inelasticas. A deformacao plastica é um processo irreversivel ao con-
trario da deformacao elastica. Neste trabalho consideram-se apenas materiais com uma lei do
tipo eléstico - perfeitamente plastico, conforme mostra a Figura 1.6. O material segue a lei
de Hooke até atingir a tensao de cedéncia uniaxial f,, a partir da qual se deforma em regime
plastico, sem aumento de tensao.
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l_____.fy

|

Figura 1.6: Lei uniaxial do tipo elastico-perfeitamente plastico

Para todos os modelos de elementos finitos, analisados nos Capitulos 2 e 3, foi utilizado
um ago com comportamento elastico - perfeitamente plastico, com uma tensdo de cedéncia
de 235 MPa, um modulo de elasticidade (£) igual a 210 GPa e um coeficiente de Poisson (v)
igual a 0.3.

Para um material elastico - perfeitamente plastico os teoremas estético e cinematico da
analise limite permitem obter aproximagoes dessa carga de colapso (Chakrabarty, 2010):

e Teorema estatico — Se para uma determinada carga aplicada for possivel definir uma
distribuigao de tensoes estaticamente admissivel, entao essa carga é inferior, ou no mé-
ximo igual a carga de colapso. Uma distribuigao de tensoes é considerada estaticamente
admissivel se satisfizer as equagoes de equilibrio (no dominio e na fronteira) e respeitar
a condicao de cedéncia. Este teorema estabelece um limite inferior da carga de colapso.

e Teorema cinematico — Se para uma dada carga for possivel definir um mecanismo cine-
maticamente admissivel, i.e., que respeite a condicao de incompressibilidade plastica e
seja cinematicamente admissivel (no dominio e na fronteira), entao essa carga ¢é igual
ou superior a carga de colapso. Esta condigao estabelece um limite superior da carga
de colapso.

1.2.3.1 Flexao e corte no dominio plastico

Numa sec¢ao rectangular, de altura h e largura t, sujeita a flexdo pura, o valor do momento
flector para o qual a tensao maxima nas fibras extremas atinge tensao a cedéncia (Figura 1.7a)
¢ dado pela equagao
h*t
Mced = Welfy = ?fyv (1'14)
onde W representa o moédulo de flexao elastico. Quando o momento flector é aumentado
para além de M.,y comecam a formar-se zonas plasticas desde as extremidades até ao eixo
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central (Figura 1.7b) até se atingir a plastificacao de todas as fibras da secgao (Figura 1.7c¢),
correspondendo ao momento plastico

h2t
Mpl = Wplfy = Tfya (1.15)

sendo W)y o médulo de flexao pléstico.

z

a £

"M U(Mszced) U(MC€d<My<Mpl) U(My=Mpl)

a) b) ¢)

Figura 1.7: Distribuicdo de tensdes normais numa secgdao rectangular sob flexdao pura em
regime a) elastico, b) elasto-plastico e ¢) plastico

No que respeita a secgoes transversais sujeitas a um esfor¢o transverso V., em regime
elastico (Figura 1.8a), a distribuigao de tensoes tangenciais é definida por

V.S,
Lt

(1.16)

Tez

onde S, é o momento estatico em relacao a y e I, ¢ o momento de inércia relacao a y.
Simplificando a expressdo anterior e considerando A, a area de corte, obtém-se

. ZZ <1 _ (hj22)2> 7 (1.17)

sendo o valor maximo

N W

Tmax =

Ve,

—=. 1.18
Av (115)
O valor de V, que iguala a maxima tensao de corte a tensao de cedéncia ao corte puro (7y),
Vieed, € igual a

2
Veea = 5 AvTy. (1.19)

Considerando agora uma distribuigdo plastica uniforme das tensoes de corte ao longo da
secgao (Figura 1.8b), o valor do esforgo transverso que tem a capacidade de levar a tensao de
corte de todas a fibras até 7, é definido por

Vi = Ay (1.20)
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z
o« _
4 U Es =
Ay =
M T(VZ: Vced) T( Ve= Vpl)

a)

N

Figura 1.8: Distribuicao a) elastica e b) plastica de tensoes de corte numa sec¢ao rectangular

1.3 Acerca do programa de elementos finitos utilizado

Os resultados numéricos foram obtidos através o método dos elementos finitos, sendo para tal
utilizado o software de calculo automatico ADINA 8.7 (Bathe, 2010). Todos os modelos sao
definidos por elementos de casca de 9 nos (quadrangulares ou triangulares).
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Capitulo 2

Estudo da Interacgao My, + V,

Neste capitulo é analisada a influéncia da interacc¢ao do esforgo transverso V, com o momento
flector M, (flexao simples). Em primeiro lugar seré analisado o caso de sec¢Oes transversais
rectangulares de parede fina, que servird como base para as anélises posteriores. Para a
seccao rectangular sdo apresentadas varias solugoes analiticas de diferentes autores. Umas
solugoes representam limites superiores ou inferiores da carga de colapso e outras nao podem
ser consideradas como limites da mesma. Serdo também apresentadas solugbes analiticas
adaptadas a secgoes em I e secgbes tubulares quadradas (SHS). Estas solugoes analiticas irao
ser comparadas com resultados numéricos, obtidos através do programa de célculo automaético
de elementos finitos ADINA 8.7. O mesmo procedimento seré feito para sec¢ées em I e SHS.

2.1 Secgao Rectangular (parede fina)

2.1.1 Modelos analiticos baseados em distribuicoes de tensoes

Drucker (1956)

Drucker apresentou uma solucao para um elemento em consola, de comprimento L, com
secgao rectangular, de dimensoes h x t, sujeita a uma carga concentrada (V) (Figura 2.1). Esta
solucao consiste numa distribuicao de tensoes na seccao transversal, estaticamente admissivel
e, logo, correspondente a um limite inferior (LI) da carga de colapso, adoptando o critério de
Tresca. As equagoOes de equilibrio sdo definidas por

00ps  OTys

=0 2.1
oz 0z 2.1)
0Tz, 00,
=0 2.2
oz 0z (22)
e, o critério de Tresca fornece
Ug:c + 47—x22 = sze < fs (23)

Se, como é habitual considerar, na equagao (2.2) as tensdes normais transversais, o, forem
tidas como nulas (hipotese de Navier), o termo 7, é constante ao longo de z. E igualmente
conhecido o valor de 0., quando z =0 (04,(0) = 0). Integrando a equagao (2.1) tem-se

ATy
dz -~

(2.4)

Ogpy — —X
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| L |

Figura 2.1: Viga em consola com carga na extremidade livre (Drucker, 1956)

Se o critério de cedéncia for aplicado na zona de encastramento, substituindo (2.4) em (2.3)
quando x = L, resulta na equagao diferencial

ATy 2 9 9
—L 7 +415, = fy (2.5)

cuja solugao, para z positivo, é dada por

ol -3)

e, substituindo 7., na equagao (2.4),

ol (-3)]

As duas ultimas equagoes sao validas para h/L < /2 (Figuras 2.2a e 2.2b). Para valores
superiores de h/L as tensoes apresentam uma distribuigao de acordo com a Figura 2.2¢, onde
numa zona central de altura 2d, em que as tensoes normais sao nulas, as tensoes de corte sao
constantes com o valor de f,/2. Na Figura 2.2a, o1 e 7 assumem valores dependentes dos
respectivos esforgos e cumprindo a equagao (2.3).
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T1

¥ ¥
ag(M,) T(V>2) a(M,) T(V2)

a) b) ¢)

Figura 2.2: Sec¢ao rectangular: distribuicao de tensoes na secc¢ao transversal (Drucker, 1956)

A integragao das equagoes (2.6) e (2.7) resulta em

“/;Zl = % (1 — cos Z) , (2.8)
My v = 2My, (i>2 <1 — cosZ) , (2.9)
para h/L <m/2 ou V,/V, <2/m e
‘Z :i[1+2hd(g—1)}, (2.10)
My = Mpl% <1 - 2:) 1‘/2 (2.11)

para V,/Vy, >2/m.
Para poder exprimir M,y em fungao de apenas V. /V};, efectuou-se uma regressao polino-
mial de terceiro grau dos valores obtidos através das equagoes (2.8) e (2.9). A expressao que
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resultou desse ajuste foi determinada através de célculo automético, obtendo um coeficiente
de determinacio R? = 0.999, sendo dada por

V. V. \? V.
Mpl,v = Mpl [1 — 0.06‘/— +0.614 <V> <0.039 — >

: 2.12
ol ol Vol (2.12)

a qual é valida para V,/V, < 2/m. Para exprimir a equacao (2.11) apenas em fungao de
V./Vp basta substituir (2.10) em (2.11), originando

4V, Vv,
Myv =M, REIY (S P2 2.13
LV — < sz>’ (2.13)

sendo vélida para V,/Vj > 2/m.
A representagao grafica das equagoes (2.12) e (2.13) encontra-se na Figura 2.8.

Horne (1979)

Uma distribuicao de tensoes mais simples, para o mesmo tipo de problema, foi proposta
por Horne (1979). Seja a consola AB, de comprimento L, com uma secgao rectangular
h x t, carregada no extremo livre com uma forga V, (Figura 2.3). O aparecimento de zonas
plasticas comeca a partir do instante em que a forca V, implique um valor de momento flector
na sec¢ao de encastramento igual a V,L = M_.4. Se V, for aumentado para além desse
valor, zonas plésticas irao formar-se nas faces inferior e superior, espalhando-se a partir do
cantos. O elemento apresenta uma distribuicao eléstica de tensoes até & seccdo A1 A1, onde
Meeq = V.1 e a partir da qual se comecam a formar zonas plasticas de compressao e de
traccao nas faces inferior e superior, respectivamente. A barra encastrada tem de ter um
comprimento minimo de modo a que sejam as fibras extremas a plastificar antes da fibra
central, ou seja, VoL > M,.q, que resulta em L > (v/3/4)h = 0.433h segundo o critério de von
Mises, caso contrario, para uma viga muito curta, a forga V, nao tem capacidade de gerar um
momento flector superior a M, .4 e a seccao transversal comeca a plastificar devido as tensoes
de corte.

X2 L

i
N

2
:
B

) X; |
) L 1L

Figura 2.3: Viga em consola com carga na extremidade livre (Horne, 1979)

A medida que as zonas pléasticas aumentam para z > x1, devido ao aumento do momento
flector, as tensoes de corte sao resistidas unicamente pelo nucleo eldstico que vai diminuindo e
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a maxima tensao de corte vai aumentando até atingir 7, onde se forma uma nova zona plastica
na fibra central para © = xo. E nesta seccdo, As A, da Figura 2.3, que Horne propde uma
distribuicao de tensoes conforme a Figura 2.4, em que as tensoes de corte tém uma distribuicao
parabdlica ao longo do ntcleo elastico de altura 2d. Neste caso o momento resistente da secgao

4
sz
) 1 b
~ M, y

Fk a(M,) (V)

Figura 2.4: Distribuicao de tensoes na seccao transversal para V, < (2/3)V,; (Horne, 1979)

é dado por

2 2 2 2 2
Vrz = Myy = [hj e t] e 0 [f; . dg} . (2.14)

Recorrendo & equagao (1.19), a altura do nicleo elastico depende do esforgo de corte actuante
e é dada por

= 3V =d= 3VZ.
2tT, 4tT,

Substituindo (1.15), (1.20) e (2.15) em (2.14), a estimativa do momento plastico reduzido é

dada por
2
13 (Y
4\ Vp

sendo esta expressao valida apenas para 2d < h, ou de modo equivalente

2
3

2d

(2.15)

My, = My ; (2.16)

V. < SV
A partir do momento em que 2d = h ou V, > 2/3V}; as tensoes tém uma distribuicao de
acordo com a Figura 2.5, onde as tensoes normais nas fibras extremas nao atingem a tensao
de cedéncia uniaxial f;,, de modo a cumprir o critério de cedéncia (1.10). Nesta situagdo o
momento resistente é determinado por
h%t

—o1, (2.17)

My v = 5

onde o7 é calculada recorrendo a equagao (1.10), de onde resulta
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A Z
V.

v
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o(M,) T(V>2)

Figura 2.5: Distribuicao de tensoes na seccao transversal para V, > (2/3)V,; (Horne, 1979)

o1 =/ f? -3¢ (2.18)

O esforgo transverso actuante, definido em funcao de 7, e 71, vem,

2

V,=A,m1 + A, [3 (1y — 7'1)] , (2.19)

de onde v .

z 1
— =124+ —]. 2.20
Voo 3 ( i Ty) (2:20)
Combinando as equagoes (1.15), (1.12), (2.17), (2.18) e (2.20), a equagao (2.17) pode ser
expressa como
Mgy =y |21 (3% o) (2.21)
pl,V — pl 3 V;)l ) .

a qual apenas pode ser utilizada nos casos em que
2
gV = Ve = Vi

Note-se que, para esta solugao, a distribuicao de tensoes nao respeita as equagoes de equili-
brio, o que implica que a solucao nao é estaticamente admissivel e, portanto, nao constitui
um verdadeiro limite inferior da solucdo exacta. A interacgdo entre esforgos, definida pelas
equagoes (2.16) e (2.21), é apresentada na Figura 2.8.

Hirt et al. (2006)

Estes autores propoem os dois modelos de distribuicao plastica de tensoes apresentadas
nas Figuras 2.6 e 2.7. Tal como o modelo de distribuigao de tensoes proposto por Horne,
estes modelos nao constituem uma solugao estaticamente admissivel, nao representando um
verdadeiro limite inferior.
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2.1. Secgao Rectangular (parede fina)

No primeiro modelo, Modelo A (Figura 2.6), é admitido que as tensoes de corte se distri-
buem uniformemente ao longo de toda a secgao, sendo o seu valor dado por

Vz

n= g (2.22)
z
V.
v
N — ﬁr E Tl
M y y E
= > + —
A E
o L fyr —
SEEY a(M,) (V)

Figura 2.6: Modelo A de distribuigao de tensoes (Hirt et al., 2006)

No caso das tensoes normais, estas também apresentam uma distribui¢do uniforme em
cada trogo da secgao, com valor igual a uma tensao normal de cedéncia reduzida, f,., obtida
através do critério de cedéncia (1.10), ou seja,

fE=fh 4310 = fyr=\/f2 371 (2.23)

Assim, o momento resistente reduzido da secgao é dado por

h2t
Mpv = Tfyr' (2.24)

Substituindo as equagoes (1.12), (1.15), (1.20), (2.22) e (2.23) na equagao (2.24), obtém-se

V. \ 2

Mpl,V = Mpl 1 - 7 y (225)
pl

cujos resultados sao representados na Figura 2.8.

O segundo modelo, Modelo B, apresenta uma distribuigdo de tensdes em que apenas uma
parte da zona central da seccao resiste ao corte, enquanto que as zonas mais afastadas do
centro resistem as tensoes normais devidas a flexao (Figura 2.7). A altura da area que resiste
ao corte, 2d, depende do valor de V, e pode ser determinada recorrendo & equacao (1.20)

V. = 2dtr, = 2d = Ve (2.26)

tTy

O momento resistente da restante area da secgao pode ser determinado utilizando o binério
representado na Figura 2.7, resultando em
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(2d)%t

My = My = “——fy. (2.27)
‘Z
|12
- £
e
v T
< 3 |Hee———0 I2diy + g
[
+— U £
t O'(My) T(VZ)

Figura 2.7: Modelo B de distribui¢ao de tensoes (Hirt et al., 2006)

O mesmo procedimento utilizado nos modelos anteriores para re-escrever o momento re-
sistente da seccao em funcao de V; e V};, pode ser utilizado neste modelo. Assim, recorrendo
as equagoes (1.15), (1.20) e (2.26), substituindo-as na equagao (2.27), resulta

Vo 2
Mpv = My [1 - (v;;) (2.28)

A interacgdo entres os esforgos actuantes e resistentes do Modelo B é exibida na Figura 2.8.

Representagao grafica das varias solugoes baseadas em distribuicao de tensoes

A Figura 2.8 representa graficamente as solugoes dos modelos analisados nesta secgéo e
também a solucao proposta pelo Eurocodigo 3 abordada na secgao 1.1.2. Dos quatro modelos
de distribuicao de tensoes, apenas o de Drucker corresponde a uma solucao estaticamente
admissivel, que como ja foi referido representa um limite inferior da solucao exacta.
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Figura 2.8: Relagao entre V,/Vy e M, v /My para os modelos analiticos de distribuicao de
tensoes

2.1.2 Modelos analiticos baseados em mecanismos

Green (1954a)

Green, adoptando o critério de von Mises, apresentou as solugoes cinematicamente admis-
siveis representadas na Figura 2.9, sendo a sua resolugao baseada na relagao entre o trabalho
realizado pelas forgas externas (V) e a energia dissipada pelas forcas internas.

IIIIIP A
~

[

a) b)

Figura 2.9: Modos rotura para viga em consola com carga na extremidade livre para a)

0.63 < L/h < 5.65; b) L/h > 5.65 (Green, 1954a)

O modo de rotura da Figura 2.9a é valido para valores de L/h entre 0.63 e 5.65, enquanto
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que o modo de rotura da Figura 2.9b é indicado para L/h > 5.65. A solugao que resulta do
modo de rotura da Figura 2.9a é dada pelas equagoes

d L L L? v, d
—=0. 91 - - 9851 — 0.5182— + — — =0.6265 — 1.0317—.
. 0.3698 +- 0.9167 N \/0985 058h+h e e 0.6265 03 7h
(2.29)
No caso do modo de rotura da Figura 2.9b) a solucao é da pelas equagoes
L cotd 1 V., sin? ¢
J— — (1 e = . 2.30
h 2 < V/3sin § sin (9+(5)) Vo sin (6 +9) (2:30)

Green apresentou uma expressao que resulta de uma regressao polinomial aos valores de V, /Vj
e My v /My obtidos através das equagoes (2.29) e (2.30), dada por

. V.
My y = My [1 + 1.23“/; (0.49 - Vﬂ)] : (2.31)

a qual é valida para V,/V); < 0.62. A representacao grafica desta equacdo encontra-se na
Figura 2.11.

A Figura 2.11 mostra que se regista um aumento de resisténcia acima de M, para valo-
res de V. /V,; entre 0 e 0.5. O aumento de resisténcia deve-se ao efeito de restricdo imposto
pelo encastramento, que “afasta’ as zonas plasticas na direcgao da extremidade livre (Green,
1954b).

Johnson et al. (1974)

Dando continuidade & solucao proposta por Green e utilizando os modos de rotura da
Figura 2.9, Johnson et al. complementaram a solu¢do descrita pela equagao (2.31), propondo
um modo de rotura para vigas curtas (L/h < 0.63) o qual se representa na Figura 2.10. As

IIIIIP 4
~

Base
line

Figura 2.10: Modo rotura para L/h < 0.63 (Johnson et al., 1974)

equacoes que traduzem a respectiva solugao sao

L B tan A

h 2

|2
e —— = COS A, 2.32
V) (2.32)
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e sao validas para L/h < 0.63.

Os autores nao forneceram nenhuma expressao de (2.32) em termos de V, /Vj,; e My, v /Mp.
Foi por isso necessario calcular diferentes valores para as equagoes (2.32), de modo a poder
desenhar a curva respectiva, que se representa na Figura 2.11.

017 (2.32) \

<06 \
s N\
a 0.4 \

0,3
2.29
02 (2.29)
— (7 roCN
0,1 +——
Johnson et al. /

S S S A B B N N 1) A

0 o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1 1,1

M, /M,

Figura 2.11: Relagao entre V,/Vj; e My v /M, para os modelos combinados de Green e
Johnson et al.

Drucker (1956)

Para o caso de vigas simplesmente apoiadas com uma carga a meio-vao, Drucker propos
o modo de rotura da Figura 2.13. Contudo a respectiva solugdo nao pode ser utilizada como
um limite superior para vigas encastradas com metade do comprimento (simplificacdo de
simetria), porque na viga simplesmente apoiada a rotula plastica se situa a meio-vao e, numa
consola suficientemente longa, de acordo com Drucker, forma-se uma rotula plastica a h/2 da
zona de encastramento (Figura 2.12).

V-

v

h/2(]

Figura 2.12: Modo de rotura para consolas (Drucker, 1956)

No entanto, Drucker explorou a solu¢ao do modo de rotura da Figura 2.13 com o critério
de Tresca. Tal como no modelo cinematico de Green, a solucao é determinada através da
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relacdo do trabalho realizado pelas forgas externas (V) e da energia dissipada,

fA A (h—d\*
VoA = Dothd + fy ot | , (2.33)
que resulta em,
fyld h d\>
=Y o (1-= 2.34
V== ntar h (2:34)
0 que para Vz/Van > 0.5 pode ser expresso como
V., V.
Myy =4My,—= (1- 2. 2.35
plL,V pl ‘/pl ( ‘/pl> ( )

Nos casos em que 0 < V/V}; < 0.5 nao existe redugao do momento pléastico resistente e

My = My, (2.36)

V2

1
| 2V V. o \’
| Y

Figura 2.13: Modo rotura para viga simplesmente apoiada com carga aplicada a meio-vao
(Drucker, 1956)

R,
-~

A representagao grafica desta solugao, definida pelas equagoes (2.35) e (2.36), é apresen-
tada na Figura 2.15.

Lubliner (1990)

Lubliner utilizou o modelo da Figura 2.14, que consiste numa simplificacdo de simetria
do modelo de rotura de Drucker (Figura 2.13). Ao igualar o trabalho das forcas exteriores a
energia dissipada obteve

A A (h—d\?
que, simplificando, conduz a
d h d\?
= -+ —=(1-= : 2.
V.=my h+2L( h)] (2.38)
Ao adoptar o critério de von Mises, a equacgao pode ser expressa na seguinte forma
8 V. |2
My :Ml<l—) 2.39
pl,V V3 p Vi Vi ( )
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2.1. Secgao Rectangular (parede fina)

V2

L 1L

Figura 2.14: Modo rotura para viga em consola (Lubliner, 1990)

a qual é valida para V,/V}; > 0.5.

Para valores de V. /V,; < 0.5 o valor do momento pléastico ¢ dado por

My, (2.40)

Note-se que, como foi ja referido, este modelo nao é cinematicamente admissivel, porque
nas zonas triangulares o deslocamento vertical é diferente de zero. Assim, a solugao nao pode
ser considerada com um limite superior.

A curva que define a solugdo descrita pelas equagoes (2.39) e (2.40) é apresentada na
Figura 2.15.

Representagao grafica das solugoes para modelos baseados em mecanismos

De modo a poder comparar as varias solugoes(Green (1954a), Johnson et al. (1974),
Drucker (1956) e Lubliner (1990)), a Figura 2.15 apresenta as solugoes dos diferentes modelos.

Salienta-se que, muito embora as solu¢oes de Drucker e Green+Johnson et al. constituam
limites superiores, nao dizem respeito ao mesmo problema e, em acréscimo, a solucao de
Drucker foi obtida com o critério de Tresca.
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Figura 2.15: Relacao entre V,/V,; e My v /My para os modelos baseados em mecanismos

Na Figura 2.16 comparam-se as solugoes que constituem os limites superior e inferior para
vigas em consola.

038 ,
cker, LT /
e~ 0,6
04 +—
n Green + Johnson et al.
02
0 y

0 02 04 06 08 1 12
]V[pz,V/Mp/

Figura 2.16: Comparagao LI/LS, para vigas em consola com sec¢ao rectangular

Green (1954b) — apoio “fraco” (weak support)

Conforme referido por Drucker (1956), de entre varios parametros que influenciam a so-
lugdo, o tipo de apoio desempenha um papel fundamental. Green (1954b) analisou o efeito
de um apoio “fraco” (weak support) (ver também Chakrabarty (2010)). Este apoio fixa os

deslocamentos apenas na face inferior da viga (Figura 2.17). A soluc¢do para o modo de rotura
da Figura 2.17 é
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2
Tvaf:)(coswmwﬁ?) e a=h-bsin(f+e)  (241)

=cos (B +0) +

o |

e é valida para L/h > 1.33 (Chakrabarty, 2010). Green apresenta uma expressao aproximada
em fungao de V., /V}; e My /My, definida por

V. V.
My = My, [1 + 1.45V—pl (0.34 - sz)] , (2.42)

sendo valida V, /Vj; < 0.33.

o~

Figura 2.17: Modo de rotura para viga em consola com apoio “fraco” (Green, 1954b)

A reprodugao grafica da equagao (2.42) encontra-se na Figura 2.18, onde se pode comparar
com a solugdo para um encastramento total, definida pela equagao (2.31). Como se pode
observar, no caso do apoio “fraco” nao existe um acréscimo tao pronunciado de resisténcia a
flexdo para um esforco transverso reduzido.
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Figura 2.18: Relagao entre V,/V,; e My, v /My para as solugoes de Green (1954a,b)

2.1.3 Solugoes pelo Método dos Elementos Finitos

2.1.3.1 Discretizagao

Para aferir o refinamento adequado para estudar este tipo de problemas, foram testados trés
niveis de refinamento para a viga em consola da Figura 2.19b. Numa primeira abordagem, os
elementos foram definidos com dimensoes h,, X by, , com h,,, = 15%h, onde h é a altura da sec-
¢ao transversal da viga. Numa segunda fase considerou-se h,, = 10%h, e por fim, h,, = 2%h.
Os resultados mostram que sao necessarias malhas relativamente refinadas (Figura 2.19a). No
entanto, o refinamento apenas é necessario perto das zonas criticas, onde ocorrem concentra-
¢oOes de tensoes e escoamento plastico. Assim, apenas junto destas zonas a malha serd mais
refinada, com h,,, = 2%h e, nas restantes zonas, sera composta com elementos de h,, = 10%h
(Figura 2.19b).
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Figura 2.19: a) Relagao entre V,/V}; e M, /M, do refinamento da malha; b) refinamento da
malha adoptado

2.1.3.2 Modelos

Nesta seccao sao apresentados seis modelos diferentes, para vigas com secgdo rectangular,
diferindo as condigoes de apoio e o tipo de carregamento. Todos os modelos tém uma seccao
rectangular com A = 0.50 m e ¢t = 0.01 m (Figura 2.20). O valor do momento plastico (Mpy;)
¢ de 146.88 kNm e o esforgo transverso plastico (V) ¢ igual a 678.39 kN.

zZ
= | —>y
|
NLM
Ar _L

bl

Figura 2.20: Secgao rectangular genérica

Modelo 1

O primeiro modelo (Modl R) é composto por uma viga em consola, com o encastramento
em z = 0 e com uma carga (p) no bordo livre em = = L, ambos distribuidos ao longo da
altura da sec¢ao (Figura 2.21). De modo a obter diferentes valores para a interac¢gao M-V
na rotura, representada na Figura 2.22, fez-se variar a razao L/h entre 0.7 e 40. Nao foi
no entanto possivel obter resultados para valores de esforgo transverso elevado (L/h < 0.7)
porque para vigas muito curtas o carregamento tinha influéncia na distribuicao de tensoes
dado a sua proximidade do apoio.
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Figura 2.21: Modelo, Modl R
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Figura 2.22: Relacao entre V,/V,; e M,/M,;, ModR 1

Na Figura 2.22 mostra-se a curva V,/Vy — M, /M, obtida. Na Figura 2.23 estao repre-
sentadas as distribuigoes de tensoes 0.4, 0.2, T4z € Ocfe a0 longo da viga. Estas tensoes sao
referentes ao modelo Modl R com L/h = 2.5. Os esfor¢os que originaram o colapso desta
viga sao M, = 1.07TMp; e V. = 0.19V};. Nas tensoes efectivas pode-se observar que a rétula
pléastica se forma um pouco afastada da zona do apoio, dando origem a um pequeno ntcleo
elastico triangular junto do apoio, tal como referido por Drucker (1956). E também visivel a
acumulagao de tensoes normais transversais (0,,) junto do encastramento. Sao estas tensoes
as responsaveis pelo acréscimo de resisténcia, que surgem devido ao efeito de restricao de
deformacao imposto pelo apoio. A presenca destas permite baixar o valor da tensao efectiva
de von Misses (0cfe) que por consequéncia permite aumentar a tensao normal longitudinal
(0z2) acima de fy, o que permite aumentar o momento resistente para além de M.
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Figura 2.23: Distribuigao de tensoes no modelo Modl R

Modelo 2

O segundo modelo (Mod2 R) consiste numa viga com um encastramento deslizante numa
extremidade e com um apoio simples na outra. Na seccdo de encastramento deslizante foi
colocada uma carga distribuida p. Uma vez que a secgdo critica ocorre na vizinhanga de
x = 0, isso implicaria que o carregamento iria influenciar a distribuicao das tensdes nessa
zona, mais propriamente, teria influéncia directa nas tensoes de corte 7,,. De modo a evitar
tal influéncia, optou-se por separar a viga em dois elementos com comportamentos diferentes.
Na zona de aplicagao da carga o material terdA um comportamento eléstico e, na restante viga,
o comportamento sera elasto-plastico (Figura 2.24).

2 p
I
{ zona I zona Z;
| eldastica : elasto-plastica =
— x —x' VAN
l : VAN
i I VAN
L L )
1 1

Figura 2.24: Modelo, Mod2 R

A introdugao da zona elastica implica que a secgao critica passe a ser em ' = 0 (ou na
sua vizinhanga). Os resultados sao representados na Figura 2.25, tendo sido obtidos fazendo
variar o valor de L/h entre 0.7 e 40. Na Figura 2.25 observa-se um comportamento muito
semelhante ao obtido com o Modl R, o que se deve ao facto da transi¢do entre as zonas
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eléstica e elasto-pléastica, tal como o encastramento do Modelo 1, “afastar” a formacao da
rétula plastica no sentido do apoio da direita.

0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 1,1
M, /M,

Figura 2.25: Relacao entre V,/V,,; e My /My, Mod2 R

Modelo 3

O terceiro modelo (Mod3 R) é composto por uma viga com um trogo apoiado, entre
x=0ex = L, e outro trogo em consola entre x = Ly e x = L1 + Ly. Na extremidade livre,
x = Ly + Lo, é aplicada uma carga p. As secgbes em © = 0 e em & = L s@o apoiadas em
toda a altura da seccao (Figura 2.26).

[m—————

L, |

= P> -k

Figura 2.26: Modelo, Mod3 R

Numa primeira anélise os dois trogos foram definidos com o mesmo comprimento, Ly = Ls.
Os resultados, presentes na Figura 2.27, foram obtidos para valores de Lj/h entre 0.7 e 40.
Foi feito um segundo modelo, em que o troco apoiado tem o dobro do comprimento da parte
em consola, Ly = 2Ly. Neste caso também o racio L/h foi considerado entre 0.7 e 40, mas
apenas para o trogo Lg, ou seja, 0.7 < Ly /h < 40. A curva que define os valores de resisténcia
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desta segunda andlise encontra-se igualmente na Figura 2.27. Observa-se que, para L1 = Lo,
o comportamento é, mais uma vez, semelhante ao dos casos anteriores. Para L1 = 2Lo, o
acréscimo de resisténcia a flexao para V. /V},; < 0.35 é menos pronunciado, isto deve-se ao facto
da rétula plastica de formar & esquerda de x = Li. No limite, quando L; >>> Lo, na zona
a esquerda de x = L; o esforgo transverso é muito pequeno (quase nulo) e, por isso, a viga
fica sujeita a flexao simples e sua resisténcia ¢ igual a My, (Mp; /My = 1) para V. /V, < 0.5.
Para valores de esforgo transverso superiores a 50% de V,; a rotula plastica forma-se a direita
de x = L1, isto porque as tensoes de corte passam a ser condicionantes.

0,9
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0,7

- 06 N
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~ 0,5 \
N
~ 0,4

0,3
0,2 j
0,1 &= L,=L, AN
-« L,=2L,
0 } |
0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 1,1

M, /M,
Figura 2.27: Relacao entre V,/V,; e M,/M,;, Mod3 R

Modelo 4

O quarto modelo (Mod4 R) consiste numa viga simplesmente apoiada com uma carga (p)
aplicada a meio-vao. A secgao critica deste modelo é a meio-vao, para x = L/2. Neste caso o
carregamento esta aplicado directamente na seccao a analisar e, portanto, tera influéncia na
distribuicao das tensoes, como jé referido no caso do Mod2 R.

p
e l e
i { 4
4 x | N
N 1 N
N | N
] 7 L 7 1
7 i 7

Figura 2.28: Modelo, Mod4 R
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Os valores que definem a resisténcia deste modelo foram determinados para 1.2 < L/h <
40 e estao representados na Figura 2.29. Neste modelo, embora nao exista restricao da
deformagao na zona critica (xr = L/2), também se verificou um acréscimo de resisténcia. No
entanto, existem algumas diferengas comparando com os modelos anteriores, observando-se
uma resisténcia a flexao ligeiramente inferior (Figura 2.35). O facto de o carregamento ser
distribuido ao longo da altura da secgao influencia a distribuigdo das tensoes e gera tensoes
normais transversais (o,,), responsaveis por permitir o aumento das tensoes o,, para além

de fy.

0,9
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~0,6
8
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0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 1,1
M, /M,

Figura 2.29: Relacao entre V., /V} e My/M,, Mod4 R

Modelo 5

Este modelo tem como objectivo analisar o apoio “fraco” de Green (1954b). Para isso, foi
definido um encastramento na face inferior da viga com um comprimento L,,, muito maior
que o trogo em consola (Figura 2.30). Na extremidade livre da viga (x = L) foi aplicada uma
carga distribuida p.
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Figura 2.30: Modelo, Mod5 R

Na Figura 2.31 apresenta-se a curva de interaccao de esforcos que define a resisténcia a
flexao para o Mod5 R, a qual foi obtida calculando os esforgos de colapso para 0.8 < L/h < 40.
Este modelo apresenta uma resisténcia inferior & dos modelos anteriores. Também se verifica
uma resisténcia a flexao superior a M,,;, mas agora apenas para valores de V,/V,; < 0.35.
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Figura 2.31: Relacao entre V,/V,,; e My /My, Mod5 R

Na Figura 2.32 representam-se as distribuigoes de tensoes no colapso, para L/h = 2.4.
Os esforgos que originaram o colapso desta viga sao M, = 1.04M, e V, = 0.19V};. Para
esta viga, no diagrama das tensoes efectivas, pode-se observar que a rétula pléastica se forma
ligeiramente afastada da zona do apoio na direcgao da extremidade livre. Observando o
diagrama das tensoes o, verifica-se que estas surgem para —h/2 < x < 0. Observa-se que
o aumento da resisténcia da seccao a flexdo, para V,/V},; pequeno, é inferior ao registado
no Modl R. Conforme se verd na seccao 2.1.4, o facto de nao se formarem tensoes o,, na
metade superior da viga implica que nao haja um aumento das tensoes o,, acima da tensao
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de cedéncia uniaxial, o que justifica que nao haja um acréscimo de resisténcia igual ao do
modelo Modl R.

[MPa]

260
E 240
160

Fae

Tz Txz

Figura 2.32: Distribui¢ao de tensoes no elemento, Mod5 R

Modelo 6

Um sexto modelo (Mod6 R) foi elaborado com o objectivo de averiguar a influéncia de
distribuigdo de tensoes representada na Figura 2.33 e que pode ocorrer na alma de um perfil
em [. Para isso, foram aplicados dois carregamentos distintos em simultaneo. O primeiro
carregamento é definido pela carga g, que sujeita a viga a um estado de corte puro, e o
segundo carregamento é semelhante ao carregamento aplicado no Modl R, sendo definido
pela carga p, que sujeita a viga a flexao (Figura 2.33).
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ﬁ
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Figura 2.33: Modelo, Mod6 R

Para este modelo a relagao entre os carregamentos foi alternada, efectuando ao todo trés
analises, para p/g igual a 1, 0.5 e 0.1. Para cada uma das anélises fez-se variar a relagao entre
o vao e a altura (L/h) entre 1.6 e 32. Na Figura 2.34 podem-se observar os resultados obtidos,
0s quais mostram que quanto maior for o carregamento g em relagdo ao carregamento p, ou
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2.1. Secgao Rectangular (parede fina)

seja, quanto mais influente for o carregamento que induz corte puro, menor é a resisténcia
da secgao transversal. Nos casos em que p/g = 1 e p/g = 0.5 ainda houve um aumento de
resisténcia acima de My, isto significa que continuam a existir tensoes .. junto da zona
critica, porque conforme ja foi referido estas tensoes surgem devido ao efeito de restrigao
gerado pelo apoio. No entanto, comparativamente com os modelos anteriores, esse acréscimo
de resisténcia ¢ menor. No caso em que p/g = 0.1 nao se registou uma resisténcia a flexao
acima de My, isto pode ser justificado pelo facto das tensoes de corte serem muito elevadas
e superarem o efeito benéfico do aumento de resisténcia dado pela restrigao do apoio.

0,9 N\\
0.8 RN

| «
30,6 &\

N
~ 0,4 X

0,3

02 —A—p/g=1 ‘ \

—=—p/g=0.5 l
0.1 1= —o—p/g=0.1
0 |
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2
M, /M,

Figura 2.34: Relacao entre V,/V,; e My/M,;, Mod6 R

2.1.4 Analise geral dos resultados

Na Figura 2.35 comparam-se os resultados obtidos com os modelos 1 a 5 com os limites supe-
riores fornecidos por Green (1954a,b). Observa-se que os modelos 1 a 5 fornecem resultados
muito semelhantes aos obtidos por Green, quer para o encastramento quer para o apoio “fraco”.

Os quatro primeiros modelos apresentam curvas bastante semelhantes, isto deve-se ao
facto de em todos eles surgirem tensoes o, bastante altas. O primeiro modelo representa
um verdadeiro encastramento. No caso do Mod2 R, a fronteira entre as duas zonas (elastica
e elasto-plastica) actua como um encastramento para os escoamento plastico. No terceiro
modelo os apoios intermédios introduzem o,,. Por tltimo, no quarto modelo as tensoes
aplicadas geram tensoes 0.

Na curva de interacgao dos esforgos M —V os modelos 1, 2, 3 e 4 apresentam um acréscimo
de resisténcia superior a M, para valores de 0 < V,/V}; < 0.5. A resisténcia a flexdo aumenta
até M, /My = 1.08, para V,/V}; = 0.25.

Também no Mod5 R se verifica um acréscimo de resisténcia acima de M), embora, neste
caso, apenas para 0 < V,/V,; < 0.35, o que estd em excelente acordo com a solugao de Green.
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A curva deste modelo apresenta igualmente uma distribuicido parabodlica, embora com méaximo
de My /My =1.04 em V,/V; = 0.15.

0,7

0.6 N Green (1954a)

rencastramento

" \ \

= EANERY
A 03 Green (1954b) \ \

apoio "fraco” — | \

02 +—- —— ModI R I
—8— Mod2 R
—&— Mod3 R

0,1 +—+ Mod4 R
—o— Mod5 R

0
0,8 0,9 1 1,1
M, /M,

Figura 2.35: Relacao entre V,/V},; e M, /My, solugoes de Green (1954a,b) VS resultados de
modelos de elementos finitos

Na Figura 2.36 estdo representadas as tensoes oz, 0., € Tz, na seccao x = 0, para
0 Modl R. Como referido anteriormente, a presenca das tensdes o, permite aumentar o,
acima da tensao de cedéncia f, (235 MPa). Por exemplo, no caso de V. /V},; = 0.25, a presenca
das tensoes normais transversais (o,,) permitiu que as tensoes normais longitudinais (o4,)
atingissem, aproximadamente, 255 MPa. E também neste ponto da curva M-V que se obtém
a maxima resisténcia da sec¢do com M, /M, = 1.08 (ver Figura 2.36).
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Figura 2.36: Distribuicao de tensoes na seccao x = 0, Modl R

Efectuando agora uma anélise semelhante para o Mod5 R, que replica o weak support,
apresenta-se na Figura 2.37 a distribuicao de tensoes, oy, 0., € Ty, em x = 0 e para
diferentes valores de V,/Vj;. Analisando o caso V,/V}; = 0.13, que também corresponde &
resisténcia mais elevada da secgao (M, = 1.04M,,), observa-se que neste caso nao se formam
tensdes o,, para z positivo. Assim, apenas as tensoes o, para z negativo sdo superiores a
fy (aproximadamente 255 MPa). A auséncia de 0., em z positivo faz com que o méaximo
de o4, seja f, = 235 MPa, o que implica que o acréscimo de resisténcia a flexao seja menor
comparativamente ao Modl R. Embora nos restantes valores de V., /V}; se verifiquem tensoes
0., em z positivo, esse efeito é contrariado pelas tensoes de corte que surgem, nao permitindo
que a tensao o, seja superior a f.
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Figura 2.37: Distribuicao de tensoes na seccao x = 0, Modb R

A proposito destes resultados, note-se que, na Figura 1.3, 0,2 = f, quando 7/7, = 0.5.
Na Figura 2.35, para o caso do encastramento, quando V,/V},; = 0.5 a resisténcia a flexao é
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igual a M, (My/Mpy=1.0).

2.2 Seccoes em I

Sera analisada nesta sec¢ao a influéncia da interaccao dos esforgos em secgoes em I, de acordo
com Horne (1979), Hirt et al. (2006) e Green (1954b) (ver também Chakrabarty (2010)).
Para efeitos de comparagao, foram definidos trés modelos de elementos finitos com diferentes
condigoes de apoio.

2.2.1 Modelos analiticos

E assumido pelos varios autores que apenas a alma resiste a tensdes de corte. Assim, a
reducao de resisténcia sera entao apenas aplicada ao momento plastico resistente da alma, de
area Ay = hyty, onde ty, e hy, representam a espessura e altura da alma, respectivamente. A
area de cada banzo é representada por Ay = bsty, onde t; ¢ a espessura do banzo e by a sua
largura.

Seja M o momento pléstico total da seccao em I, o qual pode ser definido como soma do
momento plastico dos banzos, M, r, e do momento plastico da alma, My ,,, ou seja

Mpl = Mpl,f + Mpl,w- (243)

De um modo genérico, o momento plastico reduzido da sec¢ao pode ser definido como a soma
do momento plastico dos banzos com o momento plastico reduzido da alma, My , v,

Mpl7v = Mplvf + Mpl,w,V- (2'44)

Substituindo M, s de (2.43) na equacao (2.44), esta assume a forma
Mpi,v = Mpi — Mptuw + Mplw,v (2.45)
e pode ser escrita numa forma adimensional, dependendo de um pardmetro, 3, que relaciona

o momento plastico dos banzos com o momento plastico total da seccao e de um pardmetro
7 que representa o factor de reducdo do momento plastico da alma, ou seja,

My
/8 — ]\; 7f7
pl
(2.46)
’[’] = M
Mpl,w
Assim, pode escrever-se (2.45) como
My = My [(1 = B)n+ p]. (2.47)

Apos recorrer a tabelas de perfis comerciais e determinar o valor de 8 para diversas seccoes,
constatou-se que os valores mais comuns para sec¢oes [P e HE sao respectivamente 8 = 0.76 e
B = 0.87, os quais servirdo como exemplo para as diferentes solugdes apresentadas em seguida.
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2.2. Secgoes em 1

Drucker (1956)

Para o modelo de Drucker baseado em distribui¢oes de tensdes, as equagoes (2.12) e
(2.13) definem a resisténcia plastica de uma secgao rectangular a flexdo na presenca de esforgo
transverso,

v, v, 2( v) V.
Myv =My [1—006—> 40614 = 0.039 — —= )1, 2 <9n 2.48
v pl[ Vo (V}ﬂ) Vi Vi / (2.48)
4 'V, V. V.
Myy=M;———2[1--2 22 > 9/n. 2.49
pl,V plﬂ-_ZV})l( ‘/pl>’ V;ol> /7T ( )

Para re-escrever estas equagoes na forma de (2.47), ha que definir o factor 1 para o modelo
de Drucker,

V. V. \? V. V.
n=1-0.06—=+0.614 <> <0.039 - ) , = <27 (2.50)
Vi Vo Vi Dl
4V, V. V.
= Z1-=2), = > 2/, 2.51
LR Vi ( V}zl) Vpi / (2:51)

o que substituindo na equagao (2.47), pode ser representado graficamente para os valores
representativos de 5 (Figura 2.38).
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Figura 2.38: Relagao entre V,/Vy e My v /My, solugao de Drucker (1956)

Horne (1979)

A aplicagao do modelo de Horne a uma secc¢ao em I é representada na Figura 2.39. Como
demonstra o diagrama de tensoes, no caso em que V., > (2/3)V,, toda a alma esta a resistir
ao corte e a resisténcia dos banzos nao ¢é afectada.
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Figura 2.39: Distribuigao de tensdes numa secc¢ao transversal em I (Horne, 1979)

O momento plastico reduzido para este caso pode ser determinado utilizando a expres-
sao (2.16) para o momento plastico reduzido da alma, substituindo-o em (2.45). Para V, < (2/3)V};
tem-se assim,

3/V.\?
My = My — 1 <Vz) Mo (2.52)
p

e, utilizando o mesmo processo, usando agora a equacao (2.21) para V, > (2/3)V,,

2 v, 2
Mpl,V = Mpl —|1- g 1-— (3‘/2(1 - 2) Mpl,'ur (253)
p

Estas equagoes podem também ser escritas na forma adimensional. Para isso basta definir o
factor de redugdo do momento plastico da alma. Nos casos em que V, < (2/3)V,; esse factor
resulta da equacao (2.16) e ¢é definida por

3 /V.\?
—1-_2(Z= 2.54
. 4(%) (2.54)

e, quando V, > (2/3)V,,, o factor de redugao assume a seguinte forma

2 v, 2
— 21— (322 -2). 2.55
! 3\/ (Vpl ) (2:55)

A representacao grafica desta solugdo resulta da substituicao dos factores de redugdao na
equacao (2.47). Na Figura 2.40 estdo representadas as curvas de interac¢do para os dois
valores representativos de 5.
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Figura 2.40: Relacao entre V,/V,; e My v /My, solucao de Horne (1979)

Hirt et al. (2006)
A distribuicdo de tensdes numa seccao em I, de acordo com o Modelo A de Hirt et al.,
é representada na Figura 2.41 e o momento plastico reduzido respectivo é obtido aplicando

o mesmo processo do paragrafo anterior, neste caso com a introdugao da equagao (2.25),
resultando na expressao

V. 2
My y =My — [1—4/1— (Vi) My 1p.- (2.56)
D
z
vVZ
I__F———————————————él;: ———————————————— | T
M — =
II y y ﬁV:E ];r + g

|

S
5
3
=
NP

Figura 2.41: Distribuigao de tensoes numa sec¢ao transversal em I Modelo A (Hirt et al.,
2006)
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O factor de redugao, n, para este modelo é obtido a partir da equacao (2.25), o que fornece

n=1/1- <‘Z)2 (2.57)

Substituindo o factor de redugao anterior na equagao (2.47), podem-se representar as curvas
de interaccao M — V presentes na Figura 2.43a.

A expressao que resulta da aplicacdo do Modelo B de Hirt et al. a sec¢bes em I € de-
terminada de modo idéntico ao anterior. Recorrendo a equagao (2.28), o momento plastico
reduzido da seccao, para a distribuicao de tensoes representado na Figura 2.42, resulta em

V. 2
MPZ,V = Mpl - (vz) Mpl,w- (2.58)
pl
4
sz
[ —--———= £ E ————————————————
______________________________________ T
M
» y y + g
____________________ 0

Figura 2.42: Distribuigdo de tensdées numa secgao transversal em I Modelo B (Hirt et al.,
2006)

Tal como no Modelo A, a equaca@o (2.58) pode ser re-escrita utilizando (2.47). Para isso é
necessério conhecer a expressao do factor de redugao, 7, que para este caso é obtida a partir
da equagao (2.28), sendo dado por

n=1- <V2>2. (2.59)

A Figura 2.43b apresenta a interacgao de esforgos correspondente ao Modelo B de Hirt et al.
aplicado a uma seccao em I.

42



2.2. Secgoes em 1

1 -~ -
\ \
08 \ \ \ \
\ \ \
0.7 \ \ !
06 \ \ \
N \ \
~ 0,5 l‘ |\
N \ \
* \
0.3 ‘|
0,2 \
——B=0,76 ‘
0l — — —p=0,87
odl— [ |
0,5 06 07 08 09 1 05 0,6 0,7 0,8 0.9 1
Mp/,V/%/ Mpl,V/Mpl
a) b)

Figura 2.43: Relacao entre V,/Vj; e My, v /My para a) Modelo A e b) Modelo B, solucoes de
Hirt et al. (2006)

Green (1954b)

De acordo com Green a redugao do momento plastico de uma secgao rectangular, pode

ser aplicada a redugdo do momento plastico de alma de uma secgdo em I. A partir de (2.31)
tem-se imediatamente

V. V.
=1+1.23-2 (049 - =), 2.60
7 Vi ( VpZ) (2.60)

sendo vélida apenas para V., /V}; < 0.62.

Também o efeito de weak support, analisado para uma seccao rectangular, pode ser aplicado
a secgoes em I (Green, 1954b). Para este caso o factor de redugao é dado por

V. V.
—1+145-2 (034 2, 2.61
7 Vi ( VpZ) (2.61)

vélido para valores de V/Vj; < 0.33.

Na Figura 2.44 encontram-se as curvas de resisténcia dos dois modelos de Green (1954b).
Verifica-se que, no caso da sec¢ao em I, esta atinge um acréscimo de resisténcia méxima &
flexao superior ao da seccao em H. No entanto, para valores de esforco transverso superior a
50% de V}; a seccao em H apresenta uma reducao resisténcia inferior a do I. Isto é justificado

pela contribuicao do momento resistente da alma, que difere das sec¢oes em I para as seccoes
em H.
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Figura 2.44: Relagao entre V,/Vy; e My, v /My, solugoes de Green (1954b)

Eurocédigo 3

Na seccao 1.1.2 foi enunciada a abordagem do Eurocodigo 3 relativamente & reducao do
momento pléstico resistente na presenga de esforgo transverso. No ultimo ponto dessa secgao
foi apresentada uma expressao para o calculo do momento pléstico reduzido para secgoes em
I (equagao (1.2)). A representacao grafica dessa expressao encontra-se na Figura 2.45.
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Figura 2.45: Relacao entre V,/V, e My, v /My, Eurocodigo 3
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Na Figura 2.46 estao representados as seis solugoes abordados nesta secgao, que traduzem
a resisténcia pléastica da secgao transversal sujeita as esforgos de flexdo com esforgo transverso.
A Figura 2.46a é relativa a uma secgao do tipo IP com 8 = 0.76 e a Figura 2.46b a uma sec¢ao
do tipo HE com g = 0.87.
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Mp/,V / Mp/ Mpl,V / Mp/
a) b)

Figura 2.46: Relacao entre V. /Vy; e My /My dos varios modelos analiticos para secgoes em
Icoma) 5=0.76eb) f=0.87

2.2.2 Solucgoes pelo Método dos Elementos Finitos
2.2.2.1 Discretizagao

Utilizando os resultados obtidos na seccao 2.1.3.1, o refinamento da malha da secgdo em I sera
determinado de acordo com a altura da alma h,,. Assim a dimensdo do lado de um elemento
da malha, junto da secgao critica, é definido por h,, = 2%h,,, sendo o refinamento da malha
igual na alma e nos banzos.

2.2.2.2 Modelos

Para as secgoes em I foram estudados trés modelos de elementos finitos. Para cada modelo
foram analisadas duas secgoes diferentes, de modo a testar valores de (8 diferentes. Foram
analisadas duas secgoes, I1 (8 = 0.75) e 12 (8 = 0.87), que foram definidas de modo a terem
caracteristicas semelhantes as secgoes do tipo IPE e HEB, respectivamente. As caracteristicas
das sec¢Oes em analise, presentes na Tabela 2.1, foram determinadas para a notacao indicada
na Figura 2.47.
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Figura 2.47: Secgao I genérica

Tabela 2.1: Caracteristicas das sec¢oes em I e H analisadas

Seccao  hy by tw ty My Vi B
[mm| [mm] [mm] [mm] [kNm] [kEN]

I1 300 150 7.1 10.7  150.7 289.0 0.75
12 300 300 11 19 460.0 447.7 0.87

Modelo 1

Este primeiro modelo (Modl I) resulta da transposi¢ao do Modl R, utilizado na secgao
rectangular, para a seccao em I. Isto implica que toda a secgao transversal em = = 0 se
encontra encastrada. O carregamento é aplicado em x = L, ao longo a alma.

Figura 2.48: Modelo, Modl I

Na Figura 2.54 sao apresentadas as curvas que traduzem a resisténcia a flexao das secgoes
estudadas. As curvas que resultaram da anélise deste modelo foram obtidas variando o paré-
metro L/h,, entre 2 e 30 para a secgao I1 e entre 4 e 65 para a secgao 12. Estes intervalos de
valores para os vaos das vigas foi definido de modo a abranger o maior intervalo possivel de

V.Vl
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Modelo 2

Este segundo modelo (Mod2 I') é baseado no Mod3 R, para secgoes rectangulares. Consiste
numa viga simplesmente apoiada com um trogo em consola, estando os apoios em x = 0 e
x = L aplicados apenas na alma da secgao. Na extremidade livre (x = 2L) é aplicada uma
carga p ao longo da alma (Figura 2.49).

Figura 2.49: Modelo, Mod2 I

Tal como no Mod3 R, a anélise deste modelo consistiu em variar o comprimento dos dois
trocos da viga em proporcdes iguais. A semelhanca do Modl I, o parametro L/h,, variou
entre 2 e 30 para a seccao I1 e entre 4 e 65 para a secgao 12. Os resultados sdo mais uma vez
mostrados na Figura 2.54.

Modelo 3

O terceiro modelo (Mod3 I) tem como objectivo analisar o efeito de weak support em sec-
coes em 1. Este é definido por uma viga em consola com uma carga p aplicada na extremidade
livre, ao longo da alma, e o apoio é aplicado em z < 0, em toda a superficie do banzo inferior.
Este apoio tem um comprimento L., muito maior que L e impede apenas os deslocamentos
segundo z. Colocaram-se ainda dois apoios fixos em x = —Lg), (Figura 2.50). Os resultados,
os quais estao representados na Figura 2.54, foram determinados variando L/h,, entre 2 e 65
para a seccao I1 e entre 4 e 65 para a seccao 12.
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Figura 2.50: Modelo, Mod3 I

2.2.3 Analise geral dos resultados

Na Figura 2.54 estao representados os resultados obtidos nos trés modelos numéricos para as
secgoes I1 e I12. Observa-se que os resultados para o Modl I apresentam uma resisténcia a
flexao superior a M, para um intervalo de V,/V}; maior, comparativamente a seccao rectan-
gular. Este acréscimo de resisténcia deve-se & presenga de tensoes normais transversais (oyy)
nos banzos, o que permite aumentar o momento resistente dos banzos além de My ;. Na
Figura 2.51 estao representadas, para o Modl I, as tensoes 0., e oy, para a secgao I1 com
L/h, = 3.33.

[kPa]
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E 96000,

54000,

= 32000.
0.

-32000.

54000,

-SB000,

- 100000

Oz

Figura 2.51: Distribuigao de tensoes no elemento, Modl 1

No Mod2 I nao ocorre um acréscimo de resisténcia tao elevado como o Modl I, isto
porque, devido a livre deformagao dos banzos, nao se desenvolvem tensoes oy, em z = L
(Figura 2.52). Assim, o acréscimo de resisténcia, para V,/V,; < 0.5, ocorre apenas devido a
restricao da deformacao transversal da alma, tal como se observou nas secg¢oes rectangulares.
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Figura 2.52: Distribuigao de tensoes no elemento, Mod2 I

Analisando agora o Mod3 I, na Figura 2.53 estao representadas as tensoes .. e oyy.
Também neste caso a inexisténcia de tensoes o, no banzo superior faz com que nao exista um
acréscimo de resisténcia de M, r. Quanto as tensoes 0., estas apresentam uma distribuicao
semelhante as verificadas no Mod5 R. Na Figura 2.54 observa-se que, para as duas seccoes,
o efeito de weak support resulta numa redugao de resisténcia a flexdo, comparativamente ao
Mod2 I. No entanto, existe um acréscimo de resisténcia para V,/V,; > 0.35. Este acréscimo
¢ mais evidente para a seccao I2 e pode ser justificado pela existéncia de tensoes oy, na
fronteira do apoio (Figura 2.53), que aumentam o momento resistente dos banzos. Estas
tensGes aumentam proporcionalmente com o aumento do esforco transverso, o que justifica
o facto de, na secgado 12, os resultados do Mod2 I e do Mod3 I coincidirem para valores de
esforgo transverso elevado.

A Figura 2.54 permite comparar os resultados da sec¢ao em I com a sec¢ao em H para os
diferentes modelos numéricos. Na Figura 2.55 comparam-se os resultados numéricos, para as
secgoes analisadas, com os modelos analiticos. A Figura 2.55a e 2.55b correspondem as sec¢oes
11 e 12, respectivamente. De todos os modelos analiticos abordados, os modelos propostos
por Green (1954a,b) s@o os que apresentam um resultado bastante satisfatério comparando
com os resultados obtidos no Mod2 I e Mod3 I. As curvas analiticas resultam das solug¢oes
de Green (1954a,b), substituindo o parametro § correspondente a cada secgao, presente na
Tabela 2.1. Como seria de esperar, os modelos Mod2 I e Mod3 I estao respectivamente
relacionados com as solugoes de weak support e strong support (encastramento).
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Figura 2.53: Distribuigao de tensoes no elemento, Mod3 I
1 1
Modl I
T
0,9 0,9
T A
08 '\\\ A m 058 "; =
NN NN h\
0.7 NN \ N 0.7 \\\ N
06 Y ‘\\\ 206 W\
N Mod2 1 ) N
~ 05 ~ 05
N N \
04 ~{ \ R 04
'y |
03 Mod3 1 0.3 | |
> ‘ B
0.2 ] 0,2 1 == Modl | - =h=Modl I -
== Mod2 | == Mod2 | l
0,1 +~ —*—HEB 300 0,1 +— =\ 0d3 | == Nod3 [ {
—.—PL 300 { —075 —p-087 | 4
0 : 0 ERUESS e
09 0,95 1 1,05 09 095 1 1,05 09 095 1 1,05
M, /M, M, / M, M, / M,
a) b)

Figura 2.54: Relagao entre V,/V}; e Figura 2.55: Comparacao entre solucoes analiticas de

M, /M,y para os modelos analisados Green (1954a,b) e resultados numéricos para as secgoes
na secgao 2.2.2 a) Il eb) I2
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2.3. Secgoes tubulares quadradas (SHS)

2.3 Secgoes tubulares quadradas (SHS)

Nesta secgao serao apresentadas as adaptagdes dos modelos analiticos da secgao 2.2.1 para
secgoes SHS, que serdao comparados com os resultados obtidos por modelos de elementos
finitos. Um primeiro modelo consiste numa viga em consola com uma carga aplicada na
extremidade livre, e um segundo modelo que consiste numa viga apoiada com um tro¢o em
consola, também com uma carga aplicada na extremidade, (modelos semelhantes aos utilizados
nas secgoes em I, na secgao 2.2.2.2).

2.3.1 Modelos analiticos

Os modelos analiticos para as secgoes SHS sao semelhantes aos aplicados a secgoes em I abor-
dados na sec¢ao 2.2.1. A principal diferenca entre as sec¢bes SHS e sec¢oes em I reside no valor
de B que, no caso das secgoes SHS ronda 0.70. Na Figura 2.56 representam-se os resultados
obtidos quando se aplicam os modelos da sec¢ao 2.2.1 a uma secgdo SHS precisamente com
B8 =0.70.

I 'R.,_'T W
0,9 T SRE X%
08 - e N ~
. <
0.7 N
~0.,6 OO
:;Q‘ \\\ \ \\l
~ 0,5 \\‘\\
:;NO4 + \‘\ ?\
e Drucker, LI =N\ !
03 - === Horne \\‘ !
’ — — Hirt et al., ModeloA "-.\‘\\‘ :
02 + e Hirt et al., ModeloB
— (€N
0,1 + -=-=EC3
0 | |
0,65 0,75 0,85 0,95 1,05

M, /M,

Figura 2.56: Relagao entre V,/Vy; e My v /M, dos varios modelos analiticos adaptados a
secgoes SHS com 8 = 0.70

Observa-se que no caso da solugdo de Green, as secgoes SHS atingem uma resisténcia
maxima superior a registada nas secgoes em I, isto porque a contribuicao do momento plastico
das almas é superior no caso das secgoes SHS (30%). Também comparando com as secgoes
em I, a resisténcia a flexao para V. /Vy; > 0.5 ¢é inferior.

2.3.2 Solucoes pelo Método dos Elementos Finitos
2.3.2.1 Discretizagao
Tal como nos modelos para as secgoes em I, o refinamento da malha para os modelos SHS seréa

determinado de acordo com a altura da alma h,,. Também neste caso, a dimensao do lado de
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um elemento da malha é definido por h,, = 2%h,,, perto da secgao critica. O refinamento da
malha é igual na alma e nos banzos.

2.3.2.2 Modelos

As caracteristicas da secgao tubular analisada (SHS) estao presentes na Tabela 2.2, de acordo
com a notacgao da Figura 2.57.

hw
2

Figura 2.57: Secgdo genérica SHS

Tabela 2.2: Caracteristicas da secgao SHS

Seccao  hy by tw tr M, Vo p
[mm] [mm] [mm] [mm] [kNm] [kN]

SHS 200 200 10 10 141.0 5427 0.67

Modelo 1

O primeiro modelo da sec¢ao SHS (Modl SHS) é semelhante ao Modl I, sendo que a
unica diferenca reside no carregamento, que neste caso consiste em duas cargas distribuidas,
cada uma delas aplicadas ao longo das almas da secgao da extremidade livre (Figura 2.58).

—————

<

Figura 2.58: Modelo, Modl SHS

Os resultados para este modelo sao representados na Figura 2.61, tendo sido obtidos cal-
culando os esforgos de colapso para 1.5 < L/h,, < 15.
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2.3. Secgoes tubulares quadradas (SHS)

Modelo 2

A semelhanca do Mod2 I, também as condicdes de apoio deste segundo modelo foram
definidas de forma a permitir a livre deformagéo transversal dos banzos na seccao critica
(x = L). Tal como no Modl SHS, o carregamento deste modelo é aplicado na extremidade
x = 2L, com duas cargas distribuidas aplicadas ao longo das almas (Figura 2.59).

—————

Figura 2.59: Modelo, Mod2 SHS

Tal como no primeiro modelo, L/h,, varia entre 1.5 e 15, o que permitiu obter a curva da
Figura 2.61.

2.3.3 Analise geral dos resultados

Na Figura 2.61 sao apresentados os resultados para os dois modelos numeéricos e a solugao
analitica de Green. O primeiro modelo apresenta uma resisténcia méaxima M, /M, =~ 1.08,
muito superior ao registado nas sec¢oes em I. Pode-se também observar que a libertagao da
deformacao transversal dos banzos no Mod2 S H S resultou numa ligeira redugao da resisténcia
a flexao. No entanto, essa reducao de resisténcia nao é tao significativa como a que se verificou
no caso das secgoes em I. Este acréscimo de resisténcia podem ser explicado pelo facto de,
em x = L (Mod2 SHS), existirem tensoes o, nos banzos (ver Figura 2.60), causadas pela
restrigao (parcial) a deformagao das almas nos banzos.
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Figura 2.60: Distribuigdo de tensoes no modelo, Mod2 SHS

Numa tentativa de adaptar o modelo de Green (1954b) para secgoes em I a secgdes tubula-
res (SHS), verifica-se que a solugao analitica se distancia da solugao obtida pelo Mod2 SHS,
nao resultando numa boa aproximagao.
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Figura 2.61: Comparagdo entre a solugdo analitica de Green e resultados numéricos para a
seccao SHS
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Capitulo 3

Estudo da Interacgao My + V},

Este capitulo tem como objectivo estudar o efeito do esforco transverso V, na resisténcia
plastica da secgao a flexao em torno do eixo y (M, ). Mais especificamente, de que forma ¢é
que as forcas de corte nos banzos reduzem o momento pléstico resistente. Esta anélise sera
feita em conjunto com o esfor¢o transverso V.. Serdo também feitas algumas anélises para
vigas sujeitas & flexao desviada na presenca de esforgo transverso.

3.1 Seccoes em I

3.1.1 Modelos analiticos

A adaptacao do Modelo A de Hirt et al. (2006) a redugao da resisténcia dos banzos baseia-se
na mesma hipotese da reducao da resisténcia da alma, definida pelas equagoes (2.23) e (2.24).
Admitem-se as distribuigdes de tensoes representadas na Figura 3.1, originada pela combi-
nacao dos esforcos My, V., e V. No caso dos banzos, a tensao de cedéncia reduzida fy.2 ¢
determinada através das tensoes de corte originadas pelo esforco transverso Vj,. A tensao de
cedéncia reduzida da alma ¢ entao definida por fy, 1.

Ve Jor2
L)
<
z z z
y z

/ y ﬁr, I\Q\ x y y

My I~ X ’Tl X X
Vy = T2

ﬁr,Z
o(M,) T(V2) (V)

Figura 3.1: Adaptagao do Modelo A de distribuicao de tensoes de Hirt et al. (2006) para a
interacgao de esforcos My + V, +Vj,
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Capitulo 3. Estudo da Interacgao M, +V,

Tal como na equagao (2.23), as tensoes de cedéncia reduzidas, fy.1 € fyr2, resultam do
critério de von Mises, sendo definidas por

fyr,l =1/ fg - 37—12 (31)
fyr,Q Y. fy2 - 37—227 (32)

onde 171 = V;/(huwtw) € T2 = V,/(2bsts). O momento pléstico resistente reduzido da seccao,
My, v, ¢ determinado através da distribui¢ao das tensoes normais o, e pode ser ser expresso
na seguinte forma

Mpiv = Mpipv + Mpiw,y = Wit fyr,2 + Wplw fyra (3.3)

onde My, ry representa o momento plastico reduzido dos banzos, Wy, r e W, ,, sao respecti-
vamente os moédulos de flex@o plasticos dos banzos e da alma.

Utilizando o mesmo procedimento utilizado para determinar a equagao (2.25), a expressao
anterior pode ser definida por

v, \? V. \?
MPLV = Mpl,f 1- (V,y> + Mpl,w 1— <VZ > s (34)
ply pl,z

onde V};,, define o esforco transverso plastico resistente segundo a direcgao y e V}; . o esforco
transverso plastico resistente segundo a direcgao z. No caso da Figura 3.1, o esforgo resistente
Vpi,y € dado pelos banzos e V), . corresponde a resisténcia da alma.

As curvas que definem a resisténcia da secgao em I, para a combinacao de esforcos M, +
V. + V, para o Modelo A de Hirt et al. (2006), sao apresentadas na Figura 2.43, para uma
secgao transversal com 8 = 0.76. Observa-se que para valores de V;/V}; , pequenos existe uma
ligeira redugao de resisténcia, mas quando o esforco transverso V, ¢ mais elevado a redugao
da resisténcia é mais significativa.

AR\
s\ A
NEER \ N
~0,6 \ \ \\\
2T RN
S, \ IR
I\
0,2 P;//V;U, ‘ ‘ H

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 1l
M, /M,

Figura 3.2: Relagao entre V,/V, e My v /My com influéncia de Vj, para uma seccao com
B = 0.76, Modelo A de Hirt et al. (2006)
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3.1. Secgoes em 1

3.1.2 Modelos de elementos finitos
3.1.2.1 Discretizagao

A discretizacao da malha de elementos finitos utilizada nestes modelos foi semelhante a utili-
zada no Capitulo 2, sendo mais refinada junto da secgao critica, tendo os elementos da malha
a mesma dimensao nos banzos e na alma.

3.1.2.2 Modelos

Foram analisados dois modelos, para uma sec¢ao em I ja considerada no Capitulo 2: I1, cuja
geometria e esforgos resistentes estao presentes na Tabela 3.1.

Tabela 3.1: Caracteristicas da seccao I1

Secgéo hw bf tw tf Mpl,y Mpl,z Vpl,z V};l,y ,3
[mm] [mm]| [mm] [mm] [kNm] [kNm] [kN] [kN]

I1 300 150 7.1 10.7  150.7 29.2  289.0 4355 0.75

Modelo 1

Este modelo (Modl1V, I) tem como objectivo verificar a influéncia de V, para valores
V./Vpi,» reduzidos. Consiste numa viga em consola (Figura 3.3), sujeita a esforcos de corte
(V) e de flexao (M,) devido & carga p. O carregamento relativo a carga g sujeita os banzos a
um estado de corte puro, o que permite que, na secgao critica (x = 0), exista esforgo de corte
Vy sem momento flector M.

Figura 3.3: Modelo, ModlV,, I

Os resultados representam-se na Figura 3.4, tendo sido obtidos variando a rela¢ao g/p e
a relacao entre o vao e altura da alma (L/h,,). Cada umas das curvas V,,/V,,; , apresentadas
esta associada a um determinado valor de g/p (no caso de V,,/Vp, = 0.20, o valor de g/p ¢
igual a 2.41 e, para V,,/V},; , = 0.80, ¢/p ¢é igual a 13.66). Em cada curva V,/V}; ,, os diferentes
valores de M, /My foram obtidos variando L/h,, entre 6.7 e 40. Apenas foram determinados
resultados para valores de V,/V}; . reduzidos, conforme ja foi referido.
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Figura 3.4: Relacdo entre V,/V}. e My/M, Figura 3.5: Comparacao entre modelo anali-
para resultados do Modl1V,, I com a seccao 11 tico e resultados numéricos, ModlV, I

Analisando os resultados da Figura 3.4, verifica-se que a presenca do esfor¢o transverso
V,, influencia significativamente a resisténcia a flexao da viga. Em particular, a resisténcia a
flexao ¢ inferior a M, para V,/Vp, > 20%.

Na Figura 3.5 comparam-se os resultados numéricos com o modelo analitico proposto.
Para valores muito baixos de V/V; ., o modelo analitico apresenta uma aproximagao re-
lativamente razoavel. A medida que V,/Vp; . aumenta, os resultados do modelo analitico
tornam-se progressivamente mais do lado da seguranca.

Note-se contudo, que o carregamento g é pouco provéivel de ocorrer num caso real. No
entanto, é de salientar que, mesmo sendo este um caso extremo, ocorre uma redugao signifi-
cativa da resisténcia & flexao.

Modelo 2

O objectivo deste segundo modelo é analisar o efeito do weak support numa viga sujeita
a flexdo desviada com esforgo transverso. Deste modo, foram definidas as condigoes de apoio
“fraco” nos banzos, tal como mostra a Figura 3.6. Foram analisadas duas combinagoes de
carregamentos diferentes para a secgdo I1 (8 = 0.75). A primeira combinagao (Mod2V}, I)
sujeitou a secgdo critica & combinacao de esforcos M, + M, + V, (Figura 3.6) e, na segunda
combinagao (Mod2V, I), a sec¢ao critica foi sujeita a M, + M, + V. (Figura 3.7). Em ambos
os modelos aplicou-se em primeiro lugar o valor do momento concentrado pretendido e em
seguida levou-se a viga & rotura com a carga relativa ao esforgo transverso.

A primeira combinagao (Mod2V,, I) consistiu em aplicar, em x = L, um momento con-
centrado definido pela carga g, sendo também aplicadas duas cargas p distribuidas ao longo
dos banzos que originam V;, e M, (Figura 3.6). Neste modelo, a razao L/h,, variou entre 0.5
e 67. Os resultados numéricos estao presentes na Figura 3.8, onde sdo comparados com os
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Figura 3.6: Modelo, Mod2V, I

obtidos através da expressao do EC3 para flexao desviada, a qual é dada por

2
My Eq M, gaq
+ <1,
Mpi,y,v,Rd Mpi.2,v,rd

valida para secgoes em I ou H sem presenca de esforgo axial. No caso particular da combinacao
de esforgos do Mod2V, I (V, =0) a equacgao (3.5) pode ser expressa por

M, M, \?
v == 1= (57 ] (36)

onde n = (1 —p) (p é o factor de reducao do EC3, apresentado em (1.1)).

No segundo carregamento (Mod2V, I) aplicaram-se, em = = L, dois momentos concen-
trados nos banzos, correspondentes a M,, e uma carga distribuida na alma responséavel pelos
esforcos V, e M,. Os resultados para o Mod2V, I, presentes na Figura 3.9, foram determina-
dos para 2.5 < L/h,, < 67.
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Figura 3.7: Modelo, Mod2V, 1

Para o Mod2V,, I (V, =0), a equacao (3.5) pode-se representar como

M, _ B M,
e GRCURYUNARS (37)

Pode-se observar na Figura 3.8 que, nas curvas para M, /My, igual a 0 e 0.2 o critério
do EC3 esta contra a seguranca para V,/Vp, > 0.35, visto que este fornece um valores de
resisténcia superiores aos obtidos pelos resultados numéricos. Nas restantes curvas a seguranca
do elemento é verificada, no entanto, para esses casos, o critério do EC3 mostra-se algo
conservativo.

No caso da Figura 3.9, apenas a curva M, /My , = 0 apresenta resultados contra a segu-
ranca para V., /Vj,; . > 0.35. Também para a combinacao de esforcos do Mod2V, I, o critério do
EC3 (equagao (3.7)) apresenta resultados conservativos, embora nao sejam tao pronunciados
como o verificado através do critério dado pela equagao (3.6).

Baptista (2011) propoe um critério alternativo para a verificacdo de seguranca de sec-
¢oes em [ sujeitas a flexdo desviada. KEsse critério é dado por equagoes que dependem de
caracteristicas especificas das secgoes transversais e dos esforgos actuantes. Na Figura 3.10
é comparado o critério proposto por Baptista com o critério do EC3 (equagao (3.5)) para a
seccao I1. Observa-se que a solucao de Baptista apresenta resisténcias superiores & do EC3.

Os valores correspondentes & aplicagdo da metodologia de Baptista (2011) a secgao I1
estdo, igualmente, representados nas Figuras 3.8 e 3.9. Verifica-se que os resultados nao
sao tao conservativos como os propostos pelo EC3 e se aproximam dos resultados numéricos
obtidos.
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Figura 3.10: Comparacao entre critérios de verificacao a flexdo desviada para secgao 11, EC3
VS Baptista (2011)
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3.2 Seccgoes tubulares quadradas - SHS

3.2.1 Modelos analiticos

Tal como foi feito na secgao 2.3.1 do Capitulo 2, o modelo analitico para secgoes SHS resulta de
uma adaptacdo do modelo de distribui¢ao de tensoes para secgoes em I referido na secgao 3.1.1.
Como ja foi referido no capitulo anterior, o valor tipico para [, para uma sec¢ao SHS, é 0.70.

Na Figura 3.11 estao representadas, as curvas do modelo analitico para diferentes valores
de V,,/Vp (para § = 0.70). Estas apresentam um andamento idéntico ao registado na seccao
em I, sendo que a tnica diferenca reside na relacdo My r/M,.

09 N\ N\ \%x
s LN A\
\ AVAR
\ JEA

02 Vy / Vpl,y

. P
5 A

9°0
70
70
00

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 1l
M, /M,

Figura 3.11: Relacao entre V,/Vy; e My v /My com influéncia de V,, para uma seccao com
B = 0.70, Modelo A de Hirt et al. (2006)

3.2.2 Modelos de elementos finitos
3.2.2.1 Discretizagao

A discretizagdo da malha de elementos finitos nestes modelos foi semelhante & utilizada nos
modelos do Capitulo 2 para as seccoes SHS. Nestes modelos adoptou-se um refinamento maior
nas “zonas 0-plasticas”.

3.2.2.2 Modelos

Para a analise de seccoes tubulares sujeitas & combinacao de esforgos M, + V. + V,,, foram
utilizados dois modelos de elementos finitos. As caracteristicas da secgao SHS utilizada, ja
analisada no Capitulo 2, estao indicadas na Tabela 3.2
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Tabela 3.2: Caracteristicas da secgao SHS

Seccao oy by tw ty My My . Vo Vg 15}

SHS 200 200 10 10 141.0  141.0 542.7 542.7 0.67

Modelo 1

O primeiro modelo (Mod1V,, SHS) é composto por uma viga em consola, onde as cargas p
sao responséveis pelos esforcos V, e M, e as cargas g responséveis por V;,. De modo a anular o
momento flector M, na secgao de encastramento (que resulta das cargas g aplicadas ao longo
dos banzos), foi aplicado um binario M = 2¢bsL em x = L (Figura 3.12a). Os carregamentos
aplicados resultam na distribuicao de esforcos representada na Figura 3.12b. Este modelo
possui uma zona elastica em quase todo o comprimento da viga, para garantir que a secgao
critica corresponde a x = 0, onde se encontra a zona elasto-plastica com um comprimento
igual a 1.5h,,.

zona

elasto-plastica @
%thw

2 pth

Figura 3.12: Modelo, ModlV,, SHS

Na Figura 3.13 estao representados os resultados numéricos obtidos através dos modelos
de elementos finitos. Os carregamentos definidos pelas cargas p e g foram aplicados em fases
distintas para que fosse possivel definir varias curvas de resisténcia, cada uma para um valor
de V,,/Vp, diferente. Tomando como exemplo a curva em que V,/V};, = 0.2, em primeiro
lugar a viga foi submetida aos carregamentos relativos a carga g até que o esforgo transverso
Vy atingisse 20% de V. Em seguida, aplicou-se o carregamento relativo a carga p até a
peca atingir o colapso. Este segundo procedimento foi executado para valores de L/h,, entre
1.5 e 60. Nos pontos representados com o interior “vazio”, o colapso da viga deu-se por flexao
desviada numa secgao afastada de x = 0. Observa-se que, para valores de V,,/V}; superiores
ou iguais a 40%, a resisténcia a flexao é inferior a M.

Na Figura 3.14 comparam-se os resultados numéricos com os obtidos através das equagoes
(3.4) e (3.5). De modo a poder representar a equagao (3.5), foi necessario determinar qual o
valor de V, e a sec¢ao que resultaria na combinagao de esforgos mais gravosa (dentro da zona

63



Capitulo 3. Estudo da Interacgao M, +V,

plastica). Para os esforgos presentes na Figura 3.12b a equagao (3.5) fica igual a

V. (L — 2y
(Z( x))> b v, 0 <z <150y AV, > 0. (3.8)

Mpl,y Mpl,z

Para cada valor de V,/V};, foram atribuidos varios valores de L, obtendo para cada caso o
correspondente valor de V,, que maximiza o critério (3.5). Os resultados sao representados na
Figura 3.14 a traco interrompido. Observa-se que os dois critérios estao do lado da seguranga
comparando com os resultados numéricos. No entanto, deve recordar-se que o critério (3.4)
resulta de uma adaptacdo do modelo de Hirt et al. (2006).
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N 1 Ranuaamnnndl il
™~ 04 —8— 13/Vply=0 1\
o || e L e L) d
0:2 PVply=0.6 )‘r ---(5) 11 ¥ \ ‘\\ H'
0.1 -——J/ /’/ ,,/’rﬂ a
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0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 1,1 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 1,1
M, (c=0)/ M,, M,(x=0)/ M,,

Figura 3.13: Relagao entre V,/V . e M,/M, Figura 3.14: Comparacao entre modelo ana-
para resultados do ModlV, SHS com a seccao litico e resultados numéricos, ModlV, SHS
SHS

Modelo 2

No segundo modelo (Mod2V, SHS) tentou-se gerar a mesma combinagao de esforgos,
mas neste caso sem impedir a deformacao transversal das almas e dos banzos. Essa livre
deformacao é conseguida com o sistema estrutural representado na Figura 3.15a. Este tipo de
apoio pode ser considerado um weak support, uma vez que se apoia apenas em duas paredes.

O carregamento aplicado tem como objectivo fazer com que a secc¢do critica ocorra ime-
diatamente antes de x = L. Os esforcos V, e M, sao originados pela carga p, aplicada em
x=L/2ex=2L. A cargaem x = L/2 é aplicada com dois objectivos: (i) aumentar o valor
de V, em x = L~ e (ii) aumentar a variacao do momento flector M, de modo a que este seja
o menor possivel dentro da zona plastica. O esforgo transverso V,, resulta do carregamento
definido pelas cargas g. Estas encontram-se distribuidas ao longo do troco apoiado, para que a
variagdo do momento flector M, junto da secgao critica, seja a menor possivel (Figura 3.15b).
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Figura 3.15: Modelo, Mod2V,, SHS

O procedimento que determina os resultados presentes na Figura 3.16, é semelhante ao
efectuado para o primeiro modelo. Primeiro aplicou-se o carregamento g até ao valor de
Vy/Vpiy pretendido e, em seguida, aplicou-se o carregamento p até atingir a rotura. Para as
véarias curvas de V,,/V}, ,, variou-se o valor de L/h,, entre 10 e 60.
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0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 1,1 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 | 1,1
M,/M,, M,/ My,

Figura 3.16: Relagao entre V./V, . e M,/M,  Figura 3.17: Comparacdo entre modelo ana-
para resultados do Mod2V, SHS com a seccao litico e resultados numéricos, Mod2V, SHS
SHS
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Também neste caso se obtiveram resisténcias inferiores a M, para valores de V,/Vj,,
superiores a 20%. Comparando com o Modl1V, SHS, este modelo apresenta resisténcias mais
baixas, isto porque, como ja foi referido, o Mod2V, SHS pode ser considerado como tendo
condicoes de apoio do tipo weak support.

Nao foi possivel obter resultados para vigas mais curtas nem para valores de V/Vj,,
superiores a 50% porque, para valores de esforco tranverso elevado, a seccao colapsava por
esmagamento da alma ou do banzo. O mesmo sucedeu para valores de V,/V}; . superiores
a 10% que, como se observa, comecam a apresentar valores muito inferiores de M,;. Estes
pontos representam também roturas por esmagamento das paredes da viga.

O modelo analitico também nao apresenta aproximagoes aceitaveis (Figura 3.17), muito
embora para Vj,/ Vpiy entre0e0.2e V, /Vpi entre 0 e 0.1 os resultados sejam bastante proximos
dos numéricos.
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Capitulo 4

Conclusoes e desenvolvimentos futuros

4.1 Conclusoes

Os vérios estudos realizados neste trabalho permitiram concluir que a interac¢ao entre o
esfor¢o transverso e o momento flector depende fundamentalmente das condigbes de apoio e
da seccao transversal.

No Capitulo 2 foi estudada a interacgao de esforcos M, + V, para secgoes rectangulares
(parede fina), em I (IP e HE) e secgoes SHS, tendo sido possivel retirar as seguintes conclusoes:

1. Nas secgoes rectangulares, analisando os resultados numeéricos, ha a salientar dois pontos
importantes:

(i)

(i)

quando as condigoes de apoio sao do tipo strong support (encastramento total),
verificou-se que para valores de esforgo transverso V, < 0.5V}, a resisténcia a flexao
¢ superior a My, (com um acréscimo maximo de 8%); por outro lado, quando
V. > 0.5V}, a resisténcia a flexao ¢é inferior a My;

no caso em que as condi¢oes de apoio da viga sao de weak support (apoio “fraco”) a
sua resisténcia a flexao é superior a My para 0 < V,/V,; < 0.35 (com um acréscimo
maximo de 4%) e inferior a M, para valores de esforo transverso superior a
0.35V),.

Este acréscimo de resisténcia deve-se a presenca de tensoes normais transversais (o)
na seccao de encastramento que por sua vez permitem aumentar as tensoes normais
longitudinais (0,,) além de f,. No entanto no caso do weak support o acréscimo de
resisténcia é menor porque a acumulagao de tensoes o, ocorre apenas na metade inferior
da viga (junto do apoio).

2. Nas secgoes em I foram estudadas secgoes 11 e 12, cada uma analisada em trés modelos
(condigoes de apoio) diferentes, dos quais se retiraram as seguintes conclusoes:

(i)

no primeiro modelo (Modl I) verificou-se uma resisténcia a flexao superior a My
para valores elevados de esforgo transverso. Em particular, no caso da seccao
I2, registaram-se valores de resisténcia & flexao sempre superiores a M,;. Esse
acréscimo de resisténcia adicional é causado pelo facto de tanto a alma como os
banzos estarem com a deformagao transversal impedida, o que faz com que se
gerem tensoes normais transversais, que por sua vez permitem aumentar a tensao
Oz além de fy;

67



Capitulo 4. Conclusoes e desenvolvimentos futuros

(i)

(iii)

no segundo modelo, em que apenas a alma se encontra restringida pelo apoio,
a curva de resisténcia resultante dos modelos numéricos apresenta um compor-
tamento semelhante ao verificado nos modelos de sec¢ao rectangular, na qual a
seccao apresenta uma resisténcia superior a M, para V, < 0.5V}, e inferior a M,
para V, > 0.5V);. Isto ocorre porque a alma tem o comportamento de uma sec-
gao rectangular (de parede fina) e a restante parcela da resisténcia ¢ dada pelo
momento resistente dos banzos (M f);

no terceiro modelo, que consiste em replicar o weak support em seccoes em I,
verificou-se que, para o caso da secgao I1, a resisténcia a flexao ¢ inferior a M,
para um esforco transverso V, superior a 0.35V};. O mesmo nao se verificou para
a seccao 12 que, para V,/Vj; > 0.35, apresentou um comportamento semelhante
ao Mod2 I.

3. Da analise dos dois modelos numéricos para a seccao SHS, a principal nota a retirar é
que, para o Mod2 SHS, mesmo nao tendo os banzos restringidos por apoios, estes estao
parcialmente restringidos pelas almas, o que origina o aparecimento de tensdes normais
transversais e o consequente aumento do momento resistente dos banzos.

4. Os resultados obtidos neste capitulo permitem concluir que, para as secgoes estudadas
e para o comportamento do material adoptado, o critério do EC3 para a interaccao

M, —

V., apresenta resultados contra a seguranca no caso dos modelos com condigoes de

apoio weak support.

No Capitulo 3 foi proposto um modelo analitico de distribuicao de tensées para a combi-
nacao de esforgos M, + V, + V. Foram analisados varios modelos de elementos finitos com
diferentes condigoes de apoio e carregamento para secgoes em I e SHS, dos quais resultaram
diferentes combinagcoes de esforgos. Os resultados dai obtidos foram comparados com o mo-
delo analitico proposto e com o critério de verificagdo de seguranca do EC3 para a flexao
desviada, dependendo da combinacao de esforcos obtida. Dos diferentes modelos numéricos
destacam-se os seguintes pontos:

1. Para a secgoes em I foram analisados dois modelos com diferentes condigoes de apoio e
carregamento:

(1)

no primeiro modelo (Mod1V, I), mesmo sendo o carregamento aplicado pouco
convencional, verificou-se que a presenga do esforgo transverso V, nos banzos teve
uma influéncia significativa na redugdo da resisténcia a flexao (essa reducao de
resisténcia deve ser tida em conta para V,/Vy; > 20%);

no segundo modelo (Mod2V,, I e Mod2V, I), que consiste num weak support, foi
analisada a resisténcia & flexdo desviada na presenca de esfor¢o transverso, na
combinacao de esforcos M, 4+ M, + V,,. Constatou-se que o critério de seguranca
foi violado com My /My, igual a 0 e 0.2 para V,,/V}; > 0.35. Na combinacao de
esforqos M, + M, + V. apenas no caso de flexado simples (M, /My . = 0) nao foi
verificada a seguranca de acordo com o EC3.

2. Também nas secgoes SHS foram analisados dois modelos diferentes:

(i)

no primeiro modelo (ModlV, SHS) verificou-se uma resisténcia a flexao inferior
a My, para V,/Vpy,, > 0.4. No caso de vigas mais compridas, a rotura ocorreu por
flexao desviada numa sec¢ao afastada da zona de encastramento.
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(ii) as condigoes de apoio do segundo modelo (ModlV, SHS) originaram que este
tivesse um comportamento semelhante ao weak support, o que impossibilitou a
obtencao de resultados para valores de esforco transverso elevados devido ao es-
magamento das paredes da viga. A principal conclusao a retirar dos resultados
obtidos deste modelo é que para valores de esforgo transverso Vj, superior a 20%
de V}4 a resisténcia a flexao ¢ inferior a M.

3. Em suma, quando uma seccao esté sujeita a esforcos de flexdo com esforco transverso a
actuar nas duas direccoes, a resisténcia a flexao deve ser determinada tendo em conta
a presenga dos esforgos transversos, que, como se verificou, influenciam a redugao de
M, mesmo para V,,/V, ,, inferior a 50%. Da anélise da flexao desviada na sec¢ao em
I, pode-se concluir que, quando uma secgao esté sujeita a esforgo transverso apenas nos
banzos, apenas dois casos (M, /My, igual a 0 e 0.2) violam o critério de seguranca
do EC3. Quando o esfor¢o tranverso actua apenas na alma, apenas no caso em que
M. /M,y . = 0 nao é verificada a seguranca de acordo com o EC3.

4.2 Desenvolvimentos futuros

Nas anélises numéricas efectuadas nesta Dissertacao foram desprezados o endurecimento do
material e a encurvadura por esforgo transverso, pelo que se propoe em primeiro lugar o estudo
da sua influéncia.

Para validar os resultados numéricos obtidos, propoe-se também a realizacao de ensaios
experimentais em vigas de ago, para secgoes em [ e SHS.

Para aprofundar a problemética da interagdao do esfor¢o transverso na reducgao da resis-
téncia, propoe-se ainda o estudo da influéncia da tor¢ao (uniforme e nao uniforme).
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