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ReEsumMmo

Devido a um aumento da esperanga de vida e uma diminuigao da taxa bruta de natali-
dade nos ultimos anos, o nimero de individuos em idade ativa por cada idoso tem vindo
a diminuir. Uma vez que sao os ativos que financiam as pensoes, provenientes do sistema
de previdéncia social publico de Portugal, dos atuais pensionistas, este sistema podera
vir a entrar em declinio, sendo assim cada vez mais procurados sistemas de previdéncia
privados. Desta forma, é importante o calculo das responsabilidades atuariais, de modo a
garantir o financiamento dos Fundos de Pensoes.

Esta disserta¢ao tem como objetivo obter uma expressao do calculo da variancia do va-
lor atual dos beneficios para coberturas de sobrevivéncia, reforma por velhice e invalidez.
Através da variancia, estabeleceram-se intervalos de confianga para as responsabilida-
des, o que permite uma melhor estimativa do verdadeiro valor dos beneficios a pagar
futuramente.

Depois de uma revisao dos conceitos mais importantes e recorrendo a uma abordagem
probabilistica, foi elaborada uma modelagao das coberturas de modo a obter expressoes
do valor esperado e variancia. Posteriormente, foram aplicadas as metodologias desen-
volvidas a um conjunto de pessoas de um Plano de Pensoes, onde foram apresentados
os valores esperados, a variancia e os intervalos de confianca para as responsabilidades,
considerando as trés coberturas referidas anteriormente.

O estudo feito ¢ uma mais valia para a gestao de Fundos de Pensoes, pois permite
ter uma melhor visao das estimativas das responsabilidades, garantindo assim um bom

supervisionamento do Fundo.

Palavras-chave: Reforma por velhice, invalidez, sobrevivéncia, fundos de pensdes, inter-

valos de confianca, variancia
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ABSTRACT

Due to an increase in the life expectancy and a decrease in the gross birth rate in recent
years, the number of individuals in working age per elderly person has been decreasing.
Since it is the actives that finance the pensions, coming from the public social security sys-
tem in Portugal, of current pensioners, this system has been falling into decline, therefore
private pension systems are increasingly sought after. Thus, it is important to calculate
the actuarial liabilities, in order to guarantee the funding of Pension Funds.

This dissertation aims to obtain an expression for the variance calculation of the
present value of benefits for survivorship, old-age retirement and disability coverage.
Through the variance, confidence intervals were established for the responsibilities, which
allows a better estimate of the real value for benefits to be paid in the future.

After a review of the most important concepts and using a probabilistic approach, a
modeling of the coverage was elaborated in order to obtain expressions of the expected
value and variance. Subsequently, the methodologies developed were applied to a group
of people in a Pension Plan, where expected values, variance and confidence intervals for
the liabilities were presented, considering the three coverages mentioned above.

The study carried out is an asset for the management of Pension Funds, as it allows a

better view for estimates of liabilities, thus ensuring a good supervision of the Fund.

Keywords: Old age retirement, disability, survivor’s pension, pension fund, confidence

intervals, variance
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INTRODUCAO

Nos ultimos anos tem-se verificado um aumento da esperanca de vida e do indice de
longevidade, levando a que exista uma maior populagao idosa. Para além disto, também
se observa uma diminuicao da taxa bruta de natalidade, fazendo com que a populagao
jovem e ativa seja cada vez menor. Consequentemente, o numero de individuos em idade

ativa por cada idoso tem vindo a diminuir.

Em Portugal, existe o Sistema de Previdéncia Social da Seguranca Social que visa
garantir que todos os cidadaos tenham direito, por exemplo, a uma reforma de velhice ou
outro tipo de beneficios. No entanto, este Sistema podera vir a enfrentar dificuldades em
assegurar o financiamento das pensoes a que todos os cidadaos tém direito por lei, dado

que é a populacgao ativa que financia as pensoes dos atuais pensionistas.

Desta forma, cada vez mais tem existido uma procura por parte de entidades privadas
em proporcionar aos seus empregados a segurancga de que, no futuro, possam receber uma
melhor pensao pelo trabalho que realizaram durante a sua idade ativa. Para isso, aderem
a um Fundo de Pensdes que tem como objetivo assegurar o pagamento de beneficios
futuros previstos por um Plano de Pensoes. Assim sendo, é necessario realizar avaliagoes
atuariais que tém como principal propodsito estimar as responsabilidades futuras e, assim,
perceber se o fundo se encontra financiado a pelo menos 100%, de modo a fazer face a
todas as responsabilidades futuras.

Habitualmente, para calcular as responsabilidades de um Plano de Pensdes, estima-se
o valor esperado descontado dos beneficios a pagar, cuja variancia nao é, por vezes, con-
siderada. Esta permite a construcao de intervalos de confianca que podem ser essenciais
na previsao dos resultados, pois apresentam uma maior proximidade dessa estimativa ao

verdadeiro valor.

Assim, o principal objetivo da presente dissertagao sera o calculo da variancia do
valor descontado dos beneficios a pagar, nao s6 tendo em conta a reforma de velhice,
em que o beneficio serd pago se o individuo atingir a idade normal de reforma (INR),
como também a reforma por invalidez, que pode levar a uma reforma antecipada. O
beneficio desta cobertura é pago caso um individuo se mantenha ativo na empresa e se

invalide, recebendo a pensao até falecer. Para além destas, ira ainda ser considerado o



CAPITULO 1. INTRODUCAO

caso da cobertura por sobrevivéncia, ou seja, dos beneficios de reforma a morte de um dos
elementos de um casal, considerando uma reversibilidade parcial ou total dos beneficios.
Assim, se o individuo estiver ativo na empresa e falecer antes de atingir a INR, o conjuge
recebera uma pensao até este falecer. As trés coberturas nao sao compativeis, sendo que
qualquer participante ndo pode receber mais do que uma pensao.

Para o calculo da variancias das coberturas, sera apresentado, inicialmente, um enqua-
dramento tedrico no Capitulo 2, que contém uma revisao dos conceitos mais importantes,
assim como a abordagem probabilistica para efeito do calculo da variancia associada a
cada cobertura e total. De seguida, com base na abordagem mencionada anteriormente,
sera realizada a modelacao das coberturas, no Capitulo 3, no qual se ira calcular os valo-
res esperados, os momentos de ordem dois e as variancias das coberturas. Ainda neste
capitulo, serao construidos os intervalos de confian¢a do valor atual dos beneficios totais.
Posteriormente, no Capitulo 4, realizar-se-4 uma aplicagao pratica tendo por base a mo-
delagao do problema elaborada no Capitulo 3. Os dados utilizados neste caso pratico sao
reais e provenientes de uma empresa portuguesa. Por altimo, ira ser feita uma conclu-
sao, onde serao discutidos os resultados obtidos e sugeridos possiveis trabalhos futuros,

dentro do tema desta dissertacao.
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EnNQUuADRAMENTO TEORICO

Este capitulo consiste num enquadramento teérico que servira de apoio para a mode-
lagao das coberturas, tratada no Capitulo 3, e para os calculos necessarios na aplicacao
pratica, feitos no Capitulo 4. Inicialmente, serdo apresentadas defini¢des acerca de planos
de pensoes e os seus possiveis beneficios, fundos de pensoes e os diferentes métodos de
financiamento destes, necessarias para a avalia¢ao das responsabilidades de um plano
de pensoes. De seguida, serao abordadas no¢oes de mortalidade e invalidez, importan-
tes para a compreensao dos beneficios de reforma por velhice, reforma por invalidez e
pensao de sobrevivéncia, como também denotagodes relativas as probabilidades envol-
vendo as contingéncias de vida, morte e invalidez associadas a um grupo de individuos.
Posteriormente, serao retratadas rendas certas e vitalicias, assim como também uma di-
ferente abordagem probabilistica. Por fim, apresentar-se-a o Teorema Limite Central de
Lyapounov, fundamental para a construgao dos intervalos de confianga.

Os contetidos apresentados neste capitulo foram baseados nas sebentas Cardoso
(2019), Afonso (2018) e no livros Bowers Jr., Gerber, Hickman, Jones e Nesbitt (1997),
Dickson, Hardy e Waters (2009) e Garcia e Simdes (2010).

2.1 Planos e Fundos de Pensoes

Devido ao envelhecimento da populacao em Portugal e a falta de ativos que possam
financiar os sistemas de previdéncia social publicos, como a Seguranca Social, tem-se no-
tado, cada vez mais, uma procura por parte de entidades empregadoras em proporcionar
aos seus trabalhadores um beneficio, de forma conjunta ou independente da Segurancga
Social. Assim, os membros ativos, ou os membros que trabalharam durante um determi-
nado periodo de tempo na empresa, poderao receber um montante, dependendo do tipo
de beneficio acordado previamente, além da pensao paga pela Seguranca Social. Isto é
bastante benéfico financeiramente para os empregados pois as pensdes auferidas pelo
Estado por vezes nao sao justas nem adequadas ao trabalho que cada um desenvolveu ao
longo dos anos enquanto ativo. Deste modo, torna-se imprescindivel realizar avaliagoes

atuariais, efetuadas por um atuario.
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Para uma explicacao mais detalhada consultar Afonso (2018) e “Associacao Portuguesa

de Fundos de Investimento, Pensoes e Patriménios - Fundos de Pensoes” (s.d.).

2.1.1 Planos de Pensoes

Um Plano de Pensao é um conjunto de regras e/ou condi¢oes em que se elege o direito
de receber um beneficio, que pode ser em caso de pré-reforma, reforma antecipada, re-
forma por velhice, reforma por invalidez ou ainda em caso de sobrevivéncia. No contexto

desta dissertacao irao ser abordados os seguintes beneficios:

* Reforma por velhice: pagamento de uma pensao aquando da reforma a idade defi-

nida pela Seguranca Social (INR), que é paga até o individuo falecer;

* Reforma por invalidez: pagamento de uma pensao em caso de incapacidade para
trabalhar, caso esta nao tenha sido consequéncia de doenca profissional ou acidente
de trabalho;

* Sobrevivéncia: em caso de morte do participante é paga uma pensao de sobrevivén-

cia ao conjuge.

Um Plano de Pensoes pode ser caracterizado quanto ao seu beneficio: Plano de Con-
tribui¢ao Definida, Plano de Beneficio Definido e Plano Misto.

Quando se tem um Plano de Contribuicdao Definida, tal como o nome indica, sao
conhecidas previamente as contribui¢oes da empresa e/ou dos seus empregados (proveni-
entes do salario pensionavel). Assim, o beneficio que cada um ira auferir dependera das
contribuigoes totais. O maior risco neste tipo de Plano recai sobre o trabalhador pois as
contribuicoes feitas podem nao ser suficientes para um beneficio razoavel.

Num Plano de Beneficio Definido, o valor do beneficio que o empregado ira receber
ja é conhecido, ou seja, o montante é previamente descrito nas regras do plano, seja
através de uma féormula em forma de percentagem de salario, montante fixo ou outra
possibilidade. Ao contrario do Plano de Contribui¢ao Definida, é o empregador quem
carrega o risco, pois este tem responsabilidades a cumprir.

Além destes, também existe o Plano Misto, que engloba as caracteristicas dos Planos
de Contribui¢ao Definida e de Beneficio Definido.

2.1.2 Fundos de Pensoes

Os Fundos de Pensoes sao patrimoénios autébnomos destinados exclusivamente ao fi-
nanciamento de um ou mais planos de pensodes. Dessa forma, constituem um meio cujo
unico objectivo é proporcionar o pagamento futuro dos beneficios previstos no respectivo
plano.

Um Fundo de Pensoes pode ser classificado de acordo com o tipo de vinculagao entre
os participantes, associados e a entidade gestora, nomeadamente como um Fundo de

Pensao Aberto ou um Fundo de Pensao Fechado.
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2.1. PLANOS E FUNDOS DE PENSOES

Diz-se um Fundo Aberto quando nao existe qualquer elo de ligacao entre os aderentes
ao Fundo, apenas existindo uma aceitagao ou nao de adesao por parte da entidade gestora
do Fundo.

Um Fundo de Pensoes diz-se Fechado quando diz respeito apenas a um associado ou,
existindo mais do que um associado, quando se verifique um elo de natureza empresarial,
associativo, profissional ou social entre eles, sendo necessario o consentimento destes para

a adesao de novos associados ao Fundo.

2.1.3 Avaliacao Atuarial

Uma Avaliacao Atuarial tem como objetivo, no caso de um Plano de Contribui¢ao
Definida, estimar o valor dos beneficios futuros que dependem das contribuigoes feitas
até a data da avaliagao. Ja num Plano de Beneficio Definido, pretende-se estimar o valor
das responsabilidades do plano, num dado periodo de tempo.

Além da estimacao das responsabilidades ou das contribui¢oes que deverao ser feitas,
as avaliacOes atuariais também tém a finalidade de determinar o custo normal e o nivel
de financiamento do Fundo, ou seja, analisar se este se encontra sobrefinanciado ou subfi-
nanciado, de modo a decidir se é necessario proceder a uma contribuicao extraordinaria
para que o Fundo possa assegurar o pagamento dos beneficios consignados no Plano de
Pensoes.

Para realizar uma avaliagao atuarial dever-se-a ter em conta certos pressupostos, de-
mograficos ou financeiros, como também caracteristicas importantes dos participantes
e beneficiarios do Plano. Também é importante separar a populacao em estudo em ati-
vos, diferidos (pessoas incluidas no Plano mas que ja ndo se encontram a trabalhar na
empresa) ou pensionistas, pois as avaliagoes das responsabilidades para cada grupo sao

distintas.

2.1.4 Meétodos atuariais de financiamento

O financiamento de um Plano de Pensoes de Beneficio Definido é feito por forma a
garantir que os beneficios sejam pagos no devido tempo, de maneira a ndo ser necessario
haver contribuicOes extras.

Existem dois tipos de métodos de financiamento, os de custo individual e os de custo
agregado. De seguida, serdo apresentados conceitos que sao utilizados em ambos os mé-
todos, referindo apenas os conceitos relevantes para a dissertacao.

Seja Custo Normal (CN) o custo anual associado a cada ano de servico prestado pelos
participantes activos. O Valor Atual dos Beneficios Totais (VABT) é o montante que devera
existir a data da avaliagdo de forma a ser possivel assumir as responsabilidades do plano,
ou seja, sao as responsabilidades até a data de avaliacao e as posteriores que se esperam
pagar. Denote-se Valor Atual das Responsabilidades com Servigos Passados (VARSP) o
valor atual das responsabilidades decorrentes do tempo de servigo prestado até a data da

avaliacao e denote-se Valor Atual das Responsabilidades com Servigos Futuros (VARSF)
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CAPITULO 2. ENQUADRAMENTO TEORICO

no caso das responsabilidades esperadas desde a data da avaliagao até a idade de reforma.

Assim tem-se

VABT = VARSP + VARSF (2.1)

No caso de haver pensodes em pagamento, tem-se que o Valor Atual das Pensdes em
Pagamento (VAPP) é o montante que devera existir a data de avaliacao para fazer face as
responsabilidades assumidas, em particular com os atuais pensionistas, seja por reforma
por velhice, invalidez ou sobrevivéncia.

Seja Valor do Fundo (F) o valor do Fundo de Pensodes. O nivel de financiamento, deno-

tado por R, é dado por

_F-VAPP
~ VARSP

Assim, se R > 1 ou R = 1, o fundo encontra-se sobrefinanciado ou financiado a 100%,

(2.2)

respetivamente. Ja quando R < 1 entdo é necessario conhecer o montante em falta no
fundo pois este encontra-se subfinanciado. Para o calculo deste montante, denominado

por Responsabilidades com Servicos Passados Nao Amortizadas (RSPNA), tem-se

RSPNA =VARSP—(F-VAPP) (2.3)

2.2 Mortalidade

Para calcular o valor esperado dos beneficios das varias coberturas é necessario pri-
meiramente estudar a mortalidade, ou seja, o tempo de vida futura dos membros de uma

populacao e, assim, calcular probabilidades envolvendo contingéncias de vida e morte.

2.2.1 Tempo de vida futura

Seja (x) um individuo de idade x. Considere-se T, a variavel aleatoria do tempo de vida
futura de (x), com x > 0, sendo que a idade de morte pode ser qualquer idade superior a
x. Assim, a variavel aleatéria da idade de morte é representada por x + T,. Note-se que T,
€ uma variavel aleatéria continua.

Seja F, a funcao de distribui¢ao de probabilidade da variavel aleatodria T,

F.(t) = Pr[T, < t] (2.4)

Assim, F,(t) é a probabilidade de (x) falecer antes da idade x + t.
E atil denotar a probabilidade de (x) falecer ou sobreviver até certa data. Deste modo,

tem-se

Pr[Ty <t]= 44x (2.5)
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2.2. MORTALIDADE

Pr[T, > t] = ipy (2.6)

Habitualmente, quando t = 1 o indice t é omitido.
A probabilidade de (x) sobreviver aos proximos s anos e morrer nos t anos que se lhe
seguem ¢é dada por

Pris<T,<s+t]= sltdx = s+t9x — s9x (2.7)

Note-se as seguintes decomposi¢oes

s+tPx = sPx tPx+s (2-8)

sltdx = sPx t9x+s (2.9)

Refira-se | x| como a funcao floor, que converte um numero real x no maior namero
inteiro menor ou igual a x. Seja entao K, = | T, | o tempo de vida futura de (x) em anos
completos, sendo que K, é uma variavel aleatoria discreta. A funcao de probabilidade de

K, é dada por

Pr[Ky =k]=Pr[k < T, <k+1] = Fy(k+1)=Fy(k) = qx = kPx Gx+k kelNg (2.10)

Denote-se Kj(cm) = % |mT,] como o tempo de vida futura de (x) em anos arredondados

s . , ;. . m) , .z
para o menor m-ésimo periodo do ano, em que m ¢ inteiro e m > 0. K,(C ) é uma variavel

aleatoria discreta cuja fungao de probabilidade é dada por

1
Pr[Kim):k]:Pr[ksTx<k+a = 1dx k=0

1 2
- 2.11
m m m ( )

Desta forma, K,(Cm) = k significa que o individuo de idade x iré falecer entre k e k + +

anos.

2.2.2 Tabuas de mortalidade

As tabuas de mortalidade, ou tabuas de vida, sao tabuas fundamentais para os calculos
atuariais, onde é possivel determinar a probabilidades de morte e vida de uma populacao,
em funcao da sua idade e, por vezes, do sexo dos individuos.

Cada populagao tem diversos costumes e uma qualidade de vida distinta, pelo que
a esperanca de vida difere e consequentemente as probabilidades de vida e morte serao
diferentes. Assim, estas tabuas além de serem importantes para o financiamento dos
seguros de vida e das pensoes, permitem conhecer uma populagao, por sexo e idades, e

medir a longevidade desta.



CAPITULO 2. ENQUADRAMENTO TEORICO

Antes de se poder construir uma tabua de mortalidade, é necessario definir a idade
minima, a qual se da o nome de idade raiz. Visto que se sabe que a morte é um aconte-
cimento certo e que um individuo tem uma idade limite de sobrevivéncia, estabelece-se
uma idade maxima, habitualmente representada por w. Assim, a primeira coluna da

tabua representa a idade, x, do individuo.

Seja I, o numero esperado de individuos de idade x. A [, da-se o nome de raiz da

tabua que quantifica o total de recém-nascidos da populacao.

No grafico da Figura 2.1 observa-se o nimero de sobreviventes por idade, num total
de 100 000 individuos. Estes dados provém de uma tabua de mortalidade denominada
TV88/90.

Note-se que o numero de sobreviventes vai diminuindo a uma taxa pequena até a
idade de 70 anos aproximadamente, sendo que a partir dessa idade ha um aumento

bastante significativo de mortes, até atingir zero sobreviventes aos 111 anos.

Total de sobreviventes por idade

110000
100000
90000
80000
70000
60000
50000
40000
30000
20000
10000

0
1 6 11 16 21 26 31 36 41 46 51 56 61 66 71 76 81 86 91 96 101 106 111

Idade em anos

Total de sobreviventes de 100 000 vidas

Figura 2.1: Total de sobreviventes por idade

Através de [, pode-se determinar a probabilidade de o individuo de idade x sobreviver

até a idade x + t, através da formula seguinte:

l
Py = 2 (2.12)

A probabilidade de (x) falecer nos proximos t anos é

I—1
s =1 pr =277 (2.13)
X

No grafico da Figura 2.2 apresentam-se os valores da taxa de mortalidade g, para cada
idade x, provenientes da tabua de mortalidade TV88/90.
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2.3. INVALIDEZ

Taxa de mortalidade por idade

1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49 53 57 61 65 69 73 77 81 85 89 93 97 101105109

Idade em anos

Figura 2.2: Taxa de mortalidade por idade

Tal como visto no grafico da Figura 2.1, a partir dos 70 anos, aproximadamente, a taxa
de mortalidade aumenta até atingir o valor maximo (g, = 1), que ocorre na idade maxima

w (111 anos).

2.3 Invalidez

Além da reforma por velhice, existe a possibilidade de um individuo se invalidar,
podendo dar origem a uma reforma por invalidez. Segundo “Seguranca Social” (2021),
"considera-se invalidez toda a situacao incapacitante, de causa nao profissional, que de-
termine incapacidade permanente para o trabalho".

Para o calculo dos beneficios de invalidez é util conhecer a data na qual o individuo
se ira invalidar. No entanto, esta data é desconhecida ou pode nunca ocorrer. Assim, a
semelhanca da mortalidade, é necessario calcular probabilidades de um individuo se

invalidar.

2.3.1 Tempo até ocorrer invalidez
Seja D, a variavel aleatéria continua que representa o tempo futuro até um individuo
de idade x se invalidar, sendo que D, > 0. Seja G, a funcao de distribui¢ao de probabili-
dade de D,
G.(t) = Pr[D, < t] (2.14)

Denote-se I, = | D, | como a variavel aleatoria discreta que representa o tempo futuro
em anos completos que (x) tem até se reformar por invalidez, com I, > 0. A fungdo de

distribuicao de probabilidade de I, é dada por

Pr[I, =k] = Pr[k < Dy <k +1] keN, (2.15)

9



CAPITULO 2. ENQUADRAMENTO TEORICO

Denote-se I,(Cm) = % |mD, ] como a variavel aleatéria discreta que simboliza o tempo

futuro de (x) até se reformar por invalidez, em anos e m-ésimos periodos do ano completos.
A funcao de distribui¢ao de probabilidade de I,(Cm) é dada por

Pr[l,(cm):k]:Pr[ksDx<k+% k=0,—, 2, ... (2.16)

Desta forma, se o individuo de idade x se invalidar entre k e k +
(m)
I, ' =k.

anos, tem-se que

2.3.2 Tabelas de invalidez

Como referido anteriormente, no calculo de pensoes de invalidez é necessario conhe-
cer a data na qual o individuo se ira reformar por invalidez. No entanto, esta data é
desconhecida e pode nunca vir a acontecer.

Assim, sao utilizadas tabuas de invalidez de forma a poder estimar o valor dos be-
neficios em caso de invalidez. Note-se que ao considerar que um individuo sé se pode
invalidar até a INR, a altima idade da populacao (w) é a idade anterior a INR.

Seja i, a probabilidade de um individuo de idade x se invalidar entre x e x + 1, entao
a probabilidade de (x) ndo se invalidar durante esse ano é dada por 1 —i,. No gréafico da
Figura 2.3 encontram-se as taxas de entrada de invalidez de uma tabua geralmente usada,
a EKV80.

Taxa de invalidez por idade

200 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45

Figura 2.3: Taxa de invalidez por idade da tabua EKV80

Como visto em 2.2.2, nas tabuas de mortalidade analisam-se os dados para calcular
as probabilidades de morte ou vida de uma populacao. Quando se fala em invalidez, é
necessario utilizar uma tabela de mortalidade para invalidos, onde sao aplicadas taxas de

mortalidades superiores as taxas de mortalidade comuns.

2.4 Tabelaliquida

Como visto anteriormente, em 2.2.2 e 2.3.2, existem tabuas que tém em consideracao
a mortalidade da populagao ou tabelas referentes as probabilidades de um individuo
se invalidar até a idade de reforma. Quando se tem um Plano de Pensoes com direito a
beneficios em caso de morte do participante, reforma por velhice ou reforma por invalidez,

€ necessario ter em conta as probabilidades deste se manter ao servi¢o da empresa, isto é,

10
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qual a probabilidade do participante nao morrer ou nao se reformar por invalidez, antes
da INR. Deste modo, numa Tabela Multidecremento, também denominada por Tabela
Liquida, as probabilidades de permanéncia no servigo refletem a exposigao ao risco de

saida por varios decrementos, como a reforma, saida antecipada, morte ou invalidez.

Para mais informacoes detalhadas consultar Winklevoss (1993).

2.4.1 Hipoteses e taxas de decremento

Os participantes ativos de um Plano de Pensoes estao sujeitos a varios acontecimentos
que podem fazer com que ja nao sejam elegiveis ao plano, tal como uma saida anteci-
pada com um periodo inferior ao acordado no Plano. Também estes estao expostos a
circunstancias de morte, reforma por invalidez e reforma por velhice.

Se o participante ativo morrer antes de atingir a INR, o beneficio de reforma ja nao
sera pago. No entanto, as responsabilidades em caso de morte, nomeadamente o beneficio
por sobrevivéncia sao ativadas e o conjuge comega a receber o pagamento acordado no
Plano.

No caso deste se invalidar, nao é pago o beneficio por reforma de velhice, havendo

apenas o direito a receber o beneficio de reforma por invalidez.

Quando o individuo se reforma por velhice, inicia-se o pagamento da pensao por
reforma por velhice, que acabara apenas quando este morrer.

Os participantes nao ativos do Plano, nomeadamente os pensionistas, apenas estao
sujeitos a hipotese de morte. Assim, a consequéncia destes falecerem é o término do
pagamento da reforma por velhice ou invalidez.

Uma taxa de decremento consiste na proporcao de participantes que deixam um
determinado estado devido a uma determinada causa, considerando que nao estao em

causa quaisquer outros decrementos. Assim, tem-se

. q'(m) - taxa de decremento por Morte

¢ - taxa de decremento por Invalidez

2.4.2 Probabilidade de decremento

Uma vez que se tem mais do que uma taxa de decremento, as taxas de decremento por
morte e invalidez ndo serdo iguais as probabilidades de morte e invalidez respetivamente,
pois os participantes ativos nao estao apenas expostos a uma s6 contingéncia durante
o periodo em que exercem a sua atividade profissional. Assim, é necessario converter
as taxas independentes em probabilidades. As notac¢des a seguir apresentadas foram

baseadas no livro Winklevoss (1993).
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Suponha-se que os decrementos ocorrem de um modo uniforme ao longo do ano,
isto é, ,q m) _ uqx(m) e uqx(d) = uqx(d), com 0 < u < 1. As probabilidades dependentes de

decremento sao dadas por

g™ =g (1-0.5xq") (2.17)

4@ = g (1-0.5 % q'm) (2.18)

Deste modo, atentendo que se tem um individuo ativo que se podera invalidar ou
falecer durante o seu periodo ativo na empresa, g e g?) representam as probabilidades

deste morrer e invalidar respetivamente, tendo sempre em conta o outro decremento.

2.4.3 Funcao de sobrevivéncia composta

A funcao de sobrevivéncia composta baseia-se no calculo da probabilidade de um par-
ticipante activo do Plano permanecer ao servi¢o activo durante um determinado periodo,
considerando todas as contingéncias as quais esta sujeito. Desta maneira, a probabilidade

de um individuo com uma idade x ndo permanecer no servico é dada por

T d
g\ =g + g (2.19)
A probabilidade de (x) permanecer no servigo é
T T
Py =1-g" (2.20)

No caso do participante (x) se invalidar, a probabilidade deste falecer entre as idades

(m)

x e x+1 é denotado por %g,"", considerando a tabela de mortalidade para invalidos.

2.5 Rendas certas e vitalicias

Uma renda é um conjunto de capitais venciveis em momentos equidistantes no tempo.
Quando se trata de rendas sobre uma vida, os beneficios a pagar, qualquer que seja o
seu tipo, constituem uma renda incerta, pois o tempo de pagamentos destes depende da
sobrevivéncia de cada individuo. Nesta secgao serdao apresentados conceitos que ajudarao
a perceber os varios tipos de renda necessarios para a abordagem probabilistica do caso

em estudo.

2.5.1 Taxas de capitalizacao e desconto

Seja o prazo o espaco de tempo da aplicacdo de um capital que se expressa por multi-
plos do periodo, ou seja, da unidade de tempo. Seja o juro a remuneragao recebida pelo
empréstimo do capital.
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2.5. RENDAS CERTAS E VITALICIAS

O processo de vencimentos de juros ao longo do tempo é chamado de capitalizagao
que, consequentemente, leva a um aumento de capital. O processo inverso denomina-se
por desconto.

O acréscimo de valor que uma unidade de capital sofre ao longo de um periodo é
denominado por taxa de capitalizacao ou taxa de juro e representa-se por i. Inversamente,
a taxa de desconto, denominada por d, é o valor de reducao sofrida por uma unidade de
capital, descontada por periodo.

Considere-se o regime de juro composto.

Seja o fator de atualizagao v = ﬁ .

Denote-se i) a taxa de juro nominal convertivel m vezes. De modo idéntico, d™ é a
taxa de desconto convertivel m vezes.

Assim,

j(m)\™ )
1+i:(1+—) @(1+i)a—1:—@i<m>:m[(1+i)w—1] (2.21)
m m

3

() " (m)
l—d:(l—%) o1—(1-d)7 :%@d(’”):m[l—(l—d)rln] (2.22)

2.5.2 Rendas certas

Uma renda certa é uma renda onde os termos desta ndo dependem de um factor
aleatério, como a idade de morte ou a idade de entrada de invalidez do segurado, ou
seja, € conhecido o numero de termos da renda, e a probabilidade de cada pagamento se
realizar é 1.

Deste modo, no contexto desta dissertacao, irao ser apresentados os seguintes tipos de

renda:

* Rendas inteiras temporarias com termos constantes;
* Rendas fracionadas temporarias com termos constantes;

* Rendas inteiras temporarias com termos em progressao geométrica.

2.5.2.1 Rendas inteiras temporarias com termos constantes

Designa-se renda inteira temporaria com termos constantes quando os periodos da
taxa de capitalizacao e da renda se igualam, com nimero de termos finitos que nao variam
ao longo do tempo. Para além disto, uma renda pode ser antecipada ou postecipada.

Uma renda antecipada é uma renda em que os termos se vencem no principio de cada
periodo. Seja n o numero de periodos da taxa. O valor atual da renda tem a seguinte
expressao

2 w1 _ 10"

=140+ 40" = — (2.23)
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em que d = .

Diz-se renda postecipada quando os vencimentos dos termos da renda ocorrem no
final do periodo desta.
Analogamente a 2.23, tem-se
1-v"

A =v+v 4+ "y = — (2.24)
i

Denote-se d7; como o valor atual da renda em que a taxa de juro € i, cujo indice pode

ser omitido caso se trate sempre da mesma taxa de juro.
Nas Figuras 2.4 e 2.5 encontram-se representadas rendas temporarias, antecipada e

postecipada respetivamente, com n termos de 1 unidade monetaria (u.m.) cada.

_—
N e

Figura 2.4: Diagrama cronoldgico - Renda inteira temporaria com termos antecipados

o——
I
— =
—
S L

Z|

Figura 2.5: Diagrama cronolégico - Renda inteira temporaria com termos postecipados

Note-se que se tem
A =ap+1 -v" (225)

2.5.2.2 Rendas fracionadas temporarias com termos constantes

Diz-se renda fracionada m vezes quando o periodo da renda cabe m vezes no periodo
da taxa. Consequentemente, o nimero de termos da renda é m x n.
Suponhamos que se tem uma renda antecipada com m termos de valor % em cada

periodo anual, o seu valor atual é dado por

my 11 11 2 I 1 1-v"
=—4+—vn+—vmtd—9 m= 2.26
LI m’ d(m) ( )
Com os mesmos pressupostos, para uma renda postecipada tem-se
m 1 1 1 2 1, 1- i
= —7pYm —pym cen —_ = 2.27
ay - v+ - VM4t - v ) ( )
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Note-se que

. (m) (m) 1 1 n
— R 2.28
a = am + v ( )

Nas Figuras 2.6 e 2.7 estao representadas rendas fracionadas, antecipada e postecipada
1

respetivamente, com termos iguais a ..

1 1 1 1 1 1 1

o momom "o

[T T [
1 2 -1 +1 1
m m m m m

Periodo da renda

..(m) Periodo da taxa
%l

Figura 2.6: Diagrama cronoldgico - Renda fracionada temporaria com termos antecipados

1 1 1 1 1 1 1
I TTT T
LT T I
1 2 — 1 1
o L 2 m11m+ ne L g
m m m m m

Periodo da renda

(m) Periodo da taxa
ol

Figura 2.7: Diagrama cronoldgico - Renda fracionada temporaria com termos postecipa-
dos

2.5.2.3 Rendas inteiras temporarias com termos em progressao geométrica

Ao contrario das rendas apresentadas anteriormente, de termos constantes, as rendas
de progressao geométrica, tal como o nome indica, sdo rendas em que os termos variam
de acordo com uma progressao geométrica.

Considere-se C como o termo inicial da renda de razaor = 1 + 9, sendo 6 a taxa de
crescimento. Se r > 1 ou 0 < r < 1 os termos sao crescentes e decrescentes respetivamente.
Se r = 1 entao a renda tem termos constantes.

O valor atual da renda postecipada é dado por

-((1+6)v)" C

n-1
1
o _ k+1 k_ _ .
C(Ga)m—;v C(1+0) = Cv =g = g (2.29)
onde
P 1+i_1
" 1+0
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Assim, alterando a taxa de juro, é possivel escrever uma renda de progressao geomé-
trica como uma renda de termos constantes.

Para uma renda antecipada, de modo analogo, tem-se

c(Gi)9 = C iy (2.30)

Veja-se este tipo de rendas na Figura 2.8.

0 1 2 n-2 n-1 n
C(Ga)%I C(Gd)%l

c c(1+6) CA+0)"3 c(1+6)™2 C(1+6)"*
|
|

Figura 2.8: Diagrama cronolégico - Renda inteira temporaria com termos em progressao
geomeétrica

Note-se que para uma renda fracionada com termos em progressao geométrica tem-se

(my 1, 1 2 _
(Ga)% = Z(W F UM A LN

mxXn

1 ok

= — Tk 17/’”
m Z
k=1

mXn

1 1
:mer(er)k (2.31)

1
emquer=r"ernv= %
Deste modo, para uma renda fracionada tem-se

(m) c (m)

c(Ga)g" = ———a. (2.32)
LTI

2.5.3 Rendas vitalicias

Uma renda (anuidade) vitalicia é uma série de pagamentos equidistantes entre si, que
¢é paga enquanto o beneficiario for vivo. A renda pode ser anual, semestral, mensal ou ter
outro periodo entre pagamentos, dependendo do tipo de contrato ou pensao.

As rendas podem ser de termos constantes, os pagamentos nao se alteram, ou varia-
veis, seguindo uma progressao aritmética ou geométrica. Além disso, as rendas vitalicias
podem ser classificadas de diversas formas, contudo, no contexto da dissertagao, apenas

se irao considerar as apresentadas em seguida:
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2.5. RENDAS CERTAS E VITALICIAS

* Rendas inteiras imediatas com termos constantes;

e Rendas fracionadas com termos constantes;
* Rendas com termos a variar em progressao geométrica.

Ha, portanto, interesse em calcular o valor esperado das variaveis aleatorias corres-

pondentes ao valor atual dos pagamentos futuros, habitualmente designado por Valor

Atuarial.
2.5.3.1 Rendas vitalicias inteiras imediatas com termos constantes

Como ja foi referido, uma renda inteira é uma renda cujo periodo e o periodo da taxa
de juro se igualam. No caso de uma renda inteira imediata com termos constantes, ha
uma série de pagamentos ao beneficiario até a data da sua morte.

Recorde-se a defini¢ao de renda postecipada e antecipada, abordadas em 2.5.2.1. As-
sim, denote-se o valor atuarial duma renda vitalicia imediata antecipada por d,, em que

x é a idade do individuo. O valor atuarial desta renda corresponde a soma dos valores

atuariais de cada um dos termos. Deste modo tem-se
w—X
.. 2 - k
dy=14vpy+v°py+...0% xw_xpx:Zv kPx (2.33)
k=0

Na Figura 2.9 esta representado o diagrama referente a uma renda imediata anteci-

pada, de termos iguais a 1 u.m..
1 1 1 1 1
| \ \ | |
! \ \ | |
x x+1 x+2 w—1 W

Ay

Figura 2.9: Diagrama cronoldgico dos termos de uma renda vitalicia inteira imediata

antecipada
Denote-se por a, o valor atuarial de uma renda vitalicia inteira imediata postecipada.

O valor atuarial desta renda é dado por
w—X
2 - k
Ay =VPx+V P+ VT Py = Zv kPx (2.34)
k=1
O diagrama dos termos desta renda encontra-se representado na Figura 2.10.

Repare-se que se tem
(2.35)

dy=a,+1
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‘1 1
|

1
| |
| \
X x+1 x+2 w-—1
Ay

Figura 2.10: Diagrama cronoldgico dos termos de uma renda vitalicia inteira imediata
postecipada

2.5.3.2 Rendas vitalicias fracionadas com termos constantes

Recorde-se que numa renda fracionada m vezes o periodo da renda cabe m vezes no

s . . . \m .
periodo da taxa e com termos iguais a % Designado por agc ! o valor atuarial de uma

renda vitalicia fracionada antecipada, tem-se que

m(w—x)
Jqm 1 11 1 1 xd 1 s 1 E L
Ay :E+avr"$px+---+avpx+~--+%v m m_x_%pﬁ—%v w_xpxza £ V”’%px
=0

(2.36)
Para o calculo de & p,, considera-se a hipotese da distribui¢ao uniforme das mortes,
ou s€ja, , gy = Uqy, Conpq 0<uc<l.
Analogamente, para uma renda vitalicia fracionada postecipada tem-se

m 1 1 1 1 -1

1 k
a = —7Vm 1 + e+ —7v +.ee4+ —7 m 1 +_,UO.)7X B — ”[}mk
x - L1Px - Px - w-x—L1Px - w-xPx - k§ 1 £ Px
(2.37)

Os diagramas relativos a renda fracionada antecipada e postecipada encontram-se nas

Figuras 2.11 e 2.12, respetivamente.

1 1 1 1 1 1 1 1

m m m m m m m m

\ | | | l | | |

\ \ \ \ \ \ \ \
1 2 1 1 1

0 — — 1—— 1 1+— Ww—x—— w—Xx
m m m m m

L
Periodo da renda
L

Periodo da taxa

Figura 2.11: Diagrama cronoldgico dos termos de uma renda vitalicia fracionada anteci-
pada

2.5.3.3 Rendas vitalicias com termos em progressao geométrica

Considere-se uma renda de termos a variar de acordo com uma progressao geométrica,
onde o primeiro termo é igual a 1, e a taxa de crescimento é de 0, ou seja, a razao é de

1+ 6. Veja-se a Figura 2.13 onde esta representada esta renda, de forma postecipada.
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1 1 1 1 1 1 1
m m m m m m m

\ | | | | | | |

\ [ [ \ [ \ \ \
1 2 1 1 1

0 — — 1-— 1 1+— w—x—— w-—X
m m m m m

Periodo da renda

Periodo da taxa

Figura 2.12: Diagrama cronoldgico dos termos de uma renda vitalicia fracionada posteci-
pada

1 1+6 (1460)°72(1+6)°!
| | |

| | \ | \
+1  x+2 w-1 w

Figura 2.13: Diagrama cronoldgico dos termos de uma renda vitalicia inteira postecipada
de progressao geométrica

Pode-se escrever o valor atuarial desta renda como o de uma renda com termos cons-

tantes, alterando apenas a taxa de juro,

1 w—Xx aa(-
(Ga) = 15 ) (1+0) v ip= 725 (2.38)
k=1

onde a} é uma renda vitalicia postecipada com uma taxa de juro

o 1+1 ]
- 1+6

*
Denote-se a por ayj-.

Para uma renda antecipada, de modo analogo, tem-se

(Gi)? =it = Gyie (2.39)

2.6 Abordagem probabilistica

Para além da abordagem anterior, pode-se ainda considerar uma outra abordagem
probabilistica, que consiste em considerar uma variavel aleatéria (v.a.) que corresponde
ao valor descontado dos beneficios a pagar.

Esta abordagem tem como vantagem calcular os momentos de ordem superior a 1
para o valor atual das rendas, além do valor esperado, que ja é calculado na abordagem
tradicional. Assim, de forma a estimar os intervalos de confianca do valor atual dos be-
neficios a pagar € necessario, primeiramente, modelar probabilisticamente cada uma das
rendas em estudo, através do valor esperado e do momento de segunda ordem, com o

objetivo de calcular a varidncia das rendas no seu conjunto.
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CAPITULO 2. ENQUADRAMENTO TEORICO

Para exemplificar esta abordagem probabilistica, considerar-se-a primeiro o seguro
de vida inteira, cujo estudo sera bastante util para posteriormente serem abordadas as
rendas vitalicias.

Para o calculo atuarial das responsabilidades das diferentes pensoes é necessario re-
lacionar as rendas vitalicias, abordadas em 2.5.3, com as variaveis aleatorias K, e K;(cm)

apresentadas em 2.2.1.

2.6.1 Seguro de vida inteira

Um seguro de vida inteira proporciona ao segurado o pagamento de um capital, cujo
valor é estipulado no momento do contrato, em caso de morte deste. Suponha-se entao
que o capital seguro pago ao beneficiario com idade x, no final do ano em que a morte
ocorre, é de 1 u.m.. Visto que a data de morte do individuo é desconhecida pelo segu-
rador, o momento em que ocorre o pagamento é uma variavel aleatéria. Assim, o valor
descontado do capital seguro a pagar é também uma variavel aleatdria. Seja Z o valor

atual da indemnizacao e K, a variavel aleatoria definida em 2.2.1. Deste modo tem-se

7 =&t (2.40)

Na Figura 2.14 esta representado o valor descontado do capital seguro de (x).

1
|
|
x x+1 x+K, x +K,+1

Figura 2.14: Diagrama do valor descontado num seguro de vida inteira

A fung¢ao massa de probabilidade de Z é dada pela fun¢ao de probabilidade da v.a. K,

expressa em 2.10. Logo tem-se

Pr|Z =o' =Pr[K, =k] = yg,, k€N, (2.41
[ 4

O valor esperado de Z é o valor descontado do montante esperado que o segurador ira

pagar ao beneficiario no fim da sua morte. Assim,

Ay =E[Z] = E[v"*] = ivk” K4 (2.42)
k=0

Denote-se A, o segundo momento de Z em que a taxa de juro, comparando com a

taxa de juro i em Ay, é (1 +j) = (1 +i)%. Assim,
24, =E[2?] = E[v®K+ V] = E [(vZ)K"“] (2.43)
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2.6. ABORDAGEM PROBABILISTICA

Logo, a variancia de Z é

V[Z]=E[2?]|-E[Z) = *A, - A} (2.44)

Considere-se agora um seguro de vida em que o capital seguro é pago ao beneficiario
no final do m-ésimo periodo do ano em que a morte deste ocorre. Note-se que para um
seguro de vida inteira basta considerar m igual a 1.

Seja Z!"™ o valor descontado do capital seguro e K,(Cm) av.a.indicada em 2.2.1. Assim,

(m)
Zm) = K" (2.45)

Na Figura 2.15 esta representado o valor descontado do capital seguro de (x).

1

| | | \
[ \ \ \

(m)
x x+ = x+ Ky x+K,§m)+%

Figura 2.15: Diagrama do valor descontado num seguro de vida fracionado m vezes

A fungao massa de probabilidade de Z,(Cm) ¢ dada pela fungao de probabilidade da v.a.

K™ expressa em 2.2.1. Desta forma tem-se

1 2
Pr[Z(m):vk‘F%]:PrI:K,((m):k:I: kliqx, kzo,a,a,... (246)

O valor esperado e o momento de segunda ordem de Z") sao dados por

[ee]

(m)
k:O mtm
240~ E [z<m>2] _E [MK)(«"’”%)] (2.48)
Logo a variancia de Z(™) ¢
2 2
v]zm]=E [z<m>2] ~E[z] = 240" - Ay (2.49)

2.6.2 Formulacao probabilistica para renda vitalicia inteira

Defina-se a v.a. W por

W=2v0+v! 407+ 408 =g (2.50)

Por (2.23) e (2.40) tem-se

. 1-vK+l 17
IR +11~ P = (2.51)

21



CAPITULO 2. ENQUADRAMENTO TEORICO

Utilizando (2.42), o valor esperado d,, cuja expressao foi apresentada na equagao

(2.33), é expresso da seguinte forma

. . 1-E[Z] 1-A
iy = E[W] = E [dg ]| = d[ I - (2.52)
Pela definicao de valor esperado tem-se que

k=0
Repare-se que, atendendo a Dickson et al. (2009),

(o) (o)

de Kdx = ka kPx (2.54)

k=0 k=0
Para a variancia, utilizando (2.44) tem-se

1-Z]1 V[Z] 2%A,-A2
VW=V = = * 2.55
(W] [ d ] d? d? ( )
2.6.3 Formulacgao probabilistica para renda vitalicia fracionada
Defina-se a v.a. W™ por
1 1 1 1 gm
W = Z 04~y g — i g — K = g™ (2.56)
m m m m K)(Cm)Jr%
Por (2.26) e (2.45) tem-se
(m) 1-oK" s 1z
A = (2.57)
L 40m) 40m)
De forma analoga a (2.54), para uma renda fracionada, atendendo a que
D ELds= P (2.58)
k=t
tem-se,
] am) Nk
L B MRS S =
X m :0 m m =

Para o calculo de k14, considere-se a hipotese da distribui¢do uniforme das mortes.
mtm

Por (2.47), o valor esperado dﬁ{”), cuja expressao foi apresentada na equagao (2.36), e a

variancia sao dados por

> 1-E z<m>] (m)
.(m) .(m) _ m)] _ [ _ 1-A,
ay = ;aﬁ+}n k|1 —E[W ]_ o == (2.60)
) 1—z(m V[z<m>] 2,4(m) —Aﬁ{”)z
m = - —
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2.7. TEOREMA LIMITE CENTRAL

2.7 Teorema Limite Central

O Teorema Limite Central (TLC) é um resultado importante para obter intervalos de
confianga, neste caso, das responsabilidades com as pensoes a pagar futuramente. Desta
forma, sera enunciada uma versao deste para variaveis i.i.d. e uma extensao desta, para

variaveis somente independentes.

2.7.1 Teorema Limite Central para variaveis i.i.d.

Seja X1, X>,...,X,,... uma sucessao de variaveis aleatorias independentes com a mesma

2

distribuicdo (identicamente distribuidas), com média y e variancia 02, com 0 < 02 < co.

Se S, =) ;_, X entao
S _
Z, onTMH AN(0,1)

-

ou seja, a v.a. Z, tem uma distribui¢ao que converge para a Normal reduzida quando
n— oo.

Note-se que num Plano de Pensoes os participantes apresentam caracteristicas diferen-
tes, tal como a sua idade, tempo de servico passado e futuro ou outros aspetos. Também
a cobertura que irao receber no futuro, ou a que estao a receber no presente, difere. Desta
forma, as variaveis aleatorias dos valores descontados que os participantes poderao vir
a receber irao ser independentes, visto que a cobertura que cada individuo detém ou
detera nao depende de nenhuma informacgao ou caracteristica de outro, mas nao serao
identicamente distribuidas. Posto isto, ndo é possivel aplicar o TLC para variaveis i.i.d.

na construcao dos intervalos de confianca.

2.7.2 Teorema Limite Central de Lyapounov

Seja {X,,} uma sucessao de variaveis aleatdrias independentes, com

n
pn=E[X)), op=V[X,]<w, sp=) o} (2.62)
i=1

Suponha-se que |X,, — p,|>*° é integravel para algum & positivo. Seja a condicao de

Lyapounov dada por

n

. 1

Yim ) e E Xl =0 (263
n

k=1

Se (2.63) se verificar entdo

i1 Xi—YisiMi g

2
i

(0,1)
i1 0
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CAPITULO 2. ENQUADRAMENTO TEORICO

Este teorema é apresentado como corolario do teorema de Lindeberg, que pode ser
consultado em Billingsley (2012).

Visto que este teorema garante que a distribuicao da soma de variaveis independentes
converge assintoticamente para a Normal reduzida, se se garantir a condi¢ao de Lyapounov,
deve-se utilizar este teorema para a construcao dos intervalos de confianca, pois nao é

necessario considerar que as variaveis sejam identicamente distribuidas.
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3

MODELAGCAO DAS COBERTURAS

Neste capitulo sera apresentado a modelacao do problema, de acordo com o enqua-
dramento tedrico exposto anteriormente, que servira para aplicar no caso pratico. Ini-
cialmente, com base nas abordagens probabilisticas tratadas no Capitulo 2, sera feita
uma modelagao das varias coberturas em estudo, em que se obtera o valor esperado, o mo-
mento de ordem dois e a varidncia das coberturas. Por tltimo, determinar-se-ao intervalos

de confianca para o calculo das responsabilidades.

3.1 Cobertura de reforma por velhice

Considere-se TSF como o tempo de servigo futuro, ou seja, é o tempo até um individuo
se reformar por velhice, com TSF > 0.

Denote-se Y; como a variavel aleatéria que representa o valor atual do pagamento a
fazer ao participante em caso de reforma por velhice, pago uma vez ao ano. Assim, Y; é

dado por

Y, =vTF C(x,TSP)(Gd)Ie(xHW X Iix >TsF) X {1, >TsF) (3.1)

onde

* C(x,TSF) representa o beneficio da pensao anual do participante a idade da re-

forma;
* Iix >TsF) representa a funcao indicatriz, considerando que (x) falece depois da INR;

* Ij; >TsF) representa a funcao indicatriz, considerando que (x) nao se invalida até a
INR.
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CAPITULO 3. MODELACAO DAS COBERTURAS

Note-se que se tem uma renda antecipada de termos em progressao geométrica pois o
valor da pensao do participante vai aumentando, devido a taxa de crescimento de pensoes

6. Recorde-se que, por (2.30),

C(x,TSF)(Ga)m Cde+1—TSFi* (3.2)
com i* = 11% -1.
Deste modo, Y; é
Y1 = C(x, TSF)VTSF dmi* X I{KXZTSF} X I{IXZTSF} (3.3)

Visto que a pensao s6 é paga caso o individuo se mantenha ativo na empresa até a
INR, é necessario ter em conta a probabilidade do individuo nao se invalidar nem falecer,
utilizando uma tabua liquida.

Assim, ha um pagamento de uma renda até ao individuo morrer, que é paga a partir
do momento em que atinge a INR.

Deste modo, o valor que é esperado pagar é

> .o T
E[Vi]=) ClxTSF)o™Firq rsept jd Nk

i=0
/ . (3.4)
T ..
= C(x, TSF)UTSF TSFng ) Zﬂﬁi* ”QYIT;)R
j=0

A probabilidade do beneficio ser pago é dado por TSFpiT), ou seja, utilizando a tabua
liquida, é a probabilidade de (x) se manter ativo na empresa até a INR.
Note-se que se tem

(m) "(m)

jI4INR = JI9INR (3.5)

uma vez que a partir da INR ja nao é considerado a invalidez, ou seja, s6 se considera o

decremento por morte.

Assim,
T = . ’
E [Yl] = C(X, TSF)UTSF TSFng ) Z&lmi* ]|q1(1<1n1)z
i=0 (3.6)

T) ..
= C(x, TSF)vTsF TSPch )aINR|i*

O momento de segunda ordem ¢é dado por

E[Yf] - Z(C(x,TSP)vTSF dﬁi*)z TSFpgcT)]'quITI)R
=0

(o)

:(C(x,TSF) TSF TSFPx Z “ﬂz |qINI)2
j=0
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3.1. COBERTURA DE REFORMA POR VELHICE

Repare-se que

c m) .2
Z “ﬁz ]|qINR =E [“mi*]

.. 2.
=V [aKINR+1 i*] +E [aKINR"'l i*]
Por (2.52) e (2.55),

E [dmiw] = dINR)i* (3.9)

V[ig—mi| = *Arve ~Afyr (3.10)
KINR+1i* - d2 .

2 —
INR

A=A} . ~ . . . ~
em que — M| ¢ uma notacao considerando a taxa de juro i* em toda a expressao,

l‘*
ou seja, no calculo de 2A;yg, A%NR e d? considera-se i*.

Logo
= 2AiNg - A?
"(m) INR INR .0
Z “ﬂz ]|qINR = 72 tAINRi* (3.11)
j=0 i*
Por fim,

2 TSF\2 (T) ZAINR_A%NR
E[Yllz(C(X:TSF)V ) TSFPx |~ 3

+di1¢|#] (3.12)

l‘x-

Assim, a variancia desta cobertura é dada pela seguinte expressao

V[vi]=E[Y?|- E*[Y]
2AINR_A%NR (3.13)

2 T
= (C(x, TSF)v"*F) TSP )( 7

)\ .
+ (1 -~ TSFPi ))a%NRIi*)

ia(-

. (m) ., ~
Seja Y, ' a mesma variavel para m pagamentos de pensoes por ano. Note-se que, neste
caso, como se esta a considerar uma taxa anual de crescimento de pensoes 6, é necessario

reformular a renda, para que haja apenas crescimento de pensées de ano a ano.
m)x1
K4 L

nada com crescimento de pensoes de ano a ano, tem-se o correspondente valor atual

Considerando o ajuste descrito anteriormente, e denotando i a renda fracio-

K,(Cm)xm

k

. (m)x1 \\fJ vm
a = 1+0)L"d — 3.14
o ; (1+o)b— (3.14)



CAPITULO 3. MODELACAO DAS COBERTURAS

Entao,
I;igcm)ﬂ: [ ]:Za(]m *11 LL )
x o i=0 z s
(3.15)
SEES 5] (m)
{;ZH@ v
j=0 k=0
Assim,
(m) vTSE; ( )
YI C(x TSF) XI{K}C"')ZTSF} XI{I,(("')ZTSF} (3.16)

(m) 1
K '+ L_TSF
De forma analoga a Y; e considerando a reformulagao, o valor esperado e 0 momento

de segunda ordem sao dados por

m] v TSF {m)1 (T) (m)
E [Y1 ] = C(x,TSF)v TSFPx ~ ijL9iNR
2, EC (3.17)

]
m)x1
Clx, TSF)vTSF rgppl a0

00 2
(m?] _ TSF\2 (T) ()1 (m)
E[Y1 ]— (C(x,TSF)V ) TSFPx E (ﬂ—w i*) 111 4INR (3.18)

L4 1 m
]‘:0 m ' m

(m)

A variancia de Y| ¢ entao dada por

2
v [Yl"”)] —F [Yl("” ] _E? [Yl("‘)] (3.19)

3.2 Cobertura de reforma por invalidez

Seja I, a variavel definida em 2.3.1. Denote-se Y, como a variavel aleatdria que repre-

senta o valor atual do beneficio da reforma por invalidez.

Y, =vh o )(Gﬂ)ﬁ X Ik >1.) % i1 <TsF) (3.20)

onde

* C(x,I,) representa o beneficio da pensao anual do participante a idade da reforma

por invalidez;

* Iik >1,) representa a funcao indicatriz considerando que (x) falece depois da idade

em que se invalida;

* Ij; <rsr) representa a funcao indicatriz considerando que (x) se invalida antes da
INR.
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3.2. COBERTURA DE REFORMA POR INVALIDEZ

Note-se que, de forma semelhante a cobertura de reforma por velhice, aqui também
se ira considerar uma renda, neste caso postecipada pois esta-se a considerar um paga-
mento, em caso de reforma por invalidez, feito no final do ano, com termos em progressao

geométrica devido a taxa de crescimento de pensoes 6. Por (2.29),

C
6 = ———
C(G”)ﬂ = 1104 (3.21)
Deste modo tem-se
C(x, 1)
Y, = 1+0 vl ag —ri- X Lk, 21} X I{1,<TSF) (3.22)

Tal como na cobertura de reforma por velhice, o valor esperado é expresso da mesma
forma, no entanto é necessario considerar que o individuo s6 recebera a sua pensao caso

se invalide antes da INR. Assim, o valor esperado de Y, é expresso por

TSFi-1 oo

T) (d) - "(m)
E[YZ]: Z ZC x] V]]px qx+] 1+16 k‘quiy—r;
k=
=0 k=0 (3.23)
TSFX—l Clw,j)
= ]_Zd 1+0 v]]px qx+] kaajl k| qx+]

A probabilidade do beneficio ser pago é dado por ijT) qur)j,

liquida, tem-se o produto da probabilidade de (x) manter-se ativo na empresa até ao mo-

ou seja, utilizando a tabua

mento da invalidez, com a probabilidade de ele se invalidar no momento j, considerando
aqui o decremento de morte.

Visto que ha pouca informacao acerca das tabuas de mortalidade para invalidos e
geralmente nao se considera uma diferenca entre estas probabilidades e as probabilidades
comuns, ir-se-a considerar a tabela de mortalidade para invalidos a tabela de mortalidade

comum, isto é

d _'(m) "(m)
k| qx+j = k|qx+j (3'24)

Assim, pode-se expressar o valor esperado de Y, como

a- )

j=0

(4)
vJJpx Gyt Gl (3.25)

Para o momento de segunda ordem tem-se

TSF,-1 ~
) (1) (d) a4 (m)
- Zo ;( %] 1+6) PP e Kl T
]
" Cwi) V@ 2 m) 20
53 ; m
= ]—Zd (1+6 7}]) jPx Ay ;(aﬂi*) K9+
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CAPITULO 3. MODELACAO DAS COBERTURAS

A semelhanga de (3.8), para uma renda postecipada,

N (2
Z(aﬂi*) k|qxf; =V [ami*] +E? [ami*] (3.27)
k=0

Repare-se que, por (2.25), (2.52) tem-se

2
.. 21 ..
E [(“mi*) ] =V [aﬁm“ i — 1] +E [aﬁw“ e — 1]

_ .. 21 . ..
=V [QKWH i*] +E [aKﬁjﬂ i*] —2E [QKWH i*] +1 (3.28)
2 2
_ A’“’f _AX+j .2 2 1
- 42 il jlie T Sl t
l‘x-

Daqui resulta

X+j

d2

TSF,-1 ) 2 24 _ A2
C(x,j) (T) (d) X+]
2] _
)= ) (S ) el |

AT = 2+ 1] (3.29)

x+jli*
Com os resultados obtidos, a variancia é dada por

V(Y] = E[Y7]|- E*[Y,] (3.30)

. m .z o] ,
Seja Yz( ) a mesma variével aleatéria para m pagamentos ao ano. De forma analoga a

(3.14), para uma renda postecipada tem-se

K)(Cm)xm

s ol
x k=1

Assim,

m) 10 (el
Y™ Z e 105 a I
" = 1) S

x I (3.32)

) (1" <TSF}

K¢

Analogamente, o valor esperado e o momento de segunda ordem sao dados por

TSExm-1 oo . _
E[Yz(m)]z Z ZC(x,{#J)v'L" %PECT)%OIS)% a(;)*l iéqiﬂ
TSF];Om—l . . , | (3.33)
= 3 el i
’ TSF,xm—-1 . ) 00 2
0 B ST PN T B
j=0 " k=0 ™ e



3.3. COBERTURA DE SOBREVIVENCIA

3.3 Cobertura de sobrevivéncia

Considere-se K, a v.a. definida em 2.2.1 e K;, a mesma v.a. para um individuo de idade
. Seja (x) o participante do Plano de Pensoes e (y) o conjuge deste. Se (x) falecer antes
de atingir a INR, (y) recebera uma pensao no término do ano em que ocorre a morte de
(x). Novamente, ter-se-a uma renda postecipada de termos em progressao geométrica,

considerando a taxa de crescimento de pensoes 6.

Para o cOnjuge (y) ter direito a receber a pensao de sobrevivéncia , (x) tera de falecer
antes da INR e de (y). Também sera necessario considerar a probabilidade  de (x) estar

casado.

Denote-se Y3 como a variavel aleatéria que representa o valor atual do beneficio em

caso de morte do participante.

Y; = v C*(x,KX)(Gﬂ)Z_m X ik <k} ¥ Iik <TsF} X Ij(x) casado)
C*(xr Kx) K

= 1.0 Y KKl * Ik <k} X Iik, <TSF) X I{(x)casado)

(3.35)

onde
* C*(x,K,) representa o beneficio da pensao anual a pagar a (y) a idade de morte de
(x);
. I{szKy} representa a fun¢ao indicatriz considerando que (x) falece antes de (p) ;

* Iix <rsF) representa a funcao indicatriz considerando que (x) falece antes da INR;

* Ij(x)casado) TEPTESENta a funcao indicatriz considerando que (x) € casado.

Semelhantemente as outras coberturas, o valor esperado de Y3 é expresso da mesma
forma, considerando-se aqui que o beneficiario do individuo s6 podera adquirir a sua

pensao caso o participante faleca antes da INR. Assim, o valor esperado de Y3 é dado por

TSF,-1 oo
* . 1 ak'* "(m)
E[Ys;] = > EC(x,])vzjlqim)ﬂ—lj;k+j|qy(m (3.36)
j=0 k=0

em que f3 € a probabilidade do individuo estar casado.

Note-se que se tem (3.37), pois a probabilidade do individuo falecer aos x + j anos,
tendo em conta o decremento de invalidez, é o produto da probabilidade deste se manter

ativo até x + j anos e nesse ano falecer considerando o decremento de invalidez.

) (1) |
aa" = it qx"f} (3.37)

31
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Entao,
O 1, (m)
y H m (m "(m
Elsl= ) “1og vipe 4B ) agena,’]
j=0 k=0
TSF,-1 . (3.38)
3 C'(xj) i (1) (m) , “(m)
= Z oo U iPx Gesj PPy Gy
j=0

A probabilidade do beneficio ser pago é dada por ijT) qi’f} ﬂjp;(m)

, ou seja, utilizando
a tabua liquida, tem-se o produto da probabilidade de (x) se manter ativo na empresa
até a data de morte, a probabilidade de ele falecer no momento j, considerando aqui o
decremento de morte, a probabilidade do conjuge estar vivo e também a probabilidade
do participante ser casado.

O momento de segunda ordem ¢é dado por

TSF,—1 , 2 -~
C*(x,]) ; (T)
2
E[Y3]_ Z ( 1+0 v]) jPx x+] ]Py ; ”Tl k|qy+] (3.39)
]_ =

De modo analogo a (3.28)

.. 21 ..
Z “Tz k|q3}+] = V[aKy+]-+1i* - 1] +E [“Kw-ﬂi* - 1]
k=0
2A e (3.40)
At M 0 ) B S S R
42 . y+jlit v+l
i
Logo o momento de segunda ordem é
TSF,~1 C'(x,j) 2
2 1) (T) (m) (m)
E[v7]= Z ( 140 V]) jPx " 4xij B Py
/=0 (3.41)
Ay Ayl o
l'x-
Seja Yém) a mesma variavel para m pagamentos ao ano.
Vi = O, K vS a0 I I 3.42
3 = (xr x)v X {K <K }X { <n} X 1{(x)casado} ( . )

K}(}m)iK)(cm)

Analogamente, o valor esperado e o momento de segunda ordem sao dados por

( TSF xm—1 j ) ) 0 (
m) . LM (m (1 K
A ot o
]:0 m k:0 m
(3.43)
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3.4 Valor esperado e variancia das trés coberturas

Seja Y =Y; + Y, + Y3 a notacao para o conjunto das coberturas. Isto significa que, ao
assumir Y como o valor atual dos beneficios a pagar, considera-se que os participantes
poderao receber uma pensao caso se reformem por velhice ou por invalidez, ou entao,
caso falecam antes da INR, os cOnjuges receberao uma pensao até ao momento da sua
morte. No entanto, as coberturas nao sao compativeis, sendo que qualquer participante
nao pode receber mais do que uma pensao.

O valor esperado do conjunto das coberturas é dado por

E[Y]:E[YI+Y2+Y3]:E[Yl]+E[Y2]+E[Y3] (345)

A variancia do conjunto das coberturas em estudo pode ser obtida pela seguinte

formula

V[Y] = V[Yl + Y2 + Y3] = V[Yl] + V[Yz] + V[Y3]+
2cov(Y1,Ys) + 2cov(Yy, Y3) + 2cov(Ys,, Y3)

(3.46)

na qual a covaridncia, para quaisquer variaveis Y; e Y;, com i # j, ¢ dada pela seguinte

expressao

cov(Y;,Y;) = E(Y; ;) - E(Y;) E(Y;

LY i) (3.47)

Observe-se que, para qualquer par das coberturas por reforma de velhice, invalidez ou
sobrevivéncia, E (Yi Y]-) é igual a 0, devido ao facto das coberturas serem incompativeis.

Assim, a variancia do conjunto das coberturas é dada por

VIY]=V[Y; + Yo+ Y3] = V[V ]+ V[V, ] + V[Y3]- (3.48)
2E(Y1)E(Yy) = 2E(Y)E(Y3) = 2E(Y,)E(Y3) .

3.5 Intervalos de confianca

No que se segue, inicialmente sera analisada a aplicacao do teorema de Lyapounov,
enunciado em 2.7.2, ao caso em estudo. De seguida, ir-se-ao determinar intervalos de
confianga, aplicando o teorema de Lyapounov, para as responsabilidades dos beneficios a

pagar, para cada participante de um Plano de Pensoes.
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3.5.1 Aplicagao do teorema de Lyapounov

Antes de se poder determinar os intervalos de confianca, é necessario confirmar que se
esta na condigao de aplicar o teorema ao caso em estudo. Em Tomas (2015), no subcapitulo

5.2 encontra-se a demonstragio para Z = vXrt!

, que vai de encontro com as coberturas
em estudo. Desta forma, para o caso fraccionado, a demonstracao sera analoga. Assim,

poder-se-a aplicar o Teorema de Lyapounov ao caso em estudo.

3.5.2 Intervalos de confianca para as responsabilidades

Considere-se n 0 numero de pessoas do Plano.
Denote-se a variavel aleatoria T como o total dos valores atuais dos beneficios dos

participantes na carteira, expresso por

n

n
T:ZYk:Z(Y1k+Y2k+Y3k) (3.49)
k=1

k=1
em que Y, com j = 1,2,3, refere-se as varidveis aleatorias que representam o valor atual
dos beneficios de cada uma das coberturas.
Visto que as variaveis Yy sao independentes, nao identicamente distribuidas e se veri-

fica a condicao de Lyapounov, entao

T-E(T) ,
T N(0,1) (3.50)
Note-se que
E(T):E[ Yk]: E(Yy) =) (E(Y1,)+E(Yy)+E(Y3,)) (3.51)
k=1 k=1 k=1
V(T)=V y Yk]:iV(Yk):iV(YlkJrszJrng) (3.52)
k=1 k=1 k=1

Seja a o nivel de significancia e zg o valor critico. Para a construgao de um intervalo

de confianca a (1 — a) x 100%, para os membros do Plano tem-se

T—-E(T)
<———< Za ©
V(T) (3.53)
E(T)- V(T)xz% <T SE(T)+\/V(T)><Z%
Se se pretender estimar o intervalo de confianca das responsabilidades para cada

cobertura, basta considerar

n
T = Zyik i=1,23 (3.54)
k=1
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CASO PRATICO

Neste capitulo serao aplicados os calculos anteriormente feitos no Capitulo 3, com o
apoio dos conceitos e métodos descritos em 2. Os dados que se irdo trabalhar sao reais
e provém de uma entidade portuguesa. Deste modo é necessario, inicialmente, ter em
conta consideracoes e pressupostos para poder obter os calculos desejados. De seguida,
sera feita uma analise aos dados, retratando as variaveis mais importantes numa avaliagao
atuarial. Por ultimo, serdo calculados os valores esperados e variancias das coberturas em
estudo, de modo a se poder estimar os intervalos de confianca para as responsabilidades.

Para os calculos e graficos apresentados neste capitulo foram utilizados os softwares
Excel e o RStudio.

4.1 Consideracoes do Plano de Pensoes

Os dados para o plano de pensoes analisados contém informacoes relativamente a
cada membro activo da empresa, como o sexo, data de nascimento, data de admissao na
empresa, salario anual e a idade atuarial de cada membro ativo e do seu conjuge. De
acordo com “REAL VIDA SEGUROS” (s.d.), entenda-se por idade atuarial "a idade, em
anos inteiros, mais proxima do aniversario (passado ou futuro) da pessoa segura".

Todos os membros ativos na empresa sao elegiveis para este plano, de beneficio de-
finido. Assim, todos os trabalhadores estao sujeitos ao recebimento de um beneficio de
reforma por velhice ou invalidez, ou ao beneficio pago ao conjuge, em caso de morte
deste.

Denote-se por S, o salario anual a idade x. O beneficio em caso de reforma por velhice,

denotado por C(x, TSF) é dado pela seguinte expressao

C(X,TSP):O,SXSINR_l (41)

Seja j o momento em que o individuo se invalida. O beneficio a receber na idade em

que o individuo se reforma é

C(x,j) = 0,8xS; (4.2)
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Seja i 0 momento em que o individuo falece. O beneficio a pagar ao conjuge em caso

de morte do participante antes de atingir a INR, a idade de morte, é expresso por

C*(x,i)=Rx 0,8 x S; (4.3)

em que R representa a percentagem de reversibilidade da pensao para o conjuge.

4.2 Analise dos dados

E importante, numa avaliagao atuarial, ter em atencao determinadas caracteristicas da

populacao em estudo. Na tabela 4.1 observam-se varios aspetos da populacao.

Tabela 4.1: Estatisticas dos membros ativos

Total de ativos 141
Idade média (anos) 49.142
Idade média do conjuge (anos) 47.035
Salario anual médio (€) 15 795.01
Tempo de Servigo Passado (TSP) médio (anos) 20.113
Tempo de Servigo Futuro (TSF) médio (anos) 16.858

De modo a aferir a necessidade de usar tabuas de mortalidade diferentes, dependendo
do sexo, é essencial analisar a percentagem de membros do sexo masculino e feminino. Na

tabela 4.2 é possivel ver o nimero dos ativos pelo sexo, assim como as suas percentagens.

Tabela 4.2: Total de ativos por sexo e suas percentagens

Sexo Total | Percentagem
Masculino | 120 85.11%
Feminino 21 14.89%

No grafico da Figura 4.1 é possivel observar a distribui¢ao das idades por sexo. No caso
dos ativos do sexo feminino, a maior incidéncia é entre os 36 e 0s 50 anos. Ja nos ativos do
sexo masculino a maior percentagem encontra-se nas idades compreendidas entre os 56 e
60 anos. De um modo geral, a maioria dos membros estao numa idade compreendida dos
41 aos 45 anos. Até aos 30 anos, apenas existem membros do sexo masculino a trabalhar

na empresa.
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Figura 4.1: Piramide etaria dos membros ativos

No grafico da Figura 4.2 encontram-se os salarios médios anuais por classes de idade

e por sexo. E de notar que, até a idade de 55 anos, os ativos de sexo feminino auferem de

um salario mais alto. Numa vista geral, a classe de idades dos 56 aos 60 anos ¢ a classe

que tem um maior salario, comparativamente ao resto das classes.
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Figura 4.2: Salario médio anual por classes de idade e sexo

4.3 Pressupostos Atuariais

Na tabela 4.3 encontram-se os pressupostos assumidos para o plano de pensdes em

estudo.
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Tabela 4.3: Pressupostos atuariais do Plano de Pensoes

Data de avaliagao 31/12/2020
Tabela de mortalidade 100 % TV88/90
Tabela de invalidez 100 % EKV80

Taxa de juro 1%

Taxa de crescimento salarial 0.7%
Numero de pagamentos 12

Reversibilidade 60%

% de casados 90%

INR 66 anos

Note-se que a INR é de 66 anos, contudo, a tltima idade da tabela de invalidez EKV 80
¢é de 64 anos. Posto isto, foi necessario estimar a probabilidade de invalidez aos 65 anos,
através de uma regressao linear.

Através do Excel e utilizando os altimos oito valores das probabilidades de invalidez,

foi obtido o valor de 0.0681 aproximadamente.

4.4 Valor esperado e variancia das coberturas

Para o calculo dos intervalos de confianga dos valores atuais dos beneficios, para todos
os participantes do Plano, é necessario conhecer previamente os valores esperados e a
varidncia de cada cobertura. Para isto, com o auxilio do RStudio, utilizando o package
lifecontingencies, obteve-se os resultados das tabelas 4.4 e 4.5, para o caso dos paga-
mentos serem anuais e mensais, respetivamente. Apesar de se considerar rendas mensais
(m =12), o salario anual é repartido por 14 vezes ao ano. Note-se que, para o calculo do

valor esperado e da variancia das trés coberturas, aplica-se (3.45) e (3.48).

Tabela 4.4: Valor esperado e variancia dos valores atuais dos beneficios das diversas
coberturas, em euros, com pagamentos anuais

Cobertura E(T) V(T)
Reforma por velhice | 19895068 | 2762124000000
Reforma por invalidez | 10880860 | 2859117 000 000
Sobrevivéncia 1280 284 550 632 724 058
Trés coberturas 32056212 | 1837478000000

Tabela 4.5: Valor esperado e variancia dos valores atuais dos beneficios das diversas
coberturas, em euros, com pagamentos mensais

Cobertura E(T) V(T)
Reforma por velhice | 19355448 | 2656451 000000
Reforma por invalidez | 10137 372 | 2592951 000 000
Sobrevivéncia 1209176 507 049 443 024
Trés coberturas 30701996 | 1749460000000
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4.5 Intervalos de confianca para as responsabilidades

Tendo apenas em consideragao o caso de pagamentos anuais, construiram-se intervalos
de confianga para as diversas coberturas.

Para a construgao de um intervalo de confianga a 95% para a responsabilidade dos
beneficios a pagar, é necessério considerar o quantil de ordem 1 - %02 da distribuicdo
Normal (0,1), ou seja, zg g5 = 1.96 .

Assim, utilizando a expressdo 3.53, para a cobertura de reforma por velhice tem-se

19895068 — V2762 124000 000 x 1.96 < T; <19 895 068 + V2 762 124 000 000 x 1.96
16 637619 < Ty <23152517
(4.4)
Deste modo, o total dos beneficios a pagar com os participantes ativos sera entre
16 637 619€ e 23 152 517€, para um nivel de confianga de 95%.

De modo analogo, para a cobertura de reforma por invalidez tem-se

10880860 V2859117 000 000x 1.96 < T, <10 880860+ V2859 117 000 000 x 1.96

7566711<T,<14195009
(4.5)
Assim, dever-se-a contar com pelo menos 7 566 711€, com um nivel de confianga a
95%, para as responsabilidades em caso de invalidez do participante.
No caso da cobertura por sobrevivéncia, o intervalo de confianca dos valores atuais

dos beneficios é dado por

1280284 —v550632724058x1.96 < T5 < 1280 284+ V550 632 724 058 x 1.96
-174126.8<T5<2734695

Visto que as responsabilidades nao podem ter um valor negativo, o total a pagar devera
ser, a um nivel de confianca de 95%, inferior a 2 734 695€.

Para as trés coberturas, o intervalo de confianga, a uma confianca de 95% é

32056212 - V1 837 478 000 000 x 1.96 < T < 32 056 212+ V1 837 478 000 000 x 1.96

29399361 <T <34713063
(4.7)
Considerando entdao todas as coberturas, o valor atual dos beneficios totais esta no
intervalo entre os valores de 29 399 361€ e 34 713 063€, para um nivel de confianca de
95%.
Caso se queira calcular intervalos de confiang¢a para outro conjunto de pessoas, como

por exemplo apenas para pessoas do sexo masculino, basta considerar, em (3.49), n = 120.
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CONCLUSAO

Nos altimos anos tem-se verificado um aumento da esperanca de vida e uma dimi-
nui¢ao da taxa bruta de natalidade, levando a que a populagao esteja cada vez mais
envelhecida. O sistema de previdéncia social publico de Portugal podera vir a enfrentar
dificuldades no financiamento das pensdes, pois sao os correntes ativos que financiam as
pensoes atuais dos pensionistas. Deste modo, sao cada vez mais procurados os sistemas
de pensoes privados. O papel de um atuario é de elevada importancia pois € necessario
garantir uma estabilidade financeira e supervisionar o financiamento do Fundo.

Esta dissertacao tinha como objetivo calcular a variancia para coberturas de sobrevi-
véncia, considerando uma reversibilidade dos beneficios, reforma por velhice e invalidez.
Para além disso, procurou-se também, através do valor esperado e da variancia, cons-
truir intervalos de confianga de forma a obter uma precisao maior das estimativas dos
beneficios futuros.

Recorrendo a uma abordagem probabilistica, onde o valor atuarial de uma renda
vitalicia pode ser visto como o valor esperado de uma variavel aleatéria que depende do
tempo de vida futura de um individuo, foi elaborada uma modelagao das coberturas de
forma a calcular os momentos e, assim, a variancia. Para por em pratica estas metodologias,
consideraram-se dados reais de um Fundo de Pensoes, ao qual se aplicou um Plano de
Pensoes ficticio com as coberturas em estudo. Os resultados obtidos nao poderao ser
extrapolados para qualquer populagao ou Plano considerado, no entanto, a abordagem
probabilistica e a modelacao do problema pode servir como base para outro tipo de
coberturas ou populagao. Com este trabalho é entao possivel obter intervalos de confianca
para qualquer cobertura, sendo um resultado bastante importante no campo dos Fundos
de Pensoes, pois permite ter uma melhor estimativa dos valores atuariais dos beneficios,
garantindo um melhor financiamento das responsabilidades.

Para além do que foi feito, existem ainda varios caminhos e considera¢oes que podem
ser realizados e abordados, contribuindo assim para uma analise mais detalhada de uma

avaliagao atuarial. Note-se os seguintes:

1. Estimar a variancia e obter intervalos de confianga para as mesmas coberturas em

estudo, considerando uma populacao de pensionistas e diferidos;
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2. Estimar a variancia e obter intervalos de confianca para uma cobertura de pré-

reforma;

3. Estudar a situacao em que os beneficios em caso de morte do participante seriam
pagos imediatamente apds a morte deste, sendo portanto necessario considerar uma

variavel aleatoria continua do tempo de vida futura.

Para além destes, poderao ser desenvolvidos outros trabalhos, contudo os acima referi-

dos foram os que suscitaram maior interesse ao longo do desenvolvimento da dissertacao.
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