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2.1. FUNGOES CONVEXAS E CONCAVAS CONJUGADAS

2.1.1. Funcdes convexas conjugadas: definigao e interpretagﬁo'

geometrica

Como nota ROCKAFELLAR (1970, p. 102), h3 duas formas alter
nativas de céraéteriiar qualquer curva ou superficie cjassica: ou
como © 1ugar geométrico dos seus pontos, isto &, a curva por ela
propria, ou entdao como o envelope das suas tangentes. Esta duali-

dade de possiveis formas de encarar a mesma curva ou superficie

“vai levar, no caso da analise convexa, a nogdo da fungao conjuga-

da. Com efeito, no coroelario 1.1.6.1.1 estabe]ggemos que um con-
junto convexo fechado pode ser encarado como.éfintersecgﬁo de to-
dos ©0s semiespacos_fechados que o contém.'Pédemos, por isso, enca
rar o epigrafo de uma fungéo-convexa fechada (que @-um coénjunto
convexo fechado) como agintersecgdo dos semiespagos fechados de

'RM'E que o contém. A seguinte proppsigﬁo pernite fazer a transpo-

! para uma linguagem de

-si¢ao desta linguagem de conjuntos em Rn+
funcoes de RN

Proposicdoe 2.1.1.1; Seja f(x) uma fungao convexa fechada de R" em

[Fm,+m]. Entdo f{x) & a funcgdo supremo por pontos de todas as fun-

¢6es lineares nao verticais por ela majoradas.]||

Corolirio 2.1.1.1.1: Seja z(x) uma fungdo de R" em [-=.+x]e seja

conv z{x) a maior funcdo convexa majorada por z{x). Entao

cl{conv z) € a fun¢do supremo por pontos de todas as fungoes linea

res ndo verticais majoradas por z{x).|



F

Seja f(x) uma fungao convexa fechada (se nag for coﬁvexa e/ou fe-
chada o que se segue & valido para cl{conv f)). Entre todas as
fungoes lineares ndo verticais majoré@as por f(x), & obvio gque
apenas serao relevantes aquelas que para algum X assumam o0 mesmo
valor qué a fungao f, isto €, aquelas que definam em R"*l_hiper-
planos de suporte a epi f. Como detenminar as expressoes analiti-
cas de tais fungﬁes lineares nao verticais, tangentes a f(x)? Seja
a funcao linear nao vertical r=<x,x*>-g, com xt R" e pBeR. Pode-
mos reformular a anterior questdo: Para um dado x* e uma dada fun

¢ao convexa de R" em [—m,wﬂ » como determinar o valor da ordenada

_ 5 x
\ A=K, %83 — ‘3

Figura 2.1,1.A: Ilustragdo de uma fungdo linear ndo vertical r=<,x®-8

na origem (-8) por forma a que a fungaoc linear nao vertical

r=<X,x*>-g8 seja a tangente a f(x)?

Figura 2.1.1.B.
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A ilustragdao grafica apresentada na figura 2.1.1.B mostra-

. ' n e
-nos claramente a resposta, extensivel a R'. Basta atribuir a or-
denada na origem o valor da infima distancia vertical entre a fun

¢do f(x) e a fungao linear que passa pela origem r;<x,x*>g23)

- = Anf {F(X)-<X,Xx%} @ g = SUp{<x,x*> - f{x]} .
X x

Como e obvio, g* vai depender de x* fixado.

Definigao: Seja f{x) uma fungao convexa de CR" em ['mch » COom

C conjunto convexo. A fung¢do conjugada de f(x) e a fungao:

F*(xx) = sup {<,x*> ~F(x)} .||
- xeC :

-

‘A fungdo conjugada f*{x*) & portanto, a fungio-que d3, para cada

x*¥, o simetrico da maior ordenada na origem da fungao linear nao

1

vertical <x,x*> -é tangente a f(x).
| | 'y

1)
- g‘(t

N

Az<xany = g'(fj

Figura 2.1,1.C: Ilustragao da ihterpretaqﬁo geometrica de f*{x*)

(23) - Infima e ndo minima distancia vertical porque podemos deparar com situa
coes do tipo da ilustrada abaixo . Conseguimos assim uma maior generalil

BT OV




2.1.2. Principais propriedades nao marginais da conjugada de uma

fungao convexa

A proposicao que se segue sintetisa as mais importantes

‘propriedades nao marginais*das fungGeS'convexas conjugadas.

Proposicao 2.1.2.1: Seja f(x) uma fungao convexa de R" em [qn,+aﬂ,

A sua conjugadq_f*(x*) e uma fungio convexa fechada, propria sse
f(x) e pfﬁpria. Para alem disso, (¢l f)*=f*, assim como f**=cl f.}|
-Esta pfoposigao estabelece umﬁ re]agﬁo dual entre uma dada funcib
convexa .e as fungoes lineares nao verticais que s3ao por ela majora
das, -sumarizadas elegantemente pela fungao copfbgada. A brova dii
to mesmo consiste em ser possivel recuperar a fangdo original, no
caso desta ser fechada, a part{r da respec tiva fungEo conjugada.
Mesmo no caso de .a fungiao original nio ser fechada, recupera-se o

mais relevante que e o seu fecho.

As funcoes conjugadas gozam ainda de outras propriedades

nao marginais para alem das que constam da proposigao 2.1.2.1.

Kao as apresentamos porque nao nos serao necessErias(24)u

2.1.3. Conjugagao e desigualdade de Fenchel

Seja Q o conjunto de pares (f(x).,¥(x*)) de fungbes convexas

de R" em ]<n,+m](25) que respeitam a desigualdade:

Fx) +YP(x*) ><x,x*% , ¥x,x%R" L

(24) - Para outras propriedades veja-se ROCKAFELLAR (1970,p.219 e seguintes).
(25) - A imposigao f,¥>-» destina-se apenas a evitar ambiguidades do tipo ww .



Muito facilmente podémos constatar que a fhngﬁo f(x) e a sua conju
gada constituem um par de fungOes que pertence a Q e que soluciona
o problema de determinacido do mais "apertado".par pertencente a Q.i
Por par mais "apertado" entendemos aquele par (f,Y¥)tal que, se se

verificar simultaneamente:

F(x)eF(x)
Px*) sP(x*)
, ?(X)'+¢tx')><xsxb , ¥x,x*e R",

entdo e porque f=f e ¢=W. Ora, partindo de f(x)+¥(x*)>< x,x*>

‘conclui-se que:

(i) F(x)> <x,x* - P (x*), Vx,x*e R" <= (x)z2sup {<x3x% -P(x*)=9*(x) 3"
_ : R - xX*

e

(Y00 sox*>-F(X)

Vx,x*e R @ P(x¥3Sup{<x,x® -F(x)}= f*(x*).
LA i _ |

Assim sendo, e para que a desigualdade f(x)+{*(X*)5 <x,x*> seja
respeitada quaisquer que sejam X e x*e Rn, teremos que ter neces

sariamente:

f(x)z ¥*(x)

P(x*) 2 F*(x*)
Repare-se ainda que, pela definigao de conjugada,f*(x*)=$uﬁ{¢x,x*>-
“F (X)) = F(x)+F*(x*)3 <x,x*> ,¥x, x%R", isto &; (f.f*)E Q. Em suma,
conclufmos que, dada uma fungdo convexa f(x), a fungdo que com
ela forma o par mais "apertado®” e precisamente a sua fungﬁo conju
gada. Este facto fornece uma interpretacdo alternativa possivel da

conjugacao em.relagdo 2 apresentada na alinea 2.1.1.. _




Propqsigéo 2.1.3.1: Seja f{x) uma fung3o convexa de R" em

J-=,+<} e seja f*(x*) a sua conjugada. EntFo: f(x)+f*(x*) 3

><X,x*3 ¥x,x* R". ||

CorolErioIZ.I.B.I.l.: Seja f(x) uma fﬁngﬁo convexa de R" em ]%n, «ﬂ
e seja f*(x*) a sua conjugada. Entdo: c1 f{x)+F¥{x*}<x,x*> ,¥x,x*%R" .||
A desigualdade f(x)+f*(x*);<x,x*> s ¥x,x*e R", & usuvalmente de-
signada por desigua]déde de Fenchel para fung¢oes convexas conjuga-

das.

'2.1.4. Vectores conjugados e propriedades marginais das funcoes

s

convexas conjugadas P
—— Definigao: Seja f(x) uma fungdo convexa de R" em E“U+“J e
~seja f*(x*) a sua conjugada. Os vectores x e X* s3ao ditos vectores ou
pontos conjugados se a desigualdade de Fenchel & respeitada em igu

aldade para X e Xx¥ isto &, se f(X)+f*(X*) = <x,x*>.]|

Sao fundamentais as seguintes proposi¢des . » que estabele
cem a relagao entre pontos conjugados e subgradientes duma fungao

convexa e da sua conjugada.

Proposicido 2.1.4.1: Seja f(x) uma fung3o convexa propria de R" em

]-ml+w] e seja f*(x*) a sua conjugada. Sao equivalentes as 3 seguin
tes condigoes: |
(i) X e x* s3o conjugados,isto e,f(X)+f*(X*)=X,x*>;

(i) X* € 3f(Xx); | N

(7i1) supfx,x*>-f(x)k f*(x*) € atingido para x=X.
' X



Se adicionalmente f=c1f, as 2 seguintes condig¢Ges sao equivalen~-

tes entre si e equivalentes as anteriores:

{iv)Xedf*(x*);
(v) S£E{<§,x*>-f*(x*ﬁ= c1f(X)=F(X)8 atingido para x*=
x|
Atendendo a que quando uma fungaoc convexa e diferentiﬁve1-num
ponto o seu dnico subradienfe nesse ponto E 0 reépectivo vector
gradiente(propoS?gEo 1.2.10.1V),no cago de f{x) e f*{x*) serem

diferenciaveis em x e x*,{ii) e (iv) virao respectivamente

x*=Vf (x)e x=V*(x*).

-

s

Refira-se,aprqpﬁsito e como curﬁosidadé,que a conjugada
f¥(x*)de uma funcﬁof(&)\convexa‘e diferenciﬁve] esta fortemen-
te re]aéionada com a sua transformada de Légendre.Coﬁ efefto,
se x*=Vf(x) defin{r uma correspondencia biunivoca entre x e x¥
poder-se-ﬁ explicitar x=(Vf)-1(x*) e substituir na equagao de
definig¢do de pontos conjugados (pois,pela proposicao 2.1.4.I(1i)e
(i1),x* €dF (X )af(x)+F*(x*)=<x,x* }.Disso resultara:

P (x*)=(VF) T (x*) x5 - F((TF) 7 (x*)).

O'membro direito desta expressao g exactamente a expressao da
transformada de Legendre da funcao f.No caso.de x*£Vf(x)-n56 dg
finir uma correspdndéncia biuniveca entre x e x* poderemos,mesmo
aséim,estabelecer uma formulagao fraca da transformacao de Le-
gendre por substituigdo directa de x*=Vf(x) em f(x)+f*{x*)=<x,x%

£ (VF{x))=<x,VF(x)}>-f(x). . - -
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2.1.5 Conjugadas de func¢des cdncavas e suas propriedades

i

Um desenvolvimento similar ao das alineas anteriores
pode ser efecfuado para fungdes concavas.Tenha-se,contudo,un
especial cuidado no encarar da anaTogia entre conjugadas de
fungoes convexasle-concavas,porqué a definicao de conjugada
de uma fungdo cOncava ndao resulta exclusivamente da ap1iéa-
c3o da simetria apontada na proposigdo 1.2.5.1. Ha,tambem,
um mudanga de ﬁfnaI_necessEria para ﬁanter validas para fun-
¢O0es cOncavas as propriedades das conjugadas de fung¢goes con-

vexas.

-

——— Definigdo: Seja g(x) uma fungdo c6ncava;ﬂe CeRM eh[fm, +o]

com C convexo. A fungao conjugada de g(x) e a fungao
: -~

g*(x*)’ inf {<x,x*> ;g(x)} J'
b4 .

Proposicao 2.1.5.1: Seja g(x) uma fungdo cbncava de CcR™ em Ew,+uﬂ,

com C convexo.Entao:
g*(x*) = - (-9)*(-x*) |

Graficamente poderemos visualizar g*(x*), tal como para a
conjugada de uma fungdo convexa, como dando o simetrico das orde-

nadas na origem das fungOes lineares ndo verticais tangentes a g(x).

h=<x’t.> - 3’ (x_d)

Figura 2.1.5.A: Ilust}agﬁo da interpretagao geoméetrica
| de g*(x*)
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Quanto as propriedades das conjugadas das fungOes concavas,
elas vem perfeitamente analogas as estabelecidas para as conjuga-

das de fungoes convexas, vindo as desigualdades -invertidas e “sup"
substituido por "inf";

Proposigao 2.1.5.11: Seja g(x) uma fungao cOncava de Rr" em [-#,+0] .

A sua conjugada g*(x*) e uma fungao cOncava fechada, propria sse

g(x) e propria. Para alem disso(clg)*=g*, assim como g**=cl g.J]

Proposicas 2.1.5.111:Seja g{x) uma fungdo coOncava de R" em [}w,+m[

e seja g*(x*) a sua conjugada. Entﬁo:g(x)+g*(x*)é(x’x* ,vx,x*eR".H

Corolario 2.1.5.117.1.: Seja g{x) uma fungdo cOncava de R" em &m,+mf

e seja g*(x*) a sua conjugada. Entao: clg(x)+g*jx*)5(x,x*>,Vx,x*eRn.”
A desfguaTdéde g(x)+g*(x*)g<x,x*>,ﬁx,x*é;R“,'Eﬁconhecida por desi
qualdade de Fenche1 paﬁa fungoes cﬁncavas conjugadas. |
Definigdo: Seja g{x) uma fungdo cBncava de R" em [-®,4+w] e seja
g*tx;) a sud cohjugada. 0s vectores X e x* sao ditos vectores ou
pontos conjugados se a désigualdade de Fenchel & respeitada em
jgualdade para X e x*, isto e, se g{X)+g*(x*) = (?}Y*)”

PROPOSIGAO 2.1.5.1V:Seja g(x) uma fungdo cGncava propria de R EM

E““*%} seja g*(x*) a sua conjugada.Sao equivalentes as 3 seguintes

_condigﬁes:
(i) xe ?*550 conjugados,isto &, g(?)+g*(§*)=<§,?*>;
(11) X*e2g(X);
(iii) inf{<x,§*>—g(x)} =g*(X*) & atingido para x=x.
Se adicionalmente g=clg,as 2 seguintes condigoes sao equivalentes
entre si e equivalentes as anteriores: -
(iv) Xedg*(x*);

(v)infki,x*;-g*(x*)}=c1g(§)=g(?) & atingido para x*=§%”
x*



- x* para cada y, bem como (f

2.1.6.Funcgoes parciafmente conjugadas

Finalizamos esta secgao 2.1, dedicada @ apresentagdo das
relacgoes de conjugagao e ao estudo das suas principais proprie-
dades, estendendo esta nocao no sentido daquilo que AVRIEL(1976,

p.129) designa por conjugacao parcial.

n+m '
Suponha-se que f(x,y) & uma fungdao de R em[}m,+¥} Para

m .
cada yeR admita-se que f(x,y) e convexa.Entao a conjugada em x

de f{x,y),sera dada por f:(x*,y)=sub%x,x*>-f(x,y)}.Da proposicao

X

- * R -
2.1.2.1" resulta que fx(x*,y) sera uma fungao convexa fechada em

*

* ’ -
x)x =f sse esta for fechada.Igualmen-

te todas as.qutras propriedadés das fungoes cqnjugadas-sé aplicam

L

relativamente as variaveis intervenientes na ‘conjugacgao.Por isso,
~ 3

‘quando ndo houver perigo de ambiguidade,mesmo que se trate de fun

¢oes conjugadas parcialmente,tornaremos implicito o "parcialmente”

e referi-las-emos apenas por fungbes conjugadas.




2.2. FUNGOES SUPORTE DE_CONJUNTOS CONVEXOS

2.2.1. Funbﬁo suporte de um conjunto convexo

-

—Definicdo:Funcao suporte de um conjunto convexo Cc:'Rn e a
fungio: S(x*IC) SUﬁ{qhx%>| xeC}( ) i

A funcao suporte de um conjunto convexo traduz,para cada x*, qual
o valor optimo do problema de determina§30 do supremo de um fun-
¢ao linear<x,x*>num conjunto convexo 6(27);Também os valores op-
timos de detetminagﬁo do Tﬁfimo de uma fungao 1iﬁear podem ser

traduzidos utilizando o conceito de fungdo suporte,ja que

inf{<x,x*>lxeC}=-sgb¥m,-x*>|st}= -§*(-x*/C).

A funcgao suporte.de um conjunto convexo C recebe a sua desi-
gnacdo do facto de ela sintetizar o conjunto §Upofte de C ,isto e,

o conjunto de todos 'os semiespacos fechados que'contém C. Com efei

\
to;pe]a,definigﬁb de func¢do suporte de um conjqnto C temos que:

¥ (x* | C)sz,x*>,¥xe C,X*e'Rn
) éue'significa que se xeC entﬁo:

X, XPE*(X*[ ), ¥x*e R |
Logo,para dado x*,0 semiespago fechadd{£|<x,x*>5§(x*| C)} contem C.
'Por-outro outro 1ado, um semiespacgo{x| xX,x®™» gkompS*(x*|C) nao
ppderﬁ conter C,pois bastara esco1her x]eC tal que

B!, x®e*(x*| C)
para que x]¢'{x|<x,x*>581 Tambem os semiespagoé{x|<x,x§3},con-

tinuando a suporp <*(x*|C),nao poderdo conter C pois sera sempre

possivel obter um vector xzeC tal que tenhamos simultaneamente

(26) - A notacdo &* serd esclarecida na proxima alinea.

(27) - Se a fungao linear incluir um termo constante, isto e, se assumir a for
ma <«,x*>~B , 0 valor optimo sera dado por §*(x*|C)-8 . Note-se ainda
que se 0 conJunto convexo C for fechado e limitado podemos subst1tu1r v
"syp" por "max"
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2

S X, X*> ss*(xﬂ"-c-)e-cxz

{xﬁ és.Em suma;podemog garantir que os unicos
~ semiespagos fechados que contém Cs3o ossemiespagos {x[<-x,x$§(xﬁ C)
definidos-para_cada x*.Atendendo a que pelo corolario 1.1.6.11. 1T
~um conjunto convexo fechado e a intersec¢dao de todos os semiespa-
¢os fechados que 0 contem,esta demonstrado a seguinte importante
proposigao:

Proposigao 2.2.1.1: Seja C<R" um conjunto convexo fechado.Entdo:

C={x] <x,x% <5 *(x¥ C),¥x* eR" } ||
Corolario 2.2.1.1.1: Seja CeR" um conjunto convexo.Entao:

o c1C {X] <X, x*> .g@*(lx*| C).¥yx%eR .|

Corotario 2.2.1.1.2: Sejam C1r02CRn conjuntos convexos.Entao

e1CecIC, ssed*(x*[C;)se*(x*]C,), ¥x%R". ||

1
2.2.2. Funcdo suporte como conjugada da funcao indicadora

X — a4 e n
Seja a fungao indicadora de um conjunto convexo CcR ,que

1

definimos na alinea 1.2.3 como a fungao convexa:

| 0 c
8 (X O)Fose xC

A éonjugada desta fungdo indicadera podera ser obtida fazendo
6*(x*|C)=sgpkx,x*>-6(x|Cj}=sub&x,x*ﬂxeCl

Proposicao 2.2.2.1: Seja um conjunto convexo CcR™.A funcde su-

porte de C & a conjugada da fungao indicadora deste conjunto.Se

C e fechado,ent3ao as respectivas fungOes suporte e indicadora sao
conjugadas uma da outra.||

Corolario 2.2.2.1.1: Sejad*(x*|C) a fungdao suporte de um conjunto
con§ex0 CeR".Entdo: c1C#{x|[s*(x*]| C)]*=0} (2{x]| c18 (x| C)=0}}.

Em particular,se ¢ & fechado:C={x|[&*(x*|C)]*=0} (={x[8 (x| c)=0}).I|

Proposicdo 2.2.2.11: A fungao suporte de um conjunto convexo nao

vazio CcR" & uma funcio convexa fechada propria linearmente homo-
genea.Inversamente,uma fun¢gdo convexa fechada propria e linearmen

te homogenea e fung¢do suporte de algum conjunto convexo fechado

nav vazio. ||



Proposigdo 2.2.2.1I1: Seja f(x) uma funcao convexa fechada de R" "

-

em [—m,+m];A fungao suporte de’ {x|f(x)<0} e cl h*{x*}, em que.
h*(x*) e a fungao convexa linearmente homogenea gerada por f*,
Dualmente, o fecho da fungao convexa linearmente homogenea gerada

por f @ a funcio suporte do conjunto {x*| f*(x*)g0} . ||

2.2.3. Cones polares e func¢des suporte de cones convexos

- . n - .
Proposigao 2.2.3.1: Seja KeR' um cone convexo nao vazio e

fechado. Entdo a fungdo indicadora §{x}K) & uma fungao convexa
propria fechada linearmente homogénea. ||
Sendo s{x|X} uma funcao convexa propria fechada linearmente homogé
nea, ela E,.ﬁela proposigao 2.2.2.II; a fungiojsuporte de algum
conjunto convexo nﬁoxva&io que representaremos provisoriamente_
por . R: - o ' .

| s(xK) = 8*{x]K)
Assim sendo, vem tambam que 6(x*|f)4§*(x|f)]* = §%(x*|K), o que
implica que a fungao indicadora de f e linearmente homogénea, pois
e idéntica a fungdo suporté de K. A proposicao 1.2.4.1V permite
concluir que K & um cone, para alem de ser convexo fechado e nao
vazio como tinhamos visto mais acima. Pela proposicao 2.2.1.1 vem
- entao que Egg*w<x,x*>45*(x|§),vx}é{x*|<x,x*>$6(X|K),¥x}= 
£ %] x,x¥>0, ¥xeK}= KO, |

0 proximo resultado realga 0 que acabamos de constatar.

Proposigdo 2.2.3.11: A fung3o indicadora de um cone convexo fecha

- - n - — -
do n3ao vazio KeR e a fungao suporte do seu cone polar K®, o qual

€ também um cone convexo fechadc e nao vazio.|



A anterior proposigﬁo pode ser aproveitada para estabelecer uma

" importante propriedade dos cones polares, com a qual encerrare-

mos esta secgao 2.2.

Corolario - 2.2.3.11.1: Seja KeR" um cdne convexo fechado nao va-

. . - 0
zi0, e seja K° o seu cone polar. Entio K° =K. i




2.3. FUNCOES "GAUGE" E CONJUNTOS POLARES

2.3.1. Fungoes "gauge" de tipo ] de um conjunto convexo e suas

propriedades

e Definigﬁo: Funcao "gauge" dé tipoII {para maior brevidade,

fungao gauge-I) de um conjunto convexo CcRn(ZB)

» Que representa-
remos por Y1(x|C), e a fungdo convexa_1inearmenté homogenea gera-
da pela fungao convexa f(x)=5(x[£)+1.”

Aten&endofﬁ definigao, a fdngéd gauge-I de um conjunto convexo C

serd a maior fungdo convexa linearmente homogenea majorada por
n+l

gerado

§(x|C)+1, isto e, a fungdo cujo epigrafo e o cone de R

pelo epigréfc de &(x|C)+1.
. Lo ]l

Figura 2.3.1.A: Ilustragao de fungoes gauge-I

Proposicao 2.3.1.1I: Seja CcR" um conjunto convexo. Entao a

fungao gauge-I de C & dada por: 11(x|C)=inf~&]A>0,xeA.C 1|

(28) - ROCKAFELLAR (1970) designa esta fungao apenas por "gauge". Todavia, como
teremos necessidade de distinguir de outra funcao ligeiramente diferente,
acrescentamos a designacao “tipol". Deve ainda ser dito que vamos utili-
zar o termo ingles "gauge" porgue nac conhecemos nenhum termo portugues
correspondente. Uma tradugdo livre possivel, e com alguma logica, seria

. fungao calibre. B
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Coroldrio 2.3.1.1.1: A fungio gauge-I de um conjunto convexo CcR" &

uma fungdo convexa linearmente homogenea ndo negativa, sendo pro
pria sse C e ndo vazio.” :
Utilizando a proposigao 2.3.1.1, podemos estabelecer uma interes-

sante re]égEo entre a fungao gauge-I e fungao indicadora.

Corolirio 2.3.1.1.2: Seja KeR" um cone convexo. Entdo yl(ﬂ K)=&x|K),

¥xgR, isto e, a funcdo gauge-Il e a fungﬁo;indicadora de K coinci-

dem. [}

Proposicao 2.3.1.11: Seja CeRM um conjuntg convexo fechado contendo

a origem. Entao ﬁ(x{C) & uma fungido convexa fechada e, para ca-

da a}O,Sﬁ @) ={d v;(x{C)w}= oC. Em particu]ar,'s‘: (M= v {x|C) <
. . ) - 1 .

<V C. || , > _

2.3.2. Fungdes polarés ‘de fungoes gauge -1

Pelo corolarioc 2.3.1.1.1 e pela proposigdao 2.3.1.1I, uma
fur;gﬁo' gauge_-I de um conjunto C co'nlvexo,fechado né'o. vazio e contendo a
origem, e uma fungao convexa prapria,fechada e linearmente homo-
genea. Pela proposigao 2.2.2.1I, ela e entdao fungao suporte de al
gum conjunto convexo fechadoe nao vazio. 0 proximo resultado mos-
tra que tal conjunto e precisamente o conjunto polar inferior de

c.

Proposicao 2.3.2.1: Seja um conjunto C<R" convexo fechado e conten

do a origem. Entao Y1(x|C) e a fungio suporte do conjunto convexo
fechado que & o conjunto polar inferior de C:
C‘_J é{X*|<x9X*>$],vx€C'}' M ) | -

isto &, yy(x]|C) = §*(x1c%), vxer".|]
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.

Corolirio 2.3.2.1.1: Seja KeR"™ um cone convexo fechado (o qual

contem necessariamente a origem). Entdo o cone polar de K & o con

1

junto polar inferior de K:K°=K? Al

0 corolario 2.3.2.1.1. relaciona estreitamente as nogoes de cone
poiar e de conjunto polar inferior de um cone convexo, apare-

cendo esta ﬁ]timq como uma extensao da primeira.

A proposigao que se segue explora a proposicao 2.3.2.1, es-
tabelecendo uma relacgao de simetria entre conjuntos polares infe-

riores de conjuntos convexos fechados contendo a origem,

- ... Proposigao 2.3,2.1I: Seja ceX um conjunto ndo vazio. 0 conjunto

polar inferior de C CE ,& um conjunto convexo fechado contendo

y
. a origem. No caso de C ser convexo fechado e cpﬁliver a origem ,
' eniio: (i) (C?)? = Q;H(ii) a fung3o gauge-I de C & a funcido supor
te de C? e, dualimente, a funcﬁo gauge-1I. de CE e a fucho suporte
de C.|| | -

Podemos aprofundar ainda mais esta relagao de simetria introduzin

do um novo conceito: o de funcao polar da fungao gauge-I Y](X{C).

Defiﬁigﬁo: Seja CeR" um conjunfo convexo. A funcgado polar da fungdo

~gauge-I é&.a fungao: Y?(x*lt) = inf Oh>0,x*exc®) .||

Proposigao 2.3.2.11I: Seja CR" um conj&nto convexo fTechado e-cog

tendo a origem. Entao Y?(x*|0)=inf{kll>0,<x,x*><ky](x|C);Vx eR"} .|

Corolario 2.3.2.I111.1.: Seja CeR" um conjunto convexo fechado e

contendo a origem. Entao Y](xlC). Y?(xf|C);<x,x*>,¥x,x*e Rn.l
Tendo em conta o anterior corolario, e usando um argumento similar

ao desenvolvido na alinea 2.1.3., podemos concluir facilmente que



uma fungao gauge-I (de um conjunto C convexo fechado nao vazio
contendo a origem) e a sua fungao polar constituem o mais "aperta

do" par de fungdes (Y](x[C), J(x*))} respeitador da desigualdade:

Y (XEC) - (x*)3 <xx %>, ¥x,x* R".

Proposigdo 2.3.2.1V: Seja CcR" um conjunto convexo nio va-

zio, e seja Yi(xiC) a respectiva fungao gauge-I. Entdo: y?(x*|C)

e a fungio gauge-I fechada do conjunto po]ar inferior de C:T?(x*[c )=
=Y1(x*|C?),.¥X*:£ R". Temos ainda que'y?o(x[C)=[y?(x*|C)] °- |
=Y1(¥[(§?)?)’ vxeRn.'No caso'dé Cser tambem fechado e contiver a

origem, Y?O(XIC)=Y1(X|CJ’ ¥xeR". |

Corolario 2.3.2.IV.1: Dois conjuntos convexos fechados contendo a
origem sao conjuntos polares inferiorés um do outro sse as respec

. “ A .
tivas fungdes gauge-I sdo polares uma da outra.ff

Prqposigﬁo 2.3.2.V: Seja CeR™ um conjunto convexo fechado éontendo
a origem. Entao y](x[t) e 6*(x*|{C) sao fungoes gauge-I polares uma
da outra, isto e: Y?(x*[C) = §*(x*[C)

T e er10]° = vxo).

Dualmente, também: vJ(x]C%) = §"(x]|c?)

e

H]

[ (1€2)]° = vq (x*1€2) )

2.3.3. Funcoes "gauge" de tipo II de um conjunto convexo e suas

propriedades

0 estudo que fizemos das fungoes gauge-I e suas fungoes po
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lares mostrou-se,como vimos nas duas alineas anteriores, extre-
mamente frutuoso no caso de o0s conjuntos convexos que as gerawam
serem fechados e conterem a origem. Vamos agora apresentar um#veg
sao modificadé das fungbes gauge-I, que designaremos por fungdes
“gauge" de tipo II, e em que ja ndo se faz tal exigéncia de inclu
sao da origem.Pelo contrﬁrio, esta nova versdo apenas fara sentido

para conjuntos convexos naoc contendo a origem.

Definicao: Fungdo "gauge" de tipo II(para maior brevidade, fungao

gauge~-II) de um conjunto CcRn nac contendo a origem, que represen-

.taremos pOPf&(X[C),E a funcdo convexa linearmente homogenea gera-

ik

.

- da pela fungao convexa f(x)= §{x|C)-1.]j

;

25

Ylele) | ~JX{4]9)

i
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A figura 2.3.3.A permite perceber qual a razao da imposigdo de
0¢C. Com efeito, se a origem pertencer a C, a fungao convexa 1i-

nearmente homogenea gerada por §(x|C)-1 serd a funcdo:

{-oo para x pertencente & projecgao sobrje R" do cone gerado por epi[a(x|C)-1];

+w caso contrario.

Phoposigﬁo 2.3.3.I: Seja CeR™ um conjunto convexo nao contendo & ori

gem. Entao a fung3o gauge-II de C e dada por:yzbqC)=-suﬁ{l|l>0g&k0}.H

Coro1ﬁrio 2.3.3.1.1.: A fungao gaugé—II de um conjunto CeRM convexo
nao qonténdo a origem e uma fungdo convexa, linearmente homogénea
e negativa no seu dominio efectivo dom Yo (X C)={x]| 2> 0,xeAC}.Y,(x]C)
sera propria sse, para alem do anterior, C for ndaec vazio e nao

P ;
contiver nenhuma semirecta emanada da origem.,Eh particular, se
c for convexo, fechado,, nao vazio e nao conti?er a origem, a fun-

¢do vp(x|C€) sera propria. || ‘ - .

Proposicao 2.3.3.11: Seja CeR™ um conjunto convexo nao contendo a

origem. Se C=@, entdo yv,(x|C} & trivialmente fechada. Se C#@, en-

tdo y,(x[C) ndo & s.c.i. para x=0 e & nao fechada. ||

Note-se que a anterior proposicao estabelece uma diferernga funda-
mental entre as propriedades das fungoes gadge-l e gauge-~II, pois,
contrariamente ao que acontece para as primeiras (ver proposigao
2.3.1.11), nao existem condigoes de reQuTaridade sobre o cohjunto
c qﬁé tornem YZ(XIC) uma fungao-fechada (excepto C ser vazio). A
proxima proposicao dar—nog—a, todavia, a analogia possivel com as
propriedades das fung¢oes gauge-1 estabelecidas na proposigao 2.3.1.

LI1.

Proposicao 2.3.3.1II: Seja CeR” um conjunto convexo, nao contendo



a origem e tal que K}CDXZC, Yo <l]€ 12.'Ent50, para cada «a<0,

e ) - .
sz(a)=“{x[ YZ(x|C)g at=-aC. Em particular, sz(-1)={x| Yz(xiC)«-]}
=C. Se C for tambéem fechado, entio Yz(x!C) e s.c.i. relativamente a

Sy, (0)={x| y,(x]C) <0 }. |

Corolario 2.3.3.111.1: Seja C<R™ um conjunto convexo, fechado, nao

vazio, nao contendo a origeﬁ, e tal que A705x,C,¥0< AySA,. Entao

2 2

c1Y2(x!C)fY2(£|Cj, VxédomYz(xlC).”

A consequencia mais jmportante deste Ultimo resultado € que, se
fespeitadas as suas hipﬁteéesa poderemos trabathar com'c1.Y2(xlC),
que tem!a vantagem de ser-u@a funcéo fechada,-tendq_a-gﬂrantia que
para os pontos relevantes {Xedom Ty (xlc)) as duas fungbes coinci-

dem,

-

2.3.4 Fungoes polares de fungoes gauge-II

seja CcR™ um cenjunto convexo,nao vazio,nao contendo a ori-
gem'e nao contend6 nenhuma semirecta emanada da origem., Atendendo
ao corq]ﬁrio_2.3.1.1.],72(X|C) sera uma fungao convexa prﬁpfia 14-
nearmente homogenea,pelo que c]Yz(x[C) sera ¢ anterior e tambem
fechada.Pela proposicao 2.2.2.11, c]Yz(xlt) e entdo a fungdo sdpo[
te de algum conjunto convexo fechado nao vazio.0 proximo resultado
hermite concluir que tal conjunto e o simetrico do cenjunio polar

superior de C.Sublinhe-se a analogia com a proposigao 2.3.2.1.

. - . n . — . —~
Proposicao 2.3.4.1: Seja CeR um conjunto convexo,nao vazio,nao

conténdo a prigem e nao contendo nenhuma semirecta emanada da ori
gem.Entao clyz(xIC) 2 a fungdo suporte do simetrico do conjuhto
polar superior de C:CE={xﬁ<x,x*>zl,VxeC}, isto &, cly, (x{C)=
=8*(x|-CE),Vxeﬁn.Em particular, se C for convexo,fechado;nﬁowvézio

e nao contendo a origem,o0 anterior verifica-se.||
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Corolario 2.3.4.1.1: Seja teR" um conjunto convexo, fechado, nao

vazio, nao contendo a origem, e tal que A4C032,C,¥0< X4 «A,. Entdo:

(x| C)=8*(x*|- €T}, ¥xedom y,(x[C).]]

Proposigﬁd 2.3.4.11: Seja CeRM um conjunto convexo, fechado, niao va-

zio, ndo contendo a origem, e tal que A;C>2,0,¥V0<A;<h,. Entdo CE

e tambem convexo, fechado, nd3o vazio, ndo contendo a origem, e tal

o

0
+)+=C e que

) 0 o -
que A]C+;12C+, voga1€a2. Verifica~se tambem que (C
—(-CE)E=C. Para alem disso, clyz(x|C) e fungao suporte de -Cf e,

dualmente, cTYz(x*|-CE) e fungao suporte de C. ||

Corolario 2.3.4.11.1: Seja CcRn'um'COnjunto convéxo, fechado, nao

vazie, ndo contendo a origem, e tal qué_l]C;AZC,VO&Q]ﬁiz. Entao:
Yz(x[C): 8*(X]-C2),VX£d0m Yz(x{C),e'Yz(x*|-Ci)#s*(x*lt),¥xdomy20ﬁ|C)H

Introduzindb'ohcgnceito de fungdo polar de uma fungao gauge-
;ii:-éstaremos em.cdndigﬁes de apresentér resu]tadosﬁcorresponden-
tesiﬁs proposigoes 2.3.2.1I1T a 2.3.2.V. Com eles completaremos es-
te segundo capitulo dedicado a exposicao das relagoes de conjuga-
cao e de alguns seus desenvolvimentos possTvéis que aplicaremos nos

capitulos 4 e 5.

Definicao: Seja ceR"™ um conjunto convexo nio contendo a origem. A

fungdo polar da fun¢do gauge-Il e a fungdo:
0 +* _ * 0 . .
Yo (x*]C) = - sup{x[r> 0,x*eAr.C)} ]

Proposicao 2.3.4.111: Seja C<R™ um conjunto convexo, nao vazio,

nao contendo a origem, e nao contendo nenhuma semirectd emanada da origem.

_Entﬁo:yz(x|6)=-50ﬁ{l|}> 0,<x,x*>szclyz(x|6), ¥xeR"}. -
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Em particular, o anterior verifica-se se C & convexo, fechado,

ndo vazio e ndo contendo a origem.i|

.3.4.111.1: Seja CcR" um conjunto convexo, nao vazio,

Corolario 2
nao contendo a origem, e nao contendo nenhuma semirecta emanada

da origem. Entdo: Yz(x[C).Yg(x*[C)s<x,x*>,¥x,x*eR". Em particu-

lar, esta mesma desigualdade verifica-se se C for convexo, fecha

do, nao vazio, e ndo contendo a origem. ||
0 anterior corolario implica que podemos interpretar o par forma-

do por uma fungéb gauge-I1I e a sua polar como o menos “"apertado"

par respeitador da desigualdade yz(x[C).Yg(x*|C)s<x,x*>,Vx,x*eRn.

Para tal confirmarmos bastara mais uma vez desenvolver um argumen

-

to similar ao da alinea 2.1.3.. o

Proposicdo 2.3.4.1IV: Seja C<R” um conjunto convexo ndo vazio e nio

contendo a origem, e seja Yz(x|C) a respectiva fungao gauge-IT. En

téq yg(x|C)‘é a fungao gauge-II do conjunto polar superior de C:

Yg(x*|C)=Y2(x*]C2), vx*eR". Temos ainda que YS%XIC)=ﬁg(x*|CﬂO =

=Y2(XKC2)E), ¥xeR". No caso de C ser também fechado e

: o , -
AEo2,0, YO A @,,v, (X]C)=v,(X]C), ¥xeR".||

Corolario 2.3.4.1V.1: Sejam dois conjuntos C,DcRn convexos, fecha

dos, nao vazios, nao contendo a origem,e tais que A]c:xzc e
A]DDAZD, ¥0<11QA2. Entdo C e D sao cohjuntos polares superiores
um do outro sse as respectivas fungOes gauge-1I s3o polares uma da

outra.||

Proposicao 2.3.4.V: Seja CcR" um conjunto convexo, fechado, nao va

zio, nio contendo a origem, e tal que A1C=AZC, ¥O<A1{a2. Entao:



o1 ¥3xele) = epxel-c
e = vpieie).
Dualmente, também:

_c1_'yg (xicg) = &% ,(:_z'|-c2)_

I

E;*(x._c:)]o' . c] yz(x*[cg)ll
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3.1. FUNCOES QUASE-CONVEXAS E QUASE-CONCAVAS QUASE-CONJUGADAS

4

3.1.1., FuncOes quase-convexas e quase-cOncavas

No cathujo 1,proposigoes 1.2.2.111 e 1.2.5.V, referimos
que uma das propriedades das funcdes convexas(cBncavas) € a con-
vgxidade dos seus conjuntos de nivel inferior(superior). Todavia,
como entdo tambem notamos,nem todas as fuﬁgﬁes com conjuntos de
‘nivel inferior(superior)todos convexos s&o fungﬁeé convexas{cbn-

cavas). A figura 3,1.1.A ilustra este facto. -

5861
Figura 3.1.1.A: Ilustragao de uma fungdo nao convexa com con-
' Juntos de nivel inferior todos convexos.

. funcao .
—Definigdo:Uma/f(x) de CcR" em[;w,+§}com C convexo, € quase~

-convexa em C se os seus conjuntos de nivel inferior Sf(d)=
={x|f(x)<a,xeC}sdo convexos para todo oae [~ ,+]. [

- Definicdo: Uma fungao g(x) de ccR" em[}m,+§L com C convexo,e qua-
sefcﬁncava em C se os seus conjuntos de.nTveT éuperior SZ(ai=

={x|g(x)za,xeC sdo convexos para todo oael=,+=]. ]




.
|
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0s conceitos dehfunqﬁes quase-convexas e quase-cOncavas podem

ser encarados,portanto,como a extensao natural dos conceitos de
fungoes cohvexas e concavas,no sentido de incluir as fungdes que
gozam da propriedade de terem conjuntos de n?vei inferior ou su-

perior todos convexos.

————é—Proposigﬁo,3.1.1.1: Sejam f(x) e g(x) fungbes de CéR" em

Em,+%Lcom C conjunto convexo. A fungdo g(x) € quase-cGncava em
C sse -g(x) & quase-convexa em C, Tambem f(x) @ quase-convexa

em C sse -f(x) & quase-cBncava em C.||

.Proposibao 3.1.1.11:Seja f{x} uma fungao de CeR" em[fm,ﬁﬂ, com

" C convexo. Entdao f e quase-convexa em C sse os conjuntos de ni-

vel S;(a) = {x | f(x) <0 ,XeC} sB0 conjuntos convgxqs/para todo o

o N

1

Corb]ério 3.1.1.11.1: Seja g{x) uma fungao de CcR" em "m,+mJ,

com C convexo. Entao g @ quase-cdncava em C sse os conjuntos de

nivel S;(a)ﬁ{x|g(x)>a,xeC}s§o_conjuntos convexos para todo o
aefro, 4l ||

Proposicao 3.1.1.1I1: Seja C<R" um conjunto convexo, e seja f{x)

uma fungao de C em[}m;+%, quase-convexa e homogénea de_gfau 0,
0s conjuntos de nTvel S¥({a)¢{x|f(x)<a,xeCle S$(a)% x| F(x)<a,xeC)
sao cones convexos para todo ouefm,+a}||

Corolario 3.1.1.II1.1: Seja CcR™ um conjunto convexo e seja g(x)

uma fungao de € em [—m,+m], quase-concava e homogenea de grau 0,
0s conjuntos de nivel S;(a) é{x|g(x);a,xec}esg(a)£{x[g(x)>a,xeq

sdo cones convexos para todo o gef[-=,+=] .|| -



DA< g[(lek)x1+lx2]2min'{g(x]),g(xz)}, ¥x
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Proposi¢§o 3.1.1.1V: Seja f{x) uma fungdo de CeR™ em l}w,+g], com

C convexo. Entdo f(x) & quase-convexa sse, para qualquer Osigl,

1 2

f[(]-l)x]+lx2]4 max“{f(xI),f(xz)}, ¥x ,x%eC. |

Coroldrio 3.1.1.1V.1: Seja g(x) uma fungdo de CeR" em [w,+«], com
C convexo. Entdo g(x) € uma‘fungﬁo_quaég4c6ncava sse, para qualquer
Tx% c.||
Frequentemente, a proposigao 3.1.1.IV e o corolario 3.1.1.1IV.1,

que estabelecem condigOes necessarias e suficientes de quase-con-

vexidade e quase-concavidade, sao utilizados como definigoes des-

tes conceitos.

Proposicdo 3.1.1.V: Sejam as fungdes f(x) eg(xyaaécR“ em-[-w,+g},-'
com C conjunto convexo. Se f(x) e uma'fungﬁd Convexa em C, entao

— - - -\ - - ~
tambem ¢ uma fungao quase-convexa em C. Se ¢g(x) e uma fungao con-

cava em C, ent3o tambem e uma fungdo quase-cOncava em C.||

. r_/f(x) \\ / *f_"’ |
N

(2) (&)

Figura 3.1.1.B: Ilustragao de fungoes qﬁase-coﬁvexas nao convexas

— A figura 3.1.1.(b) serve para alertar para o facto de nio
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ser normalmente possfve] fazer é transpos{gﬁo paré fuhgﬁes quase-
-convexas & quase-concavas de muitos resultados estabelecidos na
secgao 2.1. para fun¢des convexas e concavas.- Com efeito, e por
exemplo, uma fungaoc quase-convexa: (i) pode nao ser contTnua-no
interiorlre1ativo do seu dominio; (ii)/%%%iuirmfnimos locais nao
necessariamente globais; efc; etc....Por brevidade, nao iremos de
senvolver as‘prdpriedades das fungbes quase~-convexas e quase-con=<
cavas senao na medida do gue precisaremos para 0 que se seguira.
Pela mesma razdo tambem ndo focaremos toda a miriade de conceitos
que aparecem usualmente relacionados com os de fungoes quase-con-

vexas e quase-cdncavas, correspondendo a outras extensdes possi-

veis da nogao de fungdo convexa ou cancava.(zg)/ -

N . , . ;i.

3.1.2. Extensio a R" de uma funcdo quase-convexa ou quase-concava/

funcdes quase-convexas e quase-cbncavas homogeneas de grau 0

Nas alineas 1.2.2. e 1.2.3. mostramos como & possivel fazer
a extensao a R" de qualguer fungao'convexa defiﬁida num conjunto
convexo CeR", bastando para tal atribuir 3 fungdo o"valor" +» pa
ra cada x%¢ C. Com esta extensao sao¢ preservadas, quer a convexida-
de da funcao, quer a sﬁa“propriacidade“ {(isto &, se a fungdo origi
nal @ propria,a sua extensio a R" continua a_sé-lo). Para fungoes
quase-convexas, cpntudo, a extensao "+o", embora preservando a
quaée-convexidade, ja ndo permite manter outras caracter?sticas
relevantes para a nossa analise. Em sua substituigao vamos adoptar
a extensao "sup {f(x)}xeC}", que tambem preserva a quase-convexida

de (como se confirma facilmente pela proposigao 3.1.1.1V) e nio

(29) - Veja-se, por exemplo, BAZARAA e SHETTY (1979), AVRIEL (1976) e DIEWERT,
AVRIEL 'e ZANG (1981):



. tem os inconvenientes da exten-
sao "+, Para fungoes qUase—cSncavas g{x) a extensao a adoptar se

ra "inf{g(x)|xeC}", o que se compreende pelo corolario 3.1.1.IV.1.

_______Definigaoz Seja f(x) uma fungao quase-convexa de R" em ~m.*ib&)

A fungﬁo hf(x,u) de R™em -m,+€]dada por:

he(xou) =(F(*/n) (u>0)
Lup f{x) (i <0)
e designada por funcao qqéﬁrconvexa homogenea de grau 0 associada
a f(x).|| - "

Definigdo: Seja g(x)?uﬁa fungao quase-éanéava de R" em l}w,+m]- A

- fuﬁgio hg(x,u) de R”ﬂem [}m,+ Q]dada por: N

| _{9(* ) (1>0)
hg (%) { 0
inf g(x) (us0)
e designada por func¢ao quase-cOncava homogéned de grau O associada
a g(x).|| - .

Proposicao 3.1.2.1: Seja hf(x,p) a fungao qﬁase-convexa homogenea

de grau 0 associada a fungdo quase-convexa f(x) de R" em -m,+m]._
Entdo, e como a sua propria designagio 1ndica, he(X,n) & uma funcio
de R™ en [¥;,+m], quase-convexa e homogenea de grau 0 em (x,u).
Para alem disso, f{x) e recuperavel 3 partir de hc(x,u) fazendo

p=1, isto e, f(x)=hc(x,1).|

(30) - Se f(x) esta definida em CcR" considere-se a sua extensdo a R", conforme

acabado de indicar: {f(x) se xgl

sup{f(x)‘xeC}lse x¢C




Coroltario 3.1.2.1.1: Seja hg(x,u) a fungdo quase-cBncava homogenea:
de grau 0 associada a fungao quase-cBncava g(x) de R" em [-w,+w]
Entdo, eﬁomo a sua propria designagdo indica, hg(x,u) & uma fungio

de Rn+]

em [EW,+W], quase-cOncava e homogénea de grau 0 em (x,u).
Para alem disso, g{x) €& recuperavel a partir de hg(x,u) fazendo

u=1, isto e, g(x)=hg(x,1).”

A proposigao 3.1.2.1. e o corolario 3.1.2.1.1 assumem extrema impor
tancia para a nossa analise, na medida em que tornam possivel, sem

perda de.generafﬁdade, restringir o estudo das fungoes quase-conve-

xas {quase-cOncavas) a fungdes quase-convexas (quase-cdncavas) que

sejam homogeneas de grau 0. Isto porque, como estabelecem os ante-

rd

riores resultados, para qualquer funcao quase-convexa (quase-cOnca-

. n . ~ ’ N -
va) em R, existe uma fungado quase-convexa (quase-cBGncava) homocge-

n+1

: \
nea de grau 0 em R que goza da propriedade de podermos, sempre

- que o desejarmos, recuperar a fungao quase-convexa {(quase-cGncava)

or%Qina]. Foi esta precisamente a logica do raciocinio de PASSY e
PRISMAN (1984), que conseguéram estabelecer para fungtes quase-con
vexas homogéneas de grau 0 uma extensdo da re1ag50'de conjugagio
que apresentamos na secgao 2.1.. Esta extensao, a que chamaram de
quase-conjugagao, tem como grande vantagem,'em relagao a outras
extensdes ensaiadas por outros autores, o ser simetrica em determi
nadas circunstancias. Antes, porem, de a apresentarmos e estudarmos,

torna-se necessario introduzir e explorar alguns novos conceitos.

E o que faremos nas treés proximas alineas.

3.1.3. Conjuntos "evenly" convexos

—— Definigao: Um conjunto EcR" & "evenly" convexo (para maior
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brevidade: ec)(3]) se pode ser separado fortemente de qualquer vec
tor pertencénte ao seu complementar, isto e, se para cada y%E exis

te um hipefp]ano qUe separa fortemente y e EJ| :

Proposicao 3.1.3.1: Seja CeR™ um conjunto convexo fechado ou rela-

tivamente aberto. Ent3o C & ech

Proposicao 3.1.3.II1: Seja EcR™ um conjunto ec. Ent3o E & a inter-

seccao de todos os semiespag¢os abertos que o contEm.H

Corolario 3.1.3.1I1.1% Qua1duer conjunto ec de R"™ & um conjunto con

veonI _

Proposicdo 3.1.3.1II: Interseccao de conjuntos ec e ainda um conjun

to ec.”

-
e

Proposicio 3:1.3.IV: Seja um conjunto EcR". Sg”E € ec, entdo uE -

também & ec, VpeR.”.’_ \

A_p¥0posigﬁo 3.1.3.1 e o corolario 3.1.3.11.1 permitem relacionar

~os-conceitos de conjunto convexo e conjunto ec. Eles estabelacem

que um conjunto ec e necessariamente convexo, e que se um conjun-
to convexo e fechado ou relativamente aberto entio também ec. To-
davia, um conjunto convexo simultaneamente nao fechado e ndo rela-
iivamentelaberto pecde ndo ser ec. A figura 3.1.3.A fornece uma ilus
tragao disto mesmo, convindo notar que o ponto y%t nao pode ser for

temente separado de C.

(30)- Mais uma vez usamos 0 termo ingles por nao conhecermos um termo portugués

ja adoptado. Uma tradugdo livre possivel sera "equilibradamente convexo".
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Figura 3.1.3.A: Ilustracgao de um conjunto convexo nao ec,

 ww———~. Na analise das relagoes de quase-conjugagdo que iremos estu

dar, o papel dos conjuntos ec & correspondente ao papel dos conjun

tos fechados na analise conjugada do capitulo 2. Note-se, a prqpﬁe_

-
-

sito, que a condigao de regularidade “"conjunto ec" @ menos exigen-

te que a de "conjunto convexo fechado“, pois, como vimos, um conjun

-

to convexo fechado & ec, mas existem conjuntos convéxos nio fechadosque s3o

ec. (nomeadamente os relativamente abertos}).

3.1.4. Cones "evenly" convexos e respectivos cones polares

Definicdo: Um cone ec e um cone que € conjunto ec. ]

Proposicao 3.1.4.1: Seja CeR" e seja K 5{(x,p)b>o,xeuC} . Entdo

C € um conjunto ec de R" sse K & um conjunto ec de Rn+]J[

Proposicdo 3.1.4.1I: Seja KeR™ um cone ec tal que 04K. Entdo K e

a intersecgao de espacos abertos gerados por hiperplanos gue passam

na origem e que o contem. ||
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Definicao: Seja KcR" um cone convexo tal que 0¢K. 0 cone

"evenly" polar de K e o conjunto,Keoé{x*|<x,k*><0,¥xeK}.”
Realce-se a diferenca entre as nogoes de cone polar e de cpné
"evenly"” polar de um cone éonvexo K. Geometricamente, enquanto
o cone polar inclui todos és vectores x* tais que cos{Xx,x*)g
40,Vxek, 0 céne “eveniy" polar apenas inclui os vectores x* que
verificam estritamente a anterior desigualdade. -

Proposicio 3.1.4.111: Seja KcR" um cone convexo tal que 04K.En-

~ y 0 - - ~ i
tao:. (i}K =c1Ke°;(11)Ke° e um cone ec nao contendo a origem;

(iii) (K®2)®%=K sse K @ ec.||

~

Vs
3,1.5. Funcdes " evenly" quase-convexas ou “"evenly" quase-concavas

-
—w—é———'Definigﬁo: Seja f(x)_ﬁma funcio de R" em [;w;+w] . f(x) &
"evenly" quase-convexa (para mafor brevidade: eqconV) se 0s con-
juntos de nivel inferior §ika) < {x{f(x)sx} saoc conjuntos ec para
todo 0uefﬁn+m] . f{x) e estritamente eqconvse os conjuntos

Sg(a) ={x[{f(x)<«x} sdo ec para todo ooe Ew,+m] Al

Definicao: Seja g(x) uma fungao de R" em [—m,+ %}.g(x) e "evenly"
quase-clncava ('para maior brevidade: eqconc) se os conjuntos de
nivel superior Sg(a)é&[gbdéa} s3o conjuntog ec para todo o.

ae [-w,t %} g(xj e estritamente eqconc se 0s conjuntos

5;”(a)5{xlg(x)>a} s3io ec para todo O&e[fm,+m].”

Proposicdo 3.1.5.1: Sejam f(x) e g(x) fungges de R" em [;m,+m]‘ f{x)

(estritamente) eqconc. g(x)

(53]
[1:3]

(estritamente) eqconv sse -f(x)

(estritamente)} eqconv.]|.

mi

(estritamente) eqconc sse -g{x}

Dy
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Propos1ga0 3 1.5.11: Sejam f(x) e g(x) fungoes de R" em [—w +w]

Entao: (i) f estritamente eqconv =>-f eqconv, (i1) ¢ estr1tamen-

te eqconc =>g eqconc . || - o 1

Proposicao 3.1.5.IIT: Sejam f{x) e g(x) fungbes de R" em [—m’+m].

Entdo: (i) f eqconv => f quase-convexa; (ii) g eqconc =» g quase-
-cGncava.

0 inverso do estabelecido na anterior propesicao nem sempre & verda

deiro. Significa isto que a: aposicao do termo "evenly" impde uma

~condigdo de regularidade a fungao guase-convexa (quase-cOncava).

papel desta condigdo de regularidade vai corresponder na analise

da quase-conjugacao a condigao de fecho das fungdes convexas e con

cavas na analise da conjugagd3o do capitulo 2. A condigdo de "evenly"
ke :
quase-convexidade ("evenly" quase-¢oncavidade) &, porem, menos exi

gente que a semicontinuidade inferior {superior) de fungoes conve-

xas {(cBncavas), pois nao exige que os conjuntos de nivel sejam fe-

‘chados, mas apenas ec.

Proposicio 3.1.5.1V: Sejé f(x) uma funcao de R" em [—m,+m]. Entao:

(i) f & semicontinua superior e quase-convexa => f e estritamente
eqconv; {ii) f e semicontinua inferior e quase-convexa => f g

eqconv. ||

Corolario 3.1.5.IV.1: Seja g(x) uma fungio de R" em [-w,+=] . Entdo:

(i) g e semicontinua inferior e quase-cOncava => ¢ e estritamente
eqconc; (ii) g e semicontinua superior e quase-cbncava - => ¢ e

eqconc. ||

" Proposicao 3.1.5.V: Seja f(x) uma fungao quase-convexa de R" em

Em,+uﬂ, e seja hf(x,u) a funcao homogeénea de grau 0 por ela gerada.
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Entdo f & (estritamente) eqconv sse he e (estritamente) eqgconv. ||

Corolario 3.1.5.V.1: Seja g(x) uma fungéo quase-cdncava de R" em .

[—m,+m], e seja hg (x,u) a fun¢do homogenea dé grau 0 por ela ge-
rada. Entao g e (estritamente) eqcont sse hg e (estritamehte)

eqconc. ||

Na secgdo 1.2.,  alinea 1.2.2. {(alinea 1.2.4.), definimos fungido
convexa (cOncava) propria como uma funcao convexa {cHncava) com
epigrafol(hipografo) nao vazio, nem contendo 1inhas verticais. Va
mos agora definir umé condigﬁq_de regularidade para fungbes quase-
‘-convexas e quase-concavas homogeneas de grau 0 a qual vai corres-
ponder um papel semelhante ao da propriacidade 9a5 fungﬁgs convexas .-
e concdvas. Justifica-se assim que, embora diféfentea designemos. |
também por propriacidade as sequintes condigcoes de regularidade
das func¢oes quasé—convexas e'quase—cﬁncavas homogeneas de grau 0.
Definicao: Seja h{x) uma fungao quase-convexa homogenea de-grau 4]

de R" em [-m,+mJ. h{x) a dita propria se para cada o< sup h tiver
mos Ci¢5i(a), isto e, se h{0}=sup h{x).|]

Definicao: Seja h(x) uma fungao quase-concava homogenea de grau Or
de R" em [—m,+ m]. h(x) & dita propria se para cada o >inf h ti-

vermos 0¢S§(a), isto &, se h(0)=inf h{x).||

Proposicao 3.1.5.VI: Sejam f{x) e g(x) funcGes de R" em [;m,+ mJ,

respectivamente quase-convexa e quase-cﬁncéva. Entdo as fungoes

homogeneas de grau 0 geradas por f e g s3o proprias. ||

Definigao: Seja h(x) uma fungao homogenea de grau 0 de R" em [—m,+w}

A fungdao peqconv h(x) e a maior fungﬁo eqconv homogenea de grau 0
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propria majorada por h{(x). Analogamente, a fung¢do peqconc h(x) e
a menor fuhgio eqconc homogenea de grau 0 propria minorada por

hix).f[

3.1.6. Funcoes quase-conjugadas ‘de funcoes quase-convexas homoge-

neas de grau 0.

A relagao de quase-conjugagao que vamos apresentar e estudar

deve-se,'conforhe ja - apontamos no final da alinea 3.1.2., a PASSY

‘e PRISMAN {1984). Como tambem ja entdo referimos, ela & apiicavel

apenas a fungdes homogéneas de grau 0, o que, contudo, n3ao € res-

tritivo em analise quase-convexa, pois e sempre possivel definir

uma fung¢do homogenea de grau 0 associada a cada fungao guase-con-
; -y :

vexa OU quase-concava.

Definicao: Seja h{x) uma funcdo homogénea de grau 0 de R" em [~w,w%.
A ;ualfungﬁo quase-conjugada quase—conﬁexa e a funcdo h*(x*) dada
por:  h¥(x*)=-inf{h(x) [<x,x*>»0} :" |

A proxima proposicao corresponde, para alanETise quase-conjugada,

a proposigao 2.1.2.1 obtida para a analise conjugada. Nela se for
mulard uma relacio de simetria entre os elementos da familia das
fungOes quase-convexas homogeneas de.grau 0 (e, consequentemente,

de todas as fungoes quase-convexas, via fungoes homogeneas de grau

"0 & elas associadas}).

Proposicao 3.1.6.1: Seja h{x) uma fungdao homogenea de grau 0 de
RY em [-M,+a:], e seja h*(x*) a respectiva quase-conjugada quase-
-convexa. Ent3do: (i) h*{x*) e uma fungao eqconv homogenea de grau

0 propria; (ii) h**(x)=(h*(x*))*=peqconv h e h**=h sse h & uma




fungio egconv homogénea de grau 0 propria.]

Proposigac 3.1.6.1I: Seja h{(x) uma fungido eqconv homogenea de

grau 0 de R" em [—w,+m]. Entao: (i) !? (a )]eo = S3 *( a)s

(1) [Spala)f® = 58C-a)- |

Esta proposicdo permite interpfetar geometricamente a duase—conju—
gagao quaschonveka em termos de “even]y" polaridade dos conjuntos
de nivel, mostrando que uma fungao eqcony homogenea de grau 0 admi

te uma dualidade de formas de representagao

(i) ou pelos conjuntos de nivel Sh(u) (que sao cones ec);

(i) ou pelos cones "evenly" polares destes conjuntos de nivel, que

sao os conjuntos de nivel da fung3o conjugada.

Uma ociutra interpretacdo possivel da quage-conjugagio quése—
-convexa pode ser.perspectivada por seme]hanéa com a conjugagab
convexa da seccao 2.1.. Seja‘w o conjunto de todos os pares
(h{x), q(x*)) de funéﬁes homogéneas de grau 0 de R" em [}w,+ﬁ]sa,

tisfazendo:

<x,x*>30 =>hy(x) + q(x*)3 0, ¥x,x%&R"

Obtem-se da anterior implicagao que:

3}

h{x)z - inf {q(x)]<x,x*>30} = q*(x*)

q(x)z - inf {h{x)]| <x,x*>30} = h*(x*).

Consequentemente h(x) e h*({x*) podem ser 1nterpretadas como forman
do o par mais “apertado“ de fungoes homogeneas de grau 0 que res-
peita a implicacao mais acima. Repare-se na seme]hanga com a 1n—

terpretacdo da conjugacdo convexa que fornecemos na alinea 2.1.3..
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3.1.7. Funcbes quase-conjugadas de funcGes quase-concavas homoge-

neas de grau O

—— Definigdo: Seja h(x) uma fungdo homogénea de grau 0 de r"
emn ~w,+m]. A sua funcdo quase-conjugada quase-concava & a fungdo

h*(x*) dada por:. “h*(x*} = -sup{h(x)|<x,x*>30} . ||

Proposigao 3.1.7.1: Seja h(x) uma funcao homogenea de grau 0 eqconv.
. .
Entdo: h*(x*) = - [-h(x)] (x*).]}

Proposigﬁo 3.1.7.11: Seja h{x) uma fungao homogenea de grau 0 de

R" em [;m,4§]e h*{x*) a sua fungdo quase-conjugada quase-cOncava.

Entao: (i) H*(x*) ¢ uma fungio eqconc homogenea de grau 0 propria;
. ) - e - — :
(ii) h**(x} = (h*{x*))* = peqconc h e h**=h sse h e uma funcao eqg-.

cong homogénea de grau 0 ptapria."

Proposigﬁo 3.1.7.1I1: Seja h{x) uma fungdo eqconc homogeénea de grau
. n ' - . > eo > . >

0 de R en L—w,+¥]. Entao: (i) [Sh(a)] = Sh*(—a); (i1) [Sh*(a)]e°=

Sﬁ('a)-ll '

I}

3.1.8, Subgradientes de fungoes guase-convexas e quase—tﬁncavas

homogeneas de grau 0.

Na secgao 1.2., alinea 1.2.10., apresentamos para funcgoes
con@exas (cSncavas) ¢ conceito ‘de subgradiente num ponto, e mostrﬁ?
mos que ele pode ser encarado como definindo um hiperplano de supor
te ao epigrafo (hipogfafo) da funcao nesse ponto. Apresentemos ago
ra o conceito correspondente para fungoes quase-convexas e ﬁuase-

cdncavas homogeneas de grau 0.
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Definigdo: Seja h(x) uma fung3o quase-convexa homogenea de grau 0
de R" enyE&,+ %} X* @ um subgradiente de h no ponto X se, simul- |

taneamente: (i) <X,X*> = 03 (1) <x,¥*><0, ¥x e S (h(X)). ||

Definigdo: Seja h(x) uma fungdo quase-concava homogénea de grau 0
de R" em —m,+«ﬂ. X* e um subgradiente de h no ponto X se, simul

taneamente: (i) X,x*>= 0; (ii) <«x,x*>>0, vxeSE(h(f)).”

Proposicao 3.1.8.1: Seja h(x) umd funcao homogénea de grau 0 e

quase-convexa (quase—cﬁncava)de‘mn em [;m,+m]. Se X* e um subgra-
diente de h no ponto X, entao o hiperp]and X ,X*>=0 separa forte-

mente X do conjunto de nivel S;(h(?)) (S;(h(ﬂ)).n

—— Defiﬁjgéo: Seja h(x) uma-fungio hombgénea ae grau 0 quase-
-convexa (quase~c6nc§va) de R" em I}m,+ f} Por subdiferencial de

h np'ponto X, 8h(§):.éntende—se o conjunto de todos os subgradientes
da funcio h no ponto X.|| .. -

Entre muitas-outras possiveis de apresentar, sao de destacar as se
guintes propriedades do subdiferencial de uma fung@o homogenea de

o~
grau 0 quase-convexa oU quase-concava:

Proposigao 3.1.8.II1: Seja h{x) uma fungdo homogenea de grau 0 quase

-convexa de R" em [—m,+wJ , e seja Xe R". Entdo (i) ah(X) € um co-
ne ec; (i1) O0edh(X) =>h{X)= inf h{(x); (iii) h{x) propria e s.c.s. =>"
=>p h{x)}#0, ¥xeRn;'(iv) h{x) propria e diferenciavel em rint dom

h =>3h{x)#@, ¥xe rint dom h.||

Corolario 3.1.8.11.1: Seja h(x) uma fungdo homogenea de grau 0

quase-cOncava de R" em [—w,+ ﬁl e seja %R". Entdo: (i) 3h(X) &

um cone ec; {ii) 0e3h(X) =>h(X) sup h(x); (iii) h(x) propria e
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5.C.1, =>ah(x)#ﬂ, vxeR"; (iv) h{(x) propria e diferenciavel em rint

dom h =3 hi(x)#9, ¥x erint dom h.l| - .

3.1.9. Propriedades mafginais das func¢oes quase-conjugadas

0s conceitos de subgradiente e subdjferencial de funglbes
quase-convexas e quase-concavas homogéneas de grau 0 permitem es-
tabelecer importantes propriedades marginais das respectivas fun-

gaes_quase—conjugadas§32)

Proposicao 3.1.9.1I: Seja h(x) uma fungdao quase-convexa homogenea

de grau 0 de R" em [—m,4w] . As seguintes condigoés sdo equivalen
tes: ' | '
IR
(i) x*€d h(X) ;
(i1) h(¥) = inf{h(x)]| «,X*>30} e <X,x*> = 0;
C(314) h(X)+ h*(X*)=0 e X,X*>= 0
Se h(X) = peqconv h(x), ent3o tambem sdo equivalentes as anteriores,

e equivalentes entre si, as seguintes condigoes:
(i*)  Xeah*(x*);
(11%)  h¥{X*)= inf {h*(x*)| K,x*>30} e  x,x*>= 0.]|

Corolario 3.1.9.1.1: Seja h{x) uma fungio homogénea de grau O quase-

-concava de R" em [}m,+m] . As seguintes condigoes sa2o equivalentes:

(i) x*esh(x)
(i) h(X) = sup { h(X)| %, x*>30} e = &,x*>= 0;

(ii4) h(X) + h*(X*)=0 e. X,x*>= 0.

(32),- Notexse a seméihanga com'és proposigﬁes 2,1.4,1, e 2.1,5,1V..




Se h(X)= peqconc h{X), entd3o também s3do equivalentes &s anteriores,

e equivalentes entre si, as segufntes condigoes:
(1*) xed h*{x*);

(Fi*) h*(X*)= sup’ {n*(x*)| K,x»%0} e <X,X*>= 0. ]

Corolario 3.1.9.1.2: Seja h(x) uma fungao homogénea de grau 0

quase-convexa (quaschﬁncava) e diferenciavel em X.
Entao se 9vh(x)#0 temos que para cada X*e3 h(x) existe um escalar

o0 tal que x*=q . vh(x)(33)”

Ao terminarmos esta capitulo, uma pa]avra para notat que a
relagdao entre transformagﬁo de Legendre e conju gagao, que referimos
no final da alinea 2.1.4., & igualmente verifjégda para a quasé» -
_éonjugagﬁo. Para pormenores, irrelevantes péra 0S NOSSOS objecti-

vos, veja-se PASSY e PRISMAN (1984, p. 143 e seg.).

(33) - Este coro15rio pode ser estabélecido numa formulagao mais forte, em que
se mostre qﬁe Vh(x) €dh(x) e, consequentemeﬁte, pela definiéﬁo de sub-
gradiente, que se Vh(x)#0 teremos ah{x)=&*{Jo>0:x*=aVh(x)} . Tal exi
giria, contudo, recurso a resultados que nao apresentamos, Como nado ne-
cessitaremos desta formu1ac50 mais fbrte, diSpehsamo-nos de a apreéentar.




®
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SECCAO 2.1,

Dem. da proposicdo 2.1.1.1: Se f{(x} @ uma fung¢do convexa

imprﬁpria,'para_ser fechada teria que ser identicamente -« (pela
definicao de fecho de uma funcao convexa), pelo que a proposicao
serd trivial neste caso (pois a funcdo linear nao vertical r o=t
seria a Unica funcdo linear majordda por f{x)). Se f{(x) & uma

fungao convexa fe?hada propria, entao o seu epigrafo & um conjun
to convexo fechado (proposicao 1.2.7.1). Pelo coroldrio 1.1.6.11.1,
ele pode ser entao encarado como a 1nterseccao de todos os semi-

fechados que o contem. Porém devido a propria definicdo de-epigrafo

espacos’, & obvio que nao. havera semiespacos inferiores que ¢ conte
e :

nham (1). Logo, epi f(x) pode ser encarado como’a intersecc¢ao de
todos os sem1espacos fechados(gerados por h1perp1anbs/3§?t1ca1 s )
que o0 contém. Se conseguirmos mostrar que epi f{x) @ a intersec-
¢ao . apenas de todos 0s semiespac¢os superiores fechados {gerados
ﬁor hipérp]anos nao verticais) que o contem, estara demonstrada
a proposicao {pois , pela proposi¢io 1.2.6.1, a.cada hiperplano

n+ c a4 = X
+1 corresponde uma funcao linear nao vertical

nao vertical em R
em Rﬁ ). Quer isto dizer que para provar a proposicac teremos a-

penas que mostrar que a intersec¢ao dos semiespacos superiores

(1) - Por semiespago inferior de Rn+1 entende-se qualquer semiespaco gque

possa ser qpcarado como o hipografo de alguma funcao 11near nao ver
tical de R, Analogamen*e por semiespaco superior de RA+1 entende
-se qualquer semiespace gue possa ser encarado como o epigrafo de-
alguma funcao . linear nao vertical de Rn,
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“fechados que contém epi f(x) & idéntica a interseccao conjunta
dos semiespacos superiores fechados e dos semiespacos gerados
por hiperplanos verticais que contém epi f.

Suponha-se entao que o semiespaco fechado
Vo= {{x,r)| <{x,r),(b,0) >_$P}z {{x,r) < x,b >srs}

contem epi f. Note-se que V & gerado por um hiperplano vertical

em Rn%1 pois o'coéficiente de r & nulo. Note-se tambeém que ndo

e restrivo considerarmos o sentido da desiqualdade como<£ , pois se
fossez-poderiambs_sempre multiplicar a inequacao por -1.
Sejaqualquer (xo,ro)% V. Bastarﬁ‘entao demonstrar que existe sem
.h.pre uma func¢ao linear nao vertical majorada por f{(x) tal que (xo,ro)
"hao perfence ao seu epigrafo. Por outras palavras, hastara mostrar
que existe uma funcao linear n3o vertical 1(x).ta{ que l(xix’f(x):;
: vxeaBn_, e ainda tal que g <1(x0). |

Como f{x) e praprié {ia que analizamos mais atrds a possibilidade

de ser impropria), f> o pe]olﬁue existird necessariamente pelo me
nos um hiperplano nae vertical cujo semiespaco superior fechado con
tem epi f{x), ou seja, existird pelo menos  uma funcao 11(x) tal que
epi 11(x):>ep1 f{x)es 11(x) < f{x). Facamos 12(x)='<x,b>v-p tal que‘
boésamos escrever Y = {(x,r)] 12(x)$0-} . Ent3o, para cada xe& dom T
vira que: -

L) SFE)FT, (1) + MN1(x) € F(x), ¥Az0

Ora, se fixarmos Xx20 e definirmos 1(x)=]1(x) 45)12(x) vem, como
pretendiamos 1{x} ¢ f{x}. Para alem disso, e como por construcio
12(x0)7 0 (porgue (xo,rﬁ)%_V)), basta fixarmos A suficientemente gran

de para que 1(xg) = 1,(x;) + A 1,(xg) > ry como desejado. |l ;
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Dem. do corolario 2.1.1.1.1.: .cl(conv Z)) @ a maior funcido

convexa fechada majorada por Z{x). 0 resultado & imediato pela pro-
posicaoc 2.1.1.1 se se mostrar que qualguer func¢3dao linear nao ver-

tical majorada por Z(X) e tambem majorada por ¢l {conv Z). Admi -

tamos que.néo, isto &, admitamos que existe uma funcao linear nSo
vertical 1(x)= <x,x¥s -P majo}ada_por Z(x} e nao majorada por cl(conv Z)
‘Seja X tal que El(éonv 2(x))< 1{X) € Z(RX). Entdo, pelas proposicoes
t.2.2.1V e 1.2.7.1V, sup { 1{x);c1{conv Z{x})} (2 ci(conv Z)) & con

vexa fechada e, pelo menos para X, & estritamente maior que cl{conv’Z).
Sendo obvio que sup {1(x); c1 (conv Z(x))} & majorada por Z(x), en

“t3o c¢1 (conv Z) nio poderia ser a major fungao convexa fechada majo

Ed

‘rada por f(x), 6 que contradiz a definicdo . || -~

. I-. L - -
Dem. da proposicao 2.1.2.1: Atendendo & definicdo de conju

gada de uma funcao convexa, e imediato que f*(x*) pode ser encara-
da como a funcdo supremo por pontos das funcdes Tineares ndo verti

cais em x*: r=<x,x*> = f{x).

como as funcdes lineares .sao funcoes convexas {proposicio 1.2.6.11),
e como uma func¢do supremo por pontos de fungoes convexas & convexa
{pro. 1.2.2.1V}, conclui-se que f*{x*) & uma funcdo convexa. Para
alem disso, e porque os epigrafos das funcOes lineares nido verti .-~
cajs sao semiespac¢os fechados, estas sao funcoes s.c.i. (pela pro;
posic§6 1.2.7.1). Consequentemente, a funcao f*(x*), que & a respec
tiva funcdo supremo por pontos, e tambem s.c.i. {(pro.1.2.7.1V). Se
f*(X*) & propria, tal significa que & fechada. Se f*{x*) nido & pro

pria, sera fechada se for,ou a funcdo constante +w,ou a funcao cons
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tante -® , Ora, temos qu.e (pela definfcﬁo de f*):
() £(x) = +o , ¥xe R" =7 F*(x*)= ~w, ¥x*e R"
(I xe R £(x) c o = F*(x*)= +o, ¥x*e RV
(iid) .f(x)>-w, ¥x e R"=>dx*e R": f*{x*)<c +@

3 x eR": F(X)cra RF*(x*)>» -0, ¥x*e& R"

Em sintese, f*{x*) & propria sse f(x) & propria, e se f*{x*) impro

pria,ent3ao @ a funcao constante +wou - (0 que completa a prova de

) ‘qué f* & fechada).

’Que (c1f)*=f* & imediato pela definicao de conjuqua’ e pelo corold

‘rio 2.1.1.1.1. -

Finalmente, mostremos -cll'ue“cIf_:_f'f*. Sendo f* uma funcao convexa, f**=
(f*)*; sup {<x,x*> -f*{x*}} . Mas pelo que vimos na alinea 2.1.1.,
para cada x* a-expressdo analitica da funcdo linear nao vertical

r= <x,x*> -p tangente a cif(x} para algum x & r= < X, X*> -f*(x*}),
Consequentemente f** = cl1f. || |

-

Dem. da proposicao 2.1.3.1: Seja f uma funcao convexa, Por

definicao: f*(x*):s,i(.rp{<x',x*> -f(x)} , ¥x*e R £+ (x*) SLX G X*> -
-f(x), ¥x,x*e 32“_4:—*57 F(x)+F*(x*) »<x,x*> , ¥x,x*e R" . {|

Dem, do corolario 2.1.3.1.1: Pela proposicao 2,.1.2,.1 temos

gue f*{x*)=(c1f)* (x*}. Consequentemente, f*{x*)=sup{<x,x*> -c1f(x)} ,
yx* ¢ RNy F5(x*) 54x,x*> -c1f(x), ¥X,Xx*¢ ]2"@ c]f(x)«»f*(x*)-}cx,x*} .

vx,x* e R" .||
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Dem. da proposicao 2.1.4.I: Seja (ii): X*¢? f{X). Pela defi

ni¢do de subgradiente de uma funcdo convexa vem, eqyivalentemente

f(x)z F(X) + <X*, x-%> , ¥xeR" -

ECX*,X> - f(X) 2<X* ,x»-f(x), ¥xe R"@f*(i*):sup{(x,i*>—f(x)} e atin
gido para x=X , Mostramos que.(ii'):(:)(ii__i).

Mostremos agera.que (iii)=>(i):

sup {¢X*,x> -f(x)} atingido para x=X (iii)

< CR* LR F(R) $<R* x> -F(x), ¥xe R"

= sup { <¥*, %> -F(X]} 3 sup {<X*,x> -f(x)}
. X X .

_ e
"o _ . Ve .
& (R X O-F(RX)PF*(X*) @ f(X) + F*(k*) <X, X*>,
L | |
Mas pela proposigdo 2.1.3.1 (desigualdade de Fenche]):-\f(x){f*(x*);.
X XA, ¥X ¢ R".
Entio f(X) + f*(%*) = <X,%*>, isto &,.(iii)=»(i).

Mostremos igualmente que (i) =>(iii):
F(X) + FX(R%) = <K,%*>
& FH(R*) = X%, X > -F(X)@sup fx,%¥*> -F(x)} = {R*g%> -F(X)

0 que significa que o supremo & atingido para x=X. Estd demonstrado
que {i)=>(iii).

Para mostrar que (iv)<»(v}, o raciocinio & perfeitamente similar ao
que fizemos para mostrar que _(1‘1')@(1‘1‘1‘)'. |

Para finalizar, demonstremos que (iii)ep(v). De (v) vem que:
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-

Sup {(i,kb Sfr{x* )} = CX,X*> ~f*(X*)
X* :

DS CRLXE> FR(RF) 2K, x*> —f*(x*), ¥x*e R"

= Sup {( X, X*> —f*(i*)’}?Sup {<-i,x*>

-f*(x*)} , ¥x*e R"
x'*

x*

P KKGR*> ~f*(X*) 3 f**(X) = f(X} (porque por hipOtesecif=f)

©  fX) + FHR*)ISKE, 5>,
Atendendo a que f(x) + f*{x*)y<x,x*>, V¥x,x*e R" (prop. 2.1.3.1) venm
que '
f(X) + f*(X*) =<KX,X*»

-~

~ » Mostramos que (v)=¥(iii). Resta demonstrar que ‘("1'1'1'_) ={v):

_<i,>-(i: ;,- _f*(;&*)

<> (pela proposicdo 2.1.2.1 e tendo em conta que clf=f:)

£ (R) = <X, R*> -FH(R*)

& Sup {KX,x*>  -f*F(x*)} = <X,X*> -f*(X*), iste &,
X*

o anterior supremo & atingido para x* = X* . ||

Dem. da proposicdo 2.1.5.1: g*{x*) = i_flf{<x,x*> ~g(x)}
4
=~ SUP {<x,-x*> —(-_g('x))} . Como -g{x}) € uma fun¢do convexa (prop.
X

1.2.5.1), vem entao, pela definicao de conjugada de uma fungao conve
Xa:

g*(x*) = -(-g)* (-x*). ||
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Dem. da propogiéﬁo 2.1.5.Ii: Perfeitamente similar a demons-

tracio da proposicdoe 2.1.2.1, desde que se faca a necessaria trans-
posicdo de conceitos e resultados de mode a referidos a funcoes coOn-

cavas. ||

e Dem. da proposicao 2.1.5,I1I: Similar a demostracao da pro-

posicﬁo 2.1.3.1, partindo da defini¢do de func¢do concdva conjugada. |

Dem. do corolario 2.1.5.1I1.%: Similar a demonstracao do co

rolario 2.1.3.1.1, mas referenciada a defini¢do de func¢io céncava

conjugada e @ proposigcao 2.1.5.11I. ||
K

e Dem. da proposi¢do 2.1.5.1V: Perfeitamente similar a demons

tracao da proposicao 2.1.4.1, desde que se faca a necessaria trans-

posicdo de cenceitos e resultados. |
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SECCAO 2.2

1

Dem. da_proposigdao 2.2.1.1: Esta demonstrado no texto

que antecede a proposigdo.||

Dem. do corolario 2.2.1.1.1: Imediato a partir da pro-

posigao. 2.2.1.1, tendo em conta que,por definigao, c1C
e o mais pequeno conjunto fechado que contem C.||

Dem. do corolario 2.2.1.1.2: c1Cyc c1C,<=> (xe c1C@xeclly}
<fpela proposigio 2.2.1.I)(<x,x*>ga*(x*|C]),Vx§¢<x,x*;g
§ 8*(x*] €,) . ¥x*) @ BX(x*| €y ) §*(x*|C,) ,¥x*. |]

- Dem. da proposigEo 2.2,2.1: A 12 parte_da proposigao
esta demonstrada no texto que a antecede, A 22 parte

resulta directamente da 12 parte e da groposigﬁo 2.1.2.1.

bem. do corolario 2.2.2.1.1: Imediatd atendendo a defi-

nigao de fungéo indicadora e a proﬁosigio 2.2.2.1.
co
Dem. da proposicao 2.2.2.11: Seja CeR" um conjunto con-

vexo nao vazio. Como §*(x*|C) e a fungao conjugada de
S{x}|c) ( prop. 2.2.2.1),e por isso uma fungao convexa
fechada, propria sse &(x|C) @ propria{prop.2.1.2.1).

Ora,§(x|{C) e propria pois C e ndo vazio(prop.1.2.3.1).

Quanto a 8*(x*[C)_ser lTinearmente homogénea,isso resul
ta directamente da definig@o:§*(Ax*|C)=sypl<x,Ax% |xeC}=
=}sgp{<x,x*>,ch}=RS*(x*[C). Resta entao demonstrar que
qualtquer - _ o fungﬁo convexa propria fechada e
linearmente homogenea pode ser encarada como fungiao su-
porte de um conjunto convexo nao vazio. Tal equivale a
mostrar que a conjugada de uma fungdo f(x) convexa pro
pria fechada linearmente homgenea e uma fungao indica-
dora de um conjunto convexo nao vazio fechado{pois pela
proposicao 2.2.2.1 a fungao indicadora e a fungao con-
jugada de um conjunto convexo fechado sao conjugadas uma
da outra). Por outras palavras,temos que mostrar'que a
conjugada f*{(x*) de qualquer fuancgao convexa propria fe-




- )

- 53 -

chada linearmente "homogénea apenas assume os.“valores" 0 e

+o e tem dominio efectivo convexo fechado ndo vazio. Este Ul
timo facto resu]ta ditéctamente de ser a conjugada de uma fun
¢ao convexa propria (prop. 2.1.2.1). Fa1ta entao mostrar que
f*(x*) niao pode ser diferente de 0 ou +o , Ora, para qualquer
fungao convexa temos que?l>0

(AF)*(x*)= sup{ex,x*> - A f(x)} =Asup{<x,x* > - (x)} =X F¥(x*/A).
X : - X _ :

Mas como f & por hipGtese Tinearmente homogénea, teremos gue
ter também,¥A>0:

sup{<x,x*> -Af(x)} = sup{cx,x*> ~f(Ax)} =

% X

(VF)*(x*)

H

sup { KAXLx*/a> ~f(Ax)} = FX(x*/a),
X .

-

Reunindo o5 dois resultados: prd

NE*(x*/x) % FX(x*/2), V>0

,Mas o anterior ver1f1car ~se<3 sse f* assumir apenas os "valores™

0 ou +w., Estd demonstrado.”

— Dem. da proposicao 2,2,2.111: Sendo ¢1 h*{x*) o fecho da
fungao. convexa linearmente homogenea geradé por f*(x*), temos
que: ' _ X
(i) e uma fungdo convexa fechada tinearmente homogenea
por definigao;
(ii)e tambem propria ja que f* e uma.fungﬁo propria (por-
que f @ praptia_pgr hipotese ~ proposigdo 2.1.2.1)
Logo, pela proposigﬁo 2.2.2.11, ¢l h*(x*) é a fungﬁo suporte

de algum conjunto convexo fechado dado por:
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] «,x*>gcl h*(x*), ¥x*eR"} (prop. 2.2.1.1)
= '&|<x,x*>sci inf {{f*1) (x*)|1>0},¥x*eR"} (prop. 1.2.4.V)
= x| <x,x*>gc1 (F*A) {x*), ¥x*eR", A>0} |

= x| <x,x*>-Af*(x*/1) £ 0, ¥x*eR", 2>0} (pela definigao de mul--
' tiplicacgac escalar di-
reita, tendo em conta
que f* e fechada)

= {x|Asup {<x,x*/A>-F*(x*/1)}<0., ¥A>0}
x* :
= {x|Af(x) <0, ¥A>0}. (pela definigao de con
_ jugada, tendo em conta
S que f e fechada)
= Ix|f(x)<0} .

Esta provada a 12 parte da proposicao. Para demonstrar a 28 parte

o argumento a utilizar & perfeitamente similar.|| ~

rd

Dem. da proposig§0‘2.2.3.1£ Seja 8(x[K) 5 fungao indicadora
de um cone convexo ﬁéo vazio e fechado KR, Pela prgposigﬁo 1.2.
3.1, 8(x|K) e convexa propria. 0s conjuntos de nivel Sf(q).=
é{X]s(le)saj sdo iguais a: (i) R" se a=+= ; (ii) K se 0o <t
(iii) @ Sea<.d. Como sao todoé conjuntos fechados, a funcio 8(x|K)
g s.c.i. (prop. 1.2.7.1), pelo que, por' ser convexa prapria, e
fechada. Finalmente, porque K € um cone convexo, §(x|K) e linear-

mente homogénea (prop. 1.2.4,VI}.l|

Dem. da proposicdo 2.2.3.11: Esti no texto que antecede a pro-

posigao. ||

Dem. do corolaric 2.2.3.11.1: Pela proposigdao 2.2.3.11:
(1) 8(x|K) = s*(x|K®)

(1) 8{x*[K®) =6*(x*[k°°)
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Porque K° & convexo fechado (prop. 2.2.3.11), entédo §(x*)k°) P
fechdda, pelo que fica de {i): §*(x*[K) =[}*(x|K°)]* = (prop. 2.%.
2.1) § (x*[K°). | - | 3

Reunindo esta Ultima igualdade com {ii)obtemos:

§*(x*[K) = $*(x*]K°®) @ k=k2° I
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SECGAD 2.3

Dem. &a proposicao 2.3.1.1: Por_definiqio, 3}(x!0) e a 'Ft-mt;:io\=
convexa linearmente hpmogénea gerada por f(x)=8(x]C)+fi Logo, pe-
la proposicdo 1.2.4.V: Kl(XIC)zinf{(fA)(x)l1>0]= (pela definicdo

de muitiplicagao escalar direita) = inf{h8(§ IC)+RIA>Q}=

= inf{8(x[AC)+X[X>0}= inf{r[a>0.xeAc}. ||

Dem. do corelirio 2.3.1.1@1:.1mgdiato pela definigao e pela

proposicdo 2.3.1.1.|

‘Bem do corolario 2.3.1.1.2: Pela proposigdo 2.3.1.1 temos

que ¥ (x[K) = inf{X[2>0,xedk}= inf{2+¥{x]ag]>0}

-

Como K e um .cone, entEoblK=K, ¥2>0, pelo que: 7
Y7(x[K) = infP#8(x{K)| x>0} =
. oo 1

S(xfK) + inf{x|X>0} =& (x]|K) N

It

Dem da proposicdo 2.3.1.11: Pelo corolario 2.3.1.1.1., se C

e convexo e contem a origem, entﬁo?&(x[t) e convexa propria. Pe-
la definicao de funcao convexa fechada, X](XIC) sera entdo conve-
xa fechada se for s.c.i.. Pela proposigdo 1.2.7.1 sera s.c.i. sse
todos os seus conjuntos S§](«)-={xlx1(x|6)gx} forem fechados. Ora,
se %<0 vem gque S§1(d)=ﬁ, pois a fungdo K](xlC) e nao negativa (co
rolario 2.3.1.1.1}. Consequentemente os conjuntos de nivel vém tri
vialmente fechados para «<0,. Precisamos entao de mostrar que tam-

bem o sao para qualquer %20, e que S% () = LC, Vo 50,

Comece~-se por notar que: S§1(“) ={x|!1(x|6)5x} = {pela prop.2.3.1.1)=

{ x| inf{8(x}2 c)+ 2| Ay0}¢s) = { XEI(0<1~‘°‘ V0t : xeM}= -

o (A)

+)lc “{O}U( ()«"\0( )

U(O()‘-m\’) 0
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Como C & convexo e contem a origem & possivel de mostrar que
ACeal, ¥0A <. Seja um dado 0< igwe seja um qualguer

Xe)Cex /A €C.: Como C e convexo e contem a origem, vem que:

(1-14).0 + u-% e€C, ¥Vog pugl @#-xe%_C, ¥0<u 51.
Ja que 0< ga, existe necessariamente um Ogugl tal que a=\/u, o

que significa que para dado 0< X ga:

x exC @xe%‘-c, Vo< u ¢t = xenl

ou sejay ACecol, ¥0<gs. Sendo assim, vira de (A) que para o» O:

$§1(a) 4 {0}0(aC)

Como C contem a origem, entdo oC (0>0) tambdm conterd, donde pa-

‘ra a»0: S:-’ (o) = aC.

Como C & fechado por hipotesé, a proposicas 1.1.5:1V permite con-
cluir que Sfi(a) = qC tambem s3do fechados.}|

R - -
Dem da proposigac 2.3.2.1: Pela definigao e pelo corolario

2.3.1.1;1, como C e um conjunto convexo nao vazio, yi(x[C) e con-
veﬁa propria e linearmente homogenea. Pela proposigaoc 2.3.1.11,
como C e fechado, v (x{C) & também fechada. Ora, uma fungdo convexa
perria_fechada linearmente homogénea e fungdo suporte de algum
conjunte convexo fechado naoc vazio. Mas, por definigéo,‘y](x]C) e

a funcdo convexa linearmente homogenea gera&a por f{x}=6{x|C)+1,
Logo, pela proposican 2.2.2.1I1, e ja que Yl(x[C)_é fechada porque

C contem a origem, temos que Y](X|C) e funcdo suporte do conjunto:

,-\ *
“x*| [s(x|C)+1]) (x*)< 0}
{x*]6*(x*|C)-1g 0}(pela definigao de fungao conjugada)

i

x| 8% (x*[C) €1}

{x*|sup {<x,x*>|xeC} g1}

X 0
{x*]| <x,x*>¢1, ¥xeC} = C_ .||




- K8 -

Dem. do corolario 2.3.2.1.1: Pela proposigao 2.3.2.1, K](x|K)

e a fungao suporte de K? . Logo, pela proposigdo 2.2.1.1:
= { x*|ex,x*s $¥ (x[K), ¥xeR"}
Mas pelo corolario 2.3.1.1.2 temos ¥;(x|K) = §(x|K), donde:

KO ={x*<x,x*>¢8{x]|K), ¥xeR"} = { x*|<x.x*>¢0,¥xek = K° .{|

Dem.. 'da proposicao 2.3.2.11: Vamos fazer esta demonstragao em

varias etapas:
e _nao vazio, ¢l

t) Sendo Cf:{x*[<x,x*>sl, ¥xeC} = {x*](x x*)s]} se C/ 2 uma in-

tersec¢gdao de semiespagos fechados. Como os semiespagos sao conjuntos

,convéxoé {prop. 1.1.3.11), as proposigbes 1.1.1.1 e 1.1.5.11II per—'

mitem concluir que C? e convexo fechado. Que C? contem a origem,
e imediato pela_definigﬁe, pois fazendo x*=0 vem <x,0>s] qualquer
que seja xeR" (e, por isso, VxéC). Fsta demonstrado que se € e

1
L1

nio. vazio » entio C° & convexo fechado contendo a origem.

'2)_(8?)? ={x[<x,x*>s1; vx*eC?} = {x| sup{<x,x*>]x*ecf}s1j='

={x]8*(x[c2) ¢ 1}
={X[K](XIC)<1} (pela proposigao 2.3.2.1,pois € & convexo,
fechado e contem a origem)

= C (pela proposigac 2.3.1.1I, pois C e conv.
fechadole 0eC)

Esta demonstrado que (CS)E?C quande C e convexo fechado e contem a
origem. |

3) X](XIC)=3*(XIC?) se C & convexo fechado contendo a origem ja
esta demonstrado pela proposigao 2.3.2.1.

4) Pela propos1gao 2.3.2.1(ou por(3)), K (x* IC )= 5*(x*l(C ) } pois
se C & convexo fechado, entao C & convexo fechado contendo a ori-
gem{por{1l)).

Como por 2) temos que (C?)?=Cf1caX](X*|C?)=S*(X*IC)sVX*ERn-
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Dem da prqpbsigio 2.3.2.III:_Pé1a proposigao 2.3.2.1{ou 2.3. -

2.II),K](XIC) e a Fungao suporte de C?. Pela proposicac 2.2.1.1
vem que:

0 Y n

Co={x*|<x,x*><¥ (x]C) ;¥xeR"}
Pela definigao de &?(x*lt) ficamos ent3o com:

¥y (xxey=inf M A>0,xve Ae2} =inf{A|d>0, Fec®}

=inf {klA)O,(x,a_é*,;X](xlc) ,¥xeR"}
p) .
=1nf{k|k>0,<x,x*>s &](xIC),VxeRfLH

Dem do corolario 2.3.2,.111.1: Imediato a partir da proposi-

¢io 2.3.2.11L.[| -

Dem da proposicao 2.3.2.IV: Que X?(X*IC) 8 a fungao gauge?I
do conjuntO-Qf-E imedia£o pela definigdo deX? e’pela proposicdo 2.
3.1.1. Que e fechada. conclui-se pela proposigéo 2.3.1.1I, atenden
do ahUe C? e um coﬁj&ht; convexo fechado contendo a origem{prop.

2.3.2.11). Falta entio mostrar que se C fér tambam féchado e con-

tenha a origem, entdo a polar da polar de 31(x C) e ela propria.

Pela definigao: H?(x*[ﬁ)=§}(x*|03). Logo, tambem pela definicao,
0 )
(Y0 cP=33(x]c)=¥, (x(c2)°)
Mas se C far convexo fechado e contiver a origem, a proposicgao

2.3.2.11 permite concluir que (C?)?=C,pe]o que nesta situacgao

13- (%S °=n’1.ll

Dem do corolario 2.3.2.1V:1: Sejam dois conjuntos C,DeR" con

vexos fechados e contendo a origem. Admita-se que estes conjuntos

. s30 polares um do outro, isto e, C=D? e D=C?. Entao:
K](XIC)=E1(3!DE)= (pela definigdo da polar) ¥J(x|D)
Ki(x*lD)=f1(x*|CE)=(pe1a definigdo da polar)51(x*|0)
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Admitamos agora inversamente que as fun¢oes gauge-I de C e D sao
gauges~I polares um da outra, isto e, que:
_ o , o
{x](xlt:)=x}(xlu). S A :
¥, (x*0)=¥7 (x4 ¢) | |
Pela proposigao 2.3.2.IV temos que J?(X*lc)=X](X*IC?) e que
I?(X|D)=K](XIDE). Substituindo, vem:

- 0 -n0
[ ¥ (x[C)=¥%{x|pD) - { C=D"

{10 0)=¥, (x*{c?) o=c? .|

Dem da proposicao 2.3.2.V: Imediata pela definigcdo de fungao

polar e pelas proposigoes 2.3.2.1I e 2.3.2.IV.”

Dem, da proposicao 2.3.3.1: Por definigao, KI(XIC) e fungao con

vexa linearmente homogénea gerada por f(x)= S(xIC) 1. Logo, pela pro

pos1gao 1.2.4.V: .

Xz(x|C)—1nf{(fl)(x)ll>0} {pela def1n1qao de multiplicagdo es-
.calar d1re1ta)~1nf{l3( [c)- -X | %0} = 1nf{3(x!k€) R]A>Q}—1nﬁ{ -3 e
>0 xelc}-—sup{lll>0 xelL} H

Dem,do corolario 2.3.3.1.1:A 12 afirmagdo do corolirio @

jmediata pela dgfinigﬁo #pe]a ﬁrbposigﬁo 2.3.3.1. Quante a demong'
tragio da 2% afirmacio ela & feita em 3 etapas:1)Demonstrando gue
se C=p entioﬁé(xlt) ¢ impropria; 2) Demonstrando depois que se C
e nao‘vazio e contem semirectas emanadas da origem,ﬁz(x|0) e tam-
bem impropria; 3) Finalmente, mostrando que se C & ndc vazio e nao

contem semirectas emanadas da origem, entﬁoxz(xIC)E propria.

1) Se C=p , Xz(x|C)=+ sUP{AIA?>O,%eﬁ} “tw,VxeR™, ou seja, se C=p

a respectiva fungao e a funcdo constante +& (impropria).

el
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2) Se Cfﬂ_e contiver semirectas_emahadas da origem, seja x1 um vec-
tor pertencente a uma dessas semirectas. Entdo xie,lc,vl>0, pelo que
teremos Yl(x]IC) =-sup{)\|l70, x]e)kc} = -om, B'Z(xIC) e portanto im-
propria se assim for,

3) Finalmente, se C#f e nao contiver. nenhuma semirecta emanada da

origem, entao:

(i) Por'jq.ue C#p, temos dom KZ(XIC) ={x|3))0,xekc}¥ﬂ@3x eR":
XZ(X'C)<+°0;

(i1) Porque C nao contem nenhuma semirecta emanada da origem;
sup{_}l?wo, X €AC}< +w, VxeRn@b’z(xIC)y—w, ¥xeR",
Reunindo (i) e (ii), temos que Xé(x]t) e propria nesta Ultima si-
tuagao. Note-se ainda que se C fﬁt fechado e nﬁg eontiver a origem, .
entdo n3o conterd nenhuma semirecta emanada-dafbrigem. Com efeito,
se C e fechado e ndo-contem a origem, existe por definigdo um £>0
para o qual Ef(Ojf\Czﬁ. Consequentemente, C nio péderﬁ conter ne-
nhuma semifepta emanaaa da 6rigem. Compreendevse assim que € ser
convexo, fechado e nao conter a origem, implica que ¢ e convexo,
nao vazio, nao contendo a origem e ndo contendo nenhuma semirecta

emanada da origem. Xz(x,C) sera,por isso, uma fungdo convexa pro-

pria nesta situagio.”

—— Dem. da proposicio 2.3.3.11: Pela proposigao 2.3.3.1 vem que;

Kz(xlﬁ) = - sup{).[l>0, xeXxc}
Como 0¢ C entdo {X|X>0, 0¢XC}= P, donde ¥,(0[C)=~sup P =+o.
Seja agoraCfﬁ e XeC ,e seja a sucessao {xﬁ-convergente para 0 e
formada por vectores per_tencentes @ mesma semirecta emanada da
i

origem a que pertence X {isto e, x' tais -que sz)%Y) para algum

)i>0). Entao o limite de Ké(x1[C) para a anterior sucessdo e menor
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que +o, pois sup{).,l>0, xeXC}>0. Consequentemente,'!é(xlt) nao
e s.c.i. em x=0. |
Se Ké(x‘t)_é propria, o anterior impff;a que ndo e fechada. Se
Xz(x]C) nio e propria pelo corolario 2.3.3.1.1, e porque ocorre

uma das seguintes situacgoes:

1) C=p. Neste caso;, ¥,(x[C) = +@, VxeR" (ver dem. corol. 2.3.3.1.1),

pelo que Ké(x,C)'E fechada.

2) C#P e contem alguma semirecta emanada da origem. Neste caso,
IxeR": ¥,(x|C)= -~ frer dem. corol. 2.3.3.1.1.). Assim sendo, nesta
situagdo Eé 50 sera fechada se. for a funcdo constante -, Mas

mostramos acima que Ké(O]C)=+09, pelo que Xz(x’C) nio e fechada.]]

Dem. da proposicao 2.3.3.II1: Comece-se po? notar que:
S§2(“) {x,Yz(xlC)sd.} = (pela proposigdo 2.3.3.1) ={x]—sup{:klk>0,
x kea)={x | sup{)\-S(k[AC)[}wo}?- o}= {xlﬂbO:}z—a{;\ xeACY

H|

Para «<(0 temos entao:

Sig(o() = INy0:xexg = U AC. Como }\]c:lzc, %’Od]s)« Fica

(0<~-kgA) 2°
como queriamos mostrar que S§2(«)= -«C, V¥x<G. Se C for fechado,

entao ng(d)= -«C e tambem fechado para qualquer <0 (prop. 1.1.
5.1V). Pelo corolario 1.2.7.1.1, temos que 5;(X’C) e s.c.i. rela

tivamente a s§2(e) com B<0 e tao pequeno quanto queiramos em va-

1lor absoluto. Conseguentemente, Xé(xlC) € s.c.i. relativamente a

5%, (0.

Dem. do corolario 2.3.3.111.1.: Pelo coro15rio 2.3.3.1.1,

Yé(xfﬁ) e convexa propria. Pela definigdo de fungZo fechada, o seu

fecho seri a sua envolvente s.c.i.. Ora, pela proposigao 2.3.3.1II, .

Yz(x|C) e s.c.i. relativamente a 5;%(0). Para alem disso, pelo co-
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rolario 2.3.3.1.1., §(x|C) & negativa em dom ¥ (x]C) (sendo +opara
_ xfdom B;(XIC)) Consequentemente, ¥, (x[C) e s.c.i. relativamente ao

seu dominio efectivo, pelo que ¥ (xlC) = ¢l ‘d’z(x'C), ‘Jxedomh’z(xIC) ”

—— Dem. da propoq1gao 2.3.4.1: Se C respeitar as hipoteses aponta-

das, Z(XIC) e uma‘fungao convexa propria linearmente homogénéa
(corol. 2.3.3.1.1), pelo que cl Ké(xlt) e uma fun¢do convexa pro-
pria fechada linearmente homogenea. Pela pgoposigio 2.2.2.11,
c1¥é(x|C) e entdo a fungdo guporte de algum conjunto convexo fecha
do nio vazio. Mag, por definicdo, Eé(XIC)-é a fungao convexa li-
nearﬁente homogénea gerada porlf(x)= 8(x|C)-1. Logo, pela proposi-

‘¢ao 2.2.2.111, cl %(x]C) e a fungdo suporte do conjunto:

{x*| [8x]¢)-1]" (x*) < 0] S
={x*|s*(x*|C)+1 <0} (pela definicio de conjugada)
={x*|§*(x*[c)¢-1} |
;{x*lsup{(x,x*>[xe8}$-1}

= {x*] <xxxog-1, ¥xeC}

={-x*[¢x,-x%¢& -1, ¥xeC}

u:{- x*| <x,x*>37, VxeC}= “Cg -“

Dem. do corolario 2.3.4.1.7: Imediato pela ptoposigﬁo 2.3.4.1

e pelo corolario 2.3.3.111.1.]|

bem. da proposicao 2.3.4.1I: Vamos fazer esta demonstragéo en

varias etapas:

1) Se C respeitar as hipdoteses apontadas, Xé(x|C) e uma fungac con
vexa propria linearmente_hbmogénea (corolario 2.3.3.1.1.) pelo que
c13é(x,C), além do anterior & tambem fechada. Pela proposicao 2.2.

2.II,.c]F2(X]C) 2 ent3o a func¢do suporte de algum conjunto conve-
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xo fechado ndo vazio. Pela proposicdo 2.3.4.1 concluimos que tal’

. = _ .0 = ‘o
conjunto e -C,. Consequentemente —C:»e um conjunto convexo fecha

e
do e nao vazio. As proposigoes 1.1.1.II1 e 1.1.5.IV permitem con-

. 0 - - . ~ .
firmar que C+ e entao convexo,fechado e nao vazio.

2) Pela definigao €9 =ﬁ*x,x*>¢1, ¥xeCl. Logo 0¢CP, pois <x,0><1,
¥ xeRl '

3) Repare-se ainda que, para 32 >0, temos:'(x,x*/)2>21, ¥xeC =

o+

:¢<x,x*/k]>}1, ¥xel, 0511$12. Consequentemnte,x1cgbZXZCO, V0<)1$X2.

_4) (c; 2+={x|<x,x*>zl, yx*eCO} = {x J<xix*>¢-1, ¥-x*e-C0}=
={x| sup{<x ;—x*>]-x*€-cg}s-1} =
{xle*(x[-Crem1} L
={x|c1¥,(x{C) ¢ -1} (pela prop. 2.3.4.1) .

[t}

C (pela pﬁcpt2.3.3,l)
{x*l(x,x*>z1, ¥xe -C} =‘-{*x*k:x.-x*zy1, V—xec}= - Cg.

[H

S 0,0 [ 0,10" 0,0 _
Entae -(-C,), =[}('C+)]+ = (G = ¢ |
6) Que ché(x[C) =3*(x‘—02) ia foi estabelecido na proposigdo 2.3.
4.1.

7) Fiha1mente, pela proposi¢ao 2.3.4.1 vem ainda que

¥, (xx]-C0) = §*(x*]-(-c2)9)

(repare-se que por (1) a (4), -c?

; satiscfaz as hipoteses da propo-

sigao 2.3.4.1). Como por.(S) temos que -(-Cg)i = C, fica:
: 0
¥, (x%]-c2) =s*(x*|c). ||

Dem. do corolario 2.3.4.11.1.: Imediata pela proposicdo 2.3.4.

II e corolario 2.3.3.III.T.{[ -
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Dem. da proposicdao 2.3.4.111: Pela proposicao 2.3.4.1, cIl%(xlC)-

& a fungio.suporte de -C°

+.'Pe1a proposigao 2.2.1.1 fica portanto:

-Cg ={x*,<x,x*>sc]¥é(x|€), ¥xeRn}_
& C: ={-x*|<x,hx*>z-clZé(x]C), VxeR"}
© ¢ ={x*<x, x*>z cl¥,(x|C), VxeR"}

Pela definicio de X vem entao:

xz(x*lC) —sup{)ll)()‘,i(i*;_ CE}=.

':sup{l! AV 0,4, x*/AY 2 -cl Kz(x icy, ‘Jx_e'R"}
“sup{lll>(L<x,x*>z~}cl¥é(x|6), VxeRQ}.H

Dem. do corolario 2.3.4.1I11.1.: Imediato pela proposigao

. o
2.3.4:111. 1 - '

- Dem da proposig?b %.3.4.IV:. Que xg(x|C) g a fungdo gauge-II
de Cg_é'imediato peia.proposigio 2.3.3;i, atendendo a que por de-
fiﬁigao C0 E'um cdnjunto convexo (porque e a intersecgdo de semi-
espagos) e nao contem a origem (ver nota de pe de pagina n0 15 na
alinea 1.1.7). Tendo em conta o anterior, e ja que!o(x j€)= X(x*]C Y

vem ("polarizando™ ambos os membros). -

00, 0 0 0,0
¥5°(x]©) =Y5(x|(c2)) = ¥,(x](c)2)
Mas se C for convexo, n3o vazio, nao contendo a origem, fechado,
e el e )\Ic:)\zc,wd]‘)«z,
o)o

vem gue (C+ + =C {prop. 2.3.4.11), pelo que

2 (xfc) =yx]|c). Il
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Dem. do corolario 2.3.4.1V.1: Perfeitamente similar a demons

tragdo do corolarjo 2.3.2.1V.1, substituindo conjuntos polares in
feriores por superiores, e substituindo também a referéncia a pro
posicdao 2.3.2.IV por uma referéencia a proposigao 2.3.4.IV.”

duma funcgo'gauge 11
—— Dem. da proposicao 2.3.4.V: Imediata pela definigao de polar/e

pelas propos?gﬁeé 2.3.4.11 e 2.3.4.1v. ]}
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SECCKO 3.1

—— Dem. da proposicao 3.1.1.I: Imediata a partir das definigdes, |

Dem. da proposicao 3.1.1.I1: Comecemos por mostrar quesgs con

conjuntos S?(d) sao todos cpnvexos,'entﬁo f @ gquase-convexa. Para
tal basta atender a que S?(Py=ilpsi(u); Se os conjuntos_sﬁ(d) $ao
todos convexos,a proposicac 1.1,1,1 permite concluir que os conjun-
tos S?(p) s30 tamb&m convexos, pelo que f & quase-convexa.
Demonstraremos agora que se f & quase-convexa,isto e, se 0s conjun=-
tos éi(ﬁ) sio convexos, tambem-o sio os conjuntos S;(w). Sejam

.x],x%58;(q). Existe entao necessiriamente algum <X tal que tam-

bem x],xgesi(p). Como S?(p) g convexp entdo igqaﬁéente

(l-k)x]+kx2€S§(P), VQ&X&]. Como por cdnstrugﬁd.Sf(p)czs;(«),vem
- -

tampem: . _
v ) 2 <

(T-2)x +2x% e Sp(x) .

E-isto quaisquer que sejam x],xze S;(«)- e qua1quer que seja «.

Tal significa que os conjuntos S;(q) sao todos convexos.}\

——— Dem. do corolario 3.1.1.I1.1,: Decorre directamente das propo

sicoes 3.1.1.11 e 3.1.1.1.

——— Dem. da proposicdo 3.1,1.I11: Que sdo convexos & imediato pe-
la definigao e pela proposigﬁo 3.1.1.1I, Resfa ent3o demonstrér

que sdo cones, isto E, que sdao fechados na multiplicagao por esca-
tar positivo. Seja x tal que XGSi(d), isto e tal que f(x)go, Mas co
mo f(x) e homogenea de grau 0, entdo tambem f(Ax)x ¥X»0, pelo que

S?(d) & um cone. RaciocTnio idéntico se pode fazer para S;(qj.”
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Dem. do corolario 3.1.1.II1.31: Decorre directamente das propo-

siges 3.1.1.111 e 3.1.1.1. ]

1
/ 1

Dem. da proposicao 3.1.1.IV: Comegemos por'mostrar que fehua-

se-convexa, isto e, s$ (o() convexos 1mphca a expressdo da proposmao Admitind
sem perda de generalidade, que f(x )zf(x }. Entao teremos que:

x',x%e s“fc(f(_xz)) ={ x] F(x)sF(x%)}

Como por definicao estes conjuntos de nivel sdo convexos, entdo

tambem, para qualquer Oghgl:

Q- x4+ Ax? e s ¢ (F(x ))@f[(i O x e r(xf).
Ja que fizemos f(x yFHpUﬁLmos escrever equivalentemente:

F[-0x 2 ks max{r(x ) F(xD)}, ) Lo (M)
Resta pois mostrar que a anterior expressao imp{}ca por sua vezla
convexidade dos conjintps S?(q). Seja um qua1§uerofta1 que:
x;max{f(x1),f(x2)}..0e (A) vem que f[(1~1)x]+)xzjsx,“donde temos
'necesséria: ‘ e simultaneamente:

xl,xze.sg(d) e (1-1)x1+kx26.5$(«).

Como o anterior & valido quaisquer que sejam x‘,xzeRn e
‘ q;méx{f(x1),f(x2)}, 0s conjuntos Sg(q) sao todos convexos, ou seja, |

f & quase-convexa. ||

Dem. do corolario 3.1.1.IV.1: Decorre directamente das propo-

sigaes 3.1.1.1V e 3.1.1.1.”

—— Dem. da proposigdac 3.1.1.V: Decorre directamente das definigoes

de fungbes quase-convexa e quase—cancéva, e das proposigoes 1.2.2.

111 e 1.2.5.v.
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Dem. da proposicao 3.1.2.1: Pela definigao,e imediato que

hf'(x,?)=f(x/1)=f(x). Passemos entac a mostrar que hf é homoge- .

nea de grau 0 em (x,p). Com efeito, p'ar-a A>0 temos:

_ x
- 5 (Ope0)  (F(X/p)  (20) -
hf(}x,)x/z)-={ Ap = _ = he(x,p).
sup f(Ax) ( Aug0) sup f (p<0)
Resta, portanto, demonstrar que h]C g quase-~convexa. Pela definig‘a’o,"
he § quase-convexa se tem todos os conjuntés de nivel Sf,(of) conve-
Xx0s. Ora se dxsup T vem Sﬁ(o{)é R" (que € trivialmente convexo). No

caso.de «<sup f, vira (pela definicdo de he):

Sﬁ(d) ={ (x,)u)l}n(], f(x/}*)-f“}:{(x’}")“”o’ ,.—’ie Sf; (%)},
Sejam quaiquer(x‘,’)&]) e (xz,ﬁz) que pertengam a S/f](cr), ou seja,

2

tais que /A]>.0, M >0,'x1//;_]£ S?(a() e xz,’ﬂze Sf‘(o().- Entao, tambem:

{ (1~)l)x1e (1_—)).}4]. S:(o() o .
')‘\xze)\fz.'sg(ﬂ)
e, consequentenente:
(-0)x L2 e ﬂ1-X)ﬁ‘+%#§]_s§(«)
(1-—>~)x]+)\x2 |
(1_—1)/q1+l/42
& [(1-)\)x1+)\x2; (1-).)/.11-%)/:.42_]@ Sﬁ(o{)

€5% ()

pelo que S‘;(o() @ convexo. Como o anterior e valido para qualquer
) £ - -
X<sup f, e como para dX2sup f temos Sh(ot)= rR", a fungao hf e quase-~

-convexa.”

Dem. do corolario 3.1.2.1.1: Decorre directamente das proposi-

¢oes 3.1.2.1 e 3.1.1.1.]f
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—— Dem. da proposicao 3.1.3.IE'Qde um conjunto coﬁvexo fechado

e ec © imediato pela proposigao 1.1.6.II. Falta demonstrar que
um conjunto relativamente aberto tambEm e ec. Para isso teremds
que mostrar que qualquer yfc pode ser fortemente separado de C
no caso de este ser relativamente aberto. Vamos considerar duas

possibilidades de localizagao para o ponte y%C:

1).3#010. Como por definigio CeclC, a proposigao 1.1.6.I1 permite

concluir que ¥y e C sao fortemente separaveis,

2} yerfrC. Se ye?frC, pela proposicao 1.1.5.IX vem que y#rint C=
=C (porque C e relativamente aberto). Precisamos entao de mostrar
que se C=rint C entdo yerfrC e C sao fortemente separaveis. Aten-
dendo a que_yerfrc=$jeffc, e pela proposigao_I:laf.I, existe pelo
menos um hipefp]ano de suporte a cTC no ponto.§, isto &, existe

um hiperplano H={xi<xlyib>=0}_ta1 que:

<xX-y,b>>0, ¥xecl(
'(NAfe—Se que esta ultima condicdo inclui a pbssibi]idade:h exis-
tir um hiperplano de suporte <x-y,a»=0 tal que ¢(x-y,ayg0, ¥xeclC,
para o que'basta multiplicar por -1 e fazer b=-a). Como C e rela-
tivamente aberto, e por definigao, o0 anterior implica:

<x-y,b>>0, vxeC¢$<x,b>><y,b7 s ¥xel
(fsto porque por construgﬁo um hiperplanc de suporte nao pode in-
terceptar o interior relativo). Da Gltima expressio, e faﬁendo por
eXemb]o <y,b>=ﬁ s vem: (x,b);ﬁ ,¥xel

{y>b> =§

.Portanto,'quer seja y%c]t,_quer seja yerfrC, e possivel separar

fortemente y e C. Mas C=rint C, pelo gque as uUnicas possibi]iﬁades
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-

de y nao pertencer a C sao as duas referidas;ll

Dem. da proposigao 3.1.3.11: E obvio que E esta contido na in-

tersecgao dos semiespacos abertos que 6 contem. Quanto a provar que
a interseccdo dos semiespagos esta contida em E, vamos proceder por
absurdo (a semelhanga do que fizemos no corolario 1.1.6.II.1); Su-
ponha-se que pxiste um vector y pertencente a 1ntersetc§0 de todos
0s semiespac¢os abertos que contém.E, e que;nio pertence a E. Mas se
E € ec, e como y#E, existe por definicaoc um hiperplano que separa
fortemente y e E, isto €, um h1perp1ano H { ,(x by = }ta1 que:

£y, b) =p e (X, b>>p » ¥xeE.

" Como <x,b>>€ define um.semiespago aberto que conEem E e que nao

contem y, € contrariada a suposigdo mais acima.“

Dem. do corolario B8.1.3.11,1: Pela proposigao 3.1.3.I1I um con-
junfo eC e a intersec¢aoc de conjuntos convexos {que s3o 0s semies-

pacos abertos que o contém), pelo que @ convexo {proposigdao 1.1.1.1).J

——— Dem. da proposicao 3.1.3.111: Seja y um gualquer vector nao

‘pertencente a CEC1 Se assim acontece € porque existe algum iel

tal que y¢ti. Por definigio existe ent3o um hiperplano que separa
fortemente y e esse C,. Logo, e necessariamente, esse hiperplano

separa_também fortemente v e A 'C r\ C. ,-e,portanto,um con-

jel 7917 el
junto ec.”

—— Dem. da propoesicac 3,1.3.IV: Se £ e ec, entao existe, pafa3

quatquer y%E, um hiperplano qQue separe fOftemente y e E:

Ly ,x*> = § () i

X Xx*> <P, ¥xeE
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Seja agora p> 0. Multiplicando por u as duas_anteridres condigdes ‘
fica:
oy :k*> = Bu .

< U.X,X* ><By, Vuxeuk

(note-se que yéEsuyéukE), ou seja, pE e ec com u> 0. Para u <0, .

vem, multiplicando (A) por u:

< yuy,x*> = gy
< UX $XF>>Bu _ s ¥uxeut

pelo .que uE & ec tambem neste caso. Finalmente, para u=0, vem

-

E<£ {0}, que e um conjunto fechado. Pela proposigdo 3.1.3.1, O.E &

ec. || : : o -
Ve
rd

;

Dem. da proposi¢50‘3.1.4.l: Designemos pbriﬁ 0 conjunto dos
semiespagos abertos que contém C. Como estes semiespagos serao do
'tipof{x|<x,x*>+p*> 0}(se forem do tipo. <x,b>+a <0 multiplique-se
por'-1’e faga-se x*=~b e y*= -g), podemos escrever

A é{(x*,u*)|<¥,x*>+u*>0,.VxeC }.Se C @ ec, e pela proposicdo 3.1.

3.11, vem que sz\(x* u*)EA{XI<x,x*>+u*‘>0}. Entao:

K 2 {(x,u) |u>0,xenC}< {{x,a) |[u>03N{(x,u) f eC} =

#1000 10wy e (06U | x>0}

£L00m) 10N o ey (060D <00w) s (050%)>>0)

-

Ora, "{(x,u)|u>0} e “"{x,u)|<{x,u), (x*,u*}>>0} $30 semiespagos a-
bertos. Pela proposicdo 3.1.3.1 sdo conjuntos ec, ja que sdo con-
‘ vexos e relativamente abertos (pois sdo abertos - proposigao 1.1.5.

XI). Logo, pela proposicac 3.1.3.1II, K & um conjunto ec.




-

Mostremos agora que se K & ec, C tambem o &. Se K & ec, entao,
para dado u>0, se (y,u)¢ K e possivel separar fortemente (y,u)

e K, isto E, existe um hiperp1ano tal que:

<(y sU) ;(X*su*)>=8

(xou) s (XFu*)> <8, ¥{x,u) eK.
Equivatentemente, dado que yu e fixo e fazendo ~“B¥*=R-pu*:

"<}’,X* > :B*
<X ZX*><B*, ¥xeuC,
ou seja, mC & ec. Pela proposic¢ao 3.1.3.1V,vem entdo que C=% .

e ec.“

—— Dem. da proposicao'3.1.4.I1: Seja z4K. Como K & ec, existe

um hiperplano (v?,gj)_ta] que:

2,vt> = By . (A1)

(V,V?>‘<B}: VVQK ’ ¢o.(A2)

Mas como K & um cone, entao se veK e se V,VI>< By tambem

AveK, ¥i»o, e <xy,v?>< 813 ¥A> 0. Como conSequEncia:
<v,v?>_<31/)\ s ¥YveKk,i>0

0 anterior implica que necessariamente B8,>0 e que:
W,VT>50; ¥veK ... {A3)

Em particular, para z=0 (gue por hipotese nao pertence a K), vem
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gque existe um vg tal que:

<0,v3> =0 e <v,v*2><0.¥veK ... (B)

0 que temos que mostrar e .que, quaiqﬁer que seja z%K, existe um
semiespago aberto que contem K e e ger;do por um hiperplano gue
passa na origem. Com efeito, se tal. acontecer, estari demonstra-
do que K e a intersebgﬁo de semiespacos abertos gerados por hiper
planos que passam pela origem{o que se confirma'através de um ra-
ciocinio do tipo do efectuado na‘ﬁemonstracﬁo da proposigao 3.1.

3.11). Continue a ser z%K. Em (A3} vimos que necessﬁriamente‘ﬁzo._

Se ﬁ;ﬂ estd demonstrado pois nesta situagao, por(Al) e (A2):

<z,v¥> =0
e -
L LYLVTyc0, Viek. -
Se‘ﬁ>0 faga-se: {z,v%5 =% | S )

- - . 'l .- - -
Se €20 esta demonstrado, ja que se assim fdr temos{por(B)):

<z,v§>¥620

e .
<Vv,v3i><0 ,¥vekK,

2 _
Finalmente, se£<0,0 hiperplano(v,vf+(pljw|)v§>=0 passa pela ori-
gem e separa fortemente z e K: '
<z,vf+(P]A£[)v§>.=<z,v§>+(ﬁlﬁgl).<z,v§>=(por(A1) e(C))=0
o ,

(v,v?+(p]/w4)v§2=<v,v¥7+(P]Aej).<v,v§7=(por(A3)e(B))so,vveK.“

———— Dem. da proposicao 3.1.4.11I1: (i) Por definigﬁo,K°={x*l<x,x*7g

SO,UxeK}= _£:L{x*\<x,x*>$0}. Como e a intersecg¢ao de conjuntos fe-
chados,K® & um conjunto fechado(prop.1.1.5.111), isto g,k%=c1k°.
' Ora,comparando as definigﬁés de k%ek®%,é entdo imediato que _para

qualquer x*eKo temos:
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KE? ) E(x*)#B, ¥ey O
pelo que k%= ¢1 K®°,

(i1) Pela &ef‘_inigéo k€o ={x*'(x,x*><0, ‘c‘xe‘K}= XQK{_X*ldx,X*XO}’ !

£0 - ) - )
e uma interseccido de semiespagos abertos.. Como os se-

isto e, K
miespagos abertos sao conjuntos convexos relativamente abertos
(pois um conjunto aberto & relativamente aberto - prop. 1,i.5.XI),
entdo sao ec.{prop. 3.1.3.1.) Logo a sua intersecgao, que e k&°,

&€ ec (prop. 3.1.3.II1). Para além disso K% & fechado na multipli-

cagao por escalar positivo, pelo que & um cone.

(i) (KE2)¥ %= {x]ex,x*><0, ¥xek®0)= XQKeﬁ{x[.:x,x*xo}. ... {A)

Mas K9 = {x*|<x,x*><0, ¥xeK}, isto e, atendendo a {A), (Keo)eo po
de ser encarado como a jntersecgﬁo dos semiespacos abertos que

contém K e que sao gerados por hiperplanos querﬁassam pela origem.
Mas pela proposigao 331f4‘ (ii), vem que tal & igual a K desde que

U%K-e K seja um cone ec. Logo, (K®%)€° = K.”

Dem. da proposigao 3.1.5.1: Imediata pelas definigﬁes.”

——— Dem. da proposicdo 3.1,5.1I: Se f & estritamente eqconv os

conjuntos S;(w) sdo ec. Mas, para todo o [;m,+aﬂ:

£ <
| | sf(pkgﬁsfw)
Logo, pela proposicac 3.1.3.111, Sf(P) e tambem ec, pelo que T e

eqconv. A demonstracgaoc para funcdo egconc e sim11ar.l|

S Dem. da proposicdo 3.1.5.111: Imediato atendendo ds definigoes

de fungao eqconv(egconc) e quase-convexa {quase-cOncava), e aten-

dendo tambem ao corolario 3.1.3.11.1.}{
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Dem. da proposigdo 3.1.5.1V: (i) Se f.e s.c.s. entdo os seus

conjuntos de nivel S:(q) sao todos fechados (prop. 1.2.741). Conse-
quentemente, 05 seus complementares S;(«) sao abertos. Como um.cogﬂ
Junto aberto e relativamente aberto (prop. 1.1.5.XI), vem que S;(q)
sao todos relativamente abertos. Como sao tambem convexos {prop.
3.1.1.11Y, concluimos que sdo ec (ﬁrop. 3.1.3.1), ou seja, que f ¢
estritamente eqcénv. |

(ii) Se f & s.c.i. entdo 0s conjuntos S:(Wj sao todos fechados {prop.
1.2.7.1). Como sdo tambem convexos (porque f & quase-convexa), a pro-.

posicao 3.1.3.1 permite concluir que sdo ec, pelo que f & eqconv. ||

Dem. do corolario 3.1.5.1V.1: Decorre directamente da proposi-

-~

.g80 3.1.5.1V e da simetria entre por um lado furgdes quase-convexas
' lado

—

e quase-concavas (prop. 3.1.1.1}) e por outro/fungoes eqconv e eqconc.”
. -||l

Dem. da proposigao 3.1.5.V: Comece-se por notar que

{ap)[p20, Fesi)]) = {(p) [ w0y f(5)e )
Logo, pela definigao de hf temos:
S;-:(o{) :iRnH se o{:;sug.)f
(x,p)“no, ﬁes“‘;(m)} se o< sup f
Rn+1

Sﬁ(q) sao ec para todo osxe[—m,+ﬁﬂsse Si(d) sao ec para todo o

2 trivialmente ec. Assim sendo, e pela proposigﬁo 3.1.4.1,

ue[-m,+uﬂ. Pér outras palavras, f e eqconv sse he e eqconv. 0 mes-
PP ' < ' .
moe raciccinic, mas com S;(d) € Sh(d) pode ser feito para mostrar

que f e estritamente eqconv sse hg e estrifamente eqconv.l'

—— Dem. do corolario 3.1.5.V.1: Decorre directamente da preposi-

¢ao 3.1.5.V atendendo & proposigao 3.1.5.L.||
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Dem. da proposicdo 3.1.5.VI: Vamos demonstrar para a fungao

homogenea de grau 0 gerada‘pe1a funcao quase-convexa f. A demons
tracao para a fungao homogéneé de grau 0 gerada pela fungao qua-
se-cancava g 3 simitar. Seja entao:
he(X,1) =ff(></p) ( >0)
sup f { ug0)
Ora, suﬁ h%:sup. fe hf('o,'0)=supf_, pelo que se f e propria temos hf tam-
bém propria.ll |

Dem, da proposicdo 3.1.6.1: (i) Pela definigao, h*(x*) & uma

fungdo homogenea de grau 0. Com efeito, ¥A>0:

h*(Ax*) = -inf{h(x) [¢x,Xx*>30}= —inf{h(x)lsx;x*>.30}= h*(x*)
Mostremos agora que h*{x*) e eqconv. Para issd; e pela definigdo
de funcdao eqconv & nécegsﬁriolmostrar que 0s conjuntos de nivel
Sorn oz | : |
Sh*(q) sao todos ec, Ora,

ﬁg (u)'={xﬁ e (x*)gad={x* |- inf{h(x)]<x,x*30} )=

= x4 h(x) % -, ¥xefx [<x,x*>30}} = -
={x*[h(x)<-“%x‘fi{xlﬂsx*??()}}:
={x*|h(x)<~aIxefx |x,x*><0} =,

=t Ix h(x)< —«}{X*RX’X*){O}'

£
h*
1.1.3.1T e 1.1.5.XI) conjuntos ec. Pela proposigao 3.1.3.III, os

ST .(sf) & entdo uma intersec¢ao de semiespagos abertos, que sao {prop.

conjuntos Sﬁ*(d) sdo ec, pelo que h*(x*) & eqconv,

Mostremos ainda que h*(x*) e propria. Repare-se para isso que:

h*(0) = - inf{h(x)l(O,x>20}= ~inf h{x) . (A
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Ora, suth*(Sc*) =sup{-inf{h(x)]<x,x*»200 =-inf{inf{h(x)] <x,x*>20%} = -
C=-inf h{x)}= {por(A)})=h*(0). '
Podemos concluir pelo anterior que h*(x*) & uma fungao eqconv ho- |
mogénea de grau 0 propria. |
(1) Passemos a mostrar que h**=h sse h & eqconv homogeénea de grau
0 eqconv propria. Em primeiro lugar, constatemos que h** & eqconv
homogenea de grau ﬁ propria, ja que h**s={h*)*e, por{i), a fungio
quase-conjugada quase-convexa deluma fungad homogenea de grau O

goza das referidas propriedédes. Constate-se tambem que
W ()= (hFTx) = - inf{hx () fexoxo30b=- gne o Ty ing

"x 3k 0 [diginoh“’]“?x,i%?;o[i@f h(v)]-
=i3f h{v)gh{x)
Em sTntese: h** (x)gh{x) - T .. (B)
Passe a assuﬁir—se que h e eqconv Homogénea défgrau 0 perfia,_As—
sumgQSe tambem que h(X)Ld<sup_h=h(0). Entao xésﬁ(ﬁ) para P<«. Em cbg
sequéncfa, e porque'Sﬁ(p) e um cone ec“(prop. 3.],1.TII) e porque
0%§if@) (ja gue h & propria), pela proposigao 3.1.4.11 existira um

hiperplano com vector normal x*(ﬁ) tal que (compsq):

<x,x*(p)>20 .o {C1)

<vLx*(p)<0.¥ve s$(p) o {C2)
Deste modo temos que:
inf{h(v)}|<v,x*» 0} 2 . (D)
Ora, come vimos mais acimas
¥ (X)= ex , %3550 Lx,;gszh(Vﬂ
_pelo que vem de (D). | ' |
| hx(x) P ,¥xéSS (p) -
& h**(x):;[&,‘{(s(h(x)(su'p h
& h¥F(x)ph{x), ¥h{x)<suph ... {E)

Reunindo (B) e (E).fica



—_—

_79...

h**(x) = h{x), ¥h{x) < sup h

Mas como por (B) temos h**g¢h, ¥x, fica sup h** = sup h, e logo:

ChEx(x) = h{x), ¥xeR" L (F)
Resta demonstrar que h** = peqconv h, De (B) éembs que h** <h. Co
mo h**=(h*)*, e por (i);ficﬁmos a ;aber que h** & eqconv homogénea
de grau O propria. 0 que temos, portanto, que mostrar & gue ndo e-
xiste nenhuma fungao hl eqecony homdgEneé de grau 0 prﬁpria tal que;

~ h*r<hygh | | .o (8)

Vamos provar por absurdo. Assumamos que existe uma tal fungao h}.‘
Pé1a'defihig50 &E quase-conjugada quase-convexa venm que:

h

7 h =7h*27/h?l‘

] 2

Consequentemente de (G) obtemos: _ p

e
s

(ﬁ*‘*)** < h]**§( h.**

Mas como (por (i}} h** & eqconv_homogénea de grau 0 prﬁpria, entio

(por(F)): - | " :

(h**)** = p% pelo que fica:
h** & h} € h**

0 que e um absurdo.ll

—— Dem. da proposicao 3.1.6.11: Comece;g? for notar que, pela pro
i) , .

posig¢ao 3.1.71.111I, S;(d), Sﬁ(d) e S;;(w)vsao cones (e ec.). Faz

por isso sentido falarmos dos cones "evenly" polares destes cones.

) [sp (0] ={xx|ax,xx><0, ¥xe SE(a)}={x*[<x,x*>20 Dh(x) e}

<
={x*|inf{h(x)] <x,x*>20) 2%} = s (==,
(1i) Perfeitamente similar a (i), tendo em conta que, pela proposi-

¢30 3.1.6.1, h¥* = .|l o -
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Dem. da proposicao 3.1.7.1: Se h{x) e homogenea de grau 0, a

sua quase-conjugada quase-convexa e h*(x*)=-inf{h(x)[(x,x*>3dﬁ bem"

como a quase-conjugada quase-concava da sua simetrica e:

(-h)*(x*)= -sup{-h( |x,x*>»0}= inf{h(x)[<x,x*>ao}=—h~¥(x*).”

—— Dem. da proposigao 3.1.7.11: Decorre directamente das proposi-

h“¢6es 3.1.6.1 e 3.1.7.1, atendendo a proposicao 3,1.5.1.[{

Dem. da proposicaoc 3.1.7.111: Decorre directamente das propo-

sigoes 3.1.6.11 e 3.1.7.1.“

—— Dem. da.propdsigﬁo 3.1.8.I: Imediata pela,definigao.”

— Dem. da proposigao 3.1.8.I1: (i) Pela definigao X* €0h{X)se

{&,%c 0 R o { KT = 0 |
{<x,X%5<0, ¥xe S;( h(X)) 'E“‘efxcs<(h(yj)-{x*l(x,x*><0}
| * TH

Como cada{x*](x,x*><0}é um conjunto ec, entiao dh{x) @ tambgm um
conjunto ec¢ (prop. 3.1.3.IIi). Que ¢ fechado na multiplicagao por

escalar positivo tambem & facil de confirmar pela definigdo.

-

|

(i) oe’ah(I)@id‘,w 0

' <x,0><0, Vxesﬁ(h(i))
Como a anterior condicio & impossivel se Sﬁ(h(i)) £ @, vem que
0 €h(X)2ipf h= h(%).
(iii) Se h e s.c.s., entao a proposigao 3.1.5.IV permite garan-
tir que h ¢ estritamente eqconv, isto &, os conjuntos SE(M) sao
todos ec. Consequentemente, e como Y4:Sz(h(§)), existira um hi-
perplanc que separa fortemente x e S;(h(f)). Mas, para alem de
ser ec, o conjunto Sg(h(f)) e um cone (prop. 3.1.1.I11). Temos

| tambem gque 045; (h{X)} porqﬁe h & propria. Logo, pela proposi-
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¢ao 3.1.4.11, podemos garantir que pelo menos um dos hiperplanos
que separa fortemente X e Sﬁ(h(f)) passa pelé origem, isto §,p0¥‘
demos garantir que existe pelo menos -um x*tal que: : : ‘

<X,x*» =0

<X, x*> € 0,¥xesS (h(X)).
Por outras palavras, existe pelo menos um vector x* pertencente ash(®)-
(iQ). .. Se h e diferenciavel em rinqﬁém h, entao, pela defi
nigao.de fungao diferenciévé] e pela proposicao 1.2.8.1I, e imediQ

ato que h & continua em rindom h. Sendo contTnua &, obviamente,s.

c.s. em rint[dom h. Construa-se:

F(X%f“x) se x ¢ rinfdom h

sup h se xdrintdom h 7

E Sbvio que H(E) & s,c.s. em R". Como h & prﬁﬁ;ia, vem que h tam-
bem o e{pois h(O)z'sﬁp h o= sup h = h{0)). Consequentemente, e por
(iif),QF(x) # B,¥xerintdom h. Resta entdo demonstrar que, para

xerintdom h,temos que: x*e€dN(x)e> x*e 2h{x).
Ora, x*9Hh(x) sse {<x,x*>=0 <
<v,x*><O,VxeSF(h(x)).
Mas para xerintdom h temos que h{x)=h(x),pelo que o anterior equi
vale a: X s X*>=0
| {<v,x*><0,¥xe8;(h(x))
& x*eah(x).”

Dem. do corolario 3.1.8.1I1.1: decorre directamente das pro-

posigdes 3.1.8.11 e 3.1.1.1.]]

———- Dem. da propcsicao 3.1.9.1: Vamos apresentar a demonstragao

em 3 etapas: 1)[(i)¢é(ii)¢é(iii)]; 2)[(i*)¢s(ii*)]; 3)[}1*)¢$(111i].
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_ H— _ o ({X,x*> =0
1) Por definigdo, x*¢dh(X) (que_e(i)){ i B . Lo
h(x)}_h(x) se <x,x*>20
« h(X)= inf{h(x)kx,i“*»o}ea,x*):o (que &(ii))
e h(X)= ~h*{x*) e <X,X*>=0&ph(x)+h*(X*)=0 e KX X*>=0 (que e(111)y

Esta demonstrado que (i)&(ii)&(iii)

2) A demonstragEO de {i*)&»(ii*) e perfeitamente similar a de que
(e2(ii). | |
3) Demonstremos finalmente que {i*)&x(1ii). Como h{x)= peqconv h{x)
vem que h**(X)=peqconv h(X)=h(X), pelo que, equivalente a (iii),
vem: | - h** (X)+h*(X*)=0 e<X,X*>30

& h*(?*);(h*)f(§)=0 eqx,X*>=0

&> (por(i)) YE%h*(Y)Q"

.Dem. do corolario 3.1.9.1.1: Decorre d1rectamente das propo

sigoes 3, 1 9.1 ¢ 3.1.7.1, bem como das def1n1goes de subgradientes
\

e de fungoes quase—conaugadas;,‘

Dem. do corolario 3.1.9.1.2: Vamos mostrar para h fuﬁgéo qua-

se-convexa. Para h quase-concava e similar.
Seja um qualguer x*€2h(x). Pela proposigao 3.1.9. I(11)vem
h{x)= inf{h(v)‘(v,x*>20}. «o o {A)
éeja ainda um qualquer x] tal que:
¢x) x*>=0 ...{B)
Defina-se a fungEoY%€)=h(x+£Lx]). Devido a (A)e(B), ¥ atinge o seu

minimo para €=0. Como f& diferenciavei(porque h o €),vem(porgue &

condigao necessaria de minimo livre):

%(0):0®<W(x+0.x1),x1? =0
€¢?Vh(x),x1>50,¥x16{x|<x,xf>:0} o {C)
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Por (B) e (C) vem entdo: Vh(x)=(lx* ' ’ .--(D)
Note-se q"ue se Vh{x)#0, o anterior implica que x*#0 e fifo. Assim -
sendo, podemos escrever, equivalentemente a (D):

th(x)'@x*= « Vh{(x) com 0(=1fr3 0. ”

P

x*:.
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