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Resumo

Neste trabalho desenvolveu-se e validou-se uma técnica de refinamento adaptativo hierarquico
de malhas estruturadas, em analise limite. Ao cddigo que executa essa técnica chamou-se
REMESH. O objectivo é melhorar a eficiéncia do programa de elementos finitos, SUBLIM3d2.

A técnica de refinamento é marcada pela utilizagcdo de nos incompativeis. A existéncia destes
nos é a base da adaptatividade implementada. Apesar desses nés precisarem de um tratamento
especifico para ndo invalidarem a aproximagdo a solucdo através de uma formulagcdo de
elementos finitos, permitem uma excelente adaptatividade.

Juntamente com os refinamentos, REMESH apresenta uma estimativa inicial da solucdo das
novas malhas, com o fim de melhorar a eficiéncia do processo de solucdo.

REMESH é desenvolvida e validada em cooperagdo com o programa de elementos finitos,
SUBLIM3d2, que se baseia no teorema cinematico da analise limite para determinar limites
superiores estritos de cargas de colapso. A solugcdo numérica dos problemas é obtida pela
interaccdo entre SUBLIM3d2 e REMESH. O primeiro determina a solu¢gdo com malhas
refinadas no segundo e os refinamentos do REMESH séo feitos com base nas solugdes do
SUBLIM3d2.

A técnica foi desenvolvida unicamente para malhas estruturadas com elementos finitos
triangulares de trés nés.

Os testes efectuados revelam que REMESH ndo compromete a qualidade dos resultados obtidos
e torna o processo de solu¢do em SUBLIM3d2 muito mais eficiente.
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Abstract

In this work a technique for adaptive refinement of structured meshes in limit analysis was
developed and validated. The code to perform this technique was called REMESH. The goal is
to improve the efficiency of the finite elements program SUBLIM3d2.

The use of incompatible nodes makes this refinement technique singular. The existence of these
nodes is the basis for the adaptive refinement developed. Although these nodes need a specific
handling so that the approximation with a finite element formulation does not get invalid, they
allow very good adaptivity.

Along with the refined meshes, REMESH presents an initial estimate for the solution in order to
increase the efficiency of the solution process.

REMESH is developed and validated in cooperation with the finite element program
SUBLIM3d2, which uses the kinematic theorem of limit analysis to find strict upper bounds of
collapse loads. The numerical solutions of the problems are launched by the interaction of
SUBLIM3d2 and REMESH. The first finds the solution for meshes refined in the second and
REMESH refines using data from the SUBLIM3d2 solutions.

The technique was developed uniquely for structured meshes with three nodes triangular finite
elements.

The tests show that REMESH makes the solution process in SUBLIM3d2 up to 80% more
efficient, without compromising the accuracy of the results.
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Capitulo 1.

Introducao

Neste texto expde-se o trabalho de pesquisa, desenvolvimento e validacdo de uma técnica de
refinamento adaptativo e hierarquico de malhas estruturadas, em analise limite. Neste capitulo
escreve-se sobre o que motivou a sua realizagdo, quais 0s seus objectivos e como se organiza
este documento.

1.1. Motivacao

A possibilidade de realizacdo deste trabalho de desenvolvimento surge da frequéncia do
Mestrado Integrado em Engenharia Civil, cujo curriculum compreende a realizacdo de uma tese
para obtencdo do grau de Mestre. Neste contexto surgiu a possibilidade de escolher como
orientador o Professor Mério Jorge Vicente da Silva.

Apobs a discussdo de alguns temas possiveis com o orientador, optou-se pelo que aqui se
apresenta. A principal razdo para esta escolha foi a possibilidade de desenvolver programas,
actividade de particular interesse e gosto. Além disso, o facto de este desenvolvimento estar na
linha daquilo que ja tinham sido algumas cadeiras sobre o método dos elementos finitos,
também trouxe entusiasmo, pois essas tinham sido deixadas com o desejo de vir a contribuir
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para o seu desenvolvimento. Acrescenta-se, ainda, que o projecto sugerido e escolhido tinha
componentes de inovacdo, que o tornam mais aliciante. Outro grande interesse, a engenharia
civil, também estava presente, pois a aplicacdo e validacdo do trabalho desenvolvido € feita no
programa de calculo automético de anélise limite SUBLIM3d2, tratando problemas concretos
dessa area.

A tudo isto acrescenta-se o valor de Ultima pedra que tem este trabalho. Com efeito, marca o fim
de um ciclo.

1.2. Objectivo

Propde-se neste trabalho o desenvolvimento de um codigo que permita o refinamento adaptativo
de malhas estruturadas com elementos finitos triangulares. Adicionalmente, pretende-se que esta
aplicacdo seja capaz de apresentar uma estimativa inicial da solugdo do problema. O
desenvolvimento do cédigo com estas duas ferramentas visa contribuir para a eficiéncia do
programa de elementos finitos SUBLIM3d2. Ambiciona-se validar esta nova técnica de
refinamento, garantir sua eficiéncia e torna-la util para a resolu¢do numérica de problemas de
elementos finitos, concretamente em interac¢do com o programa SUBLIM3d2.

1.3. Organizacao
Este documento seguird a seguinte estrutura, apds o presente capitulo:

Capitulo 2 - Revisdo de Conceitos Teoricos. Neste capitulo serdo apresentadas as bases tedricas
necessarias para o desenvolvimento deste trabalho.

Capitulo 3 - Definicdo do Problema. Apds a apresentacdo das bases tedricas passa-se a
definicdo do problema e descricdo do ambiente em que sera resolvido. Termina, este capitulo,
com a proposta de solucdo para o problema;

Capitulo 4 - Implementacdo. Este capitulo foi reservado para apresentar a implementacdo da
solucdo proposta. Os pormenores do funcionamento do codigo desenvolvido e todas as opg¢des
tomadas sdo explicados;

Capitulo 5 - Validag&o. Serve este capitulo para validar a técnica desenvolvida. Apresentam-se
e discutem-se os resultados de Vvarios testes realizados com o intuito de mostrar a capacidade do
codigo implementado;
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Capitulo 6 - Conclusdes. O trabalho termina neste capitulo, em que sdo apresentados as
conclusdes de todo o trabalho realizado e alguns desenvolvimentos futuros possiveis na
sequéncia deste trabalho.

Acrescenta-se que o leitor pode encontrar informacéo sobre o cédigo desenvolvido, incluindo o
préprio codigo, na pagina http://mario.dec.fct.unl.pt/remesh.







Capitulo 2.

Revisao de Conceitos Tedricos

Neste capitulo apresentam-se as bases tedricas que se consideram essenciais para a compreensao
do desenvolvimento proposto.

Apesar da indole de desenvolvimento deste trabalho, é necessaria a compreensdo de alguns
conceitos que o sustentam. De facto, a aplicacdo do codigo desenvolvido neste trabalho esta
ligada aos trabalhos de investigacdo de [16], [17] e [18] e desta forma interessa ndo s expor as
bases tedricas que permitem a concepcdo deste trabalho, como o enquadramento teérico do
problema desses trabalhos.

A determinacdo directa de cargas de colapso tem vérias aplicagdes na engenharia civil e uma
especial aplicabilidade na area de mecénica dos solos, através da implementagdo de métodos
numéricos eficientes para determinar a capacidade resistente de estruturas compostas por
materiais que apresentam comportamento pléstico.

O estudo das cargas de colapso de uma estrutura ganha especial sentido quando as estruturas
apresentam comportamento elasto-plastico com elevada ductilidade. Ora, a determinagdo de
cargas de colapso, para estruturas com comportamento perfeitamente pléstico, adequa-se a
utilizacdo dos teoremas da andlise limite. SUBLIM3d2, o programa de elementos finitos
resultante do estudo e desenvolvimento em [18], faz isso mesmo. Utiliza estes teoremas como
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base da sua formulagdo, para determinar cargas de colapso de estruturas. Sendo o
enguadramento tedrico em que se desenvolve esse programa, 0 mesmo em que se desenvolve o
trabalho aqui apresentado, revéem-se estes temas nas secc¢Oes seguintes comecando pela
plasticidade, seguindo-se uma breve exposi¢do dos conceitos de Andlise Limite e, por fim, uma
exposicdo da formulacdo de SUBLIM3d2.

Nas seguintes seccBes utiliza-se uma notacdo tensorial, na qual se utilizam os simbolos e
operadores apresentados anteriormente.

2.1. Plasticidade

O comportamento dos materiais pode ser definido através da relacdo que apresentam entre
estado de tenséo a que estdo sujeitos e o estado de deformacéo resultante. Assim, os materiais
podem ser classificados como elésticos, elasto-plasticos ou elasto-perfeitamente plasticos, entre
outros. Estes comportamentos estdo representados na Figura 2.1, para um carregamento uni-
axial.

9 E )
Elastico Linear Elasto - Plastico Elasto - Perfeitamente Plastico

Figura 2.1: Comportamento Elasto-pléstico dos materiais.
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O comportamento eldstico linear, descrito em [1], é simples de definir a partir dos parametros de
elasticidade, através da lei de Hooke. De facto, para qualquer material com um comportamento
elastico linear, numa relacdo unidimensional, o0 médulo de Young E estabelece a relagdo entre
estado de deformagao, ¢, e estado de tensao, o:

oc=FE¢ (2.1)

A generalizacdo desta lei, para um corpo tridimensional e carregamento genérico, resulta em:

g:

[~
I

(2.2)

Em que

A é um tensor de quarta ordem que colecciona as propriedades elasticas do material,

nomeadamente o médulo de Young, E, e o coeficiente de Poisson, v.

No entanto, assim que um material dictil se encontra sujeito a uma carga que o leva a entrar em
comportamento plastico, para a chamada tensédo de cedéncia, a relacéo entre o estado de tensdo
e o estado de deformacédo altera-se, sendo impossivel estabelecer uma relagdo univoca entre
tensdes e deformagdes. As deformacdes resultantes desses estados de tensdo sdo permanentes.
Ao conjunto dos estados de tensdo que caracterizam tendes de cedéncia, chama-se superficie de
cedéncia.

O comportamento plastico de um material, tal como se explica em [3] e [7], considera-se
perfeitamente definido para um determinado estado de tensdo, quando se conhece: a superficie
de cedéncia, ou seja, os estados de tensdo para os quais ocorrem deformacdes plasticas nesse
material; a lei de endurecimento, pela qual se conhece como varia a superficie de cedéncia com
as deformac0es plésticas e a lei de fluxo, pela qual se conhece a direccdo das deformacdes
plésticas.

2.1.1. Lei de Endurecimento

Alguns materiais plésticos tém a capacidade de adaptar a sua superficie de cedéncia quando esta
é atingida pelo estado de tensdo a ficam sujeitos. No entanto, isto ndo significa, sempre, o adiar
das deformacdes plasticas. Assim, o endurecimento pode ser cinematico, caso em que a
superficie de cedéncia sofre uma translacdo sem alteracbes de forma, ou isotrépico, quando a
superficie de cedéncia sofre uma mudanca de forma. O endurecimento misto, resulta de uma
composicao dos anteriores.
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Um material com um comportamento plastico perfeito é caracterizado pela ndo ocorréncia de
endurecimento. Dessa forma, a sua superficie de cedéncia mantém-se inalterada ao longo de
toda a histdria dos carregamentos. Na fase plastica de um comportamento plastico perfeito, ndo
h& uma relagdo univoca entre o estado de tensdo e o estado de deformacdo. Nessa fase as
deformacdes tornam-se incontrolaveis. Contudo, a plastificacdo de parte do sistema ndo implica
0 seu colapso. O colapso da estrutura da-se quando as deformacgdes na estrutura se tornam
incontrolaveis. Num comportamento pléstico perfeito isto acontece para quando se atinge a
superficie de cedéncia. A regi&o de carregamentos com uma distribuicio de tensdes equilibrada,
gue nao leva ao colapso chama-se regido dos carregamentos admissiveis. Uma distribuicdo de
tensdes equilibrada respeita as condicdes de equilibrio no dominio e nas fronteiras estaticas.

Em analise limite, o comportamento do material é considerado perfeitamente plastico. Refira-se
que esta é condicdo necessaria para aplicagdo dos teoremas da Analise Limite.

Os materiais perfeitamente plasticos podem ser elasto-perfeitamente plasticos ou rigidos-
perfeitamente plasticos, sendo que no segundo caso, ao contrario do primeiro, ndo ha lugar a
deformagdes elésticas antes do colapso. Pode, no entanto, demonstrar-se que a regido de
carregamentos admissiveis € coincidente nos dois casos e as deformagbes elasticas ndo
influenciam a carga de colapso. Por isso, e sendo a formulagdo em SUBLIM3d2 desenvolvida
em analise limite, considera sempre o comportamento dos materiais como rigido-perfeitamente
plastico, [18].

A formulacdo de SUBLIM3d2 considera valida a hipotese de linearidade geométrica e,
consequentemente, desprezam-se efeitos de 22 ordem nas equagdes de equilibrio. Dessa forma,
faz-se valida a hipdtese das pequenas deformac@es e, com isto, pode estabelecer-se a relacdo de
compatibilidade entre o campo dos deslocamentos e o campo das deformac@es, através do
campo das velocidades e taxa das deformagoes:

1
.”:_ .. L 2.3
L ) y
€ij 2(u11+u]l) (2.3)

A imprevisibilidade das deformacdes plasticas dentro de um comportamento perfeitamente
plastico, significa, para um mesmo valor de carga actuante, correspondente a tensdo de
cedéncia, uma capacidade incondicionada de deformacéao. Por isto, &€ mais adequado definir o
comportamento plastico através da taxa das deformacdes.
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2.1.2. Dissipacao Plastica

A dissipacdo plastica por unidade de volume, D, é definida pelo estado de tensdo e taxa de
deformagéo plastica, o e €7, da seguinte forma:

D(g,")=g:¢" (2.4)

O Principio do Trabalho Plastico Maximo (PTPM), que se assume como Vvalido neste trabalho,
permite obter trés consequéncias relevantes, [16]:

a) a taxa de deformacdo plastica tem de ser orientada segundo uma normal exterior a
superficie de cedéncia;

b) a superficie de cedéncia define obrigatoriamente um espaco das tensdes admissiveis
COoNnvexo,

¢) A dissipacdo pléastica por unidade de volume, D, pode passar a ser expressa como uma
funcéo univoca da taxa de deformagdo pléstica, D (gp) , desde que seja conhecida a fungéo de

cedéncia, f (g) .

2.1.3. Leide Fluxo

Um caso particular da lei de fluxo, ou lei do escoamento, é a lei de escoamento associado que
implica que o vector deformacdo plastica seja normal a superficie de cedéncia, como
representado na Figura 2.2. O cumprimento do PTPM faz da lei do escoamento plastico
associado um pressuposto da formulacdo de SUBLIM3d2.

i

Superficie de .
cedéncia €

Figura 2.2: Lei de fluxo associado.
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2.1.4. Critério de Tresca

O critério de cedéncia de Tresca representa materiais puramente coesivos. Em geotecnia,
adequa-se a solos em situacdo ndo drenada e é caracterizado por uma coesdo, c, igual a
resisténcia ao corte ndo drenada do solo. Por vezes este critério é também utilizado para metais,
sendo no entanto mais comum, nesses casos, 0 uso do critério de von Mises.

A Figura 2.3 tem representada a regido das tensGes admissiveis e superficie de cedéncia,
segundo o critério de Tresca, no espaco das tensbes principais, (a; , a7, g7;7), @ que corresponde
0 espaco das taxas de deformacdo principal, (¢;, €, ;) € considerando o; = a;; = oy

Figura 2.3: Regido das tensdes admissiveis e superficie de cedéncia pelo critério de Tresca.
Adaptado de [16].

Assim, segundo o critério de Tresca, como em [16], a funcdo de cedéncia pode ser dada pela
expressdo seguinte em que c é a resisténcia ao corte ndo drenada,

f(o) =0, — oy — 2 (2.9)

E, com base nesta funcgao, pode definir-se a dissipagao plastica:

D(gr)=c(lef|+|ehl +ehl) ., verec. (2.6)
&P ecC otr(e)=0 2.7)

Para garantir a validade do PTPM e o cumprimento das suas consequéncias, foi definido o
dominio C,, a que deve pertencer a taxa de deformacéo plastica.

10
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2.1.5. Critério de von Mises

Para o critério de von Mises a regido dos carregamentos admissiveis € representada na Figura

2.4, para 0 mesmo espaco de tensdes e taxa de deformacdes da figura anterior.

Figura 2.4: Regido das tensbes admissiveis e superficie de cedéncia pelo critério de von Mises.

Adaptado de [16].

Segundo este critério pode definir-se a funcdo de cedéncia do seguinte modo, como [16]:

flo) = ’%tr (22) —k (2.8)

Em que k é a tenséo de corte de cedéncia obtida num ensaio de tracgdo uniaxial.

s é a parcela deviatorica das tensdes, definida como:

s=g-50r(g)! @9

I representa o tensor identidade de 22 ordem.

11
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A dissipacdo plastica fica definida pelas expressdes seguintes:

D (") =k |2tr ((gv)z) . v&Pec, (2.10)

&Pec otr()=0 (2.11)

Os dois critérios apresentados, Tresca e von Mises, sdo coincidentes para problemas em Estado
Plano de Deformacéo (EPD), caso do problema que sera resolvido no Capitulo 5. Utilizou-se o
critério de Tresca.

Apesar de se apresentarem apenas estes dois critérios de cedéncia, em SUBLIM3d2 existem
ainda outros critérios de cedéncia possiveis como: o critério de Mohr-Coulomb e Drucker-
Prager. No entanto, a abordagem destes Gltimos ndo interessa no presente trabalho.

2.2. Analise Limite

Para analisar uma estrutura que exiba comportamento elasto-plastico utilizam-se habitualmente
duas abordagens distintas, nomeadamente: a analise incremental e a analise limite. A segunda,
que mais interessa conhecer neste trabalho, é tratada nesta seccao.

A analise limite surge como alternativa a analise incremental. Ambas as abordagens apresentam
uma solucdo aproximada para a carga de colapso da estrutura. O método utilizado pela primeira
permite-lhe ainda estabelecer a relagdo entre as tensdes e deformagBes que acontecem até ao
colapso. Os métodos seguidos pela segunda abordagem, ndo precisam estabelecer essa relagdo,
nem precisam obter os dois campos para conseguir uma solucdo valida, bastando um deles. Por
essa razdo, as solucBes obtidas através da andlise limite ndo apresentam a relacdo entre os
campos de tenséo e deformagéo.

As cargas de colapso, como explicado anteriormente, sdo as que correspondem a um estado de
tensdo que leva a ocorréncia de deformacdes plasticas. Estas, em analise limite, pelo facto de se
considerar os materiais com um comportamento plastico perfeito, correspondem a deformacdes
imponderaveis e, por isso, significam um estado de colapso iminente.

Em [6] e [11] demonstra-se que as deformacgdes ocorridas em regime eléstico ndo alteram a
carga de colapso de um sistema. Isto significa que um material rigido-perfeitamente plastico tem
a mesma regido de carregamentos admissiveis que um material elasto-plastico perfeito, se 0s

12
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dois tiverem o mesmo critério de cedéncia. A grande diferenca entre um material rigido
perfeitamente plastico e um material elasto-plastico perfeito é que o primeiro ndo admite
deformacdes plasticas antes do colapso. Assim, uma vez que o0 que se passa ho dominio elastico
ndo faz qualquer diferenca na determinacgdo da carga de colapso, tarefa propria do SUBLIM3d2,
esse dominio ndo é considerado e o material € definido rigido-perfeitamente plastico.

Em regra, para que uma solucdo obtida através de uma formulacdo de elementos finitos seja
valida, esta deve respeitar as condi¢cGes de equilibrio e de compatibilidade do sistema e,
também, as condicdes inerentes as propriedades dos materiais.

Os teoremas da andlise limite reflectem diferentes vertentes para determinar cargas de colapso.
Cada um deles, o teorema cinematico e o teorema estatico, permite ignorar, respectivamente, a
condicdo de equilibrio ou a condigcdo de compatibilidade, sem invalidar as solugdes. Assim,
conseguem obter-se solucdes estudando apenas o que se passa cinematica ou estaticamente.

Os teoremas agora apresentados so sdo validos para materiais com um comportamento plastico
perfeito, em que a superficie de cedéncia ndo tem endurecimento e quando se verifica 0 PTPM,
ou seja, respeita-se a lei do escoamento associado.

Assim, o Teorema Estatico diz que um determinado carregamento P, estd dentro da regido dos
carregamentos admissiveis se houver um campo de tensGes que equilibre P e ndo quebre a
funcdo de cedéncia em todo o dominio do meio continuo. Este teorema permite ignorar a
condicdo de compatibilidade e possibilita obter minorantes da carga de colapso.

O Teorema Cinematico, postula que um determinado carregamento P ndo esta dentro da regido
dos carregamentos admissiveis se for possivel definir um campo de velocidades virtual,
compativel, para o qual a poténcia das forcas exteriores aplicadas seja superior ou igual a
poténcia total dissipada. Este teorema resulta de ignorar a condigéo de equilibrio e permite obter
majorantes para a carga de colapso.

Este é o teorema usado na formulacdo do SUBLIM3d2, para obtencdo de cargas de colapso, ou
mais precisamente, de majorantes da carga de colapso. As solugdes a partir deste teorema
nascem do estabelecimento de um campo de velocidades cinematicamente admissivel. Este,
permite obter o trabalho das forcas exteriores e a poténcia dissipada plasticamente, para um
determinado carregamento. O enunciado do teorema determina que quando o primeiro for
superior ao segundo ocorre o colapso. No entanto, a desconsideracdo da condigdo de equilibrio,
sustento deste teorema, permite que haja inUmeras solucdes possiveis que respeitam o seu
enunciado. Assim, o melhor majorante da carga de colapso e, portanto, a melhor solucéo, seré a
que apresentar a menor diferenga entre o trabalho e s poténcia enunciados. Ou seja, para um
dado conjunto de forgas, a melhor solugcdo corresponde ao campo de velocidades que minimiza

13
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a diferenca entre o trabalho das forgas exteriores e a poténcia dissipada plasticamente e, a esse
campo de velocidades, chama-se optimo.

Assim, o desejo de sustentar SUBLIM3d2 neste teorema, implica a capacidade de determinar
campos de velocidade compativeis, averiguar a qualidade da solucdo resultante desses e, se
necessario, determinar outros, convergentes em direccdo a minimizacao da diferenca referida.

Um campo de velocidades compativel é todo aquele que respeita as condicdes de
compatibilidade, & = 0, na fronteiras cinematica e cujo campo da taxa de deformagdes, &, a ele
associado, respeita a regra de escoamento associado.

2.3. Formulacdo do programa SUBLIM3d2

Nesta seccdo expbe-se a formulacdo de elementos finitos concretizada no programa
SUBLIM3d2, uma implementacdo da formulacéo descrita em [18], “construida” sobre os temas
apresentados anteriormente.

Assim, SUBLIM3d2 consistiu no desenvolvimento e implementacdo de uma formulacédo mista
de elementos finitos que permita a determinagdo rigorosa de majorantes de cargas de colapso
de sistemas mecanicos caracterizados por um comportamento perfeitamente plastico.
Adicionalmente, pretende-se que esta seja suportada teoricamente pelo Teorema Cinematico da
Analise Limite.[16]. Desta forma pode definir-se o programa de elementos finitos SUBLIM3d2.

Ao longo do presente capitulo foram sendo enunciados varios pressupostos que estdo na base da
formulacdo concretizada no SUBLIM3d2 e que, agora, se sintetizam.

e Considera-se valida a hipotese das pequenas deformagoes.

e Os materiais sdo caracterizados por um comportamento isotropico.

e A aplicacdo do carregamento é feita em condicdes quase estaticas, 0 que permite
desprezar quaisquer efeitos inerciais.

e Todas as deformagdes inelasticas resultam de uma resposta perfeitamente plastica dos
materiais.

e O escoamento pléstico obedece a lei do escoamento associada.

O problema da obtenc¢&o da carga de colapso com recurso ao teorema cinematico implica, como
explicado em 2.2, o estabelecimento de um campo de velocidades admissivel. No entanto, a ndo
linearidade do comportamento plastico dos materiais implica a impossibilidade de resolver
directamente essa necessidade. Dessa forma, promover uma aproximagdo ao campo de
velocidades cinematicamente admissivel € 0 modo utilizado para solucionar o problema. Com
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efeito, em SUBLIM3d2, a validade dessa aproximacéao é obtida iterativamente, através de dois
campos de aproximacao diferentes que sao forcados a convergir para uma solugcdo comum. As
aproximacGes sdo independentes apesar de serem ambas uma aproximacdo do campo de
velocidades, sendo uma feita ao nivel global e outra ao nivel local. Os problemas locais ddo-se
ao nivel dos elementos das malhas e o problema global ao nivel da prépria malha. Esses dois
campos sdo, cada um por si, insuficientes para se obter uma solugdo valida, mas a concordancia
dos dois garante a compatibilidade do campo de velocidades. Os campos sdo obrigados a
convergir, com o uso de multiplicadores de Lagrange, através da solucdo de dois problemas de
minimizacao, repetida e consecutivamente.

A solucdo final é alcancada quando estes campos coincidem, com uma diferenca maxima
estipulada, chamada erro maximo. Este é o critério adoptado para medir a convergéncia do
método.

A obtencdo da solugdo final através de duas aproximacgdes distintas da a formulacdo a
designacgdo de mista.

Em cada uma das aproximagOes resolvem-se problemas diferentes. Assim, na aproximacao
global resolvem-se as incégnitas introduzidas pela linearidade do problema. Na aproximacao
local sdo resolvidas as incognitas devidas a ndo linearidade do problema. A opgdo por esta
distribuicdo dos problemas, foi tomada para que a simplicidade do problema linear fosse
introduzida no problema global, por si complexo devido a sua dimensdo, e a complexidade do
problema ndo linear fosse resolvida em pequenos problemas como séo o de cada elemento.

Assim, a cada solucdo que SUBLIM3d2 procura, para um dado problema, converge numa
solugdo que promove simultaneamente trés objectivos: a compatibilidade dos mecanismos
escolhidos, a compatibilidade dos problemas local e global e a minimizacdo da dissipagdo
pléstica. Este método origina um problema de optimizag&o que é resolvido com uma variante do
algoritmo iterativo de Uzawa.

A ferramenta de refinamento desenvolvida neste trabalho, chamada REMESH, actua sobre as
solucbes dadas pelo SUBLIM3d2. Essas solugbes sdo compostas por varidveis primais e duais.
As primeiras sdo os campos local e global das velocidades, que coincidem na solugdo. As
variaveis duais sdo os multiplicadores de Lagrange.

Sendo SUBLIM3d2, [18], uma evolucdo da sua primeira versdo SUBLIM3d, [16] e [17], vale a
pena salientar a principal diferenca entre os dois. Assim, a formulacdo de SUBLIM3d2 faz com
que a matriz do sistema governativo seja diagonal ndo sendo necessaria a habitual factorizacéo
de Cholesky, descrita em [19].

15






Capitulo 3.

Definicao do Problema

Neste capitulo descreve-se como surge o problema de desenvolvimento do refinamento de
malha proposto neste trabalho, a plataforma de base para o seu desenvolvimento (SUBLIM3d2)
e as especificidades da mesma.

3.1. Considerac0es Inicias

Um dos meios para melhorar as solugbes obtidas através de uma formulagdo de elementos
finitos é aumentar os Graus de Liberdade (GDL) que definem a malha de elementos finitos.
Esse incremento de GDL pode ser feito de uma forma regular ao longo de toda a malha ou com
um critério discriminatorio. A primeira hiptese € computacionalmente mais pesada e 0 seu uso
€ mais limitado porque precisa de maiores recursos computacionais. A segunda hipdtese,
desprezando as zonas que ndo precisam de refinamento, consegue introduzir mais GDL onde
estes sdo Uteis e, assim, obter melhores resultados para 0s mesmos recursos disponiveis. Esta
vantagem torna-se especialmente clara quando o problema a tratar ndo é linear porque ai pesa
ndo s6 o numero de graus de liberdade como a complexidade do problema. Assim, a
adaptatividade mostra-se uma ferramenta valiosa, permitindo obter melhores resultados e
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poupar recursos computacionais. Nao conhecendo a partida a solugdo dos problemas o modo de
estabelecer a adaptatividade deve ser automatico. A aplicacdo da adaptatividade foi ja estudada
por alguns autores e esses estudos podem encontrar-se em [4], [12],[13],[5] e [2].

O trabalho de investigacdo de [16], teve como um dos resultados, o desenvolvimento de um
programa de calculo automético pelo método da analise limite denominado SUBLIM3d,
acronimo de Strict Upper Bound LIMit Analyses Code, podendo o leitor encontrar mais
informagdo na pagina oficial do programa www.dec.fct.unl.pt/projectos/SUBLIM3d. Este
programa teve ja uma evolucdo, SUBLIM3d2, descrita em [18], que € a utilizada neste trabalho.

Estas formulagdes especializaram-se em conseguir uma formulacdo que se baseia no teorema
cinematico da analise limite para determinar limites superiores estritos de cargas de colapso. O
desafio desta nova versdo do SUBLIM3d era aligeirar o processo de inversdo da matriz do
sistema governativo da estrutura. Mais concretamente, pretendia-se que a matriz do sistema
governativo fosse diagonal, tornando a sua inversdo muito simples e, assim, permitindo poupar
tempo de processamento em relacdo as formulagGes j& existentes. Efectivamente, a
implementacédo dessa formulacéo, através do SUBLIM3d2, veio a conseguir isso mesmo.

A formulagdo associada ao SUBLIM3d2 revela-se propicia para a introducdo de adaptatividade
no processo de resolugdo. De facto, a adaptatividade implica uma interac¢do entre o cédigo de
refinamento e o programa de elementos finitos, 0 que provoca recomegar a solugcdo novamente
para cada nova malha. Isto, por sua vez, implica a inversdo de varias matrizes de rigidez, o que
ndo é penalizador neste caso, pois esta formulagdo tem esse calculo muito simplificado.

Em [4], utiliza-se um método para a analise de duas estratégias de refinamento adaptativo de
malhas. E esquematizado o processo sugerido para a obtencdo da solucdo numérica do
problema, abordagem habitual de todos os refinamentos adaptativos:

Inicio: Escolha do tipo de fun¢Bes de elementos finitos para esforgos e escoamento plastico e
desenho de uma malha inicial para o dominio.

Ciclo:

1. Discretizacdo do problema de uma malha inicial de baixo refinamento.

2. Resolucéo do problema.

3. Dependendo da solugdo ou dos recursos computacionais disponiveis, parar ou
continuar para o passo 4.

4. Aplicar o refinamento de malha e voltar ao passo 2.

O processo escolhido para o presente trabalho é analogo ao descrito acima e tal como em [4], o
presente trabalho centra-se no desenvolvimento e validagdo de uma nova estratégia para o passo
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4. Os restantes passos que completam o ciclo de solucdo dos problemas serdo resolvidos pelo
programa desenvolvido em [18], SUBLIM3d2. O passo 3 estabelece a interaccao entre os dois.

Neste capitulo expde-se a definicdo detalhada de uma estratégia para o passo 4 e 0 modo como
essa se desenvolve em interaccdo com o SUBLIM3d2 e respeitando as suas especificidades.
Comeca-se por resumir brevemente o funcionamento desse programa de célculo, tocando os
pontos importantes para este trabalho. No final mostra-se a solu¢do desenhada para responder
aos objectivos desejados.

Antes ainda do envolvimento com o SUBLIM3d2 tomou-se a primeira opgdo. Determinou-se
utilizar elementos triangulares de trés nos, por trazer simplicidade ao desenvolvimento que tinha
o seu foco principal noutros objectivos. Pesou também para esta decisdo, o facto de este poder
ser um bom ponto de partida para um progresso posterior de adaptacdo do codigo a outros tipos
de elementos. No entanto, esse progresso envolvera, sempre, mudangas significativas.

3.2. Fenomenos de Locking

A formulacdo do SUBLIM3d2, quando se utiliza elementos triangulares de trés nds, traz
consigo a possibilidade de ocorréncia de fendmenos de locking. O modo de impedir a sua
influéncia nos resultados da formulacdo implica respeitar algumas condi¢fes de geometria para
as malhas. Estas, sdo agora explicadas pelo interesse directo que tém para o desenvolvimento do
presente trabalho.

Em [16] pode ler-se o seguinte, que explica as razes do aparecimento deste fenémeno:

O objectivo de obter uma formulagdo de elementos finitos baseada no estrito cumprimento do
Teorema Cinematico forga o recurso a utilizagdo de funcBes de aproximacéo de grau reduzido,
de modo a ser possivel respeitar a condi¢cdo de normalidade do escoamento plastico em todos
o0s pontos do dominio do elemento. (...) A referida condi¢ao de normalidade introduz no modelo
uma restricdo acrescida, reduzindo os seus graus de liberdade efectivos. (...) Deste modo,
fenémenos de locking sdo susceptiveis de ocorrer. O Locking é um problema numérico bem
documentado na literatura (...) que algumas formula¢ées de elementos finitos revelam, devido
ao qual as solugdes obtidas demonstram uma perda significativa de qualidade, resultado de
uma rigidez excessiva do modelo. Esta anomalia numérica é muitas vezes originada devido a
imposicao de condicBes de incompressibilidade.

Em [16], é também explicado que para os diversos materiais possiveis de utilizar em
SUBLIM3d2 este problema néo fica excluido, quer sejam coesivos ou friccionais.
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A forma apresentada para resolver este efeito, implica estar no caso de problemas de
deformacdo plana e recorrer a uma distribuicdo especifica dos elementos: cada conjunto de 4
elementos deve formar um patch e o n6 central deve localizar-se na interseccdo das diagonais,
tal como mostra a Figura 3.1. A possibilidade oferecida de desenvolver este trabalho em
cooperacdo com o SUBLIM3d2 leva a que se trabalhe sobre estas restricbes, que em nada
impedem os objectivos desejados.

Figura 3.1: Elementos agrupados em patchs (conjuntos de 4 elementos que formam um
guadrilatero) para evitar fenémenos de locking.

3.3. Proposta - REMESH

Sucintamente pode definir-se o problema como: o desenvolvimento de uma aplicacdo de
refinamento adaptativo de malhas estruturadas compostas por elementos triangulares de trés
nos, formando quadrilateros compostos por conjuntos de quatro elementos. Prop8e-se ainda que
o refinamento estja acompanhado de uma estimativa inicial da solucéo.

A essa aplicagdo chamou-se REMESH e o modo como se consegue a adaptatividade e a
estimativa inicial é apresentado nas secc¢des seguintes.

3.3.1. Adaptatividade — N6s Incompativeis

A possibilidade de alterar o cédigo fonte de SUBLIM3d2 permite a implementacdo de um tipo
de adaptatividade que, habitualmente, ndo é utilizado porque implica a adaptacdo dos programas
de elementos finitos que recebem as malhas refinadas. Assim, a resposta a primeira parte do
problema serd dada com o uso de um refinamento que introduzird incompatibilidades na malha,
permitindo uma adaptatividade muito localizada, sem alteracdo das coordenadas dos nds
existentes. Esta opcdo implica que haja uma adaptacdo do SUBLIM3d2 a este tipo de malhas.
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Esta técnica resulta na introducdo de alguns nés que, por si, ndo significam uma melhoria na
aproximacdo, mas gue tornam a adaptatividade dos restantes muito boa, sem alterar a posicao
dos nds. Além disso, 0s nos incompativeis sdo uma percentagem reduzida em relacdo aos
compativeis que permitem acrescentar adaptativamente as malhas.

A adaptatividade implica também que haja um critério discriminatorio para determinacdo dos
elementos a refinar. Propde-se que este critério seja o campo das Dissipacdes Plasticas. Nao
significa esta opcéo que este seja o melhor critério para obter a adaptatividade. Com efeito,
considera-se fora do ambito deste trabalho fazer a investigacdo de qual o melhor critério
aplicavel. Contudo, considera-se esse estudo um passo fundamental para o desenvolvimento
posterior desta ferramenta. O critério de dissipacGes permite obter solucGes validas e fazer os
testes que se pretende a ferramenta de refinamento desenvolvida.

A Figura 3.2 mostra o refinamento de uma malha grosseira, usando a técnica proposta. Pode
ver-se como a introdugdo dos nos incompativeis (assinalados na figura) permite um refinamento
adaptativo pois a malha ndo foi refinada uniformemente, ficando uma zona igual ao estado
anterior. No entanto, para que seja valida a existéncia destes nds, estes ndo podem trazer a
introducdo de novos graus de liberdade efectivos aos elementos que 0s recebem nas suas
fronteiras, também assinalados na imagem.

Figura 3.2: Adaptatividade com noés incompativeis.

Aos elementos finitos triangulares de trés nos, com os deslocamentos lineares definidos pelos
trés nos dos vértices chama-se, como habitualmente, T3. Nas malhas refinadas adaptativamente
surge um segundo tipo de elementos. Assim, aos elementos definidos da mesma forma, mas
com a possibilidade de receberem nés nas suas arestas, denominou-se T3+. Estes nds sdo
consequéncia da técnica de refinamento adaptativo proposta. A Figura 3.3 mostra os dois tipos
de elementos existentes nas malhas adaptativas.
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T3 T3+

Figura 3.3: Elementos Finitos T3 e T3+.

Nos elementos T3+ s os trés nés dos vértices é que conferem GDL efectivos a malha. Os
restantes nos, que podem aparecer nas arestas ndo definem graus de liberdade efectivos. Neste
trabalho, para todos os elementos triangulares, o campo de deslocamentos € linear e definido
pelos 3 no6s vértices. Os restantes nds, que existam nas arestas, tém que respeitar 0 campo
definido pelos trés nos vértices. Por isso, a estes nds que aparecem nas arestas dos elementos
chama-se n6s incompativeis ou dependentes. Isto confere a possibilidade de que estes nos sejam
em numero aleatério em cada aresta.

A existéncia destes nos permite desenvolver uma técnica de adaptatividade muito precisa, por
ser capaz de refinar apenas os elementos necessarios, sem precisar de refinar elementos vizinhos
para compatibilizar a malha. Esta precisdo é obtida através desses n6s dependentes que nao
introduzem GDL efectivos, ndo melhorando por si a aproximagdo de elementos finitos, mas que
optimizam o nimero de GDL efectivos acrescentados a malha.

3.3.2. Estimativa Inicial

A Estimativa Inicial pretende dar um ponto de partida valido ao programa de elementos finitos
que soluciona os problemas. Assim, o0 programa nao parte do zero em busca da soluc¢do, mas de
um valor mais préximo da solucéo final, melhorando a sua performance.

Como explicado em 3.1, 0 método proposto para alcangar a solugdo final pode implicar outras
solucbes anteriores a final, num processo interactivo entre o programa de elementos finitos,
SUBLIM3d2, e o programa de refinamento, REMESH. As sucessivas solugdes pedidas ao
SUBLIM3d2, apesar de diferentes, dizem respeito ao mesmo problema representado por malhas
progressivamente mais finas. Assim, a solucdo alcancada na interac¢do anterior aproxima-se da
solucdo que a cada nova interac¢do se procura. Se para cada solugdo dessas, SUBLIM3d2, tiver
uma pista para a solugdo, serd certamente mais eficiente do que se partisse sempre para esse
problema como se fosse novo.

Desta forma, a estimativa inicial que se propGe é produzida no programa de refinamento,
REMESH e baseia-se na solugdo associada a malha base de cada refinamento. A partir dos
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valores da solucdo associados aos nds e aos elementos, pode produzir-se uma estimativa inicial
atil para a solucdo da malha refinada. Essa estimativa ndo é mais do que uma passagem desses
campos, da malha original, para a malha resultante do refinamento. No entanto, cada campo
deve ser passado de modo congruente com o seu teor. Como resultado desta estimativa inicial, a
solucdo da nova malha tera ja uma base de partida mais préxima da solucéo final e que acelerara
0 processo de solugdo. Assim, o programa de elementos finitos ndo parte do zero, mas do ponto
para onde tinha apontado na solugdo da malha anterior.

A adaptatividade do refinamento da malha é executada segundo esses mesmos campos de
valores, 0 que permite que a interaccdo entre 0s programas nao represente uma mera
continuidade no processo. Com efeito, a passagem dos campos permite uma continuidade do
processo de convergéncia da solugdo e a adaptatividade acelera essa convergéncia, focando o
problema nas zonas criticas.

Os campos que deverdo ser passados durante o refinamento sdo dois: o campo das velocidades
nodais e o campo dos multiplicadores de Lagrange, que se denominardo forgcas nodais. Além
desses, passa-se um terceiro, 0 campo das dissipac¢Ges, necessario como critério de refinamento.

Os pormenores de implementacdo dos dois desafios propostos sdo apresentados no capitulo
seguinte, Capitulo 4.

23






Capitulo 4.

Implementacao

No capitulo que agora comeca descrevem-se 0s aspectos relacionados com a implementacéao
numérica do refinamento de malhas, hierdrquico e adaptativo, proposto neste trabalho, com
especial énfase no tratamento e consideracdo dos n6s incompativeis e na produgdo da estimativa
inicial da solucéo.

O cddigo, que foi desenvolvido em linguagem de programagdo Fortran90 [14], pode ser
consultado na pagina http://mario.dec.fct.unl.pt/remesh. Nesta pagina, além do c6digo, o leitor
pode conhecer as varias rotinas desenvolvidas, através de breves descricbes que as
acompanham.
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4.1. Técnica de Refinamento

4.1.1. Geometria das Malhas

O refinamento implementado baseia-se em malhas estruturadas de elementos finitos triangulares
de trés nés, associados em grupos de quatro. Dessa forma, estes grupos de quatro elementos
triangulares formam sempre um quadrilatero, e as malhas assim refinadas sempre terdo um
namero de elementos multiplo de quatro. Cada um desses conjuntos de quatro elementos que
formam um quadrilatero é denominado patch.

O agrupamento dos elementos triangulares em patchs definidos por quatro elementos serve para
anular a possibilidade de ocorréncia de fendmenos de Locking, como explicado anteriormente
em 3.2.

As estruturas simples da Figura 4.1, ilustram a geometria basica das malhas aqui tratadas.

Figura 4.1: Técnica de refinamento.

Os quatro elementos triangulares sdo sempre definidos pelas diagonais que ligam os cantos
opostos do seu quadrilatero e o cruzamento destas linhas define o né central do patch. Este é
incidéncia dos quatro elementos do patch.

A cada refinamento de um patch corresponde a geracdo de quatro novos patchs e, portanto,
também quatro novos nos centrais. Estes sao definidos, pela interseccdo das duas diagonais que
ligam os cantos opostos dos quadriléteros.

Nesta técnica, o refinamento da malha ndo é mais do que o refinamento de um ou varios patchs,
mais concretamente, todos os que tiverem pelo menos um dos seus quatro elementos dentro dos
critérios de refinamento, apresentados em 4.1.3.

E importante fazer notar que o né central de um patch, depois de este ser refinado, sofre uma
mudanca de posicao. Esta opcdo, pode alterar a concentracdo dos nés em relacdo a malha inicial
e implicar uma alteragdo na distribuicdo dos campos caracteristicos das malhas. Concretamente,
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pode alterar a area da estrutura que cada elemento define e com isso, alterar a distribuicdo do
campo utilizado como critério de refinamento das malhas. Com efeito, esta opcdo terd
consequéncias negativas na estimativa produzida e serdo tanto mais gravosas quanto mais
grosseira for a malha inicial. Contudo, essas consequéncias tém, por sua vez, um efeito muito
reduzido no processo de resolucdo do problema, pois s6 sdo notdrias ainda na fase inicial em
gue a estimativa inicial tem pouco peso na eficiéncia da solucdo. Assim, perdendo significado a
localizac&o inicial dos nds, optou-se pela simplificacdo da geometria da malha e do algoritmo de
refinamento. As coordenadas dos nds centrais de patchs refinados sdo sempre redefinidas para
serem a média dos quatro nds de canto que definem o seu quadrilatero, como mostra a Figura
4.2. Esta alteracdo permite ainda a construcdo simples dos quatro novos patchs gerados a partir
de um patch base refinado. Esses sdo definidos pelas linhas que unem o anterior né central, j&
na sua nova posi¢ao, com 0s quatro pontos no meio das quatro arestas do patch base.

A Figura 4.2, permite ainda acrescentar que, sempre que um patch € refinado, aquele que era o
seu no central, deixa de o ser e nunca mais naquela malha o voltara a ser, pelo facto de este ser
um refinamento hierarquico, como se explica de seguida.

Figura 4.2: Ajuste do nd central.

Refere-se ainda que as condic¢des de apoio iniciais sdo mantidas durante os refinamentos. Para
cada novo no criado, define-se as condigdes de apoio que este deve respeitar para que a nova
malha se mantenha fiel as condices iniciais do problema. Essas obtém-se, em cada
refinamento, a partir da malha base, sendo que num novo n6 séo bloqueadas as direc¢bes que
também assim estejam, simultaneamente, nos dois nos extremos da aresta em que esse é criado.
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4.1.2. Refinamento Hierarquico

Para que as condicdes de geometria se mantenham, cada elemento nunca podera achar-se fora
de um patch, nunca um patch podera ser formado por menos ou mais do que quatro elementos e
nunca um quadrilatero o deixa de ser. Para que tal assim se mantenha ao longo dos diversos
refinamentos, estes sé podem acontecer dentro de cada patch e sempre gerando quatro novos
patchs, como pode o leitor ver na Figura 4.3. Fica, assim, assegurado que o patch anterior ndo
deixa de formar um quadrilatero e que as restrigdes de geometria associadas a esta técnica de
refinamento se mantém apds o refinamento. De facto, também os novos patchs podem ser
refinados segundo a mesma técnica.

Os patchs refinados deixam de incluir os seus quatro elementos, pois esses deixam de existir, e
passam a incluir quatro patchs, cada um dos quais com quatro novos elementos. Esses, no
entanto, sdo fruto de uma divisdo de cada um dos elementos anteriores. A cada um dos
elementos antigos corresponde a geracdo de quatro novos elementos. A este tipo de refinamento
chama-se refinamento hierarquico porque sempre € possivel determinar, para cada elemento, o
patch a que pertence e, por sua vez, 0 patch “mae” a partir do qual esse foi gerado e,
sucessivamente, pode chegar-se até aos patchs constituidores da malha original. Da mesma
forma para os elementos. A hierarquia €, portanto, estabelecida ndo sé pelos patchs, como
também pelos elementos. Na Figura 4.3 estdo assinaladas estas hierarquias. A figura mostra trés
malhas e corresponde a dois refinamentos uniformes de uma estrutura simples inicial com
apenas um patch, ou seja, um quadrilatero e quatro elementos. Apesar de todos os elementos
serem igualmente refinados, assinala-se, a cada nivel do refinamento, um dos novos patchs
gerados, colorindo-o, e dentro desse escurece-se 0 elemento cuja hierarquia se quer salientar. O
patch e elemento geradores desses estdo assinalados circundados a cor.

Figura 4.3: Hierarquia de patchs e elementos.

Salienta-se que ambas as hierarquias sdo fundamentais. A hierarquia dos patchs garante a
continuidade da geometria necessaria das malhas. A hierarquia dos elementos é importante pois
permite que a passagem dos campos associados aos elementos seja realizada fielmente, sem a
necessidade de qualquer aproximacao.
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As hierarquias permitem ainda falar de niveis de refinamento. Ao numero de degraus da
hierarquia que é preciso subir para chegar ao elemento ou patch original, a partir de um
qualquer elemento, chama-se niveis de refinamento. O méaximo nivel de refinamento, de entre
todos os elementos, é o nivel de refinamento da malha.

A cada refinamento de um patch corresponde uma reducdo para metade do h desses elementos.
O menor h, de entre todos os elementos, € o h da malha.

4.1.3. Critérios de Refinamento

O critério de refinamento de um elemento, escolhido para a aplicacdo desenvolvida, foi a
dissipagdo plastica para um determinado carregamento, que apresenta valores entre 0 e 1. O
valor de critério é dado como parametro de entrada do codigo de refinamento. Este, € a forma de
obter critério de adaptatividade nas malhas, ou seja, com base nos valores de dissipacéo,
discriminando criteriosamente os elementos, pode decidir-se quais refinar, promovendo zonas
de maior densidade de elementos finitos.

Apesar de este ser um critério valido, ndo é certo que seja o melhor para estabelecer o
refinamento adaptativo e seria necessario estudar este aspecto com maior rigor. No entanto, este
estudo considera-se fora do dmbito deste trabalho e ndo serd abordado. Acrescenta-se que este
estudo foi efectuado em [13].

A determinacdo dos elementos a refinar é feita para cada elemento individualmente. Contudo,
nesta técnica de refinamento, a necessidade de refinamento de um elemento implica o
refinamento dos quatro elementos pertencentes ao mesmo patch, para que se mantenham as
restricdes geométricas. Ou seja, sempre que dentro de um patch pelo menos um elemento
cumpra as condi¢Bes de refinamento, todo o patch é refinado, isto €, os quatro elementos séo
refinados. Desta forma também o nimero de elementos refinados serd sempre um multiplo de
quatro. Assim se assegura a continuidade das condic¢des de geometria dos elementos da malha.

Uma das subrotinas implementadas permite o refinamento das malhas em diferentes niveis, a
partir de um valor de critério inicial. Nessa subrotina, o refinamento é feito em tantas fases
quantos os niveis desejados e, para cada fase, o critério de refinamento é mais exigente. Na
Figura 4.4, pode ver-se um exemplo desta aplicagdo. A sucessdo apresentada resulta de um
refinamento de quatro niveis sucessivamente mais exigentes. O primeiro refinamento foi
efectuado para patchs com elementos caracterizados por uma dissipacdo superior ou igual a
zero. No segundo nivel, ja s6 os elementos com dissipacdo superior ou igual a 0.25 sofreram
refinamento. No terceiro a exigéncia subiu para 0.50 e no nivel final o critério para refinamento
era um minimo de 0.75 de dissipacao.
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0.000

0.000

Dissipagao
0

0.75

Figura 4.4: Niveis de refinamento.

Esta é a forma de obter adaptatividade de varios niveis apenas com uma chamada do cddigo de
refinamento, REMESH. Para estabelecer esta possibilidade tornou-se necessario decidir como
iria evoluir este critério ao longo dos niveis de refinamento, uma vez que, apenas o valor de
critério inicial era dado como parametro de entrada. Assim, definiu-se que a cada nivel, i,
corresponderia o seguinte critério de refinamento:

0—d,

1.
d; =dg+ (L —1) x —2

- (4.1)

Em que:

d; critério de refinamento para o nivel i
L; nivel de refinamento i

d, critério de dissipagao inicial

L nivel de refinamento final

Esta ferramenta permite, portanto, obter malhas que se adequam, de forma inteligente, aos
critérios de refinamento, obtendo-se adaptatividade.

A qualidade da adaptatividade implementada é definida, em primeiro lugar, pela qualidade da
aproximacdo do campo das dissipagdes usado para escolher os elementos a refinar e, em
segundo lugar, e s6 quando for utilizada essa possibilidade, pela apropriagdo da equagdo
anterior. A qualidade desta deciséo é testada e discutida posteriormente em 5.2.
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Na Figura 4.5, mostra-se um outro exemplo desta aplicagdo. O refinamento torna-se
gradualmente mais fino conforme critérios de dissipacéo resultando num detalhe maior onde o
estudo do colapso da estrutura exige maior qualidade e quantidade de dados. O exemplo
mostrado € o de um problema geotécnico e serd usado como validagdo desta técnica, no
Capitulo 5.

Figura 4.5: Adaptatividade segundo critérios de refinamento.

As Figuras 4.4 e 4.5 mostram a adaptatividade conseguida pela técnica de refinamento
implementada e mostram, também, que esta é conseguida com recurso a nds incompativeis.
Estes sdo um caso particular, chave desta técnica e explicam-se na secgao seguinte.

Acrescenta-se que os campos de dissipacdo da malha base de um refinamento, que permitem
decidir as zonas de actuacdo, sdo sempre consequéncia de uma solucdo do SUBLIM3d2 para
essa malha base. Ou seja, o funcionamento do REMESH s0 atinge o seu potencial maximo
quando utilizado dentro desse programa.

4.1.4. No6s Incompativeis

A implementacdo da capacidade adaptativa produziu-se através da introducdo de nds
incompativeis na malha. A evolucdo do aparecimento destes nds ao longo de refinamentos
adaptativos pode ser observada na Figura 4.6.
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Dissipagdo
0

~0.25

0.00

Figura 4.6: Nos Incompativeis.

Note-se como a sucessdo de refinamentos adaptativos corresponderd habitualmente a um
aumento do nimero de nés incompativeis, ndo s6 em toda a malha, como em alguns dos
elemento T3+, que recebem esses nés. Estes nds incompativeis ndo contribuem para 0 aumento
dos Graus De Liberdade (GDL) efectivos da malha porque ndo podem introduzir libertagcbes nos
elementos triangulares de trés nos, T3+, que os “recebem” nas suas fronteiras. Pelo contrario,
tém que sujeitar-se aos deslocamentos definidos pelos trés nos dos vértices desses elementos.
No entanto, a cada n6 incompativel introduzido correspondem varios compativeis, e se 0s
primeiros ndo aumentam a quantidade de dados da malha, permitem a criacdo de varios dos
outros que contribuem para a melhoria da aproximacao. Esses sdo, além disso, ndo mais do que
0s necessarios, devido a possibilidade de implementar os incompativeis. De facto, se tal ndo
fosse possivel ter-se-ia uma adaptatividade de menor precisdo. Portanto, 0s nds incompativeis
ndo podendo aumentar os GDL efectivos da malha, ttm o fim exclusivo de conseguir uma
adaptatividade simples e de grande qualidade.

A introducdo destes n6s nas malhas obriga necessariamente a existéncia de um tratamento
diferente daquele que é dado aos outros, pelo que tornou-se necessario assinala-los sempre que
surgiam e desmarca-los sempre que o deixavam de ser. Este Ultimo caso acontece, sempre que
se restabelecer compatibilidade através do refinamento do elemento em relacdo ao qual sdo
incompativeis, chamado T3+. A Figura 4.7 exemplifica este caso. Os dois nds incompativeis
assinalados deixam de o ser ap6s o refinamento dos elementos a que pertenciam enquanto
incompativeis.
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Figura 4.7: Restabelecimento da compatibilidade de dois n6s devido ao refinamento dos T3+.

Apesar de estes nés terem um tratamento diferente, a capacidade de adaptacdo do SUBLIM3d2,
permite que ndo tragam qualquer penalizag&o a eficiéncia desse programa.

No cédigo REMESH era necesséario garantir que a passagem dos campos nodais era feita
correctamente também para estes nos e, especialmente, garantir que estes ndo permitissem graus
de liberdade efectivos que, de facto, ndo podiam definir correctamente. Para tal, garantiu-se
sempre a sua dependéncia dos n6s compativeis mais préximos e que, s6 esses definem os graus
de liberdade efectivos da malha. Os incompativeis, seus dependentes, devem respeitar esses
graus de liberdade efectivos sem os aumentar ou reduzir. Esta garantia é testada na sec¢éo 5.2.1.

4.2. Estimativa Inicial da Solucéo

Esta sec¢do explica a implementacdo da segunda parte do cédigo desenvolvida: a determinagao
de uma estimativa inicial da solucéo final, passada ao programa de elementos finitos juntamente
com o refinamento de malha pretendido, com o intuito melhorar o desempenho desse programa
na procura da solugdo final do problema.

Como explicado em 3.3.2, a estimativa inicial mais ndo é do que a passagem da solugdo do
SUBLIM3d2 referente @ malha base, para a malha refinada a partir dessa. De facto, essa solugdo
é ja mais préxima da solucdo para a nova malha do que a inexisténcia de qualquer pista. O
SUBLIM3d2 poderd, entdo, centrar-se especialmente nas zonas mais refinadas, considerando as
restantes com uma solucéo ja adequada.

Os campos que caracterizam as malhas das solucGes de SUBLIM3d2 sdo: as velocidades
globais dos nos, as velocidades locais dos nos e as forcas nodais. Os campos global e local das
velocidades coincidem na solugdo do SUBLIM3d2. Trata-se, agora, cada um destes campos,
descrevendo como é feita a passagem de cada um, desde as malhas base para as refinadas.
Acrescenta-se, ainda, o campo da dissipacdo pléstica dos elementos que é utilizado como
critério de refinamento e que também é passado entre malhas refinadas.
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4.2.1. Campo das dissipagdes

O campo das dissipacOes é definido constante para cada elemento. A passagem deste campo é
feita segundo a hierarquia dos elementos. Ou seja, 0s quatro elementos criados por cada
elemento refinado recebem o mesmo valor de dissipagcdo que o seu elemento base. Assim, o
campo das dissipacGes deve manter-se apds qualquer refinamento de REMESH. A Figura 4.8
exemplifica, em dois refinamentos diferentes a partir da mesma malha base, como devem
manter-se esses campos. A malha base é a primeira da figura.

Figura 4.8: Passagem correcta do campo das dissipages.

4.2.2. Campo de velocidades

O campo das velocidades é definido para cada elemento, linearmente, a partir das velocidades,
(ux, uy), dos trés nds dos vértices do elemento, nas duas direccdes, x e y, do seguinte modo e tal

como em [19], em que i, j, m representam cada um dos trés nos:

Figura 4.9: Elemento T3, adaptado de [19].
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As velocidades (ux,uy), dentro do elemento podem ser definidas para cada ponto de

coordenadas (X, y), por dois polindbmios lineares:

Uy = aq + ayx + azy (4.2)
Uy, = a, + asx + agy (4.3)

Conhecendo os 6 valores de velocidade associados aos trés nés vértices do elemento e as suas
coordenadas, os valores a, (u = 1,2,...,6) sdo facilmente determinados num conjunto de trés
equac0es, obtendo-se genericamente:

u,(}) =a; + ayx; + azy; (4.4)
u,(j) =a; + ax + azy; (4.5)
u,(cm) =0+ AyxXy + A3V (4.6)

. (k)

Em que ufck) e 1, sdo as velocidades nodais, segundo x e y, em qualquer n6 k.

Definindo a fun¢do de forma associada a um n6 k, como:

1
LW = ﬁ(ak + B Xk + Vi Vi) (4.7)

Faz-se notar como caracteristica destas funcdes de forma que tomam o valor de 1 nos nos a que
dizem respeito e zero nos restantes.

Na equacdo anterior, A é a area do elemento e

A; = XjYm — XmDj (4.8)
Bi =Yi—Ym (4.9)
Vi = Xm — Xj (4.10)

Os restantes a, 8 e y sdo obtidos permutando os indices das expressdes 4.8, 4.9 e 4.10.
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Obtém-se o0 campo das velocidades para cada elemento:

. . (k)

Uy = Z L - (4.11)
k={i,jm}

. . (k)

iy = Z LED - (4.12)
k={i’j’m}

A partir das duas expressdes anteriores, 4.11 e 4.12, determina-se o campo das velocidades para
qualquer ponto dentro do dominio definido por esse elemento. Dessa forma, a partir desse
campo, determina-se a velocidade dos novos nos, resultantes de um refinamento.

Como resultado de um refinamento, espera-se que a passagem do campo de velocidades da
malha base para a malha gerada ndo o altere, ou seja, ap6s o desempenho de REMESH o campo
inicial ndo deve sofrer alteragcdes, como exemplifica a Figura 4.10. Esta mostra dois resultados
de diferentes refinamentos da mesma malha base, a primeira.

Figura 4.10: Passagem correcta do campo das velocidades globais.

A passagem deste campo é sempre feita a partir dos nés dos vértices, pelo que, é igual para
elementos T3 e T3+.

4.2.3. Forcas Nodais

Os multiplicadores de Lagrange, que compatibilizam os dois campos de velocidade, global e
local, e de que se falou na seccdo 2.3 sdo, neste trabalho, tratados por Forgas Nodais.
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A passagem dos valores das forgas nodais, F, é efectuada com o recurso a forgas de massa, b.
Em cada elemento a ser refinado, e para cada direccao, X, y, as forcas nodais sdo transformadas
em forcas de massa. Estas encontram-se distribuidas no dominio dos elementos e assume-se que
a distribuicdo é linear. Assim, podem ser passados aos novos elementos criados, tal como é
passado o campo das velocidades, explicado na seccdo 4.2.2. Este campo de b, pode, por sua
vez, ser novamente transformado em forgas nodais para os novos elementos. As Figuras 4.11 e
4.12 esquematizam este processo. Os elementos sdo identificados por B no caso dos elementos
base e por B no caso dos elementos refinados, novos.

Figura 4.11: Passagem do campo das forgas nodais (1).

b En

by, E,

F F,

Figura 4.12: Passagem do campo das forcas nodais (I1).

Atendendo ao processo escolhido tem-se para cada direcgéo X, y:
F, = fzvk- qu-zvq dA (4.13)
q

Comk=q=1ijm

Como 0s novos nos coincidem sempre com o centro geométrico das arestas em que sao
introduzidos.
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N =0 (4.14)

E, portanto,
1 (1 bi+bj 1 b;+by
=A== 4.1
F; A3 (2 >+ 5 (4.15)
1 (1 bj+b;j 1 bj+by
=A=-(=- —- 4.16
fi=43 (2 2 2 2 (4.16)
1 (1 by+b; 1 bj+by
N Z. 4.17
fn =43 (2 2 T2 2 (417

Chega-se, entdo, ao seguinte sistema que permite a transformagdo das forcas nodais de um
elemento, numa direcgdo, em forcas de massa e vice-versa. A representa a area do elemento.

11

Fy= Az 7(2bi+ b+ by) (4.18)
11
11

Fn=A3 Z(bi + b + 2by,) (4.20)

Assim sendo, o primeiro passo, transformar as forgas nodais em equivalentes b, é executado
apenas uma vez para cada elemento base refinado e pode ser obtido por:
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3

b, = » (3F, — F; — Fy) (4.21)
3
3

by =E(3Fm_Fi - F) (4.23)

O segundo passo, executado para cada novo elemento refinado, pode ser obtido pelo seguinte
sistema para cada direc¢do de um dos novos elementos:

11

Fi = AR§ " Z (Zbl + bm + bn) (424)
11

Fn = Ag 3+ (b + 2by + by) (4.25)
11

E, = AR§ ' Z(bi + b, + 2by) (4.26)

As expressdes anteriores permitem concluir que, em relagdo ao campo das forcas nodais,
espera-se que este sofra um decréscimo de valor nos elementos refinados, como mostra o
exemplo da Figura 4.13. Assim se garante uma valida passagem do campo destas forcas.

Q|

Figura 4.13: Passagem correcta do campo das Forg¢as nodais.
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4.3. Procedimento de Refinamento

Nesta seccdo descreve-se o procedimento de REMESH, que faz o refinamento dos patchs, um

por um.

Leitura dos parametros de entrada ( ID da Malha e ID do elemento a refinar).
Determinacdo do né central do patch a que pertence o elemento. [permite saber os
quatro elementos implicados no refinamento]. Determinacdo das novas coordenadas do
no central. [Este deixa de ser um no central no final do refinamento]
Percorrer as 4 células do patch, para:

i. Definir os novos nés da malha (coordenadas e GDL).

ii. Verificar se 0s novos nds ja existem na malha, noutro patch.

iii. Definir os 16 novos elementos (incidéncias).

iv. Determinar o campo de velocidades e aplica-lo aos novos né.

v. Determinar o campo das forcas nodais e aplica-lo aos novos nos.
Transferéncia dos valores de Dissipagdo e Material dos elementos antigos do patch para
0S NOVOS.
Desactivar 0s 4 elementos que deixam de existir.
Para cada nd afectado com o refinamento, correccdo das listas: “Elementos a que
pertence” e “NOs proximos”.

i. Acrescentar os novos elementos a que passam a pertencer 0s nos.

ii. Apagar os elementos a que deixam de pertencer.

iii. Acrescentar 0s n6s que passam a ser proximos.

iv. Apagar os nés que deixam de ser proximos.
Correccdo dos GDL dos nos afectados com o refinamento, ou seja, n6s incompativeis e,
portanto, dependentes, que passam a ser compativeis.
Actualizar os dados na estrutura de dados.

A cada refinamento de malha corresponde a repeti¢do deste procedimento tantas vezes quantos
0s patchs que devem ser refinados.
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4.4. Modo Manual

O codigo desenvolvido conta ainda com um modo de utilizacdo ndo automético, com uma
plataforma de utilizacdo manual. Foi neste modo que se comegou a desenvolver esta aplicacéo e
este acabou por ser conservado. A sua utilidade esta na possibilidade de observar e controlar o
processo de refinamento de forma mais precisa. Tem, além disso, algumas funcionalidades extra
disponiveis, que permitem o tratamento de malhas e uso de ficheiros VTK (Visualization
ToolKit) [10].

4.5. Interaccdo com o SUBLIM3d2

Explica-se agora como interagem os dois programas, na determinacdo automatica das solucdes.
A interface que automatiza esta interaccdo entre os programas SUBLIM3d2 e REMESH
chamou-se CREMESH.

45.1. CREMESH

A Figura 4.14 mostra esquematicamente este processo utilizado para obter solucbes, usando
SUBLIM3d2 e REMESH.

O processo de solu¢do comega sempre com uma malha de partida, preferencialmente grosseira.
Para essa malha determina-se uma solu¢do com o SUBLIM3d2. Aqui entra em accéo
CREMESH. Com base nessa solugdo, comega um determinado nimero de etapas de solucéo.
Em cada etapa, 0 REMESH refina a malha e prepara uma estimativa inicial que servira ao
SUBLIM3d2 como ponto de partida para nova solu¢do. Com esta, 0 SUBLIM3d2 chega a uma
nova solucdo. Se esta solugdo ndo for a solugdo final, comeca uma nova etapa de solugdo.
REMESH 1é novamente a solugdo anterior de SUBLIM3d2 e com base nessa, refina, segundo
os critérios determinados e elabora uma nova estimativa. A nova malha e estimativa associada,
s80 mais uma vez passadas ao SUBLIM3d2 para que este resolva novamente o problema. Assim
acontece sucessivamente enquanto ndo se esgotarem os critérios de termo das etapas.

O Unico critério de termo do processo estabelecido foi o nimero de etapas desejadas. Este
namero corresponde ao nimero de refinamentos que acontecerdo e igualmente ao nimero de
solugbes solicitadas ao SUBLIM3d2 para as malhas refinadas em REMESH. A solugdo da
Gltima etapa ¢ a solucao final do problema.
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( Inicio )

Ler Malha Inicial n

SUBLIM3d2

Gera Solucdo inicial n

Malha n
Solugdon

CREMESH

Malha n
Solugdon

REMESH

Malha n
Solugdon \L

- Gera Malha n+1
n=n e Estimativa n+1

Malha n+1
~ Malha n+1
Solugdo n+1 , .
Estimativa n+1

SUBLIM3d2

/ Gera Solugao n+1/

Malha n+1
Solugéo n+1

Ndo Solugao n+1
é afinal ?

Figura 4.14: Esquema de funcionamento de CREMESH, na determinagdo automatica das
solucdes usando SUBLIM3d2 e REMESH.
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A chamada da interface CREMESH é efectuada com o comando:

cremesh nl n2 —dx.x —ly nome
em que:
nome é o nome do ficheiro a ser tratado pela interface CREMESH.

nl é o nimero da versdo base do ficheiro nome. Esta deve existir duas vezes em formatos
diferentes. A primeira com a geometria da malha e a segunda com os campos associados a
malha (um ficheiro em formato VTK), ou seja, a solu¢cdo do SUBLIM3d2 para essa malha.

n2 é o nimero da Ultima versdo da malha que deve ser refinada no REMESH e depois resolvida
no SUBLIM3d2. Essa solugdo € a final, a apresentar pela interface, para a estrutura em nome.
n2-n1+1 é o nimero de etapas de solucdo e, portanto, 0 nimero de intervencdes tanto de
REMESH como do SUBLIM3d2 durante a execugdo do CREMESH.

-dx.x € 0 modo de definigdo do critério de refinamento (x.x) para o primeiro nivel em cada
intervencdo de REMESH, em que x.x é um real.

-ly € 0 modo de indicar quantos niveis (y) de refinamento serdo efectuados em cada intervengdo
do REMESH. y é um inteiro.

Como exemplo, suponha-se que se pretende obter a solugdo para uma estrutura cuja malha
inicial estd definida no ficheiro teste~0000. Os dados dos campos de velocidades, globais e
locais, forgas nodais e dissipagdo, relativos a essa malha, sdo fruto de uma solugdo do
SUBLIM3d2 para essa malha e devem estar num ficheiro teste~0000.vtk. Esta solucéo € obtida
sem estimativa inicial.

A seguinte chamada de CREMESH:
cremesh 0 2 —d0.1 -1 teste
Tem os seguintes efeitos:

1. Inicio da primeira etapa. CREMESH chama REMESH para refinar a malha em
teste~0000. Os elementos dessa malha com uma dissipagdo superior ou igual a 0.1 sdo
refinados 1 vez (segundo os pardmetros definidos em -d0.1 e —I1). Os valores dos
campos sdo transferidos da malha base para a malha refinada. A nova malha é guardada
num novo ficheiro teste~0001 e os valores dos campos, obtidos a partir de
teste~0000.vtk, sdo guardados em teste~0001.vtk.
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2. CREMESH chama novamente SUBLIM3d2 para determinar a solugdo da nova malha
em teste~0001. A geometria da malha € lida em teste~0001 e a estimativa inicial em
teste~0001.vtk. A solucdo da nova malha, com a carga de colapso do sistema, €
guardada no ficheiro teste~0001.sol. O ficheiro teste~0001, com a geometria da malha,
permanece inalterado. O ficheiro teste~0001.vtk € alterado, ficando com os dados dos
campos de valores correspondentes a nova solucdo. Fim da primeira etapa.

3. Inicio da segunda etapa. Novamente CREMESH chama REMESH para refinar a malha
em teste~0001, tal como no ponto 1, com 0 mesmo processo e critérios de refinamento.
REMESH produz uma nova malha e respectiva estimativa inicial que ficam nos
ficheiros teste~0002 e teste~0002.vtk, respectivamente.

4. CREMESH chama novamente SUBLIM3d2 para resolver a malha teste~0002, da
mesma forma que em 2. E produzido o ficheiro de solugio teste~0002.sol e alterado o
ficheiros de dados dos campos, teste~0002.vtk.

5. Inicio da terceira e Ultima etapa. Repete-se a chamada de REMESH que produz uma
nova malha teste~0003 e estimativa inicial teste~0003.vtk.

6. Finalmente, o SUBLIM3d2 é chamado para determinar a solucdo final, através da
malha teste~0003, com a estimativa inicial teste~0003.vtk. Essa solugdo fica em
teste~0003.sol. Fim da terceira e Gltima etapa de solug&o.

A cada intervencdo do SUBLIM3d2 chega-se a uma solucdo do problema, com um erro maximo
definido dentro do ficheiro de base. A essa solugdo corresponde um campo de valores associado
a malha apresentada. Espera-se, portanto, em cada intervencdo do SUBLIM3d2 que 0s campos
de valores se alterem e a malha se mantenha. Ao contréario, espera-se em cada intervencao do
REMESH o refinamento da malha segundo os critérios de refinamento e a continuidade dos
campo de valores, segundo as regras explicadas em 4.2.

A cada etapa do CREMESH, séo escritos novos ficheiros VTK. Alternativamente, a
programacdo pode ser feita no sentido de ser escrito um novo ficheiro VTK a cada interaccéo
entre 0 REMESH e 0 SUBLIM3d?2.

Os ficheiros VTK podem ser lidos através do programa ParaView (v.3.10.0), [8]. O ParaView,
Parallel Visualization Application, é um programa “open-source”, para visualiza¢do e analise de
conjuntos de dados cientificos. O formato de ficheiros VTK em simbiose com ParaView foram
largamente utilizados durante o desenvolvimento deste trabalho porgue juntos oferecem um
esquema consistente de representacdo de dados. As imagens apresentadas neste trabalho
relativas a malhas, sdo produzidas no ParaView.

Salienta-se, também, que a capacidade para leitura de formatos VTK por parte do SUBLIM3d2
permite, ainda, que alguns dados sejam comunicados entre 0 REMESH e o SUBLIM3d2 através
deste formato.
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Capitulo 5.
Validacao

Neste capitulo expde-se a resolucdo de um problema de engenharia civil com o objectivo de
validar a técnica de refinamento desenvolvida e apresentada detalhadamente no capitulo
anterior. Exploram-se as suas capacidades e limites, através da resolugdo de um problema em
interaccdo com o programa de elementos finitos SUBLIM3d2. Além da validacdo da técnica
faz-se ainda um estudo da eficiéncia do processo. O capitulo comeca por apresentar o problema
escolhido para validar a técnica, seguindo-se depois 0s varios testes realizados e a analise dos
resultados.

5.1. Problema

O problema de validacdo escolhido € o da determinagdo da carga de colapso de um macico em
talude vertical com altura H, em critério de Tresca, sujeito exclusivamente a accdo da gravidade,
em estado plano de deformacdo. Este é um problema cléssico, estudado por varios autores,
como Pastor em [15] e outros, [12], [13].
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Decidiu-se estabelecer, de modo heuristico, o valor do pardmetro que avalia a convergéncia da
solucdo, o erro maximo, em 1 x 10~%. Na Figura 5.1 (a) representa-se a estrutura do problema e
a malha inicial na Figura 5.1 (b).

Apesar de este ser um problema em que a solucdo exacta é ainda desconhecida, tem actualmente
as fronteiras da solucdo numérica bastante definidas. De facto, em 2000, Pastor[15], definiu
novas fronteiras para a altura limite do talude:

37603 ¢/, < H <3.7859 ¢/,
Em que c é a coesdo do solo e y 0 peso por unidade de volume do solo.

Posteriormente estes valores foram superados e, actualmente, os limites estdo fixados, [9] em:

3.7752 ¢/, < H <3.7776 €/,

il

0
IIIN\N// AN/ 2
-~
v Z
L
E
/ <
AN/ TTTT TTTTT T TTT 7T 777 7777,
(a) (b)

Figura 5.1: (a) Talude vertical, solo em condigdes ndo drenadas; (b) Malha inicial e condi¢des
de apoio. Retirado e adaptado de [7].

Durante este capitulo os resultados serdo apresentados, ndo para H, mas para Hy/c. A estes
valores chama-se parametro de carga de colapso e representa-se 4. Assim, os valores definidos
em [9] sédo:

3.7752 < A < 3.7776

Uma vez que a formulacdo de SUBLIM3d2 é baseada no teorema cinematico da analise limite,
determina limites superiores estritos de cargas de colapso, pelo que, os valores obtidos nos
testes devem tender para o limite superior estabelecido por Pastor, 3.7776.

A aplicacdo do SUBLIM3d2 sobre a malha inicial, Figura 5.1 (b), apresentada gera a solugdo
inicial do problema, base para todos os testes aos cddigos REMESH e CREMESH que se
seguirdo. Esta solucdo é, naturalmente, obtida sem estimativa inicial uma vez que ndo ha
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solucédo prévia a esta. A solucdo obtida tem os seus resultados reflectidos nas figuras 5.2, 5.3 e
5.4.

Dissipacao
1

0

Figura 5.2: Solugdo inicial (Campo: Dissipacao)

Velocidade
3.5

0.00

Figura 5.3: Solucéo Inicial (Campo: Velocidade)

Forgas Nodais

%

Figura 5.4: Solucdo Inicial (Campo: Forcas Nodais)
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5.2. Testes e Resultados

Antes de passar a apresentacao dos testes, refere-se que estes foram realizados hum processador
Intel ® Core ™ 2 Duo CPU T7250 @ 2.00 GHz, numa maquina virtual Ubuntu 10.04 com 1024
MB de RAM, a correr sobre um sistema operativo Windows XP.

Os testes realizados, cujos resultados agora se apresentam, pretendem, primeiramente, validar a
técnica de refinamento desenvolvida, REMESH, confirmando que esse codigo garante o
correcto uso dos nds incompativeis e a correcta passagem dos campos de valores que
acompanham as malhas. Ainda em relagdo a REMESH, verifica-se a eficiéncia do cadigo.
Parte-se, depois, para a avaliacdo da interaccdo REMESH-SUBLIM3d2, automatizada por
CREMESH: avalia-se a convergéncia dos resultados de diferentes métodos possiveis em
CREMESH. Dessa forma pretende-se garantir a robustez do codigo, assegurando a
convergéncia da solugdo para a grande maioria das utilizacBes possiveis. De seguida exploram-
se as vantagens das caracteristicas do refinamento, separadamente e em conjunto.
Paralelamente, estuda-se a influéncia da ferramenta na eficiéncia do processo de solucdo. Para
isso, as solugdes obtidas por CREMESH sdo comparadas a solugdes obtidas sem a sua
utilizacdo. A prova final aos ganhos obtidos com REMESH ¢é efectuada comparando os
resultados obtidos com a formula¢do do SUBLIM3d2, em que a matriz do sistema governativo é
diagonal, [18], e usando as ferramentas de REMESH, com os resultados de variante da
formulacéo de SUBLIM3d2, com a matriz do sistema governativo simétrica e esparsa.

Os diversos métodos utilizados na obtengdo das solugdes sdo determinados pela utilizagdo ou
pela ndo utilizacdo das diversas ferramentas disponiveis. Assim, os diferentes métodos séo
identificados por uma composicao de caracteres, a partir dos seguintes:

ME — Solucéo obtida por uma variante de SUBLIM3d2 em que se provoca uma formulacdo em
gue a matriz do sistema governativo é simétrica e esparsa. Neste método as malhas sdo regulares
pois ndo ha adaptatividade.

MD — Solugdo obtida pelo SUBLIM3d2, com a sua formulagdo, em que a matriz do sistema
governativo é diagonal.

MD+R - Solucdes obtidas através da formulacdo com matriz do sistema governativo diagonal,
com utilizacdo de REMESH. Esta é a formulacdo que corresponde a SUBLIM3d2, detalhada
em [18]. Neste método as malhas sdo ndo regulares porque o seu refinamento é adaptativo. As
solugdes beneficiam de uma estimativa inicial.

d — Critério inicial de refinamento (em valores de Dissipacdo) a cada chamada de REMESH.
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Os testes realizados apresentam-se nas secc¢des seguintes do texto e sdo listados de seguida:

1.Teste — Validar o uso de n6s incompativeis. [seccdo 5.2.1, pagina 50]

Objectivo: verificar que os nds incompativeis ndo introduzem GDL efectivos na malha.

2.Teste — Validar a passagem dos campos de dados entre malhas. [seccéo 5.2.2, pagina 51]

Obijectivo: Verificar que REMESH faz a passagem dos campos de dados da forma que
se pretende, descrita em 4.2.

3.Teste — Verificar a eficiéncia de REMESH. [secc¢do 5.2.3, pagina 55]

Obijectivo: Verificar a eficiéncia de REMESH.

4. Teste — Validar as solu¢cbes do CREMESH. [seccéo 5.2.4, pagina 57]

Objectivo: Verificar a validade das solugbes obtidas por SUBLIM3d2 a partir da
interac¢do com REMESH.

5.Teste — Verificar o beneficio de REMESH para SUBLIM3d2. [sec¢do 5.2.5, pagina 61]

Objectivo: Confirmar que as ferramentas produzidas em REMESH (adaptatividade e
estimativa inicial) sdo um beneficio para a eficiéncia de SUBLIM3d2.

6. Teste — Validar os refinamentos simultaneos. [seccdo 5.2.6, pagina 71]

Objectivo: Verificar a validade e consequéncias para a solugdo da utilizacdo de
refinamentos simultaneos.
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5.2.1. Teste — Validar o uso de nos incompativeis
Obijectivo: verificar que os nos incompativeis ndo introduzem GDL efectivos na malha.

Este teste consiste em verificar, apds o refinamento adaptativo de uma malha e passagem do
campo das velocidades, que 0s nos incompativeis respeitam os GDL dos nds compativeis mais
proximos, ou seja, que a sua existéncia ndo introduz GDL efectivos nos elementos T3+ que 0s
recebem nas suas fronteiras.

A Figura 5.5 mostra a aplicacdo do campo das velocidades a malha refinada adaptativamente a
partir da malha original. Esta figura permite observar como os nés incompativeis (assinalados a
cinzento claro) se mantém fiéis as restri¢des dos elementos T3+ a que pertencem (assinalados a
cinzento escuro), tornando o cddigo valido a esse respeito. Repare o leitor que apenas alguns
nos incompativeis e respectivos elementos sao assinalados, pois sdo 0s que permitem observar o
que se pretende. Assim, pode confirmar-se que os nds incompativeis ndo introduzem GDL
efectivos na malha da estrutura.

Figura 5.5: N6s incompativeis ndo introduzem GDL efectivos, e sdo dependentes dos GDL
efectivos dos elementos T3+.
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5.2.2. Teste — Validar a passagem dos campos de dados entre malhas

Obijectivo: Verificar que REMESH faz a passagem dos campos de dados da forma que se
pretende, descrita em 4.2.

A validacgdo pretendida com este teste consegue-se verificando a passagem de cada campo, de
uma malha base para uma criada a partir dessa. Para cada campo fez-se esse teste para dois
refinamentos diferentes. Para ser possivel a validacdo, o campo das dissipacdes e o das
velocidades deve manter-se a cada refinamento. O campo das forgas nodais deve diminuir, mas
apenas nas zonas refinadas.

Apresenta-se como exemplo de demonstracdo, a passagem dos campos de dados associados a
malha inicial ao longo de duas interaccbes CREMESH, ou seja duas execucles do codigo
REMESH, intercaladas por uma nova solucdo do SUBLIM3d2. As malhas resultantes dos
refinamentos sio mostradas na Figura 5.6. A malha 1 estdo associados os campos da solucio
inicial, apresentados em 5.1. A partir desses dados, é executado o REMESH com ordens para
efectuar 1 nivel de refinamento para elementos com dissipa¢do superior a 0.005. Apds este
refinamento efectua-se o primeiro teste a passagem dos campos por parte do REMESH. De
seguida, a nova malha, 2, é resolvida pelo SUBLIM3d2. Os novos dados associados a malha 2
permitem nova execu¢cdo REMESH com 0s mesmos pardmetros, e a passagem de campos deste
segundo refinamento pde, novamente, a passagem de campos do REMESH a prova.

Figura 5.6: Malhas 1, 2 e 3. Dois refinamentos adaptativos executados por REMESH.

Apresentam-se 0s resultados obtidos nas seguintes secgfes, para cada campo: Dissipacgéo,
Velocidade e Forcas nodais.
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A. DISSIPACAO

Este é o campo de critério para execucdo do refinamento e deve manter-se depois de cada
execucdo do REMESH. Os elementos que ndo sofrem refinamento ndo devem mudar o seu
valor de dissipacéo e os elementos refinados devem passar o mesmo valor de dissipacao para 0s
seus elementos “filhos”. As Figuras 5.7 e 5.8 mostram como o campo das dissipacfes se
manteve em relacdo ao campo da malha base em cada uma das vezes que o0 REMESH foi
executado.

—

Figura 5.7: Passagem do campo de dissipa¢des no refinamento da malha 1 para a malha 2.

-
— =

Figura 5.8: Passagem do campo de dissipacao no refinamento da malha 2 para a malha 3.
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B. VELOCIDADE

O campo das velocidades também deve manter-se apesar da aplicacdo do cddigo REMESH. As
figuras 5.9 e 5.10, mostram igualmente como o0 REMESH passou os campos de velocidade
eficazmente sempre que foi chamado.

0 3.5
| = 3

Figura 5.9: Passagem do campo de velocidades no refinamento da malha 1 para a malha 2.
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Figura 5.10: Passagem do campo de velocidades no refinamento da malha 2 para a malha 3.
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C. FORCAS NODAIS

Nas figuras 5.11 e 5.12, pode observar-se como o campo das forgas nodais é definido para cada
elemento e como os elementos que ndo sofrem refinamento ndo tém o seu campo alterado. Ao
contrario os elementos procedentes de refinamento, recebem o campo das forcas nodais dos seus
elementos geradores e distribuem-no, como explicado em 4.2.3. Resulta, portanto um campo
mais baixo nas zonas refinadas.

S _f./;( "¢ >

%

0 0.6
_— ——

Figura 5.11: Passagem do campo de for¢as nodais no refinamento da malha 1 para a malha 2.

0 0.6
. -

Figura 5.12: Passagem do campo de forgas nodais no refinamento da malha 2 para a malha 3.

Apos verificada a eficacia do codigo REMESH, passa-se, no teste seguinte, a verificacdo da sua
eficiéncia.
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5.2.3. Teste — Verificar a eficiéncia de REMESH
Obijectivo: Verificar a eficiéncia de REMESH.

Os refinamentos executados em REMESH podem ser adaptativos ou regulares. Os refinamentos
adaptativos envolvem o tratamento de nds incompativeis. O tratamento de um né incompativel é
mais desfavoravel para o tempo de computacdo do que o tratamento de um nd compativel.
Assim, o estudo foi feito com refinamentos adaptativos, para que os testes fossem 0s mais
penalizadores.

Os valores de Tempo (T) apresentados na Tabela 5.1, sdo referentes a todo o processo de
refinamento, ou seja, definicdo dos novos nds e elementos, desactivacdo dos elementos que
deixam de existir, passagem dos dados e campos, dos nés (velocidade, forcas nodais, etc) e dos
elementos (dissipagdo, material, etc) e ainda a edigdo da estrutura de dados, incluindo a
introdugdo de novos dados, retirando os que deixam de fazer parte e a alterando os que foram
afectados.

Tabela 5.1: Eficiéncia de REMESH.

l_\l(?s_ Eler_nt_en_tos I_\lc')sj Eler_ner_1tos Pqtchs h T(s) T / patch
Iniciais Iniciais Finais Finais Refinados (s)
59 96 213 384 24 ho/2 0.06 0.0023
59 96 302 540 37 hy /22 0.04 0.0012
59 96 471 852 63 hy/23 0.11 0.0017
59 96 958 1764 139 hy/2* 0.04 0.0003
59 96 2261 4272 348 ho/25 0.8 0.0005
59 96 6 227 12 024 994 hy /26 0.34 0.0003
59 96 20 244 39 744 3304 hy/27 1.22 0.0004
59 96 74 622 147 840 12 312 hy/28 5.90 0.0005
59 96 277 851 553 164 46 089 ho/2°  44.90 0.0010
59 96 1082557 2160252 180013  h,/21° 669.55  0.0037

O tempo por patch (T/Patch) é apresentado na Tabela 5.1 pois permite perceber a influéncia que
a estrutura de dados pode estar a ter na eficiéncia do processo. Com efeito, para que se possa
verificar a eficiéncia do cddigo, o primeiro passo seria 0 tempo de processamento associado ao
refinamento de um patch ndo se alterar significativamente, ao contrério do que acontece aqui.
Contudo, T inclui o de tratamento da estrutura de dados, pelo que uma investigacdo mais
detalhada deve ser efectuada. Na Tabela 5.2, pode observar-se com mais detalhe a distribuicéo
deste tempo.
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Tabela 5.2: Tempo de célculo e tempo de tratamento de dados em REMESH.

% T em

T(s) T/Patch(s)  Tratamento de (?é-lisr; Tcaleulo () Tca'CU'ES/) Patch
Dados
0.0560 0.0023 45.0 55.0 0.0308 0.0012
0.0440 0.0012 86.0 14.0 0.0061 0.0002
0.1070 0.0017 85.4 14.6 0.0156 0.0003
0.0380 0.0003 57.1 42.9 0.0163 0.0001
0.1770 0.0005 84.2 15.8 0.0279 0.0001
0.3380 0.0003 70.4 29.6 0.1000 0.0001
1.2150 0.0004 78.7 21.3 0.2588 0.0001
5.8920 0.0005 83.4 16.6 0.9780 0.0001
44,9030 0.0010 90.3 9.7 4.3555 0.0001
669.5480 0.0037 97.1 2.9 19.4168 0.0001

As Tabelas 5.1 e 5.2 permitem, entdo, perceber como o funcionamento do codigo é eficiente,
pois ndo depende do nimero de elementos da malha ou do nimero de elementos a refinar em
cada utilizacdo de REMESH. Pode também notar-se que, como era esperado, o tratamento da
estrutura de dados pode ser um entrave a eficiéncia do codigo para refinamentos com um
elevado numero de elementos. Com efeito, 0 seu tratamento torna-se mais moroso com o
aumento do namero de refinamentos a efectuar.
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5.2.4. Teste — Validar as solu¢des do CREMESH

Obijectivo: Verificar a validade das solucBes obtidas por SUBLIM3d2 em interaccdo com
REMESH.

Este teste assume grande importancia, pois permite garantir a convergéncia das solugdes obtidas
com recurso a REMESH, fruto deste trabalho.

Na Tabela 5.3, mostram-se as solu¢bes do SUBLIM3d2 para diferentes utilizacdes da interface
CREMESH. O efeito visual das barras nesta tabela pretende mostrar em cada método como
evoluem os valores de A quando diminui h. h, é a dimensdo dos elementos na malha inicial
definida na Figura 5.1(b).

Tabela 5.3: Convergéncia da solucdo através de interac¢des entre REMESH e SUBLIM3d2.

A ( Método)
Interacefio h MD+R MD+R MD+R MD+R MD+R
d 0.001 d 0.005 d0.01 d 0.05 d0.5
0 ho 4.4138 4.4138 4.4138 4.4138 4.4138
1 ho/4 4.0966 4.0993 4.0982 4.0973 4.1792
2 hy/8 3.9250 3.9472 3.9298 3.9353 4.0531
3 ho/16 3.8699 3.8534 3.8559 3.8655 3.9715
4 hy/32 3.8226 3.8176 3.8195 3.8298 3.9487
5 hy/64 3.8134 3.8073 3.8028 3.8195 3.9460
6 hy/128 3.8040 3.7951 3.8048 3.8139 3.9382

Os resultados observados na Tabela 5.3 mostram convergéncia na direc¢do da solugdo exacta
para diferentes aplicagdes da interface na resolucdo do mesmo problema, pelo que se pode
concluir que a eficacia da interaccdo SUBLIM3d2-REMESH est4 assegurada. Efectivamente,
para as malhas adaptativas, progressivamente mais finas, e com estimativa inicial, as solucGes
do problema em estudo diminuem como é expectavel numa formulagdo de limite superior da
andlise limite. Verifica-se ainda que as solucBes se revelam sucessivamente mais proximas do
valor majorante definido em [9], 3.7776, ficando a menos de 0.5% desse valor, em alguns dos
casos.

A convergéncia que se nota nos valores da Tabela 5.3 significa que a cada etapa CREMESH, a
amplitude da solucdo é diminuida. De facto, a cada solugdo para uma malha do problema, o
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SUBLIM3d2 converge em direcgdo a um intervalo da solugéo, diminuindo progressivamente a
amplitude desse intervalo. A Figura 5.13 mostra este processo para cada uma das primeiras
quatro malhas resolvidas pelo método MD+R com d=0.05. Nessa mesma imagem pode ver-se
que a diferenga entre solucdes consecutivas vai diminuindo. Isto acontece porque a primeira
solucdo do mecanismo é ainda bastante grosseira. Portanto, quando se procura a segunda
solucdo, que tem como estimativa inicial a primeira, h4 ainda muito para melhorar no
mecanismo. Conforme se avanga nas sucessivas solugdes, aquilo que ha para melhorar é cada
vez menos, em relacdo a solucdo anterior. Ao mesmo tempo, torna-se cada vez mais dificil
obter melhores aproximacBGes porque isso vai exigindo chegar a detalhes cada vez mais
pequenos, precisando de uma maior discretizacao.

test~0000.50 ——
test~0001.s0l
test~0002.sal —e—
test~0003.s0l —&— |

4.8

4.6 %
+--§
4.4 {
L

CLML, 2

0 500 1000 1500 2000 2500

Iteracdes SUBLIM342

Figura 5.13: Convergéncia das quatro solugdes devidas a interaccdo CREMESH.

Os dados apresentados na Tabela 5.3 mostram também que 0s métodos cujas solugdes mais se
aproximam do majorante definido em [9], 4 = 3.7776, sdo 0s que tém os critérios de
refinamento mais proximos de zero. Assim, pode concluir-se que o critério da dissipacdo deve
ser usado para discriminar os elementos com dissipacdo muito baixa. Esses representam zonas
da malha com uma contribui¢do praticamente nula para 0 mecanismo e por isso ndo precisam
ser mais refinadas.
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As imagens seguintes, da Figura 5.14, mostram a evolucdo do campo das dissipagdes e dos
refinamentos de REMESH ao longo das diversas interac¢Bes entre SUBLIM3d2 e REMESH.
Pode ver-se como a adaptatividade se vai ajustando aos novos campos de dissipacao produzidos
pelas solugdes do SUBLIM3d2. Ao mesmo tempo, SUBLIM3d2 vai obtendo cada vez solugdes
mais precisas, 0 que leva a que o campo das dissipacGes seja muito mais definido. Por isto, tanto
0 campo desses valores como a consequente adaptatividade se vao aproximando do mecanismo
de colapso.

Os testes seguintes estudam mais pormenorizadamente a convergéncia das solucbes para as
diferentes utilizagdes possiveis de REMESH, com e sem estimativa inicial ou adaptatividade de
no6s dependentes.
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Figura 5.14: Evolucdo do campo das dissipa¢Oes e da adaptatividade ao longo de 6 interaccBes
CREMESH.
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5.2.5. Teste — Verificar o beneficio de REMESH para SUBLIM3d2

Obijectivo: Confirmar que as ferramentas produzidas em REMESH (adaptatividade e estimativa
inicial) sdo um beneficio para a eficiéncia de SUBLIM3d2.

O beneficio de REMESH para a eficiéncia de SUBLIM3d2 s pode ser avaliado através da sua
utilizacdo dentro desse programa. REMESH sera tanto mais Gtil quanto mais eficiente tornar
SUBLIM3d2. SUBLIM3d2, como referido anteriormente em 2.3, utiliza uma formulacdo de
elementos finitos em que a matriz do sistema governativo € diagonal. O que se pretende com
REMESH ¢é tornar esta formulagdo mais eficiente do que uma formulagdo em que essa matriz é
simétrica e esparsa.

Com os resultados positivos deste teste mostra-se como a facilidade para implementar
adaptatividade nesta formulagdo a torna muito eficiente. A utilidade desta formulagdo fica
também demonstrada. Com efeito, consegue evitar o uso da factorizacdo de Cholesky sem
comprometer a qualidade dos resultados ou a eficiéncia da solucéo.

Assim sendo, interessa resolver o problema apresentado em 5.1 através das duas formulacdes e
comparar os resultados. A Tabela 5.4 condensa alguns resultados obtidos com as duas
formulages, para malhas com diferentes graus de refinamento, h.

O grafico da Figura 5.15 resume os dados dessa tabela e mostra que conforme as malhas se
tornam mais finas, as solugdes MD+R, obtidas através da formulagdo de SUBLIM3d2 com uso
de REMESH, sdo cada vez mais eficientes relativamente as solugGes obtidas através da
formulagdo com matriz simétrica e esparsa, ME. O gréafico da Figura 5.16 € um pormenor da
Figura 5.15 para mostrar mais detalhadamente os dados das malhas iniciais.

61



Validacao

172 &
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Figura 5.15: Tempo de computacdo das duas formulagdes.
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T (minutos)

Figura 5.16: Pormenor da figura anterior, focando as malhas iniciais.

Na Tabela 5.4 e no gréafico acima, para cada grau de refinamento h, é apresentada uma solugéo
ME e cinco soluc@es diferentes MD+R. A diferenca entre estas cinco solugdes esta no critério
de refinamento adaptativo utilizado. Diferentes critérios de refinamento geram diferentes
malhas de elementos finitos.
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Os resultados da Tabela 5.4 permitem perceber que esta superioridade conseguida na eficiéncia
de SUBLIM3d2 ndo acontece a custa de uma reducdo da qualidade dos resultados. De facto,
para cada grau de refinamento h, as solucdes A estdo igualmente proximas do melhor valor
conhecido para a solucgdo deste problema, % erro relativo. O melhor valor obtido esta fixado em
A =3.7776 [9].

Com os resultados obtidos, mostra-se como o funcionamento de SUBLIM3d2 com REMESH,
MD+R, é mais eficiente do que a formulagdo com matriz do sistema governativo simétrica e
esparsa, ME. No problema aqui resolvido, o incremento de eficiéncia chegou a valores
proximos de 90% e tendéncia crescente com o aumento do grau de refinamento. Os melhores
ganhos percentuais obtidos foram sombreados a cor na tabela. Estes valores foram obtidos para
malhas que garantiam uma qualidade da solucdo apenas a 1% do resultado de Pastor.

Assim, pode confirmar-se, para este problema, uma excelente contribuicdo de REMESH, de
forma a desenvolver as potencialidades de SUBLIM3d2.
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Tabela 5.4: Eficiéncia da formulacdo implementada em Sublim3d2 com o uso de REMESH.

h Formulagio dan[;tt?\r/'i‘(’ja e PO T (min) 9% dif. ME
ho/2 ME ; 4.0894 8 0.02 :
MD+R 1 0.001 4.0966 8 0.04 181%
2 0005 4.0993 8 0.04 180%
3 0010 4.0982 8 0.04 165%
4 0050 40973 8 0.04 156%
5  0.100 4.0910 8 0.04 143%
ho/4 ME : 3.9369 2 0.15 :
MD+R 1 0.001 3.9250 4 0.18 21%
2 0.005 3.9472 4 0.22 48%
3 0010 3.9298 4 0.21 43%
4 0050 3.9353 4 0.20 38%
5  0.100 3.9398 4 0.16 8%
ho/8 ME : 3.8605 2 152 :
MD+R 1 0.001 3.8699 2 1.05 -30%
2 0.005 3.8534 2 1.08 -28%
3 0010 3.8559 2 1.66 9%
4 0050 3.8655 2 0.42 7%
5  0.100 3.8703 2 0.74 51%
ho/16  ME : 3.8210 1 17.48 :
MD+R 1 0.001 3.8168 1 5.13 -70%
2 0.005 3.8300 1 468 73%
3 0010 3.8195 1 5.15 -70%
4 0050 3.8315 1 236 -86%
5  0.100 3.8414 1 1.84 -89%
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A resolucéo deste problema mostrou como a formulacdo SUBLIM3d2 tem ainda a vantagem de
reduzir os recursos computacionais necessarios para a solucdo dos problemas. De facto, para o0s
recursos utilizados no desenvolvimento destes testes, descritos em 5.2, ndo foi possivel obter
solucbes para malhas mais finas através da formulagdo ME, por impossibilidade de alocar mais
memoria. Ao contrario, SUBLIM3d2 permite uma melhor exploracdo dos recursos disponivel.
Com efeito, na Tabela 5.3 podem ver-se alguns resultados para malhas mais finas do mesmo
problema. Esta caracteristica representa também a capacidade de obter resultados mais precisos.

Deve o leitor notar que o tempo de processamento apresentado, T, refere-se unicamente ao
tempo de computacdo do SUBLIM3d2. N&o se inclui os tempos de computagdo de REMESH
porque para os refinamentos que foram necessarios, os tempos de computacdo de REMESH séo
insignificantes quando comparados com o tempo de célculo da solucéo.

Para os resultados obtidos através de MD+R, T diz respeito ndo sé ao tempo necessario para
resolver essa malha, mas também ao acumulado de todas as solugdes anteriores. De facto, neste
método cada solucdo utiliza as solugdes anteriores para estabelecer a adaptatividade e estimativa
inicial. Assim, o tempo de solucdo de cada malha deve incluir o tempo de solugdo de todas as
anteriores.

Uma vez demonstrada a eficiéncia da formulagdo de SUBLIM3d2 com utilizacdo de REMESH
interessa perceber como funciona cada uma das ferramentas implementadas e como essas
melhoram a eficiéncia de SUBLIM3d2. Para tal, apresentam-se nas préximas seccfes 0S
resultados da solugdo do mesmo problema de 5.1, através de outros métodos.

No primeiro, que serve de base de comparagdo para 0s seguintes, utiliza-se SUBLIM3d2 sem
adaptatividade nem estimativa inicial (MD).

No segundo, que serve para mostrar como a adaptatividade implementada influéncia as
solucdes, utiliza-se SUBLIM3d2 com adaptatividade e sem estimativa inicial (MD+A).

Por fim, no terceiro testa-se os beneficios da estimativa inicial utilizando SUBLIM3d2 sem
adaptatividade e com estimativa inicial (MD+E).

65



Validacao

BENEFICIO DA ADAPTATIVIDADE

A Figura 5.17, abaixo, mostra a evolucao das iteracbes de SUBLIM3d2 para obter a solucéo de
trés malhas distintas. A primeira ¢ a malha inicial apresentada em 5.1, chamada Base. A
segunda é consequéncia de um refinamento uniforme da primeira e, posteriormente, foi
resolvida no SUBLIM3d2. A essa chamou-se MD, pois foi resolvida com a formulacdo de
SUBLIM3d2 em que a matriz do sistema governativo é diagonal. A terceira foi refinada
adaptativamente em REMESH e solucionada em SUBLIM3d2. Chamou-se MD+A, pois foi
resolvida com a mesma formulacdo mas a partir de uma malha refinada adaptativamente. As
malhas dos dois métodos, apesar de diferentes, ttm o mesmo grau de refinamento, h /2.

|
Base.sol ——
MD.sol

MD+A.so0l ——

CLML

0 200 400 600 800 1000 1200
Iteragges SUBLIM3A2

Figura 5.17: Beneficio da adaptatividade nas solu¢cbes SUBLIM3d2.

Aquilo que a figura acima nos d& a perceber é que SUBLIM3d2 chegou a mesma solucéo,
seguindo um caminho muito semelhante, para os dois métodos: MD e MD+A.

Na Tabela 5.5 pode observar-se a mesma comparacdo entre solucbes MD e MD+A, para as
mesmas malhas e para outras com maiores graus de refinamento. Os valores desta tabela
mostram entdo qual a vantagem da adaptatividade. De facto, o melhor beneficio da
adaptatividade conseguida em REMESH é para SUBLIM3d2 o tempo que a formulacdo
despende a determinar cada iteracdo, cada n6 do gréafico da Figura 5.17.
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Refere-se que nenhuma das solugdes beneficiou de estimativa inicial.

Tabela 5.5: Beneficio da adaptatividade.

T/ IteracOes

h Formulacdo Elementos A rZ(;aetK/% (m-li-n) SLI};TIQI\(/)I(;Z ’ SUBIESI;VIst

hy )2 MD 384 4.0742 8 0.05 1059 0.003
MD+A 288 4.0815 8 0.05 1137 0.002

MD 1536 3.9205 4 0.46 2530 0.011

ho/4 MD+A 804 3.9447 4 0.30 2845 0.006
MD 6144 3.8526 2 4.24 5514 0.046

ho/8 MD+A 2532 3.8622 2 3.53 10636 0.020
hy /16 MD 24576 3.8106 1 49.82 16197 0.185
MD+A 8160 3.8313 1 39.91 35886 0.067

Com o0 aumento do grau de refinamento das malhas utilizadas para conseguir as solucdes,
aumenta também a diferenca do T / Iteracdes SUBLIM3d2 entre as solugdes com malhas
uniformes, MD e as solu¢Ges com malhas adaptativas, MD+A. Ao mesmo tempo, esta diferenca
tem cada vez mais peso no tempo total de computacdo porque as iteraces SUBLIM3d2
também vao aumentando. E apesar de aumentarem mais para as malhas adaptativas, conclui-se
que a adaptatividade implementada com REMESH torna a formulacdo de SUBLIM3d2 mais
eficiente.

Os resultados mostrados em A e % erro relativo mostram como a adaptatividade implementada
ndo prejudica a qualidade dos resultados. Apesar de que isto ndo prova a qualidade relativa do
critério de adaptatividade implementado, deixa patente a sua validade.
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BENEFICIO DA ESTIMATIVA INICIAL

A Figura 5.18, abaixo, mostra como as solucdes obtidas em SUBLIM3d2 beneficiam com a
utilizacdo da estimativa inicial produzida por REMES. Mais uma vez, mostra-se a evolugdo das
iteracOes de SUBLIM3d2 na obtencéo da solugdo de trés malhas distintas. A primeira é a malha
inicial apresentada em 5.1, chamada Base. A segunda e terceira malhas, MD e MD+E, séo
ambas fruto de um refinamento uniforme da malha Base. Ou seja, as malhas destas duas
solugdes sdo iguais com grau de refinamento hy/2. Contudo, a acompanhar a malha de MD+E,
REMESH ha uma estimativa inicial da solucdo. Essa estimativa inicial é conseguida por
REMESH a partir da solucdo de SUBLIM3d2 da malha Base. As solu¢cdes MD e MD+E séo
obtidas através da formulacdo de SUBLIM3d2 em que a matriz do sistema governativo é
diagonal.

I
Base.sol ——
MD.sol
MD+E.sol ——

CLM, &

e e o

0 200 400 600 800 1000 1200
Iteragdes SUBLIM3d2
Figura 5.18: Beneficio da estimativa inicial nas solu¢bes SUBLIM3d2.
Para solucionar o problema da malha em MD+E, SUBLIM3d2 tem uma pista fornecida pela
estimativa inicial. O grafico da figura acima mostra os beneficios dessa estimativa para a
solugdo SUBLIM3d2. De facto, a solucdo que utiliza a estimativa inicial, MD+E, comeca num

valor muito mais proximo da solugdo final. Ao contrario, MD comega 0 processo de solucdo
sem qualquer pista, tal como tinha comecado para resolver a malha inicial, Base. O
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desconhecimento total da solucdo, em MD, leva SUBLIM3d2 a comecar a procurar solucdes
num intervalo de valores muito maior do que quando tem essa pista, a estimativa inicial.

Assim, pode concluir-se que o efeito da estimativa inicial no processo de solu¢do do
SUBLIM3d2 ¢ o de reduzir o nimero de iteracdes SUBLIM3d2 necessérias para chegar ao erro
méaximo desejado. A Tabela 5.6 confirma e complementa esta conclusdo. Ai podem ver-se 0s
valores associados as solucbes do grafico anterior e de outros testes idénticos para malhas
consecutivamente mais finas.

Tabela 5.6: Beneficio da estimativa inicial.

T/ IteracOes

x % erro T Iteracdes

h Elementos Formulacéo A relativo  (min)  SUBLIM3d2 SUBIESI;VBdZ
W2 284 MD 4.0742 8 0.05 1059 0.003
of MD+E 4.1036 8 0.04 789 0.003
- 1536 MD 3.9205 4 0.46 2530 0.011
of MD+E 3.9232 4 0.27 1384 0.012
W8 6144 MD 3.8526 2 4.24 5514 0.046
of MD+E 3.9022 3 1.72 2382 0.043

MD 3.8106 1 49.82 16197 0.185
ho/16 24576 MD+E 4.0326 7 5.18 1638 0.190

Pode ver-se como o tempo por iteracdo SUBLIM3d2 é igual nos dois métodos. Mas o nimero
de iteragdes SUBLIM3d2 é menor quando h& estimativa inicial. Esta reducdo é
progressivamente mais notéria conforme aumenta o grau de refinamento da malha. Como
consequéncia destes dois aspectos, verifica-se que o tempo total de computacao €é reduzido pela
existéncia de estimativa inicial. Conclui-se que a estimativa inicial melhora a eficiéncia de
SUBLIM3d2.

Faz-se notar que os valores de A pioraram para as malhas mais finas. Este facto deve-se a que a
estimativa inicial utilizada para todas as malhas neste método era bastante grosseira. Ou seja, é
mais adequada as malhas mais grossas e menos adequada as malhas mais finas, correspondendo
nesse caso a uma ma estimativa inicial. No entanto ndo deixa de produzir o efeito desejado de
diminuir o nimero de iteragdes SUBLIM3d2 necessérias para obter a solu¢do. Aquando do
funcionamento pleno entre REMESH e SUBLIM3d2 isto ndo ser4& um problema porque a
estimativa inicial é actualizada a cada etapa de solucdo. Ai a estimativa para cada malha é
apurada pelo REMESH a partir da solu¢do da malha anterior, pelo que ser& sempre adequada a
cada nova malha. Nesse caso, consegue-se o efeito desejado na eficiéncia de SUBLIM3d2, sem
comprometer a qualidade dos resultados.
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As duas ferramentas implementadas mostraram, individualmente, capacidade para melhorar a
eficiéncia da solucdo. Contudo, nenhuma, isoladamente, se mostra suficiente, para fazer com
gue o SUBLIM3d2 seja mais eficiente do que as formulacBes aqui representadas por ME, com
matriz do sistema governativo esparsa e diagonal. No entanto, o facto de cada uma ter um modo
diferente de acelerar o processo de solucdo faz com que o funcionamento das duas em
simultaneo traga grandes vantagens a eficiéncia de SUBLIM3d2. Essas vantagens foram
mostradas no inicio desta sec¢éo, 5.2.5.
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5.2.6. Teste — Validar os refinamentos simultaneos

Obijectivo: Verificar a validade e consequéncias para a solucdo da utilizacdo de refinamentos
simultaneos.

Todos o0s testes apresentados até este ponto, sempre que utilizaram REMESH para refinar as
malhas, fizeram-no com apenas um nivel de refinamento em cada execu¢do do cddigo. Assim,
serve este teste para testar a ferramenta complementar desenvolvida em REMESH, que é a
possibilidade de gerar uma malha adaptativa de varios niveis a partir de uma sé solucdo do
SUBLIM3d2. Para verificar a qualidade dessa ferramenta, comparam-se as soluc@es obtidas
anteriormente na interac;do CREMESH, com refinamentos de um nivel e critério de
refinamento inicial de dissipagdo plastica fixado em 0.05.

A Tabela 5.7 mostra os valores do método de referéncia neste teste, MD+R (d 0.05) em
comparagdo com os valores obtidos a partir de métodos com as mesmas caracteristicas, mas
utilizando varios niveis de refinamento, L, em cada utilizacdo de REMESH, nas interaccfes
CREMESH. A comparacdo é feita entre solucBes de malhas com um numero de elementos
idéntico.

Tabela 5.7: Solucbes CREMESH com refinamentos de um nivel e com refinamentos de varios

niveis.

T3eT3+ i L Iy h % errorelativo T (min)
240 1 1 4.0973 ho/2 8 0.0
348 1 2 39817 ho/4 5 0.1
684 2 1 39353 ho/4 4 0.2
708 1 3 39530 ho/8 4 0.3
1788 3 1 3.8655 ho/8 2 0.4
1092 2 2 38549 hy/16 2 0.5
1452 1 4 38929 hy/16 3 0.5

4656 4 1 38315 hy/l16 1 2.4
5016 4 2 38529 hy/256 2 3.6
4416 2 4 38733  h,/64 2 2.3

Pode ver-se, na Tabela 5.7, como a utilizacdo de varios niveis de refinamento pode ter
beneficios iniciais na qualidade da solucdo, pois aumenta mais rapidamente o nimero de
elementos ao longo das interac¢cdes de CREMESH, identificadas com i. Além disso, devido ao
modo como evolui o critério de dissipacdo ao longo dos varios niveis de refinamento, explicado
em 4.1.3, esta ferramenta permite um aumento do nimero de elementos especialmente focado
nas zonas criticas, o que implica uma reducéo do h nessas zonas, em menos interaccoes.
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No entanto, rapidamente essas vantagens perdem valor. De facto, com o0 aumento do
refinamento das malhas, e consequente aumento do nimero de elementos, deixa de se observar
um efeito positivo na solucdo das malhas refinadas em varios niveis por interaccdo. De facto, a
aproximacao perde eficacia e pode ver-se como os melhores valores de A estdo associados as
solugdes com mais interaccGes CREMESH e menos niveis de refinamento por solucdo. Além da
perda de eficacia, verifica-se também uma perda de eficiéncia, provavelmente devido ao modo
como evolui o critério de refinamento ao longo dos niveis. De facto, este promove uma
concentracdo excessiva de elementos nas zonas mais criticas provocando um desequilibrio na
distribuicdo dos elementos. Um exemplo disso esta espelhado na Figura 5.19. Este excesso de
refinamento nas zonas criticas é, ndo s6 em relacdo as restantes zonas da malha, mas também
globalmente excessivo em relagdo ao refinamento necessario para o problema.

Figura 5.19: Resultado de 4 refinamentos de dois niveis com dissipac¢do inicial de 0.05 em
CREMESH. h=1mm.

Assim, pode concluir-se que, para esta ferramenta ter um bom desempenho deve ser usada
apenas sobre boas solugBes, para que ndo se cometam erros de refinamentos em zonas
desnecessarias, consequéncia de uma solucéo inicial fraca. Esta € uma consequéncia mais grave,
aquando do uso desta ferramenta, porque promove um aumento mais rapido dos elementos.
Também o método sugerido em 4.1.3, para evolucdo do critério de refinamento nesta
ferramenta, devera fazer incrementos mais suaves do critério. Dessa forma podera obter
refinamentos mais equilibrados e adequados a malha, evitando que ao fim de poucos
refinamentos haja ja zonas excessivamente finas e outras ainda muito grosseiras, quando ambas
precisam de refinamentos idénticos.

Pode concluir-se que o melhor funcionamento da interacgdo CREMESH € obtido com o recurso
aos refinamentos de apenas um nivel em cada execucdo de REMESH, pois assim se obtém um
adaptatividade mais precisa e eficiente.

72



Validagéo

5.3. Considerac0es Finais

Os resultados da seccdo anterior demonstram que, efectivamente, a melhor aplicacdo de
REMESH desenvolvida obtém-se numa interac¢do constante com o programa de elementos
finitos SUBLIM3d2. De facto, 0 REMESH pode ser Gtil ao SUBLIM3d2 especialmente para
melhorar a sua eficiéncia, mas essa utilidade sera tanto melhor quanto mais informacéo o
REMESH receber do SUBLIM3d2, oferecendo, por sua vez, um refinamento adaptativo mais
adequado e acompanhado de uma melhor estimativa inicial da solug&o.

Conclui-se que o compromisso entre os programas de refinamento e de solucdo traz os bons
resultados. Com a ferramenta desenvolvida, a formulagdo em SUBLIM3d2 pode alcancar
melhorias de eficiéncia de, pelo menos, 80% relativamente a uma abordagem sem refinamentos
adaptativo, ou seja, com malhas regulares.
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Capitulo 6.

Conclusoes

O objectivo deste trabalho foi o desenvolvimento de um cddigo que possibilitasse o refinamento
adaptativo de malhas estruturadas, para utilizagdo com o programa SUBLIM3d2 de elementos
finitos.

A materializag@o do objectivo foi executada dentro do enquadramento do SUBLIM3d2, porque
o refinamento adaptativo era pretendido para potenciar a eficiéncia da formulagdo em
SUBLIM3d2. Essa formulagéo baseada no teorema cinematico da analise limite para determinar
limites superiores estritos de cargas de colapso, muito eficiente na inversdo da matriz do sistema
governativo, procurava melhorar a eficiéncia no processo para alcancar a solucdo. Nesse
sentido, devido & possibilidade e facilidade de adaptagdo da formulagdo decidiu-se implementar
adaptatividade recorrendo a nés incompativeis. Estes permitiram fixar a criacdo de novos GDL
efectivos nas malhas de forma muito precisa, através de um critério de discriminacdo dos
elementos a refinar. O facto de que os proprios nés incompativeis ndo contribuem para o
aumento dos GDL efectivos, mas apenas para a criacdo de outros compativeis dentro de uma
adaptatividade muito boa, ndo inviabilizou a eficacia desta técnica. A aplicacio desenvolvida
chamou-se REMESH.

A adaptatividade juntou-se, ainda, o desenvolvimento de outra capacidade para esta aplicacio
com o intuito de melhorar a sua interaccdo com o programa SUBLIM3d2. Nesse sentido, foi
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desenvolvida a possibilidade de produzir uma estimativa inicial da solu¢do para cada nova
malha refinada por REMESH, determinada a partir da solucdo do SUBLIM3d2 para a malha
base do refinamento. Assim, conseguiu-se que a interaccdo ndo representasse para 0
SUBLIM3d2 um recomec¢o em cada ciclo, mas um processo continuo em direc¢édo a solucao.

A técnica desenvolvida e a sua interac¢cdo com SUBLIM3d2 foram validadas pelos primeiros
testes executados. O funcionamento do cédigo REMESH foi validado e a interaccdo dessa com
0 SUBLIM3d2 mostrou convergéncia para a solucdo, na grande maioria das utilizagdes testadas.
Os testes efectuados a utilizacdo interactiva dos dois programas, revelaram ganhos de eficiéncia
para 0 SUBLIM3d2 que resultam numa reducdo dos tempos de computagdo e que podem chegar
a 80%, em relacdo a outras formulacGes. Estes resultados positivos, que significam o
cumprimento do objectivo inicial, foram conseguidos sem prejudicar a qualidade dos resultados.
Com efeito, os resultados da eficiéncia computacional descritos séo relativos a solu¢fes que se
aproximaram da melhor solucéo existente para o problema resolvido, fincando a menos de 0.5%
desse mesmao recorde.

O cadigo foi desenvolvido para um tipo de malhas bastante determinado. Com efeito, esta apta a
ser executada para malhas estruturadas, definidas por elementos triangulares de trés nds,
agrupados em patchs de quatro elementos. No entanto, 0 modo como foi efectuado o
desenvolvimento deste cédigo deixa-a como uma excelente base para o seu desenvolvimento,
pois permite faceis adaptacGes para outros tipos de malhas.

6.1. Desenvolvimentos Futuros

Pretende-se, finalmente, expor alguns desenvolvimentos possiveis na sequéncia do trabalho
desenvolvido, apresentado neste texto.

Directamente relacionado com o trabalho desenvolvido, um campo de possivel aperfeicoamento
é o da estrutura de dados. De facto, tem um efeito negativo no tempo de execucdo do codigo,
crescente com o tamanho da malha, ao contrario do tempo de calculo associado aos
refinamentos. Embora esse efeito seja esperado, é Util averiguar a possibilidade de melhorar a
performance da estrutura de dados.

REMESH, pelo facto de ser pioneira, pode ser aperfeicoada especialmente no que respeita a
abstraccdo implementada em cada subrotina. De facto, alguns aspectos estdo limitados a casos
especificos e podem por isso ser desenvolvidos de modo alargar o campo de aplicabilidade do
codigo. Exemplos disso séo: o critério discriminatdrio que distingue os elementos e promove a
adaptatividade e que esta limitado ao campo das dissipagdes. Da mesma forma, o tipo de
elementos tratados estd limitado a elementos triangulares de trés nds. Refere-se ainda, a
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subrotina que faz a passagem de campos de valores associados a malhas, pois esta esta limitada
aos campos apresentados neste texto.

O funcionamento da interface CREMESH a qual compete a interaccdo dos programas
SUBLIM3d2 e REMESH pode ser alvo de melhorias em alguns aspectos. Primeiramente,
alargar os critérios de fim da interaccdo, pode ser uma ferramenta interessante que trard maior
automatismo a interface na determinacédo da solucdo final. De facto, neste momento € necessario
introduzir como pardmetro de entrada quantas interacgdes devem acontecer entre 0s programas,
mas o ideal seria haver outro critério para determinar o momento adequado para o fim da
interaccg&o.

O beneficio do tipo de adaptatividade, obtida através de nos incompativeis, s6 podera ser
verificado com a implementagdo da mesma estratégia de refinamento, mas forcando a
compatibilidade de todos os nés. Serd, por isso, uma adaptatividade néo tdo perfeita, mas em
que todos os no6s sdo validos e, portanto, todos serdo um contributo para a qualidade da
aproximacdo. A partir do cddigo de REMESH esta implementacdo j& terd um bom ponto de
partida, pelo que, este estudo é bastante viavel.

Finalmente, a paralelizacdo na execugdo dos programas € um assunto interessante a estudar e
desenvolver no SUBLIM3d2. De facto a formulacdo deste programa de elementos finitos torna
a sua execucgdo bastante apta a ser introduzida num processo de paralelizacdo, especialmente no
calculo da inversa da matriz do sistema governativo. Nesta formulacéo essa matriz é simétrica o
gue significa que a divisdo dessa tarefa ndo traz quaisquer problemas pois cada parte da matriz
pode ser invertida sem o conhecimento do resto do processo.
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