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l.lntroduqﬁo

No seu artigo de 1988 " On The Mechanics of Economic Development” Lucas
defende a importdncia fundamental do capital humano para o crescimento econémico.
No principal modelo do artigo, que pode ser entendido como um desenvolvimento do
modelo de Solow (1956), Lucas assume uma lei de acumulagdo do capital humano que
"tem a propriedade crucial de um nivel de esfor¢o constante permitir uma taxa de
crescimento constante do stock de capital humano, independentemente do nivel j4
atingido”!. Obtém assim o resuliado de que ¢ possivel ter crescimento sustentado
apenas com a acumulagfio enddgena de capital humano, ao contririo do que acontecia
no modelo de Solow onde s6 havia crescimento sustentado se houvesse, exogenamente,
crescimento tecnol6gico sustentado.

O capital humano no modelo de Lucas tem um efeito interno € um efeito externo,
ou seja, o nfvel de capital humano existente na economia melhora a produtividade de
todos os factores de uma forma que ndo ¢, na sua totalidade, apropridvel
individualmente. :

Neste trabalho pretendo partir do modelo de Lucas para estudar as implicagbes da
percep¢do existente de que nifveis mais elevados de instrugdo, aqui traduzida por
capital humano, implicam menores externalidades que niveis mais baixos. No limite, o
facto de um anafabeto decidir fazer a escola primdria tem um efeito externo para a
sociedade superior ao efeito externo provocado por um licenciade decidir fazer um
mestrado.

2. Modelo

Vou construir um modelo, cujas hipdteses bésicas sdo as de Lucas(1988); supde-se
uma economia fechada, com mercados competitivos, agentes idénticos e racionais, onde
se produz apenas um bem que € utilizado para consumo e investimento.

() Y(@) = L{1) c(t) + I(t)

onde L(t) ¢ a populagdo em t, c(t) é o consumo per capita em t, I(t) é o investimento em
t e Y{(t) € o nivel de produgdo no periodo t, que € funglio das quantidades utilizadas dos
factores de producdo capital fisico e trabalho. Tal como no modelo de Lucas (1988) a
fungiic de produgdo é descrita por

Yty = A KO L*(0)® externalidade

onde A mede a tecnologia que se considera constante, K(t) € o stock de capital fisico
‘existente em t ¢ L" é o factor trabalho que ¢ medido em termos do conteiido de capital
humano, tal como se descreve em seguida.

Nio se distingue populacdo de popula¢do activa, sendo L{t) o nimero de
trabalhadores existentes no perfodo t e a taxa de crescimento da populagdo, n, €
ex6gena. Define-se h como o nivel de capital humano que pode tomar qualquer valor
em R*. L(h) é o mimero de trabalhadores com nivel de capital humano igual a h. Assim

L.ucas(1988) pag3y



L= |L(h) dh

Cada trabalhador escolhe quanto tempo, u, dedicar & actividade produtiva, ¢
quanto tempo, 1-u, dedicar & acumulagdo de capital humano, normalizando o tempo
total. L* vai depender dos valores de u e h de cada trabalhador.

A externalidade pretende capturar o efeito que o nivel de capital humano
existente na economia tem na produtividade de todos os factores. No modelo de
Lucas(1988) a externalidade é medida por (h,)', onde h,é o nivel médio de capital
humano na economia, mas, querendo analisar o efeito de nfveis de capital humano mais
baixos implicarem uma maior externalidade que niveis de capital humano mais
elevados, esta formulagdo do efeito externo ndo € adequada. A utilizagdo do valor médio
do capital humano implica que a externalidade provocada pela variagdo no capital
humano de um trabalhador ¢ independente do nivel inicial de capital humano desse
trabalhador.

Também a hip6tese de que todos os trabalhadores sdo iguais ndo pode ser aqui
utilizada. Para estudar o efeito pretendido tem que se considerar a existéncia de, pelo
menos, dois niveis de capital humano, Suponha-se, entio, que em cada perfodo, uma
percentagem, 1y, dos trabalhadores tem nivel de capital humano h;, enquanto os

restantes, 1z, tém nivel de capital humano hy, com hj< hp Considera-se gque 1} €1y sdo
dados e, claro, 11+ I3 =1. A prépria dindmica do modelo pode levar, como se verd, a que
h; ¢ hy tendam a igualar-se. No momento em que h;=h; deixa de fazer sentido
distinguir os dois grupos de trabalhadores. :

A externalidade ¢ dada por (h) " (Uzh2) "2, com Y: > Y, e L? vai dividir-se em dois
factores consoante o nivel de capital humano:

@ Y = A KY P 1Lh)® (gl Lho) 1k M (ehy) 2 2

Supondo que a taxa de amortiza¢dio do capital fisico € nula, ou equivaleniemente,
que Y € a produgio liquida, I(t) = K(t) 3 e de (1) e (2):

(3) K = A KO 700010 )% (ualah)2LO02(11h ) (1aha) ™2 - Le

A acumulag¢do ‘de capital humano &, tal como em Lucas(1988), linear no tempo
dedicado a esta actividade e no stock existente, sendo esta a hipétese que faz com que
um nivel de esfor¢o constante. u, permita uma taxa de crescimento constante do stock
de capital humano:

(4) h1 =hi() & (1- ur(1))

(5) hz = ha(t) & (1- wa())

E natural que & niio seja igual para h, e hy, mas como o0 que se pretende € apenas
estudar os efeitos de diferentes externalidades, utiliza-se esta formulagdo mais simples.

2 Sempre que seja possivel omite-se o pardmetro ( por simplicidade.

3 X indica a derivada -da varidvel x no tempo.



As preferéncias sdo fungdo do consumo per capita e sdo dadas por:
6) U = J’e‘p‘"l*_lg [c(t)!"®-1] L(t) dt

onde p € a taxa de desconto intertemporal ¢ ¢ € o coeficiente de aversdo ao risco que ,
para estas preferéncias, ¢ constante. O coeficiente de aversdo ac risco € o inverso da
elasticidade - de substituigio intertemporal, e num modelo sem incerteza como este, €
mais correcto usar esta segunda interpretagio do parimetro-

- Assim o problema pode formalizar-se como:

Max U = Je‘ptf%g [c()1-®-1] L(t) dt

c,ul, u2

5.4,

K® = A KO O001 0130 (uplohn) 2101402111y T (1oh) 2 - Le
(Iy¢ hi®) = hi® 3 (1- ui(t)

ha(t) = ha(t) & (1- uz(t))

K(0) = Ko
hi{0)= ho
h2(0) = hyo

A solu¢do do problema assim formalizado dar-me-4 a traject6ria 6ptima das varidveis
de estado K, h; e hy e das varidveis de controlo ¢, ue uz.

" Devido a existéncia de externalidades, a trajectéria 6ptima nio vai coincidir com a
trajectéria de equilibrio competitive em que a economia se vai situar quando nido
houver intervengdes exogenas. Para definir a trajectéria de equilibrio competitivo

. L
considera-se que cada agente toma .(11h1)Y1(12h2) 2como um dado exégeno quando toma
as suas decisOes de consumo e afectagio do tempo. Assim, a trajectéria de equilibrio
competitivo € a solugdo de um problema de optimizagdo idéntice ao anterior, mas onde

(l]h})Yl(lghz)Yz ¢ considerado constante, quando h; e hy assim obtidos coincidem com os

valores para h( ¢ hz que foram tomados como dados em (llhl)yl(lghz)Tz.

A fungdo Hamiltoncana € dada por:

1
He,up, uz, K, by ho, &y viova 1) = oo [e(0 - 1L +A[AK 78200 11018 (uglohy)*2

LO*92(1;h )T (13hy) 2-LeJ+vy [hy8(1-u ) ]+va ho(1-up)]

4Esta formalizagio do problema esquece as restrighes de sinal:

20 ; K20 h20, he20 . w120 ;uz20 ¢ aindaupst e upgl .
Supoe-se, implicitamente que estas restrigdes ndo sio activas. A formulagdo geral do problema €
aprcsentada em  anexo.
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onde A € o pregco sombra do stock de capital fisico e vy e vz sd3o, respectivamente, o0s
precos sombra dos stocks de capital humano hy € hy .

A fun¢do Hamiltoneana representa a contribui¢do total para a utilidade medida
em termos correntes; é a soma da contribuigdo directa dada pela utilidade instantinea
com a contribui¢do indirecta devida a influéncia das decisdes correntes de consumo ¢
afectacdo do tempo, na utilidade futura. '

Segundo o Principio do Optimo de Pontryagin as condigdes necessirias para a
solugdo Optima do problema (I) sdo as seguintes.

(i) C, ma’ﬁz H

d
(7) a%=0 & Lc’-1a=0e cO=reoh=0ls

(8) guﬂlzﬂ <k Pmgy; - vid =0 & A Pmgy = vid hy &

= A01A KO 082 1010 (uplphy)®2L O 021y h ) 1+ (1oh) Y2 = vi5 iy

H _
(9) a—u?= 0 & A Pmgyz=vid e _
& A K882y h )0 (u212h2)92-1L81+Bz(11h1)71(12h2)72+1 =vy8 hy

Em (7) exige-se que, em cada periodo, os bens sejam afectados de modo a que o
seu valor marginal seja idéntico nas suas duas utilizagdes alternativas, consumo
corrente ou investimento que determina o consumo futuro., Em (8) e (9) exige-se que,
em cada periodo, o tempo dos irabalhadores com, respectivamente, h; e hz, seja
afectado de modo a que o seu valor marginal seja o mesmo nas duas utilizagdes
alternativas, produgdo corrente ou acumulagdo de capital humano que permitird
aumentar a produgdo futura. Nestas condigdes tem-se sempre em conta a contribui¢io
-directa e a contribui¢do indirecta da varidvel em causa para a utilidade.

(ii) equacgdes de movimento
(3) K® = A K 0020010 (ualah)®2L 8921100 (12ha) 2 - Le
* il
4) M) = 0 8 (I- uy(t) & =38 (1- vy)

(5) ha(®) = ho(®) 3 (I wa(1) & hy=3 (1- up)
(i11) equagdes de co-eétado:

. dH .
(10) A =pl-a§ < A =ph-Ai Pmgp o

& R= p - (1-01-82A K2(u31101)®" (uzlaho)™2L 2121 1 y) (1hg) 2

A, . . . .
5 ¥ indica 4 taxa de crescimento da varidvel x



. dH
(11) Vi= pV1 . dh = VI— vi(p - 8 (1- uy)) - A nghl =

& Viev1(p-8(1-u1))-AO1+ Y1) AK 020111 1)®T (uglphg)?2L 817921, Vi 11 (1, hy) 12

. dH .
(12) va=pva.- Hﬁ—z—@ va=v2(p - & (1- u2)) - » Pmgh, &

> va-va(p-5(1-u2))-A(B2+Y2) AK 01702y 111" (uplphg) 2L O+ 92(1 by ) Y11, Y20, T2

Em (10) exige-se que a taxa de crescimento do pre¢o sombra do capital fisico seja
igual A taxa de desconto intertemporal menos a Pmgy, que mede a contribuigdo do stock
de capital existente para a taxa de crescimento desse mesmo stock. Em (11) exige-se
que a taxa de crescimento do prego sombra de h; seja igual & taxa de desconto
intertemporal menos a coniribuigdo do stock existente, h;, para a taxa de crescimento
deste stock ¢ menos a contribuigdo do stock existente, hy, para a taxa de crescimento do
stock de capital fisico, avaliada em termos do preg¢o sombra de K. (12) é a condigdo
equivalente para h;.

Pelo Teorema de Mangasarian, dado que as func¢des U, hy e hy s3o concévas nas
- varidveis de estado ¢ nas varidveis de controlo, € que se supbe que a fungdo K também

¢ concdva nas mesmas varidveis, as condi¢Oes seguintes em conjunto com as condigdes
(3) a (5) e (7) a (12) formam condi¢des suficientes para definir a solugdo Optima.

lime®' A = 0

}ir‘ne"" vi{t) = 0

l
<

lime™®' va(t)
1

Na solugdo do problema que define a trajectéria de equilibrio competitivo apenas
as condigdes (11) e (12) vém alteradas, sendo substituidas respectivamente por:

(13) vi=v1(p-8(1-up))-A81AK #1920y 110 ) (uglahg)®2L 01021, i T 100y 12

(18) vava(p-8(1-u2))-282AK 0179 11 h1)®! (ua1ohg)P2L 80201 1) Y11, 20, 127!

dado que cada agente, individuvalmente, ac calcular a Pmgh, ndo considera o efeito de

variagoes do seu nivel de capital humano, h, no termo (lh)T.

Interessa agora definir as "balanced growth solutions” para onde se espera que ©
sistema convirja, por analogia com os modelos semelhantes de Uzawa(l1965) e

» AN A AN A
Romer(1986). Nesta solu¢do teremos ¢.K, hy, ha, vy, vz, u; e up constantes. .

A A
De (10) e (7) tem-se que: Pmgx=p-A=p+0cC



gque, na soluciio procurada, € constante por definigio. Daqui pode obter-se:

A
Y__ ngk _ p+oC

APk = p= 1-81-0>  1-01-8;

E de (1) vem que:

_ Le A
AP = K + K
' AA Lc . AA A
Como APk € constante entdo K=Y, ¢ K lem que ser constante donde K=Y=n +c.

Pode, também, obter-se a expressdo da taxa de poupahqa:

K (1-81-62)(n+0)
S=Y= A

pHoc

Tal como seria de esperar a taxa de poupanga depende negativamente da taxa de
desconto p e positivamente da elasticidade de substitugio intertemporall/oc. Quanto
mais os agentes descontam o consumo futuro relativamente ao consumo presente,
menos interessados estio em poupar.

M . ) . .
Para obter ¢ volto a utilizar o resultado de que a Pmgi € constante, o que implica
Fat .
que Pmgx= 0 e, recorrendo a expressdo da Pmgg obtém-se:

01+Y1 A 024+Y2 A
= 1+ h2
81+02 01+0,

o>

(15)

E o crescimento do stock de capital humano, quer no seu nivel mais alto, quer no
seu nivel mais baixo, que € o motor de crescimento da economia.

Preciso agora das solugbes para ?11 e Ji\lg. De (8) vem

Vi+hi=% + Pmgy & Vi=n+ (1-01-62-0)¢ + (01+71-DD; + (8247

. A
¢ substituindo aqui a expressﬁo (15) obtém-se uma condigﬁo para vy -

2

A 10)(91+‘Yl) (1- 0)(92+Yz) A

(16) visn+ [ 01462 1] 01+02 h
3

De (9) e (15) obtém-se a expressio correspondente para ’\\12. Por outro lado,

considerando por agora a traject6ria Optima, de (11) ¢ (8) vem:

mghl A _ 'Y_]_
Pmgu, o V,-p-ﬁ—elﬁul

=p - 8(1-uy) - hyd

substitvindo u; de acordo com (4) obtém-se:

A

A7) Si=p- 801+ gy + 1



De (12), (9) e (5) obiém-se a expressdo corrgspondente para Qrz.

(18) Vo= p- ::s(1+Yz +T—2?12

M
De (8) ¢ (9) tem-se que v+ ?1; = Qz+?1z . substituindo aqui as expressdes (17) e (18):

A (81+Y1)62 A 925 T
(19) hy= i ¢
G +'Yz_)91 Thn ‘02 01
B AA o . . . - = ‘Yl 72
a relacdo entre hy e hy, na trajectéria Optima depende, assim, da relagdo entre 92

0; mede a contribui¢do de h; para a produciio que € apropridvel em termos ll'lleldl.lalS,
esta contribui¢do € proporcional a uje, portanto, quanto maior 8; maior o custo de
- oportunidade em termos de produgdo corrente de afectar tempo 3 acumulagido de by, 7;
mede a contribui¢do de h; para a produgdo, que ndo € apropridvel em termos
individuais; esta contribuvigio depende do nivel de capital humano exisiente na
economia, ¢é portanto independente de u;. Assim, ollhando apenas para os efeitos
externos 0 melhor é fazer u; 0 mais pequeno possivel, dado que isso ndo diminui a

A .
externalidade corrente mas, aumentando hi, avmenta a externalidade futura. Deve
notar-se, portanto, que ndo basta dizer que Yi>7Y2 para poder concluir que a solugdo

Optima € h1> hz, também devem ser tidos em conta 08 paramctros 61e¢82. E mesmo que

01=02 nio ¢ necessdriamente verdade que a solucdo 6ptima seja h1> h2

YW/6,> Y2/0, /0, <Y/ 6,

Fig 1a) Fig )

A A . AA
Para z—}l >§; a relacdo entre hy e hy € descrita, no espago (hy,hy) por uma recta

. . . o . .. . s A A
com declive maior que um ¢ abcissa na origem positiva. Na solugdo 6ptima, para hye hy

A PN .
baixos, h; > h2 ¢ hd convergéncia do stock de capital humano dos dois grupos de



A A A A
trabalhadores. Para valores elevados de hye hy . hy< hy e hd divergéncia do stock de
A
capital humano dos dois grupos. A restri¢io de que uj <1 implica que hi2 0 sempre.
Por outro lado das expressdes (16) ¢ (17) vem:
Yl

[(1-0)(91+'Yl) '(1+

] h)] A (1-0)(02+Y2) A
01+02 01

hi+ BT hy = p- n- 6(1+

e substituindo pela expressio (19) obtém-se finalmente a taxa de crescimento de |y,
na trajectéria 6ptima, apenas em fungdo dos parimetros do modelo:

0102 Yz )] {p-me;

20) hf=[1+(- 0)(91+92)(91+71) 8, 8 " a(81+Y1)

Olhando agora. para a trajectéria de equilibrio competitivo, de (13) e (8) vem
A
(21) vi=p-8

como (14) ¢ (9) implicam idéntica expressdo para j\\fg, .!\\!|=,\\lz . Dado que, como se viu
acima, ;\\rl+?11 = Qr2+?12 , tem-se que na trajectéria de equilfbrio competitivo i\n = Ji\u , O
gue acontece por os agentes individualmente ndo terem em conta o efeito externo que €
diferente para os dois niveis de capital humano. Assim na solugdo de equilibrio
competitivo mantém-se a diferenga no nivel de capital humano dos dois grupos de
trabalhadores.

A condigio (16) também ¢ vélida na trajectéria de equilibrio competitivo, ¢ em
conjunto com a condigdo (21) dd-me a taxa de crescimento de h;, na trajectéria de
equilibrio competitivo, em fun¢do dos paridmentros do modelo:

(p-8-n)}(61+03)
Yl+Yz -o(01+62+Y1+Y2)

@2 h

' . A A . N s

Para aproximar hf‘ € h? dos seus valores GOptimos pode justificar-se a utilizagdo de

subsidios a educagdo mas deve notar-se que ndo € indiferente subsidiar h; ou hy e que
a politica 6ptima depende de 81, 62, Y1 e V2.

Substituindo as expressdes para a taxa de crescimento de hyem (15) obtenho a
taxa de crescimento do consumo per capita na trajectdria dptima e na trajectéria de
equilibrio  competitivo, respectivamente :

Ax 3(91+62+Y1+Y2)-(p-n)(8;+82)
B o(81+62)

(23)

AE__(__Q_-n-ﬁ)(91+92+71+72) 8(81+82+Y1+72)-(p-n)(81+62)-(p-n)(¥1+7V2)

T Yi+Y2-0(01+0+Y1+Y2) 0(01+982)+(o-1)(Y1+Y2)

(24)

Estas solugdes foram determinadas supondo que as restricdes de uy20 ¢ w20 nio

. . - . - A )\ I3 - »
sdo activas; estas restricdes implicam que h; € de hp £ 8. Para que estas condigdes sejam
satisfeitas, na trajectoria Optima e na trajcctéria de equilfbrio, tem que se verificar

8



ECELICIES 7 N 1)
3(01+02+Y1+Y2) 81+02+Y1+Y2

o que implica que as solugdes determinadas ndo s@io vdlidas para niveis de aversio ao
risco demasiado baixos, ou elasticidades de substituigdo intertemporal demasiado altas.

_— o Ay AE U N .
Desde que estas condigdes se verifiquem serd sempre ¢ > ¢ . Os subsidios a educagido

A M . .
que aproximam hye hp dos seus valores Optimos aumentam a taxa de crescimento do
consumo per capita através da diminvigdo do tempo afectado a actividade produtiva.

Qs factores que determinam a taxa de crescimento dos stocks de capital humano, e
consequentemente, do consumo per capita ¢ de todas as varidveis enddgenas na solugdo
com taxas de crescimento constantes, quer na trajectéria Optima, quer na trajectéria de
equilibrio competitivo sdo a taxa de crescimento da populagdo, os pardmetros que
definem as preferéncias, ¢ e p, ¢ os pardmentros que definem a tecnologia, 81, 82, Y1 e Yz2.

Quando a taxa de crescimento da populagdo, n, aumenta a taxa de crescimento do
consumo per capita aumenta quer na trajectéria 6ptima quer na trajectéria de
_equilibrio competitivo. Romer(1990), num enquadramento diferente, faz notar que este
tipo de efeito acontece por haver uma identificagdo entre popula¢io e capital humano, e
entre este e conhecimento tecnolégico, e constr6i um modelo onde a taxa de crescimento
nio depende da dimensdo da populagio mas apenas do stock de capital humano.
Provavelmente se se distinguisse neste trabalho populagdo de trabalhadores, detentores
de capital humano, a influéncia do parimetro n na taxa de crescimento do consumo per
capita seria diferente. '

O factor de desconto p, como se esperava, afecta negativamente a taxa de
crescimento, Uma sociedade que desconta mais o futuro estd menos disposta a fazer
sacrificios no periodo corrente para consumir mais no futuro e portanto vai investir
menos quer em capital fisico quer em tempo para acumular capital humano e vai ter
uma menor taxa de crescimento. A e¢lasticidade de substituigdo intertemporal, l/o,
afecta positivamente a taxa de crescimento; uma sociedade mais disposta a trocar
consumo presente por consumo futuro também € uma sociedade que investe mais e
portanto tem uma maior taxa de crescimento. :

Os niveis das varidveis endfgenas, nesta solugdo de longo-prazo, vido ser definidos
pelas condigdes iniciais do problema ¢ pelo valor da produtividade marginal que € dado
A [ - - -~ . . ) . .
por p +oc. Podem assim definir-se trés varidveis normalizadas zp, z; € zp tais que:
e+
zo(t) = e (VMU K1)

z1(t) = t'3"‘1\“%11(1)

(1) = c'T‘=‘hz(t)

e dada a expressdo da Pmgg, tal como aparece em (10), pode escrever-se:

Fa
p + OC

(25) 010D o1l 5002 Y Y
(1-81-62)A L09|+82u‘8| 1191+ quez 1262+ 2

9



que traduz uma relagdo positiva entre zZpe Zj ou zz € uma relagdo negativa entre zy e z;
no equilibrio de longo prazo.

Por semelhanca com o modelo de Lucas{1988), hd convergéncia das economias
para esta solugdo de longo-prazo, mas o ponto de convergéncia vai depender das
condigdes inmiciais e, por isso, vai ser diferente para economias com situagdes de partida
diferentes. Em Lucas(1988) isso permitia que se mantivessem permanentemente
diferengas nos niveis dos stocks de capital ffsico e capital humano das diferentes
economias, uma economia qué no inicio tivesse menos capital humano e menos capital
fisico que outra manter-se-ia sempre como uma e€conomia Com menos recursos. Aqui
esse resultado € alargado; também as diferengas em termos dos niveis dos stocks de
capital humano podem manter-se, por exemplo uma economia que no inicio tem maior
h, mas menor h, que outra manter-se-4 sempre cOmoO uma economia em gque os nfveis
de capital humano existentes sfo mais préximos.

Quando a taxa de crescimento do consumo per capita aumenta as curvas que
descrevem a relagdo entre estas varidveis deslocam-se tal como € ilustrado na figura 2.
Assim, uma economia em que os subsidios a educagdo sejam tais que a aproximam da
trajectéria Sptima tem, para igual stock de capital fisico, maior stock de capital humano
quer no nivel mais baixo de h quer no seu nivel mais elevado.

4 .
% z t

as curvas a cheio pretendem
ilustrar 0 que se passa quando

a taxa de crescimento do consumo
per capita aumenta

Fig. 2
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J& se viu que 1} ndo afecta as taxas de crescimento. Isso acontece porque este
modelo € multiplicativo; bastaria fazer a externalidade, como em Lucas, depender do
nivel médio de stock de capital humano na economia, para dque a distribuigdo dos
trabalhadores pelos vdérios niveis de capital humano fosse relevante para a
determinagdo das taxas de crescimento. Neste modelo l; afecta os niveis de ¢, K, h; e hy
no equilibrio de longo-prazo dado que € um dos determinantes da Pmgy.

Tendo em conta que 1= 1-1;, pode calcular-se a derivada do denominador do
membro do lado direito da expressdo (25):

a¥ ) Y 01+71 62+Y2
— = (1-87-82)A Lo®1+82y, 01 01071y 82 (1_11)92+Tz[ =L
dl; _ 1 I-1;
81+71
esta derivada ¢é positiva desde que 1< ——— —— . Assim para economias com |
P d ™ 94n+024T, b I

elevado, aumentar 1; deve implicar quedas no stock de capital fisico ¢ aumento de h) e
hy , enquanto para economias com 1; baixo o efeito € inverso.

A Pmgx tende a ser igual entre os virios paises devido ao grau de mobilidade
existente para o capital fisico, mas isso é compativel, para iguais h; e hz, com vdrias
distribuigdes dos trabalhadores pelos diferentes niveis de capital humano. Podem
manter-se situagdes de economias com muita gente no nivel mais baixo de capital
humano simultaneamente com outras economias onde a maioria dos trabalhadores tém
um elevado stock de capital humano.

3. Conclusiio

Este trabalho alterou o modelo de Lucas(1988), distinguindo dois niveis de capital
humano e ponde a hip6tese de que o nivel mais elevado de capital humano tem um
efeito externo menos importante do que o nivel mais baixo. Construiu-se, assim um
modelo que mantém, na generalidade, os resultados de Lucas; € a taxa de crescimento
dos stocks de capital humano (nos dois niveis considerados) que determina a taxa de
crescimento do consumo per capita ¢ do stock de capital fisico. A taxa de crescimento do
consumo per capita resultante depende da taxa de crescimento da populagdo, dos
parimetros que definem as preferéncias e dos parimetros que definem a tecnologia.
Devido 2 existéncia de externalidades, a solu¢do de equilibrio competitivo vai divergir
da solugdo Optima podendo justificar uma politica de subsidios 3 educagio que,
aumentando a taxa de crescimento dos stocks de capital humano, aumente a taxa de
crescimento do consumo per capita aproximando-a da solug¢do Gptima.

A politica éptima de suvbsidios a educagio vai depender do efeito externo de cada
nivel de capital humano (determinado pelos pardmetros Y e ¥z do modelo) e também
da contribui¢io de cada nivel de capital humano para a produgdio (determinado pelos
pardmetros 61 ¢ 82 do modelo). Nio ¢ suficiente dizer que o ensino primdrio implica
maiores externalidades para poder concluir que cste nivel de ensino deve ser mais
subsidiado que o ensino supecrior, mas esic € um factor relevantc. Por outro lado, a
politica de subsidios também vai afectar a distribuigdo da populagdo pelos diferentes

1]



niveis de capital humano e esse € um efeito que este trabalho ndo em em conta por
assumir essa distribuicdo fixa exogenamente.

No equilibrio de longo prazo ndo hd convergéncia nos niveis de capital fisico e
capital humano das diferentes economias. As diferengas iniciais tendem a permanecer.
Se jia no modelo de Lucas(1988) uma economia que no inicio tivesse niveis mais baixos
de capital humano ¢ capital fisico permanecia uma economia mais pobre, neste modelo
também diferengas iniciais nos diferentes niveis de capital humano tendem a manter-
se, assim como diferentes distribuigdes da populagdo activa pelos vdrios niveis de
capital humano. o '
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ANEXO

A formulagio geral do problema (I) & a seguinte:

! _
= Pt~ 1-0_
c,M?ﬁzU Je Lo [c(D) 1} L(t) dt_.

5.a.

K(t) = fo(c, K, hy, hy)
hi(t) = fi(hy, m)

() = fz(hz., uz)

K(0) = Ko
hi(0) = hio

h(0) = hyg

c(t) 2 0 I
I
u() 20 | '
_ . estas condigdes definem o dominio das
wa() 2 0 | varidveis de controlo
|
|
l
|

ur( < 1

us(t) < 1

K20
hi(ty > 0

ha(t) 2 O

A fungdo Hamiltoneana continua a ser:
1 :
H(c, uy, u2, K, hy, ha, A v va 1) = 7 ¢ {c()7-1]L() + Afole, K, by, ho)+vifithr,ur) +

+vafa(hy,uj)



A fungio Lagrangeana vem:

L {c, lu,Uz,K hi,ha, Ay Vi, V2, Ko. 1, T2, D= H - noC -1ug -Haua +u3(1-uy) +pa(i-uz) +

+rofo(c.K,hy,h) + mifi(h,ug) + mafa(ha,ug)

e as condigdes necessdrias para o Optimo passam a ser:

(1) Max

¢, ul, uz

H

§.4.

c(t).z

ui(ty > 0

uz(t) 2

u(t) <

uz(t) <

fo(c, K, hy, ho) 2 O sempre que K = 0
fi{hy, u1) 2 0 sempre que uy= 0

fa(hz, uz) » 0 sempre gque ux= 0

a existéncia das restrigdes sobre o espago das varidveis de controlo obrlga a que
se utilizem as condigles de optimizagdo de Kuhn-Tucker

L=H+vi(1-up) +vz(i-u2)

dL. ) dL

de & 0 c:0 Cge = =0

dL dL
aa"l‘i(}_ up 2 0 u]du1=0
dl : dL
du:gSO u 2 ugduz—
dL

d_'l;_1 : 0 v 20 vVi(l-up)= O
dL

— 20 . v

va(l-ug)= 0 4



.

(vii)

Hoc =0
-|.l.1.l.i; =0
'llzu:z' =0

Cps(loug) =0

pe(1zup) = 0

- ®ofo(c,K,hy,hy) -0

- mfithyu) = 0

Tafa(hz,u2) =0
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