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Resumo

Nesta dissertagao, alguns modelos analiticos e numéricos sao desenvolvidos para a geragdo e a
propagacao de ondas maritimas de superficie, tsunamis, ondas de som em plasmas, ondas em
redes nao lineares de 4tomos e vibracdes em molas nao lineares. Estes problemas nao lineares
de valores na fronteira e iniciais sdo resolvidos recorrendo a métodos assimptoticos e numéricos
do tipo Galerkin de elementos finitos continuos e continuos/descontinuos com termos de
penalizagdo. Os algoritmos numéricos sao escritos em linguagem C++4 e implementados
através do cédigo designado por DOLFWAVE que desenvolvemos durante este trabalho de
investigacao cientifica.

No primeiro problema, o modelo de Zhao et al. é estendido de forma a incluir efeitos de
dissipacao e de absorcao da energia das ondas maritimas de superficie. Diversos mecanismos
para a geracao de ondas sdo também considerados. A relacao de dispersao para este modelo
estendido é deduzida e uma anélise matricial da estabilidade do problema linearizado é também
apresentada. Mostramos que este modelo é robusto com respeito as instabilidades relacionadas
com gradientes acentuados da batimetria. Fenémenos fisicos tais como actividades sismicas
no fundo do oceano e a dindmica de ondas maritimas em portos de abrigo sdo, entre outros,
problemas investigados usando este modelo optimizado.

Uma nova classe de sistemas néo lineares do tipo Boussinesq é deduzida no segundo
problema. As fungdes incdgnita desta classe de sistemas sdo a elevagdo da superficie da onda
maritima e o potencial da velocidade do fluido. As caracteristicas dispersivas assim como o
gradiente de empolamento da onda sdo optimizados através da inclusdo de um termo extra de
ordem O(p*"*2) (n € N). Este termo extra é introduzido no desenvolvimento assimptético do
potencial da velocidade do fluido o qual é realizado em termos dos parametros de onda longa
e de onda de pequena amplitude, denotados por i e €, respectivamente. Uma condicao do
tipo Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) é obtida para o problema linearizado com batimetria
constante. A consisténcia da relacdo de dispersao deste modelo assim como as suas boas
propriedades de estabilidade sdo verificadas. Através da simulacdo de vérios testes numéricos
conclui-se que esta nova classe de sistemas é apropriada para a modelacdo de ondas de
superficie na agua.

No terceiro problema, uma classe de equacdes do tipo Korteweg, de Vries—Benjamin,
Bona e Mahony (KdV-BBM) é deduzida. O pardmetro de Nwogu é determinado de modo a
optimizar o potencial da velocidade do modelo KdV-BBM linearizado. Para além disso, uma
andlise numérica do modelo proposto é realizada. A relacdo de dispersdo associada ao esquema
numérico bem como uma condi¢dao do tipo CFL sdo obtidas para o modelo linearizado. A
consisténcia da relagdo de dispersao do modelo numérico é também investigada. Mostramos
que o parametro de penalizagdo associado as equagoes discretas actua como um filtro numérico
para ondas de menor comprimento. Concluimos que o modelo KdV-BBM é menos susceptivel
a instabilidades do que o modelo KdV.

Por ultimo, uma nova equacao diferencial do tipo Boussinesq de sexta ordem para a
modelacao de ondas bidireccionais é proposta. Solugoes exactas do tipo onda de translacao
sdo obtidas utilizando-se, entre outros, os métodos de integragio directa e de expansao G'/G.
Uma nova solucao analitica do tipo onda de translagdo é apresentada. Esta solugdo é o limite
uniforme de uma série geométrica cuja razdo é proporcional & solucdo classica do tipo solitao
da forma do quadrado de uma secante hiperbdlica.

Palavras-chave: equacoes diferenciais; modelos de Boussinesq; analise assimptética; ope-
radores diferenciais; método de Galerkin de elementos finitos continuos e continuos/descontinuos.
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Abstract

In this thesis, some analytical and numerical models are developed for the generation and
propagation of surface water waves, tsunamis, sound waves in plasmas, waves in nonlinear
lattices of atoms and vibrations in nonlinear strings. These nonlinear problems with boundary
conditions and initial values are solved using asymptotic and numerical methods. Regarding
the numerical methods, we consider the continuous and continuous/discontinuous Galerkin
finite element methods with penalty terms. The numerical algorithms are written in the C++
programming language and implemented by the software called DOLFWAVE which we developed
during this scientific research work.

In the first problem, the model of Zhao et al. is extended in order to include some effects
like dissipation and absorption of the energy of the surface water waves. Several mechanisms
for the wave generation are also considered. The dispersion relation for this extended model is
deduced and a matrix based stability analysis is presented for the linearized problem. We show
that this model is robust with respect to the instabilities related to steep bottom gradients
of the bathymetry. Physical phenomena such as seismic activities in the ocean bottom and
the dynamics of surface waves in harbours are some of the problems investigated using this
optimised model.

A new class of nonlinear Boussinesq-type systems is derived in the second problem. The
unknown functions of this class of systems are the surface elevation of the water wave and the
potential of the velocity of the fluid. The dispersive characteristics as well as the wave shoaling
gradient are optimised by including an extra O(u?"*2) (n € N) term in the velocity potential
expansion. This expansion is made in terms of the long wave and small amplitude parameters
which are denoted by u and e, respectively. A Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) type condition
is obtained for the linearized problem with constant bathymetry. The consistency of the
dispersion relation as well as the good stability properties of this model are verified. From the
numerical tests, we can conclude that the proposed numerical model is appropriate to model
surface water waves.

In the third problem, a class of Korteweg, de Vries-Benjamin, Bona and Mahony (KdV-
BBM) type equations is deduced. The Nwogu’s parameter is determined in order to optimise
the velocity potential of the linearized KdV-BBM model. Moreover, a numerical analysis
of the proposed model is performed. The dispersion relation associated with the numerical
scheme as well as a CFL-type condition are obtained for the linearized model. The consistency
of the dispersion relation of the numerical model is also investigated. We show that the
penalty parameter related to the discrete equations acts like a numerical filter for shorter
length waves. We conclude that the KAV-BBM model is less prone to instabilities than the
KdV model.

Finally, a new Boussinesq-type differential equation of sixth-order to model bidirectional
waves is derived. Exact travelling wave solutions for the proposed class of nonlinear evolution
equations are deduced using, among others, the direct integration and the G’/G-expansion
methods. A new analytical travelling wave solution is found which is the uniform limit of a
geometric series. The ratio of this series is proportional to a classical soliton-type solution in
the form of a hyperbolic secant function to square.

Keywords: differential equations; Boussinesq models; asymptotic analysis; differential
operators; continuous and continuous/discontinuous Galerkin finite element methods.
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simulacao computacional. Designamos o epicentro da perturbacao da batimetria
por (z¢,yc) (m). A escala de cor relativa a batimetria ¢ também ilustrada nesta
figura. . . . . .

Representagao da elevacao da superficie (m) do tsunami gerado por um sismo
com epicentro na falha de Sagres, nos instantes ¢ = 2min, t = 6 min, t = 12 min,
t=18min, t =23mine{t=30min. . . . . . . . . . ... ... ... ... ...

Representacao esquematica de um corte longitudinal da regido ocupada pelo
fluido. Note-se que o fundo impermeavel do oceano e a superficie da onda
maritima sdo também ilustrados. . . . . . . . ... L

O quadrado da velocidade de fase normalizada C_g para os modelos 40-A e

60-A com diversos valores de a. A figura mostra também C_’Z para o modelo
completamente linear (C.L.) bem como para o modelo de Chen e Liu.

O quadrado da velocidade de fase normalizada C‘}% como funcao de kh para os
modelos completamente linear (C.L.), 40-A, 40-AB e 60-A com varios valores
de «, f1 e f2. Em (b) mostra-se que os modelos sdo altamente sensiveis a
variagdo destes pardmetros. . . . . . . . ... ...

O quadrado da componente normalizada da frequéncia angular @? como funcao
de kh para um valor fixo de h para os modelos 40-A, 40-AB e completamente
linear (C.L.). Na regido cinzenta, podemos observar w? como funcio de kh
quando wi é um nimero imaginario puro. Consideram-se os valores das viscosi-
dades cinematicas dados por v; = 0.14m?s™! e vy = 0m?s™! (a), v = Om?s~!
e vy =0.14m?s7! (b) assim como v; = 0.07m?s™ ! e v = 0.07m?s~! (c).

A parte imaginéria da frequéncia angular Im(w) (s7!) como funcdo de kh
para um valor fixo de h para os modelos 40-A, 40-AB e completamente linear
(C.L.). Consideram-se os valores das viscosidades cinemédticas dados por vy =
0.14m?s !t e vy = 0m?s7! (a), v = 0m?s™! e vy = 0.14m?s™! (b) assim como
v =0.07Tm%s ey =007m?s7 ! (c). ...
Gradiente de empolamento da onda como funcido de kh para os modelos
completamente linear (C.L.), Chen e Liu, Zhao et al., 40-AB (a = @, 1 =

Bi,Ba=Pa) edoA (a=1—-YI) . ... ...

Gradiente de empolamento da onda como funcéo de kh para os modelos 40-AB
com o= @&, B1 = 1, fa = B2 e As = 0 assim como para a = &, 1 = B1, B2 =
5_2e)\s:0.29,40—Acoma:1—4e)\s:06tambémcoma:1—ge
As = 0.32, Chen e Liu, Zhao et al. assim como para o modelo completamente

linear (C.L.). . . . . . .o
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3.8

3.9

3.10

3.11

3.12

3.13

3.14

3.15

3.16

3.17

3.18

3.19

Um esbogo de uma parte do dominio poligonal €2, dos interiores dos elementos
Q, das arestas da interface I' (linha tracejada) e da fronteira do dominio I'y,
(linha solida). . . . . . . . . . ..

A elevagao da superficie da onda 7 (m) relativa ao modelo 40-M-CDG-P2
usando-se uma malha simétrica nos instantes tg = 1s (a), t; =4s (b) e t = 8s
(c). Neste caso temos que 7 = 0.1m* e At = 0.0005s. Mostra-se também
a elevagao da superficie da onda 7 (m) respeitante ao modelo 40-W-CDG-P2
usando-se uma malha nao estruturada nos instantes to = 1s (d), t; =4s (e) e
ty = 8s (f). Neste caso considera-se que 7 = 0.004m* e At = 0.00025s. Uma
escala na vertical com z = 0.005m é usada no eixo oz. . . .. ... ... ..

A evolugao no tempo da elevagao da superficie da onda em P; = (3,3) (m) (a),
P, =(0,0)(m) (b) e P3 =(1,1) (m) (c) usando-se a malha uniforme. . . . . .
A evolugao no tempo da elevagao da superficie da onda em P; = (3,3) (m) (a),
P, =(0,0) (m) (b) e P3 = (1,1) (m) (c) usando-se a malha nao estruturada. Em
(a) e (b) temos que 7 = 0.01 m* para os modelos 40-M-CDG-P2 e 40-W-CDG-
P2. Em (c) comparam-se as solugdes associadas aos modelos 40-W-CDG-P2,

81

91

92

para 7 = 0.0l m*, com as solucdes dadas pelos modelos 20-ZTC-P1 e 20-ZTC-P2. 93

Duas imagens detalhadas da evolugdo no tempo da elevacdo da superficie
da onda n(m) em P» = (0,0)(m) usando a malha ndo estruturada com
7 = 0.000lm* e 7 = 0.0lm* (a) bem como 7 = 0.0001 m*, 7 = 0.004m*,
7=00lm* 7=01m* r=Im*er=10m* (b). . ... ... ... .. ...

O fundo mével nos instantes tg = 0s, to = 3s e t4 = 5.86s (a). Em (b)
mostramos a primeira e a segunda derivada do fundo com respeito ao tempo
bem como as fungoes de fonte S e So. . . . . ... oL

A elevagao da superficie da onda nos instantes t; = 1.51s (a), t2 = 3s (b),
ts =4.51s (c) e t4 = 5.86s (d). Em (b) mostramos uma imagem do perfil da
elevagao da superficie da onda em t9 = 3s para os varios modelos implementados.
Em (d) podem observar-se as oscilagdes na esteira de algumas das ondas. Este
fenémeno é também descrito em Lynett e Liu (2002). . . ... ... ... ..
A evolugao no tempo da elevacao da superficie da onda 1 (m) e as posi¢oes do
objecto (figura vermelha) dadas pelos modelos 40-W-CDG-P2 (figura azul) e 2o-
ZTC-P2 (figura verde). O pardmetro de penaliza¢do no modelo 40-W-CDG-P2
édadopor 7=0.1m* . ...
A elevacao da superficie da onda 7 (m) em ¢t = 8s dada pelo modelo 40-W-
CDG-P2 com v =1 — 4 (linha azul tracejada) e a = 1 — % (linha vermelha
sélida). O pardmetro de penalizagao e o passo de tempo considerados no modelo
40-W-CDG-P2 sao dados por 7 = 0.0001 m* e At = 0.001s, respectivamente.

O fundo horizontal da regido ocupada pelo fluido juntamente com o objecto
deslizante descritos por z = —h(z,y,t) (m) nos instantes ty = 1s (painel a
esquerda) e t3 = 5s (painel & direita). . . . ... ... ... oL L.
A elevagao da superficie da onda 7 (m) dada pelo modelo 40-M-CDG-P2 em
to = 1s (a), t1 = 2s (b), t2 = 3.5s8 (¢) e t3 = 5s (d). O pardmetro de
penalizacdo é dado por 7 =0.1m?*. . . ... ... L,
Os perfis da elevacao da superficie da onda 7 (m) resultantes dos modelos
40-M-CDG-P2, 20-ZTC-P2 e 20-ZTC-P1 nos instantes tgo = 1s (a), t1 = 2s (b),
to = 3.5s (c¢) bem como para t3 =5s (d) eemy=0m. ... .........
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4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

4.7

4.8

5.1

5.2

5.3

5.4

Representacao esquematica da regido ocupada pelo fluido. Neste caso, o fundo
impermedavel do oceano e a superficie da onda maritima sdo também ilustrados.
Aqui, a derivada material é denotada por %. .................. 107

A velocidade de fase normalizada C’p como funcéo de kh para as equagoes KdV,
BBM e KdV-BBM com 31 =0e 32 = %, 31 = —% e 32 = 0 assim como 51 = —%
e 0y = —%, respectivamente. Também se mostra C’p como fung¢ao de kh para o
modelo de Airy completamente linear (C.L.). . . . ... ... ... ... ... 113

Esquema do dominio computacional £ com os elementos Qc, Q7 e 2 bem
como os nés das interfaces interiores I' e os nés da fronteira I'y. . . . . . . .. 116

A figura representa C),; = Alimo C, (ver (4.63)) para os modelos KAV (painel
T—r
superior e com i =KdV) e KdV-BBM (painel inferior e com i =KdV-BBM)

comh=1mer€[0,0.1] (m*). A velocidade de fase normalizada C), é também
aqui ilustrada para o modelo completamente linear de Airy (C.L. e com ¢ =C.L.).119

Solucdo numérica instével do modelo KAV (§; = 0 e &y = %) usando-se um
esquema C/DG-FEM com 7 =0.0001. . . . ... ... ... .......... 122
Solucdo numérica estavel do modelo KdV (31 =0e 52 = %) usando-se um
esquema C/DG-FEM com 7=0.1. . . . . ... ... . ... ... ...... 123
Solugoes exactas comparadas com as solugbes numéricas dos modelos KdV
(01 =0edy=2)eKAV-BBM (61 =—3edo=—a). . .. .. ........ 123

Interacgao entre dois solitoes usando-se o esquema C/DG-FEM na implementa-
¢8o do modelo KAV-BBM (6; = —# e 0y = —55) com 7 =0.1. . .. ... .. 125

Representacao esquematica da regido ocupada pelo fluido. Note-se que o fundo
impermeavel do oceano e a superficie da onda maritima sdo também ilustrados. 129

Forma adimensional do quadrado da velocidade de fase C’g como funcao de kp
para o modelo completamente linear de Airy (C.L.) assim como os desenvolvi-
mentos de Padé de ordens [2,2], [2,4] e [4,4] relacionados com a equagdo de
Boussinesq proposta. . . . . . ... 142

Solugoes positivas e negativas 7(£) como funcao de £ = a.X — ¢T'. Na figura (a)
mostramos a solucdo positiva dada por (5.77)—(5.78) com 7, = 2/3. Na figura
(b) podemos ver a solugdo negativa dada por (5.79)—(5.80) com 75 = 0. Os
valores dos outros parametros e de K sdo dados por a = 8 =0, ¢ = a2 =1,
pu=0.1,e=0.01 e K =0. Também podemos observar as assimptotas verticais
em ambos os graficos (£ = 0). A solugao trivial ou nula 7 = 0 de (5.76) assim
como a assimptota horizontal 7 =0 de (5.77) e de (5.79) ndo sdo apresentadas. 145

Solugoes 77(&) como fungao de & = a.X — ¢T'. Na figura (a), mostramos as solu-
¢oes positivas do tipo solitdo para 74 = 0, 7, = 0.15 e 75 = 0.3 (ver (5.81), (5.83)
e (5.84)), enquanto que na figura (b), a solucao negativa dada por (5.82), (5.83)
e (5.84) com 7, = 0 é apresentada (—100 < 7(§) < 0). Nas figuras (c) e (d),
podemos ver as solugoes periddicas com 7, = 2/3 (ver (5.83), (5.95), (5.96)
e (5.97)). Os valores dos outros pardmetros e de K sdao dados por a = 51 = 0,
2=101,a2=1,4=01,e=001le K =0. A solugio 7 = (§ — 1)/e e as
assimptotas verticais sdo mostradas enquanto que a solugao trivial ou nula
7 =0mnao érepresentada. . . . . . . ... L L L Lo 149
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5.7

0.8

5.9

Solugoes 7(€) dadas por (5.83), (5.84), (5.97), (5.107), (5.108), (5.110) e (5.111)
como fungdo de £ = a.X — ¢I'. Na figura (a), apresentamos a solugdo negativa
do tipo solitdo dada por (5.107) com 75 = 0.34, 75 = 0.55 e 75 = 0.7, enquanto
que a = B1 =0 e c? =0.99. Na figura (b), mostramos uma solugio negativa do
tipo solitdo dada por (5.107) com 75 = 0 e ¢> = 0.1 bem como a = 1—(1/5/5) e
B =—(1/2)(14++/5/5) (=90 < 7 < 0). Na figura (c), mostramos uma solugao
positiva dada por (5.108) com 7, = 2/3, a = 1 = 0 e ¢ = 0.99. Solucdes
periédicas 77(§) dadas por (5.110) (linha preta sélida ) e (5.111) (linha vermelha
tracejada ) com ¢? = 0.99, a = 31 = 0 e 75 = 0 sdo apresentadas na figura (d).
Nas figuras (a)—(d), os valores dos outros pardmetros e de K sao dados por

= 0.1, ¢ = 0.01, a> = 1 e K = 0. As assimptotas verticais e a solucio
7 = (0 — 1) /e sdo mostradas enquanto que a solugao trivial ou nula 77 = 0 assim

como a assimptota horizontal 77 = 0 dos graficos em (a)—(c) ndo sao ilustradas.

Solugoes 77(£) dadas por (5.118)—(5.121) como fungao de £ = a.X — ¢T. Na
figura (a), apresentamos a solu¢ao negativa do tipo solitdo dada por (5.118)
e (5.119) com 75 = 0. Na figura (b), mostramos a solu¢do dada por (5.120)
e (5.121) com 75 = 2/3. Também representamos as solugdes 7 =0e = —1/¢
juntamente com as assimptotas verticais. Em todos estes casos, os valores dos
outros parametros e de K sdo dados por u = 0.1, ¢ = 0.01, a2 =1e K = 0.
Note-se que 7 = 0 é também uma assimptota horizontal para os graficos das

figuras (a) e (b). . . . . .

Solugoes do tipo onda de translagdo dadas por (5.81) (linha vermelha sélida
para equagao de ordem O(u?,¢)) e (5.122) (linha tracejada preta para a equagio
de ordem O(u?,¢,?)) como funcio de &€ = a.X — cT'. Na figura (a), § = 3 para
ambas as solugdes enquanto que na figura (b) § = 2 e § = 3 para as equagdes
de ordem O(u?,¢) e O(pu?,¢,€?), respectivamente. Em ambos os graficos, os
valores dos outros parametros e de K sio dados por a2 =1, a = 31 = 75 = 0,
p=01,6=001 e K=0. . oo\

Solugoes 77(§) como funcdo de £ = a.X —cT'. Nas figuras (a) e (b), podemos ver
as novas solugoes positivas e negativas do tipo solitdo, respectivamente. Estas
solugoes sao descritas por (5.83), (5.84) e (5.122)—(5.124) para 75 = 0, 75 = 0.15
e 7s = 0.3. Na figura (a), o = 31 = 0 enquanto que na figura (b) a = 1—(v/5/5)
e B = —(1/2)(14++/5/5). Nas figuras (c) e (d), mostramos as solugdes periédicas
7(§) dadas por (5.83), (5.97), (5.124), (5.129) bem como (5.130) para 75 = 2/3
e a = 1 = 0. Também representamos as assimptotas verticais juntamente com
as solucgoes 7 = n;/e (i = 1,2). Em todos estes casos, os valores dos outros
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parametros e de K sao dados por p = 0.1, € = 0.01, az =1,2=10le K =0. 156

Solugoes 7(§) como fungao de & = a.X — ¢I'. A nova solu¢do negativa do
tipo solitao dada por (5.83), (5.84), (5.124) e (5.131) assim como a solugao
descrita por (5.83), (5.84), (5.124) e (5.132) sao mostradas nas figuras (a) e (b),
respectivamente. Em ambos os casos, consideramos 75 = 2/3. Nas figuras (c)
e (d), mostramos as solugoes 7(§) dadas por (5.83), (5.97), (5.124), (5.136)
e (5.137) para 75 = 0. Os valores dos outros pardmetros e de K sao dados por
pn=0.1, e =0.01, ag =1,a=p=0,c=0.99 e K =0. Também mostramos

as solugdes =0, n = T (1 = 1,2) juntamente com as assimptotas verticais.
€
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5.10

5.11

5.12

5.13

5.14

5.15

Solugoes 7(€) como fungéo de & = a.X — ¢I'. Na figura (a) mostramos as
solugoes 777 e 7~ dadas por (5.138) e (5.140) com K = 0, juntamente com a
solucdo definida por (5.140) e (5.141) com K; = K3 = 0.5 denotada por 7*.
Na figura (b) mostramos as solugdes 7 e 7~ dadas por (5.139) e (5.140) com
K = 0. As solugoes 7 definidas por (5.142) com K1 = Ko =0e K1 = Ky = —8
sao representadas nas figuras (c) e (d), respectivamente. Em todos os casos
temos a2 = 1, 7, = 2/3, a = 1 = 0 e ¢ = 3/4. A solucdo trivial ou nula
7 =0 de (5.75) que satisfaz (5.117) assim como a assimptota horizontal 7 =0
das solucoes dadas anteriormente sao representadas juntamente com a solucao
7= —1/(2¢) e com uma assimptota vertical. . . . . . . ... ... L.

Solugoes 77(§) como fungéo de £ = a.X — ¢T'. Nas figuras (a) e (b) mostramos
as solugdes 7 e 7~ dadas por (5.144) e (5.146) assim como (5.145) e (5.146),
respectivamente. Em ambos os casos consideramos K = 0. Na figura (c),
mostramos as solugoes definidas por (5.147) e (5.148), as quais sdo denotadas por
7" e **, respectivamente, com K1 = Ko =In (52\2/(117%%;1) , juntamente com uma
assimptota vertical. Na figura (d), as solugoes definidas por (5.147) e (5.148),
as quais sao denotadas por n* e **, respectivamente, sdo representadas com
Ki=Ky=-48¢ K; = Ko = —5.7. Em todos os casos, os valores dos outros

parametros sdo dados por a? =1, 7, =2/3, a = =0ec>=0.1. ... ...

Algumas solucoes de (5.160) que satisfazem (5.75) associadas aos conjuntos
S e S;’ com ¢ = 0.938502 e ¢ = 0.412513, respectivamente. Os valores
dos outros parametros e de K sao dados por a2 = 1, ¢ = 0.06, u = 0.4,
a = 0.552764, 51 = —0.804007, B2 = 1, B3 = 1.004062, 7s = 0.4 e K = 0.

Solugoes 7(£) como fungao de & = a.X — ¢T'. Nesta figura representa-se uma

solugdo de (5.160) que satisfaz (5.75), a qual estd associada ao conjunto Sy .

Esta solugio é denotada por S; . Por outro lado, uma solugao de (5.76) do
tipo (5.81) e que satisfaz (5.75) é também aqui representada. Esta solucao é
denotada por 77*. Os valores dos parametros e de K sio dados por a? = 1,
c? = 2155098, ¢ = 0.01, p = 0.1, a = 1, B1 = —0.804007, B2 = 0.137701,
B3 = —0.003032, s, =0e K =0. . . ... ...

Solugoes 7(€) como fungdo de & = a.X — ¢T'. Nesta figura representam-se
duas solugoes de (5.172) que satisfazem (5.75). Estas solugoes estao associadas
ao conjunto Sj” e sdo denotadas por 77 (€) (i = 1,2). Para a solugao 77} (£) os
valores dos parametros sdo dados por a@ = 0.552786, 1 =1, 5o =0,83=1¢
Ts =2 0.416251. Por outro lado, para a solucdo 75 (&) os valores dos pardmetros
sdo dados por a = 1, 1 & —2.222222, 85 =0, 3 =1 e 7, = 0. Em ambos
os graficos, os valores para os restantes parametros e para K sdo dados por
a2=1,c2=085,=0.06, u=04e K=0. .. ................

Solugdes 77(€£) como funcdo de £ = a.X — ¢I'. Varias solugdes de (5.172)
que satisfazem (5.75) sdo apresentadas. Estas solugoes estao associadas aos
conjuntos Sy e S5, as quais sdo denotadas por 7j2;(€) e 73:(€) (i = 1,2,3,4),
respectivamente. Note-se que 721 é dada através do caso iii). Por sua vez, 22
e 731 sao deduzidas através do caso iv). As restantes solugoes estao associadas
ao caso v). Os parametros respeitantes as solugoes representadas nesta figura
sao dados na tabela 5.1. Em todos os graficos, os valores de a? e de K sdo
dadospora2=1e K =0.. . . . ...
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5.16

5.17

5.18

5.19

5.20

0.21

Algumas solugoes 7(&) como fungio de £ = a.X — ¢T'. Na figura (a) mostramos
as solucdes associadas ao conjunto S;r para quatro valores de ¢ dados por
0o=-1,0=-0.8, o= —0.5 e p = —0.2. Nas figuras (b) e (c) apresentamos
algumas das solu¢oes associadas aos conjuntos S5 e S:F, respectivamente, para
diversos valores de g, ac, € e p. Mais concretamente, na figura (b) consideramos
a. = 5. Por outro lado, na figura (c) toma-se a. = 0.3 e p = ¢ = 1. Em ambos
os casos o = —0.5, p = 0 e p = 0.5. Na figura (d), as solugdes associadas ao
conjunto Sy para ¢ dado por p = —2, p = —0.5 e p = —0.05 séo ilustradas. Em
todos os graficos, os valores dos outros parametros livres e de Ko7 sdo dados
pora=1—-+/5/5, 31 = (—15/28)(1 +/5/5), fo =0, B3 =1, 7, =0, K9y = 1
e, com a excep¢ao da figura (¢), u=01ee=0.01. ... ... ... .....
Algumas solugoes 7(£) como fungio de £ = a.X — ¢T'. Na figura (a) mostramos
as solugdes associadas ao conjunto S7 para a. = 1 e K91 = 0, enquanto que
na figura (b) ilustramos as solugdes associadas a S5 e S com Ko = —1 e
o = —1. O valor de «a, para a solucdo associada a S; ¢ a. = 1. Na figura (c),
uma solugdo periddica é apresentada a qual estd associada ao conjunto Sy para
Ko =1e p=1. Em todos os graficos, os valores dos outros parametros livres
sdo dados por a = 1 —+/5/5, 81 = (—=15/28)(1 +/5/5), B2 =0, B3 = 1, 75 = 0,
u=0.1ee=0.01. Também representamos as assimptotas verticais aos graficos
em todas as figuras. . . . . . ...
Solugoes do tipo onda de translagiao, n(£), como funcao de £ = a.X — ¢T' dadas
por (5.229)-(5.232) e associadas aos conjuntos S; e S5 com a = 1 — /5/5,
B = (=15/28)(1 +/5/5), fo = 0, B3 = 1 e 7, = 0. Em todos os casos
consideramos que ag = 1 e que os restantes parametros livres sdo dados por
u=20.1¢=0.01e~vy=1assim como Ko = 1. A solugdo trivial ou nula é
também representada. . . . . ... ... L L

Solugoes do tipo onda de translacdo 1n(£) como funcao de £ = a.X — cT.

Nas figuras (a) e (b) mostramos as solugoes dadas por (5.236) e (5.239) bem

como (5.237) e (5.239). As solucoes dadas por (5.236) (S{QA]) e (5.239) para
7s = 0 e 7¢ = 0.025 sdo ilustradas na figura (a). As solugoes associadas aos
conjuntos (5.236) (S?A}) e (5.237) (S£4’4]) para 7 = 0 s@o representadas na
figura (b). Em ambos os casos, os restantes pardmetros livres sao dados por
a_1=1,4=0.1,e =0.01 e Ko; = —1. As assimptotas verticais aos graficos
juntamente com a solugdo trivial ou nula sdo também ilustradas. . . . . . ..
Quadrados das velocidades de propagacdo da onda c¢? associados aos conjuntos
de solugoes dados por (5.236) (SFA]) e (5.237) (S£4’4]) como fun¢ao do niimero
de Bond 75. Em ambos os casos, os parametros livres considerados sdao a_1 =1,
p=01,e=001e Kog=—1. . . . .. . ..
Solugbes do tipo onda de translagao, n(§), como funcao de § = a.X — ¢T'. Na
figura (a) mostram-se algumas das solugdes negativas e associadas a S;" para
T7s = 0, 7, = 0.05 e 75 = 0.09. Solucoes positivas e correspondentes a S; sao
ilustradas na figura (b) para 7, = 0, 7 = 0.2 e 75 = 0.4. Em ambos os casos, os
valores dos restantes parametros livres e de Ky sdo dados por ag =0, ¢ = 0.1,
€ = 0.01 e K91 = 0. A solugéo trivial ou nula assim como uma assimptota
vertical aos graficos também sido representadas. . . . . . . .. ... ...
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Lista de Simbolos

A Valor caracteristico da amplitude da onda, pagina 18

AP Espaco de dimensao finita da funcio incégnita n” associado ao método dos elementos
finitos, pagina 80

A Amplitude ou coeficiente para definir a amplitude de uma onda de translagao
associada a uma equagao do tipo Boussinesq, pagina 144

A; (i=0,1,2) Amplitude ou coeficientes para definir as amplitudes de ondas de translacao
associadas a equagbes do tipo Boussinesq, pagina 162

A, Amplitude maxima da perturbacao do fundo da regido ocupada pelo fluido, pagina
53

a Amplitude méxima da elevagdo da superficie da onda, pagina 1

a Forma bilinear associada a formulagdo variacional da equagdo do tipo KdV-BBM,
pagina 115

ag Amplitude da onda, pagina 138

a; (i=1,2) Amplitudes das ondas na forma adimensional associadas a um modelo do tipo
Boussinesq, pagina 28

as Coeficiente associado a magnitude do gradiente do potencial transformado do fluido
com respeito a £*, pagina 28

a4 Coeficiente associado a variavel £* utilizado para definir uma solugdo de um modelo
do tipo Boussinesq, pagina 28

Qe Constante real associada a transformacao de varidvel de onda de translacdo, pagina
143
ag Amplitude da onda na forma adimensional, pagina 138

a; (1=1,2) Formas bilineares associadas a formulacdo variacional do sistema do tipo
Boussinesq, pagina 80

a; (i=1,2) Amplitudes das ondas para um modelo do tipo Boussinesq, pagina 27

as Magnitude da velocidade do fluido na direccao do eixo ox para um modelo do tipo
Boussinesq, pagina 27

a; (i=1,2) Amplitudes das ondas para um modelo de Nwogu, pagina 28
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B Coeficiente associado ao potencial transformado da velocidade do fluido, pagina 63

B" Espaco de dimensdo finita para a funcio incégnita ®" associado ao método dos
elementos finitos, pagina 80

B; (i=1,...,8) Coeficientes utilizados no capitulo 5 e associados a solugoes de determi-
nadas equacoes do tipo Boussinesq, pagina 144

B; (i=0,...,8) Coeficientes associados ao sistema de Boussinesq, pagina 65
Bnoaa(z,y) Fungao de interpolagao dos dados da NOAA, pagina 53
b Magnitude do potencial transformado da velocidade do fluido, pagina 22

bin, bom (n=—l1,...,lo, m = —l3,...,ly) Coeficientes associados ao método de expansiao
Exp, pagina 8

bir (1 =3,4,k=—N,...,N) Coeficientes associados aos métodos de expansdo Tanh e
G'/@G, pagina 8

bo(z) Funcéo relacionada com a magnitude do potencial da velocidade do fluido, pagina
139

bs(z*)  Funcdo relacionada com a magnitude do potencial da velocidade do fluido na forma
adimensional, pagina 138

3(2:) Funcéo relacionada com a magnitude do potencial da velocidade do fluido, pagina
67

C; (i=0,...,8) Coeficientes associados a equagao integro-diferencial de Boussinesq de
sexta-ordem, pagina 137

Cp Velocidade de fase, pagina 23
C’p Velocidade de fase normalizada, pagina 68
Ci

Coeficiente auxiliar associado as solugbes da forma onda de translacdo de uma
determinada equagao diferencial do tipo Boussinesq, pagina 166

Cp Velocidade de fase normalizada associada a equacdo KdV-BBM linearizada e semi-
-discreta, pagina 118

C? Espaco de fungdes cujas derivadas até a ordem dois, inclusivamente, existem e sao
continuas, pagina 83

C’m (1t =KdV,KdV-BBM, C.L.) Limites das velocidades de fase associadas as equagoes
linearizadas e semi-discretas KdV e KdV-BBM assim como a velocidade de fase
normalizada associada ao modelo C.L., pidgina 119

c Velocidade de propagacao da onda, pagina 1
c* Velocidade de propagacdo da onda na forma adimensional, pagina 107
G, ci (t=0,...,4,7=0,1) Coeficientes auxiliares ao calculo do gradiente de empola-

mento da onda, pagina 76

¢j (j =a,b) Velocidades de propagacao das ondas nas formas adimensionais, pagina 124
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¢ Magnitude da velocidade da onda, pagina 29

A

D;, D; (i=0,...,9, j=1,2) Coeficientes associados a uma determinada equacao do tipo
Boussinesq, pagina 136

D(¢)  Termo dissipativo introduzido na deduc¢do de um determinado sistema de Boussinesq,
pagina 19

D(Az, k), D"(Az,k)  Funcdes auxiliares utilizadas para definir a relacio de dispersio da
equacdo KdV-BBM semi-discreta, pagina 118

Dq(n) Termo dissipativo considerado na condigdo de fronteira cinemética imposta na
superficie livre da onda, pagina 59

Dy(¢) Termo dissipativo considerado na condigao de fronteira dindmica imposta na super-
ficie livre da onda, pagina 60

D* Coeficiente associado a funcdo de fonte de um determinado sistema do tipo Boussi-
nesq, pagina 29

D(¢) Funcao auxiliar utilizada para deduzir uma condicao do tipo CFL associada ao
esquema C/DG-FEM, péagina 89

ﬁ(Ax, l%) Funcéo utilizada na definicdo da relagdo de dispersao associada a determinadas
equacdes de Boussinesq semi-discretas, pagina 88

Dp.(Ax, k), [)?0 BS)(Ax,l;), D(T}% B7)(Ax, k), [36291 BO)(AJU,I}) Funcoes auxiliares utiliza-
das na definicio de D(Axz, k), pagina 88

d (j=0,1,2, i=0,...,3) Factores auxiliares para o calculo do gradiente de empolamento
da onda, pagina 75

d(z,y) Fungdo que designa a distancia entre um ponto (z,y) € Qg e a intersec¢io de I’
com a fronteira de g, pagina 30

dog Didmetro da camada de esponja, pagina 30
e (1=1,2,3) Vectores da base canénica do referencial Cartesiano, pagina 2

F Fungdo genérica usada para definir uma equagdo de evolucdo nao linear com
derivadas parciais na forma canénica, pagina 8

F Vector associado a discretizacdo de um determinado sistema do tipo Boussinesq
através do método dos elementos finitos, pagina 25

F.(f1, f2) Fungdo auxiliar utilizada na formulagao variacional associada ao esquema C/DG-
FEM, pégina 82

sz (f1, f2) (i, =1,2) Fungoes auxiliares utilizadas na formulacdo variacional associada
ao esquema C/DG-FEM, pégina 82

fi, fo  Fungoes genéricas auxiliares utilizadas para definir F(f1, f2) e sz (f1, f2) (4,5 =
1,2), pagina 82

ft) Funcao arbitraria de integracdo dependente do tempo, pagina 18
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G(¢) Solucao geral de uma determinada equacgao diferencial ordinaria, pagina 8

Gi(€) (i=1,2)  Solugoes linearmente independentes de uma determinada equacao diferen-
cial ordinaria, pagina 176

g Aceleragao da gravidade, pagina 1

g9(T) Funcéo arbitraria de integracao dependente do tempo, pagina 137

H Valor caracteristico da profundidade da regido ocupada pelo fluido, pagina 1
H! Espago de Hilbert, pagina 80

h Funcédo que representa a profundidade medida desde o fundo do oceano até ao nivel
da agua em repouso, pagina 4

h* Funcédo que representa a profundidade medida desde o fundo do oceano até ao nivel
da dgua em repouso na forma adimensional, pagina 19

ht, he Fungdes que dependem do didmetro dos elementos QF e €., respectivamente,
pagina 81
hm, Profundidade minima entre o nivel da dgua em repouso e o fundo da regido ocupada

pelo fluido de geometria em cunha ou plataforma, pagina 32
Im(w) Parte imagindria do nimero complexo w, pagina 32
K Constante arbitraria de integracao, pagina 110

Ko Constante associada a determinadas solucdes relacionadas com o método de expansao
G'/G, pagina 178

K. Constante arbitraria de integracdo, pagina 175

K; (i=1,2) Constantes arbitrarias de integragao, pagina 160

K¢(t) Funcao de integracao dependente do tempo, pagina 29

K, Solucao constante de uma determinada equacdo do tipo Boussinesq, pagina 178

K,; (i=1,2) Constantes associadas a solugoes de uma determinada equagao diferencial
ordinaria de segunda ordem, pagina 178

K; (i=1,2) Valores dos limites associados &s ordens de convergéncia do esquema numérico
aplicado as equacgoes do tipo KAV-BBM, pagina 120

k Numero de onda, pagina 22

ko Numero inteiro associado a solugoes de uma determinada equacao do tipo Boussinesq,
pagina 147

k; (i=1,2) Numeros de onda criticos, pagina 23

k* Numero de onda na forma adimensional, pagina 138
k Numero de onda associado a determinadas equacoes de Boussinesq semi-discretas,
pagina 89
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K Matriz de rigidez, pagina 31

L Forma linear associada a formulagao variacional da equacio do tipo KdV-BBM,
péagina 115

L Valor caracteristico do comprimento da onda, pagina 18
L? Espago de Hilbert das fungoes quadraticamente integraveis, pagina 80

L; (i =1,2) Formas lineares associadas a formulagdo variacional do sistema do tipo Bous-
sinesq, pagina 80

Li(i=1,...,4) Termos envolvidos num determinado sistema matricial do tipo Boussinesq,
péagina 63
l Comprimento da regido em cunha ou o dobro da altura do tridngulo associado a

regido em plataforma, pagina 32
l; (i=1,...,4) Inteiros positivos associados ao método de expansao Exp, pagina 8
Norma Euclideana de um vector, pagina 94

M Matriz dos coeficientes associada a discretizacdo de um determinado sistema do
tipo Boussinesq utilizando o método dos elementos finitos, pagina 25

M(t) Matriz dos coeficientes dependente do tempo e associada a discretizacao de um
determinado sistema de Boussinesq através do esquema C/DG-FEM | pdgina 83

M, Matriz dos coeficientes dependente do tempo e avaliada no instante t = nAt e
associada a uma discretizacdo de um determinado sistema de Boussinesq através do
esquema C/DG-FEM , pagina 83

M Matriz de massa, pagina 31

m Ntmero inteiro, pagina 4

m Unidade de comprimento correspondente ao metro, pagina 23

N Inteiro positivo associado ao método de expansao Tanh, pagina 8

N, Numero de elementos de uma particao de elementos triangulares do dominio com-
putacional, pagina 80

Ny, Numero de arestas na fronteira do dominio computacional, pagina 80

N; Numero de arestas de uma particdo de elementos triangulares interiores ao dominio
computacional, pagina 80

N O conjunto dos nimeros naturais, pagina 4

,ﬁ (i=1,2) Termos de um determinado sistema matricial do tipo Boussinesq, pagina 63
n Ntmero inteiro, pagina 4

n; (i =1,2) Parametros experimentais associados & camada de esponja, pagina 30

n Vector unitario e normal a fronteira do dominio computacional e dirigido para o
seu exterior, pagina 24
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n™, n=  Vectores unitdrios e normais as arestas e dirigidos para o exterior de QF e Q,
respectivamente, pagina 81

O(...) Ordem de uma determinada equagao diferencial ou sistema de equagoes diferenciais
do tipo Boussinesq obtidas através de desenvolvimentos assimptéticos, pagina 4

or, oy, oz Eixos do referencial Cartesiano associados as varidveis z, y e z, respectivamente,
pagina 1

P Pressao do fluido, pagina 18

P2(Q:) Espago dos polindmios de grau menor ou igual a 2 definidos sobre e, pagina 80
P(Q)  Partigao regular composta por elementos triangulares do dominio 2, pagina 80
P, Pressao atmosférica, pagina 4

P; (i=0,...,3) Pontos do dominio computacional, pagina 44

P; (i =1,2) Espago dos polinémios de grau 1 ou 2, respectivamente, pagina 10

P Ntmero inteiro associado ao expoente de solucoes predefinidas de equagoes do tipo
Boussinesq, pagina 162

pij (i=—-m—j,...,m+j,j=1,...,6) Coeficientes associados as derivadas da fungio
s(§), pagina 177

D Periodo da onda, pagina 47

Q; (i=—N,...,N) Coeficientes associados a uma determinada equacao algébrica polino-
mial, padgina 177

Q;(i=0,...,4) Coeficientes associados a uma equagio polinomial de quarto grau, pégina
171

Qj, Qr, dej (1 =0,1,2,3) Coeficientes auxiliares associados a determinadas equagoes
polinomiais de quarto grau, pagina 172

9; (1=0,1,2,d,q,7,s,t) Coeficientes associados a determinadas equagdes polinomiais de
terceiro grau, pagina 172

qi (i=1,2) Coeficientes de peso introduzidos no esquema C/DG-FEM, pagina 81

qj (1€Z,j=1,2,3) Coeficientes associados aos termos nao lineares de uma determinada
equacao diferencial ordinaria, pagina 177

R O conjunto dos ntiimeros reais, pagina 28
Re(w) Parte real do nimero complexo w, pagina 34

r Parametro livre utilizado para condensar as equagoes semi-discretas associadas ao
esquema C/DG-FEM aplicado a equagao KdV-BBM, pégina 121

r;, (i =1,2) Parametros livres utilizados para condensar as equagoes semi-discretas asso-
ciadas ao esquema C/DG-FEM aplicado ao sistema de Boussinesq, pagina 89
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rz-i, (i=1,2) Solugdes de uma equacao caracteristica de uma determinada equagao dife-
rencial ordinaria, pagina 179

Tim, Tre Parte imaginaria e parte real de uma solugdo da equacao caracteristica de uma
determinada equagao diferencial ordinaria, respectivamente, pagina 180

So Velocidade constante do objecto que se move no fundo da regido ocupada pelo
fluido, pagina 48

S; (i=1,4) Conjunto de solugoes de um determinado sistema algébrico associado a uma
equacao do tipo Boussinesq, pagina 178

Sl[j’k} (1=1,2,3, j,k=1,2,4) Conjuntos de solugoes, i.e., os valores de o e 3; (i = 1,2, 3)
associados aos desenvolvimentos de Padé do quadrado da velocidade de fase dada
pela teoria linear de Airy, pagina 140

S;t (1=1,2,3) Conjuntos de solugoes de determinados sistemas algébricos associados a
equagoes do tipo Boussinesq, pagina 166

S B Conjuntos de solugoes 6 de uma determinada equacio algébrica nao linear, pagina
170

S(z,t) Funcao de fonte, pagina 29

Si(&) (4 =k, e2,ep?)  Termos ndo lineares de uma determinada equacio diferencial ordina-
ria, pagina 177

Si(h) (1 =1,2) Fungoes de fonte associadas a um determinado sistema do tipo Boussinesq,

péagina 63
s(§) Solucdo de uma determinada equacdo diferencial ordinéria, pagina 8
S Unidade de medida do tempo correspondente ao segundo, pagina 23

s; (1=1,2) Coeficientes de peso utilizados no esquema C/DG-FEM para resolver a equagao
KdV-BBM, pagina 116

T,T,T Variaveis auxiliares utilizadas para designar a varidvel temporal transformada na
forma adimensional, pagina 108

T; (i=1,...,7) Coeficientes associados a relagao de dispersao, pagina 68
T (i=1,2) Termos de um determinado sistema matricial do tipo Boussinesq, pagina 63

t Varidvel que designa o tempo. Esta varidvel é dimensional excepto indicagao
contraria, pagina 1

t* Varidvel para designar o tempo na forma adimensional, pagina 7

t; (i=0,...,3) Varidvel temporal na forma dimensional avaliada em alguns instantes,
pagina 51

tn Varidvel temporal associada as equagoes discretas (t, = nAt), pagina 25

ts Varidvel temporal na forma dimensional avaliada num certo instante, pagina 47

U Referente a (n, ®), pagina 25
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Uy Referente a (%, %—‘f), pagina 25

Un Valor de U avaliado em ¢,,, pagina 25

U,(:J)rl (i=0,1) Valores preditos e corrigidos de U,, respectivamente, pagina 25

U, Ntumero de Ursell, pagina 20

U Componente da velocidade do fluido na direcgao do eixo ox definida através do
potencial transformado, pagina 134

u Vector definido pelas componentes médias do vector velocidade do fluido nas
direccoes dos eixos ox e oy, pagina 2

u Vector velocidade do fluido, pagina 4

U, Vector velocidade do fluido avaliada no nivel z = —ah(x,y), pagina 5

Uz, Uy Componentes médias do vector velocidade do fluido nas direcgoes dos eixos ox e
oy, respectivamente, pagina 2

Yh Espago de dimenséao finita para as funcoes teste 19? (i = 1,2) associado ao método
dos elementos finitos C/DG-FEM, pédgina 80

v Funcéo escalar genérica associada a definicdo do operador da média, pagina 81

v, v~ Valores da fungao escalar v quando vistos a partir de QF e Q, respectivamente,
pagina 81

v Funcéo vectorial genérica associada a definicdo do operador do salto, pagina 81

v, v Valores da fungdo vectorial genérica v quando vistos a partir de QF e Q, respecti-
vamente, pagina 81

%4 Coeficiente auxiliar associado a um conjunto de solugdes de um determinado sistema
algébrico, pagina 179

W; (i=0,...,4) Coeficientes auxiliares associados aos conjuntos de solugbes de determi-
nados sistemas algébricos, pagina 184

W(z,t) Termo da tensdo superficial, pagina 129

w(§) Fungéo auxiliar associada ao método de expansdo G'/G, pdgina 176

X Coordenada espacial mével resultante de uma determinada transformacao de varia-
veis, pagina 108

X(x,t) Funcio auxiliar usada para definir o fundo da regido ocupada pelo fluido, pagina
48

e Varidvel de integracdo, pagina 137

x, Yy, z Coordenadas Cartesianas na forma dimensional excepto indicacdo contraria, pagina

¥,y 2 Coordenadas Cartesianas na forma adimensional, pagina 7

XxxXii



A

z Varidvel de integragdo, pagina 108

o Coordenada fixa utilizada para definir o fundo mével da regido ocupada pelo fluido,
pagina 51

xc(t), zi(t), x,(t) Fungodes auxiliares usadas para definir o fundo da regiao ocupada pelo
fluido, pagina 51

zj (j=1,...,n—1) Nbés da malha computacional, pagina 31

Ts Coordenada fixa utilizada para definir a linha central da banda de geracdo da onda
associada a funcao de fonte, pagina 29

(zc,y.) Epicentro do deslocamento do fundo do mar, pagina 53

Y1 Solugao real de uma determinada equacao polinomial de terceiro grau, pagina 172
Y (y) Funcao auxiliar usada para definir o fundo da regido ocupada pelo fluido, pagina 51
Z O conjunto dos niimeros inteiros, pagina 147

« Parametro de Nwogu associado a um nivel arbitrario do fluido onde as componentes
do vector velocidade sao avaliadas, pagina 5

Qg Parametro arbitrario introduzido na equacdo do tipo KdV-BBM, pégina 110

a; (i=—-m,...,m, m € N) Coeficientes associados a uma solu¢do de uma determinada
equacao diferencial ordinaria, pagina 176

Qg Gradiente de empolamento da onda, pagina 75
a; (i=1,...,4) Coeficientes do modelo BEV de Nwogu, pagina 5
Q Valor optimizado para o pardmetro «, pagina 70

&; (i=0,1,2) Coeficientes auxiliares associados a solugdes de uma determinada equagdo
de Boussinesq, pagina 154

15} Parametro associado a largura da banda de geragao da onda, pagina 29

Bi (i=1,2) Pardmetros livres introduzidos para melhorar as propriedades dispersivas de
um determinado sistema do tipo Boussinesq, pagina 64

B3 Parametro livre introduzido para melhorar as propriedades dispersivas de uma
determinada equagdo do tipo Boussinesq, pagina 135

Bi (i=1,2) Valores optimizados para os parametros (3;, pagina 70

Fronteira do dominio computacional €2, pagina 24

Iy Fronteira do dominio computacional 2 e associada ao esquema C/DG-FEM, pégina
80

I Subconjunto de I' onde sdo consideradas as fronteiras reflexivas, pagina 79

r Arestas da interface entre os elementos triangulares do dominio computacional,
péagina 80
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v Coeficiente associado a uma determinada equacao diferencial ordinaria e linear de
segunda ordem, pagina 9

Ah Valor maximo da espessura do objecto deslizante, pagina 51
At Passo de tempo relativo a discretizagdo numérica, pagina 25
Ax Didmetro de uma malha uniforme, pagina 31

9; (i=0,1,2) Parametros dimensionais associados & equagao KdV-BBM, pagina 111

o (1=1,2) Parametros livres na forma adimensional e associados & equagdo KdV-BBM,
pagina 110

€ Pardmetro de onda de pequena amplitude, pagina 4
7 Elevacao da superficie da onda, pagina 1

n; (i =1,2) Coeficientes associados a solugoes de uma determinada equagio do tipo Bous-
sinesq, pagina 153

n" Funcéo incégnita para a elevacdo da superficie da onda maritima associada ao
esquema C/DG-FEM, pagina 80

n* Elevagao da superficie da onda na forma adimensional, pagina 19

N Funcéo transformada para a elevacdo da superficie da onda, pagina 110

() Funcao auxiliar para definir a elevagdo da superficie da onda para um determinado

sistema do tipo Boussinesq linearizado, pagina 30
Nj (j=1,...,n) Funcdo 7 avaliada em z;, pagina 31
7 Funcéo transformada para a elevagao da superficie da onda, pagina 143

7; (i =1,2) Fungoes auxiliares utilizadas para definir determinadas ondas de translagao
associadas a equagoes do tipo Boussinesq, pagina 163

7% (k =+, —,%,*%) Ondas de translacdo associadas a determinadas equacdes do tipo
Boussinesq, pagina 159

; (j =1,2) Ondas de translagao associadas a determinadas equagoes do tipo Boussinesq,
pagina 173

ik (1=2,3,k=1,...,4) Ondas de translacdo associadas a determinadas equagoes do
tipo Boussinesq, pagina 173

0 Constante real positiva associada com o quadrado da velocidade de propagagao da
onda, pagina 143

Varidvel auxiliar relacionada com 6, pagina 171

0
Y; (i =1,2) Fungoes teste associadas a formulagao variacional do sistema ZTC melhorado,
pagina 24

9P, 19? (i=1,2) Funcoes teste associadas a formulagao variacional de um determinado
sistema do tipo Boussinesq, pagina 80
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Parametro introduzido no potencial transformado da velocidade do fluido para
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Breves notas histdricas

Ao observar o movimento de um barco que circulava num canal perto de Edimburgo em 1834,
o engenheiro John Scott-Russel identificou uma onda que se propagava na agua preservando as
suas caracteristicas, em particular a sua forma, elevagdo e velocidade. A partir desse momento
Russel dedicou-se ao estudo e reprodugao experimental deste tipo de ondas de superficie
(ver Russel (1837, 1840, 1844) e, e.g., Albuquerque (2002)). A esta onda, Russel chamou de
onda de translacao, sendo actualmente também designada por onda solitaria.

Motivado pelos trabalhos de Russel, M. J. Boussinesq apresentou em 1871 uma expressao
analitica para modelar uma onda de translacdo que se propaga num longo canal rectangular
(ver Boussinesq (1871)). Mais especificamente, Boussinesq propos uma equagao para a elevagao
da superficie da onda, a qual é dada pela expressao seguinte:

4a

= - = asech? < %(z - ct)) ,
2 + exp <\/;(x - ct)) + exp (—\/%(x - ct))
(1.1)

onde 1 = n(x,t) representa a elevacdo da superficie da onda de amplitude maxima a e H
designa a batimetria de profundidade constante com respeito ao nivel da dgua em repouso.
Um referencial Cartesiano a duas dimensoées foi adoptado com o eixo horizontal ox no nivel
da agua em repouso e com o eixo vertical oz dirigido para o exterior da regido ocupada pelo
fluido. Em (1.1) a varidvel temporal é denotada por ¢, enquanto que as constantes c e g
designam a velocidade de propagacao da onda e a aceleracdo da gravidade, respectivamente.
Para deduzir esta solucdo Boussinesq considerou um escoamento irrotacional de um fluido
incompressivel e inviscido. A amplitude da onda solitaria foi também assumida como sendo
muito menor do que a profundidade do canal.

Além disso, Boussinesq confirmou a férmula empirica apresentada por Russel para a
velocidade de propagacao da onda solitaria. Esta formula define a velocidade de propagacao
da onda como uma func¢ao da sua amplitude da forma seguinte:

77(90’75) =

c=1/9(H +a). (1.2)

Através da equagdo anterior podemos concluir que quanto maior for a amplitude a maior serd
a velocidade de propagacao da onda ¢ para o mesmo valor de H. Esta propriedade caracteriza
a natureza dispersiva da propagacido de ondas na agua. Salientamos que as observacoes
experimentais de Russel bem como os resultados teéricos de Boussinesq foram confirmados



por Rayleigh (1876). Os resultados de Boussinesq e de Rayleigh optimizaram a teoria de
ondas na agua existente a data das suas publicacGes. De facto, nem a teoria linear de Airy
(1841) nem a teoria ndo linear de Stokes (1847) previam a existéncia ou a propagagio da onda
de translacdo (ver, e.g., Craik (2004, 2005)).

No seguimento da sua investigagdo em ondas maritimas de superficie, Boussinesq propos
um modelo com uma equagao nao linear para a propagagao bidireccional de uma onda num
canal (ver Boussinesq (1872)):

%n 9% 92 <3n H?2 8277)

o2~ et on T3 a2 (1.3)

o2 T o2
Posteriormente, Boussinesq desenvolveu os trabalhos anteriores de forma a modelar ondas
de superficie em dominios e regimes de propagacao mais genéricos. Em particular, um
referencial Cartesiano a trés dimensées bem como um regime de propagacdo de ondas de
superficie moderadamente longas e de pequena amplitude foram considerados. Note-se que a
designacao de onda longa ¢é utilizada quando o comprimento caracteristico da onda é grande
quando comparado com a profundidade caracteristica da batimetria. Por outro lado, uma
onda diz-se de pequena amplitude quando o valor caracteristico da sua amplitude é pequeno
quando comparado com o valor caracteristico da profundidade (ver, e.g., Mei et al. (2005)).
Este regime ¢é designado por regime ou aproximacao de Boussinesq. Neste contexto, Boussinesq
apresentou um sistema que pode ser escrito da forma seguinte (ver Boussinesq (1883)):

Z7Z+V( @)+ HV @ =0, (1.4a)
on o*n
5 +(u-V)u+gVn+ HV (81&2) =0, (1.4Db)

onde U = uy(z,y,t)er + uy(z,y,t)e2 em que u, e u, sao as componentes médias do vector
velocidade do fluido, integradas na profundidade e nas direc¢bes dos eixos ox e oy, respectiva-
mente e = n(z,y,t) representa a elevagdo da superficie da onda com respeito ao nivel da
agua em repouso. Nas equagoOes anteriores o operador diferencial denotado por V é definido
por V = (6%, 8%).

Desde entao, vérias classes de modelos foram desenvolvidas com vista a descrever o
comportamento hidrodindmico de ondas maritimas de superficie recorrendo & aproximacao
de Boussinesq. Mais concretamente, o sistema (1.4) foi generalizado de forma a optimizar as
suas caracteristicas dispersivas assim como a incluir a propagac¢do de ondas sobre batimetrias
nao constantes. Na secgdo seguinte, apresentamos alguns dos sistemas do tipo Boussinesq
bem como alguns métodos numéricos vulgarmente referidos na literatura e que, em parte,
motivaram o estudo apresentado nesta dissertacao.

1.2 Modelos do tipo Boussinesq e métodos numeéricos

Nesta seccao, duas classes de modelos de Boussinesq que generalizam o sistema descrito
em (1.4) sdo introduzidas. A primeira classe, diz respeito aos modelos do tipo Boussinesq
designados por BEV que tém como fungoes incoégnita primarias a Elevacdo da superficie
da onda maritima e as duas componentes horizontais da velocidade do fluido. Os modelos
BEP que tém como funcoes incognita primarias a Elevacao da superficie da onda maritima
e o Potencial da velocidade do fluido constituem a segunda classe de sistemas. Note-se que
uma vez conhecendo-se as fungoes incégnita primarias, a componente vertical da velocidade



do fluido bem como a pressao ficam determinadas nos modelos BEV. Por outro lado, nos
modelos BEP o vector velocidade do fluido e a pressao ficam definidos uma. vez calculadas as
fungbes incognita primarias. Salientamos que num problema genérico o niimero de incégnitas
é reduzido de cinco (as trés componentes da velocidade do fluido, a pressao e a elevagao da
superficie da onda) nos modelos BEV para trés (o potencial da velocidade do fluido, a pressao
e a elevagdo da superficie da onda) nos modelos BEP.

Para além disto, discutimos alguns dos métodos numéricos habitualmente utilizados para
a integracdo das equagdes diferenciais dos modelos referidos anteriormente.

Os sistemas do tipo Boussinesq tém sido desenvolvidos de forma a que as suas equacoes
diferenciais permitam simular a geracdo e a propagacao de ondas maritimas de superficie em
zonas de profundidade varidvel tendo em conta os efeitos de dispersao, reflexdo, refraccao e
difraccao das ondas. Os fenémenos fisicos de empolamento da onda assim como interacgdes
nao-lineares entre ondas tém também sido modelados. Estes modelos sdo, no entanto, incapazes
de reproduzir com precisao a estrutura vertical das componentes da velocidade das particulas
do fluido. Este facto deve-se a reducao dimensional dos sistemas, a qual foi realizada por
Boussinesq em 1872 (ver Boussinesq (1872)) através do desenvolvimento do potencial da
velocidade do fluido numa série de Taylor em torno do ponto z = 0. Um erro de truncatura
foi entao originado quando se tomou para o potencial da velocidade do fluido a soma de
um ndmero finito de termos desta série. Além disso, efeitos como a rebentagdao das ondas,
inclusdo de viscosidade ou efeitos de friccdo no fundo tém sido apenas considerados por meio
da inclusdo de termos adicionais nas equacoes de Boussinesq. Em geral, a calibracao dos
parametros associados a estes termos depende do caso em estudo.

Em contrapartida, a utilizagdo de modelos baseados na resolucao das equagoes diferenciais
de Navier-Stokes com captura de superficie livre permitem uma descri¢do mais completa da
geracao e da propagacao de ondas sobre batimetrias varidaveis e da interaccdo entre ondas
e estruturas fisicas. Em particular, o perfil vertical das componentes da velocidade do
fluido, o fenémeno de rebentagdo das ondas assim como a inclusao de termos de viscosidade
para a dissipacdo de energia surgem de forma natural nestes modelos de Navier-Stokes (ver,
e.g., Fortes et al. (2012)). No entanto, a implementagao computacional destes modelos néo é
ainda feita de uma forma eficiente de modo a simular problemas fisicos de larga escala.

Apesar das limitagoes dos modelos do tipo Boussinesq atras referidas, estes sdo computa-
cionalmente mais viaveis para a modelagdo de problemas de larga escala. Neste contexto, este
tipo de modelos continua a ser fonte de investigacao e de desenvolvimento, tanto do ponto
de vista analitico como numérico (ver, e.g., Walkley (1999), Avilez-Valente (2000), Fuhrman
(2004), Klopman (2010), Sadaka (2011), Antunes do Carmo (2012) e Kazolea et al. (2012)).

A generalizagao do sistema descrito em (1.4) de forma a modelar a propagagdo de ondas
sobre batimetrias nao constantes, bem como a sua resolu¢ao numeérica, foi proposta por Pere-
grine (1967). Ao contrario das equagoes (1.4), o modelo deste autor nao contém derivadas com
respeito ao tempo de ordem superior a um. Esta propriedade, simplifica consideravelmente a
implementacdo de um esquema numérico para a sua resolugao.

1.2.1 Modelos de Boussinesq do tipo BEV e BEP

Nesta subseccdo, apresentamos alguns modelos baseados nas formulagoes BEV e BEP. Co-
megamos por referir que os modelos BEV sdo bastante mais frequentes na literatura do que
os modelos BEP. Isto pode dever-se ao facto dos modelos BEP serem baseados em sistemas
de equagoes diferenciais cuja ordem das derivadas com respeito as varidveis espaciais é, em
geral, superior & ordem das derivadas com respeito as varidveis espaciais dos modelos BEV.
Mais especificamente, referimo-nos a modelos BEP e BEV, que quando escritos na forma
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adimensional em termos dos parametros de onda longa e de onda de pequena amplitude
w e €, respectivamente, tenham a mesma ordem O(u",e™)(m,n € N). Note-se que u é
definido como a razdo entre os valores caracteristicos da profundidade da regido ocupada pelo
fluido e do comprimento de onda. Por outro lado, € é definido como a razao entre os valores
caracteristicos da amplitude da onda e da profundidade da regido mencionada anteriormente.

Assim, do ponto de vista numérico, a discretizacdo dos modelos BEV é mais simples
do que a dos modelos BEP. Como referimos anteriormente, as formulacdes BEP tém como
fungbes incognita primarias a elevacao da superficie da onda e o potencial da velocidade do
fluido. Por sua vez, as formulagoes BEV tém como fungbes incégnitas priméarias a elevacio da
superficie da onda bem como as componentes horizontais da velocidade do fluido.

Entao, no caso da modelacdo de ondas maritimas de superficie em dominios espaciais
com duas dimensoes horizontais, os modelos BEP tém menos fungoes incégnita e equagoes a
resolver do que os modelos BEV. Mais especificamente, duas fungées incognita primarias e
duas equacoes estao associadas aos modelos BEP, enquanto que os modelos BEV tém trés
fungbes incognita primarias e trés equagoes. Nestas condigoes, os esquemas numéricos baseados
em modelos BEP tém, em geral, menos graus de liberdade que os esquemas baseados em
modelos BEV. Contudo, no caso da propagacdo de uma onda num dominio a uma dimenséao
horizontal, estas classes de modelos possuem o mesmo nimero de incégnitas e de equacdes.
Alguns modelos relevantes escritos nas suas formas dimensionais dos tipos BEV e BEP sao
apresentados como segue.

1.2.1.1 O modelo BEV de Peregrine (1967)

Este modelo foi deduzido sob as hipoteses de incompressibilidade de um fluido inviscido e da
irrotacionalidade do seu escoamento, o qual pode ser escrito da forma seguinte:

0
SE V- (+ hyw) =0, (L52)
o . 1, da\ 1 da\\

onde h(x,y) é a fungdo que representa a profundidade medida desde o fundo do oceano até ao
nivel da dgua em repouso. As pressoes do fluido e atmosférica foram também consideradas
nulas na superficie livre da onda como condigoes de fronteira. Como referido atras, o modelo
proposto por Peregrine foi de facto pioneiro, no sentido em que este é constituido por um
sistema de equacoOes diferenciais ndo lineares do tipo Boussinesq para a propagacao de ondas
sobre um fundo ndo constante. Este modelo é também designado na literatura como modelo
de Boussinesq convencional.

1.2.1.2 O modelo BEP de Wu (1981)

Em Wu (1981) foi proposto um modelo BEV que generaliza (1.5) de forma a incluir a
propagagao de ondas maritimas de superficie sobre um fundo mével descrito por z = —h(z,y,t).
O efeito da pressao atmosférica P, = P,(z,y,t) na superficie livre da onda foi também incluido.
Este autor desenvolveu também um modelo BEP equivalente, em que o potencial da velocidade
do fluido é uma func¢ao harmonica, uma vez que as equagoes (1.5) foram deduzidas sob os
constrangimentos Vg ,. x u = 0 e Vg, -u = 0 em que u é o vector velocidade do fluido.
Aqui, o operador diferencial V. é dado por V. = (%, a%, %). Desta forma, o nimero
de incégnitas e equagoes a resolver foram reduzidos. Este modelo pode ser escrito da forma
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seguinte:

on +V- ((h+n)Vq5) +V- ([hzv% h (8’1 +V- (thﬁ))] Vh> = 7@’ (1.6a)

ot ot ot
99 ) ho N\ R* . ho*h P,
EJF*W@Z)' tgn— 55, (V- (0V9)) + 7 5.V 0= 5E " (1.6b)

onde ¢ = qg(x, y,t) designa o potencial médio da velocidade do fluido e p denota a densidade
do fluido, i.e., a massa do fluido por unidade de volume.

1.2.1.3 O modelo BEV melhorado de Nwogu (1993)

Parte substancial da investigacdo sobre os modelos do tipo Boussinesq consiste no desenvolvi-
mento de sistemas de equagoes melhoradas no sentido da preservagao e correcta simulagao das
caracteristicas dispersivas das ondas maritimas (ver, e.g., Madsen e Schéffer (1998) ou Madsen
et al. (2003)). Para tal, as caracteristicas dispersivas destes modelos linearizados sdo compara-
das com as da teoria linear de Airy (ver Airy (1841)). Em Nwogu (1993), uma nova técnica foi
proposta para melhorar estas caracteristicas dos modelos do tipo Boussinesq. As componentes
horizontais do vector velocidade do fluido foram entdo avaliadas num nivel arbitrario do fluido
z = —ah(x,y) com a € [0,1]. O vector velocidade avaliado neste nivel arbitrario do fluido
¢é denotado por u,. Este pardmetro real o é calculado de forma a que as caracteristicas
dispersivas deste modelo linearizado reproduzam o melhor possivel as do modelo linear de
Airy. Assim, as equagoes diferenciais de Nwogu (1993) podem ser escritas da forma seguinte:

on = 13 = 72

5 TV (14 hua) + V- (a1h*V(V - ua) + @h?V(V - (hua)) ) = 0, (1.7a)
ou,,

Bt + (ug - Vug + gVn + ash’v (V 8ua> + ashV <V <h8ua>) =0, (1.7b)

0 ot

a? a?

ondea; =% — 3, dv=a+3 a3=% ey =a.

1.2.1.4 O modelo BEP melhorado de Chen e Liu (1994)

Por outro lado, em Chen e Liu (1994), o modelo de Nwogu (1993) foi rescrito em termos
do potencial da velocidade avaliado num nivel arbitrario do fluido, o qual é denotado por
ba = Gualz,y,t). Mais concretamente, ¢o(x,y,t) é também avaliado no nivel arbitrario
mencionado anteriormente (ver subsecgao 1.2.1.3), ou seja, z = —ah(x,y) com a € [0,1].
Este parametro real arbitrario é, como se referiu anteriormente, utilizado para calibrar as
propriedades dispersivas do modelo. Este sistema BEP ¢é definido do modo seguinte:

on a2h? 9
5tV () Vo] + V- [hv( V2¢o — ahV - (hV o))+
+ h;V(V - (hV¢q)) — h—vv%a] =0, (1.8a)

Do

O 2060
ot V

ot )+ 2 ot

1
+ §!V¢a|2 +gn — ahV - (hV =0. (1.8b)

Para além dos modelos apresentados nesta seccdo, frisamos que é possivel encontrar muitos
outros trabalhos onde sdo estudados ou desenvolvidos modelos das classes BEV e BEP. Para



os modelos da classe BEV referimos, e.g., Madsen e Sgrensen (1992), Kirby (1998), Woo e
Liu (2004a) ou, mais recentemente, Avilez-Valente (2000) e Dutykh e Dias (2007a). Quanto
aos modelos da classe BEP citamos, e.g., Langtangen e Pedersen (1998), Zhao et al. (2004)
e Bingham et al. (2009).

1.2.2 Métodos numéricos

Como mencionado anteriormente, a resolu¢gdo numérica de modelos do tipo Boussinesq foi
introduzida por Peregrine (1967) através da implementagdo de um esquema de diferengas
finitas (DF). Desde entao varios métodos numéricos tém sido desenvolvidos para a resolucao de
problemas baseados nos modelos do tipo Boussinesq. Para este efeito e para além do método
das diferencas finitas, referimos o desenvolvimento e implementacdo de métodos espectrais
(ver, e.g., Dutykh e Dias (2007a)), de métodos de volumes finitos (ver, e.g., Kazolea et al.
(2012) e Dutykh et al. (2013)) e também de métodos dos elementos finitos (ver, e.g., Walkley
(1999)). No que segue, apresentamos apenas uma breve comparagao entre os métodos baseados
em esquemas DF e em esquemas de elementos finitos (EF).

Quanto aos métodos baseados nos esquemas DF, referimos como vantagens a facilidade de
discretizacdo das derivadas de alta ordem com respeito as variaveis espaciais e a obtencao de
estruturas simples dos sistemas de equacoes resultantes deste tipo de discretizagao espacial
(e.g., tri-diagonal). Estes sistemas de equagoes sdo em geral propicios a uma resolu¢ao numérica
rapida e eficiente. Como desvantagem, salientamos que é necessaria a utilizagdo de malhas
estruturadas para a discretizacdo do dominio espacial. Assim, estes métodos sdo de dificil
utilizacao, especialmente em dominios computacionais complexos. A correcta imposicao de
condigoes de fronteira é também de dificil tratamento neste tipo de esquemas. Apesar destas
grandes desvantagens, os esquemas DF s@o ainda vulgarmente utilizados nas aplicagoes (ver,
e.g., Conde et al. (2012)). Podemos encontrar a implementagao de esquemas do tipo DF para
a resolugdo de modelos de Boussinesq em, e.g., Madsen e Sgrensen (1992), Nwogu (1993), Wei
et al. (1995), Beji e Nadaoka (1996) ou, mais recentemente, em Lynett e Liu (2002), Fuhrman
(2004) bem como em Lynett e Liu (2004).

Contrariamente aos esquemas de diferencas finitas, os métodos de elementos finitos podem
utilizar malhas nao estruturadas para a discretizacdo dos dominios espaciais. Este facto
permite que a malha espacial seja construida de forma a se adaptar a batimetrias e a fronteiras
complexas. No entanto, o tratamento dos termos com derivadas de ordem superior a dois com
respeito a variavel espacial ndo é simples e requer, em geral, a utilizagdo de varidveis auxiliares
bem como a resolucdo de um sistema de equacoes auxiliar. Desta forma o niimero de graus
de liberdade associado a malha computacional é aumentado, tornando estes métodos menos
eficientes que os métodos baseados nos esquemas DF. No que diz respeito a implementacao e
ao desenvolvimento de esquemas EF na resolucao de sistemas do tipo Boussinesq, referimos
os trabalhos seguintes: Antunes do Carmo et al. (1993), Antunes do Carmo e Seabra-Santos
(1996), Walkley (1999), Avilez-Valente (2000), Zhao et al. (2004), Woo e Liu (2004a,b) e Sadaka
(2011).

1.3 Ondas solitarias e solitoes

Como resposta as duvidas de George Biddell Airy sobre a existéncia e a forma das ondas
solitarias propostas por Russel e Boussinesq, Korteweg e de Vries (KdV) apresentaram em 1895
a primeira equagao para a elevacao da superficie da onda que admite como solugao exacta a
onda solitdria unidireccional descrita por (1.1) (ver Korteweg e de Vries (2011)). Os trabalhos
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realizados por Fermi, Pasta e Ulam em 1955 (ver, e.g., Dauxois e Ruffo (2008)) acerca da
simulagdo numérica de vibragoes de dtomos em redes cristalinas nao lineares, marcaram o
inicio de um novo campo da ciéncia: a Fisica nio linear. Este problema teve uma importancia
crucial no desenvolvimento da teoria dos solitdes. Motivados por estes trabalhos, Zabusky e
Kruskal (1965) introduziram o conceito de solitdo. Em particular, estes autores mostraram
numericamente que as ondas solitdrias da forma descrita por (1.1) eram de facto solitdes para
a equagao KdV. Assim, um solitdo é uma onda solitaria com uma propriedade adicional: a
menos de uma mudanca de fase, a sua forma é preservada apds a colisio com outro solitdo. A
titulo de exemplo, mostramos na figura 1.1 a propagacao e a interac¢do entre dois solitoes
da forma do quadrado de uma secante hiperbdlica. Mais especificamente, a modelagao da
propagacao destes dois solitoes é realizada por nés usando uma equacao alternativa a de KdV,
a qual foi apresentada por Benjamin, Bona e Mahony (BBM) em 1972 (ver Benjamin et al.
(1972)). O método de elementos finitos convencional é aqui implementado para a respectiva
equagao através do cédigo DOLFWAVE (ver http://launchpad.net/dolfwave). Para mais
pormenores sobre a implementagdo numérica deste método e sobre os valores dos parametros
fisicos utilizados na simulacdo dos solitdes, sugerimos ao leitor para ver a demonstragao
dolfwave/demo/1HD1S/solitonsBBM incluida no cédigo DOLFWAVE. Referimos ainda que a
equacao BBM tem melhores propriedades dispersivas e de estabilidade do que a equacao KdV,
como foi demonstrado por Benjamin et al. (1972).

t* v

Figura 1.1: Propagacio e interac¢do entre dois solitoes da forma do quadrado de uma secante
hiperbdlica modeladas pela equacdo adimensional BBM. As solu¢ées numéricas sao
obtidas usando o codigo DOLFWAVE. No eixo horizontal oz* representamos a variavel
espacial, enquanto que o eixo vertical ot* diz respeito & evolucao da soluc¢do ao longo do
tempo.

De facto, a teoria desenvolvida deste entdo tem sido generalizada muito para além das
ondas maritimas de superficie. Podemos encontrar aplicagoes da teoria das ondas solitarias
e dos solitoes, por exemplo, nas seguintes dreas da Fisica: dindmica de fluidos, éptica ndo
linear, biofisica, transferéncia de calor e estado sélido (ver, e.g., Zabusky e Porter (2010)).

No que segue, apresentamos alguns dos métodos matematicos utilizados para deduzir solu-
¢Oes analiticas do tipo onda de translacao de equagoes de evolugao nao lineares com derivadas
parciais (EENLDP). Todos os métodos referidos a seguir sdo baseados na transformacao de
uma EENLDP numa equagao diferencial ordinaria (EDO) usando uma substituicao adequada
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(ver, e.g., Griffiths e Schiesser (2009, 2011)).
Uma EENLDP genérica pode ser escrita na forma canénica

Os ds 0%s  93s
o ( s 8758:1:’8758952"”) - (19)

Considerando uma transformagao de varidveis da forma s(z,t) = s(¢), onde £ = {(z,t), a
equagao anterior pode rescrever-se como uma EDO. No contexto das ondas de translacao,
utiliza-se geralmente uma transformagao de Galileu dada por &(x,t) = = — ct, onde ¢ é a
velocidade de propagacao da onda. Assim, a EDO resultante desta transformacédo de varidveis
aplicada em (1.9) escreve-se na forma seguinte:

ds ds d?s d3s
—C:F<8,d§,—cdg2,—cdé_3,...> . (110)

Neste contexto, referimos os métodos matematicos seguintes:

e Método de integracdo directa: consiste na aplicagdo das técnicas convencionais do
célculo diferencial e integral para transformar a EDO descrita por (1.10) numa equagao
completamente integravel, por exemplo, numa EDO com variaveis separadas;

e Método de factorizagao: recorre a factorizacdo da EDO mencionada anteriormente em
véarios problemas de resolucdo mais simples. Este método aplica-se em geral a equagoes
com termos ndo lineares da forma polinomial;

e Métodos de expansao: sao baseados na hipétese de que a EDO dada por (1.10) admite
solugoes s(&) que podem ser escritas como uma combinagao algébrica de uma determinada
classe de fungoes base. Mais concretamente, referimos os métodos de expansao Exp,

Tanh e G'/G.
a) No método de expansao Exp, consideram-se solugoes s(¢) de (1.10) da forma
seguinte:
l2
Z binel™e)
=1
s(€) = ———, (1.11)
Z bom e
m:—l3
onde l; (i € {1,2,3,4}) sdo inteiros positivos e by, (n € {—l1,...,l2}) assim como
bom (m € {—l3,...,l4}) sdo coeficientes reais a determinar;

b) Por sua vez, no método de expansao Tanh as solugoes s(§) de (1.10) sao escritas
do modo seguinte:

N
s(€) = D bs tanh®(m¢), (1.12)
k=—N
onde N é um inteiro positivo e m bem como bsy (k € {—N, ..., N}) sdo os coefici-

entes reais a calcular;

¢) Por dltimo, salientamos que no método de expansao G'/G sao admitidas solugoes
s(§) de (1.10) dadas por

G'(&)\"

N
s = > b4k<
k=—N
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onde G(&) é a solugao geral de uma determinada EDO linear ou nao linear. No
método de expansdo G'/G convencional, G(§) é a solugdo geral da EDO linear de
segunda ordem e de coeficientes constantes G” (&) +vG'(§) + 0G(€) = 0. Em (1.13),
N é um inteiro positivo e by, (k € {—N, ..., N}) assim como 7y e p sdo os coeficientes
reais a calcular.

Em geral, estes métodos de expansao conduzem a resolugdo analitica de sistemas algébricos
de equagdes nao lineares para o cdlculo dos coeficientes nas expressoes (1.11)-(1.13). A
resolucdo destes sistemas de equagoes nao lineares s6 é praticavel recorrendo a programas
computacionais de calculo simbdlico, tais como o Maple. Os inteiros positivos [; (i € {1,2,3,4})
e N introduzidos nas equagoes (1.11)-(1.13) sdo normalmente determinados através de balangos
homogéneos quer entre os termos lineares e ndo lineares de maior ordem da EDO em causa,
quer entre os termos lineares e ndo lineares de menor ordem. No capitulo 5, o método de
expansao G’ /G ¢ aplicado na integracao de uma EDO nao linear. Em particular, a técnica do
balanco homogéneo bem como a nogdo de ordem dos termos de uma dada EDO sao descritas
no capitulo referido anteriormente.

Note-se que em Kudryashov (2010) os métodos de expansao mencionados nas alineas b)
e ¢) foram comparados. De facto, o autor mostrou que as solu¢does de uma EDO néo linear
obtidas através do método de expansdo G'/G sao as mesmas do que aquelas provenientes da
aplicacao do método de expansao Tanh.

1.4 Estrutura e objectivos da dissertacao

Esta dissertacdo é composta por seis capitulos, dos quais o primeiro tem sido dedicado a uma
breve introducao sobre a teoria de ondas maritimas de superficie bem como sobre modelos
convencionais do tipo Boussinesq. Os trabalhos de investigacao cientifica desenvolvidos com
vista a obtencao do grau de Doutor sdo apresentados nos capitulos dois, trés, quatro e cinco.
De forma a que estes capitulos sejam auténomos, eles contém nao sé6 uma introducao mas
também uma seccio dedicada a deducdo das equagbes que governam os fenémenos fisicos que
pretendemos modelar. Também incluimos em todos estes capitulos uma seccao de conclusoes
sumarias. Esta opg¢ao torna a leitura da dissertagdo mais clara assim como permite uma
melhor compreensao dos seus contetidos, embora possa originar algumas repeticées do seu
texto.

O objectivo principal desta dissertagdo consiste no desenvolvimento e optimizacao de
modelos analiticos e numéricos do tipo Boussinesq para a geracdo e a propagacgao de ondas
maritimas de superficie. Outro objectivo é a elaboracao de um codigo baseado em métodos de
elementos finitos, para a simulacao de diversos fendmenos fisicos relacionados com a geracio
e a propagacao de ondas. A investigacdo cientifica sobre o tema encontra motivacdo em
inameras aplicacOes, entre as quais, a construcao de estruturas portuarias ou de protecgao
costeira (ver, e.g., Woo e Liu (2004b)) bem como o desenvolvimento de sistemas de alarme
para tsunamis (ver, e.g., Behrens (2011)). A formulagdo e a resolugdo analitica de uma classe
de equacgoes para a modelacao de ondas bidireccionais a uma dimensao horizontal é também
um assunto abordado nesta dissertacao.

Neste contexto, varios problemas néo lineares com condi¢des na fronteira e de valores
iniciais sdo investigados recorrendo a métodos analiticos assimptéticos bem como a métodos
numéricos para a integragao das suas equagoes diferenciais. Diversas técnicas matematicas sao
utilizadas nesta dissertacao: analise assimptoética, teoria de operadores diferenciais, analise de
estabilidade de sistemas, métodos de elementos finitos continuos e continuos/descontinuos com
termos de penalizacdo, métodos de predigdo-correcgao e de Runge-Kutta, método de integracao
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directa e método de expansao G’/G. Os algoritmos numéricos apresentados neste trabalho
sdo escritos em linguagem C++ e implementados no cédigo designado por DOLFWAVE que
desenvolvemos durante este trabalho de investigagao cientifica (ver figura 1.2).

DOLFWAVE

Figura 1.2: Logétipo do c6digo DOLFWAVE.

No capitulo 2, o modelo desenvolvido por Zhao et al. (2004) para estudar o comportamento
hidrodindmico de ondas maritimas de superficie é estendido de forma a incluir diversos
mecanismos para a geracao de ondas. Efeitos de dissipacdo e de absorciao da energia das
ondas sdo também analisados. As equagoes deste modelo modificado ndo contém derivadas
de ordem superior a dois com respeito as varidveis espaciais. Este facto permite a utilizacao
de um método de elementos finitos convencional. A relagdo de dispersao deste modelo
optimizado é também estudada. Para além disto, uma andlise matricial da estabilidade
do problema linearizado é apresentada. A robustez deste modelo é verificada com respeito
as instabilidades relacionadas com gradientes acentuados da batimetria. Fenémenos fisicos
tais como actividades sismicas no fundo do oceano e a dindmica de ondas maritimas em
portos de abrigo sdo, entre outros, problemas investigados usando este sistema de equacgoes
optimizado. A simulagdo numérica destes problemas fisicos é realizada pelo cédigo designado
por DOLFWAVE referido anteriormente (ver http://www.fenicsproject.org/applications e
http://launchpad.org/dolfwave). O c6digo DOLFWAVE permite ndo sé a resolugdo numérica
das equacoes diferenciais estudadas nesta dissertacdo, como fornece ainda um conjunto de
ferramentas para o desenvolvimento e analise de problemas analogos.

Uma nova classe de sistemas nao lineares melhorados do tipo BEP é apresentada no
capitulo 3. Efeitos de dissipacdo e de absor¢do da energia das ondas sdo incluidos nesta classe
de sistemas. Para além disto, as perturbacoes da superficie livre da onda induzidas pelo
deslocamento de um fundo impermeavel sao também modeladas. O fundo da regidao ocupada
pelo fluido, mencionado anteriormente, é uma funcio das coordenadas cartesianas x e y bem
como do tempo t. As caracteristicas dispersivas assim como o gradiente de empolamento
da onda sdo analisadas em funcdo de um termo extra de ordem O(p?"*?)(n € N). Este
termo extra é adicionado no desenvolvimento assimptdtico do potencial da velocidade do
fluido, o qual é realizado em termos dos pardmetros de onda longa p e de onda de pequena
amplitude . Para calcular as solugoes numéricas do modelo melhorado de quarta ordem,
propomos um esquema do tipo Galerkin de elementos finitos continuos/descontinuos com
termos de penalizacdo (C/DG-FEM). Tanto quanto saibamos, este esquema numeérico é aqui
utilizado pela primeira vez na resolucdo numérica de modelos do tipo Boussinesq. Elementos
finitos continuos de Lagrange Ps sdo introduzidos para a discretizagdo do dominio espacial.
Esquemas de predicao-correcgdo inicializados por um método explicito de Runge-Kutta sao
implementados para a integracao das equagoes no tempo. Uma condi¢do do tipo Courant-
-Friedrichs-Lewy (CFL) para o problema linearizado com batimetria constante é deduzida.
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A consisténcia da relacao de dispersdo bem como as suas propriedades de estabilidade sao
investigadas. Para testar a robustez e a aplicabilidade dos modelos propostos sdao simulados
varios problemas fisicos usando o c6digo DOLFWAVE. A convergéncia e a precisdo do esquema
numérico é verificada através da inclusdo de testes de refinamento das malhas.

No capitulo 4, uma classe de equagoes do tipo KdV-BBM ¢é deduzida e analisada nu-
mericamente. Determinamos os valores para o parametro de Nwogu de modo a que o erro
entre os potenciais da velocidade dos modelos lineares de KAV-BBM e de Airy seja da ordem
O(/ﬁ). Em principio, o esquema C/DG-FEM é também aqui usado pela primeira vez para a
integracao das equagdes do tipo KdV-BBM. Estas equagoes modelam a propagacao de ondas
unidireccionais a uma dimensao horizontal sobre uma batimetria constante. Para além disto,
deduzimos a relacao de dispersdo associada ao método numérico e apresentamos uma condi¢ao
do tipo CFL para o problema linearizado. A influéncia do coeficiente de penalizacdo nas
propriedades dispersivas do modelo numérico C/DG-FEM é investigada. Para demonstrar a
aplicabilidade do método C/DG-FEM a classe de equagdes do tipo KdV-BBM, apresentamos
dois testes numéricos.

Uma nova classe de equagoes de evolugao nao lineares é deduzida no capitulo 5. Esta
classe de equagoes do tipo Boussinesq com derivadas parciais de sexta ordem com respeito as
varidveis espaciais tem como funcdo incognita a elevagdo da superficie da onda. A modelagao
da propagacao de ondas bidireccionais a uma dimensao horizontal sobre uma batimetria
constante pode ser realizada por meio desta classe de equacbes. Varios pardmetros sao
também introduzidos, tais como o coeficiente de Nwogu « e o coeficiente de tensdo superficial,
de modo a optimizar algumas propriedades dispersivas desta classe de equacoes. Os dominios
de validade das solugoes do tipo onda de translacdo sao determinados em funcao dos valores
destes parametros. Novas familias de solugbes exactas do tipo onda de translacio sdo deduzidas
usando, entre outros, os métodos de integracgao directa e de expansao G'/G.

No tltimo capitulo, apresentamos as conclusoes mais relevantes dos trabalhos de investiga-
¢ao cientifica descritos anteriormente. Alguns destes trabalhos estdao ainda a ser finalizados
com vista a serem publicados. Sugestoes para trabalhos futuros sdo também aqui indicadas.
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Capitulo 2

Equacoes diferenciais de Boussinesq
de segunda ordem melhoradas !

2.1 Introducao

O projecto FEniCS via DOLFIN, UFL e FFC fornece um bom suporte técnico e cientifico para
a implementagdo de modelos industriais de larga escala baseados no método dos elementos
finitos (ver, e.g., Kirby e Logg (2006), Alnaes et al. (2009), Logg e Wells (2010) ou Logg et al.
(2012)). Mais concretamente, as matrizes e vectores associados ao método dos elementos
finitos sdo gerados e agrupados automaticamente pelas bibliotecas DOLFIN e FFC a partir da
formulagao variacional do problema. Por sua vez, a formulacdo variacional do problema é
declarada usando a biblioteca UFL. Referimos ainda que a biblioteca DOLFIN fornece uma
interface simples para outras bibliotecas necessarias para a resolucao dos sistemas de equacoes
resultantes do método dos elementos finitos.

A resolucdo numérica das equacoes de Boussinesq remonta aos trabalhos de Peregrine
(1967) ou de Wu (1981). Citamos também algumas publicagoes mais recentes que, em parte,
motivaram o estudo efectuado neste capitulo, nomeadamente: Madsen et al. (1991), Nwogu
(1993), Chen e Liu (1994) assim como Beji e Nadaoka (1996). Nestas referéncias, os autores
deduziram modelos do tipo Boussinesq com caracteristicas dispersivas melhoradas bem como
apresentaram esquemas numericos adequados as suas resolugoes.

Um esquema numérico é implementado aqui para resolver alguns sistemas do tipo Bous-
sinesq que modelam a geracdo e a propagacao de ondas maritimas de superficie sobre uma
batimetria varidvel. Este tipo de modelo é usado, por exemplo, na simulacdo do compor-
tamento hidrodindmico de ondas maritimas de superficie em portos de abrigo ou em zonas
costeiras bem como na geragdo e na propagacao de tsunamis. Na figura 2.1 é mostrado o
porto de abrigo da Nazaré, em Portugal, como exemplo de um porto de abrigo convencional.
Por outro lado, na figura 2.2 pode ver-se a simula¢gdo de um tsunami num dominio real.
Esta simulacao é realizada por nés utilizando o cédigo DOLFWAVE para resolver o sistema de
Boussinesq melhorado deduzido neste capitulo.

Na secgao 2.2, comegamos por descrever o cédigo DOLFWAVE, i.e., uma aplicacao baseada
no projecto FEniCS para a simulacdo da dindmica de ondas maritimas de superficie (ver
http://www.fenicsproject.org/applications/ e http://ptmat.fc.ul.pt/~ndl/).

As equacbes que regem as ondas maritimas de superficie sdo apresentadas na seccao 2.3.

'Publicado em: Lopes, N. D., Pereira, P. J. S. and Trabucho, L., Improved Boussinesq Equations for
Surface Water Waves, Automated Solution of Differential Equations by the Finite Element Method, Eds.
Anders Logg and Kent-Andre Mardal and Garth N. Wells, LNCSE Vol. 84, paginas 471-504, Springer, 2012.

13



Figura 2.1: Porto de abrigo da Nazaré em Portugal.

Figura 2.2: A elevacao da superficie de um tsunami obtida pelo codigo DOLFWAVE para resolver as
equagoes do modelo optimizado aqui proposto num dominio real.

A partir destas equacoes varios tipos de modelos podem ser deduzidos. Existem na literatura
varios modelos do tipo Boussinesq, sendo os mais frequentemente utilizados os que sdao baseados
na formulacao da Elevacdo da superficie da onda e nas duas componentes horizontais da
velocidade do fluido (BEV) (ver, e.g., Walkley e Berzins (2002) bem como Woo e Liu (2004a,b)
para discretiza¢oes de modelos BEV utilizando o método dos elementos finitos). No entanto,
apenas a formulacdo baseada na Elevacao da superficie da onda e no Potencial da velocidade
do fluido (BEP) é considerada (ver, e.g., Langtangen e Pedersen (1998) para a discretizagao
por elementos finitos de um modelo BEP). Assim o nimero de incégnitas é reduzido de cinco
(as trés componentes da velocidade do fluido, a pressao e a elevagdo da superficie da onda)
nos modelos BEV para trés (o potencial da velocidade do fluido, a pressdo e a elevacao da
superficie da onda) nos modelos BEP. Dois modelos do tipo BEP sao considerados:
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i) um modelo convencional contendo derivadas de sexta ordem com respeito as varidveis
espaciais;

it) o modelo proposto por Zhao et al. (2004) (ZTC), contendo apenas derivadas de segunda
ordem com respeito as variaveis espaciais.

Uma técnica matematica convencional é usada para deduzir o modelo do tipo Boussinesq
referido em 7). Nas secgbes seguintes, apenas o modelo ZTC é considerado. Note-se que alguns
termos extra sao introduzidos nestes modelos para incluir efeitos de dissipagdo e de absorcao
da energia das ondas maritimas de superficie. Por outro lado, a geracdo de ondas maritimas
de superficie é realizada aqui através da movimentacdo de um fundo impermeéavel ou através
de funcoes de fonte.

A relagao de dispersdo do modelo ZTC estendido com termos dissipativos é apresentada
na secgao 2.4.

A secgao 2.5 é dedicada aos métodos numéricos usados na discretizacao da formulagao
variacional. A discretizacao das equacbes com respeito as varidveis espaciais é feita usando
elementos finitos do tipo Lagrange P1 ou Py. Por sua vez, a integracido das equacoes no tempo
¢é implementada através de algoritmos de Runge-Kutta e de predi¢ao-correccao.

Alguns mecanismos para a geracao de ondas bem como condi¢oes de fronteira de reflexao
e a implementacdo de camadas de esponja sao assuntos discutidos nas secgbes 2.6 e 2.7.
Condigoes iniciais bem como condigoes de fronteira do tipo Dirichlet sdo apresentadas para
a propagacao de uma onda solitaria e para a geracdo de ondas periddicas, respectivamente.
Além disso, o modelo ZTC estendido incorpora uma funcao de fonte para a geracdo de ondas
maritimas de superficie. Esta fungao é deduzida utilizando as técnicas propostas por Wei et al.
(1999). Fronteiras totalmente reflexivas sao modeladas usando condigbes de Neumann nulas
para a elevagdo da superficie da onda bem como para o potencial da velocidade do fluido. A
absorcao da energia das ondas maritimas de superficie é simulada usando camadas de esponja.

Na seccao 2.8, uma andlise matricial do modelo ZTC linearizado, com batimetria inde-
pendente do tempo e a uma dimensao horizontal, é realizada com o objectivo de estudar
algumas propriedades de estabilidade das equag¢bes. O modelo BEP convencional investigado
por Lgvholt e Pedersen (2009) é aqui também usado como referéncia para comparacio. Este
modelo BEP tem como fungées incognita primarias a elevagao da superficie da onda maritima
e o potencial médio da velocidade do fluido.

Varios testes ntimericos sdo apresentados na seccao 2.9. Mais concretamente, as equagoes
de ZTC estendidas sdo usadas para modelar cinco problemas fisicos distintos: a evolugdo de
uma onda solitaria passando sobre obstaculos submersos com geometrias distintas, a evolugao
de uma elevagao gaussiana da superficie de uma onda num dominio quadrado, a evolucao de
uma, onda periédica num porto de abrigo com uma geometria analoga a do porto da Nazaré
representado na figura 2.1, a geragdo e a propagacao de uma onda pela movimentagao de
um objecto num fundo horizontal e, por ultimo, a geracio e a propagacdao de um tsunami
num dominio real (ver figura 2.2). O primeiro teste numérico é também usado para ilustrar a
utilizacdo da aplicagdo DOLFWAVE.

Diversos cédigos baseados principalmente em esquemas de diferencas finitas foram propos-
tos, tais como FUNWAVE (Kirby (1998)), COULWAVE (Lynett e Liu (2004)) e o cédigo de Pedersen
e Lovholt (2008) o qual é baseado num modelo do tipo Boussinesq para a simulacao de ondas
oceédnicas. O codigo FUNWAVE é baseado nas equagdes BEV nao lineares de Wei et al. (1995).
Mecanismos para a geraciao de ondas por meio de fungdes de fonte e para o tratamento de
zonas costeiras com fronteiras méveis bem como fronteiras totalmente reflexivas e camadas de
esponja sdo suportados no programa. Para além disso, podem ser modelados os fenémenos
de rebentamento de ondas, de friccdo no fundo e de turbuléncia. Neste modelo, as equacoes
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diferenciais de terceira ordem com respeito as variaveis espaciais foram discretizadas usando
esquemas de diferencas finitas de quarta ordem. Especificamente, para a integracdo no tempo
foi usado um esquema de quarta ordem do tipo Adams-Bashforth-Moulton. Além disso,
um filtro do tipo Shapiro de quarta ordem foi implementado para remover ondas de menor
comprimento. A maior causa de instabilidades na simulacdo de ondas em zonas de pequena
profundidade deve-se ao aumento da magnitude dos termos nao lineares nos modelos do tipo
Boussinesq. As instabilidades revelam-se através do rapido crescimento da amplitude das
ondas de menor comprimento que eventualmente causam a explosao do modelo.

O c6digo COULWAVE possui essencialmente as mesmas caracteristicas do cédigo FUNWAVE
mas incorpora também a geracdo de ondas por meio do movimento do fundo da regido
ocupada pelo fluido. Além disso, o programa COULWAVE é baseado num sistema multi-camada
de equacdes diferenciais de terceira ordem do tipo BEV. Note-se que este tipo de sistemas é
baseado na decomposiciao da regido ocupada pelo fluido em diversas camadas, necessitando-
-se assim de condic¢oes de continuidade nas suas interfaces. Estes sistemas multi-camadas
permitem uma melhoria substancial das caracteristicas de dispersao e das propriedades nao
lineares dos modelos, quando comparados com os sistemas com uma tnica camada. Note-se
que o cédigo FUNWAVE foi implementado tendo como base um modelo a uma camada. No
entanto, o nimero de incognitas primarias neste modelo a duas dimensées horizontais com n
camadas aumenta de 3 para 2n + 1 (n € N). Este c6digo designado por COULWAVE perde parte
da sua eficicia uma vez que o tempo computacional aumenta.

Por outro lado, o c6digo proposto por Pedersen e Lgvholt (2008) foi baseado em modelos
BEV e BEP. Contudo os autores preferem as versdbes BEV. Em Lgvholt e Pedersen (2009)
varios modelos BEV e BEP foram estudados com respeito as suas propriedades de estabilidade
lineares. Através deste estudo, os autores mostraram que os modelos BEV sdo menos
susceptiveis a instabilidades provocadas por gradientes acentuados da batimetria do que os
modelos BEP. O modelo de Pedersen e Lgvholt (2008) inclui o efeito de Coriollis e a modificagao
dos comprimentos de arco das curvas devido a curvatura da terra. O objectivo principal deste
cbdigo é o tratamento de forma eficaz, robusta e rapida de ondas oceénicas e, especialmente,
tsunamis. Esquemas para o tratamento de zonas costeiras com fronteiras moéveis e fenémenos
tais como a geracao de ondas por meio de fundos méveis ou o rebentamento de ondas nao
foram considerados. Apenas termos nao lineares de ordem O(e) foram implementados e a
discretizacao das equagoes diferenciais foi feita usando métodos de diferencas finitas.

2.2 DOLFWAVE

O objectivo principal do programa DOLFWAVE é o de fornecer um conjunto de ferramentas
para a andlise, desenvolvimento e computaciao de modelos para ondas maritimas de superficie.
Algoritmos numéricos para o tratamento de zonas costeiras com fronteiras moveis, filtros
numéricos, diminui¢ao da energia das ondas através do efeito de fric¢do no fundo e fendmenos de
rebentamento das ondas ndo sdo ainda considerados na aplicacdo. No entanto, a implementacao
de modelos com filtros numéricos e para simular os fenémenos fisicos referidos anteriormente
esta planeada para o futuro préximo.

O programa DOLFWAVE j4 inclui esquemas numéricos para simular os problemas seguintes:

i) Modelos para a propagagdo e a geragdo de ondas maritimas de superficie longas e
unidireccionais a uma dimensao horizontal em zonas de pequena profundidade;

it) Modelos do tipo Boussinesq para ondas maritimas de superficie moderadamente longas
e com pequena amplitude em zonas de pequena profundidade.
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Os modelos mencionados na alinea i) sdo os seguintes:

e O modelo de Korteweg-de Vries (KdV) que consiste numa equagéo com derivadas parciais
de terceira ordem com respeito as varidveis espaciais para a elevacao da superficie da
onda. A discretizagdo da equagio com respeito a variavel espacial é efectuada usando-
se o método de Galerkin de elementos finitos continuo/descontinuo com termos de
penalizagdo (C/DG-FEM) com elementos de Lagrange Pa;

e O modelo de Benjamin-Bona-Mahony (BBM), também conhecido por modelo regulari-
zado de onda longa (RLW), o qual apresenta melhores propriedades dispersivas do que
as do modelo KdV. A equagéo diferencial do modelo BBM contém apenas derivadas de
segunda ordem com respeito a variavel espacial. A discretizacdo da equagdo com respeito
a variavel espacial é realizada usando-se um método de elementos finitos continuos com
elementos de Lagrange P; ou Ps.

Na aplicagao DOLFWAVE, consideramos os modelos do tipo Boussinesq seguintes:

e O modelo de ZTC estendido, o qual é baseado num sistema de equagoes com derivadas
parciais de segunda ordem com respeito a varidvel espacial. As fungoes incoégnita destas
equagoes sdo a elevacao da superficie da onda bem como o potencial da velocidade do
fluido. A discretizagdo das equacoes com respeito as varidveis espaciais é implementada
usando-se um método de elementos finitos continuos com elementos de Lagrange P; ou
Po;

e Uma extensdo do modelo proposto por Chen e Liu (1994) de forma a incluir efeitos
dissipativos, diferentes formas de geracdo de ondas assim como propriedades dispersivas
melhoradas. Este modelo é baseado num sistema de equacdes com derivadas parciais de
quarta ordem com respeito as variaveis espaciais. As fungoes incégnita deste modelo sao
a elevagao da superficie da onda e o potencial da velocidade do fluido. A discretizacéo das
equagoes com respeito as varidveis espaciais é realizada usando-se o método C/DG-FEM
com elementos de Lagrange Po.

Um esquema de predi¢ao-correccdo inicializado por um esquema explicito de Runge-
-Kutta é usado para a integragao das equagoes no tempo. Estes esquemas sdo mais simples
de implementar e requerem um menor tempo de calculo computacional do que no caso da
utilizacdo de esquemas implicitos. No entanto, os métodos aqui usados sdo mais susceptiveis
a instabilidades numéricas e requerem passos de tempo mais pequenos.

Usamos a linguagem do cédigo UFL para a declaragao da discretizacdo por elementos
finitos das formas variacionais relacionadas com os modelos mencionados atras (ver os ficheiros
UFL em dolfwave/src/1lhdisforms, dolfwave/src/1hdforms e dolfwave/src/2hdforms).
Estes ficheiros sao compilados usando-se o programa FFC para gerar o codigo C++ respeitante
a discretizacao por elementos finitos das formas variacionais. O programa DOLFWAVE é baseado
na interface DOLFIN 1.0 para gerar e resolver todos os sistemas de equagdes relacionados com
o método dos elementos finitos.

Note-se que o c6digo DOLFWAVE estd disponivel em https://launchpad.net/dolfwave.
Algumas rotinas sdo incluidas de forma a gerar cdigo C++ para o tratamento de condigoes de
fronteira e para as fungoes de fonte. Codigo para auxiliar a visualizacio e a andlise de dados é
também parte da aplicacdo. O pds-processador Xd3d ¢ usado nalguns casos para a visualizagao
dos resultados numéricos (ver http://www.cmap.polytechnique.fr/~jouve/xd3d/). Por
ultimo, referimos que o programa DOLFWAVE inclui um grande nimero de demonstracoes
respeitantes aos modelos implementados (ver dolfwave/demo). Os exemplos numéricos
apresentados neste capitulo estdo incluidos nestas demonstracoes.
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2.3 Deducao do modelo

Consideramos um escoamento irrotacional de um fluido incompressivel e inviscido modelado
pelo conjunto de equagoes seguinte:

ou P

ou VU=~V [ , 2.1
(,%—i-(u Vayz)u Vy<p+gz> (2.1a)
Vayz xu =0, (2.1b)
vryz -u = 0, (210)

onde u ¢ o vector velocidade do fluido, P a pressdo, g a aceleragdo da gravidade, p a densidade
do fluido, ¢ o tempo e o operador diferencial V. é dado por V., = (%, 8%? %). Para além
disso, adoptamos um referencial Cartesiano com os eixos ox e oy no nivel da agua em repouso
e o eixo dos oz dirigido para o exterior da regido ocupada pelo fluido (ver figura 2.3). O
dominio do fluido é limitado pelo fundo do mar descrito por z = —h(z,y,t) e pela superficie
livre da onda dada por z = n(z,y,t). Na figura 2.3, L, A e H sdo os valores caracteristicos

do comprimento da onda, da amplitude da onda e da profundidade da regido ocupada pelo

fluido, respectivamente. Note-se que a derivada material é denotada por %.
ZA
D L
ﬁt( n(z,y,t)) =0 ' /—5@(%9775)
O/fﬂ\ -
%(Z—i‘h((l},y,t))zo Z:—h(flf,y,t)
z=—H
& BN

Figura 2.3: Representacio esquematica de um corte longitudinal da regido ocupada pelo fluido.
Note-se que o fundo impermeavel do oceano e a superficie da onda maritima sao também
ilustrados.

Da hipétese de irrotacionalidade do escoamento de um fluido (ver (2.1b)), podemos
introduzir a func¢do potencial da velocidade do fluido ¢(z,y, z,t) para obter a equacao de
Bernoulli 5 P

ai; + %meng Vg0 + > +gz=f(t), (2.2)
onde u = Vyu.¢(z,y,2,t) e f(t) representa uma fungao arbitraria de integracdo. Note-se
que se ¢ for redefinido por ¢ + [ f(t)dt a equagdo (2.2) pode ser rescrita sem esta fungao
arbitraria de integragdo denotada por f(t). Da condigdo de incompressibilidade do fluido
(ver (2.1c¢)) podemos mostrar que o potencial da velocidade do fluido satisfaz a equagao de
Laplace seguinte:
¢

2 _— =
V¢+822

0, (2.3)

onde o operador diferencial denotado por V é dado por V = (%, a%). Para que o problema

possa ficar bem posto, algumas condigoes de fronteira devem ser satisfeitas, as quais sdo dadas
do modo seguinte:
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i) a condi¢ao de fronteira cinemética imposta na superficie livre da onda:

¢ _ On
62: at + QS 777 z 77’ ( )
it) a condigao de fronteira cinematica imposta no fundo impermeavel da regido ocupada
pelo fluido:
0¢ Oh
e Vh) = ——=' 2= —h; 2.
L (Ve Vh) = =5l 2= b (2.5)
ii7) a condicao de fronteira dindmica imposta na superficie livre da onda:
¢ 0¢
X vty <|V<z>\2+ () >+D(¢> 0, z=m, (26)

onde D(¢) é um termo dissipativo (ver, e.g., Dutykh e Dias (2007b)). Aqui assumimos que
este termo dissipativo é da forma seguinte:

0%¢

D(gb)zyﬁa

(2.7)
em que a viscosidade cinemética é dada por v = ji/p sendo [ o coeficiente de viscosidade,
também designado por viscosidade dindmica do fluido. Note-se que nao existe perda de
energia em fenémenos fisicos descritos por modelos nao dissipativos. Este facto ndo é aceitdvel
do ponto de vista da Fisica, uma vez que o fluxo de particulas de um fluido real é sempre
acompanhado por uma perda de energia.

Usando a equacdo de Laplace (2.3) é possivel rescrever (2.7) na forma D(¢) = —vV2¢.
Na literatura, podemos encontrar termos andlogos aquele dado por (2.7), os quais foram
adicionados as condi¢oes de fronteira cinematica e dinamica de forma a simular a absorcdo da
energia das ondas maritimas de superficie em algumas zonas perto da fronteira do dominio
computacional. Estes termos estao relacionados com as camadas de esponja e, como se vera
mais a frente, podem ser usados para modificar algumas propriedades dispersivas do modelo
proposto.

Uma descri¢do mais detalhada das equagoes diferenciais apresentadas anteriormente pode
ser encontrada nos livros de Whitham (1974) e de Johnson (1997).

2.3.1 Modelos convencionais

Nesta subseccdo, apresentamos um sistema genérico do tipo Boussinesq baseado numa formu-
lacdo que tem como fungoes incognita primarias a elevagao da superficie da onda maritima e
o potencial da velocidade do fluido. Com o objectivo de transformar as equagoes (2.2)—(2.7)
numa forma adimensional, introduzem-se as escalas seguintes (ver figura 2.3):

1 z tv/gH n Ho h
(‘/'E 7y) L(x?y)7 z H? L 9y "7 A? ¢ ALF H ( 8)
Para além disso, consideram-se os pardmetros fisicos seguintes:
H A
= — = —. 2.
p=To =g (2.9)

Nas duas tltimas equagoes dadas por (2.9), u é o pardmetro de onda longa e € é designado por
parametro de onda de pequena amplitude. Note-se que os parametros € e u estdo relacionados
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com os termos nao lineares e com os termos dispersivos das equagoes, respectivamente. No
que segue, salientamos que as varidveis adimensionais sao apresentadas sem o asterisco de
forma a simplificar a escrita das equagoes.

Em geral, a abordagem do tipo Boussinesq consiste em transformar um problema tridi-
mensional (3D) num problema bidimensional (2D). Esta redugao dimensional do problema
pode ser realizada através do desenvolvimento do potencial da velocidade do fluido numa série
de Taylor em termos da coordenada z. Usando-se a equacdo de Laplace, escrita na forma
adimensional, pode-se mostrar que o potencial da velocidade do fluido é dado pela expressio
seguinte:

400 Z2n ) ) zZnJrl ) )
QS(l',y,Z,t) = Z:%) ((_1)71 (2n)'.u Y n¢0($ayat) + (—1)nmﬂ Y nqbl(mvyvt)) )
(2.10)

em que

$0 = ¢ =0, 1= <gf) 2=0- (2.11)

Por sua vez, ¢1 pode ser escrito em termos de ¢y usando-se desenvolvimentos assimptdticos,
técnicas de aproximagoes sucessivas assim como a condi¢ao de fronteira cinematica imposta
no fundo impermeéavel da regiao ocupada pelo fluido (ver Chen e Liu (1994) e Zhao et al.
(2004)). Neste trabalho, assumimos sem perda de generalidade que os termos nao lineares e
os termos dispersivos estao relacionados pela equacao seguinte:

% =0(1l)compu<lee<l. (2.12)

€
Note-se que o niimero de Ursell ¢ definido por U, = —;, o0 qual desempenha um papel funda-

mental na escolha das aproximagoes feitas na deducao dos modelos. Diferentes aproximacoes
podem corresponder a diferentes fendmenos fisicos. O regime descrito por ondas modera-
damente longas e de pequena amplitude em zonas de pequena profundidade, modelado por
equagoes fracamente nao lineares, é caracterizado por (2.12) (O(/ﬂ) =0O(e), i.e., 12[—22 ~ %)
As equacoes de Boussinesq tém em conta os efeitos ndo lineares e de dispersao associados
aos termos dominantes de ordens ¢ e p?, respectivamente. Quando € > u?, as equacoes de
Boussinesq reduzem-se as equacoes de Airy. Por outro lado, quando ¢ < u? as equacdes
de Boussinesq reduzem-se as equacoes linearizadas para descrever fenémenos fracamente
dispersivos. Finalmente, a equacio linear classica das ondas é obtida quando ¢ — 0 e u?> — 0
(ver, e.g., Mei et al. (2005)).

Um modelo composto por equagoes diferenciais de sexta ordem com respeito as variaveis
espaciais é obtido se ¢1 for desenvolvido assimptoticamente em termos de ¢ e preservando
todos os termos até & ordem O(u%), inclusivamente. Assim, as condicdes de fronteira cinematica
e dindmica impostas na superficie livre da onda sao rescritas na forma assimptética do modo
seguinte 2:

on 1 g2 9 6
5 TEV” (Vo) — ﬁ@bl t5 V- ("Vé1) = O(n”), (2.13a)
9%0 991 € 2 2 _
o T TS [Vol” +e°Vao - nVer
g
— V2o + 272& + D(¢o, ¢1) = O(u®), (2.13b)

2Note-se que D é aqui considerado na forma adimensional.
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em que ¢ é dado por
4
1 = —;ﬁv (Vo) + =V - (WV00) = - (W2V2 - (hV0)) -

_ mv (h*V°a0) +’;zv (n*v* (hwo)) + £V~ G GENE

6 2 2,2
R (22 (p2v2. _ @Ot 25 9N
v (hv (hv (W%))) A (h Vo)t

2 4
Y (i 33h> et ( (z ah» s
+ (hvat S (9 (9S))) o). (214)

- : oh .
Para obter a equagdo (2.14), assumimos que Fri O(e) (ver Dutykh e Dias (2007b)).

2.3.2 Modelo com equagoes diferenciais de segunda ordem

Essencialmente, as equagoes com derivadas parciais de segunda ordem com respeito as variaveis
espaciais sdo obtidas sob a hipdétese de pequena variacdo do fundo. Mais concretamente,
apenas os termos de ordem O(h, Vh) sao preservados. Por sua vez, este modelo apenas contém
termos nao lineares de ordem O(g). De facto, o modelo ZTC estendido é escrito retendo, no
desenvolvimento assimptoético de ¢, apenas termos até & ordem O(u®), inclusivamente.

De acordo com estas suposigoes, as equagoes (2.13) e (2.14) podem ser escritas do modo
seguinte:

S+ eV (1700 — 501 = O, (2.15a)
8;;” +n+ = yv¢0| —v*eV3¢y = O(u®), (2.15b)

em que v* = vvVH/(AL/g) e

b= Y (h500) + 5 (h3v3¢ )~ B (1 (e -

2 u? Oh
e RO — 268 hAIVh - Vi — T+ O(u). (2.16)
15 e Ot
Assim, estas equagOes estendidas sdo escritas da forma seguinte:
o W -y 22 1 on,, 10k
5t + V- [(h+en)VP| - ?V [h Vat] h \Y o 5V : [hV(hg)] ~ o
(2.17a)
o 2 * 2
a+f|V<I>| —i—n——hV (hVn) — v*eV=d = 0, (2.17b)
sendo ® o potencial transformado da velocidade do fluido dado por
o h
® = ¢o+ 4’ 5V (hVeo). (2.18)
As equagdes (2.17) escritas na forma dimensional sdo dadas por
on 1 90N aenOn 1 on oh
— ] — =V — - — =—— 2.1
8t+v [(h+n)VP] 2V [h V@t]+ hV TR [hv<h8t)] 5 (2.19a)
0P 1
5 ﬂV(I)]Q + 91— 29hV - (hVn) = V2o = 0. (2.19b)
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Por sua vez a equagao (2.18) é rescrita como segue:

h
b = g+ BV - (hV¢y). (2.20)
Neste contexto, a utilizacdo do potencial transformado da velocidade do fluido tem duas

vantagens importantes (ver Zhao et al. (2004)):

i) a ordem das derivadas com respeito as variaveis espaciais é reduzida para 2;

i1) as propriedades dispersivas deste modelo sdo andlogas as do modelo BEV desenvolvido
por Nwogu (1993) assim como as do modelo BEP proposto por Chen e Liu (1994).
Referimos que estes dois ultimos modelos, mencionados anteriormente, contém derivadas
de terceira e quarta ordem com respeito as varidveis espaciais, respectivamente.

2.4 Relacao de dispersao linear

Uma das propriedades mais importantes de um modelo para a geracdo e a propagacgao de
ondas maritimas de superficie é descrita pela relagdo de dispersao linear. A partir desta relagdo
podem-se deduzir as velocidades de fase e de grupo assim como o gradiente de empolamento
da onda.

Salientamos que a relagao de dispersao de um modelo linearizado para ondas maritimas
de superficie deve estar em concordancia com a relagdo de dispersao proveniente do modelo
linear de Airy.

Nesta secgio, seguimos o trabalho de Dutykh e Dias (2007b). Referimos ainda que apenas
apresentamos a versao generalizada da relagdo de dispersao do modelo ZTC estendido com
os termos dissipativos mencionados anteriormente (ver (2.19)). De forma andloga, podemos
também incluir outros termos para descrever a absorcao da energia das ondas, os quais sao
usados para definir camadas de esponja introduzidas em determinadas zonas do dominio
computacional.

Para simplificar o problema, apenas o modelo a uma dimensao horizontal é considerado.
Com o objectivo de deduzir a relacdo de dispersao, consideramos agora que a elevacao da
superficie da onda maritima e que o potencial da velocidade do fluido sdo descritos pelas
ondas harménicas seguintes:

n(z,t) = ae'Fr=b), (2.21a)
B(x,t) = —bielkr—wt), (2.21D)

onde a é a amplitude da onda, b a magnitude do potencial transformado da velocidade do
fluido, k = 2w /L o ntimero de onda e w a frequéncia angular. A relagao de dispersdo pode ser
deduzida introduzindo as equagoes (2.21) no modelo de ZTC estendido (ver (2.19)) com o
termo dissipativo extra D e assumindo-se que a profundidade da regido ocupada pelo fluido é
constante. Deste modo obtemos a equagao seguinte:

1+ & (kh)?

2 2
Y I T 2 (k)2

+ ivwk? = 0. (2.22)

A relacio de dispersdo dada pela tltima equacdo é precisa até & ordem O((kh)*) ou O(u*)
quando comparada com o desenvolvimento de Padé de ordem [2,2] da equagao seguinte:

h(kh)

t
w? — ghk? ankh + ivwk? = 0. (2.23)
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De facto, a equagdo (2.23) é a relagdo de dispersdo do problema completamente linear
proveniente da teoria de Airy.

A partir de (2.22), a velocidade de fase C), = %

, para este modelo de ZTC estendido com
termos dissipativos, é dada por

2 vk\? (1+ $5(kh)?)
Cp=——+ J - (2) + ghué’W. (2.24)

Na figura 2.4, podemos observar a parte real positiva de (Cp /N gh) como uma fungao de kh

para os modelos seguintes: teoria completamente linear (C.L.), Zhao et al. (ZTC), teoria
completamente linear com dissipac¢ao (C.L._D) e o modelo melhorado ZTC com um termo
dissipativo (ZTC_D).

--- GC.L
--. ZTC
— CLDwy—014m?s ! ||
— ZTICDwy =014m?*s™!
ZTCD 1y =021 m2 s ||

w
—_
@r
—_
wt
o
(=]

Figura 2.4: Parte positiva de Re (Cp/\/gh) em funcao de kh para varios modelos.

Os dois modelos dissipativos, C.L._ D e ZTC_D com v; = 0.14m?s™!, admitem ntimeros de
onda criticos k1 e k2 (k1 < k2) tais que as partes positivas de Re (Cp / \/ﬁ) sdo nulas para
k > k1 e k > ko, respectivamente (ver figura 2.4). Note-se que o valor de v no modelo ZTC_D
pode ser optimizado de forma a que se tenha k1 = ka. De (2.23), Re (Cp/\/gTz) é zero para

tanh (k1h)

2

kS = 4g : (2.25)
Deste modo, os valores de k1 para o modelo C.L.__ D podem ser obtidos de forma a que as ondas
de menor comprimento nao se propaguem para valores fixos de h e de v = v;. Considerando
agora a parte real de (2.24) igual a zero, tem-se que

h 1+ L (kh)?
SIEIL (i tA I 2.26
v k2 \ 1+ 2(kh)? (2.26)

O valor correspondente de v = v, respeitante ao modelo ZTC__D, pode ser obtido inserindo
o valor de k; dado por (2.25) em (2.26). De facto, a partir deste valor de v = v, as ondas de
menor comprimento nao se propagam.
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Assim como em Dutykh e Dias (2007b), escolhemos v; = 0.14m?s™!. Através da figura 2.4
pode-se concluir que se nos modelos C.L._ D e ZTC_D as viscosidades cineméticas forem
v1 = 0.14m?s7 ! e v, = 0.21 m?s™ !, respectivamente, entdo ki = ko = 12.6 m~! para h = 1 m.
Neste caso, o decaimento no tempo das solu¢des do modelo ZTC__D é mais acentuado do
que no modelo C.L._D. Algumas instabilidades geradas pelas ondas de menor comprimento
podem ser assim eliminadas optimizando os valores da viscosidade cinemaética.

Em geral, as relagoes de dispersao podem ser melhoradas usando transformagoes analogas
aquela dada por (2.20) ou entdo avaliando o potencial da velocidade do fluido em z = —ah
(a € ]0,1]) (ver Bingham et al. (2009), Madsen e Agnon (2003) assim como Madsen et al.
(2003)).

2.5 Meétodos numéricos

Iniciamos esta seccao referindo que os métodos numéricos descritos a seguir podem ser vistos
com mais detalhe no relatério de Lopes (2007).

Para simplificar o problema, apenas o sistema de equagoes diferenciais dado pelas equa-
¢oes (2.19) é considerado sem termos dissipativos nem fungoes de fonte. Assume-se ainda um
fundo estacionério da regiao ocupada pelo fluido.

A formulacao variacional destas equagbes pode ser escrita da forma seguinte:

dn 2y on 2
mﬁl dxdy+2/h (m) V9, dzdy — / ( ) V(h29:) dz dy+
1 on Oh On B
+ 15 | 0V (hat) v, dxdy—— [ 570 ds = (2.27a)
0 , 0 (O
:/(h+n)V<1>~Vz91dxdy—/(h+n)a—191ds+5/h ) oy ds,
Q

d 1
%tﬂg dedy = —5/ VO [29y da dy —g/ nYe dzdy—
@ @ (2.27b)

_9 . 9 [ 201
5/th17 V(hy) da dy + 15/Fh L9, ds,

onde as fungdes incognita n e ¢ representam a elevagdo da superficie da onda maritima e
o potencial transformado da velocidade do fluido. As funcgoes teste denotadas por ¥ e ¥
sdo definidas em espagos apropriados. Nas equagdes (2.27), o dominio computacional e a sua
fronteira sdo denotados por €2 e I, respectivamente. O vector unitdrio normal a I e dirigido para
o exterior de €2 é denotado por n. A integracao das equacoes diferenciais no tempo é realizada
através de um esquema de predig¢ao-correcgado com inicializagdo dada por um método explicito
de Runge-Kutta. Estas rotinas estdo implementadas no c6digo DOLFWAVE nas classes PredCorr
e RungeKutta (ver dolfwave/src/predictorcorrector e dolfwave/src/rungekutta).

Note-se que a discretizagdo das equagoes (2.27) pode ser escrita na forma seguinte:
MU, =F(t,U), (2.28)

on 09
ot’ ot
é dada pelos primeiros membros de (2.27), enquanto que o vector F esta relacionado com
os segundos membros das mesmas equacdes. Desta forma, o método de quarta ordem de

onde U; e U referem-se a ( ) e (n,®), respectivamente. A matriz dos coeficientes M

24



Adams-Bashforth-Moulton pode ser escrito como segue:

0 At
MU, = MU, + 51 135F (tn, Un) = 59F (tu1, Un 1) + 3TF (tn-2, Un—2) = 9F (tu-3, Un-)],
(2.29a)

1 At 0
MU, = MU, + 57 9F (s, USC)) + 19F (t, Up) — 5F (£ 1, Un—1) + F(tn_2, Un_s)],
(2.29b)

onde At é o passo de tempo, t, = nAt (n € N) e U, é o valor de U avaliado em t,.

Os valores preditos e corrigidos de U, sdo denotados por UT(LO) e UT(LU, respectivamente. A
equagao (2.29b), relativa ao passo de correcgdo, pode ser iterada sucessivamente em funcao de
um erro predeterminado entre passos de tempo consecutivos. Para mais detalhes sobre estes
métodos numéricos, referimos, e.g., Hairer e Wanner (1991) ou Lambert (1991).

A discretizacdo da formulacao variacional com respeito a varidvel espacial das equa-
¢oes (2.27) com termos dissipativos e uma funcao de fonte é declarada no ficheiro UFL (ver
dolfwave/src/2hdforms/Zhao.ufl). Esta discretizacdo é obtida através da utilizacio de
elementos de Lagrange Py e o seu cédigo é apresentado como segue. 3

# Linear Lagrange element in triangles
P=FiniteElement ("Lagrange" ,triangle, 1)
# Product space for basis functions
Th=P*P

# eta_t: time derivative of the surface elevation
# phi_t: time derivative of the velocity potential
(eta_t,phi_t)=TrialFunctions(Th)

# p: test function for eta_t
# q: test function for phi_t
(p,q)=TestFunctions(Th)

# Surface elevation
eta=Coefficient (P)

# Transformed Velocity potential
phi=Coefficient (P)

# Depth function
h=Coefficient (P)

# Gravity acceleration
g=Constant (triangle)

# Several types of sponge layers are considered
# Viscous frequency coefficient of eta
sp_eta=Coefficient (P)

# Viscosity coefficient of Laplacian of eta
sp_lap_eta=Coefficient (P)

3Por se tratar de uma transcricdo do c6digo incluido na aplicacio DOLFWAVE, optamos por manter em Inglés
os comentarios nele inseridos.
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# Viscous frequency coefficient of phi
sp_phi=Coefficient (P)

# Viscosity coefficient of Laplacian of phi
sp_lap_phi=Coefficient (P)

# Source function for the surface elevation equation
srceta=Coefficient (P)

# Normal Vector for boundary contributions
n=P.cell().n

# Bilinear form declaration for M

# Contribution from the surface elevation equation
al0=eta_t*p*xdx

al=(1./2.)*inner (h*h*grad(eta_t) ,grad(p))*dx
a2=-(1./6.0)*inner(grad(eta_t) ,grad (h*h*p)) *dx
a3=(1./15.0)*inner (h*xgrad (hxeta_t) ,grad(p))*dx

# Boundary contribution
a4=-(1./15.)*h*inner(grad(h) ,n) *eta_t*pxds

# Contribution from the velocity potential equation
ab=(phi_t*q) *dx

# a: bilinear form
# See ’dolfwave/src/formsfactory/bilinearforminit.cpp’
a=a0+al+a2+a3+ad+ab

# Linear Variational form declaration for F(t,U)
# Contribution from the surface elevation equation
10=inner (((h+eta))*grad (phi0) ,grad(p) ) *dx

# Contribution from the velocity potential equation
11=-(1./2.)*inner(grad(phi0) ,grad (phi0))*q*dx
12=-g* (etax*q) *dx
13=-g*(1.0/15.0) *inner (h*grad(eta) ,grad (h*q) ) *dx

# Sponge layers contributions
14=-sp_eta*eta*p*dx-sp_lap_eta*inner (grad(eta),grad(p))*dx
15=-sp_phi*phiO*q*dx-sp_lap_phi*inner (grad(phi0) ,grad(q))*dx

# Source function for the surface elevation equation
16=srceta*p*dx

# L: linear form
# See ’dolfwave/src/formsfactory/linearforminit.cpp’
L=10+11+12+13+14+15+16
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2.6 Geracao de onda

Nesta sec¢ao, alguns dos mecanismos fisicos responsaveis pela geracdo de ondas maritimas de
superficie sdo apresentados. Note-se que a abordagem da geracao de onda por meio de um
fundo impermedavel e moével é til para os casos de ondas geradas por actividades sismicas. No
entanto, alguns problemas da Fisica estao relacionados com outros mecanismos de geragao
de onda. Para simplificar o problema, apenas mecanismos que geram ondas maritimas de
superficie ao longo da direccao do eixo ox sdo considerados.

2.6.1 Condicgoes iniciais

A forma mais simples de induzir uma onda num certo dominio computacional consiste na
implementacao de uma condigdo inicial apropriada. Esta forma é usualmente designada por
geragao passiva. Um caso tipico e 1til é a indugdo de uma onda solitaria dada por

n(z,t) = ay sech?(kx — wt) + dgsech® (kx — wt) em t = 0s, (2.30)

u(z,t) = dgsech?(kx —wt) em t = 0s, (2.31)

onde os parametros a; e dg sdo as amplitudes das ondas e a3 é a magnitude da velocidade
do fluido na direc¢ao do eixo ox. Note-se que a onda solitdria dada por (2.30) e (2.31), mas
para todo t > 0s, foi apresentada como solugdo do modelo estendido de Nwogu em Wei et al.
(1995) bem como em Walkley (1999).

As fungbes ®* e n* podem ser determinadas através de (2.17) assumindo-se um fundo
constante da regido ocupada pelo fluido (h* = % = 1) bem como desprezando o termo

dissipativo (v* = 0). Isto deve-se ao facto de se usar uma formulagio baseada no potencial da
velocidade do fluido. Introduzimos aqui uma transformacao de Galileu £* = z* — ¢*t* assim

como as escalas seguintes:
c €
c = e ==, 2.32
e €= (2:32)
em que c¢* é a velocidade de propagacao da onda na forma adimensional. Note-se que
usando (2.17b) resulta

oP*
*=— O(1?). 2.33
U 5 T OW) (2.33)
De (2.17) e (2.33) e usando-se a transformacao de Galileu assim como uma técnica de
substitui¢do recursiva obtém-se a equagdo de ordem O(u?, ) seguinte:

d?o* 9 do* d?e* 1 .o ,d*®*

—— (1 —c**) + 3ec* " u? = 0. 2.34

df*Z ( ) + dé* d£*2 3 2 d£*4 ( )
Integrando a equacao anterior com respeito a £* e assumindo-se que no limite ?1?: = ?ji‘f; =0
quando |£*| — 400 resulta uma determinada equacdo para o potencial transformado da

d2o*
d£*2 9
respeito a £* e impondo-se as condigoes de fronteira referidas anteriormente juntamente com

velocidade do fluido. Multiplicando-se esta equacao por 2

integrando-se novamente com

a condigdo que no limite % = 0 quando [£*| — +00, temos que
4\ 2 ) dd\3 1, ., [(d20*)?
1-c* * —uct = 0. 2.35
(df*) (1—=c")+ec <d§*> +3,uc @ 0 (2.35)
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Assumindo-se uma solu¢ao da forma seguinte:

do*

a© = agsech?(a &) (2.36)
e usando-se (2.35), temos que
*2 _ +4/3(c*? =1
1
as = ¢ e a4 = ¥ (2.37)
ec* 2uc*

Integrando-se (2.36) com respeito a £*, temos que

o*(¢*) = Ltanh(as”) + K1, (2.38)

a4

em que K; é uma constante real e arbitraria de integragdo e ¢* € R\[-1,1]. Usando-
se (2.17b), (2.33) e a respectiva transformagcao de Galileu £* = z* — ¢*t* assim como (2.36)
e (2.37) resulta a expressdo para a elevagdo da superficie da onda seguinte:

1*(€%) = a1 sech?(aa€”) + az sech (aq€”), (2.39)

em que aj € as sdo dados por
1

4 2
a1 = as <c* + 15M26*2ai> e as = —as (25a3 + 5c*u2ai> . (2.40)

Deste modo, usando-se (2.8), (2.9), (2.32), (2.37) e (2.38) o potencial transformado da veloci-
dade do fluido na forma dimensional é dado pela expressao que segue:

B(w,t) = :I:QH\/B(? —gH) tanh (iVS(CQ_g}I) (z — ct)) + KIW_ (2.41)

2Hc

Por outro lado, usando-se (2.8), (2.9), (2.32), (2.37), (2.39) e (2.40) a elevagao da superficie
da onda maritima na forma dimensional é dada pela equacao seguinte:

2 oH 2 —gH
n(x,t) = dysech? (:tg((;Hcg) (x — ct)) + Ggsech? (i?)(CQHcg) (x — ct)) , (2.42)

onde a7 e a9 sao dados por

(¢ —gH) (5gHe + VgH(* —gH)) . =8(c* —gH)* (2.43)
5g°Hec 10gc? ‘ ‘

dlz ag =

Note-se que (2.41)—(2.43) sao validas para t > 0s. Entao pode-se definir aqui uma condigéo
inicial homdéloga aquela expressa pelas equagoes (2.30) e (2.31), a qual é definida pelas
equagoes (2.41)—(2.43) para t = 0s.

2.6.2 Onda incidente

A inducao de ondas por meio das condigoes de fronteira pode ser considerada para a geragao
de ondas dependentes do tempo. Este processo requer que a elevacao da superficie da onda
bem como o potencial da velocidade do fluido satisfacam condigoes de fronteira apropriadas,
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e.g., condigoes de Dirichlet ou condi¢gdes de Neumann. Um dos casos mais simples é a indugao
de uma onda periédica dada por

n(z,t) = asin(kx — wt), (2.44)

O(x,t) = —% cos(kr — wt) + K¢(t), (2.45)

em que ¢ é a magnitude da velocidade da onda e K¢(t) é uma funcao de integragao dependente
do tempo. Esta funcdo K;(t) tem de satisfazer a condicdo inicial do problema. Note-se
que os parametros a, ¢, k e w nao sao arbitrarios. Mais especificamente, k e w devem estar
relacionados pela relagao de dispersao dada pela equagao (2.22) sem termos dissipativos. Por
outro lado, ¢ é dado pela expressao seguinte:

¢ aw 2 9
. (1 2 (k) ) . (2.46)

A sobreposicao de ondas pode também ser considerada como solugdes do problema completa-
mente linear assumindo-se que o fundo do oceano é constante.

2.6.3 Funcao de fonte

No trabalho de Wei et al. (1999), uma fungao de fonte foi apresentada para a geragdo de ondas
maritimas de superficie. Esta funcao de fonte foi obtida usando transformadas de Fourier
e funcdes de Green, para resolver as equagoes linearizadas e ndo homogéneas dos modelos
de Peregrine (1967) e de Nwogu (1993). Este procedimento matematico pode ser adaptado
neste trabalho com vista a deducao de uma funcao de fonte analoga.

Consideramos uma onda Gaussiana monocromatica gerada pela func¢ao de fonte seguinte:

S(z,t) = D*eBle—ws)? cos(wt), (2.47)

com D* dado por

. VB (k2/(48)) 2 13,3
Df = ~—— — . 2.4

Nas expressoes anteriores x5 € a linha central da banda de geracgao associada a funcao de fonte
enquanto ( é o pardmetro associado a largura da banda referida (ver Wei et al. (1999)). Note-se
que a fungao de fonte S(x,t) deve ser adicionada ao segundo membro da equacao (2.19a).

2.7 Fronteiras reflexivas e camadas de esponja

Consideramos mais dois tipos de fronteiras:

i) fronteiras totalmente reflexivas;
it) camadas de esponja.
O primeiro caso é modelado pelas equagoes seguintes:

00 _ . o _

=0 ¢ 0 emT, (2.49)

em que [' é a fronteira do dominio computacional €2 e n é o vector unitdario normal a I" e
dirigido para o exterior de £2. O segundo caso fica definido através da introdugao de um termo
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extra e artificial, designado usualmente por camada de esponja, o qual é dado por vV?®
(ver (2.19b)). Para além disto, as condigoes de fronteira dadas pelas equagoes (2.49) devem
ainda ser satisfeitas. Este termo extra actua numa vizinhancga da fronteira I'. Desta forma, a
energia associada aos fenémenos de reflexdao das ondas pode ser controlada. Podemos também
prevenir os fenémenos de reflexdes indesejadas junto as fronteiras bem como evitar interaccoes
complexas entre ondas. Os efeitos de dissipagdo da energia originados pelo rebentamento das
ondas podem também ser simulados.

De facto, uma camada de esponja é um subconjunto 2g de €2 onde os efeitos dissipativos
de energia sao considerados por meio da inclusdo de um termo extra nas equagoes diferenciais.
Como mencionado anteriormente, o sistema de equacoes diferenciais pode incorporar diversos
termos extra para descrever a absorcdo da energia da onda, como aquele termo incluido no
modelo dissipativo aqui estudado (ver (2.19b)). Assim, o coeficiente de viscosidade cinemaética
v pode ser descrito por uma funcéo com a forma seguinte:

07 (xay)¢957
v(z,y) = dog—d@y)\ "2 2.50
wy)=1 (femye (250
ni e_1 ) (xay)6957

onde np e ng sdo, em geral, pardmetros experimentais, do ¢ o didmetro da camada de esponja,
d(x,y) designa a funcdo que representa a distancia entre um ponto (z,y) € Qg e a intersecgao
de I' com a fronteira de Qg (ver, e.g., Walkley (1999)).

2.8 Analise da estabilidade do problema linearizado

Nesta seccao, uma analise matricial da estabilidade do modelo ZTC linearizado é realizada
assumindo-se um problema a uma dimensao horizontal e um fundo impermeavel independente
do tempo. Os procedimentos mateméticos desenvolvidos por Lgvholt e Pedersen (2009) séao
aqui adoptados para o estudo da estabilidade do sistema de equacoes discretizadas com respeito
a varidvel espacial usando-se o método dos elementos finitos. Apenas malhas uniformes sdo
consideradas para a andlise da estabilidade apresentada a seguir. O modelo convencional
baseado numa formulacio do potencial médio da velocidade do fluido investigado por Lgvholt
e Pedersen (2009) é também aqui usado como referéncia para comparagao. Condigoes de
fronteira completamente reflexivas sdo consideradas em ambos os modelos.

Comecgamos por assumir solugées com varidveis separaveis para a elevagao da superficie
da onda maritima e para o potencial transformado da velocidade do fluido na forma seguinte:

n(z,t) = e“ti(z), ®(x,t) = “td(x), (2.51)

onde w designa a frequéncia angular que pode tomar valores reais ou complexos. Nas equagoes
do modelo ZTC linearizado, as derivadas com respeito ao tempo da elevagao da superficie da
onda e do potencial transformado da velocidade do fluido, i.e., % e %—‘f, podem ser substituidas
por iwn e por iw®P, respectivamente. Isto deve-se ao facto das solugoes serem dadas na forma
descrita por (2.51). Utilizando-se (2.51) e (2.27) assim como substituindo-se % e & pelas
suas aproximagcoes por elementos finitos obtém-se um problema de valores préprios da forma
seguinte:

(K + iwM)U = 0, (2.52)

em que K é a matriz de rigidez relacionada com os segundos membros das equagoes (2.27),
enquanto M é a matriz de massa dada pelos primeiros membros das mesmas equacgoes. Este pro-
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blema é resolvido usando-se a interface DOLFIN para as bibliotecas SLEPc. O cédigo de demons-
tragdo para este problema de valores préprios esta disponivel em dolfwave/demo/stability.

Note-se que no caso particular em que se considera um fundo impermeével constante, o
problema (2.52) é descrito pelo conjunto de equagdes semi-discretas que segue:

H. H.  [(Az 2H?)\ Az 2 H?\

m®1_m¢2_z“[<3+5m2> m+<6_5A:c2> 772] =0 (2.532)
Az H? Az H? Az . Az

—g— =g | 7 == —iw [ P1+ — Dy ) = 2.53b

<93 915Ax>m+<g6+915A> " M(s 1T 2) 0. (2530)

H /. A 2H .
~As (ijfl + (I)j+1) + E‘E-

, Az 2 H*\ | Az 2 H? R ,
_Ml2<3+5Ax2>m+<6 5A:1c2>(] 1+77j+1)]:0 (2<j<n-2),

(2.53¢)
2<Ax+ H2> +< A:c+ H2>(A + i)
—2|95 +g 9 +9 -1+ fj41) =
3 15A 6 15A (2.53d)
, Az - a A .
— W 27@ —l— (‘I)j,1 + <I>j+1) =0 (2 <j<n-— 2),
He Hg Az 2 H? Az 2 H?
%, TN e B ST i I S [ 9.
Al‘ A —1 w < 3 + 5ACC2> n + ( 6 5 AQL’Q) n 1‘| O) ( 536)
Az H? Azx H? Az . Az 4
g2 i+ [ —g=Z it —iw (o, + 228, ) =0, (2.53¢
<g3 915Ax>"”+<96 +915Ax)77n1 “"(3 "t "1> 0, (2:530)
onde Az =z —x; (j=1,...,n—1) é o didmetro da malha uniforme e 7; assim como ®;
designam 7)(z;) e <I>( i) (7 =1,...,n), respectivamente. Podemos mostrar que
3H 5Ax? + H?
=4 2.54
v \/g (A:ﬁ) <5A:U2+6H2> (2.54)

sao sempre valores préprios do problema de fundo constante. Através de (2.54) podemos
concluir que o erro absoluto gerado no célculo dos valores préprios é inferior a 107! e que o
raio espectral tende para infinito quando Az tende para zero.

Alguns modelos das classes BEV e BEP podem ser susceptiveis a instabilidades relacionadas
com gradientes acentuados do fundo (ver Lgvholt e Pedersen (2009)). De facto, Lgvholt e
Pedersen (2009) mostraram que o modelo convencional baseado na formulagdo do potencial
médio da velocidade do fluido é muito susceptivel a estas instabilidades. As propriedades de
estabilidade do modelo linearizado ZTC e do modelo convencional, mencionado atrés, sao
aqui comparadas. Através das equagoes (2.51) e (2.52) podemos concluir que podem ocorrer
diversos modos instaveis, relativos a propagacdo de ondas maritimas de superficie, quando os
valores préprios w sdo do tipo seguinte:

(I) quando w é um nimero imagindrio puro as solugoes crescem ou decaem de forma
exponencial e sem propagacio;

(IT) quando w é um nimero complexo com parte real nao nula as solugdes crescem ou decaem
exponencialmente com propagacao.

Para além disto, quando é considerado um esquema de diferengas finitas centradas com
erro de ordem O((At)?) para discretizar o problema com respeito ao tempo, a equagio (2.52)
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é rescrita com w substituido por @ onde W = % sin (‘*’TAt> Nesta situacao, outro tipo de

instabilidades pode surgir quando uma solugdo real é encontrada para @ tal que %At\dﬂ >1le
w complexo, o que corresponde a um critério do tipo CFL. Este tipo de instabilidade pode ser
evitada considerando um passo de tempo At suficientemente pequeno.

Para os testes de estabilidade, consideramos as geometrias descritas na figura 2.5 com

l=2m,l=1mel=0.5m. Em todos os casos testamos 1300 pares de (h,,, Az) com h,, e
Az €]0,1](m).

Figura 2.5: Representaciao esquematica da regido ocupada pelo fluido com um fundo impermeével de
geometria em cunha (painel a esquerda) e de geometria em plataforma (painel & direita).

Nas figuras 2.6-2.8, podem-se observar os modos instaveis (h,,, Ax), relativos & propagacao
das ondas maritimas de superficie, para o modelo ZTC (circulos vermelhos) e para o modelo
convencional do potencial médio da velocidade do fluido (pontos azuis) para as geometrias
em cunha (painéis a esquerda) e em plataforma (painéis a direita) com [ = 2m, [ = 1m
e | = 0.5m. Apenas apresentamos os pares (h,,, Ax) relacionados com os valores préprios
com parte imaginaria (crescimento/decaimento exponencial) pelo menos de ordem 10725~ !,
Note-se que no modelo ZTC, apenas se registam no maximo 10 modos instaveis do tipo I com
taxas de crescimento menores que |Im(w)| =3 x 107?57 L.

Por outro lado, nas figuras 2.9-2.11 apresentamos os valores préprios para o modelo
convencional do potencial médio da velocidade do fluido (painéis superiores) e para o modelo
ZTC (painéis inferiores), relativos as geometrias em cunha (painéis a esquerda) e em plataforma
(painéis a direita), com I =2m e Az =0.02m, [ =1m e Az = 0.1 m assim como [ = 0.5m e
Axz = 0.25m. Saliente-se que o espectro depende de h,, e os valores proprios sdo representados
com cores diferentes (desde vermelho até azul) de forma a acentuar essa dependéncia (h,, = 1m,
hm = 0.5m e by, = 0.02m, sendo estes valores representados por circulos vermelhos, verdes e
azuis, respectivamente).

Assim como referido em Lgvholt e Pedersen (2009), encontramos aqui também instabili-
dades dos tipos I e II para o modelo convencional baseado na formulacdo BEP, quando se
consideram gradientes acentuados da batimetria e malhas finas. Para além disso, pode-se
também concluir que se [ aumenta, o nimero de modos instaveis também aumenta. Mais ainda,
o aumento dos gradientes do fundo com respeito as varidveis espaciais implica o aumento da
taxa de crescimento das solucbes instaveis para o modelo convencional do potencial médio da
velocidade do fluido. Em contraste, as taxas de crescimento das solucoes instaveis, relativas ao
modelo ZTC, estdo limitadas a [Im(w)| = 3 x 107°s~1. Lgvholt e Pedersen (2009) mostraram
que um limite inferior para a taxa de crescimento das solugdes instaveis de [Im(w)| = 1079s~}
nao influencia os resultados numéricos para a maioria dos problemas reais, ainda que ocorram
gradientes acentuados da batimetria, como no caso da simulacdo de tsunamis.

Podemos concluir que o modelo ZTC é bastante robusto no que diz respeito as instabilidades
dependentes de [, dos gradientes acentuados do fundo do oceano e das variagoes do didmetro
das malhas (ver figuras 2.6-2.11).
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Figura 2.6: Modos instaveis para a propagacao de ondas maritimas de superficie para o modelo ZTC
(circulos vermelhos) e para o modelo convencional do potencial médio da velocidade do

fluido (pontos azuis) para fundos com geometrias em cunha (painel & esquerda) e em
plataforma (painel & direita) com [ = 2m.
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Figura 2.7: Modos instaveis para a propagacao de ondas maritimas de superficie para o modelo ZTC
(circulos vermelhos) e para o modelo convencional do potencial médio da velocidade do

fluido (pontos azuis) para fundos com geometrias em cunha (painel & esquerda) e em
plataforma (painel & direita) com [ = 1m.

Na secc¢éo seguinte, o0 modelo fracamente nao linear de ZTC é testado de forma a verificar
a sua robustez com respeito a instabilidades.

2.9 Validacao do modelo e aplicagoes numéricas

Para validar o modelo consideram-se duas aplicacbes disponiveis na literatura. Adicionalmente,
investigamos também a propagagio de ondas de superficie numa geometria tipica de um porto
de abrigo assim como a geracao de uma onda de superficie originada pelo deslocamento de
um objecto num fundo plano. Para além disto, a geracio e a propagacio de um tsunami ao
largo da costa portuguesa sdo também simuladas.
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Figura 2.8: Modos instaveis para a propagacao de ondas maritimas de superficie para o modelo ZTC
(circulos vermelhos) e para o modelo convencional do potencial médio da velocidade do
fluido (pontos azuis) para fundos com geometrias em cunha (painel & esquerda) e em
plataforma (painel a direita) com [ = 0.5m.
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Figura 2.9: Espectro dos valores proprios para o modelo convencional do potencial médio da velocidade
do fluido (painéis superiores) e modelo ZTC (painéis inferiores) para as geometrias em
cunha (painéis a esquerda) e plataforma (painéis a direita), com [ = 2m, Az = 0.02m e
Iy com valores desde 0.02m (circulos azuis) até 1m (circulos vermelhos).
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Figura 2.10: Espectro dos valores proprios para o modelo convencional do potencial médio da
velocidade do fluido (painéis superiores) e modelo ZTC (painéis inferiores) para as
geometrias em cunha (painéis & esquerda) e plataforma (painéis & direita), com [ = 1m,
Az =0.1m e hy, com valores desde 0.02m (circulos azuis) até 1 m (circulos vermelhos).
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Figura 2.11: Espectro dos valores proprios para o modelo convencional do potencial médio da
velocidade do fluido (painéis superiores) e modelo ZTC (painéis inferiores) para as
geometrias em cunha (painéis & esquerda) e plataforma (painéis a direita), com ! = 0.5m,
Az = 0.25m e h,, com valores desde 0.02m (circulos azuis) até 1 m (circulos vermelhos).
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2.9.1 Onda solitaria sobre barras submersas

Nesta subseccao, a propagacao de ondas solitarias sobre barras submersas é simulada através
do co6digo DOLFWAVE. Em particular, consideramos barras com geometrias trapezoidais e
triangulares. Note-se que as solu¢oes do modelo BEP/ZTC obtidas pelo cédigo DOLFWAVE sao
comparadas com as solugoes das equacoes do modelo BEV de Nwogu. Estas tltimas solucoes
sdo obtidas através de outro codigo desenvolvido neste trabalho de investigacao cientifica (ver
dolfwave/tools/Nwogu). Especificamente, as equagdes de Nwogu sao discretizadas através
de uma formulagao mista de elementos finitos (ver Walkley (1999)) bem como um esquema
implicito de Runge-Kutta do tipo Radau ITA para a integragiao no tempo (ver Hairer e Wanner
(1991)).

Comecamos pela descrigdo do problema conjuntamente com o cédigo DOLFWAVE usado
para a sua resolugdo numérica. O cédigo C++ deve ser inicializado com a inclusdo da
biblioteca DOLFWAVE.

#include <dolfwave.h>
using namespace dolfin::dolfwave;

A condigao inicial para a elevacdo da superficie da onda maritima é dada por (2.30) e
implementada como segue:

class ElevationInit : public Expression
{
void eval (Array<double> & values,const Array<double> & x) const
{
// Wave parameters (see Walkley [1999])
double c=sqrt(1.025), H=0.4;
double ca=-0.4, cb=ca+1.0/3.0;
double center=-5.0;
double al=(H/3.0)*(sqr(c)-1)/(cb-ca*sqr(c));
double a2=-(H/2.0)*sqr((sqr(c)-1)/c)*(cb+2.0*ca*sqr(c))/(cb-ca*sqr(c));
double k=(1.0/(2.0%H))*sqrt ((sqr(c)-1)/(cb-ca*sqr(c)));
values [0]=al/sqr (cosh(k*(x[0]-center)))+a2/sqr(sqr(cosh(k*(x[0]-center))));
}
s

A condicao inicial para o potencial da velocidade do fluido é definida por (2.41) e implementada
usando o cddigo seguinte:

class Potentiallnit : public Expression
{
void eval(Array<double> & values,const Array<double> & x) const
{
//Wave parameters
double c=sqrt(1.025), H=0.4;
double ca=-0.4, cb=ca+1.0/3.0;
double center=-5.0;
double a3=sqrt(Hxg_e)*(sqr(c)-1)/c;
double k=(1.0/(2.0%H))*sqrt((sqr(c)-1)/(cb-ca*sqr(c)));
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//Constant of integration
double cnst=4.0%a3/(2.0xk*(1+exp(2.0*k*x(-25.))));
values[0]=-4.0*a3/(2.0%k*(1+exp(2.0*k* (x[0] -center))))+cnst;
}
s

O fundo de geometria trapezoidal z = —h(x) é descrito pela func¢do continua e diferencidvel
por ramos h(x) (m), a qual é expressa pela equagao seguinte:

0.4 se —25<zx<6
—0.052 +0.7 se 6<x<12
h(z) =40.1 se 12<x<14 (m). (2.55)
0.1x — 1.3 se 4<ax<17
0.4 se 17<x<25

Este fundo trapezoidal é implementado através do codigo que segue:

class Depth : public Expression
{
void eval(Array<double> & values,const Array<double> & x) const
{
double retrn=0.0;
if (x[0]<=6.0)
retrn=0.4;
else if(x[0]1<=12.0)
retrn=-0.05*x[0]+0.7;
else if(x[0]1<=14.0)
retrn=0.1;
else if (x[0]1<=17.0)
retrn=0.1*x[0]-1.3;
else retrn=0.4;
values[0]=retrn;
}
};

O cédigo da demonstragéo inicia-se com a criagdo de um objecto da classe Dolfwave. Aqui,
simulamos a propagacao de uma onda durante 25s usando um passo de tempo de 0.001s.
O ficheiro UFL “Zhao_1D”, que contém a formulagdo variacional usada neste problema,
corresponde & versdo do problema a uma dimensao horizontal descrito por (2.27). Neste
exemplo usamos um método LU disponibilizado pela biblioteca PETSc (ver Logg et al. (2012)).
A pré-visualizagdo das solugbes numéricas é realizada pelo programa Viper, o qual estd
integrado nas bibliotecas do projecto FEniCS. Para o pds-processamento, as solucbes sao
gravadas na directoria “output” usando um formato ASCII denotado por “xyz”.

int main( )

{
Dolfwave dw(25000 /*Number of steps*/,
0.001 /*Time step*/,
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100 /#Gap for saving the solutions*/,
"Zhao_1D" /x*Variational form identifierx/,
"LU_P" /xLinear solver typex*/,

"viper" /*Preview program*/,

"output" /*0utput directoryx*/,

"xyz" /*File output format*/);

O dominio espacial usado no caso da barra submersa com geometria trapezoidal é definido
pelo intervalo [—25,25](m) discretizado usando 201 nés.

Interval mesh(201,-25,25);

As fungbes conhecidas sdo inicializadas de seguida. Neste exemplo néo consideramos camadas
de esponja ou fungoes de fonte.

// Depth fung&o

Depth depth;

// Initial condition for the surface elevation
ElevationInit eta_init;

// Initial condition for the velocity potential
PotentialInit phi_init;

// Sponge layers and source function are zero
Constant zero(0.0);

Todas as matrizes e vectores associados ao método dos elementos finitos sdo criados a partir
das formas bilinear e linear da formulacido variacional.

// Initialization of the function spaces

dw.FungdoSpaceInit (mesh);

// Initialization of the bilinear form ’a’

dw.BilinearFormInit (mesh,depth) ;

// Initialization of the system matrices

dw.MatricesAssemble( );

// Initialization of the surface elevation and velocity potential
dw.FuncdosInit( );

// Initialization of the linear form ’L’
dw.LinearFormsInit(depth, zero, zero, zero, zero, zero);

// Setting the initial conditions
dw.InitialCondition(eta_init,phi_init);

// Initialization of the auxiliary vectors for the time integration schemes
dw.VectorInit( );

Apenas necessitamos de fazer uma factorizacdo LU uma vez que a matriz do sistema de
elementos finitos ndo depende do tempo.

// Reuse the LU factorization throughout the time integration routines
dw.LUFactorization(true);
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Para o pés-processamento dos dados, a funcdo simétrica da funcdo que descreve a batimetria
é gravada.

// Plot the symmetric of the depth fungdo h
dw.DepthPlot (mesh,depth,true) ;

As rotinas de integracdo no tempo sao usadas agora. O esquema de Adams-Bashforth-Moulton
descrito pelas equagoes (2.29) é inicializado por um esquema explicito de Runge-Kutta de
quarta ordem.

// Choose the explicit 4th-order Runge-Kutta for initialization
dw.RKInit ("exp4");

// Use the Runge-Kutta for the 3 initial steps

dw.RKSolve( );

// Initialization of the predictor-corrector with multi-step corrector
dw.PCInit (mesh,true);

// Advance in time with the predictor-corrector scheme
for(dolfin::uint i=4; i<dw.MaxSteps+1;i++)

{
// Adams-Bashforth-Moulton method
dw.PCSolve( );
// Save and preview the surf. elevation with a gap of 100 iterations
if (! (i%dw.WriteGap))
dw.Plot(mesh,true /*eta previewx/, false /*phi previewx/,
true /*eta savex/, false /*phi savex/);
}
return (EXIT_SUCCESS); // Finish the process
}

Neste exemplo, apenas visualizamos e gravamos a elevagao da superficie da onda usando a
funcao Plot. A solucdo obtida pelo cédigo, para o caso da barra submersa com geometria
trapezoidal com z € [—10,25] (m), é representada na figura 2.12. Note-se que o efeito de
empolamento da onda é claramente observado tanto para as ondas incidentes como para as
ondas reflectidas.

Na figura 2.13, as solugbes obtidas pelos dois modelos independentes podem ser comparadas.
Note-se que as equagdes (2.30) e (2.31) sdo usadas para definir a condigao inicial correspondente
as equagoes de Nwogu. Observamos que existe uma boa concordancia entre as solugoes
numéricas, apesar destas serem provenientes de modelos e discretizacdes distintas. Para
além disto, estas solugbes sdo ainda concordantes com as de outro modelo desenvolvido por
nés e implementado na aplicagdo DOLFWAVE (ver dolfwave/demo/1HD/submergedbar e o
capitulo 3).

Nas simulac¢des numéricas da onda solitdria a passar sobre a barra submersa com geometria
triangular, investigamos os efeitos nao lineares e a influéncia de h,, na propagacao da onda
para os modelos fracamente nao lineares BEP/ZTC e BEV/Nwogu (ver figura 2.14). Através
da figura 2.15, podemos concluir que estes modelos estao em concordancia no caso da barra
submersa com geometria triangular com h,, = 0.1m. Estes modelos podem ainda ser
comparaveis para o caso da barra submersa com geometria triangular para valores inferiores
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t € [0,25] (s)

Figura 2.12: Vista em detalhe da onda passando sobre a barra submersa com geometria trapezoidal
usando o modelo BEP/ZTC implementado pelo c6digo DOLFWAVE.

de h,, tais como h,, = 0.04m. Contudo, o modelo BEV/Nwogu apresenta oscilagoes de
alta frequéncia e de baixa amplitude ap6s a interac¢do da onda com a barra submersa (ver
figura 2.16). Com o decréscimo do valor de h,, o modelo BEV/Nwogu torna-se instavel (ver
figura 2.17). Na figura 2.17, observamos a explosao da solugdo numérica obtida através do
modelo de Nwogu para h,, = 0.02m. Salienta-se que a nocao de explosao de uma solugao
numérica esta relacionada com o facto de esta se tornar ilimitada num dado instante. Note-se
que os valores de referéncia de € no ponto (15, —h,,)(m) sdo de e = 0.1, e = 0.25 e ¢ = 0.5
para h,, = 0.1m, h,, = 0.04m e h,, = 0.02m, respectivamente. Ainda que para ¢ = 0.5
estejamos fora do dominio de validade para a aplica¢do dos modelos BEP/ZTC e BEV /Nwogu,
o primeiro modelo mostra-se mais robusto perante os efeitos nao lineares. Como iremos ver
na seccao seguinte, estas propriedades de estabilidade para o modelo BEP/ZTC sao também
observadas em testes numéricos envolvendo o refinamento das malhas.

2.9.2 Uma bossa Gaussiana numa regiao quadrada

Nesta subseccdo, simulamos a evolucdo de uma bossa Gaussiana a propagar-se numa regiao
quadrada. Testes andlogos podem ser encontrados na literatura (ver, e.g., Wei et al. (1995)
assim como Woo e Liu (2004a)). O dominio computacional é um quadrado de area 10 x 10 m?,
o qual é discretizado usando malhas triangulares nao estruturadas. Testes de refinamento da
malha sdo apresentados de forma a garantir a convergéncia e a precisdo do esquema. Fronteiras
totalmente reflexivas (ver (2.49)) sdo assumidas e camadas de esponja ndo sao consideradas.
As condigoes iniciais do problema sao dadas da forma seguinte:

n(z,y,0) = 01e” W0 (), (2.56)
®(x,y,0) =0 (m?s71). '
Um fundo constante descrito por z = —h com h = 0.5m é considerado. As condigdes iniciais

dadas por (2.56) assim como este fundo constante foram considerados no manual do cédigo
FUNWAVE (ver Kirby (1998)). As solugoes exactas das equagdes nao lineares (2.19) nao sao
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Figura 2.13: Comparacao detalhada de uma onda passando sobre a barra submersa com geometria
trapezoidal, a qual é simulada pela aplicacio DOLFWAVE usando-se o modelo BEP/ZTC
(linha vermelha tracejada) e o modelo BEV de Nwogu (linha azul sélida), para x €
[—10,25](m) e t € [0, 14](s).

hp=01m
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E By = 0.02m ||
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Figura 2.14: Esbogo das trés configuracoes do fundo para a barra submersa com geometria triangular
e com altura h,, = 0.1 m assim como € = 0.1 (linha sélida azul), h,, = 0.0dm e e =0.25

(linha verde com marcadores +) bem como para h,, = 0.02m e ¢ = 0.5 (linha vermelha
tracejada).
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Figura 2.15: Comparacao detalhada de uma onda a passar sobre a barra submersa com geometria
triangular e com h,, = 0.1m, ¢ = 0.1, € [-25,50](m) e ¢ € [0, 25](s). Estas solugdes
sdo obtidas através do c6digo DOLFWAVE usando-se os modelos BEP/ZTC (linha vermelha
tracejada) e BEV/Nwogu (linha azul sélida).

t € [0,25] (s)

—20 —10 0 10 20 30 10 50

Figura 2.16: Comparacao detalhada de uma onda a passar sobre a barra submersa com geometria
triangular e com h,, = 0.04m, ¢ = 0.25, z € [—25,50](m) e ¢t € [0,25](s). Estas
solugdes sdo obtidas através do cédigo DOLFWAVE usando-se os modelos BEP /ZTC (linha
vermelha tracejada) e BEV/Nwogu (linha azul sélida). Observam-se oscilagoes de alta
frequéncia e de pequena amplitude nas solugdes do modelo BEV /Nwogu.

43



t € [0,25] (s)

Figura 2.17: Comparacao detalhada de uma onda a passar sobre a barra submersa com geometria
triangular e com h,, = 0.02m, ¢ = 0.5, x € [—25,50](m) e ¢ € [0, 25](s). Estas solugdes
sdo obtidas através do c6digo DOLFWAVE usando-se os modelos BEP/ZTC (linha vermelha
tracejada) e BEV/Nwogu (linha azul s6lida). Observa-se a explosdo da solu¢do numérica
obtida através do modelo BEV/Nwogu.

conhecidas para o problema da propagacao da bossa Gaussina na regiao quadrada. Contudo,
os perfis para a elevacao da superficie da onda devem reflectir as propriedades simétricas do
problema. De facto, estas propriedades de simetria sdo preservadas nas solugoes numéricas
obtidas pelo codigo DOLFWAVE mesmo para malhas ndo simétricas e ndo estruturadas. Como
exemplo, os isovalores da elevacdo da superficie da onda sdo mostrados na figura 2.18 para
a malha com 1873 nds e nos instantes ¢ = 0s, t = 10s, t = 20s, t = 30s, t = 40s assim
como t = 50s. Salientamos ainda que a lei da conservacdo de massa é satisfeita com um
erro negligenciavel. Na figura 2.19, o perfil temporal da elevagdo da superficie da onda é
representado no ponto central Py = (5,5)(m) e no ponto P; = (0,0)(m), usando malhas com
2815, 1364 e 706 nds. Os resultados apresentados estdo em concordancia com aqueles incluidos
no manual do c6digo FUNWAVE, para um problema homoélogo descrito pelas equagoes BEV nao
lineares de Wei et al. (1995). Apenas uma pequena mudanga na fase é observada para t > 40s.
Uma visao detalhada do perfil temporal da elevagdo da superficie da onda é mostrada na
figura 2.20 para o ponto central Py = (5,5)(m) usando malhas com 5049, 3964, 2815, 1873,
1364 e 706 nds. Note-se que uma pequena discrepancia é observada entre os resultados obtidos
com a malha mais grossa de 706 nés e as malhas mais finas.

Na tabela 2.1, apresentamos o erro relativo 12 (%) entre as malhas mais grossas e a mais
fina com 5094 nés. Consideramos t € [0, 30](s) assim como a elevagdo da superficie da onda
nos pontos Py = (5,5)(m) e P; = (0,0)(m), usando malhas nao estruturadas com 706, 1364,
1873, 2815 e 3964 nés. Com o refinamento da malha o erro referido diminui e aproxima-se de
zero. Este facto fornece uma boa indicagdo da convergéncia do modelo numérico para um
intervalo limitado de tempo.

2.9.3 Porto de abrigo

Nesta subseccdo, apresentamos alguns resultados numéricos sobre a propagacao de ondas
maritimas de superficie numa geometria anéloga a do porto de abrigo da Nazaré (ver figura 2.1).
A discretizagao das equagoes (2.27), através do método dos elementos finitos, é declarada
no ficheiro UFL (ver secgdao 2.5). O c6digo DOLFWAVE correspondente a este exemplo estd
disponivel em dolfwave/demo/2HD/harbor.
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t=50s

Figura 2.18: Os isovalores da elevagdo da superficie da onda n(m) nos instantes ¢t = 0s, ¢t = 10s,
t=20s,t=30s,t=40set=50s.
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Figura 2.19: Perfil temporal da elevagido da superficie da onda n(m) em Py, = (5,5)(m) (painel
superior) e P; = (0,0)(m) (painel inferior), usando malhas néo estruturadas com 2815,
1364 e 706 nds.
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Figura 2.20: Vista detalhada da elevagdo da superficie da onda n(m) para t € [20,25](s) em
Py = (5,5)(m) usando varias malhas ndo estruturadas.
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Malha Py = (5,5)(m) P =(0,0)(m)

706 6.6% 5.7%
1364 1.2% 1.1%
1873 0.5% 0.5%
2815 0.2% 0.1%
3964 0.1% 0.02%

Tabela 2.1: Teste de refinamento da malha.

A escala de cor usada nas figuras 2.22-2.25 é apresentada na figura 2.21. As representagoes
esquematicas do dominio do fluido, batimetria e camadas de esponja podem ser observadas nas
figuras 2.22 e 2.23. Note-se que a batimetria é aproximada por uma funcdo linear por ramos.
Camadas de esponja do tipo ¥V2® sdo usadas para absorver a energia da onda, quer na
regido de entrada bem como na regido de saida do porto de abrigo. Note-se que o coeficiente
de viscosidade cinematica v é dado pela equacao (2.50). Desta forma, as interacgoes entre
as ondas incidentes e as ondas reflectidas podem ser evitadas. Uma onda monocromética é
introduzida no dominio computacional 2 através da fronteira indicada na figura 2.23 (Dirichlet
BC). Uma condigao de fronteira do tipo Dirichlet definida por uma funcao periddica é entao
utilizada, a qual é descrita pelas equagoes (2.44) e (2.45). Esta condicao de fronteira satisfaz
as caracteristicas descritas na tabela 2.2.

a amplitude da onda 0.25m

w frequéncia angular da onda 0.64715s71
D periodo da onda 4.06614 s

k numero de onda 0.06185m™*
L comprimento de onda 101.59474 m
b magnitude do potencial 3.97151 m?s~!
¢ magnitude da velocidade da onda 0.24562ms~!
€ parametro de onda de pequena amplitude 0.01823

I parametro de onda longa 0.13501

Tabela 2.2: Parametros usados na geracao da onda maritima de superficie por meio da condigao de
fronteira do tipo Dirichlet.

Condigoes de fronteira puramente reflexivas sdo consideradas em toda a fronteira, excepto
na entrada do porto. Na figura 2.24, mostra-se uma imagem da elevagdo da superficie da
onda maritima no instante t; = 137s.

Por sua vez, o potencial da velocidade do fluido ¢y(x,y) e o campo vectorial da velocidade
no plano da dgua em repouso (z = 0m) sdo apresentados numa vizinhanga do ponto Ps =
(255, —75)(m) e no instante t; = 137s (ver figura 2.25). As figuras 2.26 e 2.27 representam a
elevagio da superficie da onda marftima e a celeridade (|V¢y| (ms™!)) do fluido como fungoes
do tempo, nos pontos P; = (—350,150)(m), P, = (—125,60)(m) e P35 = (255, —75)(m).

Destes resultados numéricos, podemos concluir que a interaccio entre as ondas incidentes
e as ondas reflectidas, perto da entrada do porto, pode gerar ondas com amplitudes trés vezes
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min Max

Figura 2.21: Escala de cor.

Figura 2.22: O fundo impermedvel z = —h (m) da regido ocupada pelo fluido [max = —5.316 m, min =
—13.716 m].

maiores que a amplitude da onda incidente. Um comportamento analogo é também observado
para as celeridades do fluido. Note-se que nenhum mecanismo é considerado para a dissipacao
da energia das ondas reflectidas na zona da fronteira onde é gerada a onda incidente.

2.9.4 Onda gerada por um fundo mével

Nesta subseccao, simulamos a geracdo e a propagacao de uma onda maritima devido ao
deslocamento de um objecto num fundo horizontal. Considera-se que este objecto se move
com uma velocidade constante. A declaragdo da discretizacdo por meio de elementos finitos
de (2.27) esta descrita na seccao 2.5.

O dominio espacial é descrito por um rectangulo de drea 12.5 x 6 m?, o qual é discretizado
com uma malha uniforme e simétrica com 2100 elementos. Fronteiras totalmente reflexivas
sao assumidas. O fundo horizontal da regido ocupada pelo fluido juntamente com o objecto
deslizante sao descritos por z = —h(z,y,t) (m). Por outro lado, o objecto move-se com uma
velocidade constante Sp = 1 ms~!. Por sua vez, a funcio h(z,y,t) é definida por

h(z,y,t) = 0.45 — mﬁlﬁl(l)le(x,t)Y(y) (2.57)
X(z,t) = (1 +tanh(2(z — 21(¢))))(1 — tanh(2(x — z,(t)))), (2.58)
Y (y) = (1 + tanh(2y + 1)))(1 — tanh(2y — 1)), (2.59)
2(t) = 2ot) — =, @(t) = zelt) + =, wo(t) = 20 + Sot, (2.60)

onde zp = 0m e Ah = 0.045m ¢é o valor maximo da espessura do objecto deslizante (ver
figura 2.28).

O passo de tempo é dado por At = 0.0005s. Por outro lado, na figura 2.29, mostram-se
quatro imagens da elevagao da superficie da onda maritima obtida através do modelo estendido
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y (m) 300

Dirichlet BC

—360

—450 0 500  (m)

Figura 2.23: Camada de esponja (viscosidade cinemética v(z,y)) [max = 0.1 m?s~!, min = Om?2s~1].

Figura 2.24: Elevagdo da superficie da onda maritima [max = 0.63 m,min & —0.73 m].
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Figura 2.27: Celeridade do fluido (|V¢o|(ms™!)) em P;, P, e P3 [max = 0.53ms™ !, min = Oms™!].

de ZTC nos instantes tg = 1s, t; = 38, to = 4.5s e t3 = 6s. A escala de cor das imagens
apresentadas nesta subseccdo é dada na figura 2.21.

Note-se que as equagoes (2.57)—(2.60) descrevem um fundo mével distinto daqueles dados
por fungoes lineares por ramos (ver, e.g., (2.55)). De facto, as derivadas com respeito as
varidveis espaciais de qualquer ordem da funcéo h(zx,y,t) sdo ndo nulas. O modelo ZTC é
deduzido assumindo-se a hipdtese de que os gradientes com respeito as variaveis espaciais do
fundo sdo de pequena magnitude e, para além disso, apenas sdo admitidos termos de ordem
O(h, Vh). Contudo, uma boa concordancia é observada entre as solugoes apresentadas nesta
subseccao e outras provenientes de outros modelos (ver dolfwave/demo/2HD/hLandslide).
Estes tltimos modelos incluem termos de ordem O(h, Vh, V2h), como se pode constatar no
capitulo 3.

Figura 2.28: O fundo impermeéavel z = —h(z,y,t) (m) nos instantes ¢ty = 0s e tg = 6s [max =
—0.405m, min = —0.45 m].
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Figura 2.29: A elevagdo da superficie da onda maritima 7 (m) nos instantes to = 1s, t; = 3s,
to =4.5s ety =6s [max = 0.007m,min = —0.011 m].
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2.9.5 Um tsunami na falha de Sagres *

Para finalizar esta seccdo, a geracdo e a propagacao de um tsunami ao largo da costa
portuguesa sao modeladas pelas equagoes ZTC estendidas (2.19), as quais sdo implementadas
pelo c6digo DOLFWAVE. O dominio tridimensional usado como referéncia na geracdo da malha
computacional é representado na figura 2.30. A malha associada a discretizagdo por elementos
finitos do dominio espacial é gerada pelo c6digo Gmsh (ver http://geuz.org/gmsh/) a partir
dos dados disponibilizados pela National Oceanic and Atmospheric Administration (NOAA),
USA (ver http://www.ngdc.noaa.gov/mgg/gdas/gd_designagrid.html). Na figura 2.31,
podemos ver a discretizacdo do dominio espacial, dada por uma malha com 25088 elementos
assim como a discretizagdo da batimetria. Um passo de tempo de At = 0.05s é usado
na discretizagdo do intervalo de tempo [0,4000] (s). Para a geracdo da onda maritima de
superficie é assumido um fundo mével z = —h(x,y,t) (m) em que h(z,y,t) é dada pela
expressao seguinte:

h(z,y,t) = Broaa(7,y) + AsX[o,4(t) sin (wst) e~ (=) +(y=vc)?) (m), t € [0,4000] (s) (2.61)

onde Byoaa(z,y) designa a funcdo de interpolacdo dos dados da NOAA para descrever a
batimetria, A; = 5m é a amplitude méxima da perturbagdo do fundo, ws = %s_l é a
frequéncia angular da perturbacio do fundo e (¢, y.) = (—1.25x 10,4 x 10%)(m) é o epicentro
do deslocamento (ver figura 2.31) Por outro lado, x[o4)(t) representa a fungao definida por
X[0,4)(t) = 1 se t € [0,4] (s) e X[o,4(t) = 0 se t > 4s. Note-se que, num futuro préximo,
pretendemos implementar um modelo mais adequado para descrever a perturbagao no fundo
da regido ocupada pelo fluido (ver, e.g., Dutykh e Dias (2007b)). Condigoes iniciais nulas sao
assumidas tanto para a elevacdo da superficie da onda maritima como para o potencial da
velocidade do fluido. Na figura 2.32, pode-se ver a elevagiao da superficie (m) do tsunami nos
instantes t = 2min, ¢t = 6 min, ¢ = 12min, { = 18 min, ¢ = 23 min e ¢ = 30 min, o qual é gerado
por um sismo com epicentro na falha de Sagres®. Dos resultados niimericos podemos concluir
que existem grandes variacoes na amplitude da onda. Estas variacdes sdo consequéncia nao
s6 dos gradientes acentuados do fundo, com respeito as varidveis espaciais, mas também da
interacg@o entre ondas incidentes e reflectidas junto a linha costeira. De facto, as amplitudes
das ondas localizadas junto a costa podem tomar valores que sdo quatro vezes maiores que
a amplitude da onda incidente. No entanto, estas oscilagoes na amplitude das ondas nao
tornam o esquema numérico instavel. Neste exemplo, mecanismos para a dissipa¢do da energia
das ondas incidentes e das ondas reflectidas junto as fronteiras nao sdo considerados. Por
outro lado, fronteiras completamente reflexivas sdo assumidas neste exemplo, as quais sao
descritas pelas equagoes (2.49) (ver secgao 2.7). Salientamos que o tempo computacional é
aproximadamente 5.3 vezes superior ao tempo de simulacéo, sendo os calculos efectuados num
computador com um processador Intel(R) Xeon(R) com 8 nicleos E5420 CPUs a 2.5 GHz,
em calculo paralelo e usando-se o sistema operativo Linux Ubuntu 10.04 (64b).

Através dos resultados apresentados, podemos concluir que o modelo aqui proposto é
suficientemente robusto e eficiente para modelar a geragdo e a propagacao de ondas maritimas
de superficie induzidas for fenémenos sismicos no fundo do oceano. O modelo numérico aqui
considerado apresenta-se como uma boa alternativa a alguns modelos nao dispersivos, como

“Este teste numérico foi apresentado em: Lopes, N. D., Pereira, P. J. S. and Trabucho, L., Solutions of
some improved Boussinesqg-type models for surface water waves using finite element methods, Recent trends in
hyperbolic and related PDEs: Theory, numerics and applications; Instituto para a Investigagao Interdisciplinar,
University of Lisbon, Portugal, 2011.

5Nas ilustracdes da figura 2.32 a abreviatura mnts refere-se & unidade de tempo do Sistema Internacional
min.
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aqueles baseados, por exemplo, nas equagdes para a geragao e a propagacao de ondas em
zonas de pequena profundidade (ver, e.g., LeVeque et al. (2011)).

Figura 2.30: Imagem de satélite mostrando o dominio e a batimetria reais.

2.10 Conclusoes sumarias

Neste capitulo, o modelo BEP de Zhao et al. (2004) foi estendido de modo a incluir efeitos de
dissipacao e de absorcdo da energia das ondas maritimas de superficie. Diversos mecanismos
para a geracao de ondas foram também considerados. A influéncia dos termos dissipativos
nalgumas das propriedades dispersivas do modelo ZTC estendido foram investigadas. Em
particular, mostrdmos que existem valores para o nimero de onda a partir dos quais as ondas
de menor comprimento ndo se propagam.

As equagoes do modelo ZTC estendido foram discretizadas com respeito as varidveis
espaciais usando o método de elementos finitos convencional com elementos de Lagrange
P1. Para a integragdo no tempo, usdmos um esquema de predi¢do-correcgao inicializado por
um método explicito de Runge-Kutta de quarta ordem. A partir de uma andlise matricial
baseada no modelo semi-discreto e linearizado, concluimos que o modelo BEP/ZTC é pouco
susceptivel a instabilidades relacionadas com gradientes acentuados da batimetria ou com
discretizagoes do dominio espacial descritas por malhas finas.

Para validar o modelo aqui estudado bem como o c6digo DOLFWAVE vérios testes numéricos
foram simulados. Destes testes, concluimos que o modelo numérico aqui investigado é
apropriado & modelacido de ondas maritimas de superficie.
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Figura 2.31: Representacao da malha com 25088 elementos bem como da batimetria usada na

simulagdo computacional. Designamos o epicentro da perturbagao da batimetria por
(e, ye) (m). A escala de cor relativa & batimetria é também ilustrada nesta figura.
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Figura 2.32: Representagdo da elevagdo da superficie (m) do tsunami gerado por um sismo com
epicentro na falha de Sagres, nos instantes ¢ = 2min, { = 6 min, ¢ = 12min, ¢ = 18 min,
t = 23 min e t = 30 min.
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Capitulo 3

Uma analise numérica de uma
classe de equacoes do tipo
Boussinesq usando um método de
Galerkin de Elementos Finitos
Continuos/Descontinuos !

3.1 Introducao

Neste capitulo, uma classe de sistemas do tipo Boussinesq é obtida para a geracdo e a
propagacao de ondas maritimas de superficie bem como um esquema para a sua resolucao é
implementado. Um fundo impermeavel da regido ocupada pelo fluido e dependente do tempo
é considerado. Este tipo de modelos é usado, por exemplo, na simulacao da dindmica de ondas
maritimas em zonas portudrias ou costeiras e na geracdo e na propagacdo de tsunamis.

As equagbes que regem os fenémenos relacionados com as ondas maritimas de superficie sdo
apresentadas na secgdo seguinte. Destas equacoes, podem ser obtidos varios tipos de modelos.
Neste trabalho, apenas consideramos os modelos baseados numa formulagao BEP que tém
como fungoes incognita primarias a Elevagao da superficie da onda e o Potencial da velocidade
do fluido (ver, e.g., Chen e Liu (1994)). Desta forma, o ntimero de equagoes dos sistemas é
reduzido quando comparado com o dos modelos baseados na formulacio BEV, que tém como
fungoes incégnita primérias a Elevagao da superficie da onda e as componentes horizontais
da Velocidade do fluido (ver, e.g., Woo e Liu (2004a) assim como Walkley e Berzins (2002)).
Aqui deduzimos uma classe melhorada de equagoes diferenciais do tipo Boussinesq de ordem
arbitraria com um termo extra de ordem O(u?"*?) (n € N) no desenvolvimento assimptético
do potencial da velocidade do fluido. Deste modo, algumas das propriedades dispersivas dos
modelos de ordem superior, i.e., de ordem O(u?"*+?), sio preservadas sem aumentar a ordem
de derivacdo das equacbes. Estes modelos sdo complementados com a inclusdao de alguns
termos de forma a modelar efeitos de dissipacao e de absorcao da energia das ondas. Por
outro lado, a geracao de ondas induzidas pela movimentacao do fundo impermeéavel da regiao
ocupada pelo fluido é também investigada. Duas importantes caracteristicas dos modelos

'Publicado em: Lopes, N. D. and Pereira, P. J. S. and Trabucho, L., A numerical analysis of a class of
generalized Boussinesg-type equations using continuous\discontinuous FEM, International Journal for Numerical
Methods in Fluids, 2012, volume 69, pages 1186-1218, John Wiley & Sons, Ltd, doi: 10.1002\fld.2631.
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baseados nas equagoes diferenciais de quarta e de sexta ordem sdo aqui apresentadas. Mais
concretamente, a relacdo de dispersao incluindo termos dissipativos bem como o gradiente de
empolamento da onda sdo estudados. Nesta seccdo, viarios mecanismos sao descritos para a
geragao e a reflexdo das ondas maritimas de superficie.

A terceira seccao é dedicada ao método numérico usado para a discretizagao da formulagao
variacional do modelo melhorado de quarta ordem. Para resolver numericamente este modelo,
propomos um método de elementos finitos de Galerkin do tipo continuo/descontinuo com
termos de penalizacio (C/DG-FEM). Note-se que este tipo de esquemas usa 0 mesmo
numero de graus de liberdade que os métodos convencionais de elementos finitos continuos.
Este esquema tem caracteristicas nao locais uma vez que usa termos avaliados nas arestas
dos elementos, contidas no interior do dominio computacional, que contribuem para os dois
elementos adjacentes a respectiva interface. Como consequéncia, um ciclo adicional é necessario.
Este ciclo percorre as arestas da interface entre todos os elementos do dominio computacional
(cf. Engel et al. (2002)). Esta funcionalidade é fornecida pelas bibliotecas de cédigo aberto
do projecto FEniCS (ver http://www.fenicsproject.org bem como Logg et al. (2012)) e
descrita por Olgaard et al. (2008). A discretizagdo das equagoes diferenciais com respeito as
variaveis espaciais € realizada utilizando-se elementos finitos de Lagrange Ps. Por outro lado, a
integracdo no tempo € feita recorrendo-se a esquemas de Runge-Kutta e de predigdo-correcgao.
Uma condigao do tipo Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) é deduzida para os modelos propostos
linearizados no caso em que se assume uma batimetria constante. Assim, o esquema aqui
apresentado pode ser uma boa alternativa aos esquemas de elementos finitos descontinuos
propostos para a resolugao de outros modelos do tipo Boussinesq (ver, e.g., Eskilsson e Sherwin
(2006) bem como Engsig-Karup et al. (2008)). Relativamente & utilizagdo de métodos de
elementos finitos neste tipo de problemas, referimos também o trabalho de Avilez-Valente e
Seabra-Santos (2009). Neste trabalho, um esquema do tipo Petrov-Galerkin foi apresentado
para um modelo BEV.

Como mencionado anteriormente, desenvolvemos o cédigo computacional DOLFWAVE (ver
http://ptmat.fc.ul.pt/~ndl/), o qual é uma aplicagdo para modelos BEP baseada nas
bibliotecas do projecto FEniCS. As equacoes diferenciais de quarta ordem que propomos neste
capitulo sdo implementadas numericamente através do c6digo DOLFWAVE.

Os esquemas numéricos aqui desenvolvidos bem como alguns testes numéricos para a
validagdo do modelo sdo apresentados na quarta sec¢do. Observamos uma boa concordancia
entre as solugbes provenientes dos varios modelos e dos esquemas numéricos aqui desenvolvidos.
Para além disto, o modelo numérico proposto apresenta também boas propriedades de
estabilidade.

3.2 Deducao do modelo e suas propriedades

3.2.1 Equacoes diferenciais

Analogamente a sec¢ao 2.3, consideramos um escoamento irrotacional de um fluido incompres-
sivel e inviscido modelado pelo conjunto de equacdes seguinte:

ou P

e +(u- Vg )u= -V, <p + gz) , (3.1a)
Vay: x u =0, (3.1b)
Vayz-u=0, (3.1c)
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onde u é o vector velocidade do fluido, P a pressdo, g a aceleragdo da gravidade, p a densidade
do fluido, ¢ o tempo e o operador diferencial V. é dado por V. = (8%, a%, %). Para além
disso, adoptamos um referencial Cartesiano com os eixos ox e oy no nivel da dgua em repouso
e o eixo dos oz dirigido para o exterior da regiao ocupada pelo fluido (ver figura 3.1). O
dominio do fluido é limitado pelo fundo do mar descrito por z = —h(z,y,t) e pela superficie

livre da onda dada por z = n(z,y,t). Na figura 3.1, L, A e H sdo os valores caracteristicos

ZA

A~ - P — A W vit)
D (z—n(z,y,t) =0 0
— _h ’ 7t
D (x4 bz, y,1) =0 I = A7, 1)
pd >

Figura 3.1: Representagao esquemadtica de um corte longitudinal da regiao ocupada pelo fluido.
Note-se que o fundo impermeével do oceano e a superficie da onda maritima sdo também
ilustrados.

do comprimento de onda, da amplitude da onda e da profundidade da regiao ocupada pelo
fluido, respectivamente. Note-se que a derivada material é denotada por D%.

Da hipétese de irrotacionalidade do escoamento de um fluido (ver (3.1b)), podemos
introduzir a fungao do potencial da velocidade do fluido ¢(z,y, z,t) para obter a equagao de

Bernoulli
¢
ot

onde u = Vg,.4(x,y, 2,t) e f(t) representa uma funcao arbitraria de integracdo. Note-se que
se ¢ for redefinido por ¢+ [ f(t) dt a equagdo (3.2) pode ser rescrita sem esta funcgao arbitraria
de integracdo denotada por f(¢). Da condigdo de incompressibilidade (ver (3.1c)) podemos
mostrar que o potencial da velocidade do fluido satisfaz a equacdo de Laplace seguinte:

2
V26 + @ =0, (3.3)

P
+ nyzct Vay=0 + — 5 +g2z=f(t), (3.2)

onde o operador diferencial denotado por V é dado por V = (%, a%). Para que o problema

possa ficar bem posto, algumas condigoes de fronteira devem ser satisfeitas, as quais sdo dadas
do modo seguinte:

i) a condi¢ao de fronteira cinemética imposta na superficie livre da onda,

9¢ _ 9n
5% = ot +Voé-Vn+Di(n), z=mn; (3.4)
i1) a condigao de fronteira cinemdtica imposta no fundo impermeével da regiao ocupada
pelo fluido,
0¢ oh
— -Vh)=—— = —h; .
(Ve V=L o=k (35)
ii7) a condicdo de fronteira dindmica imposta na superficie livre da onda,
o¢ 2, (99 ?
X vty (W (52) )+ Date) =0, ==n. (36)

99



onde D; (i =1,2) é um termo dissipativo (ver, e.g., Dutykh e Dias (2007a) assim como Dias
et al. (2008)). Os termos dissipativos sao definidos aqui pelas expressoes seguinte:

Di(n) = = Vn, (3.72)
0%¢
Da(¢) = va 5, (3.7D)
em que a viscosidade cinematica é dada por v; = Hi (i = 1,2) sendo f; o coeficiente de

viscosidade também designado por viscosidade dindmica do fluido. Note-se que nao existe
perda de energia em fenémenos fisicos descritos por modelos nao dissipativos. Este facto néo
é aceitavel do ponto de vista da Fisica, uma vez que o fluxo de particulas de um fluido real é
sempre acompanhado por uma perda de energia.

Usando a equacio de Laplace 3.3 é possivel rescrever (3.7b) na forma Dy(¢) = —15V2¢.
Na literatura, podemos encontrar termos andlogos aqueles dados por (3.7a) e (3.7b), os quais
foram adicionados as condigoes de fronteira cinemadtica e dindmica de forma a simular a
absor¢ao da energia das ondas maritimas de superficie em algumas zonas perto da fronteira do
dominio computacional. Estes termos estao relacionados com as camadas de esponja e, como
se verd mais a frente, podem ser usados para modificar algumas propriedades dispersivas do
modelo proposto.

Com o objectivo de transformar as equagoes (3.3)-(3.7) numa forma adimensional, introduzem-
se as escalas seguintes:

1 z t\/gH n Ho h
(x 7y> L(aj7y)? z H’ L Y T] A? ¢ AL\/ﬁ’ H ( )
Para além disso, consideram-se os pardmetros fisicos seguintes:
H A (3.9)
=—, = —. .
=T H

Nas duas tltimas equagoes dadas por (3.9), p é o pardmetro de onda longa e € é designado por
pardmetro de onda de pequena amplitude. Note-se que os pardmetros € e p estao relacionados
com os termos ndo lineares e com os termos dispersivos, respectivamente. No que segue,
salientamos que as variaveis adimensionais sdo apresentadas sem o asterisco de forma a
simplificar a escrita das equagoes.

Em geral, a abordagem do tipo Boussinesq consiste em transformar um problema 3D num
problema 2D. Esta reducdo dimensional pode ser realizada através do desenvolvimento do
potencial da velocidade do fluido numa série de Taylor em termos da coordenada z. Usando-se
a equacao de Laplace, escrita na forma adimensional, pode-se mostrar que o potencial da
velocidade do fluido é dado pela expressao seguinte:

t) = = 1)" ZQTL 2nv2n t 1)? 22n+1 2nv2n t
¢(xayaza ) _nz:%) (_ ) Wu ¢0($aya )+(_ ) m# qbl(mayv ) )
(3.10)
em que "
G0 = ¢ |:=0, ¢1= <6z> 2=0- (3.11)

Por sua vez, ¢1 pode ser escrito em termos de ¢y usando-se desenvolvimentos assimptdticos,
técnicas de aproximagoes sucessivas assim como a condi¢do de fronteira cinematica imposta
no fundo impermeével da regiao ocupada pelo fluido (ver Chen e Liu (1994)). Neste trabalho,
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assumimos sem perda de generalidade que os termos nao lineares e os termos dispersivos estao
relacionados pela equacao seguinte:
€

E:O(l) compu<lee<l. (3.12)

€
Note-se que o niimero de Ursell ¢ definido por U, = —;, o qual desempenha um papel funda-

mental na escolha das aproximagoes feitas na deducao dos modelos. Diferentes aproximacoes
podem corresponder a diferentes fendmenos fisicos. O regime descrito por ondas modera-
damente longas e de pequena amplitude em zonas de pequena profundidade, modelado por
equagoes fracamente ndo lineares, é caracterizado por (3.12) (O(/ﬂ) =0(e), i.e., %22 ~ %)
As equacoes de Boussinesq tém em conta os efeitos ndo lineares e de dispersao associados
aos termos dominantes de ordens ¢ e p?, respectivamente. Quando € > u?, as equacoes de
Boussinesq reduzem-se as equacgoes de Airy. Por outro lado, quando ¢ < p? as equacoes
de Boussinesq reduzem-se as equacoes linearizadas para descrever fenémenos fracamente
dispersivos. Finalmente, a equacdo linear cldssica das ondas é obtida quando € — 0 e 2 — 0
(ver, e.g., Mei et al. (2005)).

A equacdo do potencial da velocidade do fluido (3.10) pode ser rescrita da forma seguinte?:

o(x,y,z,t) = cos(zuV)do + ;sin(qu)Vlcbl. (3.13)

Utilizando (3.13) para substituir ¢ nas equagoes (3.4)—(3.6) obtemos as seguintes condigdes
de fronteira na forma assimptética:

i) a condigdo de fronteira cinemética imposta na superficie livre da onda:

0 1
a—z +e <cos(5an)quo + m Sin(sn,uV)gél) V-

1 . X
— i (cusin(eniV) Voo + cos(enuV)én) =iV = 0; (314)

i1) a condigao de fronteira cinemdtica imposta no fundo impermeével da regiao ocupada
pelo fluido,

20h
(nsin(hui¥) + Vh - 2 cos(hu¥)) - Vo + 120

= (— COS(h/LV) +Vh- ,usin(h,uV)) ?1; (3-15)

ii7) a condicao de fronteira dindmica imposta na superficie livre da onda,

(COS(WNV)%D + ;Sm(muv)vlaél + n) +

ot ot
+ ! (
55

2
*Note-se que V™! é tal que V™! (Vf) =V -(V'f) = f, onde f é uma funcio escalar.

1
cos(enuV)Voo + m sin(enuV)epq

1 2
+ <— sin(enuV)Veo + L COS(577MV)¢1> ) -

1
— 3V?(cos(enuV) o + m sin(enuV)V1¢1) = 0. (3.16)
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Assumimos aqui que os parametros de viscosidade adimensionais v e v5 s@o de ordem
O(p?) e sdo dados por:
L
% 2
V. — Vii,u
t VgHH?
No que segue, salientamos novamente que a notagao do asterisco, tanto para as varidveis como
para os coeficientes, é abandonada de forma a simplificar a escrita das equacoes.
Resolvendo assimptoticamente a equagao (3.15) em ordem a ¢, pode-se obter uma férmula
recursiva para expressar ¢ em termos de ¢g, a qual é dada da forma seguinte:

(i=1,2). (3.17)

+oo
¢1 =Y Pim, (3.18)
m=0
com ¢1,, definido por
20n
</>10 - _?Ea
m 'u2m 2m—172m—1
G1m = { P1m = (—1) mv' (h Vv ¢0) + (3.19)
S " 2ny72n—1
+ Z:l(_l)n+ (2n)|v ’ (h Ve ¢1(m—n)) ) (m € N)

No trabalho de Madsen e Schéffer (1998) foi apresentada uma expressao semelhante aquela
dada por (3.18) para a relagdo entre as componentes vertical e horizontal da velocidade do
fluido. No entanto, nesse trabalho apenas foi considerado um fundo estaciondrio da regiao
ocupada pelo fluido. Usando (3.18) para substituir ¢1 em (3.14) e (3.16) e desenvolvendo os
operadores trigonométricos em séries de Taylor, pode-se obter um sistema do tipo Boussinesq
até a ordem desejada.

Na préxima subsecgao, consideramos o sistema de sexta ordem dado por (3.14) e (3.16)
quando os operadores trigonométricos sdo desenvolvidos em séries de Taylor até a ordem
O(u®), inclusivamente. Por sua vez, ¢; é dado aproximadamente pelos quatro primeiros
termos de (3.18).

Contrariamente a expressao dada por (2.14), as derivadas de h com respeito as variaveis
espaciais sdo desprezadas nos termos de sexta ordem no desenvolvimento assimptético de ¢
dado por (3.18) e (3.19). Podemos interpretar esta hipétese como uma abordagem convencional
do tipo variacdo suave do fundo actuando apenas nos termos de alta ordem. Neste contexto,
¢1 € rescrito da forma seguinte:

b1~ 5 - (WV60) + 0 - (K9%00) — 5 (V2 (1)) -

2
615 2 w6 p2oh  p? P 9 Oh u? 5hiut _, 0h
—p’h 1—5V 0—?5—??V~ <h v@t) Py, \Y T (3.20)
O principal objectivo desta subseccao é a deducao de um sistema do tipo Boussinesq
de quarta ordem que preserve algumas das propriedades dispersivas dos modelos de ordem
superior. Este objectivo é concretizado através da inclusdo de um termo extra de ordem O(u)
no desenvolvimento assimptoético do potencial da velocidade do fluido (ver (3.20)). O modelo
resultante é deduzido usando as equagoes (3.14), (3.16) e (3.20) assim como a abordagem
convencional mencionada atras, resultando em

[7;307) i) ] | [£3(e0)

+ + +

T (¢0) L3 (¢o) L3 (n)
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com

0 )
T (n) = 5?’ T (¢0) = (;io (3.22a)
oh
Lh(n) = =1V, Li(do) = —1uV*(d0) + 1*hV7 60 (3.22b)
2 2
2
L3(60) = V- (Vo) = =V - (BWVP60) + oV - (V2 (090)) + pu'h® - V0, (3.22¢)
4 2 0%h
Li(n) =mn— 10y, (3.22d)
1 2 )
Ni}(% $o) = eV - (nVeo), N]f(??, ¢o0) = g |V¢0\2 + §6u2h2 (V2¢>0> — enphV? (fto
(3.22¢)
_10h 1p? 5 Oh 5ht _,0h _1u? [0R\?
S ==C% 2V (h v@t) <> 2wV W =-37 ((%) - (3.220)

oh
Note-se que se assume que pn é de ordem O(e) (cf. Dutykh e Dias (2007b)). Considerando a

transformacdo de varidveis,

2
b0 = ® — T iV ey, (3.23)

deduzimos o sistema de quarta ordem melhorado dado por (3.21) e (3.22), substituindo-se em
(3.22) ¢ por ® assim como T;2 e L3 pelas expressdes seguintes:

9o 2 9P

2 4 44

Th(®) =5 =z 'V 50 (3.24a)
2

L3(D) =V - (hVD) — %v (W) + %v (W22 (hV®)) . (3.24D)

Neste contexto, a utilizagdo do potencial transformado da velocidade do fluido ® tem duas
grandes vantagens. Mais concretamente, a ordem da derivada com respeito as variaveis
espaciais é reduzida para quatro e as propriedades dispersivas lineares dos modelos sao
melhoradas (ver subsecgao 3.2.3).

3.2.2 Melhoramento do modelo

As propriedades dispersivas assim como o gradiente de empolamento linear da onda podem
ser optimizadas, substituindo-se ¢y por uma fun¢édo auxiliar designada por ®,. Neste trabalho
®,, é dado por

o = o + ButhiVig,, (3.25)
com <;~5a = ¢(z,y, —ah,t) o potencial da velocidade avaliado num nivel arbitrario do fluido
z = —ah com a € [0,1] (ver, e.g., Nwogu (1993) e Gobbi et al. (2000)) e B uma constante

real dependente de «. Para se obter o modelo melhorado, procedemos como segue (ver, e.g.,
Zhao et al. (2004) assim como Beji e Nadaoka (1996)). De (3.13) obtemos

bo = cos(ahuV)ey — isin(ahuV)V_l¢1, (3.26)
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onde ¢ é dado por (3.20). Usando técnicas de aproximagoes sucessivas (ou um desenvolvimento
assimptodtica em ¢g) pode-se expressar ¢y em termos de ¢, resultando

2
$o ~ écx + :U'2 <_ahv : (hvéo) + (a;l)v2§£a> +

24 6 3 e Ot 3 2 ot
(3.27)

5 2 h 2 3 h
+ ot <5a4 20 a2 O‘) WG, — (an)o /f% (—a +a?— a) pay2oh

Por sua vez, pode-se substituir ¢y por ®, usando-se (3.25) e (3.27), obtendo-se a expressao
seguinte:

h 2
b0 ~ By + 12 <—ahv (hV®,) + (0‘2)v2q>a> +

5 5
+ pt (a4 —Zad+a? - % - B> hivAiD,—

2 2 3
o BEOh o [a” a5 00h
(om)8 + . ( 3 + o 5 h*v TR (3.28)

Um novo sistema de equagoes ¢ deduzido, introduzindo-se (3.28) em (3.21) e (3.22), bem
como negligenciando-se os termos de ordem O(u*) que dependem das derivadas de h com
respeito as variaveis espaciais de acordo com a abordagem descrita antes da equagao (3.20).
Este novo sistema depende do parametro « e preserva a ordem dos termos na equagao (3.22).

As propriedades dispersivas podem ser melhoradas introduzindo-se dois pardmetros novos.
Usando-se a primeira equacao de (3.21) assim como (3.22) com ¢q substituido por ®, pode-se
obter a relacdo seguinte:

V-(hV@a):—ZZ—EV-(WVCDQ)—QMZV-(hV(h?;Z))—
@ 2y (hv (12V2a 59 (9 + Ly (1vie
ST (9 (5 0)) (1) () -
2 2
g (2. 2, 10h p71 _<z 8h> 4
5V (V2 (hV@,)) + 11V o oV (W) o). (3:29)

Note-se que a equagio para definir £3(®,) do novo sistema tem um termo dado por (ver
(3.23), (3.24) e (3.28))

—ap?V - (hV (hV - (RV®,))), (3.30)
o qual pode ser decomposto da forma que segue:
—a(Br+ (1= B)p?V - (hV (hV - (hVD,))). (3.31)

A equacio (3.29) é usada agora para substituir V- (AV®,) em —a B2V - (hV (RV - (hV®,))).
Por outro lado, através da segunda equacao de (3.21) assim como (3.22) (com ¢¢ substituido

por ®,) obtém-se
0P,

= —n+O0(?). 3.32
S =+ O(2) (3.32)
A equagdo (3.32) pode ser rescrita da forma seguinte:
0P, 0P, 0P,
= 1— . .
o — P25 + (1= p2) e (3.33)
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Usando-se (3.23), (3.24a) e (3.28) a funcdo 7,2(®,) fica definida. Assim, podemos introduzir
(3.33) com 3255 8% substitufdo por —Bs7m nos termos de alta ordem de 7;2(®,).

Como consequencia, uma nova classe de modelos melhorados é descrita pelas equagoes (3.21)
(substituindo ¢¢ por ®,) com

877 an on

1 2 2 41 44

T (n) = e + afpV - (hV (h('?t)> + "B h*V o (3.34a)

oP a a? 9 9
2 _ o 2v72 4 4 4

T2(®,) = o s (RV - (hV®,)) + p2— 5 (h V2o )+u Boh 78tv Do, (3.34b)
L) = =11 V%) — aphV - (w%ﬁ) — aB i Vi, (3.34c)
L3 (D) = —ozhuQV(I)aVaaIZ — V(D) — o B2 h*Vi®,, + *hV20,, g? (3.34d)

> e
£3(®a) = V- (VD) — £V - (PPvPe,) + V- (V2 (hV04)) + i h° By VoD, —
2

—ap2(1— BV - (WY (Y - (hVDy))) + Oi,ﬁv (hv (R2V?a,)) (3.34e)
4 th 4 44
Ly(n) =n-— MUW‘HL@* o’ —204+ h*V'n, (3.34f)
N, ®y) = eV - (VD) + p’e B1h?V - (77V3<I>a) + ap®B1eh®*V3 - (nVD,), (3.34g)
1
N2, Bo) = < |v¢> 1+ §5u2h2 (VQ%)Z + 2R BV O, V3D, + enp’h V2, (3.34h)
B 18h 1 p? 9 Oh o2 44 Oh ,u2 ( Oh )
Si(h) = e Ot 82v (hv8t>+u 5thv 8t+a(1 61)5 hv(h 8t)
(3.34i)
1p? (0h\?  p? 0 [, Oh 3 0 0%h 5 (Oh -
h)=-—-2 (= EZ (=) - Ba3V2L Y ahwt 34
S2(h) 25((‘%) +a58t(8t) “s Vige ~ o V(at) (3:34))

em que (3 assim como (2 sao parametros introduzidos em (3.31) e (3.33). Para além disto, os
coeficientes B, By, --- , Bs e B4 dependem de «, 1 e B2. No que segue, quatro tipos possiveis
de modelos sdao discutidos em funcao dos coeficientes referidos. No primeiro caso, temos um
modelo de sexta ordem (60-A) com av # 0,81 =P2=0¢

5 4 5 4\?
B():M(a2—2a)<(12—20z+5>, 32:24<a2—2a+5),
1 ) )
Bs=—-a(a®— ~)-=, B=0. (3
3 3a<a 3a—|—2) 51 0. (3.35)

No segundo caso, temos um modelo de quarta ordem (40-A) com aw # 0,61 = P2 =0¢e

1 5 5
By=—=(a?-2 = By = B, = = 2 _ )y _ 2
0 (a o+ ), 2 =0, 3 3a (a 3a+2> 21’

5 4\ 2
B 24<a —2a+5> . (3.36)

No terceiro caso, temos um modelo de sexta ordem (60-AB) com a # 0, 5; # 0,9 =1 ou i = 2
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) 3

1, 5 5  ab 5 2 4))2
33—3a<a 3a+2) 51 5 B—24<(a 2a—|—5 . (3.37)

1 4 1 2
By = —(1—52)6 <042 —2044'), By = prag <042+ >,

Finalmente, no quarto caso, temos um modelo de quarta ordem (40-AB) dado por o # 0, 3; #
O,t=1oui=2e

1 4 1 2
BO:_(1_62)6 <a2—2a—|—5) —/810[5 <O[2—|—3> s BQZO,

1 5 5 5 4\ 2 1 2
Bgza(az—?)a—l—)——am, B:(a2—2a+> +ﬁ1a2(a2+>.

3 2 24 2 24 5 3
(3.38)
Em todos estes casos, os coeficientes By e By sdo dados por
2 3
o « «
B =—— By=——+40a*— . .
1 5 a, 4 3 + o 5 (3.39)

Para finalizar esta subseccao, referimos que se considerarmos a = 0 entdo obtemos os
modelos apresentados na subseccdo anterior. Note-se que se a =0, By =0, By = % eB=0
entdo é recuperado o modelo de sexta ordem descrito por (3.21) e (3.22) e se « = 0, By = — &,

By=0e B = 12—5 reconstruimos o sistema de quarta ordem definido por (3.21)—(3.24). Por

outro lado, se a =1 — %, o modelo dado por (3.21), (3.34) e (3.35) pode ser reduzido a um
sistema de quarta ordem, uma vez que se tem By = 0. Na préxima subsecgdo, mostramos que
este tltimo caso apresenta a mesma relagdo de dispersao que a do modelo proposto por Zhao
et al. (2004) (ver capitulo 2). Note-se que uma generalizacao do modelo proposto por Chen
e Liu (1994), mas para um fundo dependente do tempo, pode ser obtida quando os efeitos

dissipativos e o termo extra O(u%) em (3.20) ndo forem considerados.

3.2.3 Relacgao de dispersao

Nesta subseccao, a relagao de dispersao para o modelo proposto e linearizado é apresentada.
No que segue, apenas varidaveis dimensionais sao consideradas. Para simplificar o problema,
considera-se somente o caso 2D com um fundo constante da regido ocupada pelo fluido. Este
fundo é descrito por z = —h.

O problema completamente linear com efeitos dissipativos, em que as fungdes incognita sao
o potencial da velocidade do fluido e a elevagdo da superficie da onda, é dado pelas equacgoes
seguintes:

Po o
@ + V79 =0, (.’L‘, Z) e R x [—h,O], (340&)
dn 09 2 _
o~ 5. V=0, 2=0, (3.40b)
%f +gn—1uVip=0, z=0, (3.40c)
¢

= = —N. -4
5, =0 2=—h (3.40d)



Este problema admite solugoes definidas por
n(xz,t) = aellke—wt), o(x, z,t) = B(z) ek —wt), (3.41)

desde que a relacdo de dispersdo associada a este problema seja satisfeita. Esta relacao de
dispersao é dada pelas equacgOes seguintes:

1 tanh(kh
W} = = (0 — 1)k + gthank}(L), (3.42)
]{32
wo = —?(Vl + 1/2). (343)

A frequéncia angular é definida aqui por w = wy + iwe em que a é a amplitude da onda, B(z)
é uma funcao relacionada com a magnitude do potencial da velocidade do fluido e k = 2% éo
ntmero de onda. Se se tiver v; = vy entdo os termos dissipativos ndo contribuem para a parte
real da frequéncia angular.

Por outro lado, a linearizagao do sistema descrito por (3.21) e (3.34)—(3.39) com um fundo
constante z = —h pode ser escrito na forma genérica seguinte:

9 P
D 2o, + Bsh3Vi0, + Boah®V0d,, + Beh2V2 2l 4

ot ot
0
+ B7h4v48—7t7 — 11V — Beh?n Vi =0, (3.44a)
0P 0P 0P
8;“ + B1h*V? at“ + Boh*v* 8: + gn — 1uV2d, — 1 B1h2Vid, + gBsh*Vin = 0,
(3.44b)
com B; (i =5,...,8) dados como segue:
Modelos 60-A e 40-A Modelos 60-AB e 40-AB
1 2 1 2
Bs = (a2 —2a+ 3> ., (3.45a) Bs = <a2 — 2a + 3) + a1,
Bg 78 = 0; (3.45b) (3.46a)

BG = Oéﬁl, B7 = OéZﬁl, (346b)

1 4
By = Bag (OP —2a + 5) . (3.46¢)

O sistema (3.44) admite solugoes da forma
n(z,t) = a7 o (z,t) = —ibekrmwh), (3.47)

desde que a relagido de dispersado associada seja satisfeita. Esta relacao de dispersao é dada
por

1/ T T, 2 T T\ T
2 5 4 4 6 4 od14d7
= —— — k — k hk 3.48
wi 1 (Tng v+ T VQ) + T Visk™ +g ToTs’ ( )
k? [ Ty Ty
= —— — 3.49
w2 5 (Tng v+ T 1/2> ) ( )



em que T; (i =1,...,7) sdo dados por

Ty = 1 — Bs(kh)? + Ba(kh)4, Ty = 1 — Bg(kh)? + Bz (kh)4,
Ty =1 — By(kh)? + Bo(kh)4, Ty =1— By(kh)?,
T5=1— (B2 + Be)(kh)Q + (B2Bg + BQ)(kh)4, Ts6=1—(Bs + B])(kh)2 + BgB1 (k:h)4,
Ty =1+ Bg(kh)*
(3.50)
e b é uma constante relacionada com a magnitude do potencial da velocidade do fluido.

3.2.3.1 Discussao sobre os parametros «, 51 e 3

A ideia principal é a optimizagdo dos coeficientes B; (i = 0,1,2,5,---,8) de modo
que (3.48), (3.49) e (3.50) reproduzam o melhor possivel (3.42) e (3.43). Note-se que os
termos dissipativos ndo sdo considerados nesta subseccio (17 = vy = 0m?s™!).

Agora, discute-se o modelo com [ = 2 = 0 e com « um pardmetro real a determinar.
Como habitualmente, as relacées de dispersao dos modelos deduzidos sdo comparadas com os
desenvolvimentos de Padé das relacoes de dispersdo provenientes da teoria completamente
linear (ver, e.g., Gobbi et al. (2000) e Madsen e Schéffer (1998)). O quadrado da velocidade
de fase normalizada do problema linear Cg é definido por

=9 w?  tanh(kh)

G= = (3.51)

Os desenvolvimentos de Padé de ordem [2,2] e [2,4] de C_’g s@o dados por

(3.52a)

1 2(kh)?
o (3.52b)

3(kh)2 | (kh)*’
L+ ==+ 55

respectivamente.
O valor de a pode ser escolhido de forma a que a fracgao (T17%)/(ToT3) (ver (3.48))

reproduza qualquer um dos desenvolvimentos de Padé apresentados em (3.52). Note-se que
V5

esta fraccdo é definida por (3.52a) e (3.52b) para o modelo de quarta ordem com o =1— %> e
a=1- 4, respectivamente. Na tabela 3.1, podem ser vistas as fracgoes (7177)/(12T3) para
V5

alguns valores de . Note-se que os modelos 40-A e 6o-A coincidem se o = 1 — *2. Neste caso,
obtemos a relacao de dispersao associada ao modelo de segunda ordem de Zhao et al. (2004)
(ver capitulo 2) assim como aquela respeitante ao modelo BEV de terceira ordem descrito
em Dutykh e Dias (2007b). Na figura 3.2, apresenta-se C’g como fungdo de kh, relativamente
aos modelos aqui propostos assim como ao modelo de Chen e Liu (1994). Salienta-se que
também é possivel melhorar a relacdo de dispersao com outros valores de a determinados
pelo método dos minimos quadrados, tendo como critério de optimizagao, por exemplo, o erro
relativo obtido entre as vérias relagoes de dispersao.

Como exemplo, referimos os seguintes erros obtidos para kh € [0,20]: se « = 1 — %
obtém-se um erro de 8.6%; se @ = 1 o erro do modelo de quarta ordem é melhorado para
239% esea=1— 4 obtemos um erro de 0.49% e de 0.55% para os modelos de sexta e de
quarta ordem, respectivamente. Por sua vez, o erro produzido pela aproximacao dada pelo
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Figura 3.2: O quadrado da velocidade de fase normalizada C_’g para os modelos 40-A e 60-A com

diversos valores de a.. A figura mostra também C_‘Z para o modelo completamente linear
(C.L.) bem como para o modelo de Chen e Liu.
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« 6% ordem 4% ordem
kh)2
(kh) | 2(kh)* 1 U5

Tk
4
14 ERL GRS gy G GRS
14 G2 1+ &
1_ é + 15 s > (ver (3.52a))
5 14 2(’“5'” 1+ 2(k5h)
4
AN Ly 2 (ver (3.52b))
7 3(kh)* | (kh)* 3(kh)* | (kh)* '

Tabela 3.1: Definigao das fracgoes (1177)/(12T5) para diversos valores de « e para os modelos de
sexta e quarta ordem.

desenvolvimento de Padé [4,4] de (3.51) é de 0.29%. No entanto, se & = 0.583948 pode-se
melhorar a relacao de dispersdo obtendo-se um erro de 0.08% para o modelo 40-A. Este tltimo
valor pode ainda ser minimizado se forem escolhidos valores apropriados de (31 e 83. Usando-se
um método do tipo ponto fixo no gradiente do erro, consegue-se determinar os valores de «, 51
e [y para os quais o erro obtido para a fracgao (T17%)/(T>T3) é igual a 0.01672% relativamente
ao modelo 40-AB (ver figura 3.3). Denotamos estes valores de «, 1 e f2 por a, B1 e fa,
respectivamente e os seus valores sao dados por

a = 0.5917517028, [ = 4.971623160 x 1077, [y = —8.100610226 x 102, (3.53)

Por outro lado, os erros para as aproximagoes dadas pelos desenvolvimentos de Padé [4,6] e
[6,6] de (3.51) sao de 0.0394% e de 0.0096%, respectivamente. Note-se que C_’I% é altamente
sensivel & escolha destes parametros. Este facto ¢ ilustrado na figura 3.3 (b) onde também
se considera o modelo 40-AB com o = @&, 81 = 0 e o = (. A partir de agora, apenas

tanh(kh
consideramos os parametros dados por (3.53). Salienta-se que = lim L()
kh—+oo  kh

o desenvolvimento de Padé de ordem [2n,2n + 2] de (3.51) fornece uma melhor aproximagao
do que o desenvolvimento de Padé de ordem [2n + 2,2n + 2] de (3.51), para valores grandes

T
de kh (n € Ny). Por outro lado, apenas se tem khl_igl_oo T;T;

ordem aqui apresentados, com a excepc¢ao do modelo 40-A quando o =1 — é

= 0. Assim,

= 0 para os modelos de quarta

3.2.3.2 Efeitos de dissipacao

Nesta subsecc¢ao, estudamos a contribuicao dos efeitos dissipativos na relacdo de dispersao,
estendendo a andlise feita em Dutykh e Dias (2007a). A inclusdo dos efeitos dissipativos
permite que w; possa ser um nimero puramente imaginario para certos valores de kh (ver
(3.42) e (3.48)). No modelo completamente linear a parte imagindria da frequéncia angular é
negativa para coeficientes de viscosidade cinemética nao negativos vy e v e com vy # Om?s ™!
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Figura 3.3: O quadrado da velocidade de fase normalizada C’g como fungdo de kh para os modelos
completamente linear (C.L.), 40-A, 40-AB e 60-A com vérios valores de «, 81 e f2. Em
(b) mostra-se que os modelos sdo altamente sensiveis & variagdo destes pardmetros.
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ou vo # 0m?s~! (kh > 0). Isto significa que o decaimento no tempo das solugdes depende da
parte imaginaria da frequéncia angular.

Assim como em Dutykh e Dias (2007a), consideramos v; = 0.14m?s! e v = Om?2s~ 1.
Para além disto, o caso v; = 0m?s™! e vy = 0.14m?s~! é também estudado juntamente com
0 caso V] = vy = 0.07m?s~!. Salienta-se que o modelo completamente linear tem os mesmos
valores de wy para todos estes casos. Com respeito ao modelo completamente linear, podemos
retirar as conclusoes seguintes:

1

i) os dois primeiros casos tém as mesmas partes imaginaria e real da frequéncia angular

(ver (3.42) e (3.43));

i) o terceiro caso nao tem uma bifurcagio para a parte imaginaria da frequéncia angular
(ver figura 3.5 (c)). Isto significa que os termos dissipativos contribuem de forma igual
para a dissipacdo da energia das ondas que se propagam tanto na direc¢do positiva como
na direc¢ao negativa do eixo ox. Este ultimo facto estd em concordancia com o trabalho
de Dias et al. (2008).

Na figura 3.4, pode-se observar o quadrado da componente normalizada da frequéncia
angular wi,
wi

ghk?’
como func¢do de kh para os modelos 40-A e 40-AB bem como para o modelo completamente
linear. Note-se que W} = Re*(C},) quando w; é um niimero real. Consideramos aqui o modelo
40-A com o =1 — g e o modelo 40-AB coma =ae f3; = f; (i =1,2).

Das figuras 3.4 e 3.5, conclui-se o seguinte:

(3.54)

w0l =

i) podemos observar através das figuras 3.4 (a) e 3.5 (a) que o modelo 40-A e que o
modelo completamente linear apresentam o mesmo comportamento para &} e para

Im(w) (1 =0.14m?s7 !, vy = 0m?s™1);

i) a escolha dos pardmetros &, (1 e S ndo melhora w? do modelo 40-AB, quando comparada
com w? do modelo 40-A, mesmo para kh € [0,20] (ver figura 3.4 (a)). Por outro lado, o
modelo 40-AB e 0 modelo completamente linear apresentam comportamentos distintos
com respeito & parte imagindria da frequéncia angular para kh > 40 (ver figura 3.5 (a));

ii7) os modelos 40-A e 40-AB tém comportamentos diferentes para w? assim como para

Im(w) quando comparados com os do modelo completamente linear (ver figuras 3.4 (b)
e 3.5 (b)). Note-se que @? também tem uma contribui¢io imaginaria para o modelo
completamente linear (1, = 0m?s™!, vy = 0.14m?s~!). Este facto estd em concordancia
com os resultados fornecidos por um dos modelos dissipativos apresentados em Dutykh
e Dias (2007a). A priori, ndo vemos nenhuma vantagem para o uso deste modelo
dissipativo;

iv) podemos concluir através das figuras 3.4 (c) e 3.5 (c) que &? ndo tem uma contribuicio

imaginéria quer para o modelo 40-AB quer para o modelo completamente linear (v =
vy = 0.07m2s7!). No entanto, @} também tem uma contribui¢io imagindria para o
modelo 40-A. Por outro lado, Im(w) relativo ao modelo completamente linear tem um
comportamento semelhante a um dos ramos da componente homologa associada ao
modelo 40-A (ver figura 3.5 (c)). O ramo mencionado anteriormente esta associado aos
valores negativos da componente puramente imagindria wy da frequéncia angular.

v) Em todos estes casos Im(w) é negativo (kh > 0).
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Figura 3.4: O quadrado da componente normalizada da frequéncia angular &? como funcio de kh para
um valor fixo de h para os modelos 40-A, 40-AB e completamente linear (C.L.). Na regido
cinzenta, podemos observar @? como funcio de kh quando w; é um niimero imaginério
puro. Consideram-se os valores das viscosidades cineméticas dados por vy = 0.14m?s~!
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Figura 3.5: A parte imagindria da frequéncia angular Im(w) (s™!) como funcio de kh para um valor
fixo de h para os modelos 40-A, 40-AB e completamente linear (C.L.). Consideram-se

os valores das viscosidades cineméticas dados por v; = 0.14m?s™

1

evy =0m?s7! (a),

v1 =0m?s7! e vy = 0.14m?%s~ ! (b) assim como v; = 0.07m?2s™! e 15 = 0.07m?s7! (c).
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3.2.4 Gradiente de empolamento da onda

O gradiente de empolamento pode ser usado para analisar a deformacdo da onda quando esta
é afectada pela variagdo de um fundo estacionério da regiao ocupada pelo fluido (ver, e.g.,
Madsen e Sgrensen (1992) ou Lee et al. (2003)). Para além disso, os efeitos de dissipacao
da energia das ondas nao sdo considerados nesta andlise. Comegamos por assumir que as
equagoes descritas por (3.21) e (3.34), quando escritas numa forma linearizada, admitem as
solugoes seguintes:

n = a(x) cos (/ k(x)dx — wt) , (3.55a)
By, = b(z) sin ( / k() da — wt> . (3.55D)

Também consideramos variagoes suaves para as fungdes que descrevem o fundo do mar, niimero
de onda, amplitude da onda bem como para a magnitude do potencial da velocidade do fluido.
Isto significa que as derivadas de ordem superior ou igual a dois, assim como os produtos das
derivadas de primeira ordem de h(z), k(x),a(z) e b(x) sdo negligenciados.
O gradiente de empolamento da onda « é definido por
1da 1dh
il 3.56
adx s hdx ( )
Por outro lado, o gradiente de empolamento da onda associado a teoria de linear sem efeitos
dissipativos é dado pela relagdo bem conhecida (ver, e.g.,citetMad ou Walkley (1999)) que
segue:
_ 2kH(sinh(2kH) 4 kH (1 — cosh(2kH)))
B (2kH + sinh(2kH))?2
Neste trabalho, os procedimentos utilizados em Lee et al. (2003) sdo tomados em consideragao.

No entanto, para o modelo 40-AB uma relacao distinta daquelas obtidas em Lee et al. (2003)
¢é deduzida, resultando em

(3.57)

Qg

1da 1db 1dk 1dh
N eI | Ul |\ et 3.58
Ogdr " odr T Ckdr T Bhdr (3.58)
com
4
49 = (252 <a2 —2a + 5) — 4a261> h2k?haw + 2081 h, (3.59a)
a? w? ao? 1
49 = (—4h2k2B0 +2(5 - a)> hr—4 (2 —a(l-p)+ 3> h?k? + 2, (3.59b)
4
dg = ((62 <a2 — 20+ 5) - 6@251> h2k2 + 60&61) ho—

2 2 2
- <6Boh3k2 - <O; - a>> h% —6 ("2 —a(l1-pB) + ;) +1, (3.59¢)

2
4 = —ah™= + 3081 ha + <6(1 — B1)a — ga2 - 2) h2E% 4 1. (3.59d)
g

2

Note-se que w* = W& em que

o? 1
C—all—=p)+3) PR +1 Lo

hk,Q_ ( —
a251h4k4 — aﬁthkQ + 1 TQ

(3.60)

Q_.):
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Bgh*k* +1 _ T7
TBohikt — (2 —ayp2kz 41 T3

o=

(3.61)

Se derivarmos a equagao linearizada do potencial da velocidade do fluido (ver (3.44b)) com
respeito a x, obtemos

1da 1db
1+ da 1
doadm +dlbd td

11dk (1dh

.62

com

1 4
dy = —di = 6h4k4 <a2 — 20+ 5) +1,

2 4 ~ 2 ~ (363)
db = dl = Z gkt <a2 — 2+ ) — 4Bk kY 12 (S — o) 22
3 ) g 2 g
Usando (3.58) e (3.62), obtém-se a relagao seguinte:
1 d 1dk 1dn
e —0, (3.64)

ad kdz hda:

2

L&y Ly df
onde ¢; = d — dj =+ ar co = dy —di-L g e = d — d‘%d% Note-se que w” nao depende de z.

1 1
Assim, temos que

1dk ,1dh Lk _ 1dh
29~ SN 4 (1-C0 el .
G T VT T “har (3.65)

em que

) = (B1BsB7Bg — ByB7Bs + ByBsBsBg)(kh)2+
+ (—2B5B7Bg — 2B Bs BgBg — 2By Bs Bg + 2By Bs By)(kh)+
+ (B7Bs + 3B5 B Bs + By B¢ Bs + 3B1 Bs Bs + BoBs — B1Bs By — 3By By — ByBsBg)(kh)®+
+ (—2B¢Bg — 4B5Bg — 2B Bs + 2B B7 4+ 2By Bg) (kh)®+
+ (3B — By + BsBg — By Bg + B1Bs — Bo)(kh)* — 2Bs(kh)? +1, (3.66)

¢t = ByBsB7Bg(kh)' + (B1Bs By Bs — 3By By Bg + BoBsBsBg)(kh)'?+
+ (—3B3B7Bg + By B;Bs — 3B, B5BsBs + BoBsBs — 3By BsBs + 5By Bs By)(kh)''+
+ (B7Bg + 5B5BsBg + By Bs Bs + 5B, Bs Bs + BoBs — 3B, Bs By — 7By B7 — 3By B Bg) (kh)®+
+ (—=3BgBg — 7BsBs — 3B, Bs + BsB; + 5B1 By + B BsBs + 5By Bg + BoBs)(kh)S+
+ (5Bg — 3By + BsBg — 3B, Bs + B1Bs — 3By)(kh)* + (Bs — 3Bs + By)(kh)? +1 (3.67)

1

ecy = 5 0 Como consequéncia, o gradiente de empolamento da onda é dado pela férmula
seguinte
c3 — cacC
= 224 (3.68)
c1

Na figura 3.6 representa-se o gradiente de empolamento da onda como fungdo de kh para
os modelos 40-AB (o = &, f1 = 1, f2 = B2), 40-A (a =1- i) Chen e Liu, Zhao et al. e
para o modelo completamente linear.
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Figura 3.6: Gradiente de empolamento da onda como funcdo de kh para os modelos completamente
linear (C.L.), Chen e Liu, Zhao et al., 40-AB (o = &,81 = B1,82 = [2) e 40-A

(azl—g).

Referimos que existe uma boa concordancia entre as curvas do gradiente de empolamento
da onda referentes aos modelos melhorados de quarta ordem, completamente linear e ao
modelo de Chen e Liu (1994), para valores pequenos de kh. Por sua vez, o gradiente de
empolamento da onda pode ainda ser melhorado modificando-se os valores de a, 51 e B2. No
entanto, neste caso as relagoes de dispersao lineares iriam piorar quando comparadas com
aquelas provenientes da teoria linear de Airy. Contudo, na secgdo seguinte propoe-se um
método para optimizar o gradiente de empolamento da onda sem piorar as caracteristicas
dispersivas.

3.2.4.1 Optimizacao do gradiente de empolamento da onda

O modelo proposto pode ainda ser melhorado, relativamente as caracteristicas de empolamento
da onda, se se considerar uma generalizacdo do potencial auxiliar da velocidade do fluido ¢,
introduzido em (3.25). Mais concretamente, ®,, é escrito agora da forma seguinte:

Dy = do + B h* V4o + Aspt®hVh - Ve, (3.69)

em que \s é um pardmetro livre (A € R) o qual é determinado de modo a melhorar a
curva do gradiente de empolamento da onda, quando comparada com aquela proveniente
da teoria linear. Salienta-se que (3.69) é igual a (3.25) quando se assume que h é constante
ou ¢ = 0. A introducgdo deste potencial transformado da velocidade do fluido apenas
modifica as equagoes (3.34b) e (3.34e) do modelo descrito por (3.21) e (3.34). Em particular,
a equagao (3.34b) rescreve-se da forma seguinte:

0P 0 a? 0
2 _0%a 9 ) 2 292
;7 (®,) = 5 Mg (hV - (hV®,)) + 1 5 B (h Y (IJQ)-I-
+M%#;W%+ﬁ&mhgf%x(mm
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enquanto que (3.34e) é substituida por

(1 p?
£3(%a) = V- (V) = TV - GEIE TV (V2 (hV2,)) +
+ uthSBeVO®, — ap®(1 — 1)V - (WY (RV - (WY D,)))+
2
+ %;ﬂv (h9 (129200 ) ) + 12NV - (WY (hVA- V,)). (3.71)

Neste contexto, a expressdo para o gradiente de empolamento da onda é obtida usando-se
um método andlogo aquele descrito anteriormente para deduzir a equagao (3.68). De facto,
este novo problema é descrito pelas equagoes dadas anteriormente, desde (3.58) a (3.68), com
excepgio da equagdo (3.59d) para definir dJ. Mais concretamente, dJ é rescrito agora da
forma seguinte:

2
4 = (N — a) B + 3aBih@ + <6(1 — B)a — ga2 -2- )\s> h2k? + 1. (3.72)
g

A introdugao deste potencial transformado da velocidade do fluido dado por (3.69) permite
uma boa optimizagdo do gradiente de empolamento da onda. Na figura 3.7, mostra-se
o gradiente de empolamento da onda como funcdo de kh para os modelos 40-AB com
a=a, 1 =01, B2 =P e Xs =0 assim como para o = @, B1 = B1, B2 = 2 e A\s = 0.29, 40-A
com o =1— g e A\s = 0 e também bem com a =1 — g e As = 0.32, Chen e Liu, Zhao
et al. assim como para o modelo completamente linear (C.L.). Finalizamos esta subsecgao

— C.L

+—+ Chene Liu

3— — Zhaocetal.

<+ 40-A

=—a 40-AB

“[ | a—a 40-AX, =032
40-AB A, = 0.29

Qg

Figura 3.7: Gradiente de empolamento da onda como funcao de kh para os modelos 40-AB com
a=aq, 1 =01, Pa =2 e A\s =0 assim como para o = &, 51 = 1, B2 = B2 € As = 0.29,

40-A com o =1— 4 e As =0 e também com o =1 — g e As = 0.32, Chen e Liu, Zhao

et al. assim como para o modelo completamente linear (C.L.).

referindo que existe uma boa concordancia para os gradientes de empolamento da onda entre
o modelo 40-AB com s = 0.29 e o modelo completamente linear para valores de kh € [0, 8].
Por sua vez, os gradientes de empolamento da onda para o modelo 40-AB com A; = 0 e para
o modelo completamente linear s6 sdo concordantes para valores de kh € [0, 1]. Planeia-se
num futuro préximo implementar numericamente o modelo proposto utilizando-se o potencial
transformado da velocidade do fluido definido por (3.69).
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3.2.5 Condicgoes de fronteira

Alguns dos mecanismos fisicos sdo aqui descritos para induzir ondas maritimas de superficie,
fenémenos de reflexdo de ondas bem como efeitos de absor¢ao da energia das ondas. Note-se
que a geracao de ondas através da movimentacdo do fundo da regiao ocupado pelo fluido
é apropriada para a modelagdo de ondas maritimas de superficie geradas por actividades
sismicas. No entanto, outras aplicagoes da Fisica estao associadas a outros mecanismos de
geracao de ondas.

Uma das formas mais simples de induzir uma onda, consiste na imposi¢do de uma condicao
inicial apropriada. Esta forma de geracdo de onda é habitualmente designada de geracgao
passiva. Este caso é apresentado no primeiro teste numérico (ver subsecgao 3.4.1).

A indug¢do de um grupo de ondas pode ser também induzida através de uma condigdo de
fronteira dependente do tempo. Neste caso, a elevacdo da superficie da onda bem como o
potencial da velocidade do fluido devem satisfazer condigoes de fronteira apropriadas, e.g.,
condigoes de Dirichlet ou de Neumann (ver, e.g., a subsecgdo 2.9.3). Neste capitulo nao
usamos este método. Contudo, no programa DOLFWAVE podem ser encontrados varios exemplos
usando este método de inducao de ondas.

Para além das condigoes de fronteira para a onda incidente, onde os perfis das ondas
sdo conhecidos, precisamos de condicoes de fronteira apropriadas para que o problema possa
ficar bem posto. Denotemos por I' a fronteira de 2 e por I', o subconjunto de I' onde sao
consideradas as fronteiras reflexivas.

Consideram-se mais dois tipos de fronteiras:

i) fronteiras totalmente reflexivas;

it) camadas de esponja.

O primeiro caso é modelado pelas equacdes seguintes:

{ V2-1¢, . n=0VYn=12

Vim0, V(z,y) €T, (3.73)

onde n é o vector unitdrio normal a I" e dirigido para o exterior de Q (ver Engsig-Karup et al.
(2008)). Também assumimos a condigdo seguinte:

Vi -n=0 (3.74)

se B; # 0 (i = 1,2). Esta tltima equagao surge da formulacao variacional do problema como
uma condicao de fronteira natural.

No segundo caso, usando-se uma camada artificial extra, habitualmente designada por
camada de esponja ou por camada de absor¢do, podemos simular fronteiras parcialmente
reflexivas ou absorventes. Desta forma, a energia das ondas reflectidas podera ser controlada.
Assim, o efeito das reflexdes das ondas nas fronteiras pode ser minimizado e evitar-se também
interacgoes complexas entre ondas incidentes e reflectidas. A dissipacdo da energia associada
ao rebentamento das ondas é também possivel de ser simulada.

3.3 Meétodo numérico

3.3.1 Um esquema C/DG-FEM para um modelo de Boussinesq de quarta
ordem

Nesta subsecg¢ao, introduzimos um método de elementos finitos continuos/descontinuos, com
termos de penalizagdo, para o modelo de Boussinesq 40-AB com derivadas de quarta ordem
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com respeito as varidveis espaciais. Este modelo é descrito pelas equacgoes (3.21), (3.34), (3.38)
e (3.39). Note-se que todos os modelos de quarta ordem atrds mencionados podem ser obtidos
a partir do modelo 40-AB através de uma escolha apropriada dos pardmetros introduzidos
nestas equacoes. Planeia-se num futuro préximo implementar numericamente os modelos
compostos por equagoes de sexta ordem com respeito as variaveis espaciais, usando-se um
método do tipo C/DG-FEM.

O nosso esquema numérico surge dos conceitos introduzidos por Engel et al. (2002) para
os modelos elipticos com derivadas de quarta ordem com respeito as variaveis espaciais. Estes
modelos elipticos sdo utilizados em problemas de estruturas da Mecanica dos Meios Continuos.
No que segue, apenas consideramos condigoes de fronteira reflexivas, i.e., do tipo Neumann.

Com vista a implementagao do método dos elementos finitos continuos/descontinuos com
termos de penalizacao, definimos o espaco de dimensao finita das funcbes incégnita e das
funcoes teste da forma seguinte:

Al =Bt = VP = (9" € H'(Q) : 9"|q, € P2(Qe), Y € P(Q)}, (3.75)

onde P(Q) = {Qe}é\[:el ¢ um particao regular composta por elementos triangulares do dominio
poligonal €2 em N, elementos .. Por sua vez, P2(£2.) é o espago de dimensao finita de todos
os polinémios de grau menor ou igual a 2 definidos sobre €2,. O método que propomos para a
resolucdo do problema descrito por (3.21), (3.34), (3.38) e (3.39) pode ser escrito como segue.

Para cada t, determinar (nh, @Z) e AP x B" tal que
ar (' 01) = LG, @k, 1),

[e%

a9 (I)h '19’21) = |—2((I)Z777h719’21)7

a,t)

vor b e ph (3.76)

onde a; e L; (i = 1,2) s@o obtidos a partir da formulac¢ao variacional do problema e em que o
indice ¢t denota a derivada de primeira ordem com respeito a variavel temporal da funcao em
causa. Nas préximas equagoes utiliza-se a notacao seguinte:

Ne N; Np
('7')Q - Z('?')Qe7 ('7'>f - Z('v')f‘jv ('7')Fh - Z('v')f‘ja (3'77)
e=1 7=1 7j=1

com N; o ntmero de arestas interiores ao dominio, N;, o niimero de arestas na fronteira do
dominio e (-, -)g representa o produto interno de L? nos interiores dos elementos. Por outro
lado, (-, -); representa o produto interno de L? sobre as arestas interiores ao dominio. Para
além disto, o produto interno de L? sobre as arestas da fronteira do dominio é representado
por ('7 ')Fh-

O operador do salto [] é definido por [v] = v -n* + v~ -n~, em que v é uma fungdo
vectorial e v assim como v~ sdo os valores de v vistos a partir de Q} e Q_, respectivamente.
Aqui, n™ e n~ denotam os vectores unitirios e normais a cada aresta, os quais sdo dirigidos
para o exterior de QF e Q_ | respectivamente (ver figura 3.8). De forma anéloga, o operador
da média (-) é definido sobre as arestas da interface entre elementos por (v) = %(UJr +v7) em
que v é uma funcao escalar. Os termos de penalizacio, quer nas arestas interiores, quer nas
arestas da fronteira do dominio computacional, estdo associados aos parametros

Ti _ Ty
T h _

= Ea T = hie (Z = 1¢2)a (378)
respectivamente. Em (3.78), hl e h. sdo fungdes que dependem do didmetro dos elementos
QF e ., respectivamente. Nos exemplos numéricos, considera-se 7; = Tih =171 (i =1,2) sobre
todos os elementos.
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Figura 3.8: Um esbogo de uma parte do dominio poligonal €2, dos interiores dos elementos (2., das
arestas da interface I' (linha tracejada) e da fronteira do dominio I'y, (linha sélida).

As formas a; e L; (i = 1,2) sdo dadas por

ar (nf, 0}) = (o, 0h) = aBy (hVhl, Vo) = apy (R2Vn, VOT) +
+ a8y (WP, V20Y) | — q1a® BuFa(nf!, %) — oo Bi Fa (97, )+

+%1([[V77ﬂl ) [Vﬁﬂ])ﬁﬂh (th'naw?-n)r . (3.79)

h

Ly (", @, 9h) = o (WP, Vﬁ’f)Q — o (haf"Vh, w?)ﬂ +apun (B2V2", v%?)ﬁ +
+ (hvel, Vﬁ’f)ﬂ + é (v2eh, v (h3w’f))Q - % (V- (hveh),v- (h2V19’1’>)Q +

+a(1=p) (hV - (hveh), V- (hVﬁ’f))Q - 0;2 (?v2al, v - (hw’f))Q +
+ (nval, vit) - By (BV2eh, V- (Vi) — api (h2V - (n'Velk), v2ot)  +
+ (Sl(h)7 79}11)(2 + QIFLH(nha 19}11) + QIFEQ((I)Z? 79}11) + QQFLH(ﬁilla Uh) + QQFLH(ﬁlll? (I)Z)v (380)

as (@Qt, 193) - (@{;i, 193)@ + (o — a?) (chg,t, Vh 193)@ ~ B (thﬁt, hwg)Q +
+ By (h'V20L ,, V20}) | — a1 BoFa(®h,, 05) — aBoFa(95, Ol )+
+72 ([volh,], [vos]) . + 7 (VOh, 0, Vh-n) . (381)

h
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Lo (@, 7", 9%) = a (hVLVA,, ﬁh) - (vel, w’g)f2 + 13 By (h2V20h, V219£‘>Q +
(T () 0 (), P 2),

Rl (a 20+ ) (h4v2nh Vi) - (‘V@ﬁ i ,19’5)@ -3 <h2 (VQ@’;)?,M;)QJF

B (h2v2q>g, V. (vq>gq9’5))ﬁ 1g (hvnh, v (nhﬂ;l)) _—a (chg, v (htﬁ’;))Q -

—a (hVh,v (hﬁ’;))Q +a? (Volh,v (hhtﬁ’g)) )

Q
- (Sa(h), 08) .+ a2 (@8, 08), +a FE ", 0)) + @ F2 (0, B2 +  F2 (0%, 1)),
(3.82)

onde g1 e g2 sdo factores de peso e as fungoes FL(f1, f2) e F (fl, f2) (i,j € 1,2) sdo definidas
para duas fungoes arbitrarias f1 e fo como segue:

Fulfif) = | (0 (92) [V £) + (0921, 9 o om), | (3.83)

(i, f2) = —afin RhQ <V2f1> 7[Vf2]|)f + (h2V2f1, Vifa- n)rh] , (3.84)

F2(f1, f2) = af [(h2 (V- ("VA)) V) + (WY (i"VA), Vo n)Fh] +

<O; - é) [(h3 (V1) IVFd)  + (V21,9 fo n)FJ +

+ B [(hQ (
(v

(m)|

F2Y(fi, f2) = —1aBy {<h2 <V2f1> , [VfQ]])f + (h2V2f1,Vf2 . n)rh] (3.86)

Vi) [V e+ (VR m) |
(hV 1)) |[h Vfg]]) ( -(thl),h2Vf2~n)Fh], (3.85)

F2(f1, f) = g2 (a —2a+ 5) {(h“ (V2h), V) + <h4V2f1,Vf2-n>Fh] . (387)

Note-se que as condigoes de fronteira definidas por (3.73) e (3.74) sdo consideradas.

No caso das fungoes base do espago das fungoes incognita e fungoes teste serem suficiente-
mente suaves, e.g., de classe C2([0,T]; 2) com T o limite superior para a varidvel temporal,
entdo todos os termos avaliados sobre as arestas sdo nulos. Neste caso, resulta uma formulagao
de elementos finitos convencional.

Um esquema de predigao-correcgao, inicializado por um método explicito de Runge-Kutta,
é utilizado para a integracao no tempo de (3.76). A discretizacao das equagoes (3.76) pode
ser escrita na forma seguinte:

M®U, = F(t,U), (3.88)

onde U; e U referem-se a (77?, @th) e a (n*, ®"), respectivamente. A matriz dos coeficientes
M(t) = M(h(t)) é dada pelos primeiros membros de (3.76). Por outro lado, o termo
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independente F estd relacionado com os segundos membros das mesmas equacoes. Desta
forma, o método de quarta ordem de Adams-Bashforth-Moulton (ver, e.g., Lambert (1991))
pode escrever-se da forma seguinte:

A
My U = Myr Uy, +

t
ﬂ[55F(tm Un) — 59F(tn_1, Un_1)+

4 3TF (ty_2, Un_z) — 9F (tn_3, Un_3)], (3.89)

At
Mn+1U7§21 = Myp1Up + 5 [9F (tns1, Uv(z(J)r)l) + 19F (ty, Up)—

24
— 5F (tn—1,Un—1) + F(tn—2,Un—2)], (3.89b)

onde At é o passo de tempo, t, = nAt (n € N) e U, é U avaliado em t,,. Os valores preditos
e corrigidos de U, sdo denotados por U,SO) e US), respectivamente. A equagao respeitante ao
passo de correcgdo (3.89b) pode ser iterada, de forma a que seja satisfeito um erro predefinido
entre passos de tempo consecutivos 3,

O modelo numérico apresentado é denotado por 40-M-CDG-P2, o qual significa modelo
moderadamente nao linear de quarta ordem, discretizado por um método de elementos finitos
do tipo C/DG-FEM com termos de penalizacdo e usando elementos de Lagrange Pa.

Varios conjuntos de equagbes estdo ja numericamente implementados no cédigo DOLFWAVE,
usando-se diferentes métodos de elementos finitos. No capitulo 2, o modelo fracamente nao
linear de segunda ordem de Zhao et al. (2004) foi optimizado de forma a ser incorporada
a geracao de onda por meio de um movimento do fundo impermeavel da regido ocupada
pelo fluido. Para discretizar essas equacdes usamos um método de Galerkin convencional
utilizando-se elementos finitos triangulares e continuos (CG-FEM) de Lagrange P; e Po. Estes
modelos sdo denotados aqui por 20-ZTC-P1 e 20-ZTC-P2.

As formas fracamente nao lineares dos modelos de segunda e quarta ordem aqui apresenta-
dos sdo também consideradas. Estes modelos sdo designados por 20-W-CG-P1, 20-W-DG-P1,
20-W-CG-P2 e 40-W-CDG-P2. Em todos estes casos, apenas consideramos termos nao lineares
de ordem O(g). Estes modelos sdo deduzidos usando-se os métodos mencionados nas secgoes
anteriores. Note-se que o modelo de segunda ordem proposto tem algumas propriedades
dispersivas do modelo de quarta ordem. Isto deve-se a inclusao de um termo extra de ordem
O(p*) no desenvolvimento assimptético do potencial da velocidade do fluido. Os modelos
20-W-CG-P1 e 20-W-CG-P2 sao discretizados através de elementos continuos de Lagrange Py
e Po, respectivamente. Para além disto, o modelo 20-W-DG-P1 é discretizado recorrendo a
elementos finitos descontinuos de Lagrange P com termos de penalizagio (ver, e.g., Brenner e
Scott (2008)). O mesmo esquema de predi¢ao-correcgdo, referido anteriormente, é considerado
em todos estes casos.

3.3.2 Consisténcia da relacao de dispersao e condi¢ao do tipo CFL

Aqui, apresentamos alguns resultados sobre a consisténcia da relacido de dispersao e a estabili-
dade do método numeérico, com respeito as equacoes linearizadas a uma dimensao horizontal
e assumindo-se um fundo constante da regiao ocupada pelo fluido.

Consideram-se solu¢bes com varidveis separaveis da forma

n(z,t) = ae’F*=t @ (z,t) = be!Frwh) (3.90)

3Note-se que no método descrito pelas equacdes (2.29), a matriz M néo é dependente do tempo.
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onde a é a amplitude da onda, b uma constante relacionada com a magnitude do potencial
da velocidade do fluido e w denota a frequéncia angular que pode tomar valores reais ou
complexos. Nas equagOes linearizadas esta separagao de varidveis (ver (3.90)) resulta na

substituicio de 22 por —iwn e 222 por —iwd,,. Substituindo-se ne ®, em (3.76) pelas suas
¢ at ne

aproximagoes de elementos finitos 7 e ®,, respectivamente, obtém-se o sistema seguinte:

(K + iwM)U =0, (3.91)

onde K é a matriz de rigidez relacionada com os segundos membros das equagoes (3.76) e M
é a matriz de massa dada pelos primeiros membros das mesmas equacdes. Note-se que para
um fundo constante e impermedvel z = —h da regido ocupada pelo fluido assim como para
uma malha uniforme entao (3.91) escreve-se da forma que segue:

e e N
w (T(l,j)m NP T(zj)"?) =Ty @1+ Ty g + T @ (3.92a)
w Y 5 % F Y S N

- (Taﬁ‘l’l + TG 0 + TE%,j)sz) =Yy + T s + T e, (3.92b)

com j € {1,3};

— T7(7l Lj)(I)l—l + TZ 1 )ﬁl,% T( )‘I)l + Y(l+2, ) +1 + T7(71+17j)(1)l+17 (3 933)
w 2 o P Py AP A .
'y (T(’ 1 Bt gy By + Tl @+ TGy By + T(l+1,j)q)”1> -

XM+ Yy s e + Tl (3.93b)

em que j € {l — % +%}ele{2,...,N—1};

—iw (T?Nlﬁj)ﬁNl + Y( ZJ)ﬁ T( J)mv) = (3.94a)
— " z N A
.w _@ o —® A —q) A _
—ZE (T(N—LJ)(I)N_l—i_T(N%,])(I)N—é —i—T(N’])(I)N) frg
- T?)N—lvj)ﬁNfl T T?N_%,j)ﬁN—% + TZI)NJ)??Na (3.94c¢)

onde j € {N — 1, N} e #; assim como ®; denotam 7i(z;) e d(x;) (j € {1, 3...,N—3%,N}),
respectivamente. Note-se que os indices fracciondrios estdo associados aos nés intermédios dos
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elementos Po. Os coeficientes TE,*?) e TE,*?) sdo dados pelas expressoes seguintes:

20z 7Bgh®  16Bzh'  6qiBrh'  6¢aBrh' | 9

Ul — " _ _
Tan =Y = 15 38z T AL A3 Arb AP (3.952)
v v Ax B6h2 16B7h4 6qlB7h4 QQQB7h4 37’1
n — YN _ - _ _
T(2,1) - T(N_I’N) 30 3Ax + Ax3 Agx3 Ax3 Ax3’ (3.95b)
- _ A 8Bgh?> 32B;h* 12q1B7h* 8¢Brh* 12
T?%vl) - T?N—%JV) - Tg + 3A6x B Aa;’ + qua:; + qQAa;" - A::;’ (3.95¢)
Th  16Bsh® 6qiBsh® 6q2Bsh?
Y — YN _ _
Yoy =Yvm =38, ~ A5 T AL i (3.95d)
h 16Bsh?®  6¢q1Bsh®  2¢aBsh?
n —_ YN _ _
T(2,1) - T(Nfl,N) - 3Ax A3 A3 N (3956)
8h  32Bsh® 12q1Bsh®  8qoBsh?
T?g’l) - T?N—%»N) = T 3Az + Azd Azd Ax3 (3.95f)
- _ A 8Bgh? 32B;h* 8q1B;h* 12¢:B7h* 12
Ty =T =15 3an ~ A T A T A A 09
) N—3 x Ax Ax Az Ax
- _ Az 8Bgh? 32B;h* 8¢ B:h*  4qB:h*  4n
T?Qv%) - T?N—LN—%) ~ 15 + 3Ax Az + Ax3 + Az3 Azd’ (3.96b)
0 g _ 8Az  16Bgh” N 64B7h*  16q1Brh' 162 Brh* | 167
(3.3 T(N-3.N-3) 15 3Azx Azx3 Ax3 Ax3 Azx3’
(3.96¢)
8h  32Bsh® 8qiBsh®  12¢2Bsh3
n el — _ _
T(L%) - T(N,Nf@ = T3Ar AL Az3 A3 (3.96d)
8h  32Bsh® 8qiBsh®  4quBsh?
n —_ YN — _ _
Yo = Tvan-0" 38z T Aad AL AT (3.96e)
16h  64Bsh® 161 Bsh®  16g2Bsh?
TE’%%) - T?N—%JV—%) T 3Az A3 + Ax3 + Ax3 (3.96f)
_ - 2Ax  TB1h?* 16Byh* 6q1Boh* 6q2Boh* 9t
d AP _ 1 0 q150 q250 2
T(l’l) - T(N’N) T 15 3Az + Az3 A3 Az Ax3’ (3.97a)
= = Ax Blh2 16Boh4 6qlBoh4 2q2B0h4 37’2
(2.1) (N-LN) 30 3Ax Ax3 Ax3 A3 Az3’
1o _ o Y N 8B h? B 32Boh* 121 Boh*  8¢aByh* _ 12n (3.97¢)
(3D~ T(N-3.N) T 15 3Ax A3 Ax3 Ax3 Azx3’ e
2Azr  16Bgh* 6q1Bsh* 6qg2Bsh®
[} _ ~o _ 8 q1Dg q2 g
Toy ="M ="5 = a3 T AL ) (3.97d)
Ax  16Bgh* 6q1Bsh* 2q2Bsh*
[ _ ~P o 8 q1Dg q2 58
T(le) — T(N*l,N) = % — Axg Al‘g Axg N (3976)
Az 32Bgh* 12¢q;Bsh*  8qaBgh*
T((I)%’l) B T((}N*%’N) 15 + Az3 Azd A3 (3.975)
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Az 8Bih?
1h?  32Byh*
Boh 8(]1B0h4 12(]230}14 12
T2

Te . _ e
ap=Toaw-H=15 * _
Yo . =2 5A Az Aa N
(2:3) (N-1,N—-1) _or + 8B1h? B 3230114 SxB 4 Az3  Ag3’ (3.982a)
Fo o o SBUC_ BB SaBylt | deByt
15 3Ar T _ 16g1Boh*  16g2Boh*
Az A3 _1bg2 oh 1675
Ths) =T; Az 32Bgh? : A Ag?’
) (NNN-1) = ~ 78 sh 8 4
A WD 1B (050
5. =71 A Zz 3
ro o 15 s A i _ 4q2Bgh’
(%7%) - T(N—%7N_l) = _8Ax . 64B8h4 16x B 4 Allfg ? (3986)
2 15 A3 + @1 Bsh 16(]2th4
Az’ Ax3 s
z (3.98f)
7 4A
)= — 14Bgh®  32Bzh*
15 + ’ 24q; Bzh*
- 3Ax A A 37 B 24¢sB-hY 3671
=7 A x +
+1 = Yoy = Ar B i 16B7h* 12 éxi Az?’ (3.99a)
7 ) A30 3Az As qu 37h B A B-h* 67
1= v 2
(430 (-in~ 715 8Bgh*  32Brh* 2 7 Ax3 A3’ (3.99b
15 4q1 B B )
Ty = 14h  32Bsh? 243Am Aat " Al g 16g2Brh? _ 24m
0= - 3 x -
) 3Ax Azd + @1 B5h 24q2Bsh? Ax? Ag3’ (3.99¢)
Yo 1y =T h 1@:{;3 Az? -
—L) T L) T  16Bsh* | 12 3 3
G+ ~ Y 1, == 8h  32Bsh? * Ax3
10 = 32 T A 24q1Bsh®  16g3B5h? (3.99¢)
Ax3 A
x (3.99f)
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- _ Az 8Bgh? 32B7h4+ 16q1 B7h*  24qoB7h* 247

n _ n _ _ —
TW—%VTW%V 15 + 3Az Ax3 Ax3 Ax3 Ax3’ (3.100a)
v = Ax 836h2 3237h4 8qlB7h4 4qQB7h4 47’1

n _ n _

T(lflvl*%)_’r(l“v”%)_ﬁ—i_ 3Ax Az + Agx3 Azd Azd’ (3.100Db)
v = 8q1B7h4 4(]2B7h4 47’1
_ A _ i

UHJ*%)_T(HH%)_ Ax3 Ax3 Ax3’ (3.100¢)
- _ 16¢1B7h*  16¢2B7h* 167

n _ n _

T(I%,Zf%)_T(l%J%)__ Azd A3 Ax3’ (3.100d)
¥ _ _ 8Az  16Bgh” N 64B7h"  16q1Brh"  16gaBrh' 167
(-3.1-3) — “+5+3) T 15 3Az Az3 Az3 Az3 A3’
(3.100e)
8h  32Bsh® 16q1Bsh®  24q9Bsh?

n _ n _

Yoy~ Yoy~ 38: T A AS A (3.1006)
8h  32Bsh® 8qBsh®  4quBsh?

n _ n — _ _

T(H,zf%)_ﬁr(m,u%)_ 3Az A3 A3 A3 (3.100g)
8q1B5h3 4QQB5h3

n _ n _

T(Hl,lf% _T(lq,z%)__ Ars A3 (3.100h)
16h  64Bsh® 16q1Bsh®  16q2Bsh? _

n _ n _ _

T(l*%,lf%ﬁT(H%H%)_ 3Az Ard T AL Ax3 (3.1001)
16¢g1 Bsh®  16goBsh? )
n _ n _
T(H%,lf%)_T(lf%H%)_ A3 Ax3 (3.100)
(3.100Kk)

_ 4Az  14B1h* 32Byh* 241 Boh*  24q9Boh* 36T

o _ _ 1 o™ 2aqibolt” 23¢9 2

T(l’l)_ 15 3Azx + Ax3 Ax3 Ax3 Ax3’ (3.101a)
_ _ Ax  B1h? 16Bgh* 121 Boh* 4q2Boh* 67

d - _ 1 0 4150 q2 b0 2

T(z+1,z) =T (-1 = ~30 " 3Az + NN AL (3.101b)
_ - Ax  8B1h? 32Bgh* 24¢1Boh*  16¢gaBoh* 24t

P _AD . 1 0 q1Do q2D50 2
Yoo = Y010~ 15 ¥ 3800~ A3 A3 AS  Ags (3101)

AAx  32Bgh*  24¢yBsh*  24¢-Bgh*
o . 8 q158 q258
Ty = 15 Ax? + Ax? + Az3 (3.101d)
Ax  16Bsh* 12¢1Bsh*  4¢9Bgh*
o _ ~® _ /e 8 4158 4258
T(lfl,l) - T(z+1,1) ~ 30 Azd Azd Azd (3.101e)
Ax  32Bgh*  24¢;Bsh*  16¢9Bgh*

[} _ ~d _ 8 q1Ds g2 D8

T(”%J)_T(l*%vl)__lif)—’— Az3 A3 Aa3 (3.101)
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Az 8B1h? 32Boh* 161 Boh*  24¢aBoh*  24m

P _ AP _ _ _
T(”*%) B T(lv”%) 15 T 3Az AP T TAS T AR Ax?’ (3.1022)
- - Az 8B1h? 32Boh*  8qiBoh*  4guBoh* A4t
3 _y® _ - 0 4150 Q2L AT
T(l_lvl_%) _T(HLH‘%) 15 + 3Ax A3 + Ax3 + A3 Az3’ (3.102b)
- _ 81 Boh*  4qaBoh*  4Am
P _ _
Yoy =Yoo= A3 A3 AL (3.102¢)
- - 161 Boh*  16g2Boh* 167
P _ e — _ _
T(H%’l*%) N T(l*%v”%) N Ax? Ax? Ax3’ (3.102d)
To _ o _ 8Az  16B1h*  64Boh*  16q1Boh*  16g2Boh? | 167
(I-3.0-3) — “(+31+3) ~ 15  3Azx + Azd Azd Agd Ax3’
(3.102¢)
Az 32Bgh* 161 Bsh*  24¢,Bsh*
o _ ~® _ g™ 1bg15gn” 244258
T(”_%) N TWJF%) 15 + Az Az Az3 (3.102)
Az 32Bgh* 8¢ Bgsh*  4¢yBgh*
o _ v _ gh™ oq1bgh™ 42Dy
T(lfl,lf%) = T(l+1,l+%) =T T AL N A (3.102g)
8q1Bgh*  4¢2Bgh*
] _ o _
Yoy =Yy = =" AS  ~  AS (3.102h)
8Ax  64Bgh* 16q;Bsh* 16goBgh*
o _ o _ . 8 4158 258 .
T(l*%vl*%) N T(”%:H%) 15 Ax3 + Ax3 + Ax? 7 (3.102i)
16(]1th4 16(]2th4 .
(] _~v? _
Yot = Ta-100h) = — A3 A (3.102j)

onde Ax = zj41 — z; é o didmetro da malha uniforme e z; denota os nés na fronteira
dos elementos Py (j € {1,...,N — 1}). De (3.92)—(3.102) podemos deduzir uma relagao
de dispersao associada as equacodes semi-discretas de Boussinesq sem termos dissipativos
(v1 = v = 0m?s™!), resultando

w2 Dg. (A, %)D?O’Bg)(Ax, k)

— = D(Az, k) = = — —, (3.103)
ghk? D(}B&B?) (Ax, k)D(fBl’BO) (Az, k)
onde D(T}é,» B;) © Dp, sdo definidas da forma seguinte:

- - 1 ~ 1 ~ 1 4

i _ 4 4 4 - =
D(Bth)(Am, k) = <240r2k: —4807“1]4: > Az® + 371 + 37‘2—}—

+ (1’!”1;;}2 + 17“2h232'];‘4 — i’l“thBi;uA — 17“2]272) AZCQ — §T1h4B'Q1/%4 + §7“17‘i];4+
60 6 48 5 4 g 8

-, 1 . SR R -, 4 .
+roh B k* — gr1h2BZ-/<:2 +rh* Bkt — §r2nk4 — Zfrlh‘*flaqulf‘* — grghQBikZ—l—
16T2]’L4Bj];32 -+ 6T1h4BjQ1];2 - 8T2h4qullg'2 — 8’/“1h4Bj];32

Az?
(BZ',BJ‘ € {O,Bo,Bl,B6,B7,Bg}eT¢ S {0,7‘1,7’2}), (3.104)

1 ~ -
+ §T2h4qu2k4 — 2T2h4Bjk‘4 +

)

N ~ 1 - 1 - 1- ~
Dp, (Ax, k) = (487“1k2 — 6r2k2> Az® + 1k2h2rlB5q2 — k*h*r Bs+

. 3 1- 1 4
+ 2k%h%ry Bs + S k*h*r1 Bsqr — Skh*raBsgo + gy — k*hraBsqi + grot
n 8]’L27’135 — 16}127’235 — 6h27°135q1 + 8h27'2_B5Q1

Az?

. (3.105)
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em que r e ro sdo parametros livres usados para deduzir e condensar as equacoes discretas e

k é dado por
Fe L sin (/ch) . (3.106)

Tomando-se o limite quando Az tende para zero da relacdo de dispersdo dada pela equa-
¢ao (3.103), obtém-se

w2 _ (1 - B5(kh)2)(1 + BS(kh)4) (3 107)
ghk:2 a (1 - Bl(kh)Q + Bo(kh)4 + 7“2T2k4)(1 - BG(kh)Z + B7(k§h)4 + 7“17'1]414)7 '

o que corresponde & relacdo de dispersdo dada pela equacgdo (3.48) com v = vy = 0m?s~! e

assumindo-se que 7; tende para zero (j = 1,2).
Para além disto, esta consisténcia é obtida para valores apropriados dos parametros r; e g;
(i = 1,2), nomeadamente

11 2V/19 1 19 52 4y/19 2v/19
M=t =g WT 5T op s @=2-——.

1
) ) 10’ 25 25 (3-108)

Por outro lado, as solugdes com varidveis separaveis descritas por (3.90) satisfazem as
equagoes dadas por
n : 0®,,

¢ = W, o = —iwd,. (3.109)

Uma condigao de estabilidade deve ser satisfeita de forma a prevenir o crescimento exponencial
das solugoes com o tempo. As solugoes numéricas sao obtidas apés a aplicagdo do método
explicito de Runge-Kutta de quarta ordem as equagoes (3.109). A condigao de estabilidade é
dada pela desigualdade seguinte:

<1 (3.110)

Note-se que quando w é um nimero complexo as solugdes crescem ou decaem exponencialmente
com ou sem propagacao, i.e., valores complexos de w estdo associados a solugdes instaveis.
Usando (3.103), (3.106) e (3.110) assim como usando-se valores reais para w, obtém-se:

1 Az - 4 A
WrAL = ghAt? A;§2 sin? (k"ﬁ) D (Ax, ;5o <T>) <8. (3.111)

De (3.106) resulta que kAz € [0,27]. Desta forma, devemos ter pelo menos 3 nds de
discretizagdo por comprimento de onda, usando-se elementos de Lagrange Ps.
Defina-se agora ﬁ(g) = sin? (§> D (Am, é sin (5)) com £ = kéTx. No que segue, conside-

ramos o modelo 40-A com o =1 — g oua=1-— % bem como o modelo 40-AB com a = &

e Bi = i (i = 1,2). Pode-se provar que a funciio nao negativa D(€) para & € [0, 5] possui um
méximo global em ¢ = 5. Como consequéncia, podemos substituir sin(¢) por 1 em (3.111) e
obter a condicdo do tipo CFL seguinte:

2
At < Az . (3.112)
2ghD (Az, &)

Concluimos que o termo extra de ordem O(u®) considerado no desenvolvimento assimptotico

)
do potencial da velocidade do fluido (ver (3.20)) melhora as propriedades de estabilidade
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do modelo. De facto, quando consideramos o modelo 40-A com o = 1 — %, o segundo
membro da condigdo do tipo CFL dada por (3.112) tende para zero quando Az — 0. Note-se
que este modelo nao inclui o termo extra mencionado atras. Por outro lado, nos casos em

que se considera este termo extra, o valor deste limite é uma constante real positiva. Mais
concretamente, obtemos no limite quando Az — 0, At < % para o modelo 40-A com

azl—g e At < ,/O'Og%h para o modelo 40-AB com a =a e 3; = §; (i = 1,2).

3.4 Validacao do modelo

Para validar o modelo, consideramos dois testes disponiveis na literatura juntamente com outro
exemplo. Note-se que o pds-processamento de todas as figuras tridimensionais é realizado
utilizando elementos de Lagrange P;. Termos dissipativos nao sao utilizados nos testes que se
seguem. Para além disto, considera-se que as solu¢oes dos modelos numéricos explodem se
um limite de cinco iteragoes no passo de correccao for excedido.

3.4.1 Uma bossa Gaussiana numa regiao quadrada

A evolugdo de uma bossa Gaussiana numa regido quadrada é aqui simulada. Estes resultados
sdo comparados com aqueles obtidos por Woo e Liu (2004a), onde um modelo BEV fracamente
nao linear foi usado. Isto significa que apenas termos néo lineares de ordem O(e) foram
considerados. O dominio computacional é um quadrado de rea 6 x 6 m? discretizado através
de uma malha simétrica e uniforme com 900 elementos bem como usando-se uma malha
triangular ndo estruturada com 1998 elementos. Apenas se consideram condigdes de fronteira
totalmente reflexivas (ver (3.73)). Como condigbes iniciais, temos que

n(z,y,0) = 0.045 o 2((z-3)*+(y—3)?) (m), (3.113a)
Do (2,5,0) =0 (m% ). (3.113b)

O fundo da regiao ocupada pelo fluido é considerado como uma constante e é descrito por
z = —h(m) com h = 0.45m. A elevacgdo da superficie da onda resultante do modelo de quarta
ordem proposto neste trabalho é comparada com as solugées homélogas provenientes dos
modelos 20-ZTC-P1 e 20-ZTC-P2. Os passos de tempo usados nas simulagées numéricas sio
dados por At = 0.0005s e At = 0.00025s para a malha simétrica uniforme e para a malha
nao estruturada, respectivamente.

Na figura 3.9, podemos ver algumas imagens da elevagdo da superficie da onda para
to = 1s, t1 = 4s e tg = 8s. Os resultados estdo associados aos modelos 40-M-CDG-P2 e
40-W-CDG-P2 para a malha simétrica (coluna da esquerda) e para a malha néo estruturada
(coluna da direita), respectivamente. Nas figuras 3.10 e 3.11, mostramos a evolugao da elevagao
da superficie da onda em trés pontos distintos do dominio, nomeadamente em P; = (3,3) (m)
(centro do dominio), P» = (0,0) (m) e P3 = (1,1) (m). A malha simétrica e a malha nao
estruturada sido usadas nestas simulagoes. Como seria de esperar, a inclusdo dos termos nédo
lineares de maior ordem nas equagdes (3.21) e (3.34) aumenta a instabilidade do modelo.
Este fenémeno pode ser observado nas figuras 3.11 (a) e (b), onde se mostra a explosdo do
modelo 40-M-CDG-P2. Nas figuras 3.10 (c¢) e 3.11 (c¢) também se pode observar a explosao
dos modelos 20-ZTC-P1 e 20-ZTC-P2.

Varios valores para o coeficiente de penalizacao 7 sao testados. Na figura 3.12, representam-
se duas imagens detalhadas da evolucdo da elevacdo da superficie da onda nos pontos
P, = (0,0) (m) usando-se a malha ndo estruturada e para 7 = 0.0001m?*, 7 = 0.004 m*,
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Figura 3.9: A elevacdo da superficie da onda 7 (m) relativa ao modelo 40-M-CDG-P2 usando-se uma
malha simétrica nos instantes to = 1s (a), t1 = 4s (b) e t2 = 8s (c). Neste caso temos
que 7 = 0.1m* e At = 0.0005s. Mostra-se também a elevacio da superficie da onda
1 (m) respeitante ao modelo 40-W-CDG-P2 usando-se uma malha néo estruturada nos
instantes tg = 1s (d), t; = 45 (e) e ta = 85 (f). Neste caso considera-se que 7 = 0.004 m*
e At = 0.00025s. Uma escala na vertical com z = 0.005m ¢ usada no eixo oz.
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Figura 3.10: A evolugdo no tempo da elevacdo da superficie da onda em P;
(0,0) (m) (b) e P3 =(1,1) (m) (c) usando-se a malha uniforme.
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Figura 3.11: A evolugdo no tempo da elevagdo da superficie da onda em P; = (3,3) (m) (a), P, =
(0,0) (m) (b) e P3 = (1,1) (m) (c) usando-se a malha ndo estruturada. Em (a) e (b)
temos que 7 = 0.01m* para os modelos 40-M-CDG-P2 e 40-W-CDG-P2. Em (c)
comparam-se as solucoes associadas aos modelos 40-W-CDG-P2, para 7 = 0.01 m*, com
as solucoes dadas pelos modelos 20-ZTC-P1 e 20-ZTC-P2.
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7 =0.0lm* 7 = 0.1m?* 7 = 1m?* assim como para 7 = 10m*. Observa-se que para os

valores mais elevados do parametro de penalizacao a estabilidade do esquema é melhorada.
A explosdo da solucio para 7 = 0.0001 m* é mostrada na figura 3.12 (a). Por outro lado,
verifica-se que para valores mais elevados do pardmetro de penalizacio as solu¢ées numeéricas
sdo mais fortemente afectadas pela geometria da malha. Assim, a precisdo do método é
penalizada. Na figura 3.12 (b), podemos observar as discrepancias entre as solugoes com
7=1m?*e 7 =10m* e as solugdes com valores mais pequenos de 7.

Apresentamos também alguns testes de refinamento e de independéncia do tipo da malha.
Para tal, consideram-se malhas simétricas uniformes com 1600, 2500, 3600, 4900, 6400 e 8100
elementos assim como malhas nao estruturadas com 1544, 2360, 3396, 4536, 6288 e 7922
elementos. Na tabela 3.2, os erros relativos [ (%) entre a malha mais grossa e as malhas mais
finas sao comparados nos pontos Py = (3,3) (m) e P, = (0,0) (m). O passo de tempo é
dado por At = 0.0005s e o parametro de penalizacio é igual a 7 = 0.1 m* para as malhas
simétricas uniformes (Malha S. U.). Por sua vez, para as malhas nao estruturadas (Malha
N. E.) At = 0.00025s e 7 = 0.0001 m*. Para as malhas simétricas uniformes considera-se
que t € [0,25] (s) enquanto que para as malhas ndo estruturadas tem-se que ¢ € [0,17] (s).
Verifica-se que este erro decresce com o aumento do nimero de nés da malha, o que nos da

Malha S. U. Py Py Malha N. E. Py Py
1600 6.70% 12.76% 1544 4.49%  7.90%
2500 2.89%  4.83% 2360 0.86% 2.31%
3600 1.01%  1.55% 3396 0.10% 0.20%
4900 0.28% 0.42% 4536 0.09% 0.06%
6400 0.05% 0.07% 6288 0.01% 0.01%

Tabela 3.2: Erros relativos [2 (%) entre a malha mais grossa e as malhas mais finas nos pontos
Py = (3,3)(m)e P, = (0,0) (m).

uma boa indicagdo da convergéncia do método numérico para um certo intervalo de tempo.

Dos resultados numéricos, podemos concluir que existe uma boa concordancia entre as
solugdes associadas ao modelo BEV de Woo e Liu (2004a), ao modelo BEP de segunda ordem
de Zhao et al. (2004) e aos modelos desenvolvidos neste trabalho. Também se pode concluir
que o modelo de quarta ordem proposto tem propriedades de estabilidade melhores que as
dos modelos BEP de segunda ordem mencionados atras, usando-se elementos de Lagrange P,
(§] PQ.

3.4.2 A evolugao de uma onda gerada por um deslizamento subaquatico

Nesta subseccao, a evolucdo de uma onda gerada por um deslizamento subaquatico é simulada
(ver, e.g., Lynett e Liu (2002), Fuhrman e Madsen (2009)). No entanto, referimos que nao foi
considerado nenhum algoritmo numérico para o tratamento de zonas costeiras com fronteiras
méveis. Assume-se que todas as fronteiras sdo totalmente reflexivas. Aqui, o dominio espacial
computacional € é um rectangulo de 4rea dada por 10.5 x 0.5m?. Para a discretizacdo deste
dominio considera-se uma malha uniforme de 544 elementos. O passo de tempo é dado por
At = 0.0005s. Para a geracdo da onda considera-se o fundo mével da regido ocupada pelo
fluido descrito por Fuhrman e Madsen (2009). No entanto, uma plataforma de profundidade
0.1m para z € [0,0.95144] (m) é também usada. A descricdo geométrica do fundo mével é
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Figura 3.12: Duas imagens detalhadas da evolugdo no tempo da elevagdo da superficie da onda 1 (m)
em P, = (0,0)(m) usando a malha ndo estruturada com 7 = 0.0001 m* e 7 = 0.01 m*
(a) bem como 7 = 0.0001m*, 7 = 0.004m*, 7 = 0.0lm*, 7 =0.1m* 7 =1m?e
7=10m* (b).
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apresentada na figura 3.13 (a). As fungdes dadas necessédrias para definir o modelo 4-M-CDG-
P2, nomeadamente, a primeira e a segunda derivada de z = —h(z,y,t) com respeito a varidvel
temporal assim como as funcoes de fonte S e Sy sdo mostradas na figura 3.13 (b).

(a)
—  —h(ty)
—0.2¢ lo —  —h(t2) |1
t —  —h(ts)
—0.4F
B
: —0.6 t
|
—0.8F
_10 L
8 10
0.10F
0.05
0.00
—0.05F
010 —hy(ty) (Ms™h)
’ —hy(ts) (Ms™?)
Sl(t4) (m Sfl)
—r Ss(ts) (M*s77)
2 1 6 8 10
x (m)

Figura 3.13: O fundo mével nos instantes tg = 0s, to = 3s e t4 = 5.86s (a). Em (b) mostramos a
primeira e a segunda derivada do fundo com respeito ao tempo bem como as fungoes
de fonte S7 e Ss.

Na figura 3.14, podemos observar a evolucao da elevagao da superficie da onda gerada
pelo fundo mével z = —h(x,y,t). As solucoes apresentadas dizem respeito aos modelos
40-M-CDG-P2, 40-W-CDG-P2, 20-ZTC-P1, 20-ZTC-P2, 20-W-CG-P2 e 20-W-DG-P1, nos
instantes t1 = 1.51s, to = 3, t3 = 4.51s e t4 = 5.86s. Referimos que os modelos 4-M-CDG-P2
e 20-ZTC-P2 explodem nos instantes t = 5.4s e t = 2.0s, respectivamente. Na figura 3.14 (c),
pode-se também observar que as solu¢ées dos modelos 20-W-CG-P2 e 20-W-DG-P1 néo tém
significado fisico. O mesmo acontece para o modelo 20-W-CG-P1. Mais uma vez, existe uma
boa concordancia entre as solugoes dos modelos implementados. No entanto, as solugoes do
modelo de quarta ordem proposto e as solugoes dadas por Fuhrman e Madsen (2009) divergem
nas zonas de maior profundidade para t > 4.5s. Esta divergéncia pode ser expectavel uma
vez que os modelos e as condig¢oes de fronteira sao diferentes.
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Figura 3.14: A elevagio da superficie da onda nos instantes t; = 1.51s (a), to = 3s (b), t3 = 4.51s (c)
ety =5.86s (d). Em (b) mostramos uma imagem do perfil da elevacdo da superficie da
onda em to = 3's para os varios modelos implementados. Em (d) podem observar-se as
oscilacoes na esteira de algumas das ondas. Este fendmeno é também descrito em Lynett
e Liu (2002).
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3.4.3 Deslocamento de um objecto num fundo horizontal

Nesta subseccao, simula-se uma onda gerada através do deslocamento de um objecto movendo-
-se num fundo horizontal da regido ocupada pelo fluido. Este objecto move-se com uma
velocidade constante.

3.4.3.1 Caso 2D

O dominio computacional é uma linha de comprimento 30 m, a qual é discretizada usando-
se 300 elementos de Lagrange P3. Um passo de tempo de At = 0.00025s é considerado.
O fundo horizontal da regido ocupada pelo fluido juntamente com o objecto deslizante sao
descritos por z = —h(z,t) (m). Por outro lado, o objecto move-se com uma velocidade
constante Sy = 1 ms~!. Por sua vez, a funcio h(z,t) é definida por

Ah -
) = 045 — s X (), (3.114)
X (z,t) = {1 + tanh[2z — 2x;(t)]}{1 — tanh[2z — 2z,(1)]}, (3.115)
z(t) = xe(t) — %, xr(t) = xc(t) + %, zc(t) = xo + Sot, (3.116)

onde zg = 0m e Ah = 0.045 m é o valor méximo da espessura do objecto deslizante. Saliente-se
que o primeiro termo e o segundo termo da equagao (3.114) representam a profundidade do
fundo horizontal e o objecto deslizante, respectivamente. Apenas se comparam as solugoes
dos modelos fracamente nao lineares denotados por 40-W-CDG-P2 e 20-ZTC-P2. Note-se que
a funcdo de fonte do modelo 20-ZTC-P2 apenas incorpora termos de ordem dominante (ver
capitulo 2). Na figura 3.15, podemos observar a evolugao da elevagao da superficie da onda
gerada pelo movimento do objecto durante dez segundos. Fronteiras totalmente reflexivas
assim como condigoes iniciais nulas sdo consideradas. A diferencga principal entre as solucoes
obtidas pelos dois modelos considerados estd nas ondas de menor comprimento. Estas ondas
de menor comprimento estdo localizadas na esteira da onda principal e de maior comprimento.
O modelo 20-ZTC-P2 explode em ¢ = 8 s enquanto que o nosso modelo de quarta ordem nao
explode.

Para finalizar esta subseccdo, refere-se que os termos extra de ordem O(u*) nos modelos 4o-
A e 40-AB (ver (3.34), (3.36) e (3.38)) melhoram as suas propriedades de estabilidade. Vérios
cendrios, incluindo e excluindo este termos de ordem O(u*) foram testados. Aqui, apenas
comparamos as elevagoes da superficie da onda respeitante ao modelo 40-W-CDG-P2 em
t=8sparaa=1— % eparaa =1— 4 Em todos os casos simulados 51 = 82 = 0, enquanto
que o pardmetro de penalizacdo e o passo de tempo usados sao dados por 7 = 0.0001 m*
e At = 0.001s, respectivamente (ver figura 3.16). Note-se que o modelo com o = 1 — %
corresponde ao modelo de quarta ordem sem o termo extra de ordem O(/ﬁ), uma vez que

para este caso temos que B = By = By = 0 (ver equagoes (3.34), (3.35) e (3.36)). Por outro

lado, o modelo 40-W-CDG-P2 com oo =1 — 4 inclui os termos extra de ordem O(u?*), uma

vez que B # 0 e By # 0 (ver (3.34) e (3.36)). Na figura 3.16, podemos ver que o modelo
40-W-CDG-P2 sem termos extra de ordem O(u*) explode enquanto que o modelo que inclui os
termos extra se mantém estavel. Através das simulacbes numéricas, com varias combinacoes
de valores para (51 e (2, podemos concluir que as boas propriedades de estabilidade do modelo
estao relacionadas com a inclusdo dos termos extra referidos anteriormente.
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x (m)

Figura 3.15: A evolucdo no tempo da elevacdo da superficie da onda 1 (m) e as posi¢oes do objecto
(figura vermelha) dadas pelos modelos 40-W-CDG-P2 (figura azul) e 20-ZTC-P2 (figura
verde). O pardmetro de penalizagio no modelo 40-W-CDG-P2 é dado por 7 = 0.1 m?.
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Figura 3.16: A elevagdo da superficie da onda 7 (m) em ¢ = 8s dada pelo modelo 40-W-CDG-P2 com

a=1- 4 (linha azul tracejada) e o =1 — % (linha vermelha sélida). O pardmetro

de penalizagdo e o passo de tempo considerados no modelo 40-W-CDG-P2 sao dados
por 7 = 0.0001 m* e At = 0.001s, respectivamente.

3.4.3.2 Caso 3D

O dominio espacial numérico aqui considerado é um rectangulo de 4rea dada por 12.5 x 6 m?.
Este dominio espacial é discretizado através de uma malha simétrica e uniforme com 2100
elementos. O fundo horizontal da regiao ocupada pelo fluido juntamente com o objecto

deslizante sao descritos por z = —h(z,y,t) (m). Por outro lado, o objecto move-se com uma
velocidade constante Sy = 1 ms~!. Por sua vez, a funcio h(z,y,t) é definida por
W,y t) = 045 — — 2" (@ V() (3.117)
W T T ann(1))r T WD '
com B
X(x,t) = (1 + tanh(2(z — x;(¢))))(1 — tanh(2(x — z,(2)))), (3.118)
Y (y) = (1 + tanh(2y + 1)))(1 — tanh(2y — 1)), (3.119)
1
x(t) = z(t) — xp(t) = ze(t) + xc(t) = z9 + Sot, (3.120)

2’ 2’
onde zp = O0m e Ah = 0.045m é o valor maximo da espessura do objecto deslizante (ver
figura 3.17). Um passo de tempo de At = 0.001s é considerado. Na figura 3.18, mostramos
quatro imagens da elevacao da superficie da onda resultantes da aplicagdo do modelo 40-M-
CDG-P2 nos instantes tg = 18, t; = 2s, to = 3.5s e t3 = 5s. Na figura 3.19, podem ver-se os
perfis das elevagoes da superficie da onda dados pelos modelos 40-M-CDG-P2, 20-ZTC-P2 e
20-ZTC-P1 nos instantes tg = 1s, t; = 25, t9 = 3.5s assim como para t3 =5s e em y = 0m.
A maior diferenga entre as solugoes dadas pelos modelos implementados é observada na esteira
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Figura 3.17: O fundo horizontal da regido ocupada pelo fluido juntamente com o objecto deslizante
descritos por z = —h(z,y,t) (m) nos instantes to = 1s (painel a esquerda) e t3 = 5s
(painel & direita).

da onda. De facto, as ondas de menor comprimento comecam-se a desenvolver na referida
esteira. Note-se que a maior desvantagem do modelo numérico, baseado na formulagdo C/DG-
FEM aqui proposta, esta relacionada com o tempo de célculo computacional. Neste caso 3D,
todos os sistemas sdo gerados e resolvidos em cada passo de tempo. A execugdao do esquema
40-M-CDG-P2 demora aproximadamente 4s por iteragdo de predigao-correcgdao. Por sua vez,
a execucdo dos esquemas 20-ZTC-P2 e 20-ZTC-P1 demora 2s e 0.33 s, respectivamente. Nos
testes apresentados usou-se um computador com o sistema operativo Linux Ubuntu 10.04
(64b) e com um processador Intel(R) Xeon(R) E5420 CPUs a 2.5GHz.

3.5 Conclusoes sumarias

Neste capitulo, um novo modelo para a geracao e a propagacao de ondas maritimas de
superficie foi deduzido e proposto. Este modelo é baseado numa classe de equagoes do tipo
Boussinesq de ordem arbitraria incluindo um termo extra de ordem O(u?"*2) (n € N). As
caracteristicas de dispersao e o gradiente de empolamento da onda bem como as propriedades
de estabilidade foram melhoradas. Estes factos devem-se a inclusdo deste termo extra de
ordem O(u?"*2) (n € N) no desenvolvimento assimptético do potencial da velocidade do
fluido.

Um esquema C/DG-FEM foi proposto para a resolugdo numérica do sistema de equagdes
diferenciais de quarta ordem aqui deduzidas. Tanto quanto saibamos, este esquema é aqui
implementado pela primeira vez para a discretizacao deste tipo de modelos. Note-se que o
esquema C/DG-FEM foi aplicado directamente ao sistema de Boussinesq estendido, i.e., ndo
foram utilizados quaisquer sistemas ou varidveis auxiliares, ao contrario do que acontece, por
exemplo, em formula¢bes baseadas no método de elementos finitos mistos.

Com o objectivo de validar o método C/DG-FEM, vérios testes numéricos foram apre-
sentados. Uma boa concordancia foi observada entre as solu¢bes provenientes do modelo
aqui proposto com as solugbes resultantes dos outros modelos discutidos neste trabalho.
Destes testes, concluimos que o modelo por nds desenvolvido é apropriado para modelar
ondas maritimas de superficie, conduzindo a algoritmos eficientes e robustos incluidos no
c6digo DOLFWAVE. Este codigo foi por nés desenvolvido durante este trabalho de investigacao
cientifica apresentado nesta dissertacao.
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Figura 3.18: A elevagdo da superficie da onda 7 (m) dada pelo modelo 40-M-CDG-P2 em to = 15
(a), t1 =2s (b), ta = 3.5s (c) e t3 = 5s (d). O pardmetro de penalizagdo é dado por
7=0.1m*
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Figura 3.19: Os perfis da elevagao da superficie da onda 7 (m) resultantes dos modelos 40-M-CDG-P2,
20-ZTC-P2 e 20-ZTC-P1 nos instantes tg = 1s (a), t; = 2s (b), t2 = 3.5s (c¢) bem como
para t3 =5s (d) e em y = Om.
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Capitulo 4

Um meétodo de elementos finitos
continuos/descontinuos aplicado a

uma classe de equacoes melhoradas
do tipo KdV-BBM!

4.1 Introducao

Neste capitulo, implementamos um método de Galerkin de elementos finitos continuos/descon-
tinuos (C/DG-FEM) para uma classe de equacoes melhoradas do tipo Korteweg-de Vries/Bona-
Benjamin-Mahony (KdV-BBM) com alguns parametros livres a determinar. Em principio,
o esquema C/DG-FEM é aqui usado pela primeira vez para a integracdo deste tipo de
equagodes. Estas equagoes do tipo KdV-BBM sao usadas para modelar diversos problemas da
Fisica, tais como a propagacgao de ondas de superficie na dgua ou em plasmas. Sem perda
de generalidade, neste capitulo referimo-nos apenas ao problema de propagacdo de ondas
maritimas de superficie. Note-se que as equagoes classicas BBM, KdV-BBM e KdV modificada
foram recentemente resolvidas usando-se um esquema de elementos finitos de Petrov-Galerkin
(ver Avilez-Valente e Seabra-Santos (2004)), um método de volumes finitos (ver Dutykh et al.
(2013)) bem como um método de Galerkin de elementos finitos descontinuos juntamente com
um esquema do tipo Runge-Kutta (ver Rostamy e Zabihi (2013)), respectivamente.

Na segunda seccao, uma classe de equacdes melhoradas do tipo KdV-BBM ¢ deduzida
a partir da classe de equagoes de Boussinesq proposta no capitulo 3. Destas equagoes de
Boussinesq e utilizando-se técnicas recursivas é deduzida uma classe de equagoes nao lineares
e de terceira ordem para a propagacao unidireccional de ondas de superficie sobre um fundo
constante da regido ocupada pelo fluido. A funcdo incégnita desta classe de equacdes do
tipo KdV-BBM ¢ a elevacao da superficie da onda. Uma solucdo analitica do tipo solitdo da
equacao KdV-BBM proposta é também deduzida. A validade deste tipo de solugéo é discutida
em termos da velocidade de propagacdo da onda assim como dos valores dos pardmetros
livres introduzidos nestas equagoes. Algumas propriedades dispersivas destas equagoes sdo
estabelecidas. Os desenvolvimentos de Padé de ordens [2, 1], [1,2] e [2,2] da velocidade de fase

!Parcialmente publicado em: Lopes, N. D., Pereira, P. J. S. e Trabucho, L., A numerical analysis of a class
of KdV-BBM equations using Continuous/Discontinuous Galerkin Finite Element Method, Proceedings of Fluid
Mechanics, Termodynamics and Energy 2012, Laboratério Nacional de Engenharia Civil, 2012. Submetido
para publicacdo como: Lopes, N. D.; Pereira, P. J. S. and Trabucho, L., A continuous/discontinuous finite
element method applied to a parameterised class of KAV-BBM equations.
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do modelo da teoria linear de Airy sdo reproduzidos para valores apropriados dos pardmetros
introduzidos no modelo KAV-BBM. Para além disto, mostramos que existem determinados
valores para o pardametro de Nwogu para os quais o erro entre os potenciais da velocidade do
fluido dos modelos linearizados de KAV-BBM e de Airy é de ordem O(u*). Aqui p representa
o parametro de onda longa. A ordem deste erro é a mesma da do erro de truncatura do
modelo KdV-BBM proposto.

O método numérico usado na discretizacao da formulagao variacional da equagao KdV-
-BBM é descrito na terceira sec¢do. Note-se que um método de elementos finitos convencional
nao pode ser directamente aplicado as equacdes do tipo KdV-BBM, uma vez que estas
envolvem termos com derivadas parciais de terceira ordem com respeito a variavel espacial.
Neste contexto, um método C/DG-FEM é implementado para resolver numericamente as
equagoes KdV-BBM. Salienta-se que factores de peso bem como um pardmetro livre sdo
introduzidos no esquema C/DG-FEM para se obter consisténcia da relagao de dispersao. Este
tipo de esquemas usa o mesmo numero de graus de liberdade que o método dos elementos
finitos convencional, quando sao utilizados elementos de Lagrange P5. Um esquema de
predicado-correccao inicializado por um método explicito de Runge-Kutta é implementado
para a integragdo no tempo das equagoes KdV-BBM. Estes esquemas sdo mais faceis de
implementar e necessitam de menor tempo de célculo do que os esquemas implicitos. Contudo,
os esquemas utilizados aqui sdo mais susceptiveis a instabilidades e requerem em geral passos
de tempos menores.

Na quarta sec¢do, uma condigao do tipo Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) é deduzida para
o esquema numérico associado as equagoes linearizadas dos modelos KdV e KdV-BBM. A
influéncia do parametro de penalizagao T nas propriedades dispersivas do modelo numérico
CD/G-FEM ¢ investigada. Mostra-se que este pardmetro actua como um filtro para ondas
de menor comprimento. A ordem de convergéncia da razao entre o passo de tempo e o
didmetro da malha é investigada para diferentes valores dos pardmetros livres &; (i = 1,2) e
do coeficiente de penalizacao 7. Salienta-se que esta razao é obtida a partir da condi¢ao do
tipo CFL e que os parametros b (i = 1,2) sdo introduzidos nas equagdes KdV-BBM para
optimizar a relacao de dispersao.

Na peniltima sec¢do, o método numérico proposto é validado através da simulacao de
dois problemas fisicos. A propagacao de uma onda solitaria é simulada usando-se as equacoes
KdV e KdV-BBM. Vérios valores do coeficiente de penalizagao sdo utilizados bem como
varias discretizagoes espaciais sdo consideradas para investigar a estabilidade e a precisao dos
modelos KdV-BBM. Conclui-se que existe uma boa concordéncia entre as solugdes numéricas
e as exactas. Para finalizar, a interaccdo entre dois solitdes é modelada. A simulacdo
da interaccao entre estes dois solitdes apenas é conseguida através da implementacao do
modelo KdV-BBM. As simulagdes numéricas sao feitas recorrendo ao cédigo DOLFWAVE que
desenvolvemos durante o trabalho de investigagdo cientifica apresentado nesta dissertacao (ver
http://launchpad.net/dolfwave ou http://ptmat.fc.ul.pt/~ndl/).

4.2 A equacao KdV-BBM e algumas propriedades dispersivas

4.2.1 Deducao da equacao KdV-BBM. Solucao exacta do tipo solitao

Aqui, deduzimos uma classe de equagoes melhoradas do tipo KdV-BBM usando-se as equagoes
adimensionais (3.21)—(3.34) sem termos dissipativos (1; = 0,7 = 1,2). Esta classe de equacoes
melhoradas ¢ de ordem O(p?, ), inclusivamente. Um fundo constante h da regido ocupada
pelo fluido é também aqui assumido. Assim como no capitulo 3, consideramos as escalas
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seguintes:

¢ = (4.1)

onde g é aceleragao da gravidade, t o tempo, n a elevagao da superficie da onda maritima, ¢
a velocidade de propagacdo da onda e L, A bem como H sdo os valores caracteristicos do
comprimento de onda, da amplitude da onda e da profundidade da regido ocupada pelo fluido,
respectivamente. Um referencial Cartesiano é aqui adoptado com o eixo horizontal ox ao nivel
da dgua em repouso e o eixo oz dirigido para o exterior da regido ocupada pelo fluido (ver
figura 4.1). Os valores adimensionais destas quantidades fisicas sdo denotados pelo simbolo do

z A
D%(z—n(:zf,t)) =0 ) L L 2= t)
071\ /J\*”;tx
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Figura 4.1: Representacdo esquematica da regido ocupada pelo fluido. Neste caso, o fundo impermed-

vel do oceano e a superficie da onda maritima sdo também ilustrados. Aqui, a derivada
D

material é denotada por 7;.
asterisco. No entanto, a notagdo do asterisco néo é usada neste capitulo de forma a simplificar
a escrita das equagoes. Consideram-se também os pardmetros de onda longa p e de onda de

pequena amplitude € seguintes:
Salienta-se de novo que os termos nao lineares estdo relacionados com o pardmetro € en-

quanto que os termos dispersivos estdo associados ao pardmetro p. Assim, as equagdes
adimensionais (3.21)—(3.34) sdo rescritas da forma seguinte:

M o o, Py PPy 51 a2\ #*v, 0 [ 0%,\  (4.3a)
8t+uaﬁlatax2+ 2 + u 3—a(1—ﬁ1)+ 5 9 -1-5890(77 83:)_0’

00y o (02 B3, e (0D,\2

a (2‘“) atax2+”+2(ax) =0 (4.3b)

onde ®,, é o potencial transformado da velocidade (ver (3.25)) avaliado num nivel arbitrario
do fluido z = —ah com « € [0,1]. Para além disto, 1 é um pardmetro real livre introduzido
na dedug¢do do modelo proposto no capitulo anterior.

Com o objectivo de deduzir uma classe de equagdes do tipo KdV-BBM, comecamos

por derivar (4.3b) com respeito a x. A velocidade horizontal u em termos do potencial

transformado da velocidade do fluido é definida como u© = 6(;}; «  Assim, obtém-se as equacoes
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seguintes (ver (4.3)):

on Ou 5 0% 0 5 (1 a?\ Pu

o T on T g T (5Tl A Y g =0 ()
ou 0On 5 [ a? Pu ou

ot Ton TH <2 - 0‘) o102 T lar = (4.4b)

Note-se que as equagdes (4.4) até a ordem O(g, u?) sdo rescritas da forma que segue:

an  Ou

— 2 4.5
=002, (1.50)
ou 0On 9

— . 4.5b
L 2= 0, (4.5

Derivando-se (4.4a) e (4.4b) com respeito a t e a x, respectivamente, obtém-se duas equagoes.
Subtraindo-se estas duas equacgoes temos que

0%n  0%n 9 d'n 1 o*u
a2 oz M “51x+(3+0‘51>atam3 *
0? ou 0 ou 0 0? ou\? 0?
+e< Ty S0 28O0 “ ((,)Z) —uaxg>:0. (4.6)

gtoc" T otox Taror " Mowor
As equagoes (4.5) sdo usadas recursivamente em (4.6) para substituir alguns dos termos
de ordem O(u?,¢) de forma a obter-se uma equacio nio linear para 1. Deste modo, a
equacao (4.6) pode ser rescrita como segue:

Py n | o &' 1\ 'y [, 0
a5+ (g~ (o0 g) 5 ) —egm (@ B ) =0 6D

< 52 <
Para expressar o termo nao linear 5%@2) de (4.7) em termos de 7, usamos a transformagao

de variaveis seguinte (ver, e.g., Johnson (1997) para uma transformacao similar):

x
T=t e X:x—i—e/ n(t,z) dz. (4.8)

— 0o
Salienta-se que esta transformacao define X como uma coordenada moével com velocidade
—eu + O(ep?,€?) a menos de uma fungdo arbitraria de integracio dependente do tempo
(ver (4.5a)). Para além disto, as equagdes (4.5), escritas em termos das novas variaveis X
e T (ver (4.8)), sao usadas para substituir recursivamente em (4.7) as derivadas de u pelas
derivadas de n. Mais concretamente, temos que

an  Ou 9
a7 Tax = 49
8T + aX O(:u’ 78)7 ( a)
ou  0On ,
97 T ax 4.9b
ar Tax ~ e (4.9b)
Assim, deduz-se a equagdo seguinte:
8277 8277 ) 8477 1 3477
o2 e 0 (v (000 5) ) -
o 2 O on ’ o*n on —
— € ((8)() + 3@77 + 2 (8T) + 2€8T8XQ(T) + Ea—Xg (T) =0. (4.10)
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A fungéo de integracao g(T') em (4.10) surge quando a regra da cadeia é usada para expressar
o termo % de (4.7) nas novas varidaveis X e T (ver (4.8)). No que segue, assume-se que
as fungoes arbitrarias de integragao g(T) e ¢'(T') sdo de pequena variaciao no tempo. Isto
significa que g(T) e ¢’(T) sdo de ordem O(e, u?). Como consequéncia, a equacio diferencial
nao linear que propomos é dada por

8277 6277 5 (9477 84
o7 ~ s 4 | g — (o )ax4
on 0%n on B

Assumindo-se que a onda se propaga de forma unidireccional, pode-se considerar a transfor-
magcao

E=X-T e T=T. (4.12)
Usando-se (4.12), a equacao (4.11) pode ser rescrita como segue:

0?n 0%n  p? oty 0*n

aToE W N §8T4 - 2t 8T8§3 oT2022

2
—e 3(87) 4390, +2(6”> 9o
s o2 oT aT ¢

= 0. (4.13)

Por sua vez, pode-se obter uma nova equagao usando-se (4.13) e a transformacao
T =eT. (4.14)

Dividindo esta nova equagdo por &, resulta

2 2 2 94 4 4
O O O g2 O 20 00
oToE 01?2 3e 9t 8T8£3 IRIIE
2 2
- 3<87Z) —1—3(37717—1—252(672) —468718—72 =0. (4.15)
o€ OE2 oT oT ¢

Uma equacio de ordem O(u?) é obtida se os termos de ordem O(¢), O(g2) e O(ep?) forem
desprezados em (4.15). Multiplicando-se esta equagao por —%, integrando-se em ordem a £ e
o _on _Pn _ Py

F T o8 8T78§~2 = 0 quando |€] — 400 temos que

assumindo-

on 1?03y 9 03n 30n
+- B2 0, -
of "6 com TP gm0 T 20"

= 0. (4.16)
Uma nova equagao pode ser obtida usando-se (4.16) e a substituicao seguinte (ver (4.14)):

T=

m\’ﬂ>

(4.17)

juntamente com a transformacao

2
-2 45 4.18
n=5_+i (4.18)



Multiplicando-se esta nova equagdo por £ temos que

on on 1 ,0%m 00 307 _
ST oy Pt ¥ ) 419
o T ag "6 ae TP r0e T 0" (4.19)
Através de (4.19), pode-se obter
on _ 90 2
—= = T —/= O . 4.20
o =5+ 0u" (4.20
Usando-se (4.20), obtém-se a equacao seguinte:
on on on 2
TS (- )=+ 0 , 4.21
oE = o (I —ag) oz +0(u",e) (4.21)

em que oy, é um parametro real arbitrario. Usando-se (4.21), o terceiro termo de ordem O(p?)
no primeiro membro da equagao (4.19) pode ser rescrito, resultando a equagao seguinte:
on 0n L0 0%

on . on k01 2
o7 g tH +p <a61+

ay — 1) 37 307 _
—— +e-——7=0. 4.22
6 )oto2 20" (4.22)
No que segue, a funcio incégnita 7j e as varidveis adimensionais € e T sdo denotadas por 7, = e
t, respectivamente, de modo a simplificar a escrita das equagoes. Deste modo, a equacao (4.22)
é escrita da forma seguinte:

3 A R
nt+77z + 55777790 + 51,“’277t$$ + 52ﬂ2na:mx - 0, (423)
em que
A op — 1 " o
5 = <a51 + ’“6 ) by = Ek (4.24)

Neste capitulo, o indice ¢ denota a derivada parcial com respeito a variavel temporal enquanto
que o indice x denota a derivada parcial com respeito & variavel espacial.

Uma solugao exacta do tipo solitdo da equagao (4.23) pode ser obtida da forma que segue.
Usando-se (4.23) e uma transformagio de Galileu £ = z — ¢t obtém-se uma determinada
equacao. Note-se que c representa a velocidade de propagacdo da onda na forma adimensional.
Integrando-se esta equagao com respeito a variavel £ e impondo-se as condi¢des de fronteira
n = nee = 0 quando |{| — +oo obtém-se uma nova equagao. Multiplicando-se esta nova
equagao por 7¢ e integrando-se com respeito a § assim como impondo-se as condicoes de
fronteira n = n¢ = 0 quando || — 400, temos que

£ ~ ~
(1—o)n* + 5773 + 12 (09 — cél)ng =0. (4.25)

Integrando-se (4.25) com respeito a & através do método de substituigdo obtém-se uma solugao
exacta de (4.23) do tipo solitao dada por

c—1 1 /(e=1)
x,t :2< )sech2 — % (r—ct)+ K|, 4.26
w2 (" il 5o e (4.20)
em que K é uma constante arbitréria de integracao e o radicando da raiz quadrada em (4.26)
deve ser um ntimero real nao negativo.

Note-se que se se escolher 6; = 0 e 62 = é em (4.23)—(4.24), obtém-se a equagao KdV
cléssica (ver Korteweg e de Vries (2011)). Por outro lado, se se considerar §; = —ze 5y =0
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a equagao BBM classica é recuperada (ver Benjamin et al. (1972)). Salientamos que para
estas equagoes classicas, as solugdes dadas por (4.26) apenas sdo validas para ¢ € [1, +oo].
Para além disto, a equagao BBM admite solugoes da forma de ondas de depressao no caso
em que ¢ < 0. Refere-se que no modelo aqui proposto é possivel considerar outros valores
para 51 € b9 permitindo a existéncia de outros dominios de validade para a velocidade de

propagagao da onda ¢. Como veremos na subseccao seguinte, obtemos os valores de 5 = 68

e by = 0 através da comparacao da relacdo de dispersao do modelo proposto com a relacao
de dispersao do modelo linear de Airy. Para estes Valores o dominio de validade para a
velocidade de propagacio da onda ¢ é dado por | — 0o, = [U[1, +oc[. Salienta-se que para
valores de ¢ €] — o0, 199[ uma onda de depressao ¢ obtida.

Usando-se (4.1) e (4.2), as equagoes (4.23) e (4.26) podem ser escritas na forma dimensional
que segue:

> 19

3
Nt + 607733 + 507772: + 517715:332 + 5277xxm = 07 (427)

n(x,t) =2 (6250) sech? (; (62:?;1> (x —ct)+ K) : (4.28)

o = Vgh, <= \/g, 51 =01h?, &y = 62h*/gh. (4.29)

De forma similar, o radicando da raiz quadrada em (4.28) deve ser um numero real nao
negativo.

com

4.2.2 Relacgoes de dispersao dos modelos linearizados de Airy e de KdV-
BBM

O problema linear baseado no potencial da velocidade do fluido respeitante a teoria de Airy
sem termos dissipativos é descrito por um conjunto de equagoes bem conhecido (ver, e.g.,
as equagoes (3.40) com v; = vy = 0). As varidveis independentes destas equagdes sao as
coordenadas Cartesianas e o tempo (z, z,t). As fungdes incégnita deste sistema de equagoes
sao a elevagdo da superficie da onda 7 e o potencial da velocidade do fluido o qual é denotado
por ¢. Estas equagées de Airy podem ser rescritas em termos das variaveis independentes
(5 , 2 T) e das fungGes incégnita 77 e ¢ usando-se o grupo de transformagoes introduzido na
seccao anterior (ver (4.8), (4.12), (4.14), (4.17) e (4.18)). Deste modo, as equagdes linearizadas
de Airy sdo dadas por

0%¢ 9%

_ 4.30
9zt =0 (5.2 €Rx[-h0], (4.30a)
on On 0O¢
./ A = 4.30b
gha +8t 5z =0 =0, (4.30b)
(‘9
‘% =0, z=—h. (4.30d)
0z

Note-se que as equagoes (4.30) estdo escritas na forma dimensional e que as fungdes incégnita
7 € ¢ assim como as varidveis independentes (§,z,T) sdo denotadas por 7, ¢ e (x,z,t),
respectivamente. Isto é feito de forma a simplificar a escrita das equacoes. Este problema
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admite solugoes da forma seguinte:

n(z,t) = ae'Frwat) _ %h, (4.31a)
d(z, 2, ) = b(z) e!Fr—wal) (4.31b)

desde que seja satisfeita a relagao de dispersao dada por

(wa + ky/gh)? _ tanh(kh)
ghk? - kh

(4.32)

Aqui w, + kv/gh é a frequéncia angular, \/gh é a velocidade do referencial devido a utilizacao
da transformacéo de Galileu, a a amplitude da onda, 13(2) é uma funcao relacionada com a
magnitude do potencial da velocidade, k = 27” ¢ o nimero de onda e L representa o comprimento
de onda. Note-se que usando-se (4.31a) e substituindo-se ¢(z, z,t) dado por (4.31b) em (4.30)
a funcdo b(z) fica determinada. De facto, a funcio b(z) é dada por

7 Z.\/>9a kz 2kh —kz
b z) = — e e + e . 433
) \/E\/(l + e2kh)(e2kh — 1) ( ) (433

Em particular, usando-se (4.32) e (4.33) pode-se determinar b(0) como uma funcdo de

wq + kv/gh a qual é dada pela relagdo seguinte:

__ a9
W + k\/ﬁ

Neste caso a velocidade de fase normalizada do modelo completamente linear de Airy C_’p é
definida por

b(0) = (4.34)

G Wa + kv/gh _ [tanh(kh)

P kygh kh

Por outro lado, a linearizagdo da equacao (4.27) com os coeficientes dados por (4.29) é escrita
da forma seguinte:

(4.35)

Nt + 00Mz + 017wz + 02N = 0. (4.36)
Esta ltima equacio também admite uma solucao da forma
n(z,t) = aeFe— — %h, (4.37)
desde que seja satisfeita a relagao de dispersao seguinte:
_ w 1= by(kh)? (4.38)

C, = = ~ .
P Vghk 1 — 6, (kh)?

Pode-se impor que as velocidades de fase normalizadas dos modelos linearizados de Airy e
de KdV-BBM sejam iguais. Isto significa que o segundo membro de (4.38) deve ser igual ao
segundo membro de (4.35). Note-se que o grafico de w, + kv/gh pode ser obtido através de
uma translacdo do grafico de w, de kv/gh unidades na direccio negativa do eixo ow,. Deste
modo, através de uma escolha apropriada dos pardmetros 4; (i =1,2) em (4.38) é possivel
reproduzir os desenvolvimentos de Padé de ordem [2,1], [1,2] e [2,2] da velocidade de fase
normalizada C}, do problema de Airy completamente linear (ver (4.35)). Mais concretamente,

temos os trés casos seguintes: 01 = 0 e o = %, 0 = —% e 09 = 0 assim como §; = —% e
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Figura 4.2: A velocidade de fase normalizada C_’p como fung¢do de kh para as equagoes KdV, BBM e
KdV-BBM com 51 =0e 32 = %, 51 = —% e 32 = 0 assim como 31 = —% e 32 = —%,
respectivamente. Também se mostra C}, como funcdo de kh para o modelo de Airy
completamente linear (C.L.).

5y = —% para os desenvolvimentos de Padé de ordem [2, 1] (equagédo classica KdV), [1, 2]
(equagao classica BBM) assim como [2,2] (equacao KdV-BBM deduzida neste trabalho),
respectivamente (ver figura 4.2). Salienta-se que a escolha dos valores para os parametros
Si (i = 1,2) determinam que o valor de a3 seja igual a zero. No entanto, se se considerar
B1 = 0, o pardmetro de Nwogu denotado por a (« € [0,1]) pode ser determinado de forma a
optimizar o perfil do potencial da velocidade do fluido para o modelo KdV-BBM linearizado.
Esta optimizacao é realizada na subseccao seguinte.

Uma vez que a equagao BBM (81 = —% e 0y = 0) pode ser discretizada usando-se um
método de elementos finitos convencional (ver, e.g., Walkley (1999)) apenas se consideram
nas secgoes seguintes a equagdo KdV com 61=0¢edy = % assim como a equagao KdV-BBM
com 81 = —% e 32 = —%.
4.2.3 Determinacao do parametro de Nwogu para o modelo KdV-BBM

linearizado

Assuma-se uma solugdo do modelo KdV-BBM linearizado da forma seguinte:
i(kx—wt) 2]1

3 9y
Do (x,t) = bellhr=wt), (4.39b)

n(z,t) =ae (4.39a)

No que segue, compara-se o potencial transformado da velocidade do fluido dado por (4.39b)
e associado ao modelo KdV-BBM linearizado com o potencial da velocidade do fluido do
modelo linearizado dado por (4.31b) relativo a teoria linear de Airy. Note-se que nas equa-
goes (4.39) assim como nesta subsecgao as fungdes incognita 7, @, e ¢ assim como as varidveis
independentes (£, z, T') sio denotadas por 1, ®a, ¢ € (x, z,t), respectivamente. Isto ¢ feito de
forma a simplificar a escrita das equacoes.
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A partir das equagoes (3.13), (3.20) e (3.25)—(3.28) pode-se obter uma certa expressiao
de ordem O(u?), inclusivamente, para o potencial transformado da velocidade do fluido na
forma adimensional. Usando-se o grupo de transformagoes introduzido na subseccao 4.2.1
(ver (4.8), (4.12), (4.14), (4.17) e (4.18)) pode-se obter uma nova equacgio de ordem O(u?),
inclusivamente, para o potencial transformado da velocidade do fluido no espago das variaveis
independentes (£, z,T). Desta forma, ¢(z, z,t) e ®4(z,t) estdo relacionados de acordo com a
equacao dimensional seguinte:

2 2(I) 2 Z(I)
bz, 2,t) = By + h? (a_a>8 a—i—(Z—zh)a =, (4.40)

2 or? 2 0x2

Usando-se (4.40) o potencial da velocidade do fluido avaliado em z = 0 é dado por

2 2
B o [ 0°®,
Note-se que para o = 0 ou o = 2 obtém-se
d(x,0,t) = D,. (4.42)

Salientamos que dos valores de o encontrados (aw = 0 e o = 2) apenas o valor a = 0 pertence
ao intervalo [0,1]. A partir da comparacdo da equagao (4.31b) avaliada em z = 0 com a
equagcao (4.42) e usando-se (4.39b) resulta que b ~ b(0) com os célculos efectuados no instante
t=0.

Por outro lado, substituindo-se ®, dado por (4.39b) em (4.41) temos que

d(2,0,t) =b (1 — (Oj — a) (k:h)2> gilhz—wt), (4.43)

Através das equagoes (4.31b) e (4.34) do modelo linear de Airy resulta a expressiao para o
potencial da velocidade do fluido seguinte:

iag i(kr—wqt)
o(x,0,t) = — . 4.44
(ZU, s ) - 2 he ( )

Usando-se (4.44) avaliada no instante ¢ = 0 e desenvolvendo-se o termo (ver (4.35) e (4.44))

! kh
wa +kv/gh — kv/gh'\ tanh(kh)’

(4.45)

em série de Taylor em torno do ponto kh = 0 até & ordem O((kh)?), inclusivamente, resulta

_ iag 1 ikx
¢(x,0,0) = “iah <1 - 6(/<:h)2> etk (4.46)

Comparando-se o segundo membro de (4.43) avaliado em ¢ = 0 com o segundo membro
de (4.46) obtém-se

kic/% (1 + é(kh)2> =b (1 - (O; - a> (kh)2> . (4.47)
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Esta ultima equacdo define a constante b relacionada com a magnitude do potencial transfor-
mado da velocidade do fluido ¢, como segue:

1ag
b= ——= 4.48
desde que
ao1+Y0 (4.49)

3
Note-se que o erro cometido na expressao (4.47) é de ordem O((kh)*). Este erro é da mesma

ordem do erro cometido na dedug¢do do modelo KAV-BBM linearizado. Por ultimo, refere-se

V6

que dos valores de a dados por (4.49) somente o valor de a@ = 1 — 3% pertence ao intervalo

0,1] C R.

4.3 Um esquema C/DG-FEM para a equagao KdV-BBM

Nesta secgdo, introduzimos o método de Galerkin de elementos finitos continuos/descontinuos
com termos de penalizagdo (C/DG-FEM) para discretizar as equagdes propostas dos modelos
do tipo KdV-BBM, as quais sao descritas por (4.27) e (4.29). Este esquema numérico surge
dos conceitos introduzidos por Engel et al. (2002) para os problemas elipticos com derivadas
de quarta ordem com respeito as variaveis espaciais. Estes modelos elipticos sao utilizados
em problemas de estruturas da Mecanica dos Meios Continuos. Para implementar o esquema
C/DG-FEM, definimos o espago das fungoes incognita e das fungoes teste da forma dada por

Ar = ph — 9P € HY(Q) : 9"|g, € Po(), VQ € P(Q)}, (4.50)

onde P(Q) = {Q.}¢, é uma particio regular do dominio Q em N, elementos €. Por sua
vez, Py () é o espago de dimensao finita de todos os polindmios de grau menor ou igual a 2
definidos sobre Q.. O método que propomos para a resolugdo do problema descrito por (4.27)
e (4.29) pode ser escrito como segue. Para cada ¢, determinar " € A" tal que

a (i, 0") = LGP0, vt e VP, (4.51)

onde a (-, -) bem como L (+,-) sdo obtidas a partir da formulagao variacional do problema. Nas
préximas equacgoes utiliza-se a notacdo seguinte:

Ne N; Ny,
(4 )g = Z(.’ Ve, (5)p = Z(.’ ')fj’ (), = Z(.7 ;s (4.52)
e=1 j=1 j=1

com NN; o nimero de nés interiores ao dominio e N, o nimero de nés na fronteira do dominio
computacional. Para além disso, (.,.)g representa o produto interno de L? nos interiores dos
elementos, enquanto que (.,.)p representa o produto interno de L? sobre os nés interiores
ao dominio. Por outro lado, o produto interno de L? sobre os nés da fronteira do dominio
é denotado por (.,.)p,. O operador do salto [[.]] é definido por [[v]] = v~ —vT para uma
fungao escalar v, com vt e v~ os valores de v vistos a partir de QF e Q_, respectivamente.
Aqui, QF e Q representam dois elementos adjacentes em P (2) (ver Fig. 4.3). De forma
analoga, o operador da média (.) é definido sobre os nés das interfaces dos elementos por
(v) = (1/2) (vt + v7) para uma fungdo escalar v. Os termos de penaliza¢do, quer nos nés
interiores, quer nos nos da fronteira do dominio computacional, estdo associados aos pardmetros
T T

Feam T (4.53)



respectivamente. Em (4.53) h} e he sdo fungoes que dependem do didmetro dos elementos
QF e Q., respectivamente. Nos testes numéricos, consideramos que 7 = 7" sobre todos os
elementos. As formas a(.,.) e L(.,.) sdo dadas por

a (77?719}1> = (771{1719’1)@ - 61 (772{117?”9’11)@ + 51 (nglzvﬂh ’ n)F +

h

()7 (o), a0

L (o 0") = o (1 02) o + s (o) 02) = (i ot) o+

et (). [[2]]) o (0[]0 0 m), = 3 ()70 m)
+ 8 (nlt, 0% n)rh — 8y (1l 0" n)rh . (4.54b)

respectivamente. Em (4.54b) os factores de peso sdo denotados s; (i € {1,2}), os quais
sao calculados de forma a que a relacdo de dispersdo associada ao esquema numérico seja
consistente. Salienta-se também que no caso das fung¢oes base do espago das fungdes incognita
e das fungdes teste serem suficientemente suaves, e.g., de classe C? ([0, T]; ) com T um limite
superior para a variavel temporal, entdo todos os termos que sdo avaliados sobre os nés sdo
nulos. Neste caso, resulta uma formulacio de elementos finitos convencional. Um esquema de
predigdo-correccao, inicializado por um método explicito de Runge-Kutta, é utilizado para a
integragao no tempo de (4.51). A discretizacao da equagao (4.51) pode ser escrita na forma
seguinte:

MU, =F (t,U), (4.55)

onde U; e U estdo associados & discretizagio de nf' e n", respectivamente (onde n"(t,z) é
dado por uma combinacdo linear dependente do tempo das funcdes de base ¥"(x)). A matriz
dos coeficientes M é dada pelo primeiro membro de (4.51), o qual é dado por (4.54a). Por
outro lado, o vector F estd relacionado com o segundo membro de (4.54a), o qual é dado
por (4.54b). Desta forma, o método de quarta ordem de Adams-Bashforth-Moulton pode
escrever-se da forma seguinte:

0 At
MU = MU, + = [551? (tn, U,,) — 59F (tn_1,U,_,) +
+3TF (b, Uyy) = 9F (b3, U,3) | (4.56a)
At
MUY= MU, + 52 [9F (1, U))) +19F (1, U,,) -

24
~5F (ty1,Up 1) + F (tn2,Uys) |, (4.56b)

N
o
>

Figura 4.3: Esquema do dominio computacional 2 com os elementos €., Q; e 2 bem como os nés
das interfaces interiores I' e os nds da fronteira I'j,.
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onde At é o passo de tempo, t,= nAt(n € N) e U, é U avaliado em t,,. Os valores preditos e
corrigidos de U, sdo denotados por U,SO) e U7(ll), respectivamente. A equacao (4.56b) associada
ao passo de correccao pode ser iterada como funcido de um erro predefinido entre passos de
tempo consecutivos.

4.4 Consisténcia da relagao de dispersao e condicao do tipo
CFL

Nesta seccao, apresentam-se alguns resultados sobre a consisténcia da relagdo de dispersao e a
estabilidade do esquema numérico associado a equacao linearizada do modelo KdV-BBM dada
por (4.36). Assumimos uma solugdo com varidveis separaveis para a elevacao da superficie da
onda da forma seguinte:

n(z,t) = ae’kr=wt), (4.57)

onde a é a amplitude da onda e w representa a frequéncia angular que pode ser real ou
complexa. A forma das solugbes descrita por (4.57) permite substituir 7; por —iwn nas
equagoes linearizadas dos modelos KdV-BBM. Substituindo-se  em (4.51) pela sua forma
discretizada por elementos finitos 7 e usando-se (4.51), (4.54) e (4.57) obtém-se um sistema
da forma seguinte:

(K + iwM) U =0, (4.58)

onde K é a matriz de rigidez relacionada com o segundo membro da equagao (4.51) (ver (4.54b))
e M ¢é a matriz de massa dada pelo primeiro membro da mesma equagao (ver (4.54a)).
Assumindo-se uma malha uniforme e desprezando-se o efeito das condig¢bes de fronteira
entao (4.58) é descrita pelo conjunto de equagoes semi-discretas que segue:

. A:L' 8(51 24T N . Aac 851 4T N
‘W(w+3m‘m)"j‘“(w+m—m>m—l‘
. 4 \ . ) 167\ . (8Ax 1647 167\ .
o (_Ax?’> A (M) iy = ( 5 3Az T A:c?’) i~
8(52 2(50 125282 N 2(5281 2(5282 N 8(5281 8(5282 N
- <Aw2 3 Ag? > 7 <Am2_A:vz> LA <sz2 Aa:?)njéjL
8d2s 8995 2095 8. 20, 2095
* (‘ AT AQ;L«;) Ty T <_ P IV R A23;21> =1

2<j<N-2 (4.59%)

SIS

_iw(4A$_1451+36T)A‘_iw<_Ax 5 67
15 3Az ' Ag)

3 3) (Nj—1 + Mj41) —
) ( Ax 801 241 )
—iw (=24 =

ACC+ Ax

(-3 +50y) =

15 3Az Az

(50 452 3(5281 “ N
= <6 A2 AL ) (Nj+1 = Nj—1) +
2<j<N—-2 (4.59)
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. <Am+ 841 +247'>A' . <Aw+ 841 n 4T>A'
“\15 T3Aazr T AS) T\ s T3Ar T A )

, (47’)A' , ( 167>A , <8Aw 166, 167)A
WA ) TN TAS ) s T\ s T 3Ar A3 it

899 200 120989\ . 209589 209571\ . 89951 8282\ .
:(—szﬁ M)j (M‘sz) ‘ (sz‘m?) ‘
+(_85281_85282)ﬁ (25282+852_250+25251>ﬁ,

A2 Al’Q Jt3 AIL‘2 AZL‘Q 3 A2 7+1
2<j<N-—2, (4.59%)

N

1+

J=3

onde Az =zj41—z; (j=1,...,N—1) é o didmetro da malha uniforme com N elementos de
Lagrange Py e 7, representa f)(z,) com p € {j,j £ 3} (j =1,...,N). Note-se que os indices
j+ % designam os nds centrais dos elementos de Lagrange P.

A relacao de dispersdo associada a equagado linearizada e semi-discreta dos modelos
KdV-BBM, obtida através da condensagao das equagoes (4.59), é entao dada por

& w B D (Aw,l}) (4.60)
p= . = = = .
Vahky/1 — B4 DT (Amyk:)
onde D e D7 sao definidos pelas expressoes seguintes:
~ 20 15 59, o o 2
D (Am,kz) — 54 (Mr -5 ) 6820 " 51 + <2o — SRA? 1 15k75h 51) r
5. 20 5-9 15~ 40r a2
Sk Ax? (—k —k*s1——5 -5 k2)65h 4.61
+8 T° + A2 2 3 S1 AL2 r 21, ( a)

. 0 AZ? -, - - 1 -
D" (Am,k) =5+20r—5 (k:2 + 121#) 5102 — 32 A2 + 1—614:4A:v4r+

()Ax

1- o a . 1-
+Zk2A:z:2 — 20k%r61h? + —— k1 h% + —5k47 - 33k4Am4’ (4.61b)

com r um parametro livre introduzido para condensar as equacoes semi-discretas e com k

definido por
~ 4 A
= —sin <M) . (4.62)

Tomando o limite da relagdo de dispersao dada por (4.60) quando Az tende para zero, pode-se
mostrar que

- 1— by (kh)?
im )= ———— <2 >1 , (4.63)
Az—0 1 — 01 (kh)® + 5kt
se os parametros r e s forem escolhidos da forma que segue:
5 6
-2 = 4.64
T (4.64)

A equagao (4.63) ¢ consistente com a velocidade de fase normalizada dada por (4.38). Contudo,
esta consisténcia é somente obtida para os valores dos parametros r e s; dados por (4.64) e
assumindo-se que 7T se aproxima de zero.

Na figura 4.4, podemos observar a influéncia do parametro de penalizacdo 7 no limite da
velocidade de fase normalizada quando Az tende para zero. Em particular, a influéncia deste
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pardmetro na propagacao das ondas de menor comprimento para os modelos KdV (31 =0e
by = %) e KdV-BBM (31 = —% e by = —2%) pode também ser observada. A velocidade de fase
normalizada C}, para o modelo completamente linear de Airy (C.L.) é também representada.
Aplicando o método explicito de Runge-Kutta de quarta ordem a equacdo seguinte:

0 2 i 6L CL 10
kh

— 7=00m' |
— 7=0.02m*| |

1.0 s

Figura 4.4: A figura representa C,; = Ahm() C, (ver (4.63)) para os modelos KAV (painel superior
r—r

e com i =KdV) e KdV-BBM (painel inferior e com i =KdV-BBM) com h = 1m e
7 €[0,0.1] (m*). A velocidade de fase normalizada C, é também aqui ilustrada para o
modelo completamente linear de Airy (C.L. e com ¢ =C.L.).

on
ot
uma condicao de estabilidade deve ser satisfeita de modo a prevenir um crescimento exponencial
com o tempo. Esta condigdo de estabilidade é dada por
2 3 4
A AP A

—| < 1. .
5 + iw 6+w 54 <1 (4.66)

= —iwn, (4.65)

1 —iwAt —w

Salientamos que quando w é um niimero complexo as solugdes crescem ou decrescem expo-
nencialmente com o tempo com ou sem propagagao, i.e., valores complexos de w com partes
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imagindrias positivas estdo relacionados com solugoes instaveis. Usando-se (4.60), (4.62)
e (4.66) bem como assumindo-se valores reais para w obtém-se a desigualdade seguinte:

2

4 kAx (A$,A sin <k§m>>
W2 A= ghAt> A$251n2 < 5 ) (DT (Am,ﬂsin (@Tx)) <8. (4.67)

Através de (4.62) pode-se concluir que se deve ter kAz € [0,2r]. Defina-se agora a fungéo
D (Az,f) com & = kA‘” como segue:

D (Az,€) = sin? (%) (;((AA ZA:;I:(( 2))) ) (4.68)

O modelo KdV-BBM ¢ aqui considerado com o = —@ ey = 23—0 assim como 7 = 0m?.

Pode-se provar que a funcéo nao negativa D (Al‘,é) para £ € [0,7/2] e (Az/h) € [0, 1] tem um
méximo absoluto em & € [0, 7/2]. Mais concretamente, o valor de €o ¢ dado aproximadamente
por 1.0801 para (Az/h) = 1. Como consequéncia, podemos substituir sin (f) por sin (éo)
em (4.68) e deduzir a condigao do tipo CFL seguinte:

2Az?
At< |— 2% (4.69)

ghD (A:c, éo>

Note-se que o segundo membro da condigdo do tipo CFL dada por (4.69) aproxima-se de

zero quando Az tende para zero. De facto, a ordem de convergéncia é definida aqui por
1.7289

t _ R
lim — = K; (sm™!) em que K1 & ——=—"sm™'. Por sua vez, se 7 # 0m? e 0; = —2
Az—0 Ax 1 ) d ! Vagh 7 ! 60
assim como dy = —23—0 entdo o modelo KdV-BBM torna-se incondicionalmente estével.
Por outro lado, o modelo KdV com 31 =0e¢ 32 = 6 assim como T # 0m? é também

incondicionalmente estdvel. A funcdo Az*D(Az, €) com D(Aa: £) dada por (4.68) é também
valida no caso em que 6; = 0 ¢ dy = % assim como 7 = Om* e&e0,7/2]\{&} com & = 1.1503.

No entanto, neste caso a ordem de convergéncia é definida por h = Ko (sm™3), onde

2—0 Az
Ky (sm~3) é um niimero real positivo que pode ser determinado para cada intervalo escolhido
At

N

D(Ax, &) substituido por Az6D(Az,&y). O valor & é determinado para cada intervalo
escolhido para 5 mencionado anteriormente, de forma a que a fungao D(A:E f) tenha um
maximo global em § = 5‘0. Note-se que para cada valor escolhido de Az, o valor do nimero de

para . Para além disso, a razio é menor ou igual ao segundo membro de (4.69) com

onda k é restringido Finalmente, o modelo KAV (§; = 0 e &y = ) torna-se instavel quando
T = ()m e 5 = 1.1503. Desta forma, concluimos que a equacao KdV-BBM (51 = % e
bg = ) tem propriedades de estabilidade bastante melhores do que as da equagao KdV

(81 = 0 e (52 6)'
Na sec¢do seguinte, os modelos ndo lineares KAV (6; = 0 e dy = 1) e KAV-BBM (6, = -8

e dy = 230) sao testados numericamente de forma a verificar a sua robustez com respeito a
instabilidades.
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4.5 Testes numéricos

Nesta secc¢ao, dois problemas fisicos sao simulados. Comparam-se as solugoes obtidas pelo
método numérico C/DG-FEM aplicado as equagdes KAV (8, = 0 e §, = ) e KdV-
BBM (51 = —% e dy = —2%). Todas as simula¢bes numéricas aqui apresentadas sao
feitas recorrendo ao codigo DOLFWAVE que desenvolvemos durante o trabalho de investi-
gacao cientifica apresentado nesta dissertagdo (ver http://launchpad.net/dolfwave ou

http://ptmat.fc.ul.pt/~ndl/).

4.5.1 Onda solitaria

Em primeiro lugar, considera-se a propagacao de uma onda solitaria definida pela equagao
adimensional seguinte:

o=t sech? 1 7(6_1) T —c
n(x,t)-?( - ) h <2M T t)). (4.70)

Note-se que (4.70) é obtida a partir de (4.26) com K = 0. O dominio espacial é o intervalo
[—20,200], o qual é discretizado usando-se diversas malhas uniformes com elementos de
Lagrange P,. Diversos valores para o coeficiente de penalizacdo 7 sdo considerados. Os
parametros adimensionais que definem a condigao inicial sdo a velocidade de propagacao
da onda dada por ¢ = % e a amplitude da onda dada por @ = i. Os parametros
de onda longa e de onda de pequena amplitude sdo definidos por p = 0.31623 e € = 0.1,
respectivamente. A simulagdo da propagacao da onda é realizada para t € [0,120] e para
At = 0.001. Observamos que para valores pequenos de 7 0 modelo KdV (51 —0edy= %)
torna-se instével e as solucoes explodem. Neste trabalho, assumimos que as solugdes numéricas
explodem se o limite de cinco iteragées do passo de correcgao for excedido. Na figura 4.5,
mostra-se um exemplo de uma solug¢ao numérica instavel para o modelo KdV (51 =0edy= %)
com 7 = 0.0001 e utilizando-se uma discretizagdo espacial com 1000 elementos de Lagrange Ps.
No entanto, solu¢des numéricas estaveis sdo obtidas para valores maiores de 7 (ver figura 4.6).

A partir das simulagdes numéricas, podemos concluir que a equagdo KdV-BBM (51 = —% e

by = —%) é muito menos susceptivel a instabilidades do que a equagdo KdV (51 —0edy= %)
Deste modo, a equacao KdV-BBM (31 = —% e by = —%) permite utilizar valores menores de
7. Neste exemplo, pode-se mesmo considerar 7 = 0 sendo a sua influéncia maioritariamente
observada na estabilidade da esteira da onda. Para além disto, observa-se que existe uma boa
concordancia entre as solugbes exactas (ver (4.70)) e as solugdes numéricas dos dois modelos
referidos anteriormente (ver figura 4.7).

Alguns testes de refinamento da malha sdo também efectuados. Consideram-se malhas
com 55, 110, 220, 440, 880, 1760 e 3520 elementos de Lagrange P2. Na tabela 4.1, apresenta-se
a média do erro relativo [? entre as solucdes numéricas e as solucdes exactas para os modelos
KAV (6, =0e by = 1) com 7 = 0.1 e KIV-BBM (6, = —Be by = —32) com 7 = 0.01. O
intervalo de tempo adimensional é dado por ¢ € [0,10]. Refere-se que na tabela 4.1 as colunas
designadas por I2-KdV e [>-KdV-BBM estao associadas a um passo de tempo de At = 0.001.
De modo andalogo, a coluna designada por [?>-KdV-BBM* est4 associada a um passo de tempo
At = 0.00005. Verifica-se que este erro decresce com o aumento do nimero de nés da malha e
com a diminui¢do do passo de tempo, o que nos dé4 uma boa indicagdo da convergéncia do
método numérico para um certo intervalo de tempo. Na tabela 4.1, a explosdo das solugoes
numéricas é denotada pela sigla EXP. Para além disto, indica-se o nimero de iteracoes, entre
parénteses, a partir do qual o limite de cinco passos de correc¢ao foi excedido.
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Figura 4.5: Solucdo numérica instavel do modelo KdV (31 =0eby = é) usando-se um esquema
C/DG-FEM com 7 = 0.0001.

Malha > —KdV [?2 - KdV-BBM [? — KdV-BBM*

55 0.118260 0.108179 0.108161
110 0.024473 0.013592 0.013150
220 0.005499 0.007973 0.007544
440 0.003134 0.005892 0.005451
880 0.002961 0.003154 0.001727
1760  EXP(3038) 0.002926 0.000462
3520 EXP(93) 0.002832 0.000172

Tabela 4.1: Média dos erros relativos {2 entre as solucdes numéricas e as solucdes exactas para os
modelos KAV (31 = 0 e dy = &) com 7 = 0.1 e KIV-BBM (31 = —2 e dy = —3)
com 7 = 0.01. Nas colunas [2-KdV e [2-KdV-BBM considera-se um passo de tempo
At = 0.001 enquanto que na coluna [2-KdV-BBM* um passo de tempo At = 0.00005 é
assumido.

A influéncia dos coeficientes associados aos termos de penalizacdo na precisao do método
numérico é estudada. Conclui-se que valores mais elevados dos coeficientes de penalizacao
aumentam a estabilidade do método mas diminuem a sua precisao. Por outro lado, o modelo
numeérico torna-se mais preciso mas menos estavel quando sdo considerados valores menores
dos coeficientes de penalizagao. Uma vez que os termos de penalizacdo dependem nao sé
dos seus coeficientes, mas também dos didmetros dos elementos, malhas diferentes devem
estar associadas a valores distintos dos coeficientes ideais de penalizagdo 7. Para além
disto, observa-se que o esquema numeérico proposto para ambos os modelos KdV (51 =0
e by = %) e KdV-BBM (6 = —Se by = —3) satisfaz a lei de conservagio da massa
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Figura 4.6: Solucdo numérica estdavel do modelo KdV (51 =0edy = %) usando-se um esquema
C/DG-FEM com 7 = 0.1.

+—+ Num. KdV 7 = 0.1
+— Num. KdV-BBM 7 =0
--- KdV Exacta

—  KdV-BBM Exacta

t =120

110 115 20 125 130

~

Figura 4.7: Solugdes exactas comparadas com as solugbes numéricas dos modelos KdV (61 = 0 e

6o =1) e KAV-BBM (3, =~ ¢ §, = — ).
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200
</ n(xz,t)de = constante) com um erro absoluto da ordem de 5 x 1076,
—20

4.5.2 Interacgao entre dois solitoes

O segundo problema fisico diz respeito a interacgao entre dois solitdes. A condigéo inicial
para a elevacao da superficie da onda é dada pela expressao adimensional seguinte:

0 — 1 1 0 — 1
2 7 Ca01

+2 (cb_l) sech? L ﬂ (x—10) ). (4.71)
€ 2u\ 9y — cpdy

O dominio espacial é o intervalo [—20, 100] discretizado com 1200 elementos de Lagrange Ps.
Os parametros adimensionais para definir a condicdo inicial sdo as velocidades de propagacao
das ondas ¢, =2 e ¢, = g e as amplitudes das ondas dadas por @ =2e 2(61’;1) = %
A robustez do modelo é testada para os pardmetros € = 1 e y = 1. Simulamos a evolugao
dos solitées para t € [0,48] com um passo de tempo de At = 0.0001. Varios valores para
o pardmetro de penalizagdo 7 sdo considerados. Mais uma vez verifica-se que o modelo

KdV-BBM (4, = —Be by = —2.) é bastante estavel. Por outro lado, ndo se conseguem obter

solucdes estaveis para o modelo KdV (31 =0edy = %), mesmo que se considerem valores
maiores para 7. Isto pode dever-se ao facto de nao ser satisfeita alguma condi¢do do tipo
CFL. Note-se que a utilizacdo de valores menores de At aumenta o tempo computacional.
Na figura (4.8), mostramos a solucio numérica do modelo KAV-BBM (§; = —Be by = )
com 7 = 0.1. Note-se que apds a interaccao entre os dois solitdes a estrutura dos mesmos é

preservada.

4.6 Conclusoes sumarias

Neste capitulo, uma classe de equagoes melhoradas do tipo KdV-BBM foi deduzida. Uma
solucao analitica do tipo solitao foi também obtida para a equacao do tipo KdV-BBM proposta.
A validade desta solucao foi discutida em termos da velocidade de propagacado da onda e
dos pardmetros livres introduzidos neste modelo. Por exemplo, mostrou-se que a solucao do
tipo solitdo para o modelo KAV-BBM proposto com caracteristicas dispersivas melhoradas
(51 = —% e oy = —2—30) requer que a velocidade de propagacao da onda ¢ pertencga a reuniao de
intervalos | — oo, %[U[l, +oo[. Note-se que neste caso ondas de depressdo foram obtidas para
valores da velocidade de propagagido da onda ¢ pertencentes ao intervalo | — oo, 1%[. Algumas
propriedades dispersivas destas equacoes foram estudadas. Mostramos que existem certos
valores do parametro de Nwogu para os quais o erro entre os potenciais da velocidade do
fluido avaliados no instante inicial dos modelos linearizados de KAV-BBM e de Airy é da

ordem O(u*). Mais concretamente, os valores de a encontrados que pertencem ao intervalo

[0,1]] ssfoa=0ea=1— @. A ordem deste erro é a mesma da do erro de truncatura do
modelo KdV-BBM aqui deduzido. Para além disto, um esquema C/DG-FEM foi proposto
para resolver numericamente estas equacoes. Tanto quanto saibamos, este esquema foi aqui
implementado pela primeira vez para a discretizacao deste tipo de equagoes. Uma condigao
do tipo CFL foi deduzida para o esquema numérico associado as equagoes linearizadas dos
modelos KAV (§; = 0 e 6y = %) e KdV-BBM (4, = —Be by = —2.). Para além disto,
investigamos a relevancia do coeficiente de penalizacdo na relagdo de dispersao do modelo
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Figura 4.8: Interaccao entre dois solitdes usando-se o esquema C/DG-FEM na implementacao do
modelo KdV-BBM (0; = —% e 0y = —23—0) com 7 = 0.1.

numérico implementado através do esquema C/DG-FEM. Mostramos que o parametro de
penalizacdo actua como um filtro numérico para ondas de menor comprimento. A partir dos
testes numéricos, concluimos que a equagdo KdV-BBM (81 = —% e dy = —%) ¢é bastante
menos susceptivel a instabilidades do que a equagao KdV (51 =0edy= %)
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Capitulo 5

Solucoes exactas de equacoes
generalizadas de Boussinesq !

5.1 Introducao

Neste capitulo, deduzimos uma classe de equagoes ndo lineares de sexta ordem do tipo
Boussinesq para a elevacdo da superficie de uma onda. Esta classe de equagdes modela a
propagacao bidireccional de uma onda a uma dimensdo horizontal sobre um fundo constante.
Este tipo de equagodes é usado para modelar diversos problemas fisicos tais como ondas
maritimas de superficie, ondas nao lineares em redes de d4tomos, ondas de som em plasmas e
vibragoes em cordas nao lineares (ver, e.g., Jeffrey (1972), Whitham (1974), Johnson (1997)
e Wazwaz (2008)). Sem perda de generalidade, neste capitulo referimo-nos apenas ao problema
de propagacgao de ondas maritimas de superficie. Alguns pardmetros livres sdo introduzidos
com o objectivo de melhorar algumas das propriedades lineares e nao lineares do sistema
do tipo Boussinesq proposto. De facto, estes parametros livres melhoram as propriedades
dispersivas e de estabilidade dos modelos (ver capitulos 2, 3 e 4). As solugbes exactas das
equacoes nao lineares de evolugao desempenham um papel importante no estudo da teoria dos
solitoes. Estas solucoes também evidenciam os efeitos globais dos pardametros introduzidos nas
equagcoes diferenciais nao lineares dos modelos do tipo Boussinesq. Neste capitulo, solugoes
exactas sao obtidas para as equagOes nao lineares de evolucao propostas. Para deduzir
estas solugoes usam-se, entre outros, o método de integracao directa bem como o método de
expansao G'/G (ver, e.g., Wang et al. (2008a), Ozis e Aslan (2010) assim como Zuo e Zhang
(2011)). Para além disto, mostra-se que os pardmetros livres mencionados anteriormente
estdo também relacionados com os tipos de solugdo da forma onda de translacdo bem como
com os seus dominios de validade. A ideia principal do método de expansao G’/G consiste
no facto das solucoes das equagoes propostas e nao lineares poderem ser expressas por um
polinémio em G'/G, onde G(&) satisfaz uma determinada equagao diferencial ordindria de
segunda ordem. A varidavel independente mével é denotada por £.

A estrutura deste capitulo é apresentada de seguida. Na préxima seccdo, as equacoes
regentes para as ondas maritimas de superficie sdo apresentadas. Incluimos também o efeito da
tensdo superficial no modelo. A partir destas equagoes, um sistema melhorado de Boussinesq de
equagoes nao lineares bidireccionais e de sexta ordem é obtido usando-se métodos assimptoticos
e assumindo-se uma batimetria constante. As func¢des incégnita deste sistema sdo a elevacao

Uma parte deste capitulo encontra-se submetida para publicacdo como: P. J. S. Pereira, N. D. Lopes and
L. Trabucho, Ezact solutions of an improved class of nonlinear sixzth-order Boussinesq equations. Outra parte
encontra-se em preparagao para publicacdo.
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da superficie da onda e o potencial transformado da velocidade do fluido. Os desenvolvimentos
assimptoticos sdo realizados em termos do coeficiente de dispersao p (pardmetro de onda
longa) e do coeficiente de nao linearidade ¢ (pardmetro de onda de pequena amplitude). A
terceira sec¢ao é dedicada a deducgdo de uma equacio integro-diferencial ndo linear de sexta
ordem para a elevacdo da superficie da onda. Para além disto, algumas das propriedades
dispersivas desta equacao linearizada sdo discutidas em funcio dos parametros livres. Na
quarta seccao, uma equacao diferencial ordinaria e nao linear é deduzida utilizando-se, entre
outras, transformacdes de Galileu. Esta equacio de ordem O(e, 1u?) é completamente integravel
e solugoes classicas do tipo solitdo assim como outras ondas de translacao sdo deduzidas.
Na quinta seccdo, mostramos que a equacio de ordem O(e, u?,£?) também é completamente
integravel e novas formas de solugdes do tipo solitdo sao deduzidas. Esta equacgao diferencial
ordinaria é obtida usando-se transformacoes similares aquelas mencionadas previamente.
Métodos analiticos sdo usados na sexta seccdo para provar a existéncia ou a ndo existéncia
de solugoes de tipos predefinidos para as equagoes diferenciais ordinarias e nao lineares de
ordens O(u?, e, u*) e O(u?, e, u*, €?). Na peniiltima seccio, uma equagdo integro-diferencial de
sexta ordem ¢é transformada numa equagao diferencial ordinaria da mesma ordem. O método
de expansdo G'/G é usado aqui para deduzir solugdes do tipo onda de translacao para as
equacoes resultantes de ordens O(e, 2, u*), O(e, u?, u*,€2) e O(e, u?, u*, ep?,€%). Em todos
estes casos, mostra-se que as classes de solugoes do tipo onda de translagao aqui apresentadas
estao associadas a escolha dos parametros introduzidos no modelo, tais como o ntimero de
Bond, o pardmetro de Nwogu (ver Nwogu (1993)) e a velocidade de propagagao da onda.

5.2 Deducao do modelo

5.2.1 Equacgoes diferenciais

Como anteriormente, considera-se um escoamento irrotacional de um fluido incompressivel e
inviscido modelado pelo conjunto de equacgdes seguintes:

P
%;l +(u-Vy)u=-V,, (p + gz) , (5.1a)
Vs x u=0, (5.1b)
Vi -u=0, (5.1c)

onde u é o vector velocidade do fluido, P a pressao, g a aceleragdo da gravidade, p a densidade
do fluido, ¢t o tempo e o operador diferencial V,, é dado por V., = ((%, %). Para além
disso, adoptamos um referencial Cartesiano com o eixo horizontal ox no nivel da agua em
repouso e o eixo dos oz dirigido para o exterior da regido ocupada pelo fluido (ver figura 5.1).
O dominio do fluido é limitado pelo fundo do mar descrito por z = —H com H uma constante
real positiva e pela superficie livre da onda dada por z = n(x,t). Na figura 5.1, L, A e H sdo
os valores caracteristicos do comprimento de onda, da amplitude da onda e da profundidade
da regiao ocupada pelo fluido, respectivamente. Note-se que a derivada material é denotada
por %.

Da hipétese de irrotacionalidade do escoamento de um fluido (ver (5.1b)), pode-se introduzir
a funcdo do potencial da velocidade do fluido ¢(z, z,t) para obter a equacao de Bernoulli
seguinte:

d¢ 1 P B
a+§v$z¢'vxz¢+;+gz_f(t)v (5'2)
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onde u =V, ¢(z, z,t) e f(t) representa uma fungio arbitraria de integragdo. Note-se que se
¢ for redefinido por ¢ + [ f(t) dt a equacdo (5.2) pode ser rescrita sem esta fungdo arbitraria
de integracao denotada por f(¢). Da condigdo de incompressibilidade do fluido (ver (5.1c))
podemos mostrar que o potencial da velocidade do fluido satisfaz a equaciao de Laplace
seguinte: ) )
@ @ =0. (5.3)
or? = 022
Para que este problema possa ficar bem posto, algumas condi¢des de fronteira devem ser
satisfeitas, as quais sdo dadas do modo seguinte:

i) a condicdo de fronteira cinemdtica imposta na superficie livre da onda,

99 _on  9¢0n
9: ot owoxr (5-4)

i) a condigdo de fronteira cinematica imposta no fundo impermeével da regidao ocupada

pelo fluido:
9¢
— =0 = —H; 5.5
0z e ’ (5:5)
i17) a condi¢do de fronteira dindmica imposta na superficie livre da onda,
¢ 1(/00\?> [0d\?
- _ - — — t) = = .
at+gn+2<<a$) +(5) ) -wen=0 ==n (56)
onde W(x,t) é o termo da tensao superficial dado por
Lo
Wi(x,t) = R S (5.7)

P o219
@]

com T, o coeficiente da tensdo superficial. Note-se que os efeitos da tensdo superficial sao

incluidos também nas equagoes de Boussinesq e nas equagoes do tipo KdV em, e.g., Dash e

Daripa (2002) e Wang et al. (2008b).

Com o objectivo de transformar as equagoes (5.3)—(5.7) numa forma adimensional,
introduzem-se as escalas seguintes:

ST o E . _WeH
- La - H7 - L 9 77 - A,
Ho h Ts
YN A H -0 57 gH? (58)
ZA
Bz —n(x,1)) =0 . L L
-
O x

Figura 5.1: Representagdo esquemadtica da regido ocupada pelo fluido. Note-se que o fundo imper-
meavel do oceano e a superficie da onda maritima sdo também ilustrados.
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assim como os parametros fisicos

H A
p=7, €= (5.9)
Em (5.8), 7 designa o nimero de Bond. Para além disto, na ultima equagdo p é o pardmetro
de onda longa e ¢ é designado por parametro de onda de pequena amplitude. Salienta-se que
os parametros € e p estao relacionados com os termos nao lineares e com os termos dispersivos,
respectivamente. No que segue, as variaveis independentes adimensionais bem como as fungoes
incégnita sdo apresentadas sem a notagao do asterisco de forma a simplificar a escrita das
equacoes.

Neste caso, a abordagem de Boussinesq consiste na transformacdo do problema 2D
num problema unidimensional. Esta reducao dimensional pode ser realizada através do
desenvolvimento do potencial da velocidade do fluido numa série de Taylor em termos da
coordenada z. Usando-se a equacao de Laplace, escrita na forma adimensional, pode-se
mostrar que o potencial da velocidade do fluido é dado pela expressao seguinte:

B +o0 . »2n on a2n¢0 . »2n+1 on 8211(;51
o(x, z,t) = nz:% ((—1) (2n)!u 52 (x,t) + (1) ot 1)!u S (z,t) ], (5.10)
em que
_ _(9¢
%0=0l—0, d1={5")l=0- (5.11)

Por sua vez, ¢1 pode ser escrito em termos de ¢y usando-se desenvolvimentos assimptdticos,
técnicas de aproximacoes sucessivas assim como a condicdo de fronteira cinematica imposta no
fundo da regido ocupada pelo fluido (ver, e.g., Chen e Liu (1994)). Neste capitulo, assume-se
sem perda de generalidade que os termos nao lineares e os termos dispersivos estao relacionados
pela equacao seguinte:

— =01)comp<1lec<l. (5.12)

€
Note-se que o niimero de Ursell ¢ definido por U, = — e desempenha um papel fundamental

na escolha das ordens da aproximacao requerida, as quais correspondem a diferentes problemas
fisicos. O regime descrito por ondas moderadamente longas e de pequena amplitude em zonas
de pequena profundidade, modelado por equacoes fracamente nao lineares, é caracterizado
por (5.12) (O(,uQ) = O(e), ie., IZ—; ~ %) As equagdes de Boussinesq tém em conta os efeitos
nao lineares e de dispersao associados aos termos dominantes de ordens € e u?, respectivamente.
Quando € > 2, as equacdes de Boussinesq reduzem-se as equacoes de Airy. Por outro lado,
quando € < p? as equacdes de Boussinesq reduzem-se as equacoes linearizadas para descrever
fenémenos fracamente dispersivos. Finalmente, a equagao linear cldssica das ondas é obtida
quando € — 0 e u? — 0 (ver, e.g., Mei et al. (2005)).

A equagao do potencial da velocidade do fluido (5.10) pode ser rescrita da forma que segue

2.

o(x, z,t) = cos <z,u£v) ooz, t) + isin (Z/J,aax) <88x>_1 o1(z, ). (5.13)

Utilizando (5.13) para substituir ¢ nas equagoes (5.4)—(5.9) obtemos as condicoes de fronteira
nas formas assimptdéticas seguintes:

2Note-se que (%)71 é tal que (a%)il (%) f= (@) (3)71 f = f, onde f é uma funcio escalar.



i) a condi¢ao de fronteira cinemética imposta na superficie livre da onda,

on o0 , 1 o
N +e€ (cos (577'“(91‘) O —|— p sin <€’I7Ma > ¢1> I
1 0¢o
~ 2 ( (sin <577,u8 ) Oi + cos <5n,u ) ¢1) =0; (5.14)

i1) a condigao de fronteira cinematica imposta no fundo impermeével da regiao ocupada

pelo fluido,
(,u sin (Mf)i’)) . 38@?;0 = (— cos (u;v)) o1; (5.15)

ii7) a condicao de fronteira dindmica imposta na superficie livre da onda,
d¢o 9 Loy
<COS <5W6 ) ot +usm (5”“83;) ((995) or 1)t
+1€ (cos (5 )M)—i—sm (5 ) )
2 Moz ) oz oz

+ <— sin (an,u ) % —l— — cos (enu
oxr) Or ox

3
82?7 877 2
—rs/ﬂ@ 1422 (a ” =0. (5.16)

Resolvendo a equagao (5.15) em ordem a ¢1, temos que

¢1 = —ptan (”a ) 8510 (5.17)

Usando (5.17) para substituir ¢; em (5.14) e (5.16) assim como desenvolvendo os operadores
trigonométricos podemos obter um sistema de Boussinesq até a ordem desejada.

Nas subseccoes seguintes, consideramos o sistema de sexta ordem dado pelos desenvol-
vimentos de ordem O(u%) de (5.14) e (5.16), quando ¢; é dado aproximadamente pelos trés
primeiros termos de (5.17). Mais concretamente, ¢; é rescrito da forma que segue:

20700 Iy 52 3%

oL~ —h 922 3 0at M 15 0s5

Neste trabalho, temos como um dos objectivos a obten¢do de um sistema do tipo Boussinesq
de quarta ordem que preserve algumas propriedades dispersivas dos modelos de ordem superior.
Isto é realizado através da inclusdo de um termo extra O(u®) no desenvolvimento assimptético
do potencial da velocidade do fluido (ver (5.18)).

O modelo é deduzido usando-se as equagoes (5.14), (5.16) e (5.18), resultando

(5.18)

o  Pdo  p?d'¢0 | 42 3% ( (%0)
[l 22 () = 5.19
5t et T +ax "oz ) =" (5.19a)
0o € <3¢0) 1 5 82¢0 2 83¢0 282
Z0 - = - — - =0. 5.19b
o V1o aw ) T2 a2 ) T Gaar T T g2 Y (5.19b)
Tomando em consideragao a transformacao de variaveis,
2 ,0%0
= —ut 2
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deduzimos o modelo melhorado de quarta ordem substituindo em (5.19) ¢¢ por ®, resultando

on 0’  u?otd 0 0P
“r, =, 727 == - ) = 5.21
ot 92 T 3 0ut T Con ("ax> 0, (5:21a)
02O () L (2 :
ot 15" otoxt T 2 oz 2\ 922
3 2
B i 207 _ (5.21b)

otor2  H a2

Neste contexto, a utilizacdo do potencial transformado da velocidade do fluido ® tem duas
vantagens fundamentais. Mais concretamente, a ordem da derivada com respeito & variavel
espacial é reduzida para quatro e as caracteristicas dispersivas sao melhoradas (ver capitulo 3).

5.2.2 Melhoramento do modelo

Com o objectivo de melhorar as propriedades dispersivas do modelo apresentado na subseccao
anterior, ¢ é substituido por uma func¢éo auxiliar designada por ®,. Neste capitulo, ®, é
dado por
0" ba
Oxt’
com ¢, = ¢(x,—a,t) o potencial da velocidade avaliado num nivel arbitrario do fluido
z = —ah com « € [0, 1] (ver, e.g., Gobbi et al. (2000) assim como Nwogu (1993)) e B uma
constante real definida através de a.

Para deduzirmos um modelo melhorado, procedemos da forma seguinte (ver, e.g., Beji e
Nadaoka (1996) bem como Zhao et al. (2004)). A partir de (5.13) obtemos

~ 0 1 0 o\ !
_ il T ~ )= , 5.23
(Z)Oé Ccos (Oélu ax) QSO l,L s (alu a$> (ax) (bl ( )
em que ¢ ¢ dado por (5.18). Usando-se técnicas de aproximagdes sucessivas (ou um desenvol-
vimento assimptético em ¢g) pode expressar-se ¢ em termos de ¢, resultando

®, = ¢po + Bu? (5.22)

2 27 47
7 2 [ & 0%¢a 4 ( 5 4 53 2 04) 9" pa
~ > N ¢ . 5.24
b0~ Poct (2 O‘) a2z M \21® T TV T 3) Bt (5:24)
Utilizando-se (5.22) e (5.24) para substituir ¢¢ por ®,, resulta
a? 0?® 5 5 o 0'®
~ Dyt [ @ 4<4—3 2——B> o 5.25
b0~ Dot (2 o T\ T T T3 0! (5.25)

Introduzindo-se (5.25) em (5.19) obtém-se um novo sistema de equagoes. Este sistema
que depende do pardmetro a é deduzido preservando também a ordem dos termos nas
equagoes (5.19). Podemos ainda melhorar a precisao das propriedades dispersivas introduzindo
dois parametros extra denotados por 81 e f2. Usamos (5.19a) com ¢q substituido por @,
para obter a relacao seguinte:

o,  On 0 ( 8<I>a>_ 2 0% _<a2 1) 2 010,

022 ~ 0t ox

—+ o). 5.26
ow ) M g 7 T3)H gt TOW) (5:20)
Note-se que o novo sistema tem um termo dado por (ver (5.20), (5.21), e (5.25))

5 01®,,
- Oél'l/ 81'4 9

(5.27)
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o qual é decomposto da forma que segue:

, 040,
—a(h+ (- Tl (5.29)
T
Qq)a 4(I)a
Agora, (5.26) é usada para substituir 0 5 em —aBy 88 T
x x
Por outro lado, usando-se (5.19b) (com ¢g substituido por ®,) pode-se obter
0P
= -n+0(? 5.29
5 n+0(w), (5.29)
a qual é rescrita da forma seguinte:
8<I> 0P,
+(1=52) (5.30)

Quando o segundo termo de (5.21b) é escrito em termos de ¥, usando-se (5.20) e (5.25),
podemos introduzir neste termo (5.30) com [, 832‘1 substituido por —fan (ver (5.29)). Como
consequéncia, pode-se propor uma classe de modelos melhorados descritos pelas equacoes
seguintes:

on 0n o 82<I>a
;T o i +

4 251
ot otox 2+ otox it Ox?

1 ', %P 0 ([ 09
2 (= _ _ 4 [} v @
tH (3 a(l=F)+ 2 ) Ozt B Oz +€6x (77 ox )+

23 [ 0P, o [ 0%
2 v il ) =
+ep’aby 53 <77 o ) +eu’B; 15 < 53 ) 0, (5.31a)
0% | 2 o 83%+ B8 =+t
ot T\ T ) ez T Boggggs T
o'y £ [0D,)2 1 (0%,
b 2 () ot (5
By <a + 04+ o) re’s (5 )+
2 2
B,y 0P, 03, 5 07 2071 0, (5.31b)

0w 0% o2 T TN 92
onde (1 assim como 2 sdo parametros livres introduzidos em (5.28) e (5.30). Para além disto,
os coeficientes B, By, B1 ¢ By dependem de «, 51 e B2. Quatro possiveis modelos sdo, agora,

discutidos como funcao destes coeficientes. Para o primeiro caso temos um modelo de sexta
ordem com a # 0,81 =2 =0¢

B —5(22)(22 +4> By = 5( -2 +4>2 B = 0. (5.32)
0 = 5@ a)la at=), 2 = 5@ ate) = 0. .
O segundo caso é o modelo de quarta ordem com a # 0,381 = B2 =0 e
1 4 5 4\ 2
By=——(a*—2a+ - By=0, B=-—(a*-2 ) 5.33
0 6(04 a+5>, 2 =0, 24<a atg (5.33)
O terceiro caso é o modelo de sexta ordem com a #0,08; #0(i=1oui=2)e

1 4 1 2
By=—(1 —52)6 <a2 — 2a + 5) , B2=fiag <Oé2+ 3> ;
5 ( 4>2
B=—(a"—2a+ . (5.34)
24 5
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Finalmente, o quarto caso é o modelo de quarta ordem com o # 0,8; #0(i =1oui=2)e

Bo_—(l—ﬁ2)é<a — 20+ ) prag (042-1-3), By =0,

5 4\? 1/, 2
B = 24((1 —2a+5> +,810z2(oz +3). (5.35)

Em todos estes casos temos que

2

o
B =——aq. (5.36)

2
Para finalizar esta subseccdo, relembramos que se o = 0 recuperamos os modelos dados
na subsecc¢ao anterior. Note-se que se @« = 0, By = 0, By = ﬁ eB=0o modelo de sexta
ordem descrito por (5.19) é reproduzido e se a = 0, By = 15, By;=0e B= 15 recuperamos

o sistema de quarta ordem definido por (5.21). Por outro lado, se « =1 — é o modelo dado

por (5.31) e (5.32) pode ser reduzido a um sistema de quarta ordem uma vez que By = 0.
Note-se que se nao for considerado o efeito da tensao superficial e o termo extra de ordem
O(p%) em (5.18), entdo o modelo proposto em Chen e Liu (1994) é recuperado.

5.3 Equacao de Boussinesq estendida e propriedades de dis-
persao lineares
5.3.1 Equacao integro-diferencial de Boussinesq de sexta ordem

Com o objectivo de deduzir uma nova equagao de sexta ordem para a elevacao da superficie da
onda, comegamos por derivar (5.31b) com respeito a x. Aqui, define-se a velocidade horizontal

u em termos da fun¢do do potencial transformado da velocidade como u = 6(;1; «  Assim,
obtém-se as equagoes seguintes (ver (5.31)):
On | Ou 5 0%n 0
ot ow T g “%("“)*
1 a? 83 u 9n
2 it 4
S ol - il B2t
03 0 0%u
2 2 6
g B — |n=— | = )
teptafiy g (nu) +ep”Brg - (77 8x2> o), (5.37a)
Ou O oo ) Qu | 0u B—a5u+
ot " oz 2 oton2 " ox T 70 otoat
452 857] 8 82 2 83
+u K( 2a+5)a5+€u <1+Bl)8 62+5MB1u83
an 0%n 9%n 23n
2 2 2 6
9n 97n 9 29 508, 5.37h
e Ox Oz ten Tozs — TH g3 ) ( )
Refere-se que as equagdes (5.37) até & ordem O(e, u?) e O(u*, €2, ep?) sdo rescritas da forma

que segue:

on Ou 9
— 5.38
o= 002, (5.3%)
au 87] 2
5.38b
5t T, = 0o, ( )
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On  Ou , 0% 0
ot T ow TP G +5%("“)+
1 2\ 93
ou dn o (a? Pu ou 200 4 2 2
E—Fafx-i-,u (2— )W+€U&U—RH83—O(M7€75M )- (5.39b)

Se se derivar (5.37a) e (5.37b) com respeito a t e x, respectivamente, assim como subtraindo
estas equagodes, obtém-se

0’n  0%n o*n 1 0*u 5 0%
o ot ( B+ (5+0%) giges ) + gt

2 2
+€<an L Oudn  oudn O )

o0 T otor Tonot ”atam

% 0%u 15} 4
2 B,— B —2( ~2a )
( Bz + (Be = Bogs = “F5) 0.5 ) "

0’n 0*u  On Ou 0%u
+ent ((Bl +3afy) <8t8x 922 *or Oz Otdz? (1+B1) 022

ou 0u on 0u
~EB g, gy T (Bt ad) <8tax3 8t8x3>

o (92n\° _onddy a4
‘Bl’“‘(axz> 25 gt

0*n 01 Ou 2’n ou 0’n 0%u 6
ol (8158 3T o3 o T oton? ox | o2 oror ) ) ~ O (0-40)

Para melhorar algumas propriedades da equacao proposta de Boussinesq, um novo parametro
6
livre denotado por f33 é introduzido. Usando-se (5.38b), o termo %ﬂ em (5.40) pode ser escrito

8u . . - . .
como — 5=, Assim, considera-se a decomposicdo seguinte (ver (5.38)):

8611, 6 6

otord 53&28 it _53>ax6 (5-41)

Para obter a equacdo nao linear para 7, as equacgoes (5.38) e (5.39) sdo usadas recursivamente
em (5.40) para substituir alguns dos termos de ordem O(u?*,eu?,£2?) e O(u?,¢). Desta forma,
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consegue-se rescrever (5.40) do modo seguinte:
82 82 04 84 82 2
o n+ﬂ2<D0 o _p 2 . u2+77——|—
x x

o2 Ox? 2022 ' ot da? 2
851 851 821 an du 82 82u\
4 e _ 2 i R el
o <D28t28x4+D33w6 ot a2 ) |
*n %1 On 0*u an 0n
2 —_— —_—
en <D4ax4”+D5a P T T T

*n ?
D
s (au%)

onde os coeficientes D; (i = 0,...,9) s@o dados por

2
Dy (g;) ) — 0. (5.42)

1 R
Dy = afn, D1=§+D0—Ts, Dy = a?By — 33Dy,

4 ~ 1
D3: 62 (a —2a+5)—(1—53)D1+T5(3+D0>,
D4:Ts—1—D0, D5:7's—2—4D0, D6:—2f)2,

7 ~
D7 = —-3B1 —7Dg — 3~ Dy, Dg=—-2B1—6Dg—2, Dg=—1-3Dy, (5.43)
com
. 1 . a? 1
Dy =(By— By — §+DO Bi) e Dy = ?—i—g—a(l—,@l) . (544)

Para expressar o termo néo linear 588—;(u2) de (5.42) em termos de 7, usa-se a transformagcao
de variaveis seguinte (ver, e.g., Johnson (1997) para uma transformacao similar):

xZ
T—t e X::c—i—e/ n(t, ) di. (5.45)

—00
Frisamos que esta transformacado define X como uma coordenada mével com velocidade
—eu + O(ep?,€?) a menos de uma fungio arbitraria de integracio dependente do tempo
(ver (5.38a)). Para além disto, usam-se as equagoes (5.38) e (5.39), escritas em termos das
novas varidveis X e T (ver (5.45)), para substituir recursivamente as derivadas de u pelas
derivadas de n em (5.42). Mais concretamente, obtém-se as relagoes seguintes:

on  Ou 9
— 5.46
ou 877 9
5.46b
assim como
an ou 2 67377 27 »u du 077 _ 4 2 2
6T+8X MCO@T8X2+MDW+ 58X17+ X (T) =O(u*,ep*,e%), (5.47a)
8U (977 8U 877 2 83u 2 83 4 2 92
ar T ax Teax /(D Fegyn T Bigrass — el 5yg = Oluhent ), (5.47D)
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onde f é uma funcdo de integracao obtida a partir da integracao de (5.46a), resultando

X an

uw(T,X)=— _ar

(T, X)dX + f(T) + O(i?, ¢). (5.48)

Desta forma, deduz-se a equacao seguinte:

Fn  Pn | 'n '
a2~ ax2 M \@areaxe ~ Qx| -
an 0%n on 2 4 %1 %1
_5<(ax> + 355 +2<8T> T\ Caregxt T axe ) -
on on 0%n
(2”(8)() -2 (8T> +38X2 >+

o%n \’ on  &n 3y on %\’
2 ' — _
ten (04 (amx) +C o arax: T Yoxsax T\ axz) T

o 34 0*n 0? 0
+C78777 + Oy et — Cu——t >+2€ 7 g(T) +¢ =l J(T)+

X1 8 ex oX1 aTox ! “ox 7
dn dn 9 °n
g2 22 M 2 2~ YN ey _ 6
+ 2 I8 P(0) 42 T8I ) 220y =0 (1) 4 e Co o () = O,
(5.49)
onde os coeficientes Cj, i € {0, ...,8}, sdo dados por
1 ) .
Co=ap, C1= 3 +af — 715, Co=a’p1— B3Ds,
4 . 1

03——/6(;2 (042—204"'5) — (1= B3)D1 +7s (3—1—0461) :

4
04:—5—4a51, C5 = —8af; — 4+ 715, 06:—5Oéﬂ1—§+47'5,

2

Cr7 = =3aB — g + 515, Cg= 3 2a(1 — By) + . (5.50)

A fungéo arbitraria de integracao g(7') em (5.49) surge quando a regra da cadeia é usada para

expressar o termo % de (5.42) nas novas variaveis X e T (ver (5.45)). Usando-se (5.46a)
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e (5.48), podemos rescrever (5.49) da forma seguinte:

*n  Pn ' &'

o~ ax2 TP\ Qaraxe ~ Cgxt ) T
on 0%n on 4 %1 %1

o c <<8X> +38X2 n+2 <6T> ) T\ Cpxare T x|

2
on on 9% %
2 el o 2 2
: (2” (ax) 21 (6T> x| ten | Grax ) T

2
on 9 O*n on % d'n
+Cigroraxs + Caxsax * O | a3z ) +Craxan

6477 X 877 8477 X 877
s graxs | ar X)X+ Osgz | (T X)X

9% an g2 *n 2( 12 '
T2 grax 9) T gyt D)+ gxa (T — e G g f(T)=
on On o'n &

- 4528737 (T) + €M2(2CO - Cs)mf(T) + 5M2COWfI(T) = O(H6)~ (5.51)

Finalmente, no que segue, assumimos que as funcoes arbitrarias de integracao f, f/, g e ¢
sdo de pequena variagdo no tempo. Isto significa que f(T) e f/(T) sdo de ordem O(g, u?),
enquanto que g(T) e ¢'(T) sdo de ordem O(ep?, u*,?). Como consequéncia, a equacio
integro-diferencial nao linear que propomos é dada por

2 2 4 4
M_sz(cb al _01377>_

a1? ~ 9Xx2 ar20x? ~ loxH
_5<(§;> +3682X2 +2 >+“4 <026X48T2+C3§;76>_
<2n <(‘98)?7(>2_277 (g; 0X772772> en ( (a%&)l
i ot + s+ () + g+
+Cq aﬁ;% " g;l (T, X)dX + Cs S;Z " g; (T, X) dX) O(ub). (5.52)

5.3.2 Propriedades dispersivas
5.3.2.1 Relacao de dispersao

Nesta subseccao, apresentamos a relacdo de dispersdao para o modelo linearizado. Note-se que
usamos as escalas dadas por (5.8) juntamente com as seguintes:

ao . wL bo(2)H

« _ 30 = 2 kK =kL, bi(z") = :
a’O A7 w /ngd Y O(Z) AL /gH

Nas equagoes (5.53), os pardmetros adimensionais aj, w*, k* e bj(z*), denotam a amplitude
da onda, a frequéncia angular, o nimero de onda e a funcdo relacionada com a magnitude do

(5.53)
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potencial da velocidade, respectivamente. No que segue, abandonamos novamente a notacao do
asterisco. Comecamos por introduzir as equagoes adimensionais do problema completamente
linearizado de Airy escrito nas variaveis X e T' (ver (5.45)),

Po 0% _

_ 5.54a
o i =0, (X,2)eRx[-1,0] (5.54a)
on 1 0¢
—_— e —— — = . 4
ar ~ 12 0s 0, z=0, (5.54b)
¢ 28277
8T+17 Tslb X2 0, z=0, ( )
7‘%:0, z=—1. (5.54d)
0z

Este problema admite a solu¢ao definida por
n(X,T) = ag e =T ¢(X,2,T) = by(z) FX—T), (5.55)
desde que uma determinada relagdo de dispersao seja satisfeita, a qual é dada por

2
w 9, 9, tanh(uk)
Por outro lado, obtemos uma equacao diferencial linear com derivadas parciais de ordem
dominante O(u?, u?) a partir da linearizagdo da equagio (5.52). Esta equacido é dada da
forma seguinte:

2 2 4 4 6 6
877—6774-#2(00 O —C’18n>+u4<02 o +C3877>=0- (5.57)

0T20X? x4 0X40T? 0X6
A equagdo (5.57) admite solugbes da forma
n(X,T) = age*X—T), (5.58)

desde que a relagao de dispersao associada seja satisfeita, a qual é dada por

w? 1= Ci(pk)* — Cs(uk)*
k21— Co(uk)? + Co(uk)t

(5.59)

5.3.2.2 Discussao sobre os parametros «, 51, 52 e 3

A ideia principal consiste no célculo dos coeficientes C; (i = 0,1,2,3) em (5.59) de forma a
reproduzir (5.56). Note-se que o termo da tensao superficial nao é aqui considerado (75, = 0).
Como ¢é habitual, comparamos as relacoes de dispersdo dos modelos linearizados descri-
tos por (5.57) (com os coeficientes dados por (5.34)-(5.36), (5.43), (5.44) e (5.50)) com os
desenvolvimentos de Padé da relagao de dispersdao dada pela teoria completamente linear de
Airy (ver, e.g., Gobbi et al. (2000) assim como Madsen e Schéffer (1998)). O quadrado da
velocidade de fase do problema completamente linear Cy é definido por (ver (5.56))

2
o w® _ tanh(uk)
== (5.60)

Os desenvolvimentos de Padé de ordens [2,1], [1,2], [2,2], [4,1], [1,4], [2,4], [4,2] e [4,4] de
C2 sio dados por (ver (5.60))
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1

1 - é(ukﬂ (5.61a) 1+14 ( k)2 — 5('“]{) (5.61e)
L L+ 5 (uk)?

T+ 1 (5.61b) 17 7(uk)21+ T (5.61f)

Lt g5 (uh)” Lt fy(uh)? — gho (uk)*

% (5.61c) B gwfig . (5.61g)

L= Sk by, (5.610) LR k)t
3 15 1+ §(uk)? + & (uk)*
respectivamente. Podemos escolher «, 31, 32 e B3 de forma a que a equagao (5.59) reproduza os
desenvolvimentos de Padé apresentados em (5.61). Para generalizar as equagoes propostas de
forma a que seja possivel a sua utilizagdo na modelacdo de todos os problemas fisicos possiveis,
assumimos que «, 81, 82 e B3 € R. Mais especificamente, reproduzimos os desenvolvimentos
de Padé definidos em (5.61) para os conjuntos de solucdes seguintes:

Sl = {(a,ﬁl) ER?: a=0,05 ¢ R}, (5.62a)
sP ={(, ) €R*: a e R, f1 =0}, (5.62b)
1
Sgl’g] = {(04,51) €ER?: a= T35, B € R\{O}}v (5.63a)
S = {(@.B1, 2. 35) € R' 2 @ eR\{o 1+ f} b=
12 —
b= (M‘;‘(ﬁ?’ma L 5SRO0}, (5.04)
5% = {(a. 81,2, 83) € R*: a = H:*f, fr=—y (wf) ,
freR, Bz =1}, (5.64D)
4,1] 4. _ —
S = {(@.Br. o, Bs) €RY: @ € R, B =0, fr € R, B3 =0}, (5.652)
ng,l] _ {(06761762753) eR*: a € R\ {1 + \/55} , b1 =0,
4
B2 = 502 — 100 + 4’ B3 € R}7 (5.65b)
S5 = {(a, 81, 80, Bs) R* s a =0, B € R, By € R, B3 =0}, (5.65¢)
Si = {(, B, B2, B5) €R' 1 a =0, B €R, B =1, B3 € R}, (5.65d)
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S?A] = {(a’ﬁluﬁ%ﬁi’)) €R45 QER\ {0 1+ \[} Bl

si = {(047517@,53) eR':a=

S = {(0, B, B Bs) € RV a =12 L,

fo=-3

1
" 3a’
15«

3

V5
5

2 <1+15ﬁ3a—ﬁs -
/83(5062 — 10 + 4)

). o eR\0}},

1
15’51 7526 ’B3 }7

61:—2—|—< \5f> B2 € R, 53—1}

12

SFA]:{( 617/627/83 6R4OI€R\{O 1+ — }

-1
S£274} = {(a5517/82753) € R4 Se= E? Bl

S = {(0 1. s Be) € RY =15 %, 1 =

3
7o’

SF’Z]:{(CM,&,@,BE})GRZL ER\{O 1if} pr=

Sy = {(a,517[32,53) eER':a=1%+ b=

2 —1+ 45830 + B3 — 45
? B3(5a% — 10a + 4) )’ﬁ?’eR\{O}}’
135,526R Ps = }
NG 15 (V5
T )
By €R, B3 =1},
17
420
1 [255B30+ B3 — 2550
P —21< B3(50% — 10a + 4) ) ” ER\{O}}’
V5 85 (V5
168 5 )’
52020 255 V5
@€R¢%255n+amn<Lt5>}’

S£4’4]:{( ,B1, B2, B3) € R : QER\{Oli\[} pr=

o= -

2

63

-

4
" 9q]
15 + 420830 + 1433 — 420
B3(5a? — 10a + 4) >
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(5.66a)

(5.66b)

(5.66¢)

(5.67a)

(5.67b)

(5.67c)

(5.68a)

(5.68b)

(5.69a)



-1 112
S£474} = {(aaﬁlalg2753) S R4 L= %7 ﬁl = ?7 ﬁQ S R; /63 = O}, (569b)

18 5

10995 15 V5

st _ {(a,51,ﬁ2,53) eRlia=122 g =1 (w“g) ,

Nas ultimas equagoes, S’Z[n’m} (1 =1,2,3; n,m € {1,2,4}) designa os conjuntos de solugoes,
i.e., os valores de a, 1, (2 e B3 para os quais (5.59) reproduz os desenvolvimentos de Padé
de ordens [n,m] de (5.60), os quais sdo dadas por (5.61). Note-se que os conjuntos de solugao
S?’H, £2’1] e S{LQ] (ver (5.62) e (5.63)) estdo associados & equacio diferencial de ordem O (%)
obtida a partir de (5.57). Na figura 5.2, mostramos a forma adimensional do quadrado da
velocidade de fase C’g como fungao de ku para o modelo completamente linear de Airy assim
como os desenvolvimentos de Padé de ordens [2, 2], [2,4] e [4,4] relacionados com a equagao

de Boussinesq estendida.

L0 : ‘
— C.L
--- P27
0.8 — P24 ]
~— P[44
0.6
QR
QO
0.4
0.2 R L T T
: 5 1 G § 1 12 u

Figura 5.2: Forma adimensional do quadrado da velocidade de fase C’g como funcao de ku para o
modelo completamente linear de Airy (C.L.) assim como os desenvolvimentos de Padé
de ordens [2,2], [2,4] e [4,4] relacionados com a equagdo de Boussinesq proposta.
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5.4 Solucoes de uma equagao de Boussinesq nao linear de or-
dem O(p?¢)
5.4.1 Equagao diferencial ordinaria e nao linear de ordem O(u?,¢)

A partir de (5.52), obtemos a equacio de ordem O(u?,¢) seguinte:

Fn Py o, I 2 O
a2~ gx2 M Cogragxe ~H Cigxa

on \* 0% o\ 4 _ 2 2
6((8){) gxa T ((9T> O(u*,ep®,e%). (5.70)
Para obter uma equagao diferencial ordindria ndo linear, introduzimos a transformagao
seguinte:

n=mn—en’ (5.71)
Note-se que temos (ver (5.46) e (5.71))
&*n _ 0%n 2

Usando-se (5.71) e (5.72), a equagdo de ordem O(u?,¢) dada por (5.70) pode ser rescrita da
forma seguinte:

Pn P o, 94 2 O' 3 0%

a2~ ax2 TH gragxe T Cigxa ~ ey xa M) =0 (5.73)
Usando-se (5.73) e a transformagao de onda de translagao £ = a.X — T assim como assumindo-
-se que 7(§) = (X, T), obtém-se a equacao diferencial ordinaria dada por

(& — a2’ + w2a3(Coc® — a2Crn ™)~ eaZ(7)" =0, (5.74)

onde a. é uma constante real e ¢ é a velocidade de propagacao da onda. Aqui, impomos as
condigoes de fronteira seguintes:

lim (&) = lim 7(¢€) = lim 7"(¢)=0. (5.75)

E—+oo E—+too E—+o0

Integrando-se duas vezes (5.74) com respeito a £ e impondo-se as condigoes de fronteira (5.75)
obtém-se uma equacao diferencial ordinaria e nao linear. Multiplicando-se esta equagao nao
linear por 7, integrando-se novamente com respeito a £ e impondo-se as mesmas condicoes de
fronteira, tem-se que

(¢® = a)’ + p?aZ(Coc® — aZCh)(i7)? — eaZif’ = 0. (5.76)

Note-se que a equacao (5.76) admite a solugao trivial ou nula 77 = 0 que satisfaz as condigoes
de fronteira (5.75).

Podemos mostrar que (5.76) ¢ integravel. Mais concretamente, consideramos ¢ = a2, 0 €
Ry, c € Rea. € R\{0} juntamente com os trés casos seguintes: ¢? = a2 (0 = 1), ¢? > a2 (0 > 1)
ec? <a?(0 <6 <1). Frisamos que o caso especial # = 0 corresponde a um regime de
onda estacionario descrito por (5.73) com as derivadas da elevagao da superficie da onda,
com respeito ao tempo, iguais a zero. Por outro lado, quando a. = 0 temos um regime de
onda apenas dependente do tempo. Este regime é descrito por (5.73) onde os gradientes com
respeito a variavel espacial da elevacao da superficie da onda sdo desprezados. Este tltimo
caso nao ¢é aqui considerado, uma vez que nao sao obtidas solugdes com significado fisico no
contexto deste trabalho.
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5.4.1.1 Primeiro caso § =1 (¢* =a? e a. #0)

Neste caso, a equagao (5.76) é completamente integravel e admite solugoes positivas e negativas.
A solugdo positiva 77 é dada por

_ 4 K
n§) = GBI+ K V¢ € R\ {$B1} : (5.77)

onde K é uma constante arbitraria de integracdo, enquanto que B; é definida da forma

seguinte:
€ 1
Bi=,|——F—. (5.78)
\/,u2 a?(—1 4 7)

Por outro lado, a solugao negativa 77 é dada por

_ —4 K
n() = (EBst + K2 V€ € R\ {:FBQ} ) (5.79)

onde By é definida por

e 1

1

By =, ,|——+——.
I a%(g - Ts)

(5.80)
Note-se que as solugoes dadas por (5.77)—(5.80) satisfazem as condicoes de fronteira descritas
por (5.75). Relembramos que Cy = a1 e C1 = af + % — 75, onde a é o coeficiente de
Nwogu, 1 é um pardmetro arbitrario (ver (5.28)) e 75 é o nimero de Bond. Assim, para
se ter uma solugdo dada por (5.77) deve ser satisfeita a seguinte desigualdade: 74 > % Por
outro lado, para se ter uma solugao dada por (5.79) deve ser satisfeita a seguinte condicao:
0< 15 < % No nosso caso, notamos que B; # 0 e estas solugbes tém singularidades em
&= $Bﬁi (i = 1,2). Note-se que para 75, = % a solugao trivial ou nula 7(§) = 0 é obtida.
Na figura 5.3 (a) mostramos a solugao positiva 7(§) (£ = a.X — ¢T') dada por (5.77)—(5.78)
com 75 = 2/3. Por outro lado, podemos ver a solugdo negativa dada por (5.79)-(5.80) com
7s = 0 na figura 5.3 (b). Os valores dos outros parametros e de K sdo dados por a = 1 = 0,
2=a2=1,u=0.1,6=001e K =0. A solucdo trivial ou nula 7 = 0 de (5.76) assim como
a assimptota horizontal 7 = 0 de (5.77) e de (5.79) ndo sdo apresentadas.

5.4.1.2 Segundo caso § > 1 (¢ > a? e a. #0)

Neste caso, podemos mostrar que a equagao (5.76) também é completamente integrével e ad-
mite solugoes exactas positivas e negativas, as quais satisfazem as condigoes de fronteira (5.75).
Estas solugoes exactas positivas e negativas sdo dadas por

7(€) = Asech?(£Bs¢ + K), VE € R (5.81)

7(€) = —Acosech?(£B3¢ + K), V€ € R\ {:Fl‘;(} , (5.82)
3

respectivamente, onde K é uma constante arbitraria de integracdo e A bem como B3 sdo
definidos da forma seguinte:

A= - , (5.83)

2
eaz €

1-¢ 1-6
fim \/4N2(0002 —Cra?) \/4u2a§(a51(6 T (5.84)
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@ i i (b)

Figura 5.3: Solugdes positivas e negativas () como funcio de £ = a.X —cT'. Na figura (a) mostramos
a solugdo positiva dada por (5.77)—(5.78) com 7, = 2/3. Na figura (b) podemos ver a
solucao negativa dada por (5.79)—(5.80) com 7, = 0. Os valores dos outros pardmetros
e de K sdao dados por a = 8, =0, c? =a? =1, p=0.1, ¢ = 0.0l ¢ K = 0. Também
podemos observar as assimptotas verticais em ambos os graficos (£ = 0). A solucao
trivial ou nula 77 = 0 de (5.76) assim como a assimptota horizontal 7 = 0 de (5.77) e
de (5.79) ndo sdo apresentadas.

No que segue, discutimos as solugbes anteriores em termos dos parametros a., ¢, 7s, @ € $1
de forma a que B3 € RT. Como mencionado anteriormente « € [0, 1] (ver subsec¢io (5.2.2)).
Nos problemas de ondas maritimas de superficie z = —ah (o € [0, 1]) é, do ponto de vista
da Fisica, interpretado como o nivel da agua onde o potencial transformado da velocidade
é avaliado. No entanto, assumimos que a > 0 para generalizar estas equacdes de forma
a modelar outros problemas da Fisica. Salientamos que todos os factores em (5.84) que
dependem de « assim como de $1 sdo da forma af;. Desta forma, o sinal de a3; é discutido
como fungdo de 81 (a > 0). Para além disto, o nimero de Bond 7, assume valores fisicos nao
negativos. Note-se que solugdes triviais ou nulas sdo obtidas quando B3 = A =0 (6 = 1),
>0, >0 assim como 7, > 0 e 75 # % (ac # 0). Por outro lado, 7(¢) = (§ — 1)/e é uma
solugdo positiva de (5.76) que nao satisfaz (5.75).

Neste contexto, o dominio de validade das solugoes é definido por

(0 —1) — (; _ TS) <0. (5.85)

Assim, temos 0s casos seguintes:

(pl-a) Se @ = 0 ou 1 = 0, entdo devemos ter 0 < 75 < % para que se obtenham solugbes
validas para qualquer # > 1. Note-se que, neste caso, ndo existem solugoes reais para
valores de 75 > %;

(pl-b) Por outro lado, alguns dos casos descritos pela equagao (5.85) com 0 < 6 < 1, % <f<1
e <0< % irdo surgir nas subsecgoes seguintes. Nestes casos, se « = 0 ou 51 = 0,
entao deveremos ter 0 < 75, < % de forma a serem obtidas solugbes validas. Note-se que,

nestes casos, nao existem solucdes reais para valores de 7, > %;

(p2-a) Se > 0e (1 > 0, entdo deveremos ter

1 1
1<e<(3—fs)aﬁ1+1 e 0< T, <1/3, (5.86)
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(p2-c)

para que se obtenham solugoes admissiveis no caso em que > 1. Note-se que, neste
caso, nao existem solugoes reais para valores de 75, > %;

Por outro lado, no caso em que a > 0 e 51 > 0, a equagao (5.85) é verificada para todo
09talqueO§9<1desdequeO§TS§%. Neste caso em que 0 < 0 < 1 se

1 1 1 1
0§9<(3—TS>+1 com §§Ts<aﬁl+§, (5.87)

a equagao (5.85) é também satisfeita. Note-se que, nestes casos, ndo existem solugdes
reais para valores de 75 > a1 + %;

No caso em que a > 0 e 51 > 0, a equacao (5.85) ¢é verificada para todo o 6 tal que
%<9<1desdeque0§73_3 Nestecasoemque4<9<1se

3 1 1 1 af
S (zor) — 41 <n < 5.88
1= <(3 Ts>a61+ com 3 =TS 4+3 (5:88)

a equagao (5.85) é também satisfeita. Note-se que, nestes casos, ndo existem solugdes
reais para valores de 75 > O‘Tﬁl + %;

Por sua vez, no caso em que a > 0 e 1 > 0, a equagao (5.85) é verificada para todo o

9 tal que 0 < 0 < *31 deSde que O < Ts < 11 *1. Para além diS'O, neste caso em que
T + com 7 « + . 9
- 3 s (161 3 s ! 3’

a equagao (5.85) é também satisfeita. Note-se que, nestes casos, nao existem solugoes
reais para valores de 75 > a1 + %;

Se a > 0e p; <0, entdao deveremos ter

1 1
0>1ef>(-— — + 1. 5.90
e ( 3 TS> e + ( )
Assim, se 0 < 75 < % temos solugbes para qualquer 6 > 1. Para além disto, se 75 > % SO
se obtém solucoes para
1 1
0>(=-— — 4+ 1 5.91
(3 TS) af - (5:9)

Por outro lado, no caso em que a > 0 e 1 < 0, a equagao (5.85) é satisfeita para todos
os valores de 0 tais que 0 <0 <1se 0 <75 < aff] + % Neste caso, a equagao (5.85) é
também verificada para todos os valores de 6 tais que

(5-7)ag +1<0<1 (592

se af1 + % <71 < % e 75 > 0. Note-se que, nestes casos, ndo existem solugoes reais para
valores de 75 > %;

No caso em que a > 0 e 51 < 0, a equagao (5.85) é satisfeita para todos os valores
de 0 tais que % <fh<lsel0<715< O‘Tﬁl + % Neste caso, a equagao (5.85) é também
verificada para todos os valores de 6 tais que

(; >a61+1<9<1 (5.93)

0‘51 -|- <1 < % e 75 > 0. Note-se que, nestes casos, nao existem solugoes reais para

valores de T > %;
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(p3-d) Por sua vez, no caso em que « > 0 e 51 < 0, a equagao (5.85) é satisfeita para todos
os valores de 0 tais que 0 < 0 < % se 0 <75 <afy + % Neste caso, a equacao (5.85) é
também verificada para todos os valores de 6 tais que

1 1 3
-7y — +1 = .94
(3 T5>aﬂ1+ <9<4 (5.94)

se aff + % <7 < O‘T’Bl + % e 7s > 0. Note-se que, nestes casos, nao existem solucoes
reais para valores de 75 > aTBl + %

Para além disto, também obtemos soluc¢bes periédicas que nao satisfazem as condicoes de
fronteira (5.75), as quais sdo dadas por

WQ_A%8&3£+K%WER\{H;<g+%w—K>}@@€@ (5.95)
W@:AmwgﬁﬁK+K%VfGWKi;ﬁ%w—Kﬁm%62) (5.96)

com K uma constante arbitraria de integragao, A dado por (5.83) e By é definido por

61 0—1
By = \/4N2(COC2 — Cm%) = \/4u2a%(a,6’1(9 — 1) _ (% — 7_S))- (5.97)

Para que o valor de B, seja um nimero real positivo, o dominio de validade dos parametros é
descrito por

1
B (0 —1) — (3 - TS> 0. (5.98)
Neste contexto, temos os casos seguintes:

(nl-a) Se @ = 0 ou B; = 0, entdao deveremos ter 75 > % de forma a serem obtidas solucoes
validas para 6 > 1. Note-se que, neste caso, ndo existem solucoes reais para valores de
0< 71 < %;

(nl-b) Refere-se também que os casos descritos pela equacao (5.98) com 0 < 6 < 1, % <f<1
e0<O< % irdo surgir nas subseccoes seguintes. Nestes casos, se & = 0 ou 1 = 0 entdo
deve-se ter 7, > % para que sejam obtidas solugoes validas. Note-se que, nestes casos,
nao existem solugoes reais para valores de 0 < 73 < %;

(n2-a) Se a > 0 e 1 > 0, a equagao (5.98) é verificada para 6 > 1 desde que 75 > % Para
além disto, se

1 1 1
0> (3—7'5) 047/81—’_1 com OSTS < g, (599)

a equagao (5.98) é também satisfeita;

(n2-b) Por outro lado, no caso em que o > 0 e 1 > 0, a equagio (5.98) é verificada para todos
os valores de 6 tais que 0 < 6 < 1 desde que 75 > aff; + é Para além disto, se

1 1 1 1
(3_T8>OZB:I_+1<9<1 com §<TSSQ,81+§, (5100)

a equagao (5.98) é também satisfeita. Note-se que, nestes casos, ndo existem solugoes
reais para valores de 0 < 75 < %;
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(n2-c¢) No caso em que o > 0 e 51 > 0, a equacao (5.98) é verificada para todos os valores de 6
tais que % < 0 < 1 desde que 75 > aTﬂl + % Para além disto, se
1 1 1 ol
- = —+1<60<1 co — < T < — + —, 5.101
(3 TS)@ﬂl oS T=Ty (5.101)
a equagao (5.98) é também satisfeita. Note-se que, nestes casos, ndo existem solugdes
reais para valores de 0 < 75 < %;

W =

(n2-d) Por sua vez, se a« > 0 e 51 > 0, a equacao (5.98) é verificada para todos os valores de 0
tais que 0 < 0 < % desde que 75 > af; + % Para além disto, se

1 1 3 afy 1 1
- — —+1l<f< - — + - <7 < =, 5.102
(3 Ts) b + ; com — g Ts_aﬂl—l-s ( )
a equagao (5.98) é também satisfeita. Note-se que, nestes casos, ndo existem solugoes
reais para valores de 0 < 75 < O‘Tﬁl + %;

(n3-a) Se a > 0e 1 <0, entdo s6 existem solugoes admissiveis para valores de 6 > 1 tais que

1 1 1
1<9<(3_TS)(1&+1 com Ty > . (5.103)

Note-se que, neste caso, ndo existem solugoes reais para valores de 0 < 74 < %;

(n3-b) Por outro lado, no caso em que a > 0 e f; < 0, a equagao (5.98) é verificada para todos
os valores de 6 tais que 0 < 6 < 1 se 75 > % Neste caso, a equacdo (5.98) é também
verificada se

1 1 1 1
0§0<<3—7’S>O@—|—1 com a61+§<7'8§§ e 75>0. (5.104)

Note-se que, neste caso, nao existem solucoes reais para valores de 0 < 74, < a1 + %;

(n3-c) No caso em que o > 0 e 81 < 0, a equagao (5.98) é verificada para todos os valores de 6
tais que % <O <lserts> % Neste caso, a equagao (5.98) é também verificada se

3 1 1 o 1 1
4<9<<3—Ts>a&—|—1 com %+§<Ts§§ e 75> 0. (5.105)

Note-se que, nestes casos, nao existem solugoes reais para valores de 0 < 75 < O‘T’Bl + %;

(n3-d) Por sua vez, se a« > 0 e 81 < 0, a equacao (5.98) é verificada para todos os valores de 6
tais que 0 < 0 < % se Tg > aT'Bl + % Neste caso, a equagao (5.98) é também verificada se

afy

1 1 1
O§0<<—Ts)+1 com afi+ =<7 < —+ (5.106)
3 04,31

1
3 - 4 3
Note-se que, nestes casos, nao existem solugoes reais para valores de 0 < 75 < aff; + %

Na figura 5.4, apresentamos as solugoes 77(§) dadas por (5.81)—(5.84) bem como (5.83), (5.95),
(5.96) e (5.97) como funcao de £ = a.X — ¢T'. Na figura 5.4 (a), mostramos a solugao positiva
do tipo solitdo para 75 = 0, 7, = 0.15 e 75 = 0.3 (ver (5.81), (5.83) e (5.84)), enquanto que a
solugdo negativa dada por (5.82), (5.83) e (5.84) com 75 = 0 é apresentada na figura 5.4 (b).
Note-se que 1 = 0 é também uma solugdo da equagao diferencial ordinaria (5.76) que satis-
faz (5.75). Por outro lado, os graficos das solucoes descritas por (5.81) e (5.82) admitem uma
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Figura 5.4: Solugoes 7(§) como fungdo de & = a.X — ¢T. Na figura (a), mostramos as solugoes
positivas do tipo solitdo para 7, = 0, 75 = 0.15 e 7, = 0.3 (ver (5.81), (5.83) e (5.84)),
enquanto que na figura (b), a solugdo negativa dada por (5.82), (5.83) e (5.84) com
7s = 0 é apresentada (—100 < 7(£) < 0). Nas figuras (c) e (d), podemos ver as solugdes
periddicas com 7, = 2/3 (ver (5.83), (5.95), (5.96) e (5.97)). Os valores dos outros
pardmetros e de K sdo dados por a = 31 =0, 2 =1.01,a?2 =1, u=0.1,e = 0.0l e
K =0. A solugdo 1 = (0 — 1) /e e as assimptotas verticais sdo mostradas enquanto que a
solucdo trivial ou nula 77 = 0 ndo é representada.

assimptota horizontal definida por 77 = 0. Nas figuras 5.4 (c) e 5.4 (d), também podemos ver
as solugoes periddicas dadas por (5.83), (5.95), (5.96) e (5.97) como fungao de £ com 75 = 2/3.
Os valores dos outros pardmetros e de K sio dados por a = 31 =0, ¢> = 1.01, a2 =1, u = 0.1,
e=001le K =0.

A partir da figura 5.4 (a), podemos observar que se 75 cresce entdo o comprimento da
onda, definido em qualquer altura, decresce.

5.4.1.3 Terceiro caso 0 <0 <1 (¢ <a? e a.#0)

Neste caso, a equagao (5.76) admite solugbes negativas e positivas que satisfazem (5.75), as
quais sdo dadas por

7(€) = Asech?(£Bs¢ + K), V€ € R, (5.107)

7(€) = —Acosech?(£B3€ + K), V€ € R\ {:FZ[;} , (5.108)
3
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respectivamente. Em (5.107) e (5.108), K é uma constante arbitraria de integracdo e as
constantes A bem como B3 sdo definidas por (5.83) e (5.84), respectivamente. Note-se que
solugdes triviais ou nulas sdo obtidas quando B3 = A =0 (0 = 1), u > 0, € > 0 bem como
7o > 0 e 75 # % (ac # 0). Por outro lado, 7(¢) = (6 — 1)/ é também uma solugio negativa
de (5.76) que nao satisfaz (5.75). Para que o valor de Bs seja um numero real positivo, o
dominio de validade dos parametros é descrito por

af(—1)— <?1) - TS> > 0. (5.109)

Neste contexto, devemos satisfazer as condigoes descritas por (nl-b), (n2-b) ou (n3-b) para
obter solugoes admissiveis (ver 5.4.1.2).

Para além disto, também obtemos solucbes periédicas que nao satisfazem as condicoes de
fronteira (5.75), as quais sdo dadas por

7(€) = Asec?(£B4€ + K), V¢ € R\ {il; (g + kom — K) } , (ko € Z), (5.110)
) , 1
A(€) = AcosecX(£Byé + K), V¢ € R\ {i& (ko — K)} (ko € Z), (5.111)

com K uma constante arbitraria de integracao e A bem como By sdo dadas por (5.83) e (5.97),
respectivamente. Neste caso, para se ter solugoes admissiveis uma das condigdes (pl-b), (p2-b)
ou (p3-b) deve ser satisfeita.

Na figura 5.5, mostramos as solugdes 77(§) dadas por (5.83), (5.84), (5.97), (5.107), (5.108),
(5.110) e (5.111) como funcao de & = a.X — ¢T'. Na figura 5.5 (a), apresentamos as solugoes
negativas do tipo solitdo dadas por (5.107) com 75 = 0.34, 7, = 0.55 e 75 = 0.7, enquanto que
a=p1=0ec?=0.99. Na figura 5.5 (b), mostramos uma solucdo negativa do tipo solitdo
dada por (5.107) com 7, = 0 e ¢ = 0.1 bem como a = 1 — (v/5/5) e B1 = —(1/2)(1 +/5/5)
(ver (5.64b)).

Note-se que 7 = 0 é também uma solu¢do da equagdo diferencial ordinéria (5.76) que
satisfaz (5.75). Por outro lado, os gréaficos das solugoes descritas por (5.107) e (5.108) admitem
uma assimptota horizontal definida por 7 = 0. Na figura 5.5 (c), representa-se uma solugéo
positiva dada por (5.108) com 75, = 2/3, a = 1 = 0 e ¢ = 0.99. Solucodes periédicas 7(€)
dadas por (5.83), (5.97), (5.110) e (5.111) com ¢ = 0.99, a = 31 = 0 e 75 = 0 sdo apresentadas
na figura 5.5 (d). Em todos estes casos, os valores dos outros pardmetros e de K sao dados
por u=0.1, ¢ =0.01, a> =1 e K = 0. Destes resultados, podemos concluir que as equacdes
propostas modelam ondas de depressao para 75 > 0. Estes resultados devem-se a inclusao dos
parametros introduzidos na equacao proposta, permitindo que a velocidade de propagacao da
onda ¢ = +|a|vf com 6 € R} e a. € R\{0} possa tomar qualquer valor real.
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Figura 5.5: Solugoes 7(£) dadas por (5.83), (5.84), (5.97), (5.107), (5.108), (5.110) e (5.111) como

fungao de £ = a.X — ¢T'. Na figura (a), apresentamos a solugdo negativa do tipo solitdo
dada por (5.107) com 75 = 0.34, 7, = 0.55 e 7, = 0.7, enquanto que «

1 =0
e ¢ = 0.99. Na figura (b), mostramos uma solucio negativa do tipo solitdo dada
por (5.107) com 7, = 0 e ¢ = 0.1 bem como a = 1 — (/5/5)

e fi=—(1/2)(1 +/5/5)
(=90 < 77 < 0). Na figura (c), mostramos uma solugio positiva dada por (5.108) com

s =2/3, a =1 =0ec®=0.99. Solugdes peritdicas 77(£) dadas por (5.110) (linha
preta solida ) e (5.111) (linha vermelha tracejada ) com ¢ =0.99, a =, =0e 75 =0

sdo apresentadas na figura (d). Nas figuras (a)—(d), os valores dos outros pardmetros
e de K sdo dados por = 0.1, ¢ = 0.01, a> = 1 e K = 0. As assimptotas verticais e a
solugdo 77 = (0 — 1) /e sdo mostradas enquanto que a solugdo trivial ou nula 77 = 0 assim
como a assimptota horizontal 7 = 0 dos graficos em (a)—(c) néo sdo ilustradas.
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5.5 Solucoes de uma equacgao de Boussinesq nao linear de or-
dem O(p? ¢, €?)
5.5.1 Equagao diferencial ordinaria nao linear e de ordem O(y?, ¢, £?)

De (5.52) obtemos a equacdo de ordem O(u?, ¢,€?) seguinte:

Oy 0% d*n 2 O
o~ axe T Cogragxe M gz

on \? 0%n on\?
‘((ax) +3ax2”+2(aT) -
on \2 0 0%n
- <2n(é))77(> — o (ag’) +38X2”> O en). (5.112)

Para se obter uma equacao diferencial ordinaria e nao linear, comecamos por introduzir aqui
a transformagdo seguinte:

n=mn—en’+e*n (5.113)
Note-se que temos (ver (5.46) e (5.113))
3277 82

Usando-se (5.112), (5.113) e (5.114), obtemos a equacao até a ordem dominante mencionada
atras, a qual é dada por

o*n  0%n 5 o*n o*n 3 0% 0?

S — s Cosrgns — g — — 22— (*) = 0. 5.115

o2~ oxz T Cogmapxr ~H Cigxa ~ S5 pxa (M) — < 255 () (5.115)
Através de (5.115) e da transformacdo de onda de translagdo ¢ = a.X — ¢I' bem como
assumindo-se que 77(§) = (X, T), deduz-se a equacao diferencial ordinaria seguinte:

(2 — )" + p2a?(Coc® — a2Cy)!Y) — %5a§(ﬁ2)” —2e%a%(7%)" = 0. (5.116)

Integrando-se duas vezes (5.116) e impondo-se as condigdes de fronteira (5.75) obtém-se uma
equagao diferencial ordinéria e nao linear. Multiplicando-se esta equacao nao linear por 77/,
integrando-se novamente e impondo-se as mesmas condigoes de fronteira, tem-se que

( — a2)i? + 2a2(Coc® — a2C1)(i)? — ea?ip® — 2a?i* = 0. (5.117)

Note-se que a equagao (5.117) é integravel e admite a solugao trivial ou nula 77 = 0, a qual
satisfaz as condigoes de fronteira (5. 75) No que segue, procuram-se solugoes nao triviais. Mais
concretamente, podemos con81derar c? = 0a?, 9 eRY, e 6 R e ac € ]R\{O} juntamente com oS

cmcocasossegulntes c =a? (0—1),0 >a2 (0>1),3a2<c?<a? (2<0<1),*=2d2
=323)e0<c<3a2(0<0<?). Conclusoes andlogas as mencionadas anteriormente

podem ser obtidas quando 0 =0ea.=0 (ver subseccao 5.4.1).

5.5.1.1 Primeiro caso § =1 (¢> =a? e a. #0)

Neste caso, a equacao (5.117) é também completamente integravel. Se 75 = 1/3 entdo temos
a solucdo trivial ou nula 77 = 0 enquanto que se 0 < 75 < 1/3 obtemos

_ —4
M) = TEer R4

= V€ € R, (5.118)
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com

€ 1
Bs=,|—————. 5.119
5 ,LL2 02(% — 7'5) ( )
Finalmente, se 75 > % obtém-se
_ 4 VieF K —V4eF K
= VEER 5.120
ne) (£Bsé + K)2 — 4e’ §ER) { Bs Bgs ’ ( )

onde Bg é definido da forma que segue:

Bs = \/ e 1 (5.121)

w2 e(-1+7)

Todas estas solugoes de (5.117) satisfazem (5.75). Em (5.118) e (5.120), K é uma constante
arbitraria de integragdo. Salienta-se que 77 = 0 é uma solugao de (5.117) que satisfaz (5.75)
enquanto que 77 = —1/e é uma solucdo da mesma equacdo, mas que nao satisfaz as condigoes
de fronteira (5.75).

Na figura 5.6, mostramos as solugoes 77(¢) dadas por (5.118)—(5.121) como funcao de
& = a.X — ¢T. Na figura 5.6 (a), apresentamos a solugdo negativa do tipo solitdo dada
por (5.118) e (5.119) com 75 = 0. Na figura 5.6 (b), mostramos a solu¢ao dada por (5.120)
e (5.121) com 75 = 2/3. Em todos estes casos, os valores dos outros pardmetros e de K sao
dados por 1 =0.1,e =0.01, a2 =1e K = 0.
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Figura 5.6: Solucoes 77(§) dadas por (5.118)—(5.121) como funcdo de £ = a.X — ¢T. Na figura (a),
apresentamos a solugdo negativa do tipo solitdo dada por (5.118) e (5.119) com 75 = 0.
Na figura (b), mostramos a solugdo dada por (5.120) e (5.121) com 75 = 2/3. Também
representamos as solugoes 7 = 0 e 7 = —1/¢ juntamente com as assimptotas verticais.
Em todos estes casos, os valores dos outros pardmetros e de K sao dados por p = 0.1,
e =0.01,a®> =1e K = 0. Note-se que 7] = 0 é também uma assimptota horizontal para
os graficos das figuras (a) e (b).

5.5.1.2 Segundo caso § > 1 (¢* > a2 e a. #0)

Neste caso, conseguimos mostrar que a equagao (5.117) admite as solugoes positivas e negativas
que satisfazem (5.75), as quais sd@o dadas por

sech?(£Bs¢ + K)

,VEER 5.122
(N2 —m) — ne sechQ(j:ng +K) ¢ ( )

(€)= A
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B sech?(£Bs¢ + K
(€)= A (Bt + K)

(m — n2) — n1sech”(£B3¢ + K)
respectivamente. Aqui, K é uma constante arbitraria de integragio e A bem como B3 sdo dadas

pelas equagoes (5.83) e (5.84), respectivamente. Para além disto, os coeficientes n; (i = 1,2)
sao definidos por

| VE ER, (5.123)

i = _% (1 - (4)%\/@) ,(i=1,2). (5.124)

Note-se que para 6 > 1 duas desigualdades sao satisfeitas, as quais sdo dadas por

h“"(+B —G—K’S‘( ) :(—> <1, 5.125
(772 — 771) soch™ (B¢ ) N2 — M 2 2440 -3 ( )

‘(m)nsechQ”(iBf—i—K) <‘( n )n :<1+1>n<1 (5.126)
m =12 ’ T\ m =2 2 240 -3 . '
Desta forma, podemos garantir que estas novas solugoes do tipo onda de translagdo descritas
por (5.122) e (5.123) sdo o limite uniforme das séries geométricas seguintes:

AN (772_”% sech?"2(£ B3¢ + K) (5.127)
n=0
€ e.)
AN (m_”W sech?™2(£Bs¢ + K), (5.128)
n=0

respectivamente. Estas conclusées resultam da aplicagdo do critério da convergéncia uniforme
de Weierstrass. Note-se que a constante B3 é definida por (5.84), assim como o dominio de
validade para os pardmetros «, 1 e 75 é dado pelas condigoes (pl-a), (p2-a) e (p3-a) como
estabelecido anteriormente (ver subseccao 5.4.1.2). Note-se que solugdes triviais ou nulas sdo
obtidas quando B3 = A =0 (6 = 1), p > 0, & > 0 bem como 75 > 0 e 75 # 3 (ac # 0). Também

realgamos que 7 = i (i = 1,2) sao solugoes constantes de (5.117) que nao satisfazem (5.75).
5

Na figura 5.7, comparamos as solugao clssicas do tipo solitdo dadas por (5.81) com as
novas solugoes do tipo onda de translagao descritas por (5.122). Note-se que a solugdo 7 =0
de (5.76) e (5.117) satisfaz as condigdes de fronteira (5.75). Por outro lado, 7 = 0 é uma
assimptota horizontal para os gréaficos descritos por (5.81), (5.122) e (5.123). Saliente-se que
para se terem as mesmas amplitudes nas solugoes correspondentes entao devem ter-se valores
distintos para a velocidade de propagacao da onda c. Por outro lado, se impusermos a mesma
velocidade de propagagao da onda entdo as amplitudes correspondentes sao diferentes. Estas
conclusoes resultam assumindo-se que a. é fixo.

Para além disto, (5.117) admite solugoes periédicas que nédo satisfazem (5.75), as quais
sdo dadas por

sec?(£B4¢ + K)
(n2 —m) — m2sec?(£Bs€ + K)’

n(g) = A

Ve € R\ {il; (61 — K + ko) ,i[; (=1 — K + kow)} (ko €7Z) (5.129)
(&
e = A sec?(£B4¢ + K)

(m — m2) — m sec?(£Bs€ + K)’

1 1
vE € R\ {iB (2 — K + kom) - (a2 — K + km)} (ko €Z), (5.130)
4 4
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Figura 5.7: Solugoes do tipo onda de translagao dadas por (5.81) (linha vermelha sélida para equagéo
de ordem O(p?,¢)) e (5.122) (linha tracejada preta para a equacio de ordem O(u?,¢,?))
como fungdo de £ = a.X — ¢T. Na figura (a), § = 3 para ambas as solugoes enquanto
que na figura (b) # = 2 e § = 3 para as equacdes de ordem O(u?,e) e O(u?, e,&2),
respectivamente. Em ambos os graficos, os valores dos outros pardmetros e de K séo
dados por a2 =1, a =81 =7, =0, p = 0.1, e = 0.01 e K=0.

onde &; = arccos (iw/ﬁj/(nj — 771)) (i,7 € {1,2} e i # j), K é uma constante arbitraria de
integracao e A, By assim como 7; (i = 1,2) sdo dadas pelas equagoes (5.83), (5.97) e (5.124),
respectivamente. Neste contexto, o dominio de validade para os pardmetros «, 31 e 75 é dado
pelas condicoes (nl-a), (n2-a) e (n3-a) como estabelecido anteriormente (ver subseccao 5.4.1.2).

Na figura 5.8, mostramos as solugdes 77(£) como fungéo de & = a.X —cT. As novas solugoes
positivas e negativas do tipo solitao (ver (5.83), (5.84) e (5.122)—(5.124)) para trés valores
distintos de 75 sdo mostradas nas figuras 5.8 (a) e (b), respectivamente. Mais concretamente,
consideramos 74 = 0, 7, = 0.15 e 7, = 0.3. Na figura 5.8 (a), « = ;1 = 0 enquanto que na
figura 5.8 (b) a =1 — (v/5/5) e B1 = —(1/2)(1 + +/5/5). Nas figuras 5.8 (c) e (d), mostramos
as solugoes periddicas 77(§) dadas por (5.83), (5.97), (5.124), (5.129) assim como (5.130) para
a=p1=0e7s=2/3. Em todos estes casos, os valores dos outros pardmetros e de K sao
dados por u = 0.1, e = 0.01, a2 =1, ¢ = 1.01 e K = 0. Note-se que a solucdo trivial ou nula
1 =0 de (5.117) satisfaz (5.75). Por outro lado, 7 = 0 é uma assimptota horizontal para os
graficos das solugoes dadas por (5.122) e (5.123). Note-se que a solugdo 77 = 0 assim como
a assimptota horizontal referida atras ndo sdo representadas. Por outro lado, as solugoes
n=mn;/e(i =1,2) de (5.117) que ndo satisfazem (5.75) sdo ilustradas.

5.5.1.3 Terceiro caso 2 <0 <1 (2a2 < c? <a? e a. #0)

Neste caso, a equagao (5.117) admite solugdes exactas que satisfazem as condigoes de fron-
teira (5.75). Estas solugdes exactas sao dadas por

sech?(+B3¢ + K)
(2 —m1) — n2 sechQ(ing +K)’

e =A VE € R, (5.131)

sech?(£B5¢ + K)
(1 — m2) — m1 sech?(£Bs€ + K)

K) (a4 +K)

neE =A ,vgeR\{i(dOB_g F g } (5.132)

onde ag = arccosh( m/(m — 772)), K é uma constante arbitraria de integracdo e A, Bs
assim como 7; (i = 1,2) sao definidas por (5.83), (5.84) e (5.124), respectivamente.
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Figura 5.8: Solugoes 77(£) como fungdo de £ = a.X — ¢T'. Nas figuras (a) e (b), podemos ver as novas
solugdes positivas e negativas do tipo solitao, respectivamente. Estas solugoes sdo descritas
por (5.83), (5.84) e (5.122)—(5.124) para 7, =0, 75 = 0.15 e 7, = 0.3. Na figura (a), a =
$1 = 0 enquanto que na figura (b) & = 1— (f/5) = —(1/2)(14++/5/5). Nas figuras (c)
e (d), mostramos as solugdes periddicas 7(&) dadas por (5.83), (5.97), (5.124), (5.129)
bem como (5.130) para 7s = 2/3 e @ = 1 = 0. Também representamos as assimptotas
verticais juntamente com as solugoes 77 = 1; /¢ (i = 1,2). Em todos estes casos, os valores
dos outros pardmetros e de K sdo dados por u = 0.1, ¢ = 0.01, a> = 1, ¢> = 1.0l e
K =0.

Neste caso, a nova solugao do tipo solitdo dada por (5.131) s6 é o limite uniforme da série
geométrica

A Z s m ——2 —— sech®* (£B3¢ + K) (5.133)

se % < 0 < 1. Por outro lado, a nova onda de translagao descrita pela solugao dada por (5.132)
¢é também a soma da série geométrica seguinte:

A Z Cr——t sech®"*2(£B3¢ + K). (5.134)
2

No entanto, esta série apenas converge pontualmente para valores de & satisfazendo as
desigualdades seguintes:

— arccosh ( m/(m — 772)) FK arccosh ( m/(m — 172)> FK
&< B ou &> B .
3 3

(5.135)
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Note-se que o dominio de validade para os pardmetros «, 51 e 75 é dado pelas condigoes
(nl-b), (n2-c) e (n3-c) (ver subseccao 5.4.1.2).

Para além disto, (5.117) admite solugoes periédicas que nao satisfazem (5.75), as quais
sao dadas por

sec?(£B4¢ + K)
(m2 —m) — n2sec?(£B4E + K)’

Ve € R\ {il; (1 — K + kor) ,il; (a1 — K + k:mr)} (ko €Z) (5.136)

n(g) = A

sec?(£B4¢ + K)
(m — m2) —m sec?(£B4€ + K)’

1 1
Vé € R\ {iB (G — K + ko) £ (—az — K + kmr)} (ko €Z), (5.137)
4 4

ng) = A

onde &; = arccos (:I:, /ni/(nj — 772)) (i,j € {1,2} e i # j), K é uma constante arbitraria de
integragao e A, By assim como n; (i = 1,2) sao dadas pelas equagdes (5.83), (5.97) e (5.124),
respectivamente. Neste caso, o dominio de validade para os pardmetros «, 51 e 75 € dado
pelas condigoes (pl-b), (p2-c) e (p3-¢), de acordo com o que foi estabelecido anteriormente
(ver subseccao 5.4.1.2). Note-se que 17 = 1;/¢ (i = 1,2) também sdo solugdes de (5.117) mas
que nao satisfazem (5.75).

Na figura 5.9, mostramos estas solugoes 7(§) como funcao de £ = a.X — ¢T. As novas
solucoes negativas do tipo solitdo dadas por (5.83), (5.84), (5.124) e (5.131) assim como a
solugdo descrita por (5.83), (5.84), (5.124) e (5.132) sdo mostradas nas figuras 5.9 (a) e 5.9 (b),
respectivamente. Em ambos os casos, consideramos 75 = 2/3. Nas figuras 5.9 (c¢) € 5.9 (d),
podemos observar as solugoes peridédicas dadas por (5.83), (5.97), (5.124), (5.136) e (5.137)
para 75 = 0. Os valores dos outros parametros e de K sao dados por p = 0.1, ¢ = 0.01,
a?=1,a=p =0,c® =099 e K =0. Note-se que a solucdo trivial ou nula 7 = 0 é
uma solucao de (5.117) que satisfaz (5.75). Por outro lado, os graficos das solugdes dadas
por (5.131) e (5.132) tém também uma assimptota horizontal definida por 7 = 0. As solugoes
n = n;i/e (i = 1,2) que nao satisfazem (5.75) sdo também ilustradas juntamente com as
assimptotas verticais.

5.5.1.4 Quarto caso ¢ = %az (0= %)
Neste caso, obtemos solugoes de (5.117) que néo satisfazem (5.75), as quais sdo dadas por
1 1 K
né)= ——%——+—, Ve R — 5.138
) = 5 e Y ERV{F 5 | (5.138)

1 1

n(§) = T os IBER 17 VE eR, (5.139)

com K uma constante arbitraria de integracao e B7 definido por

1
B7:\l4u2a2(7'3—§—a?>'
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Figura 5.9: Solugoes 77(¢) como funcao de & = a.X — ¢I'. A nova solugdo negativa do tipo
solitdo dada por (5.83), (5.84), (5.124) e (5.131) assim como a solugdo descrita
por (5.83), (5.84), (5.124) e (5.132) sdo mostradas nas figuras (a) e (b), respectiva-
mente. Em ambos os casos, consideramos 75 = 2/3. Nas figuras (c) e (d), mostramos as
solugoes 7(€) dadas por (5.83), (5.97), (5.124), (5.136) e (5.137) para 7, = 0. Os valores
dos outros pardmetros e de K sdo dados por u = 0.1, ¢ = 0.01, a> = 1, a = $; = 0,
c? =0.99 e K = 0. Também mostramos as solucgdes 7 = 0, 77 = % (i = 1,2) juntamente

com as assimptotas verticais.

Resolvendo (5.117) com respeito a 77 obtemos duas equagdes diferenciais. Para obter novas
solugdes que satisfagam (5.75), estas equagoes podem ser resolvidas em regides complementares
de R. Por exemplo, tomando duas regides complementares de R pode-se ter (ver (5.138))

1 1 S Ky — K3
seemEE —1 82 T op,

n(e) = (5.141)
1 1 Ky — Ky

— <
2e e Brét K2 17 ¢ 2B;

onde K e K> sdo duas constantes arbitrarias de integragdo. Note-se que o grafico da solugao
dada por (5.141) tem uma unica singularidade no ponto { = _I[% se K1 + Ko =0 e, por
outro lado, temos uma solu¢ao continua mas nao diferencidvel em £ = (Ko — K1)/(2B7) se

K+ Ky > 0.
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Para além disto, também se pode obter (ver (5.139))

-1 1 £> Ky — K4
2 BrETKL 4175 = 2B,

n(e) = (5.142)
—1 1 Ky — K4

;& <

2 e~ BrétK2 4] 2B;

onde K e Ky sdo duas constantes reais arbitrarias de integragao. Neste caso, temos uma
solugdo continua mas nao diferencidvel em & = (Ko — K1)/(2B7).

Note-se que, em todos estes casos, apenas temos solugoes validas se for satisfeita a
desigualdade seguinte (ver (5.140)):

4
47g — 3 > af. (5.143)
Note-se que 7 = —1/(2¢) para § = 3/4 é também uma solucao de (5.117) mas que néo satisfaz

as condigoes de fronteira (5.75).

No que segue, as solugdes obtidas a partir de (5.138), (5.139) e (5.140) usando-se os sinais
+ e — sdo denotadas por 77 e 777, respectivamente. Na figura 5.10 (a), mostramos as solugdes
7T e~ dadas por (5.138) e (5.140) com K = 0, juntamente com a solugao definida por (5.140)
e (5.141) com K; = K9 = 0.5 a qual é denotada por 7*. Salienta-se que se se escolher as
curvas a preto e a vermelho localizadas no primeiro e no segundo quadrantes da figura 5.10 (a)
definidas pelos sinais + e — de (5.138), respectivamente, uma nova solu¢ao pode ser obtida.
De modo analogo, podemos definir uma nova solugao escolhendo as curvas definidas pelos
sinais + e — de (5.138) e localizadas no terceiro e no quarto quadrantes, respectivamente,
da mesma figura. Na figura 5.10 (b), as solugdes 77 e = dadas por (5.139) e (5.140) com
K = 0 sao ilustradas. A solucao 7 definida por (5.142) com K; = K3 = 0 é representada na
figura 5.10 (c). Por ultimo, a curva ilustrada na figura 5.10 (d) é obtida a partir de (5.142)
com K1 = K9 = —8. Note-se que esta solucdo nao é diferenciavel em R. Em todos os casos,
temos a2 =1, 74 = 2/3, a = 1 = 0 e ¢® = 3/4. A solugdo trivial ou nula 77 = 0 de (5.75) que
satisfaz (5.117) assim como a assimptota horizontal 77 = 0 das solug¢des dadas anteriormente
sao representadas juntamente com a solugdo 1 = —1/(2¢) e com uma assimptota vertical.
Note-se que 7 = —1/(2¢) é uma solugdo de (5.117) mas que nao satisfaz as condigoes de
fronteira (5.75).

5.5.1.5 Quinto caso ¢ < 2a2 (0< 6 < 2)

Neste ultimo caso, obtemos solugoes que satisfazem as condigbes de fronteira (5.75), as quais
sao dadas por

_9ptBsE+ K In (e2¥1=0=1) _
) = — j; P Q,V§6R\{i ( 2(11;2)) (5.144)
o+ (B — )
€
VI—6+1
2 +Bg{+K In 6277 — K
() = — ; — 2,vgeR\{i ( 2(132) ) : (5.145)
o + (B + gy

onde K é uma constante arbitraria de integragao e Bg ¢ definida por

1-6
By = \/MQGg(a51(9 )= (% ) (5.146)
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Figura 5.10: Solugoes 77(¢) como fungdo de £ = a.X — ¢T'. Na figura (a) mostramos as solugoes
7t e 7 dadas por (5.138) e (5.140) com K = 0, juntamente com a solugdo definida
por (5.140) e (5.141) com K; = K = 0.5 denotada por 77*. Na figura (b) mostramos
as solugoes 7 e 7~ dadas por (5.139) e (5.140) com K = 0. As solugdes 7 definidas
por (5.142) com K; = K3 =0 e K; = K3 = —8 sdo representadas nas figuras (c) e (d),
respectivamente. Em todos os casos temos a2 =1, 7, =2/3, a =31 =0e c? =3/4. A
solucdo trivial ou nula 77 = 0 de (5.75) que satisfaz (5.117) assim como a assimptota
horizontal 77 = 0 das solugoes dadas anteriormente sao representadas juntamente com a
solugdo 77 = —1/(2¢) e com uma assimptota vertical.

Analogamente ao quarto caso, podemos resolver (5.117) com respeito a 77’ de forma a obter
duas equagodes diferenciais. Se estas equagdes diferenciais forem resolvidas em regides comple-
mentares de R, pode-se obter novas solugoes satisfazendo (5.75). Por exemplo, tomando duas
regides complementares de R podemos ter (ver (5.144))

—9eBsé+ K1 Ky — K3
2 é 2 ’
1+ (B — i) 2
n) = mci (5.147)
— —P8 2 —
2 . 2 &< KZQBKI7
g1+ (6_88£+K2 - 2(95—1)) ®

onde K e K9 sao duas constantes arbitrarias de integracao. Note-se que o grafico da solucao

dada por (5.147) tem uma tunica singularidade no ponto & = —Big (K1 —In (5227V(11__99_)1)) se
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Ki+Ky=2In ( 2y (1 ) 1) Por outro lado, temos uma solu¢ao continua mas nao diferencidvel

em & = 2BK1 se K1 + Ko >2ln( 25(11__?9;1)
Do mesmo modo, pode-se também considerar a solu¢ao dada por (ver (5.144))

—9eBsé+ K1 > Ky — K,
R
n(§) = (5.148)
—9eBsé+ K2 Ky — K,
2 (oBst+Ka _ 2 &< 2By
1+ (6 2(9—1))

em que Ki e Ko sdo duas constantes arbitrarias de integragéo. O gréfico da solucao dada
por (5.148) tem uma unica singularidade no ponto { = B (Kl In (5%)) se K1+ Ko =
21n ( 2\/(7) 1) Neste caso temos também uma solugao continua mas nao diferenciavel em
€ = 5510 se Ky + Ky < 2In (2100,

De acordo com o estabelecido anteriormente e para que tenhamos solugoes admissiveis, o
dominio de validade para os pardmetros «, 51 e 75 ¢ dado pelas condigbes (nl-b), (n2-d) e
(n3-d) (ver subseccao 5.4.1.2).

Na figura 5.11 (a) e 5.11 (b), mostramos as solugdes 77" e 77~ definidas por (5.144) e (5.146)
assim como (5.145) e (5.146), respectivamente. Em ambos os casos consideramos K = 0.
Na figura 5.11 (c), mostramos as solugoes definidas por (5.147) e (5.148), as quais sao

denotadas por n* e **, respectivamente, com K; = Ky = In (5%), juntamente com
uma assimptota vertical. Na figura 5.11 (d), as solugoes definidas por (5.147) e (5.148), as
quais sao denotadas por 77" e 7**, respectivamente, sdo representadas com K1 = Ko = —4.8 ¢
K1 = Ky = —5.7. Em todos os casos, os valores dos outros parametros sio dados por a? = 1,

s = 2/3, a = 1 = 0ec?=0.1. Note-se que a solugdo trivial ou nula 7 = 0 de (5.117)
que satisfaz (5.75) assim como a assimptota horizontal 7 = 0 das solug¢oes mencionadas
anteriormente nao sao ilustradas.

Finalizamos esta seccao referindo que utilizando a técnica de substituicio recursiva pode-se
obter uma expressdo aproximada para n em fungao de 77 através de (5.113). De facto, obtém-se
n ~ i+ en? + €273, a qual é valida até a ordem O(g?), inclusivamente.

5.6 Solucoes das equacoes nao lineares do tipo Boussinesq de
ordens O(p?, g, ut) e O(u?, e, u*, €?) da forma 7(€) = Agsech?(BE+

K) bem como 7(§) = A, coshQ.é;f—FK)

Nas secgoes 5.4 e 5.5, solucdes do tipo solitdo para as equacdes nao lineares de Boussinesq
de ordens O(u?,e) e O(u?,e,e2?) foram deduzidas. Mais concretamente, mostrdmos que a
equacio de Boussinesq de ordem O(y?, €) admite uma solucio do tipo solitdo da forma seguinte
(ver (5.81), (5.83) e (5.84)):

7(€) = Asech?(£Bs¢ + K). (5.149)

Relativamente & equacio de Boussinesq de ordem O(u?, ¢, €?), provou-se que esta admite uma
solugdo do tipo solitdo da forma seguinte (ver (5.83), (5.84), (5.122), (5.123) e (5.124)):

sech?(+B3¢ + K)
ni — 115 — i sech? (£B3€ + K)

neE) =A (1,5 = 1,2, i #j). (5.150)
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Figura 5.11: Solugdes 7(&) como fungdo de £ = a.X —cT'. Nas figuras (a) e (b) mostramos as solugdes
7T e 7~ dadas por (5.144) e (5.146) assim como (5.145) e (5.146), respectivamente.
Em ambos os casos consideramos K = 0. Na figura (c), mostramos as solugoes defini-
das por (5.147) e (5.148), as quais sdo denotadas por 7* e 77**, respectivamente, com

Ki=Ks=1In (527”*9*1} juntamente com uma assimptota vertical. Na figura (d), as

2(1-0)
solugdes definidas por (5.147) e (5.148), as quais sdo denotadas por 77* e 7™*, respectiva-
mente, sdo representadas com K; = Ky = —4.8 e K1 = Ko = —5.7. Em todos os casos,

os valores dos outros pardmetros sio dados por a2 =1, 7, =2/3, a =31 =0e c? = 0.1.

Nas subsecgOes seguintes e com base nas equagoes (5.149) e (5.150), mostra-se se as
equacdes de Boussinesq de ordens O(u?, ¢, u*) e O(p?, ¢, €2, u*) admitem ou nao solugdes do
tipo solitdo das formas genéricas seguintes:

7(€) = Agsech? (BE + K) (p € N, A € R\{0}, B € R\{0}) (5.151)

A

- Azcosh?(BE +K) +1 (A1 € R\{0}, Az € R\[-1,0], B € R\{0}). (5.152)

(&)

Para além disto, note-se que apenas sdo investigadas as solugoes das formas dadas por (5.151)
e (5.152) nos casos em que estas funcoes sao de classe C*°(R) e satisfazem as condigbes de
fronteira definidas por (5.75). No entanto, o método que se usa nas subsecgoes seguintes pode
ser utilizado também para deduzir solucées que nao satisfacam as premissas anteriores. Por
exemplo, podem também investigar-se solu¢oes da forma dada por (5.151) considerando-se
que p é um namero inteiro negativo. Podem ainda considerar-se solu¢oes da forma dada
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por (5.152) com Ay € [—1,0]. Estes valores de p bem como de Az estdo associados a solugoes
constantes ou a solugbes nao limitadas em R. Esta andlise estd planeada para um trabalho
futuro. Por outro lado, o estudo da existéncia ou inexisténcia de solugdes da forma (5.151)
e (5.152) para as equagdes diferenciais ndo lineares de ordens O(u?, e, pu?e), O(u?, ¢, €2, u’e),
O(p?, e, u*, u%e) e O(u?, e, u*, €2, ue) encontra-se em fase final de preparacio e serd submetido
para publicagao.

5.6.1 Equagao diferencial ordinaria nao linear de ordem O(u?, ¢, u*, €?)

A equacdo integro-diferencial nio linear e completa (5.52) até & ordem O(u?, e, u*,£2) pode
ser transformada numa equagdo diferencial ordinaria nao linear usando-se a transformacao de
variaveis de onda de translacao £ = a.X — ¢TI (a. # 0) e assumindo-se que n(X,T") = n(&).
Note-se que quando a. = 0 um regime de onda apenas dependente do tempo é obtido, o qual
nao tem interesse fisico no contexto deste trabalho. Deste modo, a equagao resultante para a
elevacao da superficie da onda pode ser escrita da forma seguinte:

<62 — a%) n" + pﬂai (C()02 — Cm?) n(lv) + ptat (0202 + Cgcﬁ) n(w)—
—€ ((2 c®+ az) (n')* + 3(1277”7)) —e? (2(a3 — A0+ 3a277277”) =0. (5.153)
Por outro lado, a ltima equagdo pode ainda ser rescrita usando-se a transformagao 77 =
n —en? + 2 (ver (5.113)). Desta forma, (5.153) é rescrita em termos de 77 da forma que
segue:
<02 — a?) 7" + MQCLZ (Coc2 — C’m%) ﬁ(IV) + plact (0202 + Cg&?) ﬁ(w)—

- eai% (7)" —2:%2 (7*) = 0. (5.154)

5.6.2 Método para a dedugao das solugées do tipo solitao das formas (5.151)
e (5.152)

O método que utilizamos para a deducao dos coeficientes livres dados nas expressoes (5.151)
(p € N, Ayg € R\{0} e B € R\{0}) e (5.152) (A1 € R\{0}, A2 € R\[-1,0] e B € R\{0}) ¢
baseado no facto de ser possivel expressar os termos das equagoes diferenciais propostas em
fungoes polinomiais em 77(§). Salienta~se que o método utilizado permite, nestes casos, provar
a existéncia ou a nao existéncia de solugoes dos tipos (5.151) e (5.152). Isto conduz-nos a
resolucao de sistemas de equacdes algébricas e nao lineares.

No que segue, apresentam-se algumas relagoes entre as fungoes 77(§) dadas por (5.151)
e (5.152) e as suas derivadas.

1) Primeiro tipo de solugées (ver (5.151))
As solugoes da forma seguinte:

1(§) = Aot (§) = Ao sech? (B¢ + K), (5.155)
com p € N, 4y € R\{0} e B € R\{0} verificam as relagdes dadas por

7(€) = — Ao} (€)p tanh (B¢ + K) B, (5.156a)
i7" (&) = B2p? Aoiit (€) — B2 Aop (p + 1) P2 (¢), (5.156b)
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7" (&) = —B3p® Aoif} (€) tanh(BE + K) + B3 Agp (p + 1) 717 T2 (€) (p + 2) tanh(BE + K),
(5.156¢)

7€) = B Aop (p+1) (p +2) (0 +3) it T(€)—

~ B (p(p+1) (p+2) +5° +p") 1) + B A" (©). (5.1564)
7€) = =B Aop (p+1) (p+2) (p+3) (p+4) 7 (&) tanh (B + K) +

+B°Ao (p(p+1) (p+2)° +p*+p") (p+2) 77 (€) tanh (BE + K) —

— BSAp°7} (€) tanh (B¢ + K), (5.156¢)
n"D(€) = BS Aop®il} (¢)—

—BA (0427 (p(p+1) (0 +2)° + 0" +p") +0° +0°) )+

+ B4 ((p(p+ 40" +p(+2° +9°) 0+ 1) (p+2) (p+3)) 7l T (€)-

~BSAwp(p+1)(p+2) (p+3) (p+4) (p+5) 7 (BE+ K), (5.156f)
(%)) = 440 B*p*; P (€) — 2 A®B2p (2p + 1) P T2 (€) (5.156g)
(7€) = 94T (€)p°B” — A" (&) (3p + 9p°) B2, (5.156h)

2) Segundo tipo de solugdes (ver (5.152))

As solugoes da forma seguinte:

I Ay
n(§) = m2(§) = ool BT E) 11 (5.157)
com A; € R\{0}, A2 € R\[-1,0] e B € R\{0} verificam as relagdes dadas por
(&) = —leAzﬁg (&) cosh (B¢ + K) sinh (B¢ + K), (5.158a)
=2 2 =3 2
1 1
7€) = _883./4277% (&) cosh (Bi—lk K) sinh (B¢ + K)+
N (48 + 24A2) 75 (€) B Az cosh (B¢ + K) sinh (B + K)
Ap?
(48 +48A4y) 75 () B Ay (j:s? (B¢ + K) sinh (B¢ + K) 7 (5.1580)
1
452 800 + 800A3 + 120422 ) 73 (&) B*
TV (E) = 1684, () — 20T 12%2) s, ( — L1
(144042 + 960 + 480.42%) 73 (€) B' (76845 + 384 + 384.4,%) 13 (€) B!
—~ + . (5.158d)

A3 At
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B BSA B5 A B> A 2 _
7 (¢) = ( 11(5) + (960 A122 +480 A1§ )ng’ (&) —

5 5 5
B < 4800542 B> Ay* B5 Ay

4800 720 1l
Al + Alg + Al ) M2 (f) +

5 5 5
+ (11520 Az + 7680542 +384OB Az ) i (&) —

At At At

5 5
- <7680 Ar* + 38405 A2 + 3840542 ) 78 (5)) cosh (B¢ + K) sinh (B¢ + K)

Ar? Ar® Ap®

7VD(€) = 6473 (€) B° — (4032fl + 2016“428 )
1

.AQ A22 6
38528 + 6720
A2 A2

+ 38528 )
1

./423 6 86
+ 134400——5 + 201600
= Ay A1

(
( 3 6 | 2 6773
( A’B B AsB Ay’B >
- )
(

2126
+7728OA B) &)+
Ap?

+ 215040 —— + 430080 + 255360 ———
At At At At

A®B° B Ao B° A? B0
80640 ——— + 161280—— -+ 403200 —— -+ 322560
AP Ap® Ap® AP

B As°B° Ay B° A2286> _;

12 (€)

(404 2045) BB(©)B” | (24 +2445) 74 (€)B”
./41 »AIQ ’
(8444240 (OB | (48 + 4845) 15 (€) B2
Aq A2 .

46080“4 g + 46080 4,0 + 138240 ——- 4,° + 138240

i (&) —
75 (&) +

(5.158¢)

(5.158f)

(5.158g)

(5.158h)

A equacao (5.154) é rescrita numa forma polinomial em termos de 71(§) (ver (5.155))

ou 72(&) (ver (5.157)) utilizando-se as equagoes (5.156) e

(5.158), respectivamente. Estas

equagoOes polinomiais obtidas a partir de (5.154)—(5.158) sdo resolvidas recorrendo ao método
dos coeficientes indeterminados. Quando esta equacdo polinomial é considerada, este método
leva-nos a resolugdo de sistemas algébricos em que cada equacdo é dada por uma combinacao
nao linear dos coeficientes associados aos termos em 7;(£) com poténcias iguais (i = 1 ou i = 2

no caso dos tipos de solugdes (5.155) ou (5.157), respectivamente).

Note-se ainda que relativamente as solugoes do tipo (5.155), os valores possiveis para
o parametro p € N tém de ser calculados previamente. Este cdlculo é feito através de um
balang¢o homogéneo das poténcias de 7;(£) relativas aos termos lineares com as poténcias de

71 (§) associadas aos termos nao lineares.
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5.6.2.1 Solugdes da equacio de Boussinesq de ordem O(p?, ¢, )

Nesta subsecgdo, considera-se a equagao (5.154) até a ordem O(u?, e, u*), inclusivamente.
Mais especificamente, considera-se a equacao que segue:

<02 — ag) 7" + p?a’ (Coc2 — C1ag) 7"V + ptat (0202 + Cgag) VD — Eagg (772)// =0
(5.159)
Assim como nas secgdes 5.4 e 5.5, assume-se aqui que ¢ = fa? com 6 € RE{ . Para além disto,
apenas o0s casos 0 # 0 e a. # 0 sdo considerados. Note-se que se § = 0 entdo tem-se um regime
de onda estacionario. Por outro lado, se a. = 0 tem-se um regime de onda apenas dependente
do tempo. Integrando-se duas vezes a ultima equacdo com respeito a £ e impondo-se as
condigoes de fronteira (5.75), obtém-se a equagao diferencial ordinédria e nao linear seguinte:

(0 — 1) 77+ p2a2 (Cob — C1) 7" + plact (C20 + Cs) V) — ag (7) =o. (5.160)

Note-se que a equacao (5.160) admite a solucao trivial ou nula 7 = 0, a qual satisfaz as condigoes
2(c? — a?)

C

de fronteira (5.75). Por outro lado, as solugoes constantes da forma 7 = com a. # 0

3aze
também satisfazem (5.160). No entanto, estas solugbes constantes nao satisfazem (5.75) se
c? # a?. Observa-se ainda que se C2 + C3 = 0 entdo a ordem da equagio (5.160) é reduzida
de O(u?, e, u*) para O(u?,¢). Este tltimo caso estd estudado na seccdo 5.4.

Com base no método do balanco homogéneo descrito anteriormente e com vista ao calculo
de uma solugdo nao trivial da forma dada por (5.155), verifica-se que o tinico valor possivel
para o coeficiente p € N é dado por p = 4.

1) Sistema algébrico para a solugdo da forma 7(¢) = Agsech?(B¢ + K)

O sistema algébrico ndo linear resultante da substituigao das expressoes (5.155) e (5.156) com
p = 4 na equagao (5.160) é dado por

(0 — 1) + 16p2a%(Cob) — C1)B* 4 256 al(C20 + C3)B* = 0, (5.161a)
p2a2(Cof — C1) + 52utat(Car + C3)B? = 0, (5.161b)
840uta(Cy0 + C3)B* — %E.A() =0. (5.161c)

O sistema (5.161) admite trés conjuntos de solugdes nao triviais. O primeiro conjunto pode
ser descrito da forma seguinte:

359—1 C _09
St :{(-AO,B,Q) ER3: Ay = — \/ 1 0

36 & 5212a2(Cef + C3)’

172C1Cy + 169(C3 — Co) 4 134/C
0= . 5.162
2 36 Co% — 169 Cy } ( )
Note-se que em (5.162), C; é definido por
C1 = 169(Cy + C3)? 4 144(Cy — C)(C1Co + CoC3). (5.163)
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Por outro lado, o segundo conjunto de soluc¢bes é dado por

S5 ={(40,B,0) € R® : Ag =

35 o0—1 , C1 — Cob
36 ¢ 17 52u2a2(Csf + C3)’

172C1Ch + 169(C5 — Cs) — 134/C
h= -1 ) -1 (5.164)

2 36 Cy2 — 169 C4

Note-se que as expressoes de § nos conjuntos Si™ e S5 sdo obtidas através da resolucdo de
uma equacao polinomial de segundo grau, a qual é obtida assumindo-se que C260 + C5 # 0 e
introduzindo-se a expressdo de B? resultante de (5.161b) em (5.161a). Esta equacio polinomial
¢é dada por

62(169Cy — 36C3) + (169C3 + 72CoCy — 169C5) — (169C5 + 36C7) = 0. (5.165)

Salienta-se que para que estes dois conjuntos de solug¢oes sejam admissiveis é necessario que
sejam satisfeitas as condigOes seguintes:
C1 — Cyl

> 21 0 - 7> 0 . 1
C1 >0, 36C;—169C # 0, >0, 029+C3_0 e (o +C3#0 (5.166)

Neste caso, obtém-se uma nova solugao da forma 7(¢) = Agsech*(B¢ + K) de (5.154) com os
coeficientes dados por (5.162)—(5.163).

Para além disto, no caso em que 169Cy — 36Ca = 0 o sistema (5.161) admite o terceiro
conjunto de solugdes definido da forma seguinte:

359—1 C _09

36 ¢ 52p2a2(Ce6 + C3)’
B 36CF 4 169C3 }
N 169C3 + 72C,C1 — 169C5 .

(5.167)

Para que este terceiro conjunto de solugoes seja admissivel é necessario que sejam satisfeitas
as condicbes seguintes:

169Cy — 36C2 =0, 169C3 + 72CoCy — 169Cy #0, 6 > 0,
C1 — Cob

—— >0 Cy0 + C 0. (5.168
Cy0+C3 — ¢ 20+Cs 7 ( )

Salienta-se ainda que no caso em que sejam verificadas as condi¢bes seguintes:

169C, — 3603 =0, 169Cs5+ 72C,C7 —169C, = 0,

C1 — Cyb
169C5 +36C? =0, >0, ——— >0 Cy0+C5 #£0, (5.169
3+ 1 Col+ Cs = e (0 +C3# ( )
nao existem solugoes admissiveis para os coeficientes C; (i = 0,...,3) quando estes sdo

expressos através dos pardmetros «, 31, B2, f3 e 75 (ver (5.35)—(5.36), (5.43), (5.44) e (5.50)).

Na figura 5.12 algumas solugoes de (5.160) que satisfazem (5.75) sdo ilustradas. Estas
solucdes estdo associadas aos conjuntos S;” e Sy com ¢? = 0.938502 e ¢? = 0.412513,
respectivamente. Mais concretamente e neste caso, os valores dos outros pardmetros e de K
sao dados por a? = 1, ¢ = 0.06, i = 0.4, a = 0.552764, £ = —0.804007, B2 = 1, £3 = 1.004062,
7s = 0.4 e K = 0. Note-se que nestes dois exemplos, ondas de depressao sao obtidas. Por
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Figura 5.12: Algumas solugdes de (5.160) que satisfazem (5.75) associadas aos conjuntos S;” e S5
com ¢ =2 0.938502 e c? = 0.412513, respectivamente. Os valores dos outros pardmetros

e de K sdo dados por a? = 1, ¢ = 0.06, u = 0.4, a = 0.552764, 31 = —0.804007, B2 = 1,
3 = 1.004062, 7, = 0.4 e K = 0.

outro lado, na figura 5.13 é ilustrada uma solugao de (5.160) que satisfaz (5.75), a qual estd
associada ao conjunto de solugdes S5 . Uma solugio do tipo (5.81) de (5.76) que satisfaz (5.75)
¢ também representada nesta figura. Esta solugdo é denotada por 77*. Neste caso, os valores
dos parametros e de K sdo dados por a? = 1, ¢ & 2.155098, ¢ = 0.01, u = 0.1, a = 1,
f1 = —0.804007, B2 = 0.137701, B3 = —0.003032, 7, =0 e K = 0.

Conclui-se que a razdo entre a amplitude desta nova onda da forma 77(¢) = Ag sech? (B¢ +

K) e a amplitude do solitao classico dado por (5.81) é igual a Jj) = g3 Para os mesmos
valores de 6 e de €.

2) Sistema algébrico para a solugao da forma 7(§) = 1 h2(2§1 TR+
2 COS

Relativamente as solugoes da forma (5.157), um sistema algébrico composto por cinco equagoes
nio lineares é obtido. Note-se que a equacio associada ao termo 7j5(¢) é dada por

(A2 + 1)2

plat(Ca6 + Cs) A B*=0. (5.170)

Desta tultima equacdo e assumindo-se que Ca6 + C'3 # 0 resulta que as solugdes admissiveis
para este sistema algébrico apenas permitem os valores de Ay, = —1 ou B = 0. Deste modo,

conclui-se que nao existem solugdes nao constantes da forma dada por (5.157) e de classe
C*(R) para a equagao (5.160).
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Figura 5.13: Solugdes 77(§) como funcao de £ = a.X — ¢T'. Nesta figura representa-se uma solugao
de (5.160) que satisfaz (5.75), a qual estd associada ao conjunto S5 . Esta solugio
é denotada por Sf. Por outro lado, uma solugdo de (5.76) do tipo (5.81) e que
satisfaz (5.75) é também aqui representada. Esta solucdo é denotada por 7*. Os valores
dos parametros e de K sdo dados por a? = 1, ¢ 2 2.155098, ¢ = 0.01, u = 0.1, a = 1,
£1 = —0.804007, B2 = 0.137701, B3 = —0.003032, 7s =0 e K = 0.

5.6.2.2 Solucdes da equacio de Boussinesq de ordem O(u?,¢,e2, u?)

Nesta subseccdo, o procedimento matemaético apresentado anteriormente é seguido. A equa-
cdo (5.154) de ordem O(u?,¢,e2, u*), inclusivamente, é escrita da forma seguinte:

<02 — a?) 7'+ u*a? <0002 - C1ag) 7"+ ptat (6’202 + Cgai) 7V —
3 " "
29 (=2\T 5 2 2 (23" _
eacs (7] ) 2e%a; (77 ) =0. (5.171)
Integrando-se duas vezes a ultima equagdo com respeito a &£, impondo-se as condi¢oes de
fronteira (5.75) e considerando-se que ¢ = a2, obtém-se a equacdo diferencial ordinaria e
nao linear seguinte:

3
(6= 1) 71+ u*aZ (Cob — C1) 7" + p'ac* (Cab + Ca) ") — 3 (7) - 262 () = 0. (5.172)
Note-se que a equagao (5.172) admite uma solugao trivial ou nula 7 = 0, a qual satisfaz as
condigoes de fronteira (5.75). Por outro lado, a equacao (5.172) também admite as solugdes
S+,/9480-1)
constantes da forma 7 = — . No entanto, se 8 # 1 ou § = 1 e escolhendo-se

o sinal 4+ na 1ltima equacéo, nenhurrgla destas solugoes constantes satisfaz (5.75). Observa-se
ainda que se Cof + C3 = 0 a ordem da equacio (5.172) é reduzida de O(u?, ¢, €%, u*) para
O(u?,e,€?). Este tltimo caso esté estudado na seccdo 5.5.

Com vista ao célculo de uma solugdo nao constante da forma dada por (5.155), verifica-se
através do método do balango homogéneo descrito anteriormente que o tinico valor possivel
para o coeficiente p € N é dado por p = 2.

169



1) Sistema algébrico para a solugio da forma 7(¢) = Agsech?(B¢ + K)

O sistema algébrico ndo linear resultante da substituigao das expressoes (5.155) e (5.156) com
p = 2 na equagdo (5.172) é dado como segue:

(0 — 1) + 4p*a2(Cof — C1)B? + 16 as(Caf + C3)B* = 0, (5.173a)
1

12a2(Cof) — C1)B? + 20pral (Ca6 + C3)B* + 1A =0, (5.173b)

60utal(Ca0 + C3)BY — 2 A2 = 0. (5.173¢)

O sistema (5.173) admite trés conjuntos de solugoes nao triviais. Note-se que no caso em que
Cof — C1 = 0 obtém-se o primeiro conjunto de solugdes da forma que segue:

1
3 1 3 1 17
SE=1(A0,B,0)eR3: Ay=——, B=+ < ) ,0=—1¢, 5.174
1 {( 05,9) 07 T4 2uac \17C5 + 20C5 20} (5.174)

com 17C5 4+ 20C'5 > 0.

Por outro lado, assumindo-se que Cpf — C1 # 0, obtém-se mais dois conjuntos de solugoes.
Estes conjuntos de solugoes sdo denotados por SQi e S?jf. O conjunto Szi ¢é dado da forma
seguinte:

—15 4+ /9600 — 735

SE = {(AO,B,H) eR3: Ay =

€32 ’
1 145 + /96060 — 735 — 16060
== \/ + , 0 € SAB}‘ (5.175)
16v2ua, Cot — Cy

No conjunto de solugoes definido em (5.175), S 43 é definido por
Sas = {0 € RT: 60utal(Ce0 + C3)B* — 2 A% = 0}. (5.176)

Para que o conjunto S;E seja admissivel é necessario que sejam verificadas as condi¢oes dadas

por
0> 49 145+ 96060 — 735 — 1606 S
~ 64’ Cob — Cy -

No entanto, no caso em que 6 = é—g a solucdo associada ao conjunto S;t corresponde a solugao

trivial ou nula 7(§) = 0.
Para além disto, o conjunto Sgt ¢ dado do modo que segue:

0 e 009 - Cl 7& 0. (5.177)

—15 — /9600 — 735
Sgt:{(Ao,B,e) cR3: Ay = = ,
1 145 — /9600 — 735 — 1600
-+ \/ 5~ V9600 — 735 — 160 L0 €Sas}. (5.178)
16v/2pua. Cot — C4

Por sua vez, para que o conjunto S3i seja admissivel é necessario que sejam verificadas as
condigoOes seguintes:

49 145 — /9606 — 735 — 1606
o549 W5-VOB0O-TE-1606 (oo L) (5.179)

= 64’ Col — C

Através de (5.174) e (5.178) conclui-se que o coeficiente Ag associado aos conjuntos Si-
e S’?jf satisfaz a desigualdade Ay < 0. Deste modo, apenas ondas de depressao da forma
7(€) = Agsech?(B¢ 4 K) sio obtidas juntamente com a solucdo trivial ou nula 7(¢) = 0.
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De seguida, investigam-se as solugdes 6 do conjunto Sap (ver (5.176)). Utilizando-se
as expressoes de Ay dadas em (5.175) e (5.178) assim como definindo-se 6 = j1/9600 — 735

(j = £1), a equacdo dada em (5.176) pode ser rescrita em termos de 6 da forma seguinte:
[25(02(735 + 6%) 4+ 960C3) (0 + 9)2 — 4(Co(735 + 6°) — 96001)2] (6—-152=0. (5.180)

Note-se que § = /9600 — 735 = 15 é uma solucdo de (5.180) o que corresponde a # = 1. No
entanto, se # = 1 néo existem solucdes ndo triviais associadas ao conjunto Sy (ver (5.175)).
Por outro lado, no caso em que 6 = —/9600 — 735, tem-se que a equacio 0 = 15 é impossivel
em R. Para além disto, a equacao (5.180) é também verificada se for satisfeita a equagao
polinomial de quarto grau dada por

25(C(735 + 6%) + 960C3) (0 + 9)% — 4(Co(735 + 6%) — 960C,)% = 0. (5.181)

Esta ultima equacao pode ser escrita do modo seguinte:

Quf" + Q36° + Q26° + Q10 + Qo = 0, (5.182)
onde os coeficientes Q;(i = 0,...,4) sdo dados por
Qo = 2025(735C5 + 960C5) — 4(735C) — 96001 )2, (5.183a)
Q1 = 450(735C5 + 960C), (5.183b)
Q, = 25(735C% + 960C5) + 2025C5 — 8(735C, — 960C1)Co, (5.183¢)
Qs = 45005, (5.183d)
Q4 = 25Cy — 4C2. (5.183¢)

As solugoes de (5.182) podem ser obtidas através das férmulas resolventes conhecidas para
polinémios até ao quarto grau, inclusivamente. No que segue, consideram-se também os casos
em que (5.182) se reduz a uma equagao polinomial de graus 0, 1, 2 e 3.

i) A equagao polinomial de grau 0 é definida por Q4 = Q3 = Q2 = Q1 =0e Qp =0.
Neste caso tem-se que Cy = C1 = Cy = C3 = 0. Deste modo obtém-se apenas as

s/ +806-1)
solucOes constantes (ﬁ({) =0en=— 2 - Ae )

ii) A equacdo polinomial de grau 1 é definida por Q4 = Q3 = Q2 =0 e Q1 # 0. Este caso
néo é possivel uma vez que Q4 = Q3 = 9o = 0 implica que Qy = Q1 = 0. Deste modo,
este caso reduz-se ao anterior.

iii) A equacdo polinomial de grau 2 é definida por Q4 = Q3 =0 e Qy # 0.

Nesta situagao tem-se que Cy = Cy = 0. Assumindo-se que C'3 # 0, a equagao (5.182)
é rescrita como uma equagao polinomial de segundo grau dada por

5C30% 4+ 90C30 + 405C3 — 768C = 0. (5.184)
As solugdes de (5.184) sao dadas por

16C1v/15C3

6=—-9+
) 5C3

(5.185)
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iv) A equacao polinomial de grau 3 é definida por Q4 =0 e Q3 # 0.
2
Das hipoteses Q4 = 0 e Q3 # 0 conclui-se que Cy = % e Cy # 0. Neste caso, a
equagao (5.182) reduz-se a uma equagao polinomial de grau 3 que pode ser escrita da

forma seguinte:

63 + Q26% + Q10 + Qy = 0, (5.186)
onde 0 0 0
= 2 = 1 S 0
= =2 ==L == 5.187
2 Q3 < Q3 % Q3 ( )
As solugoes desta equagio de terceiro grau sdo dadas por
- 1_ _ _
0=-3Q+Q+Q, (5.188a)
~ 1= 1, = - V3, < = .
foj = —5Q2 — 5(Qu+ Q) + (—1)“[(95 -Q) (=1L2), (5.188b)
(5.188¢)

com

QSZSQT+\/Qda Qt:3Qr_ Qda Qd:Q2+Q72"7
A 02 3 A 97A. 973
3, - 3Q19 Qg7 o, — 99192 ?ZQO QQQ' (5.189)

v) A equagdo polinomial de grau 4 é definida por Q4 # 0.

2
Da hipétese Q4 # 0 conclui-se que Cy # %. Neste tltimo caso, a equagao (5.182)
pode ser rescrita como segue:

0 + O360° + 020% + 010 + Oy = 0, (5.190)

onde Q Q Q Q
) = 73 ) = 72 ) = 71 ) = 70 ]_ 1
Q3 Q4 ) QQ Q4 ) Ql Q4 ) QO Q4 (5 9 )

Esta equacao de quarto grau tem as solugoes dadas por
- 1 ~ 1~ 1~ .
Oy = =7+ (—1)l§QT + (=1 5Qu31 (Li=12), (5.192)

onde 9, e Qd,j (j = 1,2) sao definidos pelas expressoes dadas por

- 1 - N
0=\t -1 (5,193

(-1

1 (40392 — 801 — 93)O; " e QO #0,

(5.194a)
Qi = \/2Q§ —20y + (—1)3‘—12@ e Q,=0. (5.194b)

Em (5.193) e (5.194b), Y} é uma solucao real da equacao polinomial de terceiro grau
seguinte:

5 3 . -
Qd,j:\/4Q§_QQ2_Q%+

V3 — QY2+ (0103 — 4Q0)Y + (40290 — OF — 03Q) = 0. (5.195)
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Note-se que uma vez calculado 6, o valor de 8 é obtido por meio da equacio seguinte:

_ 02+735
960

Salienta-se que nos casos iii), iv) e v) a existéncia de solugoes reais para 6 pode ser com-
provada pela andlise dos discriminantes associados as equagoes polinomiais de graus 2, 3 e
4, respectivamente. Deste modo, pode-se mostrar que existem solugoes 7(§) de (5.172) que
satisfazem (5.75) associadas aos conjuntos S5 e S5 e aos casos iii), iv) e v).

Na figura (5.14), representamos duas solucdes de (5.172) associadas ao conjunto Sj . Estas
solugbes sao denotadas por 777 (§) (i = 1,2). Para a solugao 777 (£) os valores dos pardmetros
sdo dados por a = 0.552786, 51 =1, B2 =0, f3 =1 e 75 = 0.416251. Por outro lado, para a
solugdo 75 (£) os valores dos pardmetros sao dados por a = 1, f1 = —2.222222, 5o =0, 3 =1
e 7, = 0. Em ambos os graficos, os valores para os restantes parametros e para K sdo dados
por a? =1, ¢> = 0.85, ¢ = 0.06, 4 = 0.4 e K = 0. Note-se que nestes exemplos, ondas de
depressdo sdo obtidas.

0 (5.196)

0 -
—9t
_4:-
—_ _Gi
w
1= —8
—10}
—12t
— 'h
14| ==
6 ") = 0 > 1 6

Figura 5.14: Solugoes 77(§) como fungdo de £ = a.X — ¢T'. Nesta figura representam-se duas solugoes
de (5.172) que satisfazem (5.75). Estas solucdes estdo associadas ao conjunto S e
sdo denotadas por 77 (€) (i = 1,2). Para a solugdo 7] (§) os valores dos pardmetros sdo
dados por o = 0.552786, 81 =1, B2 =0, 3 = 1 e 75 = 0.416251. Por outro lado, para a
solucdo 75 (&) os valores dos pardmetros sdo dados por o = 1, 51 = —2.222222, 2 = 0,
B3 =1e 7, =0. Em ambos os gréaficos, os valores para os restantes pardmetros e para
K sio dados por a2 =1, ¢ = 0.85, ¢ = 0.06, u = 0.4 e K = 0.

Na figura (5.15), varias solugoes de (5.172) que satisfazem (5.75) sdo apresentadas. Es-
tas solugdes estdo associadas aos conjuntos Sy e Sgr , as quais sdo denotadas por 72;(£) e
n3:(€) (i = 1,2,3,4), respectivamente. Refere-se que a solugao 721 é dada através do caso
iii) correspondente & equagdo polinomial de grau 2. Por sua vez, as solugoes 722 € 7j31 sdo
deduzidas através do caso iv), correspondente a equac¢ao polinomial de grau 3. As restantes
solugdes estao associadas ao caso v), correspondente a equagao polinomial de grau 4. Os
parametros respeitantes as solugoes representadas nesta figura sdo dados na tabela 5.1. Em
todos os gréficos, os valores de a2 e de K sdo dados por a2 =1 e K = 0.
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Figura 5.15: Solugdes 77(£) como funcao de £ = a.X — ¢T'. Vérias solugoes de (5.172) que satisfa-
zem (5.75) sdo apresentadas. Estas solucdes estdo associadas aos conjuntos Sy e S5,
as quais sdo denotadas por 72,;(€) e 773;(€) (i = 1,2, 3,4), respectivamente. Note-se que
721 é dada através do caso iii). Por sua vez, 722 € 7131 sdo deduzidas através do caso
iv). As restantes solugdes estdo associadas ao caso v). Os pardmetros respeitantes as
solugoes representadas nesta figura sdo dados na tabela 5.1. Em todos os graficos, os
valores de a? e de K sdo dados por a? =1 e K = 0.

n(§) o b1 B2 B3 Ts ? pooo€
721(§) 0.552786 0 1 0 0.405846 0.9 0.1 0.01
722(§) 1 —1.174491 0 0.973856 0.2 0.765625 0.2 0.05
m23(§) 0.552786 —1.054068 1 0.1 0 1.1 0.1 0.01
724(&) 1 —0.224083 0 0 0.333333 0.9 0.1 0.01
731 () 1 —0.833333 1 1 0.214577 0.765625 0.4 0.06
n32(§) 0.552786 —1.655362 —0.1 0.1 0.2 0.843750 0.4 0.06
733(&) 1 —1.822222 0 0.1 0 1 0.2 0.07

Tabela 5.1: Valores dos parametros «, 1, (2, 83, Ts, ¢2, ji € € associados as solugdes 77(£) de (5.172)
que satisfazem (5.75) as quais sdo apresentadas na figura 5.15. Note-se que os valores
com seis casas decimais sdo aproximados.

Az cosh?(BE + K) +1
Relativamente as solugoes da forma (5.157), um sistema algébrico composto por cinco equagoes
nio lineares é obtido. Note-se que a equacio associada ao termo 775(¢) é dada por
(A2 +1)?

A

2) Sistema algébrico para a solugdo da forma 7(¢)

pta(Caf + Cs) B*=0. (5.197)
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Desta equagao e assumindo-se que Cao6 4+ C3 # 0 resulta que as solugoes admissiveis para este
sistema, algébrico apenas permitem os valores de Ay = —1 ou B = 0. Deste modo, conclui-se
que ndo existem solugdes nao constantes da forma dada por (5.157) e de classe C°°(R) para a
equagao (5.172).

5.7 Algumas solugcoes das equacoes nao lineares do tipo Bous-
sinesq de ordem O(p?, ¢, u*), O(p?, €, it &%) e O(p?, &, p*, €%, epi?)
usando o método de expansao G'/G

Nas seccoes 5.4, 5.5 e 5.6 solugoes analiticas do tipo onda de translagdo foram deduzidas
para as equacoes nio lineares de Boussinesq de ordens O(u?,¢), O(u?,e,€2), O(u?, e, u*) e
O(p2, e, i, €2). Para tal, utilizou-se o método de integracio directa assim como o método
analitico descrito na secc¢ao 5.6. Contudo, tivemos que transformar a equacao com derivadas
parciais (5.52) nas equagdes diferenciais ordinérias (5.76), (5.117), (5.160) e (5.172). Para tal
usaram-se grupos apropriados de transformacgoes (ver subsecgoes 5.4.1, 5.5.1 e 5.6.1).

Nesta sec¢ao, usamos o método de expansao G'/G (ver, e.g., Wang et al. (2008a), Ozis
e Aslan (2010) assim como Zuo e Zhang (2011)) para determinar solugdes para as equagoes
de Boussinesq de ordem O(u?, e, u), O(u?, e, u*, %) e O(u?, e, u*, €%, ep?). Este método tem
a vantagem de ser suficientemente genérico para poder ser aplicado a uma grande classe de
equacgoes nao lineares de ordem arbitraria. No entanto, o método de expansao G'/G requer
a utilizacdo de ferramentas computacionais para o calculo simbdlico e para a resolucao de
sistemas algébricos nao lineares. Mais concretamente, todas as solucdes apresentadas nesta
sec¢ao sdo obtidas usando-se o programa computacional Maple e confirmadas, posteriormente,
por substituicdo nas respectivas equagoes. Salienta-se que o conjunto de solugdes encontrado
depende da eficiéncia dos algoritmos implementados para a resolugao dos sistemas algébricos
nao lineares e da capacidade computacional disponivel.

5.7.1 Equagao diferencial ordinaria de ordem O(u?, ¢, u?, €2, ep?)

Usando-se (5.46a), a transformacao de varidveis de onda de translagdo & = a.X — T (a. # 0)
e assumindo-se que (X, T) = n(&) assim como u(X,T) = u(§), obtém-se a equagio seguinte:

W () = i (€) + O(u2,e). (5.198)

ac

Integrando-se (5.198) com respeito a &, temos que

() = Sn(€) + Ko + O(i? e), (5.199)

Q¢

em que K. é uma constante arbitraria de integracdo. Note-se que quando a. = 0 um regime de
onda apenas dependente do tempo é obtido, o qual ndo tem interesse fisico no contexto deste
trabalho. Assim, usando-se (5.46a) e (5.199) assim como a transformagcao de varidveis de onda
de translagao £ = a.X — T, a equagao integro-diferencial nao linear e completa (5.52) pode ser
transformada numa equagao diferencial ordinaria e nao linear. Como anteriormente, assume-se
que as fungdes arbitrarias de integracdo dependentes do tempo sdo de ordem O(u?,¢). A
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equacdo resultante para a elevacdo da superficie da onda pode ser escrita da forma seguinte:
(02 — az) n" + u2a§ (0002 — Claz) n(lv) + ptat ((3'202 + Cgai) n(w)—
—e ((2¢*+a2) ()2 +3a2y"n) — & (2(a2 = A)(0')n + 3aZ™n") +
+ep? (ag (0462 + 06%2) (") + a2 (Cg,ag + 0402) n"'n’ +
—i—a? (C7a02 + Cgc? — Cy cac) n(IV)n) — e,ungKeag(ag — cac)n(lv) =0. (5.200)

No que segue, usa-se 0 método de expansdo G'/G para deduzir classes de solugdes do tipo
onda de translacio para as equacdes (5.200) truncadas nas ordens O(u?, e, u*), O(u?, e, u, €?)
e O(u? e, u*, €2, ep?).

5.7.2 Método de expansiao G’'/G e solugbes para as equagdes diferenciais
ordinarias de ordem O(p?, ¢, u*), O(u?, e, u*, €%) e O(u? e, ut, €2, ep?)
5.7.2.1 Método de expansdo G'/G

Dada uma equacao diferencial ordindria (EDO) e nao linear, o método de expansao G'/G
consiste na procura de solugoes s(¢) da EDO néo linear da forma seguinte:

s(€) = Y a(w(), E€R, meN, (5.201)
com «; (1 € {—m,...,m}) incégnitas reais a determinar e a fungdo w definida por
G'(€)
w(€) = . 5.202
&) G (5.202)

Por sua vez, a funcdo G em (5.202) é a solugdo geral da equagao diferencial ordinaria e linear
de segunda-ordem dada por

G"(§) +1G(§) + 0G(€) =0,7, 0 €R. (5.203)

Note-se que a solugao geral G(§) pode ser escrita na forma G(§) = K,1G1(§) + Kp2G2(€)
com K, e K,» duas constantes reais arbitrarias. Por sua vez, as duas solucbes linearmente
independentes G; e G2 podem ser obtidas com base nas solugoes da equagao caracteristica
dada da forma seguinte:

2 4+yr+0=0,7€R. (5.204)

Neste capitulo as EDOs néo lineares em estudo sdo obtidas através da equagao (5.200) com
5(€) = n(€). Salienta-se que se considera as equacdes (5.200) truncadas nas ordens O(y?, e, u?),
O(u2, e, ut,e%) e O(p?, e, u*, €2, ep?). Para além disto, a transformacio de Galileu & = a. X —cT
é usada aqui, onde ¢ representa a velocidade de propagacio da onda e a. é uma constante
real. De facto, a fun¢do w (ver (5.202) e (5.203)) verifica as relagdes seguintes:

w = —w? —yw — p, (5.205a)

w” = — (2w +y)w' = 2w + 3yw? + 20w + v w + Yo, (5.205b)

w” = —2(w')? — 2w+ y)uw" =
= 6w’ — 127w’ — 80 + T*)w? — (8y0 + 7" )w — 20" — %0, (5.205¢)
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V) = —6w'w" — (2w +v)w

— 24w’ + 60wy + (5072 + 400)w® + (6007 + 157°)w+
+ (22720 4 160 + vHw + 802y + 730, (5.205d)

w( m _

w") = —6(w")? — 8w'w"” — (2w +v)w!") =
= —120w° — 3607w’ — (39072 + 2400)w* — (4800 + 180~°)w®—
— (292420 + 319* + 1360%)w? — (1367v0> + 527°0 + 7% )w—
—yto — 229207 — 160%, (5.205¢)

w1 = =200 w" — 10w'w"") — 2w + 7)) =
= 720w" + 25207w® + (336072 4+ 16800)w® + (2100~ + 4200y0)w? +
+ (3584720 4 6027" + 12320%)w® + (1848702 + 1176730 4 637w+
+ (7200272 + 114720 + 45 + 2720w + 520%7° + 13603y +70.  (5.205f)
Assumindo-se que as solugdes 1 sdo da forma (5.201) e usando-se as equagoes (5.205)

conclui-se que a EDO néo linear em causa é transformada numa equagao algébrica polinomial
em termos da funcdo w da forma genérica seguinte:

N .
> Q' =0, (5.206)
i=—N
com N € N e com os coeficientes reais Q; (i € {—N, ..., N}) a depender das incognitas reais
a; (i € {—m,...,m}), 7, 0, a. € ¢ bem como dos coeficientes reais C; (i € {0,...,8}) e da

constante real K. Por sua vez, substituindo-se as expressoes (5.205) em (5.201), as derivadas
de s(§) com respeito a £ podem ser escritas da forma que segue:

; m ] i m+j .
- =, R i Lo raw©) g€ 6, (5:207)

onde j representa a ordem da derivada. Nas equacdes em estudo, o valor méximo de j é de
seis. Por outro lado, os coeficientes p;; (i = —m — j,...,m + j) dependem das incognitas
a; (i = —m,...,m) e dos coeficientes das poténcias de w nas equagoes (5.205). De forma
andloga, usamos as expressoes (5.205) para rescrever os termos nio lineares da EDO néo linear.
Nos casos em estudo (ver (5.200)), os termos ndo lineares de ordens O(e), O(¢?) bem como
O(ep?), sdo denotados genericamente por S:(€), S.2(€) e Se,2(§), respectivamente. Estes
termos podem ser escritos da forma seguinte:

2m+4-2 ) Im+2 ) 2m+4 )
S€)= > an(w@), S=2)= Y g S,e@)= Y (),
i=—2m—2 i=—3m—2 i=—2m—4

(5.208)

onde os coeficientes g;; (I € {1,2,3}) dependem de «; e dos coeficientes das poténcias de w
nas equagoes (5.205).

Salientamos que o valor N € N corresponde & ordem da maior poténcia de w envolvida

nas expressoes (5.207) e (5.208). Consequentemente, o valor de N é dado em fungao do valor

de m € N (ver (5.201)), o qual é calculado usando a técnica do balanco homogéneo (ver,
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e.g., Wang et al. (2008a)). Mais concretamente, m é calculado comparando a maior poténcia
de w, associada ao termo linear de maior ordem de derivagdo, com a maior poténcia de w
associada aos termos nao lineares da EDO néo linear. De facto, resulta de (5.207) e (5.208)
que para a EDO ndo linear de ordem O(u?, ¢, ,u4) se tem o valor de m = 4, resultante da
equagao m + 6 = 2m + 2. Consequentemente, tem-se que N = m + 6 = 10. Nos casos das
equacoes diferenciais ordinarias e nao lineares de ordens O(u?, e, ut,€%) e O(u?, e, ut, €2, ep?)
tem-se que m = 2, resultante das equagoes m +6 =3m +2em+6 =3m+ 2 =2m + 4,
respectivamente. Nestes dois tltimos casos o valor de N é dado por N =m + 6 = 8.

Para que a equacao (5.206) seja verificada é necessario que o sistema nao linear Q; = 0 (i €
{=N,...,N}) seja satisfeito. Da resolugao deste sistema nao linear resulta a determinacao
dos valores das incognitas reais «; (i € {—m,...,m}), v, 0, a., ¢ e K. e consequentemente a
caracterizacao das solugoes s(§).

5.7.2.2 Solugoes do tipo onda de translagao para a equagao diferencial ordinaria
e nao linear de ordem O(u?, ¢, u*)

De (5.200) resulta a EDO ndo linear de ordem O(u?, ¢, u*) dada por
(¢ = a2) " + p2a2 (Coc® = Cra2) ™) + pta. (Coc? + Cya?) VD -
—e((2¢*+a2) ()" + 3aZy"n) = 0. (5.209)

Note-se que n(§) = K, com K, € R é uma solu¢do constante da equagdo anterior. Da
defini¢do de w (ver (5.202)) e de (5.203) pode-se concluir que a solugdo geral G(£) é da forma
Kn1G1(§) + KnaGa(§) resultando

w Kn1G(€) + KnaGh(§)
Kn1G1(&) + KnaGa(§)

_ _ ~ _ Gy(9) _ G .
No caso em que K,; = 0 ou K3 =0 entao w = Gi(g) ouw = Gi(g)’ respectivamente. Por

outro lado, assumindo-se que K,1 # 0 e K,,2 # 0 temos que
G + K2y ()
G1(6) + 52 G2(6)

Observa-se que o caso K o = 0 estd incluido nesta tltima equacdo. Deste modo, o nimero de
constantes arbitrarias na definicdo de w pode ser reduzido sem perda de generalidade. Daqui
em diante, denota-se por Ko a constante real dada por K,2/K,1 com K, # 0.

De seguida, usa-se o método de expansdao G'/G para identificar algumas solugdes nao
triviais ou ndo nulas para (5.209). O sistema algébrico nao linear a resolver é constituido por 21
equagoes (m =4 e N = 10) a 13 incognitas (a; com i € {—4,...,4} e v, 9, a., ¢ € R). Neste
contexto, seis conjuntos de solugées ndo triviais ou nulas para o sistema algébrico mencionado
anteriormente sao deduzidos. Para além disto, para cada conjunto de solugdes do sistema
algébrico é obtida uma classe de solugbes do tipo onda de translacao n(§) = n(a.X — 7).

(5.210)

w(§)

(5.211)

e O primeiro conjunto de solu¢bes para o sistema algébrico é dado por

2
aCCl

S1 = {(ac, C 0V Ogy ..., 0q) ERB g, eR, 2 = o ,0=0,v=0,
Ci—Cy 15120u4a§(0201 + C3C)) .
= ) = ’ ] :07 € _47 _37 _27_1717273 )
W= T30, M =(8C1 + 19Cy) @i =0,7€{ }}

(5.212)
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desde que Cy # 0, g—é >0e8C1 4+ 19C, # 0.

No conjunto S7 tem-se que 7 = ¢ = 0, resultando a equagao caracteristica r = 0. Esta equagao
caracteristica estd associada a solugdo geral da forma G(§) = K,1§ + K. Assim, a classe de
solugoes do tipo onda de translagao, n(&), é dada por

4
n(€) = a0+ oy ( ) , V€ e R\ {—Ka}. (5.213)

&+ Ko

e O segundo e terceiro conjuntos de solugoes para o sistema algébrico sdo dados por

Co—Cq
st = I(a, e ) ERB 2= =
2 {(CL y € 0,7, Q—4, ) 044) Qe ¢ 78M2Q (02 + 03)’

32 (Cy — Cp)? 280,/—20 (Cy — Cp)*
=42 = =4
i » o 1521e (Cz + 03)’ a 1521 p¢ (02 + 03) ’
280,/—=2 0 (C1 — Cp)? e 1A0(C1 — Co)?
152102 (Co+ C3) ' 15210% (Co + C3)’

a;=0,i€{—4,-3,-2, —1,2}}, (5.214)

oeR™,

desde que Co + C3# 0 e gg;g; <0.

Nos conjuntos SSE, tem-se que v = ++/—2p e 9o < 0. Deste modo, rf e 7,;: sdo duas solugoes
reais e distintas da equacdo caracteristica (5.204). Mais especificamente, tem-se que

_ _2 _ _ _2 _ _
rf = Q; v=be ry = Y Q2 V—0e (5.215)

assim como 5 . 5 .
T = —v—@‘; v —v—; v—be (5.216)

Nestes casos, a solugao geral G é dada por G(§) = Knlerf:£ + KnQe’éif. Assim, a classe de
solugbes do tipo onda de translagdo, n(§), é descrita por

4 rie ree\’
115 + 19 Koe2 1
= Q; ,VEER\S ——log(—K91), Ko1 <0p. (5.217
77(5) ; ) ( er#g N K21€T2i£ > 5 \ {rit _ 7"3: g( 21) 21 } ( )

e O quarto e quinto conjuntos de solucoes do sistema algébrico sdo dados por

S3i = {(ac, Cy 0y Y, O—gy .., () € R3:q. € R\{0}, 2= ag, o €R,
S V13aZW ap = 560pta.t0*(C3 + Co)  12(Ch1 — Cp)?
13a2y/Cy + Csp’ £ 169¢ (Co + C3)’
ay — 560 (78 a2u?o(Cs + Cs) + C1 — Cp) p*a?
13e ’
o1 = g, g — i1120;13613\/1‘3%@ (Co+ C3) W o — 560uta.t (Cy + C3)

13¢ O € ’
i =0,i € {~4,-3,-2,-1}, W = (52%a20(Cs + C5) = Co + C1) }, (5.218)

desde que W > 0e Cy + C3 > 0.
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Nos conjuntos de solucoes Sgt, as solucoes da equacao caracteristica (5.204) denotadas por rli
e ri sdo dadas da forma seguinte:

520
S \/ + 13a2 cg+cg) + \/13a3,u Cot Cs)
+ =

520 c.—C C—C
N *\/ T3t Bazcorcs) \/ 13022 (C5 £C5)
+= 5 . (5.219)

assim como

52g
- + gz CQ+C‘3, + \/ T (e aaery
=
\/% + BT \/13 o l(e e
ry = adi(Cart 5) 9er(C2F%) - (5.920)
Note-se que os coeficientes C; (i € {0,...,3}) podem ser escolhidos de forma a que r{ e

TQi sejam constantes reais distintas e, neste caso, a solugdo geral G é dada por G(§) =

KnleTff + ane“f €. Isto implica que os radicandos das raizes quadradas em (5.219) e (5.220)
sejam nao negativos. Para além disto, os radicandos das raizes quadradas dos segundos termos
nos segundos membros destas equagoes devem também ser ndao nulos. Salienta-se que isto
acontece, por exemplo, se se considerarem os coeficientes C; (i € {0,---,3}) de forma a serem
reproduzidos os desenvolvimentos de Padé de ordem [2,4] ou [4, 4] do quadrado da velocidade
de fase associado ao problema completamente linear de Airy (ver subsecc¢ao 5.3.2.2). Note-se
que estes coeficientes sdo descritos pelos pardmetros «, §; (i = 1,2,3) e 5.
Assim, a classe de solugbes do tipo onda de translagao n(§) é descrita por

4 +orke ke rde\ !
rye’1s 4 ry Koje™ 1
=) , V€ € R\ ——Flog (—Ko1), K21 <0;. (5.221
77(5) ; i ( eﬁig n K216T2i£ 3 \ rit _ 7’3: g( 21) 21 ( )

Para além disto, se se considerar a equagdo (5.209) com coeficientes C; (i € {0,...,3})

genéricos, pode ainda assumir-se que as solugf)es da equagao caracteristica (5.204) sdo de uma

das formas seguintes: rf = 'rg: =F (g > 0) ou r{c e r; constantes complexas conjugadas.

No caso em que 71 = 5 € R temos que

+ 52—%
G(§) = (Kmé+ Kpa)e V 13 (5.222)

e a classe de solugoes do tipo onda de translagao, n(&), é dada da forma seguinte:

4 7
~ (;1/51239 + K211+§> VE € R\ {—Ka1}. (5.223)
=0

Por dltimo, considere-se o caso em que r{c e rgc sdo constantes complexas conjugadas. A

parte real e a parte imaginaria de rf sao denotadas por Ty € Ty, respectivamente. Nestas
condigoes, temos que G(&) = Kp1€™e€ cos(rimé) + Kpae'S sin(ry,&) e a classe de soluces do
tipo onda de translagdo periédica n(§) é dada por

€)= 3" o (e + L) i G sl )
=0

cos(Tim€) + Ko1 sin(rim§)

vgeR\{ !

Tim

(arccot (—Ko1) + lm)} (keZ). (5.224)
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e O sexto conjunto de solugoes do sistema algébrico é dado por

Cy—C
= c — R13 2: 2: 0 !
54 {(a,C, 0,7, Ot—4, ,014)6 e ¢ 52Q/~L2 (02"'03)’
23(Ch—Cy)>  T0(Cy—Cy)?

7207 QGR\{O}v ap =

169 (Co + C5)’ 2~ 1690¢e (Ca + C5)’
35 (C1 — Cp)?
1690%¢ (Cy + C3)’

= a;=0,i€{—4,-3,-2 1, 1,3}}, (5.225)

desdequeCQ—i—Cg#Oeﬁ%ls)ZO.

No conjunto de solugbes Sy, temos que v = 0 e p € R\{0}. Deste modo, 1 = /=0 e
r9 = —+/—0 s@o0 as solugoes de (5.204). Se considerarmos p < 0 entdo r; e 73 sdo constantes
reais e distintas e, neste caso, a solugdo geral G é dada por G(§) = Kpie™é + Kpoe™t.
Note-se que se os coeficientes C; (i € {0, ...,3}) forem calculados de forma a reproduzir os
desenvolvimentos de Padé de ordem [2, 4] ou [4, 4] do quadrado da velocidade de fase associado
ao problema completamente linear de Airy (ver subsecgao 5.3.2.2) entao % < 0. Assim,
a classe de solugoes do tipo onda de translagao n(€) é descrita por

4 13 Kore€ ! 1
:Zai (Tle + K€ ) ,V{ER\{
i=0 =

log (—K21), Ko1 <O0p. 5.226
eré + Kojerzé T Og( 21) 21 } ( )
Por outro lado, se considerarmos ¢ > 0 entdao ri (r1 = i\/p) e ra (r2 = —i/p) sdo
constantes imaginarias puras e conjugadas e, neste caso, a solugdo geral G é dada por
G(§) = Kpicos(y/p€) + Knasin(y/p§). Resulta entao a classe de solugoes do tipo onda de
translagao periédica, (&), dada por

24: ( Vpsin(y/p€) + /pKar cos(f&))
r cos(/p€) + Ko sin(,/p€) ’

V¢ € R\ {\;,5 (arccot (—Ko1) + kﬂr)} (keZ). (5.227)

Nas figuras 5.16 e 5.17, algumas das solucdes obtidas anteriormente sao ilustradas. Na
figura 5.16, as solugdes de classe C*°(R) e limitadas sdo representadas enquanto que na
figura 5.17 mostram-se algumas das solucbes do tipo onda de translacdo com singularidades
e ilimitadas. Mais concretamente, na figura 5.16 (a) mostramos as solugdes associadas ao
conjunto S; para quatro valores de g dados por o = —1, 0o = —0.8, o = —0.5 e p = —0.2.
Nas figuras 5.16 (b) e 5.16 (c), algumas das solucdes associadas aos conjuntos S3 e Si,
respectivamente, para varios valores de o, a., € e p sdo mostradas. Em particular, na
figura 5.16 (b) consideramos a. = 5. Na figura 5.16 (c¢) tomamos a, =03 e p=c¢=1. Em
ambos os casos p = —0.5, 0 =0 e p = 0.5. As solugdes associadas ao conjunto Sy para trés
valores de ¢ dados por p = —2, p = —0.5 e p = —0.05 sdo ilustradas na figura 5.16 (d). Em
todos os graficos desta figura, os valores dos outros parametros livres e de K1 sdo dados por
a=1-+/5/5, 1 =(-15/28)(1 +5/5), B2 =0, B3 =1, 75 = 0, K31 = 1 e, com a excep¢io
da figura (c), p = 0.1 e ¢ = 0.01.

As solugoes associadas ao conjunto S; para a. = 1 e K91 = 0 s@o apresentadas na
figura 5.17 (a). Por outro lado, as solugdes associadas a Sy e S§ com Ky = —1e o= —1
sdo ilustradas na figura 5.17 (b). O valor de a. para a solucdo associada a S§ é a. = 1.

181



Apresenta-se uma solugao periédica associada ao conjunto Sy para Kog = 1 e o = 1 na
figura 5.17 (c). Em todos os graficos, os valores dos outros parametros livres sdo dados por
a=1-+5/5, 51 =(-15/28)(1+/5/5), B2=0, B3 =1, 7, =0, p = 0.1 e £ = 0.01. Note-se
que os parametros «, §; (i = 1,2,3) e 75 aqui considerados estao associados aos coeficientes
C; (i €{0,...,3}) que reproduzem os desenvolvimentos de Padé de ordem [2, 4] do quadrado
da velocidade de fase do problema completamente linear de Airy (ver subsecgao 5.3.2.2).

6 (a)
--------------- N = o=-1
i \ — 0—-08
— o0=-05
o=—02
i TOTPIRRRRTTIIEL
ﬁm -5 0 5 10 71.574 -3 ) - 5 + - - )

Figura 5.16: Algumas solugdes n(§) como fungdo de & = a.X — ¢I'. Na figura (a) mostramos
as solucgoes associadas ao conjunto S’; para quatro valores de p dados por o = —1,
0= -08 0= —-05¢ 9= —02 Nas figuras (b) e (¢c) apresentamos algumas das
solugdes associadas aos conjuntos S3 e S;' , respectivamente, para diversos valores de p,
ac, € e p. Mais concretamente, na figura (b) consideramos a. = 5. Por outro lado, na
figura (c) toma-se a. = 0.3 e p =¢ = 1. Em ambos os casos o = —0.5, o=0e o= 0.5.
Na figura (d), as solugdes associadas ao conjunto Ss para ¢ dado por p = =2, p = —0.5
e o0 = —0.05 sao ilustradas. Em todos os graficos, os valores dos outros parametros
livres e de Ky, sio dados por a =1 —+/5/5, B1 = (=15/28)(1 ++/5/5), B2 = 0, B3 = 1,
7s =0, Ko1 = 1 e, com a excepc¢io da figura (¢), p = 0.1 e e = 0.01.
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Figura 5.17: Algumas solugdes n(£) como fungdo de ¢ = a.X — ¢T. Na figura (a) mostramos as
solugbes associadas ao conjunto Sy para a. = 1 e Ky = 0, enquanto que na figura (b)
ilustramos as solug¢bes associadas a S; e S;r com Ko = —1 e p=—1. O valor de
a. para a solugao associada a S;‘ é a. = 1. Na figura (c¢), uma solugao periddica é
apresentada a qual estd associada ao conjunto Sy para Ko = 1 e o = 1. Em todos
os graficos, os valores dos outros parametros livres sdo dados por o = 1 — v/5/5,
Bi = (—=15/28)(1 +V5/5), B2 =0, B3 =1, 75 = 0, p = 0.1 e £ = 0.01. Também
representamos as assimptotas verticais aos graficos em todas as figuras.

5.7.2.3 Solugoes do tipo onda de translagao para a equacao diferencial ordinaria
e nio linear de ordem O(y?, ¢, u?, £?)

A equacdo (5.200) de ordem O(u?, e, u*, €2) é escrita da forma seguinte:

(c2 — ag) 0 + p?a’ (0002 — Cm%) V) 4+ ptat (C’2c2 + Cgag) nVh_

—€ ((2 ® + ag) (n)? + 3agn/’n) — g2 (2(ag — A () + 3ag77277”) =0. (5.228)

Mais uma vez observamos que 7(§) = K com K € R é uma solugao constante da equagao
anterior. De seguida, procuramos solugdes nao constantes de (5.228). Da aplicacao do método
de expansdo G'/G resulta um sistema algébrico e nao linear de 17 equagoes (m =2e N =8) a9
incégnitas «; (i = —2,...,2), ac, ¢, o e . Da resolucao deste sistema obtemos cinco conjuntos
de solucgdes bem como as respectivas classes de solugoes do tipo onda de translacdo para a
equagao (5.228). Note-se que através da utilizagdo das expressdes genéricas em termos dos
coeficientes C; (i = 0, ...,3) obtém-se conjuntos de solugdes associadas a solugoes constantes
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ou expressoes demasiadamente extensas e de dificil anédlise. No entanto, com a utilizagao
directa dos pardmetros «, 51, B2, 83 € Ts no calculo computacional, conseguimos identificar
cinco conjuntos de solugbes para o sistema algébrico e ndo linear associado ao método de
expansiao G'/G.

e O primeiro e segundo conjuntos de solugoes sdo dados por

45 — 10 + 3075 = W 5
Sli:{(atla C 0,7, OL,Q,...,OZQ)ERQZG?::— alBl V[jv_ s 0302250“27
1
3
0=0,v€R\{0},a_; = (anjh ag €R, a; =0, €{-2,1,2}}, (5.229)

desde que sejam satisfeitas as condi¢es seguintes:

45 By — 10 + 307, £ W,
ab v; Ts 270 <, (5.230)
1

Wi #0
Em Sft assim como nos conjuntos seguintes Sgc temos que

Wo = (2025 a?31? — 20700 By — 7820 — 11880 B3 — 89100 Bz 31+
+ 14850 B3 8202 — 29700 B3a81 — 29700 B5 B2 + 19200 75+

+ 6210075081 + 90072 + 11880 B2 + 89100028;) /%, (5.231)

bem como,

Wi = (—8 — 12 83 — 90 B30%B1 + 15 B320” + 60 75 af1 —
— 20 — 30 Bzafy — 30 B3 facx + 20 75 + 12 B389 + 90 & By )2 2. (5.232)

Neste caso, as solugoes da equacao caracteristica (5.204) sdo dadas por 1 =0 e ro = —7.
Assim, a solugdo geral da equacdo diferencial de segunda ordem descrita por (5.203) é dada
por G(€) = K1 + Kn2e "¢, Consequentemente, obtemos a solucio do tipo onda de translacio
seguinte:

a_q eé

n(€) = - (Kﬂ + 1) + ap, V€ € R, Ko1 € R\{0}. (5.233)

e O terceiro e quarto conjuntos de solugoes sdo dados por

45 — 10 4+ 307, &= W, 5
S;E:{(ac,c,g,'y,a_2,...,a2)€R9:ag:— of + 907, 0,02:7a§,
4Wh
2
3 2 3
QzO,yER\{O},a_gzﬂeiM,a_lzWC):)H,QOER,%:O,@'E{LQ}},

(5.234)

desde que sejam satisfeitas as condigoes (5.230).

Mais uma vez, temos que ¢ = 0 e v # 0 e as solucoes da equagdo caracteristica (5.204) sao
dadas por 71 = 0 e 72 = —v. Logo, a solucdo geral da equagao diferencial de segunda ordem
descrita por (5.203) também é dada por G (&) = K1 + Kn2e ¢, A solugdo do tipo onda de
translagao n(§) é dada da forma seguinte:

a_sy 23

2
q7(§> =qy— — ( + 1) + ? (;{21 + 1) ,VEER, Koy € R\{O} (5.235)
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Note-se que em ambos os conjuntos de solugdes a velocidade de propagacao da onda
de translacdo é dada pela relacio ¢ = %a%. Para além disto, frisamos que as condigoes
de admissibilidade definidas por (5.230) sao verificadas para certos valores dos parametros
a, B (i = 1,2,3) e 7. Por exemplo, se a = 1 —+/5/5, 31 = (—=15/28)(1 + /5/5), B2 = 0,
fs =1 e 71y =0 (Padé de ordem [2,4]; ver subsecgdo 5.3.2.2) os conjuntos S; e S, tém
solucoes admissiveis. Na figura 5.18 apresentamos as solugoes do tipo onda de translacao
dadas por (5.229)—(5.232) para os conjuntos S; e S, e para os valores de o, f; (1 =1,2,3) e
Ts dados anteriormente. Em todos os casos, consideramos oy = 1 e os restantes parametros
livres sdo dados por u = 0.1, ¢ = 0.01 e v = 1 assim como K9; = 1. Observamos que as

solugoes aqui apresentadas sdo de classe C°(R).

1.0

105 0 10 15

ARl

Figura 5.18: Solugdes do tipo onda de translacdo, n(¢), como fungdo de & = a.X — ¢TI dadas
por (5.229)—(5.232) e associadas aos conjuntos S; e S; com a = 1 —+/5/5, B =
(=15/28)(1 ++/5/5), B2 =0, B3 = 1 e 7, = 0. Em todos os casos consideramos que
ap = 1 e que os restantes pardmetros livres sdo dados por 4t =0.1, e =00ley=1
assim como K51 = 1. A solucdo trivial ou nula é também representada.

Para além disto, pode-se também calcular um conjunto de solugoes de natureza distinta
das solugbes obtidas anteriormente para a equagao (5.228). No entanto, dada a complexidade
e extensao dos conjuntos de solugbes escritos na forma genérica, a apresentacdo das solugoes
s6 é possivel considerando valores determinados para os pardmetros a e f3; (i = 1,2,3). Pelos
mesmos motivos, torna-se vantajoso considerar a mudanca de variavel 7(£) = n(¢) — en(€)? +
£2n(€)? na equacio diferencial (5.228). Mais concretamente e com o objectivo de enfatizar
a relevancia destes pardmetros e de 74, consideramos dois conjuntos de valores para « e
Bi(i=1,2,3).

Em primeiro lugar, toma-se o = 1 —/5/5, 1 = (—=15/28)(1 +/5/5), fo =0 e B3 = 1.
Desta forma e assumindo-se que 75 = 0, reproduz-se o desenvolvimento de Padé de ordem
[2,4] da velocidade de fase do problema completamente linear de Airy (ver subsecgao 5.3.2.2).

e Neste caso, o conjunto de solugdes para o sistema algébrico é dado por
21 (4075 — 3)*

25620122 (6975 — 2)’
2

SPA] = {(ac, C, 0,7, G_gy ..., ) €RY: ag =
2 105(407 — 3)% 7 16220, Bea
T 128220 212 (697 — 2% 40m, -3 T T40m, -3

1 4075 — 3 .
— =—F—,0,=0 —2,2}:. (5.236
301 = Jocaa = 0.1 € (2,2} (5.230)

a_1 = R\{O},O&o = —
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Deste conjunto de solugdes, s6 resultam solugoes admissiveis para a equagao (5.228) no caso
em que 0 < 75 < 2/69. No entanto, quando o nimero de Bond toma o valor de 7, = 0 a onda
resultante estd associada a um estado estacionério (¢ = 0, ver (5.236)).

Em segundo lugar, considera-se que o = 1 —/5/5, 31 = —(5/9)(1 +/5/5), f2 =0 e
Bz = (10995/10934) — (15/5467) (1 - \/5/5) Deste modo e assumindo-se que 75 = 0, o
desenvolvimento de Padé de ordem [4, 4] da velocidade de fase do problema completamente
linear de Airy é reproduzido.

e Neste caso, tem-se o conjunto de solugdes dado por

3 (4207, — 41)?
st = oy . eRY: a?=— -
1 {(aca ¢ 0,7, &—2, ) a2) G 621280(1_12M2 (285 e — 11)7
5 (4207, —41)*(1+10575) 240204 120ca_4
T T 6400e2a_1242 (2857, — 11) ¢ T 420r, — 41 | T T 4207, — 41
1 4207, — 41 .
a_1 € R\{O}, Qg = —%, a1 = m, a; = 0, 1€ {—2,2}} (5237)

Note-se que deste conjunto de solugdes apenas resultam solucées admissiveis para a equa-
¢ao (5.228) no caso em que 0 < 74 < 11/285. Contudo, salienta-se que se 75 = 0 e, contraria-
mente ao caso anterior, temos uma onda de translacdo com velocidade de propagacao nao
nula, i.e., ¢ # 0 (ver (5.237)).

Em ambos os casos, pode-se mostrar que a equagdo caracteristica (5.204) admite as
solucdes reais dadas por

Tyt —de 7 =Vr-de
r = 5 . To = 5 , (5.238)
com v e p dados por (5.236) e (5.237) e com os valores de « e de f3; (i = 1,2, 3), mencionados
. . 12,4] [4,4] ~
anteriormente, para cada um dos conjuntos 5] e S; . Consequentemente, a solucao

geral de (5.204) é da forma G (&) = K,1e™¢ + K,2¢"2¢. Portanto, usando-se a transformacio
n(&) ~ (&) +en(€)? + e2n(€)3, obtém-se a classe de solugdes do tipo onda de translacio dada

por
+1
" eré + Kgle"2§ n 7'1671E + T2K218T2£ l+
Q o (6%
0 U\ rien€ + ro Ko et ! eré + Kojer2$ ’

nE) ~> ¢

=0

vgeR\{

Nas figuras 5.19 (a) e 5.19 (b), mostramos as solugoes dadas por (5.236) e (5.239) bem
como (5.237) e (5.239). Note-se que o limite destas solugoes do tipo onda de translagao
quando [¢| — 400 é dado por limjg|_,; o 7(§) = 0. Na figura 5.19 (a), considera-se as solugoes

dadas por (5.236) (552’4]) e (5.239) para 7, = 0 e 75 = 0.025. Na figura 5.19 (b), comparam-se

os graficos das solugoes associadas aos conjuntos (5.236) (S?A}) e (5.237) (S£4’4]) com 75 = 0.
Em ambos os casos, os restantes parametros livres sdo dados por a—1 =1, u=0.1, e =0.0l e
K21 =—1.

Observamos que as classes de solugoes associadas aos conjuntos dados por (5.236), (5.237)
e (5.239) tém gréficos andlogos. No entanto, as velocidades de propagagao das respectivas
ondas sdo diferentes. Mais concretamente, mostramos na figura 5.20 os quadrados das
velocidades de propagagao da onda associados aos conjuntos de solugoes dados por (5.236)

(SPA]) e (5.237) (S£4’4]) como fun¢ao do nimero de Bond 7.

log (—Ka1), Ka1 < 0}. (5.239)
TL —T9
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Figura 5.19: Solugbes do tipo onda de translagao n(£) como funcdo de £ = a.X — ¢T'. Nas figuras (a)
e (b) mostramos as solugtes dadas por (5.236) e (5.239) bem como (5.237) e (5.239). As
solucoes dadas por (5.236) (SFA]) e (5.239) para 75 = 0 e 7, = 0.025 sdo ilustradas na
figura (a). As solugdes associadas aos conjuntos (5.236) (5?’4]) e (5.237) (S£4’4]) para
7s = 0 sd@o representadas na figura (b). Em ambos os casos, os restantes parametros
livres sdo dados por a1 =1, p = 0.1, e = 0.01 e K91 = —1. As assimptotas verticais
aos graficos juntamente com a solugdo trivial ou nula sao também ilustradas.

(24
— 02,5{ |
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Figura 5.20: Quadrados das velocidades de propagacdo da onda c¢? associados aos conjuntos de

solugdes dados por (5.236) (5’?’4]) e (5.237) (S£4’4]) como fungdo do nimero de Bond 7.

Em ambos os casos, os parametros livres considerados sdo a_; =1, p=0.1, e =0.01 e
KQl = —1.

5.7.2.4 Solucgoes do tipo onda de translagao para a equagao diferencial ordinaria
e nao linear de ordem O(u2,5,u4,£2,5,u2)

O método de expansao G'/G é aplicado aqui para deduzir solugdes analiticas para a equa-
¢ao (5.200). Mais uma vez, através da técnica do balan¢o homogéneo, mencionada anteri-
ormente, temos que m = 2. O sistema algébrico e nao linear associado a (5.206) tem 17
equagdes (N = 8) e 10 incégnitas. Conseguimos identificar dois conjuntos de solugoes para
este sistema algébrico e nao linear, bem como as respectivas classes de solugoes do tipo onda
de translacdo. Uma vez que as expressoes das solugoes genéricas sao demasiado extensas,
apenas se consideram aqui valores de a e de (; (i = 1,2, 3) tais que o desenvolvimento de
Padé de ordem [2,4] da velocidade de fase do problema completamente linear de Airy é
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reproduzido (assumindo-se que 75 = 0). Mais concretamente, utilizam-se os valores seguintes:
a=1-+/5/5, 1 =(—15/28)(1 4+ v/5/5), B2 = 0 e B3 = 1. Deste modo, os dois conjuntos de

solucgdes para o sistema algébrico e nao linear sdo dados por

Sfc = {(ac, Cy 0,7, Aoy ..., a0, K¢) € R :q. € R\{0},

—212(Wo + W3)
21€WOW1 ’

& =a?(1+3eag +3c%03), 0=0,7v=0, g ER, p =

(W F Ws)
208W1 (a2 — ca.)’
Wo = (=5 + eap(4e?ad — 10)), Wy = (=3 + deap(1 + cay)),
Wa = 108042 — 520ca, — 912e%aga? + 14163020 + 342022020l —
— 912%a8a? + 3300ea’ag — 4725027 + 416a.ce%0i3 — 1040eagcac+

+ 37803 ada’Ts — 9450a2eT g,

;=0,i€{-2-1,1}, K. = —

Ws = (W02 (41400 agal + 82800ale3ad — 395640alc2ad s —
— 47424 a3 c 4 1443062 ada + 102906sapas — 395640a eTscg — 47424capac+

1/2
+ 493020 — 44928a3c 4 196560a2 cT, 4 8930257202 — 434700702 + 10816c2a§)) :

W, = 416eapa.c + 83252a3acc + 520a.c + 41653oz8acc + 42053a8a373+
+ 7140621500 — 870a2 + 5040e%a2a’ T, + 4095027, — 3810203 —
— 14862020 — 5160e*aga? — 5912e%a3a? — 158455a3a3}. (5.240)

Refere-se que em Sf[ ¢é necessario que a. # ¢, Wy # 0 e W; # 0. Para além disto, o radicando
da raiz quadrada que se encontra na equacao que define o coeficiente W3 deve ser ndo negativo.
Salienta-se que se se considerar a. = 1 bem como «y = 1/10, por exemplo, entdo pode-se
garantir que as e K, sdo nimeros reais, para certos valores de 75. Note-se que em Sfc tem-se
que ¢ = v = 0. Deste modo, a solugao da equacao (5.204) é dada por r = 0, resultando
G(&) = K€ + Kpo. Consequentemente, a familia de solugdes do tipo onda de translacao,
n(¢), é dada por

1 2
7](5) = g + a2 (KM) R Vf e R\{—Kgl}. (5.241)

Na figura 5.21 mostram-se as solugoes do tipo onda de translagao associadas aos conjuntos
Sli e dadas por (5.241). Na figura 5.21 (a), algumas das solugdes negativas e associadas a
Sf para 7, = 0, 75 = 0.05 e 7, = 0.09 sdo ilustradas. Na figura 5.21 (b), representam-se as
solucoes positivas correspondentes a ] para 75 =0, 7, = 0.2 e 73 = 0.4. Em ambos os casos,
os valores dos restantes parametros livres e de Ko sdo dados por ag =0, p=0.1, e =0.01 e
K21 = 0.

5.8 Conclusoes sumarias

Neste capitulo, propusemos uma nova equacao de evolucao nao linear com derivadas parciais
de sexta-ordem (EENLDP) do tipo Boussinesq para a elevagdo da superficie de uma onda.
A partir da EENLDP proposta e usando-se, entre outras, uma transformacao de Galileu,
obteve-se uma equacao diferencial ordinaria (EDO) néo linear de sexta-ordem também para a
elevacao da superficie da onda.
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Figura 5.21: Solugbes do tipo onda de translacdo, n(§), como funcdo de £ = a.X — ¢T'. Na figura (a)
mostram-se algumas das solugdes negativas e associadas a S;” para 7, = 0, 7, = 0.05 e
75 = 0.09. Solugdes positivas e correspondentes a S; sdo ilustradas na figura (b) para
7 =0, 7, = 0.2 e 7, = 0.4. Em ambos os casos, os valores dos restantes parametros
livres e de K91 s@o dados por ag =0, p = 0.1, e = 0.01 e K21 = 0. A solugdo trivial ou
nula assim como uma assimptota vertical aos graficos também sdo representadas.

Métodos analiticos foram usados para deduzir solucbes exactas do tipo onda de translagao
para esta EDO nao linear. Mais concretamente, aplicou-se o método de integragao directa
as equacoes de ordens O(u?,¢) e O(u?,¢,%). Para a equacio de ordem O(u?, ) deduzimos
solucdes exactas do tipo solitdo contendo o termo classico da forma do quadrado de uma
secante hiperbdlica, i.e., 7(¢) = Asech?(£Bs¢ + K) com A e Bs constantes reais determinadas
anteriormente e K uma constante arbitraria de integracdo. Note-se que estas solucoes estao
associadas a ondas de depressdo para certos valores da velocidade de propagacao da onda.
Relativamente & equacdo de ordem O(u?,¢,?), deduziu-se uma nova solucio do tipo solito.
Mostrou-se que esta nova solugdo é o limite uniforme de uma série geométrica com razao
proporcional & solucio classica da forma sech?(+B3¢ + K ). Através da utilizagdo do método
analitico descrito na sec¢do (5.6) também se deduziram solugoes exactas de tipos predefinidos
para as EDOs nao lineares de ordens O(u?,¢,u*) e O(u?,¢,€2, u*). Mais especificamente,
deduziram-se solucdes da forma Agsech*(£B¢ 4+ K) e Agsech?(+B¢ + K) para as equacoes
de ordens O(u?, e, u*) e O(p?, €, €2, u*), respectivamente. Note-se que Ag e B sdo constantes
reais que foram determinadas anteriormente e que K é uma constante arbitraria de integracao.
Em particular, verificou-se que a razao entre a amplitude Ay desta nova onda da forma
7(€) = Agsech!(+B¢ + K) e a amplitude A do solitdo classico associado & equagio de ordem
O(p?,¢) é igual a % = % para os mesmos valores de 6 e de €.

O método de expansao G'/G foi utilizado para obter algumas classes de solugoes exac-
tas do tipo onda de translacio para as equacdes de ordens O(u?,e, ut), O(u?, e, u*, %) e
O(p?, e, ut, €2, ep?). Também mostramos que as familias de solugdes do tipo onda de transla-
¢ao aqui apresentadas estdo associadas a escolha dos pardmetros livres a e 5; (i = 1,2,3) bem
como do numero de Bond 7.
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Capitulo 6

Conclusoes finais e trabalho futuro

6.1 Conclusoes finais

Nesta dissertacao investigamos e desenvolvemos alguns modelos analiticos e numéricos para a
propagacao e a geracao de ondas maritimas de superficie.

No segundo capitulo, estendeu-se o modelo BEP de Zhao et al. (2004) de forma a incluir
efeitos dissipativos, bem como diferentes mecanismos de geracao de onda. Mais concretamente,
consideramos a geracao de onda pelo movimento do fundo impermeével da regido ocupada
pelo fluido e por meio de funcbes de fonte externas. Estudou-se também a influéncia dos
termos dissipativos nalgumas propriedades dispersivas, em particular, na velocidade de fase.
Mostramos a existéncia de valores de corte para o nimero de onda, de forma a que as ondas de
menor comprimento nao se propaguem. A partir de uma anélise matricial baseada no modelo
linearizado, concluiu-se também que o modelo BEP/ZTC nao é susceptivel a instabilidades
do tipo I ou II, quando ocorrem gradientes acentuados da batimetria e quando se consideram
malhas finas. Por outro lado, o modelo convencional baseado no potencial da velocidade do
fluido apresenta instabilidades para certas combinagoes dos pardmetros [, h,, e Az. O espectro
dos valores préprios deste modelo apresenta estruturas interessantes revelando altas taxas de
crescimento das solucbes instaveis. Assim, este modelo sé devera ser aplicado a problemas
fisicos associados a suaves e pequenas variacoes da batimetria. Uma vez que usamos a mesma
discretizagdo numérica para o modelo ZTC e para o modelo convencional do potencial da
velocidade do fluido, alguns dos modos de instabilidade inerentes ao tltimo modelo devem ser
intrinsecos as equagoes diferenciais em causa e ndo aos esquemas numéricos.

As equacgoes estendidas de ZTC foram usadas para modelar cinco problemas fisicos
diferentes: a evolucao de ondas solitdrias sobre barras submersas; a evolucao de uma bossa
Gaussiana numa regiao quadrada; a evolugdo de uma onda periédica num porto de abrigo; a
geragdo e a propagacao de uma onda em virtude da movimentacao do fundo da regiao ocupada
pelo fluido e, por Ultimo, a propagacido de um tsunami na costa portuguesa. Estas equagoes
foram discretizadas com respeito as variaveis espaciais usando-se elementos de Lagrange P;.
Por outro lado, a discretizacao da variavel temporal foi feita recorrendo a um esquema de
predicdo-correccao inicializado por um método explicito de Runge-Kutta de quarta ordem.

No primeiro problema considerado, concluimos que o modelo numérico é também estével
quando se d4 a interaccao entre a onda incidente e a onda reflectida sobre a barra submersa,
bem como numa das fronteiras do dominio computacional. O efeito de empolamento da onda
sobre a barra submersa foi claramente observado, tanto para a onda incidente como para a
onda reflectida. Compararam-se as solugées dos modelos fracamente nao lineares designados
por BEP/ZTC e BEV/Nwogu, para o caso da barra triangular submersa. Concluimos que o
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modelo ZTC é menos susceptivel a instabilidades que o modelo de Nwogu para a discretizacao
de elementos finitos considerada.

No segundo teste, a evolugdo de uma bossa Gaussiana foi simulada numa regiao quadrada.
Uma boa concordéancia foi obtida entre os resultados numéricos do modelo ZTC e aqueles
apresentados no manual do cédigo FUNWAVE. Testes de refinamento das malhas foram
apresentados de modo a garantir a precisao e a convergéncia do esquema numérico.

No problema do porto de abrigo, verificou-se que a interac¢do entre as ondas reflectidas e
as ondas incidentes, perto da entrada do porto, pode gerar ondas com amplitudes e velocidades
que podem ter valores trés vezes superiores aqueles das ondas incidentes.

No quarto exemplo numérico considerado, referimos que a onda dianteira gerada pelo
fundo movel se propaga com uma velocidade superior a do fundo. Portanto, um regime
subcritico de velocidades foi observado, o qual estd associado ao movimento do fundo. Uma
boa concordéancia foi obtida entre as solugbes numéricas apresentadas neste exemplo e outras
provenientes de outros modelos (ver dolfwave/demo).

No exemplo da geracao e da propagacao de um tsunami na costa portuguesa, observou-
-se que o esquema numérico utilizado é bastante estavel perante gradientes acentuados da
batimetria e para fortes interacgdes entre ondas reflectidas e ondas incidentes. Concluiu-se que
o modelo numérico baseado no método dos elementos finitos apresentado é suficientemente
eficiente e robusto para a simulacdo de tsunamis a escala oceanica. Note-se que através da
utilizacio de calculo em paralelo, o tempo computacional foi substancialmente reduzido.

Dos testes numeéricos apresentados, podemos concluir que as bibliotecas DOLFIN, UFL e FFC
do projecto FEniCS, permitem a implementacao de algoritmos robustos e eficientes apropriados
a modelacao de ondas maritimas de superficie.

No entanto, note-se que efeitos fortemente nao lineares, e.g., ondas de depressao que se
estendem até ao fundo do mar, podem causar instabilidades no modelo nao linear apresentado.
Estes efeitos sdo certamente encontrados em problemas fisicos como a inundacdo de uma
praia por um tsunami. Esquemas para fronteiras moéveis para o tratamento destes problemas
nao estdao ainda implementados no cédigo DOLFWAVE que desenvolvemos durante este trabalho
de investigacdo cientifica. Este cédigo tem como principal objectivo a criacdo de uma
ferramenta baseada no método dos elementos finitos, de modo a que esta forneca uma
plataforma para anélise, desenvolvimento e simulacdo de modelos numéricos para ondas
maritimas de superficie. Esta aplicagdo é baseada nas bibliotecas do projecto FEniCS e o
estado actual do c6digo DOLFWAVE, bem como vérias simulagdoes numéricas, podem ser vistos
em http://ptmat.fc.ul.pt/~ndl e https://launchpad.net/dolfwave.

No terceiro capitulo, um novo modelo para ondas maritimas de superficie foi desenvolvido.
Este modelo é baseado numa classe de equagoes do tipo Boussinesq de ordem arbitraria
incluindo um termo extra de ordem O(u?"*2) (n € N). Efeitos dissipativos assim como a
geracao de onda por meio da movimentacdao de um fundo impermeéavel e mével da regiao
ocupada pelo fluido foram considerados. Caracteristicas melhoradas para os efeitos dispersivos
e para o gradiente de empolamento da onda bem como boas propriedades de estabilidade
foram obtidas. Estes melhoramentos devem-se & inclusdo do termo extra de ordem O(u?"*2)
(n € N) no desenvolvimento assimptoético do potencial da velocidade do fluido e & introdugao
do parametro livre Ag no potencial transformado da velocidade do fluido. A influéncia de
termos dissipativos nas propriedades de dispersao lineares, i.e., na velocidade de fase, foram
também investigadas. Para além disto, a consisténcia da relacdo de dispersao foi estudada e
uma condi¢ao do tipo CFL para o problema linearizado com batimetria constante foi deduzida.

Apresentdmos um esquema C/DG-FEM para a resolugdo numérica do sistema melhorado
de quarta ordem do tipo Boussinesq. Tanto quanto saibamos, este tipo de esquema foi utilizado
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neste trabalho pela primeira vez para a resolucao das equagoes do tipo Boussinesq. Este
método usa elementos de Lagrange Py para a discretizacdo das equagbes com respeito as
variaveis espaciais. Desta forma, dominios com geometrias complexas podem ser discretizados,
os quais sao dificeis de tratar com esquemas baseados, por exemplo, em métodos de diferengas
finitas. Por outro lado, o esquema C/DG-FEM foi aplicado directamente ao sistema estendido
do tipo Boussinesq aqui proposto. Deste modo, varidveis auxiliares ndo foram utilizadas, o que
acontece, por exemplo, em formulagoes baseadas no método de elementos finitos mistos. Note-
-se que este esquema numérico pode ser dispendioso quanto ao tempo de cédlculo, especialmente,
nos problemas fisicos com um fundo da regidao ocupada pelo fluido dependente do tempo.
Este facto deve-se a complexidade das fungoes de fonte, a necessidade de agrupar e resolver
os sistemas de equagoes em todos os passos de tempo, bem como ao calculo dos termos de
penalizagdo. No que diz respeito a discretizacdo das equagoes com respeito a variavel temporal,
utilizou-se um esquema de predicao-correc¢ao de quarta ordem inicializado por um método
explicito de Runge-Kutta de quarta ordem.

Com o objectivo de validar o método C/DG-FEM proposto, varios testes numéricos
foram apresentados. Uma boa concordancia foi observada entre as solugdes provenientes do
modelo aqui desenvolvido e as solugoes obtidas através dos outros modelos discutidos neste
trabalho. No primeiro teste foi simulada a evolugdo de uma bossa Gaussiana num dominio
quadrado. Observou-se uma boa concordancia entre as solugdes do método aqui proposto e
aquelas provenientes do modelo BEP de segunda ordem de Zhao et al. (2004) bem como do
modelo BEV de Woo e Liu (2004a). Para além disto, testes de refinamento da malha foram
realizados de forma a garantir a convergéncia e a precisao do esquema numérico. A influéncia
dos coeficientes associados aos termos de penalizac¢do na precisdo do método numeérico foi
também investigada. Concluiu-se que valores mais elevados dos coeficientes de penalizacao
aumentam a estabilidade do método mas diminuem a sua precisdo. Por outro lado, o modelo
numérico torna-se mais preciso mas menos estavel quando sdo considerados valores menores
dos coeficientes de penalizagdo. Uma vez que os termos de penalizacdo dependem nao sé dos
seus coeficientes, mas também das dimensoes e da geometria dos elementos, malhas diferentes
devem estar associadas a valores distintos dos coeficientes ideais de penalizagao 7.

No segundo e no terceiro teste, a propagacao de ondas geradas pelo deslocamento de
um fundo impermeével da regiao ocupada pelo fluido foi considerada. Mais concretamente,
no segundo teste simuldmos a evolugdo de uma onda gerada por um deslizamento de terra
subaquatico. Neste caso as solugées do modelo de quarta ordem proposto e as solucgoes
apresentadas em Fuhrman e Madsen (2009) divergem quando a onda dianteira alcanga zonas
de maior profundidade. Esta divergéncia é expectavel uma vez que os modelos e condi¢oes
de fronteira considerados sao distintos. No terceiro e tltimo exemplo numérico, simulou-se
uma onda gerada por um objecto mével que se desloca com uma velocidade constante num
fundo horizontal. Consideramos os casos 2D e 3D. Referimos que a onda frontal se desloca
com uma velocidade superior & do objecto moével. Desta forma, um regime subcritico de
velocidades foi observado, o qual estéd associado ao movimento do objecto. Pudemos também
concluir que o sistema de equagoes diferenciais nao lineares e de quarta ordem proposto, o
qual inclui o termo extra de ordem O(u*), é menos susceptivel a instabilidades que os outros
sistemas investigados e que nao incluem este termo extra. Uma vez que se usaram as mesmas
discretizagbes por elementos finitos para o modelo 40-W-CDG-P2; com e sem o termo extra
de ordem O(u*), concluiu-se que alguns dos modos de onda instaveis devem ser intrinsecos
ao sistema de equacdes diferenciais e ndo ao esquema numérico. Por outro lado, podem
ocorrer instabilidades provocadas pela violacao de alguma condig¢ao do tipo CFL. Neste caso,
o esquema C/DG-FEM parece mais estavel que o método dos elementos finitos classico aqui
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usado nos modelos 20-ZTC-P1 e 20-ZTC-P2.

Dos testes numéricos apresentados, concluimos que o modelo por ndés desenvolvido é
apropriado para modelar ondas maritimas de superficie, conduzindo a algoritmos eficientes e
robustos.

No quarto capitulo, deduziu-se e estudou-se uma classe de equacoes do tipo KdV-BBM
com alguns parametros livres. Uma solugao analitica do tipo solitdo para a equagdo KdV-BBM
proposta foi deduzida. A validade deste tipo de solucdo foi discutida em termos da velocidade
de propagacao da onda e dos valores dos parametros livres introduzidos na equagao. Por
exemplo, mostrou-se que a solucdo do tipo solitdo para o modelo KdV-BBM com caracteristicas

dispersivas melhoradas (31 = —% e dy = —%) requer que a velocidade de propagacao da onda
c pertenca a }—oo, 1% { U [1, +oo[. Para além disto, uma onda de depresséao foi obtida quando

c € ]—oo, 1% [ Apresentamos algumas propriedades dispersivas deste modelo linearizado.
Mostrou-se ainda que existem certos valores do parametro de Nwogu « para os quais o erro
entre os potenciais da velocidade do fluido avaliados no instante inicial dos modelos lineares
de KAV-BBM e de Airy é da ordem O(u*). Mais concretamente, os valores de a encontrados

que pertencem ao intervalo [0,1] sftoa =0ea=1— @. A ordem deste erro é a mesma
da do erro de truncatura do modelo KdV-BBM aqui proposto. Um esquema C/DG-FEM
foi proposto para resolver estas equacoes do tipo KdV-BBM. Dois factores de peso assim
como um pardmetro livre foram introduzidos no esquema C/DG-FEM de modo a obter
consisténcia da relacido de dispersdo. Deduziu-se uma condi¢do do tipo CFL para o esquema
numérico associado as equagoes KdV e KdV-BBM linearizadas. A importancia do coeficiente
de penalizacgdo na relacdo de dispersao do esquema numérico foi analisada. Em particular,
mostrou-se que o pardmetro de penalizagdo actua como um filtro numérico para ondas de
menor comprimento.

As equagoes KdV e KdV-BBM foram usadas para modelar a evolucdo de uma onda
solitaria bem como a interacgao entre dois solitoes. No primeiro caso, observamos que para
valores pequenos do parametro de penalizacdo 7 o modelo KdV é instavel e as suas solugbes
explodem, enquanto que para o modelo KdV-BBM isto nao acontece. Também comparamos
as solugbes analiticas com as numéricas. Uma boa concordancia entre estas solugoes foi
obtida. No tltimo teste numérico, a interaccao entre os dois solitdes usando o modelo KdV
nao foi possivel de simular mesmo para valores grandes de 7. Isto pode dever-se ao facto
de néo ter sido satisfeita alguma condi¢ao do tipo CFL. Por outro lado, esta interaccao foi
bem simulada usando o modelo KAV-BBM. A partir dos testes numéricos, mostrou-se que

19

a equacao KdV-BBM com caracteristicas dispersivas melhoradas (31 =—% € by = —2%) é

bastante menos susceptivel a instabilidades do que a equacao KdV (51 =0edy= é) Para
além disto, concluiu-se também que o esquema C/DG-FEM proposto é bastante robusto e
apropriado para resolver o modelo KdV-BBM.

Referimos que todos os modelos e testes numéricos abordados nos capitulos 2-4 fazem
parte do codigo DOLFWAVE. Deste modo, mostrou-se que o cdédigo DOLFWAVE desenvolvido
durante este trabalho de investigacao cientifica é apropriado para a modelacdo de ondas
maritimas de superficie.

Finalmente, no quinto capitulo, propusemos uma nova classe de equacdes nao lineares e
de sexta ordem do tipo Boussinesq para a elevacdo da superficie de uma onda. Esta classe
de equagdes modela a propagagao bidireccional de uma onda a uma dimensao horizontal
sobre um fundo constante da regido ocupada pelo fluido. Efeitos da tensao superficial foram
incluidos no modelo proposto. Algumas caracteristicas dispersivas do modelo linearizado
foram estudadas em fungdo dos pardmetros « e f; (i = 1,2,3) introduzidos na classe de
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equagoes apresentada. Através de uma escolha apropriada destes parametros livres foi possivel
reproduzir os desenvolvimentos de Padé, e.g., de ordem [2,4] e [4,4] da velocidade de fase do
modelo completamente linear da teoria de Airy.

A partir da equacao de Boussinesq proposta e usando-se, entre outras, uma transformacao
de Galileu, uma nova classe de equacdes nédo lineares ordinarias e de sexta ordem foi deduzida
para a elevacao da superficie da onda. O método de integragao directa bem como o método
de expansdo G'/G foram utilizados para deduzir solugoes exactas do tipo onda de translagao
para estas equacoes. Mais concretamente, solugdes exactas para as equagoes nao lineares
ordindrias de ordens O(u?,¢), O(u?,e,€%), O(u?, e, u*), O(u?,e,€2, u*) e O(u?, e, %, u, u2e)
foram obtidas. Outros métodos analiticos foram também usados para provar a existéncia ou a
nao existéncia de solucoes de tipos predefinidos para as equagoes diferenciais ordinarias e nao
lineares de ordens O(u2, e, ut) e O(u?, e, ut, €2).

Para a equacdo de ordem O(y?,¢), obtiveram-se solucdes exactas do tipo solitdo contendo
o termo classico da forma do quadrado de uma secante hiperbélica (77(¢) = Asech?(+Bs¢ + K)
com A e B3 constantes reais determinadas anteriormente e K uma constante arbitraria de
integragdo). Note-se que para certos valores da velocidade de propagagao da onda conseguiram-
se deduzir ondas de depressao da forma referida anteriormente. Este facto deve-se & introducao
dos parametros livres « e 81 bem como do nimero de Bond 75 na equagao de Boussinesq aqui
considerada. A equacdo de ordem O(u?,¢,e%) é também integravel. Neste caso, uma nova
solugdo do tipo solitdo foi apresentada. Mostrou-se que esta nova solugdo é o limite uniforme
de uma série geométrica com razdo proporcional & solucio classica da forma sech?(+B3¢ + K).
Note-se que isto s6 acontece para certos valores da velocidade de propagacao da onda. No
entanto, existem outros valores para a velocidade de propagacao da onda para os quais esta
nova forma de solugdo existe mas a estrutura composta por solitoes classicos nao é preservada
em certas regides do dominio. Solugdes exactas das formas 7(¢) = Agsech?(£B¢ + K) e
n(€) = Agsech?(+B¢ + K) foram deduzidas para as EDOs nio lineares de ordens O(u2, e, u)
e O(u2,5,52, u4), respectivamente. Note-se que Ay e B sdo constantes reais determinadas
anteriormente e que K é uma constante arbitraria de integracdo. Em particular, verificou-se
que a razdo entre a amplitude Ay desta nova onda da forma (&) = Agsech? (B¢ + K) e a
amplitude A do solitdo classico associado & equacio de ordem O(u?,¢) é igual a % = % para
os mesmos valores de 6 e de . O método de expansdo G'/G foi utilizado para obter algumas
classes de solucdes exactas do tipo onda de translacio para as equacdes de ordens O(u?, e, ut),
O(u? e, 1, €%) e O(u?, e, u*, €2, ep?). Mostrou-se que as familias de solugdes do tipo onda de
translagao aqui deduzidas estao associadas a escolha dos pardmetros livres a e 5; (i = 1,2, 3)
bem como do ntimero de Bond 75.

6.2 Trabalho futuro

Relativamente ao segundo capitulo, pretendemos estender o modelo do tipo Boussinesq ai
estudado de forma a incluir termos que modelem outros fenémenos da dindmica das ondas
maritimas de superficie. Mais concretamente, deveremos incluir modelos mais adequados a
geracao de ondas devido a fendémenos sismicos bem como mecanismos de absor¢iao da energia
das ondas devido ao efeito de friccdo no fundo do oceano. Com vista a minimizacdo das
ondas reflectidas nas fronteiras do dominio computacional, deverdo também ser consideradas
condicoes de fronteira de absorcio e de radiacdo assim como do tipo transparente. Para além
disto, esquemas numéricos adequados a resolucao de modelos com fronteiras méveis devem
também ser considerados. Estes modelos sdo necessarios, por exemplo, para a simulagdao da
inundagao de zonas secas devido as ondas geradas por tsunamis.
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Quanto ao trabalho desenvolvido no terceiro capitulo, apenas os sistemas de equacoes
diferenciais de quarta ordem foram resolvidos numericamente. Com vista a minimizagdo do
tempo de calculo, o cdigo DOLFWAVE sera estendido de forma a que o método C/DG-FEM
possa ser implementado recorrendo ao calculo computacional em paralelo. Um esquema
do tipo C/DG-FEM sera desenvolvido de forma a tratar apropriadamente as equagoes de
sexta ordem. As técnicas analiticas usadas no sistema de Boussinesq aqui deduzido deverédo
também ser aplicadas para o desenvolvimento de modelos multi-camadas. Estes modelos serao
implementados numericamente recorrendo ao esquema C/DG-FEM.

No que diz respeito ao quarto capitulo, outras leis de conservacao associadas ao modelo
proposto deverao ser estudadas num futuro proximo. Diferentes esquemas numéricos baseados
na formulagdo C/DG-FEM serao ainda investigados e estudadas as suas propriedades conser-
vativas e de estabilidade. Um estudo de estabilidade baseado na andlise matricial dos modelos
semi-discretos devera também ser realizado. A extensdo do trabalho apresentado neste capitulo
a equagoes do tipo KdV-BBM de ordem superior a trés encontra-se em progresso.

Quanto aos esquemas numéricos propostos no terceiro e no quarto capitulo, reforcamos o
facto de ser necessario continuar a investigar as relages entre os parametros de penalizacao,
passos de tempo, didmetro e factores geométricos da malha. Desta forma, a convergéncia
destes esquemas numéricos deverd ser estudada com mais detalhe num futuro préximo. Note-se
ainda que também se pretende implementar o método C/DG-FEM para a resolugdo numérica
de alguns modelos da classe BEV.

Os modelos analiticos e numéricos mencionados anteriormente serdo incluidos no cé-
digo DOLFWAVE, o qual continuaremos a desenvolver. Este cdédigo deverd permitir ndo sé
a modelacao robusta de problemas em larga escala, mas também fornecer as ferramentas
numéricas adequadas ao desenvolvimento e & comparagdo de varios modelos para a geracdo e
a propagacao de ondas maritimas de superficie.

Por tdltimo, o trabalho realizado no quinto capitulo devera ser estendido com vista a uma
melhor caracterizacdo e identificagao das solugoes do tipo onda de translacdo associadas a
classe de equagbes aqui estudadas. Num trabalho futuro, consideraremos métodos analiticos
para a obtencado de solugbes recorrendo, e.g., a técnicas assimptéticas. Solugdes do tipo
cnoidal para estas equacoes deverdao também ser estudadas. A existéncia e a nao existéncia
de solucdes exactas de tipos predefinidos para as equacdes até a ordem O(u?, e, u*, &2, epu?),
inclusivamente, encontra-se ja em preparacao para submissao.
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Publicacoes e comunicacoes

Do trabalho desenvolvido com vista a obtencao do grau de Doutor resultaram as publicacoes
e as comunicagbes assim como o software apresentados como segue:

Publicacoes

e N. D. Lopes, P. J. S. Pereira and L. Trabucho, A numerical analysis of a class of
KdV-BBM equations using Continuous/Discontinuous Galerkin Finite Element Method,
Proceedings of MEFTE 2012, LNEC, 2012.

e N. D. Lopes, P. J. S. Pereira and L. Trabucho, Improved Boussinesq Equations for
Surface Water Waves, Automated Solution of Differential Equations by the Finite
Element Method, Eds.: A. Logg, K.-A. Mardal and G. N. Wells, LNCSE volume 84,
pages 471-504, Springer 2012.

e N. D. Lopes, P. J. S. Pereira and L. Trabucho, A numerical analysis of a class of gene-
ralized Boussinesq-type equations using continuous/discontinuous FEM, International
Journal for Numerical Methods in Fluids, 2012, volume 69 (7), pages 1186-1218, John
Wiley & Sons, Ltd, doi: 10.1002/f1d.2631.

e N. D. Lopes, P. J. S. Pereira e L. Trabucho, Um método numérico para uma classe de
equagoes de Boussinesq para ondas de superficie com batimetria dependente do tempo,
Boletim da SPM-Encontro Nacional da SPM 2010, paginas 42—46, 2011, Portugal.

e N. D. Lopes, P. J. S. Pereira and L. Trabucho, A C/DG-FEM Solution of an Impro-
ved Boussinesq System for Surface Water Waves, Proceedings of the Fifth European
Conference on CFD, ECCOMAS CFD 2010, June 14-17, LNEC, Lisbon, Portugal.

Comunicagoes

e N. D. Lopes, P. J. S. Pereira and L. Trabucho, “FEM solutions of some Boussinesq-type
models for surface water waves”, Seminarios do Centro de Matematica da Universidade
de Coimbra, Coimbra, Portugal, 2012.

e N. D. Lopes, P. J. S. Pereira and L. Trabucho, “A numerical analysis of a class of KdV-
BBM equations using Continuous/Discontinuous Galerkin Finite Element Method”,
MEFTE 2012, IV Conferéncia Nacional em Mecanica dos Fluidos, Termodinamica e
Energia, LNEC, Lisboa, Portugal, 2012.

e N. D. Lopes, P. J. S. Pereira and L. Trabucho, “Solutions of some improved Boussinesq-
type models for surface water waves using finite element methods”, HPDEs11; Instituto
para a Investigacao Interdisciplinar, Universidade de Lisboa, Portugal, 2011.
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N. D. Lopes, P. J. S. Pereira and L. Trabucho, “A C/DG-FEM solution of an improved
fourth-order Boussinesq model for surface water waves”, First European Meeting of
PhD Students in Mathematics, LAMFA, Université de Picardie Jules Verne, Amiens,
Francga, 2011.

e N. D. Lopes, P. J. S. Pereira and L. Trabucho, “DOLFWAVE: a FEniCS Application
for Water Waves Simulation”, SIAM Conference on Mathematical and Computational
Issues in the Geosciences, Long Beach, Califérnia, Estados Unidos da América , 2011.

e N. D. Lopes, P. J. S. Pereira e L. Trabucho, “Um método numérico para uma classe de
equacoes de Boussinesq para ondas de superficie com batimetria dependente do tempo”,
Encontro Nacional da SPM 2010, Leiria, Portugal, 2010.

e N. D. Lopes, P. J. S. Pereira and L. Trabucho, “A C/DG-FEM Solution of an Improved
Boussinesq System for Surface Water Waves”, Fifth European Conference on CFD,
ECCOMAS CFD 2010, LNEC, Lisboa, Portugal, 2010.

e N. D. Lopes, P. J. S. Pereira and L. Trabucho, “DOLFWAVE - Use of FEniCS for
surface waves modelling”, CBC Workshop on Tsunami Modelling, Center of Biomedical
Computing, Simula Research Laboratory, Oslo, Noruega, 2010.

e N. D. Lopes, P. J. S. Pereira e L. Trabucho, “Aplicacao do Método dos Elementos
Finitos a uma Classe de Sistemas de Boussinesq”, Centro de Matematica e Aplicagoes,
Universidade Nova de Lisboa, Monte de Caparica, Portugal, 2009.

Software

e N. D. Lopes, P. J. S. Pereira and L. Trabucho, DOLFWAVE: a library for surface water

waves problems, http://launchpad.net/dolfwave, 2012.

Artigos submetidos para publicacao

e N.D. Lopes, P. J. S. Pereira and L. Trabucho, A continuous/discontinuous finite element
method applied to a parameterised class of KdV-BBM equations.

e P. J. S. Pereira, N. D. Lopes and L. Trabucho, Ezact solutions of an improved class of
nonlinear sizth-order Boussinesq equations.

Artigos em preparacao para publicacao

e P. J. S. Pereira, N. D. Lopes and L. Trabucho, Fxistence and non-existence of some
soliton-type solutions of an improved class of higher order Boussinesq equations.
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