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RESUMO

O presente trabalho consiste no desenvolvimento e implementacao de um algoritmo
capaz de realizar um refinamento 'p'-adaptativo em problemas de elasticidade plana utilizando
elementos finitos hibridos-Trefftz de deslocamento.

A formulacao hibrida-Trefftz com elementos de deslocamento aproxima dois campos
independentes, sdo eles o campo dos deslocamentos no dominio e o campo das forcas nas
fronteiras cinematicas dos elementos. As aproximacdes realizadas satisfazem localmente as
condi¢des do dominio. Por outro lado, ha a imposicdo da forma fraca das condi¢des de
fronteira de compatibilidade.

O refinamento 'p'-adaptativo em problemas cujo elementos sdo baseados nas
formulacGes hibrida-Trefttz permite a sele¢do de locais especificos onde o refinamento sera
feito (dominios e fronteiras) aproveitando as caracteristicas hierarquicas presentes nas bases
das fungdes de aproximacgdo deste tipo de formulagdo. Além disso, a condi¢do de Trefftz
imposta na formulacao, possibilita que todos os termos que constituem o sistema resolutivo
sejam calculados através de integrais na fronteira.

Este tipo de refinamento possibilita a selecdo dos graus das fung¢bes das bases de
aproximacao de maneira automatica, tanto para os campos de deslocamento no dominio e
das forgas nas fronteiras cinematicas. Foram definidos dois critérios de convergéncia, sdo eles:
o da variacao da energia de deformacao (critério global) e a densidade maxima do residuo na
fronteira (critério local).

A implementacdo de um algoritmo’p’-adaptativo tem o objetivo de facilitar a utilizagéo
dos elementos finitos hibridos-Trefftz por parte de usuarios inexperientes com esse tipo de

formulacao, tornando o software mais amigavel e de facil utilizacao.
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Trés problemas de elasticidade plana sdo utilizados para validar o algoritmo
implementado e entender o seu comportamento diante das diferentes caracteristicas de cada
problema.

Os resultados obtidos revelaram que os graus de aproximagdo obtidos ao final do
processo de refinamento automatico produzem solugdes fidedignas, comparadas com os

resultados de referéncia em termos de energia, deslocamento e tensdes.

Palavas chave: Problemas de elasticidade plana bidimensionais, Elementos finitos

hibridos-Trefftz, Refinamento ‘p’-adaptativo.
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ABSTRACT

The present work consists on the development and implementation of an algorithm ca-
pable of performing a 'p'-adaptive refinement in plane elasticity problems using hybrid-Trefftz
displacement finite elements.

The hybrid-Trefftz formulation with displacement elements approximates two independ-
ent fields, these are the field of displacements in the domain and the field of forces at the
kinematic boundaries of the elements. The approximations performed locally satisfy the do-
main conditions. On the other hand, there is the imposition of the weak form of the compati-
bility boundary conditions.

The 'p'-adaptive refinement in problems whose elements are based on hybrid-Trefftz
formulations allows the selection of specific locations where the refinement will be done (do-
mains and boundaries) taking advantage of the hierarchical characteristics on the bases of the
approximation functions of this type of formulation. Furthermore, the Trefftz condition im-
posed in the formulation allows all terms that constitute the solving system to be calculated
through boundary integrals.

This type of refinement allows automatically selection of the degrees of the functions of
the approximation bases, both for the displacement fields in the domain and for forces at the
kinematic boundaries. Two convergence criteria were defined, namely: the variation of the
strain energy (global criterion) and the maximum density of the residue at the edges (local
criterion).

The implementation of a 'p'-adaptive algorithm aims to simplify the usage of hybrid-
Trefftz finite elements by inexperienced users, making the software more friendly and easy to
use.

Three plane elasticity problems are used to validate the implemented algorithm and un-

derstand its behavior in face of the different characteristics of each problem.
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The results obtained revealed that the degrees of approximation obtained at the end of
the 'p'-refinement process returns reliable solutions, compared with the reference results in

terms of energy, displacement and stresses.

Keywords: Two-dimensional plane elasticity problems, Hybrid-Trefftz finite elements, 'p’-

adaptive refinement.
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INTRODUGCAO

1.1 Motivagao e objetivos

A area da Engenharia Civil tem como principal objetivo atender as necessidades dos seres
humanos na construgdo de diversos tipos de estruturas. Os tipos de estrutura podem ser
moradias (residéncias ou edificios), prédios e complexos comerciais para o mundo dos
negdcios e eventos. No ambito de construcdes de infraestruturas, estas vao desde vias de
transporte de pessoas e cargas, seja por rodovias, ferrovias através de vias terrestres ou
subterraneas. Indo um pouco além, ainda pertencem a este grupo as usinas geradoras de
energia para atendimento dos resisdentes de uma certa localidade (hidroeléticas, usinas
fotovoltaicas, usinas termoelétricas, etc.), industrias as quais produzirdo os insumos necessarios
para subsisténcia e manutencdo da vida da comunidade, e por fim, sendo ainda mais
abrangente, a area da engenharia civil também é responsavel por resolver problemas que
otimizam e melhoram a vida dos habitantes de uma cidade através da criacdo de pontes e
outros tipos de solugdes estruturais dos tipos mais diversos. Um engenheiro civil é profissional
capacitato e responsavel para conceber, projetar e construir essas solu¢des necessarias para o
bem-estar e contribuir com o desenvolvimento da sociedade.

O desenvolvimento dessas solu¢bes deve garantir a seguranga das estruturas concebidas
com o principal proposito de mitigar todo e qualquer tipo de risco para os seus usuarios e, ao
mesmo tempo essas solugdes devem ser sustentaveis, eficientes e garantir a vida Util dessas
estruturas com primor, aliadas ao melhor custo beneficio possivel.

O avancgo dos estudos nessa area e a crescente demanda de projetos cada vez mais
complexos, requer o constante desenvolvimento de novas praticas e a preparacdo dos

profissionais para terem a competéncia e os conhecimentos necessarios com o objetivo de



atender as diferentes necessidades da area, com a elaboragéo de projetos mais precisos aliado
as tecnologias disponiveis para sua concepgao.

O principal objetivo na concepgdo dos projetos é garantir que as estruturas apresentem
uma boa resposta estrutural quando finalizada a etapa de construcao e iniciada a fase de
utilizacdo, sendo assim expostas aos reais efeitos e comportamentos anteriormente previstos
na fase de projeto, além de suportar as condi¢des de fatores externos, como por exemplo
eventos sismicos e outros fatores que possam implicar na seguranca estrutural.

Os avancgos dos estudos nessa area, dao-se pelo entendimento do comportamento da
estrutura e a forma como esta responde as condices estaticas e dinamicas. Para isso, o
desenvolvimento de um modelo matematico que traduz tais efeitos é de extrema importancia,
pois a qualidade da constru¢do acaba por depender disto.

Os problemas de interesse para a area da engenharia civil, relacionados a analise do
comportamento estrutural e dos materiais que compde cada parte da constru¢ao, bem como
sua interacdo com o meio externo, sdo formulados a partir de principios matematico e das leis
da Fisica.

Os principios matematicos e leis da Fisica, permitem a determinacdo da solugdo para
diversos tipos de problemas. Existem problemas simples, ou seja, problemas de engenharia
que podem ser simplificados em modelos que nao requerem uma analise muito complexa e
podem ser resolvidos através de solugdes analiticas ou semi-analiticas, as quais retornam
solucdes exatas e, por outro lado, existem problemas mais complexos em que os métodos
anteriores ndo sao aplicaveis. Nesses casos é preciso o desenvolvimento de conhecimentos
matematicos avangados para a elaboragdo de um modelo em que seja possivel obter solugdes
aproximadas do real comportamento da estrutura.

A matematica avangada, bem como o profundo conhecimento do comportamento dos
materiais, fornecem um método de obter as solugdes aproximadas e essas sdo feitas através
dos chamados métodos numéricos que se apresentam como uma alternativa interessante face
as anteriormentes citadas. Este método esta em constante desenvolvimento devido ao avanco
acelerado dos meios computacionais, e que por sua vez, facilitam cada vez mais a sua aplicagéo
nos dias de hoje, mesmo que estas teorias tenham sido desenvolvidas ininterruptamente desde
o inicio do século XX. Através dos métodos numéricos é possivel particionar o dominio do
problema em pequenos elementos, os quais permitem obter uma solugdo aproximada. Os
métodos numéricos comumente conhecidos sdo os métodos das diferencas finitas, o método

dos volumes finitos, o método dos elementos finitos, entre outros.



Dentre os diversos métodos numéricos anteriormente citados, o método dos elementos
finitos (MEF) € um dos mais difundidos mundialmente e que resolve problemas transversais
para as diversas areas da engenharia. Este consiste na solucdo de equacdes diferenciais
também para problemas estruturais o qual serd o foco do presente trabalho e permitira
conhecer a fundo os mais variados problemas relacionados a teoria da elasticidade e prover a
recuperacao de uma possivel solugdo do comportamento real da estrutura, permitindo assim
sua utilizagdo pratica.

Os métodos numéricos resolvem essencialmente problemas de valores de fronteiras que
sdo caracteristicos da mecanica dos sélidos e da analise estrutural. Esses sdo compostos por
uma ou mais equacdes diferenciais e que inclui aspectos representativos para a obtencdo dos
campos dos deslocamentos, deformagdes e tensdes que sao regidas pelas leis constitutivas
dos materiais, as relacSes de equilibrio e as relacbes de compatibilidade. As condicbes de
fronteira (de cada subdominio), sejam forcas ou deslocamentos, completam este problema
tipico de valores de fronteiras.

Apesar de bastante difundido, o método dos elementos finitos utilizando os elementos
da forma convencional, apresenta diversas limitagdes e algumas desvantagens que
ocasionaram na ampliacdo do estudo de outros tipos de elementos, nomeadamente os
metodos dos elementos finitos ndo convencionais. Os elementos finitos ndo convencionais,
contam com diferentes tipos de formulacdes que podem ser classificadas em trés classes:
elementos finitos hibridos, elementos finitos hibridos mistos e elementos finitos hibridos-
Trefftz.

O algoritmo desenvolvido e implementado neste trabalho utilizando os elementos finitos
hibridos-Trefftz, toma partido do conceito de variaveis generalizadas (ndo-nodais) presentes
na estrutura das fun¢des que compdem as bases de aproximagado, conferindo uma qualidade
de serem hierarquicas. Essa qualidade permite o desenvolvimento de algoritmos em que seja
possivel realizar o enriquecimento seletivo (refinamento ‘p’-adaptativo) das bases de
aproximacao e como consequéncia, possibilita a sua utilizacdo por usuarios menos experientes.

No presente trabalho é implementado um algoritmo utilizando a formulagdo de
elementos finitos hibridos-Trefftz no seu modelo de deslocamento, para resolver problemas
elastoestaticos em estado plano de tensdo ou deformagdo com o processo de refinamento p’-
adaptativo. Esta implementacao converge com o objetivo deste trabalho de forma a dispor
de novas ferramentas para a comunidade cientifica e possibilitar o continuo aprimoramento

da area.



Os problemas de estruturas bidimensionais sdo de grande relevancia e aplicabilidade
nos projetos da engenharia civil, como por exemplo paredes resistentes, consolas curtas
(presentes em estruturas pré-moldadas), tuneis, barragens, muros de suporte, entre outros.

Com essa implementacdo, pretende-se extender as funcionalidades do programa
existente FreeHyTE — Structural HTD, possibilitando a resolugdo de problemas estruturais com
elementos de deslocamento em que seja possivel realizar um refinamento automatico das
funcdes que compde as bases de aproximagdo no dominio e nas fronteiras dos elementos,
utilizando critérios de refinamento que priorizam regides de interesse para a entrega de uma
melhor solugdo. O processo de refinamento ‘p’-adaptativo, tem como principal propdsito
minimizar o erro associado a aproximagao do método e controlar o processo de convergéncia
com o intuito de obter a melhor solugdo aproximada possivel.

Para a implentacdao do modelo é utilizado o programa FreeHyTE que é um software
publico, desenvolvido em ambiente Matlab [1], de cdédigo aberto e amigavel para a solucdo de
problemas de valores de fronteira hiperbdlicos, parabdlicos ou elipticos utilizando o método
de Trefftz [2] e foi desenvolvido por I. D. Moldovan, I. Cismasiu e outros investigadores que ao
longo dos ultimos anos tém realizado trabalhos com o objetivo de tornar mais abrangente as
funcionalidades do programa. Atualmente este ja conta com a possibilidade de solugdo de
problemas acusticos, térmicos e estruturais. Dentre eles estdo os problemas transitorios
definidos em meios porosos e saturados (bifasicos), problemas de transferéncia de calor, por
conducgdol3], problemas estruturais elastoestaticos com elementos de deslocamento (HTD -
"Hybrid Trefftz Displacement”) [4] e que posteriormente foi desenvolvido também para
elementos de tensdo (HTS - “Hybrid Trefftz Stress”) [5] e mais recentemente problemas em
meio solido sujeito a cargas transitorias (estruturas sujeitas a agdes dinamicas) [6], entre outros.
Nota-se que ndo existe atualmente, nenhuma outra plataforma computacional publicamente

disponivel que realize solucdo de problemas utilizando este tipo de elemento finito.

1.2 Revisao bibliografica

O método dos elementos finitos (MEF) é agora uma parte importante e indispensavel
nos projetos de engenharia para a analise de estruturas, solidos e fluidos [7]. O
desenvolvimento e utilizacdo do MEF ganhou forca de estudo, notoriedade e aplicacdo pratica
com a melhoria do processamento de dados dos computadores, desencadeada pela evolugao

tecnoldgica exponencial das ultimas duas décadas.



Este método é utilizado de forma a obter numericamente respostas aproximadas e
aceitaveis de problemas que seriam muito complexos ou impossiveis de serem resolvidos
através de uma formula analitica. A base dos elementos finitos consiste em subdividir um
problema que se pretende analisar em varios subdominios de dimensdes finitas. Em cada
problema é definido um comportamento aproximado, local, para a definicdo das incognitas.
Um exemplo de aplicacdo é em problemas estruturais os quais se desejam analisar as tensdes
e deslocamentos de um corpo.

R. L. Courant [8], é considerado um dos precursores dos elementos finitos por ter
publicado o primeiro artigo oficial sobre uso desta técnica, em 1942. O trabalho foi de grande
contribuicao, pois o autor demonstrou pela primeira vez como o uso dos métodos variacionais,
primeiramente descritos por Lord Rayleigh poderiam ter uma aplicacdo mais ampla na teoria
do potencial, utilizando elementos triangulares com funcdes lineares e assim ele tragcou alguns
exemplos bidimensionais.

Posteriormente a ideia foi ampliada com mais bases matematicas por J. L. Synge, em
1957 [9]. Neste trabalho o autor introduziu a ideia de problemas utilizando equacaes
diferenciais de valores de fronteiras. As suas teorias foram utilizadas no trabalho de R. J. Dufffin
[10], que compilou os trabalhos realizados por Courant e Synge e os aplicou em fun¢bes
lineares no interior dos elementos de modo que satisfizessem condi¢cbes de fronteiras pré-
definidas para problemas de condutibilidade. R. Clough, por sua vez, em 1960 apresentou o
primeiro estudo realizado para problemas de elasticidade plana [11].

Em 1965 e 1970, Zienkiewicz e Cheung publicaram livros de grande relevancia sobre os
métodos dos elementos finitos [12,13] e sua aplicacdo transversal em diversas areas da
engenharia.

Os primeiros modelos de elementos finitos para a resolucao de problemas estruturais
baseiam-se na aproximagao direta do campo dos deslocamentos e na verificagdo das
condigdes de compatibilidade. As equacdes de equilibrio, por sua vez, sao caracterizadas pela
sua imposi¢ao na forma fraca, originando um sistema composto por equagdes cuja solugdo
indica o equilibrio das forcas nodais equivalentes. Como consequéncia deste modelo, os
resultados apresentados asseguram uma solucdo conforme em termos de deslocamento
(solugdes compativeis), mas ndo equilibrada. Em outras palavras, pode-se dizer que ha uma
boa aproximacao da solugdo para os campos dos deslocamentos, no entanto, a aproximagao
para o campo das tensdes acabam por nao apresentar uma qualidade equivalente. Outra
consequéncia, esta na concepcao da malha do problema, pois esta exige um refinamento em

determinadas zonas as quais podem sofrer altos gradientes de deslocamentos ou tensdes



(comum em pontos de singularidade), o que torna o processo complexo e dificil e ainda nos
dias de hoje esta pratica € habitual, inclusive em softwares de uso comercial. Com o objetivo
de contornar as consequéncias mencionadas anteriormente, foi desenvolvido mais tarde uma
nova formulacao dos problemas em elementos finitos. Esta permite criar um modelo que conta
com a possibilidade de fazer duas aproximagdes de maneira independente, sendo um no
dominio e outro na fronteira de cada elemento e que recebem, por essa caracteristica, 0o nome
de elementos finitos hibridos ou comumente conhecidos como ndo convencionais [14].

A formulacao dos elementos finitos hibridos conta ainda com um tipo especifico de
formulacdo chamada de Método de Trefftz. Os fundamentos da formulacdo dos elementos
finitos hibridos-Trefftz foram estabelecidos por E. Trefftz em 1926 [15]. Esta formulacdo é
concebida com fungdes que satisfazem todas as equagdes governativas no dominio (equilibrio,
compatibilidade e as leis constitutivas), o que possibilitou obter solugdes com um melhor
equilibrio entre as qualidades das aproximagdes dos campos dos deslocamentos e das tensdes.
Neste caso, os pesos contidos nas bases das funcdes de aproximacao sao as principais
incognitas do problema, ao contrario dos valores nodais dos campos aproximados, que sao
caracteristica dos elementos finitos convencionais. Contudo, a falta de meios computacionais
para os calculos de problemas em larga escala ndo estavam disponiveis na época.

Em 1978, quatro formulacbes hibridas-Trefftz foram estabelecidas por J. Jirousek, com a
aplicabilidade na resolucao de problemas mecanicos [16]. O diferencial nas formulacGes estava
na forma de aproximar os campos nos dominios e nas fronteiras dos elementos, e também
como eram impostas as condi¢des de continuidade nas fronteiras interelementares.

Na década de 80, I. Herrera conduziu novas investigacbes do método de Trefftz
publicando uma série de artigos os quais definiu os fundamentos matematicos para a
construcao das bases de Trefftz de forma completa [17].

Nas Ultimas trés décadas foram realizados mais estudos para o desenvolvimento da
formulacao hibrida-Trefftz e que resultaram em trabalhos expressivos, principalmente na area
da elasticidade plana o qual conta com grupos de investiga¢des liderados por J. Jirousek e J.
Freitas e que sdo de grande contribuicao para o desenvolvimento da area em questao.

J. Jirousek propos o método indireto na formulagdo de Trefftz alicercado na utilizagdo de
aproximacdes convencionais nas fronteiras, onde os pesos das mesmas sdo os proprios
deslocamentos nodais. Por outro lado, na década de 90, J. Freitas utilizou do método indireto
para propor a imposi¢do da formulagdo na sua forma fraca na continuidade das fronteiras,
onde os pesos das fun¢des de aproximacdo passam a nao ter um significado fisico. Assim,

diversos trabalhos com este modelo foram publicados na sequéncia, para a solucdao de



problemas elastostaticos planos e este € o mesmo método utilizado no presente trabalho. Na
segunda metade da década de 90, trabalhos de grande notoriedade e contribuicdo foram
publicados. Em 1996, os modelos duais de deslocamento [18] e em 1998 os de tensdo [19].
Além disso, foram ainda apresentadas as formulagdes tridimensionais elastostaticas [20] e
elastoplasticas [21], bem como formulagdes elastodinamicas nas referéncias [22] e [23]. A
Tabela 1.1 resume a diferenca dos elementos finitos convencionais e os elementos finitos
hibridos-Trefftz.

Em relagdo aos elementos hibridos, existem duas formas de como podem ser realizadas
as aproximacoes e diferenciam-se em dois tipos de formulag¢des: hibridos de deslocamento e
hibridos de tensao. Nos elementos finitos hibridos de deslocamento, sdo feitas aproximacgdes
dos deslocamentos no dominio dos elementos e de forcas nas fronteiras. Ambas de forma
independente e a continuidade inter-elementar é imposta na forma de deslocamento. De
outro modo, nos elementos finitos hibridos de tensao, sdo aproximadas as tensdes no dominio
dos elementos, os deslocamentos nas fronteiras e a continuidade inter-elementar é imposta
explicitamente na forma de tensGes. Em ambos os modelos, a aproxima¢do no dominio é
forcada a satisfazer localmente todas as equacdes governativas, uma caracteristica tipica dos
elementos finitos hibridos-Trefftz, como discutido anteriormente [24].

Ainda, com o aprimoramento do método dos elementos finitos foram criados
procedimentos para a melhoria da solucao obtida através de refinamentos. O mais comumente
aplicado é o refinamento do tipo 'h’, através do qual aplica-se um aumento da quantidade de
elementos da malha [25,26].

Ultimamente, tem sido desenvolvido diversos trabalhos utilizando aplicagdes de
procedimentos de refinamento ‘p’-adaptativos (ou enriquecimento seletivo) para problemas
estruturais com elementos de deslocamento [27, 28, 29] e para problemas de calor em regime
estacionario [3], nos quais sdo enriquecidas as bases das funcbes de aproximacao que

compdem elementos e fronteiras.



Tabela 1.1: Comparacdo dos elementos finitos convencionais e hibridos-Trefttz. Adaptado de [4]

Elementos finitos convencionais

Elementos finitos hibridos-Trefftz

Implementados em programas de

calculo automatico comerciais.

Nao existem programas de calculo

automatico comerciais.

Fungdes de aproximacao definidas

em func¢do dos nés do modelo.

Fungdes de aproximacao
‘desligadas’ dos n6s do modelo. Escolha

das funcdes livre.

Os pesos expressam quantidades

fisicas.

Os pesos ndo expressam

quantidades fisicas.

Pouco flexiveis, facil utilizacao.
Necessaria a escolha da geometria da

malha e do tipo de elemento.

Bastante flexiveis, dificil utilizacdo

pelo utilizados inexperiente. Necessaria a
escolha da geometria da malha, do tipo
de elemento, e da base das fun¢des de
aproximacao para o dominio e para e

fronteiras essenciais de cada elemento.

Elementos localmente compativeis.

Elementos nem localmente
compativeis nem localmente

equilibrados.

Refinamento ‘p’ obriga a recalcular

todo o sistema resolutivo do elemento.

Refinamento ‘p’ localizado sem

perda de dados.

Assemblagem do sistema requer o
somatorio das matrizes de rigidez e

vetores do sistema resolutivo.

Assemblagem do sistema nao
requer o somatorio das matrizes e

vetores do sistema resolutivo.

As aproximacgdes dos campos de
deslocamentos oferecem melhores
estimativas que as aproximacgdes aos

campos de tensoes.

Qualidade equivalente das
estimativas obtidas pelas aproximagdes

dos campos de deslocamento e tensoes.

E de grande importancia salientar a preocupacdo que R. Clough registrou em um dos
seus trabalhos em 1990 [30]. O resultado das analises em elementos finitos ndo pode ser
melhor que os dados de entrada e o julgamento utilizado na modelagdo da formulagéo
matematica. Os engenheiros que fazem o uso do MEF devem aplicar um bom julgamento

baseado nos conhecimentos da engenharia para a analise dos resultados, aliado ao



conhecimento profundo da formulacao e dos tipos dos elementos finitos utilizados, bem como

suas limitacdes.

1.3 Organizagao do documento

O presente trabalho é organizado e dividido em 7 capitulos.

No atual capitulo 1, apresentam-se motivacdes e objetivos que culminaram na
elaboragdo deste trabalho e também a origem e contextualizagdo dos temas que serdo
abordados.

No capitulo 2 sdo apresentados os conceitos tedricos relacionados a teoria da
elasticidade plana e as equacbes governativas que regem os problemas estruturais em duas
dimensdes.

No capitulo 3 sdo abordadas as bases das formulagdes dos elementos finitos hibridos-
Trefftz de deslocamento, e apresentam as aproximagdes aplicadas ao dominio e as fronteiras
dos elementos, bem como estabelece a condigdo de Trefftz, sendo esta ultima primordial para
o desenvolvimento e aplicagdo do algoritmo de forma pratica e otimizada. Para além disso,
sao definidos os conceitos da indeterminagao estatica e cinematica e o conceito da energia de
deformacao.

No capitulo 4 sdo apresentados os conceitos bases para a aplicabilidade do
procedimento 'p’-adaptativo na formulagdo dos elementos finitos hibridos-Trefftz e que
compdem a base do algoritmo desenvolvido neste trabalho. Sdo definidos os conceitos,
vantagens e as funcionalidades das bases hierarquicas, caracteristica deste tipo de elemento e
é o principal fator que possibilita a implementacdo de tal procedimento de enriquecimento
seletivo. Posteriormente, sao estabelecidas as diretrizes para o refinamento das bases de
aproximacao nas fronteiras e no dominio dos elementos durante processo ‘p’-adaptativo. Por
fim, sdo definidos os critérios de refinamento do problema e de paragem do algoritmo.

No capitulo 5 é apresentada a implementacdo do algoritmo nas fases de pré-
processamento, processamento e pos-processamento. Na etapa de pré-processamento sdo
elencados os dados de entrada necessarios para o funcionamento do algoritmo e como sao
feitas a estruturacao dos dados. Na fase de processamento, sdo demonstrados o processo do
mapeamento do sistema e como o algoritmo realiza a integracdo numérica e consolida os
dados processados de forma a manter a estabilidade numérica do sistema resolutivo. E
apresentado também, um passo a passo da légica do algoritmo desenvolvido e da maneira

em que é formatado o processo de refinamento ‘p’-adaptativo, com a apresentagdo de



fluxogramas para a elucidacdo de cada fase do processo para o leitor. Para terminar, sdo
demonstrados os métodos de apresentagao das solu¢es obtidas para o utilizador na fase de
pds-processamento.

No capitulo 6, sdo resolvidos trés problemas para a validagédo do algoritmo ‘p’-adaptativo
e o0 seu desempenho nas analises de erros e processos de convergéncia, comparando os
resultados obtidos com a solucao conhecida e apresentadas por outros autores.

No capitulo 7 sdo pontuadas as conclusdes obtidas no processo de desenvolvimento do
presente trabalho, bem como a recomendacao de possiveis trabalhos futuros com o objetivo

de ampliar os conhecimentos obtidos neste trabalho para outras utilizagdes praticas.
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PROBLEMAS DE ELASTICIDADE PLANA

2.1 Introducao

Os conceitos basicos da teoria da elasticidade sdo descritos neste capitulo: relacdes de

equilibrio, relagdes de compatibilidade e relaces constitutivas.

Consideremos seguintes hipoteses simplificativas para um problema de elasticidade

plana em 2 dimensdes:

O material é homogéneo e uniforme em partes;

Linearidade fisica: material é elastico linear, o que significa que todas as
deformacdes produzidas por forgas exteriores desaparecem quando essas sao
retiradas;

Linearidade geométrica e hipdtese dos pequenos deslocamentos: deslocamentos
e deformacgdes sdo pequenos e as condi¢des de equilibrio se apresentam para o
sistema ndo deformado.

O material é isotrépico, portanto exibe as mesmas propriedades elasticas em
qualquer dire¢ao do plano;

As forgas que atuam no dominio (e.g. forgas de massa) sdo desprezaveis.

2.2 Equagbes governativas

Um corpo com propriedades elasticas e que esta submetido a um conjunto de forcas e

sujeito a deslocamentos impostos na sua superficie compde um cenéario de um problema que

se pode resolver através da Teoria da Elasticidade, tornando-se possivel encontrar os campos

de tensdes (esforgos internos), deformacgdes e deslocamentos por ele sofrido.
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A resolugcdo desse problema conta com a definicdo das equagbes que regem o
comportamento e a resposta do material no dominio em consequéncia daquilo que o corpo

esta sujeito nas suas fronteiras e a garantia do equilibrio e compatibilidade entre ambos.

2.2.1 Equagbes no dominio

No dominio desse corpo, o problema é definido pelas equagdes de equilibrio de um
elemento diferencial, as relacdes de compatibilidade, que definem a cinematica da sua
deformacao e as relagdes constitutivas, que estabelecem a proporcionalidade entre tensdes e

deformacodes.

Relagbes de equilibrio

A partir de um elemento diferencial com area de dimenséo dxdy sujeito a um estado de
tensdo genérico (Figura 2.1), é possivel deduzir as equacdes diferenciais de equilibrio das
tensdes. Considera-se uma variacao diferencial dos campos de tensdo ao longo do elemento

e, portanto, a tensdo normal na faceta 1 ndo é igual a da faceta 3.

o, + doy
Tyy + dey
@ A By T ATy
Ox Ox + dox
<« D @ 3| >
Y @
Ty v dx
X <
Txy
Oy

Figura 2.1: Elemento diferencial sujeito a um estado biaxial de tenséo

Desse modo, é expresso o equilibrio das forcas na direcao x (2.1) através da equagao
(2.2).

Zszo 2.1)
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0Tyy
dy

da,

—0,dy — Tyydx + oydy + o

dxdy + Ty,dx + dxdy =0 (2.2)

Obtém-se, a equacao diferencial de equilibrio das tensdes para a direcao x, expressa pela
equacgao (2.3):

00, 0Tyy
W + W =0 (23)

Da mesma forma, ao calcular o equilibrio das forgas para a direcao y, obtemos a equagao

diferencial de equilibrio das tensGes para a direcao y, expressa pela equagao (2.4):

Jt do
yx y
— =0 .
0x dy @4

Ambas as equagdes, (2.3) e (2.4) compdem um sistema o qual expressa o equilibrio das

tensdes de um corpo num problema de elasticidade, expresso pela equagao (2.5):

00, 0Tyy
ox Ty
0Tyy N dao,, _ 0 (2.5)
L ox " ay ~
9 0 2
A partir dai, é possivel definir o operador diferencial de equilibrio D= o 5 aay , 0
0 _— —
dy 0x

qual permite escrever as equacgdes de equilibrio na sua forma compacta conforme a equagéo
(2.6)

Do=0 (2.6)
sendo ¢ as tensdes atuantes no elemento.

Relagbes de compatibilidade

A deformacdo de um corpo é medida pelo racio entre a dimensdo deformada e a

dimensao original.
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Um corpo sujeito a esforcos e que possui restricdes suficientes para provocar uma
alteragdo nas suas dimensdes originais, ou seja, um deslocamento que ndo seja de corpo rigido
provoca deformacdes extensdes (¢) e/ou distor¢des (y), e ndo apresenta descontinuidades
[31].

A partir de um elemento diferencial no plano com dimensdes dxdy, Figura 2.2, e com
propriedades de um corpo elastico que estd sujeito a agdes que provocam deformagdes

normais nas direcdes x e y, pode-se deduzir as componentes ¢, dado pela equagao (2.7) e ¢,

dado pela equagao (2.8) e que expressam as deformacdes nessas diregdes, respetivamente.

oV ¢
‘-TV"'@y Y
\ ' '
\ D C
— -
D C
=)

jk A B
B

t u+ggdx

Figura 2.2: Deformacdo normal de um elemento diferencial

ou
& = dx T Ox

v
Lyt o 2.8)
Y dy dy

A partir de um elemento diferencial sujeito a a¢des que induzem deformacgdes
tangenciais representado pela Figura 2.3, é possivel deduzir essa deformacgdo através da

equacao (2.9) a qual expressa a variacdo angular total em que corpo deformado esta sujeito e

é denominado de distorcao [32].
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A ,
duy
u+ By y
au g
o ay
oy .
] D ;.‘ C ‘I“
v+ g_;’ dy |
L /g | V
1 .‘"‘ ‘.‘ v+ o dx
B8
i A | ™ B '
1 > X
~u_ —
u+ AU g4y

ax

Figura 2.3: Distorcao de um elemento diferencial

_ _ 0y 0y
yxy—a‘l'ﬁ—a_"'a_ (2.9)
y x

O sistema que traduz as componentes normais e tangenciais do vetor das deformacdes

e estabelece a relagdo de compatibilidade é expresso pela equagao (2.10).

( ou
SX

_617
_E)y
_ du

g

Com o uso do operador diferencial D, é possi

Lny - @ +

" ox

(2.10)
v
0x

vel reescrever equagao de compatibilidade

também na sua forma compacta dada pela equagao (2.11)

D'u=c¢

onde D* representa o operador diferencial de
Cartesianas é o transposto do operador diferen

elemento e € a deformacdo normal.
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Relag¢bes constitutivas

As relacdes constitutivas na Teoria da Elasticidade sdo igualdades que relacionam o
campo de tensdes com as deformacgdes através da matriz de rigidez do material k conforme a

equacao (2.12).

o= ke (2.12)

O modelo do material elastico linear, dentre diversos modelos existentes, tem como
caracteristica o mesmo caminho linear de carga e descarga. As relacdes entre as componentes
das tensdes e as componentes das deformacdes foram estabelecidas experimentalmente para
cada tipo de material [33].

Uma placa submetida a tensGes nas direcdes x e y apresenta, geralmente,
componentes de deformagdes em ambas as diregdes. Os experimentos mostram que essas
componentes sdo obtidas através da sobreposicdo das deformacgdes produzidas por cada uma
das duas tensdes. O coeficiente de Poisson é uma constante que permite equacionar e
sobrepor as componentes da deformacao [33].

Como dito anteriormente, o estado plano explora a simplificagdo que ocorre quando
se espera tensdes principais ou deformagdes nulas numa direcao Cartesiana de uma estrutura
tridimensional, o que implica na redu¢do de um problema tridimensional em um problema

bidimensional.

Estado plano de tensdo

Admite-se uma placa fina com um carregamento aplicado a sua fronteira na direcao
paralela ao plano na placa e distribuida de maneira uniforme na sua espessura, conforme
ilustrado na Figura 2.4. As componentes da tensao o, T, T,, S30 zero em ambas as faces da
placa e por consequéncia de ser uma placa fina, assume-se que essas tensdes sao zero ao logo
da espessura da placa. Portanto, resultam as tensdes existentes oy, 6, e Ty, que também ndo

variam ao longo da espessura.
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A

-
-

Figura 2.4: Exemplo de uma estrutura sob o estado de tensdo plana. Adaptado de [34]

Assim, a matriz de rigidez é expressa pela equagao (2.13)

1 v 0
E (v 1 o0

:(1—1/2) 0 0 1—v

k (2.13)

sendo E o modulo de Young do material e v o coeficiente de Poisson.

Estado plano de deformacao

Da mesma forma o estado plano de deformacao conta uma simplificagdo ao assumir que
as deformacdes ao longo da dire¢éo z séo nulas, devido ao fato de a dimensao nesta dire¢do
ser muito grande contanto que toda a secao transversal esteja sobre a mesma condicao de
esforcos. Sua utilizacdo da-se em analises de muro de suporte, de seccdes de tuneis, entre

outras e um modelo € ilustrado na Figura 2.5.

Z‘,

Figura 2.5: Exemplo de uma estrutura sob o estado plano de deformacdo. Adaptado de [34]

Assim, a matriz de rigidez € expressa pela equacao (2.14):
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1—v v 0

T 1w (2.14)

Equagao de Navier
A partir das relacOes estabelecidas, é possivel escrever a relagao constitutiva em termos

da relacao de compatibilidade, expressa pela equacao (2.15).

o =kD*u (2.15)

Reescrevendo a relacdo de equilibrio (2.7) em termos do deslocamento, obtemos a

equacao de Navier expressa pela equagao (2.16).

D(kD*u) = 0 (2.16)

2.2.2 Condicdes de fronteira

Estabelecidas as condi¢des que devem ser satisfeitas no dominio, é preciso observar as
condicbes de fronteira que devem ser atendidas no problema. As componentes das tenses
variam ao longo da placa e precisam estar em equilibrio com as forcas exteriores atuando na

fronteira, além também dos deslocamentos estarem de acordo com as condices cinematicas

impostas.

\l‘ r fu 7, / /
o 7 / /ur

Figura 2.6: Condicdes de fronteira do tipo fronteiras do tipo Dirichlet (r,), Neumann (r, )num problema

plano
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Serao considerados neste trabalho dois tipos de condi¢des de fronteira:

- Dirichlet ou cinematica: condicdes de fronteira onde os deslocamentos sdo

especificados, conforme equacao (2.17):

u=u, (2.17)

sendo u, o vetor dos deslocamentos impostos.

« Neumann ou estatica: condi¢des de fronteira onde as forgas sdo especificadas,

conforme equacao (2.18)

t. =no (2.18)

sendo t, a forca atuante na fronteira e n a matriz que contém as componentes da normal

n, 0 ny>

unitaria ao plano da fronteira tal que n = (
0 n, ny
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ELEMENTOS FINITOS HiBRIDOS-TREFFTZ DE
DESLOCAMENTO

3.1 Discretizacdo do meio

Um meio cujo dominio possui uma area V dividida em dois elementos por uma fronteira
interior (r{,;), com condicdes de fronteira do tipo Dirichlet (r{,) onde tem um deslocamento
imposto ré:u = u, e também condicdes de fronteiras exteriores do tipo Neumann (r&) onde

tem as forcas aplicadas t,. = na, conforme ilustrado na Figura 3.1.

Figura 3.1: Meio com 2 elementos finitos i e j, fronteiras do tipo Dirichlet (r$), Neumann (rg) e interior

()

Ao dividir o meio em elementos finitos, aparecem as fronteiras interiores e
consequentemente condi¢des adicionais nas fronteiras entre os elementos finitos. Estas sdo

nomeadamente as condi¢des que garante a compatibilidade dos deslocamentos e o equilibrio
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das forgas entre os elementos vizinhos. Tal garantia busca solu¢bes em que os campos dos
deslocamentos e das tensdes sejam continuos de um elemento a outro, ndo havendo
descontinuidades na solugao.

A colagem entre elementos adjacentes i e j é definida pela expressao (3.1):

ul=w (3.1)

O equilibrio das forcas entre elementos adjacentes i e j é definido pela expressao (3.2):

niet +nia/ =0 3.2)

sendo o a tensao atuante na fronteira.

3.2 Aproximacdes

A seqguir sao definidas as aproximacdes dos campos dos deslocamentos, deformacgdes e
tensdes, que ocorrem no dominio dos elementos, utilizando a base ¥.

« Aproximagdo dos campos dos deslocamentos, definida pela expressao (3.3)

u(x,y) =¥(x,y)q, emVe (3.3)

sendo ¥ a base das funcbes de aproximacao e q o vetor dos coeficientes que traduz os

deslocamentos generalizados associados a respetiva base.

« Através da relagdo de compatibilidade, definida pela equacao (2.11) escreve-se a

aproximacdo do campos das deformacdes, definida pela expressao (3.4):

g(x,y) =E(x,y)q,emV¢® (3.4)

sendo E(x,y) = D*¥(x,y).

« Através da relagdo da elasticidade dado pela equacao (2.12) escreve-se a

aproximacgdo do campo das tensdes, definida pela expressao (3.5):
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o(x,y) =S(x,y)q,emVe (3.5)

sendo: S(x,y) = KE.

« Para além dos campos no dominio, aproximam-se as forcas nas fronteiras de

Dirichlet e interiores r§ = rf, U r{, definida pela equacéo (3.6)

t(s) = Z(s)p, emré (3.6)

sendo Z a base das funcdes de aproximacao das fronteiras, expressa na coordenada local da

fronteira (s) tal que s € [—1,1] e p o vetor das forgas generalizadas.

3.3 Formulacao

A formulacdo é expressa através da imposicdo em forma fraca das equagdes no dominio
e na fronteira, através do método do Método dos Residuos Pesados proposto por Garlekin.
Esse método basicamente consiste em utilizar como peso as mesmas fun¢des que usam para

aproximar os campos tendo como consequéncia um sistema simétrico e esparso.

3.3.1 Equagdes no dominio

A partir da equacao de equilibrio no dominio estabelecida pela equacao (2.6) escreve-se

a equacao (3.7)

f Y'DodVe =0 (3.7)
Ve

sendo ¥T a base transposta e V¢ o dominio do elemento.
As relagdes de compatibilidade (2.15) podem ser substituidas na equacao (3.7) e obtém-

se a equacao (3.8):

YT[DkeldVe =0 (3.8)
ve
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Escrevendo a equacdo (3.8) em termos dos deslocamentos, obtém-se a equacdo de

Navier na forma fraca, expressa pela equagao (3.9):

YT[D(kD*u)]dVe =0 (3.9)
Ve

Aplicando o teorema da divergéncia na equacgdo (3.9) o qual coloca em evidéncia as

fronteiras, obtém-se a equacao (3.10)

wT[D(kD*w)]dve = f YTn(kD*w)dr® — | (D*P)Tk(D*w)dVe (3.10)
ve ré ve

sendo I'¢ as fronteiras do elemento.
A integral na fronteira da equacéo (3.10) inclui todas as fronteiras, sendo essas as de
Neumann e essenciais e que por sua vez incluem as fronteiras do tipo Dirichlet e interiores.

Entdo, é possivel reescrevé-la conforme a equacao (3.11):

YT [D(kD*u)]dVe =f ’I’Tnadr3+f Y'nodre — | (D*P) k(D*wdve  (3.11)
ré ré ve

Ve

sendo r¢ as fronteiras do tipo Neumann e r§ as fronteiras essenciais
Uma vez conhecida a forca imposta nas fronteiras do tipo Neumann (t.) é possivel
substituir na equacgdo (3.11). Nas fronteiras essenciais, por ndo ser conhecidas as forgas, é feita
a aproximacdo com a base Z e o peso p (3.6). O deslocamento, também é substituido pela sua

aproximacao estabelecida anteriormente na equacao (3.3). Assim, obtém-se a equagao (3.12)

YT [D(kD*u)]dVe =j lI’Ttrdrf,+J YiZdrép — | (D*P)'k(D*'W)dVeq  (3.12)
ré ré ve

ve e

A equacéo (3.12) define a formulagdo no dominio do problema e a partir dos seus termos

fazem-se as definicbes expressas nas equagdes (3.13), (3.14) e (3.15).

K=| (D'")"k(D*®)dV® (3.13)
Ve

B = felllTZdrg (3.14)

e
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t. = L‘I’Ttrdri (3.15)
T'e

Posto isto, origina-se a primeira equacao do sistema resolutivo, expressa pela equagado
(3.16):

Kq—Bp = t, (3.16)

Na equagao (3.16), K é a matriz de rigidez do elemento finito, definida no dominio, B a
matriz de fronteira, definida nas fronteiras essenciais, e t,. o vetor das forcas aplicadas, definido

nas fronteiras de Neumann.

3.3.2 Equacao nas fronteiras

A condicao de compatibilidade (2.17) é imposta em forma fraca nas fronteiras essenciais,
utilizando as funcdes contidas na base das forcas Z para ponderacao. Sendo assim, é obtida a
equacao (3.17):

f ZTudr? =f ZTu.dré (3.17)

Aplicando a aproximagdo dos deslocamentos no dominio (3.3), a equagao (3.17) assume

a forma da equacgéo (3.18):

fZT'I’drﬁq=f ZTu dré (3.18)
ry ry

Portanto, substituindo a definicédo (3.14) na equagao (3.18), obtém-se a segunda equagao

do sistema resolutivo, expressa pela equacao (3.19):

—BTq= —u_ (3.19)

tal que u,, pode ser expresso pela equacao (3.20):
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u, = f eZTurdr:i (3.20)

u

A imposicdo em forma fraca nas fronteiras essenciais interiores, conforme a definicao

(3.1), a considerar dois elementos adjacentes i e j, é dada pela expressdo (3.21):

fe Z"uldr§,, :fe Z"w drf,, (3.21)

Tint Tint
Aplicando a aproximacao dos deslocamentos no dominio (3.1) na equacéao (3.21), obtém-

se a equacgdo (3.22):

f ) ZTwidré , q; = f . Z'widrt,, q; (3.22)
Tint Tint

Escrevendo a equagdo (3.22) na forma matricial, obtém-se a terceira equagdo que

compde o sistema resolutivo, dada pela expressao (3.23):

Juntando as equagdes estabelecidas no dominio (3.16) e nas fronteiras (3.19) e (3.23)

escreve-se o sistema resolutivo na forma matricial dada pela equacao (3.24):

—Iz(;T _oB] (Z) - (_t_ru—r) (3.24)

3.4 Condicao de Trefftz

O sistema governativo (3.24) é obtido através de duas aproximacdes de maneira
independente, nomeadamente no dominio e nas fronteiras. Para além das habituais restricdes
de independéncia linear, ndo ha limitacdes em termos do tipo de fun¢des a serem inseridas
nas bases ¥ e Z.

A condicao de Trefftz (3.25) é uma particularidade dos elementos finitos hibridos-Trefftz.
Tal condicao impd&e o uso fungdes de aproximacao das bases ¥ que satisfacam a equagao de

Navier (2.16).
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DkD*¥Y =0 (3.25)

Assim, aplica-se o teorema da divergéncia na equacao (3.13), obtendo assim a equacao
(3.26)

K= | (D'")Tk(D*P)dVe = | (D*'P)'Sdve
ve ve

= | Y'nSdr® — | ¥Y'DSdV® (3.26)

ve ve

Sabendo que as bases no dominio satisfazem a condicdo de Trefftz, a expressado da

matriz de rigidez é expressa conforme equagao (3.27):
K = f YT (nS)dre (3.27)

O uso desta condigdo na expressao da matriz de rigidez K , possui uma vantagem que €
o desaparecimento das integrais no dominio e todos os blocos do sistema resolutivo sdo
definidos apenas com integrais nas fronteiras dos elementos.

3.5 Fungbes de aproximagao

A partir da condicao de Trefftz (3.25) encontram-se as fungdes da base ¥ que satisfagam

a equacao de Navier que se apresenta na equacao (3.28) na sua forma explicita:

V(kip + k3z)VTW + k33V2W =0 (3.28)

sendo V o operador gradiente expresso na equagao (3.29):

V= (g;) (3.29)

e VT, o operador divergéncia, expresso na equacéo (3.30):
v’ = (ax ay) (3.30)
e V2, o operador Laplaciano, expresso na equacado (3.31)

V2 = 0x* + ay* (3.31)
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sendo k;;, o termo da linha i da coluna j das matrizes de rigidez do material correspondentes

ijr
aos estados planos de tensdo ou deformacdo. Os termos kq; e k,, sao eliminados conforme o

sistema (3.32)

{ ko = kqq (3.32)

ki1 = ki + 2k33

A equacao explicita de Navier (3.28) admite duas classes de solugdes, obtidas utilizando
fungdes potenciais harmonicas e bi-harmonicas, que correspondem as parcelas ¥, e ¥, da
base dos deslocamentos ¥. As solugdes das funcdes do tipo harmodnicas sdo obtidas
assumindo que o campo de deslocamentos u é definido como o gradiente de uma fungao

potencial ¢, conforme expresso na equacao (3.33)
_ (Px
u="Vgp, = ((p’y) (3.33)
Ao substituir a equacao (3.33) na equacao (3.28), obtém-se a equacao (3.34)
V[(kiz + k33)V2@p] + k33VV20p = 0 (3.34)

Portanto, para satisfazer a equacao explicita de Navier, basta que o Laplaciano das
funcdes potenciais seja igual a zero V2 = 0. As familias de funcdes potenciais harmonicas

que respeitam essa condi¢ao estdo expressas na equagao (3.35):
o, 0) = (" sen(n+1)0 | r"*lcos(n+1)8 | In(r) | 8) (3.35)

sendoneNen=>1.

Na defini¢do (3.35), a restricdo n > 1, justifica-se pelo fato de que valores menores que
zero, retornam campos de deslocamentos e tensdes singulares, respetivamente.

Apesar de todas as fun¢des da equagdo (3.35) satisfazerem a equagdo harmonica, as
funcdes In (1) e 6 possuem particularidades. A primeira é um potencial singular em r =0 e
quando inserida na base de aproximagdo providencia campos de deslocamentos e tensdes
com valores infinitos, chamados também de campos singulares. A segunda, quando inserida
na base de aproximacdo possui a capacidade de expressar campos descontinuos que pode
haver em problemas estruturais, como por exemplo em elementos fendilhados. No entanto,
ambos os cenarios ndo serao trabalhados no ambito desta tese e as solucdes serdao buscadas

somente pelas duas primeiras familias de funcdes expressas na equacao (3.36).
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Nota-se que as familias de funcdes potenciais sdo expressas nas coordenadas polares e
nao Cartesianas. Esta opgdo € justificada pelos resultados de estudos anteriores [3], que

revelaram que os potenciais em coordenadas polares produzem solugdes mais estaveis.
o, 0) = ("lsen(n + 1)0 | r**lcos(n + 1)6) (3.36)

Sendo assim, a base ¥, é dada pela expressao (3.37):

sen(n+ 1)0

cos(n+1)86 )
>
cos(n+1)6 n=1 (3:37)

—sen(n+1)6

v, (r,0) =r" (

Em relagdo a segunda classe de fungdes, a solucao é obtida assumindo que o campo de

deslocamentos é da seguinte forma expressa na equacgéao (3.38):
= =T 1 1
Yy = [(k12 +k33)VV (P] (1) + k33729 (1) (3.38)

sendo ¥ o operador rotacional, conforme expresso na equacéo (3.39):

V= (_aiy ) (3.39)

talque TP =7%2e 7TV = 0.
Para satisfazer agora a equagao explicita de Navier com a definicao (3.38), as solucdes
precisam ser tal que V*p = 0. As familias de funcdes potenciais bi-harmdnicas que respeitam

a condicao sdo expressas na equacgao (3.40).
o(r,0) = (r"*lsen(n —1)0 | r"*lcos(n—1)8 | r2In(r) | r%26) (3.40)

Pelo mesmo motivo explicado anteriormente, das quatro familias serdo utilizadas apenas

as seguintes expressas na equacao (3.41):
o, 0) = (r"*tlsen(n — 1)8 | r**lcos(n — 1)6) (3.41)

Portanto, as fung¢bes potenciais inseridas na base do campo dos deslocamentos para as

funcdes bi-harmdnicas sdo expressas na equacao (3.42)

asen[(n —1)8] | acos[(n — 1)0]) (3.42)

Y,(r,6)=1" ( bcos(n —1)6] | bsen[(n —1)6]

sendo, a = [k33(n —3) + ki,(n — 1)], b = [k33(n + 3) + k1,(n + 1)] e n = 1. Nota-se que para

o caso das fung¢des potenciais bi-harmdnicas, n = 1 é uma situacdo particular, pois resulta num
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deslocamento de corpo rigido para uma dessas familias e por consequéncia subtrai-se um
modo das funcdes bi harmbnicas, de modo a ficar inserido na base (3.49) os deslocamentos
de corpo rigido.

Tendo as bases dos deslocamentos, as bases das deformacdes e das tensdes podem ser
obtidas aplicando as condi¢bes de compatibilidade e elasticidade para os dois tipos de
fungdes, como mostrado nas equacdes (3.43), (3.44)

« Condigao de compatibilidade:

Ep/p(r,60) = D*Wy (7, 0) (3.43)
or 0
1
sendo D* = | 1/7 ~06
106 —1+or
T T

« Condicado de elasticidade:

Sh/p(r,0) = KEp (1, 0) (3.44)

Dessa forma, sdo estabelecidas as fun¢des de aproximacdo referentes ao campo das

deformacdes para as bases harmonica (3.45) e bi-harmonicas (3.46):

sen[(n+1)08] | cos[(n+ 1)6]
E,(r,0) = nr" | —sen[(n+ 1)60] | —cos[(n + 1) 6] (3.45)
2cos[(n+ 1) 0] | —2sen[(n + 1)6]

asen[(n —1)6]
Ey(r,0) =nr™ ! < b sen[(n — 1)6]
ccos[(n — 1)0]

—b cos[(n — 1)0]
c sen[(n— 1)0]

a cos[(n — 1)6]]
) (3.46)

sendo a = [kss(n — 3) + kyp(n — Db = [kas( + 1) + kip(n— 1] e
c = [2(kyp +k33)(n—1)]

Do mesmo modo, sdo estabelecidas as fun¢des de aproximacdo referente ao campo das

tensdes para os tipos harmonicas (3.47) e bi-harménicas (3.48):
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sen[(n+ 1)0] | cos[(n+ 1)6]
Sp(r,0) = 2kyznr™ 1| —sen[(n+ 1)0] | — cos[(n + 1) 6] (3.47)
cos[(n+1) 6] | —sen[(n+ 1)0]

(n—3)sen[(n—1)08] | (n—3)cos[(n—1)6]
Sp(1,0) = 2ky3(kyy + ky)nr™ | —(n+ 1) sen[(n — 1)0] | —(n + 1) cos[n —1) 0] | (3.48)
(n—=1)cos[(n+1) 0] | —(n—1)sen[n —1)06]

As bases W), e W), tem-se de acrescentar funcdes de aproximacdo que nao envolvem as
tensdes, ou seja, envolvem os deslocamentos de corpo rigido. A primeira parcela representa o
movimento de rotagdo pura, a segunda e a terceira representam o deslocamento constante
em x e em y, respetivamente, conforme expresso na equagao (3.49):

N A b ase

3.6 Indeterminacdo estatica e cinematica

As bases de aproximagdo nos dominios e nas fronteiras do sistema resolutivo
apresentado na equagao (3.24) devem ser definidas de modo a assegurar que o problema seja
estaticamente e cinematicamente indeterminado. Feito isso, é possivel obter uma solugdo
possivel para o problema, evitando a presenca de equagdes linearmente dependentes e
consequentemente erros numéricos na resolucao do problema.

Para garantir a indeterminacdo estatica (a), as forcas generalizadas do vetor p nao
podem ser determinadas somente com as equacdes de equilibrio no dominio dos elementos
(3.16). Portanto, a é a diferenca entre o nimero total de graus de liberdade presentes nas
equacdes de equilibrio e o nUmero de equagdes do sistema que compdem as condi¢es de
equilibrio. Por outro lado, para garantir também a indeterminagdo cinematica (), os
deslocamentos generalizados q ndao podem ser determinados somente pelas equacdes de
compatibilidade nas fronteiras essenciais (3.19) e (3.23) . Portanto, § é a diferenca entre o
numero de graus de liberdade presentes nas equacdes de compatibilidade na fronteira e o
ndmero de equagdes do sistema que compdem as condi¢des de compatibilidade.

Sendo N, o numero total de termos presentes no vetor g e N o nUmero total de termos

presentes no vetor p, determina-se a e B através das equagdes (3.50) e (3.51), respectivamente
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sendo 3 o valor a ser subtraido da equacdo, pois corresponde ao deslocamento de corpo

rigido, e

B=N,—N=0 (3.51)

3.7 Energia de deformacao

Quando sobre um sélido deformavel atuam forcas exteriores e este se deforma se produz
um trabalho destas forcas que se armazena no corpo em forma de energia potencial elastica
e, portanto, se produzira um aumento da energia interna. O sélido se comportara
elasticamente se este incremento de energia pode realizar-se de forma reversivel, este caso
dizemos que o sélido é elastico.

A energia de deformacao é definida pela equagao (3.52):
1
U=~- fsT odV (3.52)
2 14

Através das condi¢des de compatibilidade (3.4) e de elasticidade (3.5) e empregando as
aproximacdes dos campos dos deslocamentos (3.3) e aproveitando a definicao (3.13), é

possivel obter a estimativa da energia de deformacéao, por meio da equacao (3.53):

2

32



4

REFINAMENTO 'P'-ADAPTATIVO

4.1 Introducao

Na solu¢do de problemas de engenharia utilizando o método dos elementos finitos, o
refinamento tem como objetivo melhorar a qualidade da solucao. Existem trés principais tipos
de refinamento, sdo estes o ‘h’, o ‘p’ e o 'h-p’. O refinamento do tipo 'h’ é o mais comum e
consiste no aumento da quantidade de elementos finitos na malha e o refinamento do tipo ‘p’
consiste no aumento do numero de fungbes contidas nas bases de aproximagdo. O
refinamento do tipo ‘h-p’ consiste nos refinamentos do tipo ‘p’ e 'h’ concomitantemente.

O refinamento do tipo 'h' nos elementos hibridos-Trefftz tem a vantagem de que os
elementos podem se adequar a estrutura e sdo menos sensiveis a questdes como distor¢ao de
malha, grandes gradientes de tensdes entre outros, comuns nos elementos finitos
convencionais [22, 31].

Nos elementos finitos hibridos-Trefftz as bases de aproximacado contidas no dominio dos
elementos e nas fronteiras possuem carater hierarquico. Tal caracteristica cria condicbes
favoraveis a implementacao do refinamento do tipo ‘p’-adaptativo, de modo que é possivel
aproveitar a solucao do problema a cada iteracdo do refinamento, uma vez que as novas
funcdes adicionadas ndo interferem no sistema existente. Além disso, as bases sdo
independentes dos nés, fato que confere uma flexibilidade adicional ao sistema, pois podem
ser refinadas independentemente uma das outras podendo ser um recurso a ser explorado em
problemas onde existem regides as quais o enriquecimento das bases de aproximagao se torna
necessario para a obtencao de uma melhor solugao.

Para além disso, outra vantagem é a elevada taxa de convergéncia da solucdo, tornando

o refinamento ‘p' fundamental para a utilizacdo pratica, como demonstrado por Silva [4]. O
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refinamento do tipo ‘p’-adaptativo, apresentado neste trabalho, tem como objetivo melhorar
a qualidade das solugbes obtidas pelos elementos finitos hibridos-Trefftz, através da
determinacdo dos graus '6timos’ das funcdes de aproximacdo no dominio dos elementos e

nas fronteiras essenciais da malha de maneira automatica.

4.2 Bases hierarquicas

Bases hierarquicas é o nome dado as bases cujo refinamento do tipo ‘p’' ndo altera as
funcbes pré-existentes, ou seja, as novas fungdes sao adicionadas ao final da base de cada
fronteira ou elemento. Em um problema com elementos finitos hibridos-Trefftz, a utilizagao
das bases hierarquicas € fundamental para que o refinamento ‘p’-adaptativo seja feito da
maneira mais otimizada possivel, pois na reconstrucao do sistema os novos coeficientes sao
adicionados de maneira independente ao fim de cada base e por consequéncia garantem que
as informagdes existentes possam ser reutilizadas na busca de uma solugdo oOtima e
aproximada e acaba por tornar bastante eficiente sua implementacao computacional.

O mesmo nao ocorre nos elementos finitos convencionais, pois nao é possivel redefinir
as funcdes em um Unico elemento refinavel, mas sim é preciso que isso seja feito em todos os
elementos da malha. A razdo para isso é que é preciso manter a conformidade dos elementos
da malha significando que os n6s devem ser coincidentes com os elementos vizinhos. Ou seja,
ao aumentar os nés no elemento a esquerda, deve-se também aumentar no elemento a direita
e assim sucessivamente até que esse processo seja feito para todos os elementos da malha.

As bases de aproximacao das forcas de uma ou mais fronteiras a serem refinadas podem

ser expressas conforme a definicao
z=|z | Z] 4.1)

sendo, Z a base existente e Z as funcbes a serem adicionadas na respetiva fronteira.

4.3 Refinamento 'p'-adaptativo na fronteira

A partir do sistema governativo retornado ao final da primeira iteracdo, ou no passo
anterior (3.24), considera-se a adi¢cao das novas funcdes na(s) base(s) de aproximacao das for-

cas, originando o sistema (4.2):
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K —-B -—-Bl/p+A4p t,
-BT o0 0||lq+4q|=|—u (4.2)
B" 0o o q U,

sendo —B o termo novo da matriz de fronteira adicionado ao sistema; § o coeficiente das novas
bases Z, referente aos novos graus de liberdade acrescentados ao sistema; Ap e 4q o adicional
do coeficiente de cada termo da solugdo anterior o que resultard numa nova solucdo; . séo
as projegdes dos deslocamentos impostos aplicado as fronteiras do tipo Dirichlet nas novas
funcées da base Z.

No novo sistema (4.2), nota-se que a estrutura da matriz dos coeficientes é preservada

do sistema da iteracdo anterior (3.24) e para simplificacdo esta sera definida por
K -B
-BT 0

acarreta em duas consequéncias. A primeira € o surgimento de novos termos no vetor das

A= ] . Nota-se também o novo sistema que advém do processo de refinamento

incognitas, nomeadamente o ¢, e estes sdo termos que sado relacionados com novas bases
adicionadas. A segunda consequéncia é a alteracdo das solucdes do sistema da iteracdo
anterior (3.24) e materializa-se por meio do aparecimento dos termos Ap e Aq que se somam
as solucdes ja obtidas no passo anterior e por fim, surge um novo termo . no vetor livre.
Reescrevendo o sistema (3.24) e o (4.2) na forma explicita, respetivamente, obtém-se os

sistemas (4.3) e (4.4).

Kp—Bq: r
{ _Bszur

(4.3)
K(p+4p) - B(q+4q) - B = &,
—B"(p + 4p) = 1, (4.4)
=T .
—B (p + 4p) = —1i;
Ao substituir os termos conhecidos das equagdes do sistema (4.3) nas equagdes do

sistema (4.4), é possivel reescrever um sistema Unico em termos das novas quantidades (4.5):

KAp —BAq—Bg=0
-BTap=0 (4.5)
~T ~ ~T
—B Ap=-u.+Bp

Na forma matricial, o sistema (4.5) fica:

35



K -B -B\ /Ap 0
-BT 0 o0 ||(4q|= 0 (4.6)
~T ~ ~ =T
-B 0 0 q —u.+Bp

O termo (—1i, + BTp) do sistema (4.6) acaba por se tornar um critério de avaliacdo do
quanto a solucdo da ultima iteracdo é alterada na presente iteracdo. Este termo representa o
residuo na equacao de continuidade das forcas que é corrigido na presente iteracdo através
do aumento da ordem das bases de aproximagdo das fronteiras na direcdo normal e/ou
tangencial escolhidas para serem refinadas. Caso este termo seja nulo, o aumento da ordem
nas bases dessas fronteiras ndo provoca variacdo da solucdo e a fungdo nesta situagdo é
denominada de modo espurio.

Para estruturar o processo de refinamento 'p'-adaptativo, é preciso reconhecer e
aproveitar os termos ja calculados. Do lado esquerdo, teremos a matriz A, 0 novo termo (g),
o qual contém a nova matriz de fronteira associado as bases adicionadas em decorréncia do

) . = ~ . Ap
processo de refinamento e que sera chamado de B* e vetor da nova solucao do sistema, Aq)

sera chamada de Ax.
Com essa notagdo, escreve-se o seguinte sistema equivalente ao sistema (4.6) definido

em (4.7):

<—g*T _f ) (Afzx) N (—ﬁr f: ETp) (4.7)

Reescrevendo o sistema (4.7) em sua forma explicita, temos o sistema (4.8)

{ Adx =B §
~*T
—~ +

Ax = —u,

(4.8)

l

B'p

No entanto, considera-se o sistema generalizado (4.9), no qual B* pode ser um vetor ou
uma matriz com ‘c’ colunas de acordo com a quantidade de ‘c’ funcdes acrescentadas e o X

terd a mesma dimensionalidade do B*.
AX = B* 4.9)

sendo X o gradiente da solucdo anterior Ax causadas pelos novos termos §.
Nota-se que é possivel reaproveitar a matriz A da equacao (4.9), que advém da iteragdo

anterior sendo possivel reescrevé-la conforme a equacao (4.10):
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X=A"1B (4.10)

sendo, A~1 a inversa de da matriz dos coeficientes do passo anterior.
Posteriormente, substituindo a equacao (4.10) na primeira equacao do sistema (4.8).
obtém-se um novo sistema que pode ser escrito na forma equivalente, conforme a relacao

4.11).
AAx = B*'q o Ax=A"1B"qg 4.11)
Conhecido o X, equacéo (4.11) pode ser escrita conforme a equacio (4.12):
Ax = Xq 4.12)

Ao substituir a equacado (4.12) na segunda equagao do sistema (4.8), obtém-se a equacao

(4.13):
—B'Xg =, + BTp (4.13)

Por fim, é possivel calcular os termos g, sendo estes os novos valores relativos aos novos

graus de liberdade acrescentados no sistema.
~ven—1l( ~
G=(-B%) " (-u+8p) (4.14)

Calculado g, a variacao Ax é obtida através da equacao (4.12).

Por fim, resolve-se o novo sistema (4.7) e com isso a resolugdo do sistema governativo
global ndo se torna necessaria para avaliar o impacto da nova iteragdo na solugao.

Dessa forma, o algoritmo foi elaborado de tal maneira que é preciso obter X
reaproveitando A~1 obtida no passo anterior. No passo seguinte, obtém-se as incégnitas
associadas as novas bases adicionadas, e uma vez tendo as forgas generalizadas contidas no

vetor § obtém-se as variacdes Ax, que contém os termos (p) e (q) do passo anterior.

4.4 Refinamento 'p'-adaptativo no dominio

O refinamento no dominio ndo é realizado de maneira independente, sendo uma
consequéncia do refinamento das fronteiras e da avaliacdo da estabilidade numérica do

sistema resolutivo. Trés critérios de refinamento no dominio tém como objetivo evitar o
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demasiado condicionamento das respectivas bases de aproximagdo ou quando ha a presenca
de sistemas singulares:

« Garantir um grau de indeterminacdo cinematica positivo (8 > 0) para todos os
elementos da malha. Caso o aumento do grau das bases das fronteiras provoque
um grau de indeterminagao cinematica nulo em um ou mais elementos, procede-
se com o refinamento das bases de aproximacao destes elementos.

« Se alguma fronteira listada para o refinamento também esteja registrada como
uma fronteira que causa modos espurios, entdo todos os elementos adjacentes
a essa fronteira sdo refinados.

« Se a ordem da base de aproximacdo do dominio de um elemento é menor ou
igual a ordem das bases de aproximacao das suas fronteiras adjacentes, procede-
se com o refinamento do respectivo elemento.

Em relagdo a estabilidade numérica do sistema resolutivo, esta é verificada utilizando os
critérios discutidos na préxima seccdo. Uma vez identificado um mal condicionamento do
sistema apOs o processo de refinamento ‘p’-adaptativo, o algoritmo procede por tentar

reestabelecer a estabilidade do sistema, enriquecendo as bases de aproximacao no dominio.

4.5 Estabilidade do sistema resolutivo

O controle da estabilidade numérica é de extrema importancia na implementacdo de
algoritmos que resolvem problemas numéricos para garantir a validade e a qualidade da
solucdo obtida. Foram aplicados neste trabalho dois métodos para a mitigagdo desses
possiveis erros.

O primeiro método empregado é o pré-condicionamento do sistema governativo
através da técnica de escalonamento (scaling). Esta baseia-se em criar uma matriz em que os
valores da diagonal principal sdo iguais a inversa da raiz quadrada do termo diagonal da matriz
dos coeficientes do sistema original. O produto destas matrizes resulta num sistema simétrico
equivalente e que possibilita o calculo do sistema governativo diminuindo o risco de erros
numeéricos. Se um termo da matriz diagonal é nulo, o termo escalado correspondente é igual
a um valor unitario e o escalonamento nao € realizado na respetiva linha e coluna. Este método
se mostrou bastante eficiente para diminuir o nUmero de condi¢do do sistema resolutivo e é
explicado com mais pormenores na secgao 5.4.3.

O segundo método para controlar a estabilidade do sistema é a constante avaliagdo do

numero de condicao, seja na resolugdo do sistema sem ou com o processo de refinamento
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automatico do tipo ‘p’. O nimero de condicdo é definido pelo quociente entre o maior e o
menor valor singular da matriz dos coeficientes do sistema (3.24). Este é o parametro utilizado
para a validacdo da estabilidade do algoritmo, uma vez que o sistema é considerado como mal
condicionado quando a inversa do nimero de condicdo é inferior a precisdo da maquina
(eps = 2.2204719). Se o sistema se torna mal condicionado durante o processo de resolucéo
do problema, este é resolvido através da pseudo-inversa de Moore-Penrose.

E importante ressaltar que um nimero de condicdo maior que a precisdo da maquina
nao assegura um sistema livre de erros numéricos, entretanto para os problemas
desenvolvidos no ambito deste trabalho, este método de controle funcionou de maneira
satisfatéria garantindo boas solucdes e a mitigacao da deterioracdo do sistema. Geraldes [3]
também desenvolveu trabalhos utilizando EFHT e utilizou outros métodos de controle de
estabilidade para além do numero de condicao, baseado na analise do valores singulares,

contudo nao esta no escopo de aplicacao deste trabalho.

4.6 Procedimento para o refinamento 'p'-adaptativo

O processo de refinamento ‘p’-adaptativo consiste na sele¢do automatica das dire¢des
(normal e/ou tangencial) das fronteiras a serem refinadas através de um processo iterativo.
Nesta secdo estdo descritas as premissas e as orientagdes para a execugao do procedimento
'p’-adaptativo pelo algoritmo, baseado no que foi exposto nas secdes 4.3 e 44. O
procedimento de refinamento automatico segue conforme os critérios de refinamento e os
critérios de paragem definidos pelo usuario e se baseiam da verificagdo dos indicadores de
erros locais e globais que orientam o processo de selecdo da parte a ser refinada e de

convergéncia da solucao do problema.

4.6.1 Critérios de refinamento

A selecao automatica das fronteiras a refinar pode ocorrer com base no critério de
refinamento da variacao da energia de deformacdo ou no critério da densidade maxima do
residuo na fronteira. O calculo dos indicadores é feito aumentado em um a ordem das bases
das fungdes de aproximagdo de cada fronteira para cada dire¢do. Por fim, é feita uma
hierarquizacdo das fronteiras que causam o maior impacto na solugdo em termos do critério

de refinamento selecionado.
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Critério da variacdo da energia de deformacao

Este critério de refinamento, também um indicador de erro global, baseia-se no calculo
da variacdo da energia de deformacao de uma iteragdo para a outra, conforme equacgéo (4.15),
provocada pelo enriquecimento das bases de aproximagdo em cada direcdo (normal e
tangencial) das fronteiras essenciais. As direcdes das fronteiras que resulta numa maior

variacdo energética é selecionada para o refinamento
AU = |Ujp—q — Ul (4.15)

onde Uj;_, € a energia de deformacdo calculada ao fim da iteracdo anterior do processo de
refinamento e U;; € a energia do sistema calculada considerando o enriquecimento de uma

direcdo de uma determinada fronteira.

Critério da densidade maxima do residuo na fronteira

Este critério de refinamento, também um indicador de erro local, baseia-se no calculo
demonstrado na equacdo (4.16). O residuo é o termo livre do sistema (4.6) dividido por um
fator de escala L e que representa o comprimento da respectiva fronteira. Este critério visa
escolher as dire¢des e fronteiras em que o refinamento minimize o respetivo residuo, conforme
discutido na secdo 4.3, dessa maneira a fronteira onde o residuo normalizado mais se reduz

com o acréscimo de fungdes na base é selecionada para o refinamento

~ ~T
-u.+B
¢ = Ffp (4.16)

Tolerancia de selecdo

Em algumas situagdes, como por exemplo problemas com estruturas simétricas, mais de
uma fronteira pode ter os mesmos valores dos critérios de refinamento. De modo a nao
negligenciar a necessidade de refinamento de multiplas fronteiras em determinados casos e
evitar possiveis erros de pontos flutuantes, é definido pelo usuario uma tolerancia de selecao
(tolcs).

Assim, as dire¢des das fronteiras a serem refinadas sdo, para além daquela que causa o
maior impacto em termos do critério de refinamento escolhido (maxCS), as que tem o valor
do critério de refinamento maior que o produto do maior valor e a tolerancia de selegéao,

segundo equacao (4.17)
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FR > tolqg * maxCS (4.17)

sendo FR, as fronteiras a serem refinadas.

Contudo, a finalidade de utilizacdo desta tolerancia pode ser mais abrangente,
considerando que quanto maior a tolerancia definida pelo usuario, mais fronteiras serdo
refinadas de uma so6 vez. Os impactos causados nas solugdes pela tolerancia de selecao serao

discutidos mais adiante no Capitulo 6.

4.6.2 Critérios de paragem

De modo a controlar o processo de refinamento feito pelo algoritmo, foram definidos
dois critérios de paragem baseados na convergéncia da solugdo e outros trés baseado nos
fatores que podem acarretar o mal desempenho do algoritmo na busca de uma solugéo para
o problema, como discutido na se¢ao 4.5.

O refinamento ‘p’-adaptativo é feito através de um processo iterativo no qual é feito um
monitoramento constante da convergéncia e verificacao se esta esta de fato ocorrendo e indo
ao encontro da tolerancia de convergéncia definida pelo usuario. Os critérios de paragem por
convergéncia sdo: o critério de convergéncia da energia de deformagdo e o critério de
convergéncia da densidade maxima do residuo na fronteira.

E importante enfatizar que o demasiado enriquecimento das bases de aproximacao pode
provocar um efeito contrario ao desejado, provocando erros numéricos e solugdes que
divirjam do real comportamento da estrutura. Esse € o motivo pelo qual é importante também

estabelecer outros critérios de paragem de modo a preservar o sistema e a solucdo obtida.

Critério de convergéncia da energia de deformagéo

Em cada iteracao, é calculada a variacao do valor da energia de deformagado em relacdo

a iteracdo anterior através da equacao (4.18).

‘(Uit = Ui-1)

(4.18)
Uit-1

Dessa forma, quando o valor médio da variacdo da energia (4.18) nas ultimas n
iteracdes (pré-definido pelo usuario) é inferior a tolerancia de convergéncia, o algoritmo para
o processo de refinamento e retorna a solucdo obtida. Portanto, o critério de convergéncia da

energia de deformacao fica estabelecido pela equagao (4.19).
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( Ezt=it—n 4 Uit)

< tolerancia de convergéncia (4.19)
n+1

€au =
Critério de convergéncia da densidade maxima do residuo na fronteira

Em cada iteracdo, é calculada a variacdo da densidade maxima do residuo através do
quociente da densidade maxima do residuo normalizado da presente iteracao e da primeira

iteracdo, conforme a equacao (4.20).

e
e

Dessa forma, quando o valor médio da variacdo da densidade maxima do residuo nas

A€,

(4.20)
o

ultimas n iteragdes é inferior a tolerancia de convergéncia o algoritmo para o processo de
refinamento e retorna a solucao obtida. Portanto, o critério de convergéncia da densidade

maxima do residuo na fronteira fica estabelecido pela equacao (4.21).

( fltZit—nAer) ~ . a . 4.21
Q=" 1 < tolerancia de convergéncia (4.27)
n

Solugéo exata

Ocorre quando os valores para o critério de refinamento escolhido resultam em
variagdes que podem ser consideradas residuais, ou seja, o valor obtido ndo ultrapassa o valor
estabelecido, pelo usuario, como o zero numérico. Nesse caso, o processo iterativo de
refinamento ndo provocara alteracdo na solucao do problema face a ja obtida na iteracao
anterior. Deste modo, o termo "solucdo exata" referido neste trabalho é referente ao contexto

préviamente citado.

Ordem méaxima da base de aproximacgao

Ocorre quando o valor da ordem maxima das bases de aproximacéo, definida pelo
usuario, é atingida. Sendo assim, o processo de refinamento é parado e o programa procede
por retornar & solucdo mais refinada do problema. E importante notar que esse critério é
necessario devido ao fato de que o refinamento excessivo é geralmente responsavel pelo

aparecimento de erros numeéricos.

Instabilidade no sistema

Conforme discutido na secdo 4.5, o processo de refinamento pode causar uma

deterioracdo do sistema resolutivo e em certas situacbes o aumento do refinamento do
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dominio pode ndo resolver o problema de instabilidade. Consequentemente, uma vez

identificado esse cenario o algoritmo para e retorna a ultima solucao estavel para o problema
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IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL DO
ALGORITMO PARA REFINAMENTO
'P'-ADAPTATIVO

5.1 Introducao

Este capitulo trata da implementacdo computacional do algoritmo ‘p’-adaptativo
descrito no capitulo 4. Para isso, sdo pontuadas as principais alteragdes na versao atual do
programa FreeHyTE — Structural HTD (v1.2.2) nas fases de pré-processamento, processamento
e pos-processamento, respectivamente.

A versdo atual do programa foi concebida com o objetivo de resolver problemas
estruturais em duas dimensdes em uma Unica analise. Para essa analise o programa considera
os parametros definidos pelo usudrio na fase de pré-processamento observando
especialmente as ordens das bases de aproximagdo do dominio dos elementos e das dire¢bes
de cada fronteira considerando que estas nao sofrem alteragao na fase de processamento.

E o objetivo desta tese extender as funcionalidades desse programa através da criacio
de um novo médulo o qual permitird a solucdo de problemas estruturais com o processo de
refinamento do tipo p’-adaptativo. Tal processo baseia-se na selecdo automatica de fronteiras
e/ou elementos a refinar e na verificacdo da convergéncia da solucdo a cada iteracao. Além
disso, foram implementados os critérios de refinamento e os critérios de paragem discutidos
no capitulo anterior.

Em todas as fases sdo apresentados fluxogramas que facilitam o entendimento do

algoritmo. Em todos eles, os itens que estdo na cor azul se referem as altera¢des feitas em
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virtude da adicdo de um novo médulo. Os itens que estdo na cor cinza ja faziam parte da

estrutura do algoritmo para a realizacao da analise Unica implementada por Silva [4].

5.2 Sistemas de referéncia

Para a definicdo do problema é importante que estejam estabelecidos os sistemas de
referéncia do modelo. A Figura 5.1, ilustra os sistemas de referéncia utilizado neste trabalho

indicando os sentidos positivos, seqguido de uma breve explicagdo dos referenciais.
Y

A "

S 0 x|l n
n sf|

X
—

Figura 5.1: Sistemas de referéncia e indicagdo dos sentidos positivos

« No referencial global (X,Y) definem-se a geometria da estrutura, bem como as
expressdes paramétricas das fronteiras. E ainda um referencial necessario para a
apresentacao dos campos da solucao.

« O referencial local Cartesiano (x,y) situa-se com a origem no centréide do
elemento. Os seus eixos sdo orientados paralelamente aos eixos globais
coordenados.

« O referencial local polar (r, 8) situa-se geometricamente na posicao homologa a
do referencial local Cartesiano. E nele que ficam expressas as funcdes da base de
aproximacdo do dominio dos elementos.

« O -referencial normal-tangencial (n, t) da fronteira permite ao utilizador definir as
condigdes de fronteira, expressas nas suas componentes normal e tangencial,
coerentes com a convengao positiva dos sinais. Neste referencial sdo expressas
ainda as equacdes de compatibilidade entre elementos.

« O referencial na fronteira (s) utiliza-se para definir as funcdes da base de

aproximacao nas fronteiras dos elementos e a localizagdo dos pontos de Gauss-
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Legendre para os processos de integracdo numeérica necessarios para calcular os

coeficientes do sistema resolutivo.

5.3 Pré-processamento

O pré-processamento consiste na definicdo do problema estrutural a ser resolvido e na
estruturagdo dos dados que sdo inseridos pelo usuario. A caracterizagdo pode ser feita através
do GUI (Graphical User Interface) ou através da programacao dos dados do modelo. Este
ultimo método ndo sera abordado neste trabalho. Posteriormente, os dados de entrada séo
tratados por func¢des as quais leem os dados de entrada e compilam os dados topoldgicos e
os organizam para a utilizacao pelas demais funcdes.

Além disso, é feita uma verificacdo das ordens minimas das bases das funcbes de
aproximacao e entao o programa segue para a fase de processamento. O fluxograma da Figura

5.2 ilustra a rotina de pré-processamento realizada pelo programa.

Graphical User Interface
(GUI): dados de entrada
do programa

A

Estruturacdo dos dados
de entrada

Processamento

Figura 5.2: Fluxograma da rotina de pré-processamento

5.3.1 Interface gréfica

O programa conta com uma interface grafica chamada de GUI (Graphical User Inteface)
através da qual o usuario define os parametros do problema. O GUI possui, nessa nova versao,
cinco interfaces conforme apresentado no fluxograma da Figura 5.3. No anexo A estdo as
imagens de cada uma das interfaces (GUI 1 a GUI 5), bem como a pormenorizacdao das

informagdes a serem incluidas em cada campo.
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GUI 1: Definicdo da
estrutura, tipo e
densidade da malha,
parametros do material,
ordem das bases das
funcdes de aproximacao,
save e load

pdetool GUI:
Geometria e
defini¢ao da malha

Nao regular Gerador

de malha

_ | GUI 2: Tipos
de fronteira

A\

Visualizacdo

Definicdo das
condigoes de
fronteira

Visualizacao

A

L]

GUI 4: Pardmetros
para o procedimento
de refinamento do tipo
'p-adaptativo

¥

GUI 5:
Verificagao
da estrutura

L

Iniciar

Figura 5.3: Fluxograma das interfaces graficas (GUI). Adaptado de [34]

De maneira geral, cada interface do GUI requer a entrada dos seguintes dados:

GUI 1: Define-se a geometria da estrutura, o tipo e densidade da malha, os
parametros do material, o tipo de problema, nomeadamente o estado plano de
tensdao e o estado plano de deformacao, as ordens iniciais das bases de
aproximacdo do dominio e da fronteira dos elementos e a opcdo para salvar o
problema ou de carregar um problema existente.

GUI 2: Definem-se os tipos de fronteira para o problema sendo estas do tipo

Dirichlet ou Neumann.
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« GUI 3: Definem-se as condi¢des das fronteiras sendo estas os valores das forcas
(para as fronteiras do tipo Neumann) ou deslocamentos (para as fronteiras do
tipo Dirichlet).

« GUI 4: Definem-se os parametros para o procedimento de refinamento do tipo
'p’-adaptativo.

« GUI 5: Verificacdo da estrutura pelo usuario.

Para mais informacdes a respeito da definicdo de problemas utilizando a interface GUI,

consultar o FreeHyTE Structural HTD User's Manual v 1.2 [34].

Refinamento ‘p’-adaptativo

Para a ampliacao das funcionalidades do programa foi incluida na interface do GUI 1 um
novo campo para a selecdo do tipo de analise a ser feita, nomeadamente a analise Unica ou a

analise com refinamento ‘p’-adaptativo, como ilustrado na Figura 5.4.

Number of elements iny

Algorithmic definitions

Mesh generation Regular mesh, rectangular elements
Number of Gauss points 10
Type of analysis Adaptive p-refinement v ‘

Please select the file to save/load

(Clear if you don't wish to save the results on disk) Save Load Clear

THE MODEL WILL NOT BE SAVED! Please press Save if you wish to save the model

Figura 5.4: GUI 1 - Campo para a selecdo do tipo de analise

Além disso, foi acrescentada uma nova interface, GUI 4, antes da interface existente para
a verificagdo da estrutura. Essa nova interface permite a definicdo dos parametros para o
algoritmo realizar o refinamento ‘p’-adaptativo e sé aparecera caso esse tipo de analise seja

escolhido pelo usuéario no GUI 1, como ilustrado na Figura 5.5.
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Y

Adaptive p-refinement algorithmic opfions

Selection of the boundary to refine
Selection criterion Maximize the Error Density Reduction on Bound... ~

Tolerance for choosing

3 .0e-01
multiple boundaries £.0=0

Mumerical zero for
1.0e-1
calling a spurious mode Oe-12

Maximum number of ill-conditioned

system iterations

Stopping options

Comvergence criterion Maximum boundary error
Minimum number of 5
MNumber of iterations fo 3

compute the average emors
Taolerance for convergence 1.0e-04

Maximum order for domain and
20
boundary refinement

Previous Next
Figura 5.5: GUI 4 - Definicdo dos parametros para o refinamento 'p'-adaptativo

Descricao dos parametros para o refinamento ‘p’-adaptativo:

« Critério de selecao (Selection criterion): Definicdo do critério de refinamento ser
utilizado pelo programa, nomeadamente o da maximizacao do incremento da
energia de deformacao e a maximizacdo da reducgdo da densidade do residuo na
fronteira.

« Tolerancia de selecdo (Tolerance for choosing multiple boundary): Definicdo da
tolerancia de selecdo de multiplas fronteiras a serem refinadas numa Unica
iteracao, conforme discutido na secao 4.5.

« "Zero numérico” para definicdo de modos espurios (Numerical zero for calling a
spurious mode): Definicdo do valor em que os critérios de selecdo serdo
considerado um zero numérico ou modos espurios, conforme discutido na se¢do
43.

« NUmero maximo de iteragdes com o sistema mal condicionado (Maximum
number of ill-conditioned system iterations); Definicdo do nimero maximo de
iteracdes em que o algoritmo realize o refinamento 'p'-adaptativo de forma que

o sistema deixe de ser mal condicionado (ver seccao 4.6.2).
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« Critério de convergéncia (Convergence criterion): Definicdo do critério de
paragem a ser definido para o problema, nomeadamente o da energia de
deformacéo e da densidade méaxima do residuo na fronteira.

« NUmero minimo de iteragdes (Minimum number of iterations): Definicdo do
ndmero minimo de iteragdbes no processo de refinamento para prevenir
convergéncias espurias.

« Ndmero de iteragdes para calcular o erro médio (Number of iterations to
compute the average error): Definicdo do numero de iteracbes para que seja
calculado a média da variagado do critério de paragem escolhido.

« Tolerancia para a convergéncia (Tolerance for convergence): Definicdo do valor
limite de convergéncia para o critério de paragem escolhido.

« Ordem maxima das bases de aproximag¢do do dominio e das frontreiras
(Maximum order for domain and boundary refinement): Definicdo da ordem
maxima permitida a ser atingida no processo de refinamento, tanto para o
dominio dos elementos quanto para as dire¢cdes (normal e tangencial) das

fronteiras.

5.3.2 Gerador de malha

O programa permite o utilizador selecionar o tipo de malha a ser utilizado. A sele¢do
deve ser baseada na caracteristica da estrutura do problema. Existe um gerador de malhas
regulares que pode ser utilizado apenas para estruturas retangulares e um gerador de malhas
nao-regulares que pode ser utilizado para todo o tipo de geometria.

O gerador de malha regular produz uma malha com elementos finitos retangulares e
com tamanhos uniformes. Um modelo é apresentado na Figura 5.6. A opcao de refinamento

do tipo 'h’ para este caso € disponibilizada na interface GUI 1.
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Figura 5.6: Exemplo de uma estrutura com malha regular

O gerador de malha ndo-regular produz uma malha com elementos finitos triangulares.
Um modelo é apresentado na Figura 5.7. Nesse caso, a geracao das malhas pode ser feitas de
duas formas, sendo a primeira programar a geometria no cédigo do Matlab e segunda através

da interface GUI pdetool.

Structure visualization

18
86 s

103 58 18 69 69 14 a4

. 64
= 52 7 L
108 a5 \’,( 3 9 12
1
1

Figura 5.7: Exemplo de uma estrutura com malha irregular

Como regra geral, as dimensdes dos elementos finitos hibridos-Trefftz podem ser de 10
a 30 vezes maior que um elemento finito convencional sem comprometer a qualidade dos

resultados [34].



5.3.3 Dados topoldgicos e estrutura de dados

Apos a definicdo do problema, os dados topoldgicos resultante dos geradores de malha

sao organizados de acordo com a Tabela 5.1.

Tabela 5.1: Dados topol6gicos

Nodes

Loops_nodes

Edges_nodes

Edges_loops

Loops_edges

Abaixo, estdo as definicbes das variaves dos dados topoldgicos.

+ Nodes: Matriz de dimensao igual ao nimero de nés por dois. Cada linha contém
as coordenadas do respetivo nd, no referencial global.

+ Loops_nodes: Matriz de dimenséao igual ao numero total de elementos da malha
por trés ou quatro colunas (a depender do tipo de malha: triangular ou
retangular, respectivamente). Cada linha se refere ao nimero do elemento e nas
colunas os indices dos nés de cada elemento.

« Edges_nodes: Matriz de dimensdo igual ao niUmero total de fronteiras por dois.
Cada linha contém os indices dos nds inicial e final para cada fronteira.

« Edges_loops: Matriz de dimensao igual ao nimero de fronteiras por dois. Cada
linha contém os indices dos elementos a esqueda e a direita de cada fronteira.
Caso seja um elemento exterior, a matriz tem o indice da fronteira apenas em
uma coluna, o que facilita o processo de identificacao das fronteiras exteriores e

das interiores.

Com base nos dados topologicos descritos na sec¢do anterior, o programa constréi 3
estruturas de dados, sao elas Edges, Loops e BConds. Estas estruturas estdo divididas, por
sua vez, em membros que ajudam a manter a simplicidade na organizacao do algoritmo.
Pelo motivo de esta estrutura de dados ja pertecencer a atual versdo do programa, a

descricao pormenorizada dessa estrutura sera tratada no Anexo A.
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Estrutura Edges

A estrutura Edges guarda as informacdes sobre as fronteiras. Na Tabela 5.2 estdo

listadas o conjunto de variaveis nessa estrutura e no Anexo A estdo explicadas a funcdo de

cada variavel no cédigo.

Tabela 5.2: Variaveis da estrutura Edges

Edges

Edges.nini

Edges.nfin

Edges.parametric
Edges.lleft

Edges.Iright

Edges.type

Edges.order

Edges.insert

Edges.dim

Estrutura Loops

A estrutura Loops guarda as informagdes sobre os elementos. Na Tabela 5.3 estdo

listadas o conjunto de variaveis que pertencem a essa estrutura e no Anexo A estao descritas

a funcdo de cada variavel no cédigo

Tabela 5.3: Variaveis da estrutura Loops

Loops

Loops.nodes

Loops.edges

Loops.center

Loops.area

Loops.order

Loops.material

Loops.insert

Loops.dim

Estrutura BConds guarda as informacdes sobre as fronteiras. Na Tabela 5.4 estdao

listadas o conjunto de variaveis que pertencem a estrutura a essa estrutura e no A estdo

descritas a fungado de cada variavel no cédigo.
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Tabela 5.4: Variaveis da estrutura BConds

BConds.Neumann
BConds.Dirichlet

BConds

Flexibilizacdo do algortimo para o refinamento ‘p’-adaptativo

A implementacdo da rotina para o refinamento do tipo ‘p’-adaptativo conta com uma
alteracdo na estrutura de dados com o objetivo de flexibilizar as varidveis e permitir que as
ordens da base das func¢Ses de aproximacao das fronteiras tenham, tanto para a diregédo
normal como para a tangencial, a possibilidade de receberem valores diferentes de modo que
o refinamento do tipo ‘p’ possa ser executado de forma localizada para cada direcéo.

Para isso, foi atualizada a variavel Edges.order que possuia anteriormente a dimens&o do
numero de linhas igual ao niUmero de fronteiras e apenas uma coluna a qual guardava o valor
da ordem da base de aproximacao que era atribuida para as duas direcdes para cada fronteira.
Essa variavel passou a ter duas colunas que guardam os valores das ordens da base das fun¢des

de aproximacao para a dire¢ao normal e tangencial, respetivamente.

Estrutura de dados para refinamento ‘p’-adaptativo

Para o refinamento 'p’-adaptativo foi criada uma estrutura chamada List e sdo onde os
dados do processo iterativo sdo guardados. Esta estrutura possui variaveis de dois tipos, sendo
o primeiro tipo sem o final ‘It' que sdo variaveis locais responsaveis por armazenar

determinadas informacdes da iteracao corrente. Essas variaveis estao listadas na Tabela 5.5.

Tabela 5.5: Variaveis locais da estrutura List

List.Edge

List.EdgesToRefine

List List.SpuriousEdges

List.SpurEdgeToRefine

List.LoopsToRefine
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Descricdo das variaveis locais:

+ List.Edge: Matriz com o nimero de linhas igual ao nimero total de fronteiras e
quatro colunas contendo: a identificacdo da fronteira, a dire¢do normal ou
tangencial e os valores calculados dos dois critérios de refinamento.

« ListEdgesToRefine: Vetor que contém os indices das fronterias que serdo
refinadas, tendo em conta a tolerancia de selecdo, conforme discutido na secdo
4.6.1.

« List.SpuriousEdges: Vetor de dimensdo igual ao numero de dire¢des das
fronteiras que tem a densidade do residuo menor que o zero numérico definido
pelo usuario. Assim, este vetor lista as direcdes das fronteiras cujo refinamento
pode vir a causar modos espurios no sistema resolutivo.

 List.SpurEdgeToRefine: Vetor que contém os indices das dire¢cdes das fronteiras
listadas para o refinamento e que também pode vir a causar modos espurios. Os
seus elementos correspondem a interseccdo das listas List.EdgesToRefine e
List.SpuriousEdges.

+ List.LoopsToRefine: Vetor que contém os indices dos elementos a refinar

conforme os critérios apresentados na secao 4.6.1.

O segundo tipo, por sua vez, possui o final ‘It' e sdo variaveis globais responsaveis por
armazenar determinadas informagdes de todas as iteracdo durante do processo de
refinamento a fim de se criar um registro. Determinadas informacgdes relevantes geradas em
cada iteracao sdo armazenadas com o propésito de gerar graficos que expressam o processo
de convergéncia do problema a ser resolvido e serdo explicadas mais adiante na secdo 5.5. As

variaveis globais estao listadas na Tabela 5.6.

Tabela 5.6: Variaveis globais da estrutura List

List.Energylt

List.EnergyVariationlt

List.ErrorEdgeNormlt
List

List.ErrorEdgeVariationlt
List.GDL_It
List.RefinedEdgesit
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List.EdgesOrderlt

List.RefinedLoopslt
List.LoopsOrderlt
List.Betalt
List.CndNolt

Descricao da funcao das variaveis locais:

List.Energylt: Vetor de dimensdo igual ao ndimero total de iteracdes, onde é
armazenada a energia de deformacdo em cada iteracdo. E usado para verificar a
convergéncia da solucao. No final do algoritmo, os seus elementos sao plotados
em fung¢do do numero total de graus de liberdade.

List.EnergyVariationlt: Vetor de dimensdo igual ao nimero total de iteracdes,
onde é armazenada a variacao relativa da energia de deformacao a cada iteracao
(4.18). Serve para verificar a convergéncia pelo critério da energia de deformagao,
conforme discutido na secdo 4.6.2, e no final do algoritmo, é feita a sua
representagdo grafica em fungdo do numero total de graus de liberdade.
List.ErrorEdgeNormlt: Vetor de dimensdo igual ao numero total de iteragdes,
onde é guardado o valor maximo da densidade do residuo (4.16). Os seus
elementos sao representados graficamente, no final do algoritmo, em funcao do
numero total de graus de liberdade.

List.ErrorEdgeVariationlt: Vetor de dimens&o igual ao nimero total de iteragdes
onde é armazenado o quociente da reducdo da densidade do residuo na fronteira
a cada iteragdo (4.20). Serve para verificar a convergéncia do critério da densidade
do residuo maximo do deslocamento na fronteira, conforme discutido na secao
4.6.2, e seus elementos sdo representados graficamente em fungdo do nimero
total de graus de liberdade, no final do algoritmo.

List.GDL_It: Lista onde sdo armazenados os numeros totais de graus de liberdade
em cada iteracao.

List.RefinedEdgeslt: Lista onde sdo armazenadas as dire¢cdes (normal ou
tangencial) das fornteiras refinadas a cada iteragao. Os valores sao utilizados para
a construcdo da tabela que resume o processo iterativo.

List.EdgesOrderlt: Lista que armazena as ordens das bases da funcdo de
aproximacao das direces das fronteiras a cada iteracdo. Os valores sao utilizados

para a construcao da tabela que resume o processo iterativo.
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+ List.RefinedLoopslt: Lista que armazena os elementos refinados a cada iteracéo.
Os valores sdo utilizados para a construcao da tabela que resume o processo
iterativo.

« List.LoopsOrderlt: Lista que armazena as ordens das bases de aproximagdo dos
elemetos a cada iteracao. Os valores sdo utilizados para a construgdo da tabela
gue resume o processo iterativo.

 List.Betalt: Lista que armazena os graus de indeterminagdo cinematica (3.51) de
todos os elementos a cada iteragdo. Os valores sa@o utilizados para a construgao
da tabela que resume o processo iterativo.

+ List.CndNolt: Lista que armazena a inversa do nimero de condi¢do do sistema

governativo a cada iteracao.

5.4 Processamento

A fase de processamento é responsavel pelo mapeamento, construgdo e resolucao do
sistema (3.24). A resolucdo do problema estrutural pode ser feita através de uma analise Unica

ou através de um processo iterativo de refinamento do tipo ‘p’-adaptativo.

5.4.1 Mapeamento do sistema resolutivo

A fase seguinte apds a introducao dos dados por parte do usuario na fase de
processsamento é o mapeamento do sistema resolutivo global.

O mapeamento do sistema tem como principal objetivo identificar e organizar o
armazenamento dos dados de entrada dos coeficientes no sistema governativo e que serdao
utilizados no processo do espalhamento. O espalhamento consiste na alocagdo dos valores
dos coeficientes calculados no sistema governativo global. Para a execugdo do espalhamento
dos coeficientes, é feito um mapeamento para a definicdo de todos os pontos de insercdo dos
coeficientes de cada elemento e de cada direcdo da fronteira essencial no sistema. O
armazenamento dos valores na matriz dos coeficientes é feito numa légica de submatrizes (ou

blocos) associados aos elementos finitos que Ihes dao origem.
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(a) Sistema referente a um modelo de 4 (b) Mapeamento da matriz de rigidez para o elemento i do
elementos e 12 fronteiras. modelo de 4 elementos e 12 fronteiras.

Figura 5.8: Mapeamento do sistema de um modelo com 4 elementos e 12 fronteiras, sendo 6 fronteiras
essenciais (1, 2, 3, 4, 8 e 11) todas com aproximacgdes na direcdo normal e tangencial, de acordo com a malha

apresentada na Figura 5.6. Adaptado de [4]

Juntamente com a dimensao das submatrizes € possivel estabelecer toda a dimensdo do
sistema governativo global e alocar a memdria necesséaria no algoritmo. Ha quatro variaveis
fundamentais para que mapeamento seja feito. Estas sdo as variaveis insert e dim existente
tanto na estrutura Loops, quanto na estrutura Edges (Figura 5.8). As variaveis insert sao
responsaveis pelo registro dos pontos de entrada dos blocos da matriz de rigidez (K) e de
fronteira (B). As variaveis dim sdo responsaveis pela determinacdo da dimensdo dos blocos
para os modos de deformacao (¥, e ¥,,) e corpo rigido (¥,.), para os elementos e para as
fronteiras.

Para cada elemento e para cada fronteira essencial existem 5 blocos consoante ao
numero de modos existente, e por consequéncia 5 pontos de inser¢cdo na matriz de rigidez (P1
a P4, sendo 2 modos para ¥, e ¥, e os modos de corpo rigido ¥,. - RBM). Cada modo assume
o valor da ordem das fun¢des de aproximacdo conforme estabelecido nas defini¢des (3.37),
(3.42) e (3.49).

Os blocos da matriz de rigidez que correspondem aos modos de deformacgao e corpo
rigido (Kjj) de cada elemento (i) sdo inseridos na diagonal principal da matriz dos coeficientes
(LHS) na posicao Loops.insert (ij). A sua dimensao é calculada em fun¢do da ordem da base
de aproximacgdo, como ilustrado na Figura 5.8 e é guardado na variavel Loops.order(i). As
matrizes de cada elemento sdo quadradadas e tem a mesma quantidade de linhas e colunas
conforme a quantidade de fun¢des na base de aproximacdo no dominio de cada elemento

para todos os modos. As variaveis np, nr, e nr, é igual a ordem da base das funcbes de
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aproximacao do dominio do elemento e das fronteiras normal e tangencial respectivamente,

para cada modo.

Edges.insert(1,1)

Edges.insert(1,1)
Edges.insert(2,1) Edges.insert(1,2)

Edges.dim(11,1)

Edges.dim(11,2)
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4(4n,-143) nHIn 2(n+) | 2(n+1) | 2(+) | 21| 20 +1).

(a) Sistema referente a um modelo de 4 (b) Mapeamento da matriz B das fronteiras essenciais do
elementos e 12 fronteiras. modelo de 4 elementos e 12 fronteiras.

Figura 5.9: Mapeamento das fronteiras essenciais nas suas componentes normal e tangencial para um mo-
delo de 4 elementos e 12 fronteiras, sendo 6 essenciais (1, 2, 3, 4, 8 e 11) todas com aproximagdes na dire¢do nor-

mal e tangencial, de acordo com a malha apresentada na Figura 5.6. Adaptado de [4]

Cada fronteira essencial (i) possui cinco blocos Bj consoante com a quantidade de modos
de deformacdo e corpo rigido para cada direcao a qual é feita a aproximagdo no campo das
forcas. Esses blocos sao inseridos na matriz LHS nas linhas que correspondem com as entradas
dos blocos da matriz de rigidez dos elementos as quais as fronteiras pertencem. As entradas
das colunas dos blocos Bj de cada fronteira corresponde ao Edges.insert (i,1) para a direcao
normal e Edges.insert (i,2) para a dire¢do tangencial.

Conforme ilustrado na Figura 5.9, as matrizes das fronteiras podem ser compartilhadas
com dois elementos adjacentes ou com um elemento, para o caso em que as fronteiras séo
interiores ou exteriores, respetivamente. Essas matrizes ndo sdo quadradas, tendo o nimero
de linhas igual a dos elementos as quais as fronteiras pertencem, ou seja, igual a dimensao
total da base das funcbes de aproximacao do elemento. O niUmero de colunas, por sua vez, €
igual a ordem da base das fun¢des de aproximacao da respetiva direcdo da fronteira (normal
e tangencial) mais um (n. + 1). As variaveis np, nr , e nr, € igual a ordem da base das funcées
de aproximacdo do dominio do elemento e das fronteiras normal e tangencial
respectivamente, para cada modo.

A disjungdo entre os blocos do dominio e da fronteira, significa que bases diferentes
podem ser facilmente acomodadas simplesmente atribuindo diferentes dimensdes ao

respetivo bloco do sistema resolutivo.

60



Blocos da matriz de rigidez e de fronteira

As matrizes de rigidez e de fronteira dos elementos finitos hibridos-Trefftz possuem

entradas que correspondem a partes das bases geradas por potencias harménicos e bi-

harmonicos, pares e impares e pelo modo de corpo rigido.

K11: Bases geradas por um potencial harmonico impar, matriz quadrada e possui
dimensao igual a ordem da base de aproximacao do elemento (np).

K22: Bases geradas por um potencial harmonico par, matriz quadrada e possui
dimensao igual a ordem da base de aproximacao do elemento (np).

K33: Bases geradas por um potencial bi-harmonico impar, matriz quadrada e
possui dimensdo igual a ordem da base de aproximagdo do elemento menos um
(np-1).

K44: Bases geradas por um potencial bi-harmonico par, matriz quadrada e possui
dimensdo igual a ordem da base de aproximacao do elemento (np).

K55: Modos de corpo rigido, matriz quadrada e possui dimensédo igual a trés,
nomeadamente os movimentos de rotacao pura e deslocamentos constantes no
planox ey.

B1n (B1t): Bases geradas por um potencial harménico impar, matriz com o
numero de linhas igual a (np) correspondente ao elemento a que aquela fronteira
pertence e o numero de colunas igual a ordem da base de aproximacao, na
direcdo normal (tangencial) de uma determinada fronteira mais um
(np_n + 1) ou (npy + 1).

B2n (B2t): Bases geradas por um potencial harmonico par, matriz com o nimero
de linhas igual a (np) correspondente ao elemento a que aquela fronteira
pertence e o niumero de colunas igual a ordem da base de aproximacdo, na
direcdo normal (tangencial) de uma determinada fronteira mais um
(np,n + 1) ou(nry +1).

B3n (B3t): Bases geradas por um potencial bi-harmdnico impar, matriz com o
numero de linhas igual a (np) correspondente ao elemento a que aquela fronteira
pertence e o numero de colunas igual a ordem da base de aproximacao, na
dire¢do normal (tangencial) de uma determinada fronteira mais um
(np_n + 1) ou(nry + 1).

B4n (B4t): Bases geradas por um potencial bi-harménico par, matriz com o
numero de linhas igual a (np) correspondente ao elemento a que aquela fronteira

pertence e o nimero de colunas igual a ordem da base de aproximagdo, na
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direcdo normal (tangencial) de uma determinada fronteira mais um
(npln + 1) ou(nry + 1).

« B5n (B5t): Modos de corpo rigido, matriz com o numero de linhas igual 3
correspondente ao modo de corpo rigido do elemento a que aquela fronteira
pertence e o numero de colunas igual a ordem da base de aproximacao, na
direcdo normal (tangencial) de uma determinada fronteira mais um

(np_n + 1) ou(nry + 1).

5.4.2 Integragdo numérica

No célculo dos valores, para a realizacdo do espalhamento (alocacdo) no sistema
governativo (3.24), é utilizada a técnica de integracdo numérica chamada de quadratura de
Gauss-Legendre, uma vez que a sua determinagdo utilizando a forma analitica é inviavel. A
intergracdo numérica por meio da quadratura é feito através de uma soma ponderada dos
valores da funcdo a integrar, em determinados pontos criticos pertencentes ao dominio de
valores da funcdo. Esta produz um resultado exato com n pontos de amostragem para
polindbmios de grau 2n — 1 ou inferior.

Todos os dominios de integracao sao mapeados para o intervalo de [-1,1]. O valor | do
intergal de uma fungdo genérica f(s) definida no referencial da fronteira é calculado através

da equacao (5.1)

N o~

1 n
=3[ jois =3 s 5

onde L € o comprimento da fronteira que representa o dominio, n é o niUmero total de pontos
de Gaus-Legendre (definido o usuario), a; sdo as absissas que correspondem a esses pontos e
W;0s respectivos pesos.

Os elementos das matrizes e dos vetores do sistema resolutivo sdo calculados a partir de
estrutura de dados tridimensionais e bidimensionais, repectivamente e que permitem
determinar todos os coeficientes que compdem determinado bloco em uma Unica operacao.

As estruturas de dados tridimensionais sdo utilizadas para calcular os blocos
constituintes das matrizes de rigidez e das fronteiras K e B, sendo que as mesmas tém nas
linhas e colunas os valores correspondentes aos respectivos graus de aproximagdo das bases

envolvidas e nas paginas os correspondentes valores nas abscissas, a;.
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As estruturas de dados bidimensionais sao utilizadas para calcular os blocos constituintes
do lado direito do sistema resolutivo global. Nas linhas da matriz estdo os valores dos graus
das funcdes de ponderacao e nas colunas os valores que correspondem as respectivas absissas.

A integracdo numérica é feita multiplicando os valores da funcdo f(a;) pelos pesos
W;(a;) na diregdo correspondente as absissas e posteriormente feito o somatorio na mesma

direcdo, conforme ilustrado na Figura 5.10, sendo NGP o niumero de pontos de Gauss.
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// // // e
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Figura 5.10: Vetorizagdo das matrizes de rigidez K

5.4.3 Pré-condicionamento do sistema resolutivo

Na implementacao do algoritmo foi feito o pré-condicionamento do sistema resolutivo
com a finalidade de aprimorar a estabilidade numérica de modo a minimizar os erros que
possam ocorrer durante a sua resolucdo. Conforme discutido na secdo 4.5, o pré-
condicionamento é feito através do escalonamento do sistema o qual melhora a sua qualidade
uma vez que uniformiza os termos da diagonal para que fiquem proximos de um valor unitario,
preservando, ao mesmo tempo, a simetria do sistema. As equagdes (5.2) e (5.3) expressam o

escalonamento da matriz LHS e o vetor RHS do sistema resolutivo, respetivamente.

ScLHS = ST « LHS + S (5.2)

ScRHS = ST « RHS (5.3)

sendo S a matriz diagonal em que seus termos sao a inversa da raiz quadrada dos termos da

diagonal principal da matriz LHS. ScLHS e ScRHS sdo a matriz dos coeficientes e o vetor livre
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escalados, respectivamente. Contudo, nota-se que os fatores de escala incidem na matriz dos
coeficientes, o vetor das solucdes e o vetor livre.

Sendo a solugao escalada do sistema dada pela equagao (5.4)

ScLHS
= — 54
ScX ScRHS (5.4)
A solucao nao escalada é obtida através da equacao (5.5)
X = Scl+ RHS (5.5)

1

Jdiagonal(LHS)

onde Scl =

5.4.4 Construcao e resolucao do sistema

A construcao do sistema resolutivo global segue conforme o exposto nas se¢des 5.4.1 e
5.4.2. A resolucdo do sistema conta com o pré-condicionamento do sistema e a verificacdo da
estabilidade numérica conforme discutido nas se¢des 5.4.3 e 4.5, respectivamente.

No cenario em que o usuario defina que o programa realize uma analise Unica para a
solucdo do prolema e o sistema seja bem condicionado, a resolucéao é feita utilizando o solver
adaptativo ml/divide incluido no Matlab. Entretanto, se o sistema apresenta um mal
condicionamento, é possivel optar por uma das seguintes solucdes:

+ Remodelar o problema em questdo considerando a alteracdo de certos
parametros como o aumento do nimero de elementos da malha ou a diminuicdo
da ordem das fungbes das bases de aproximagdo dos elementos ou das
fronteiras, seguindo as orientacdes do manual do usuério [34], ou

» Prosseguir com a solucdo para o problema em questdo utilizando o solver
baseado no calculo da pseudo-inversa da matriz dos coeficientes, que garante a
eliminagao dos valores singulares muito proximos de zero, tendo em mente que
a solugdo pode ndo ser necessariamente a correta, sendo necessaria a avaliacao
da qualidade da solugdo dos campos dos deslocamentos e tensdes.

Por outro lado, caso o usuario defina que o programa realize uma analise com o processo
iterativo de refinamento ‘p’ para a solucao do problema e o sistema seja bem condicionado, a
resolucdo é feita da mesma maneira que na analise Unica. Entretanto, se durante o processo
de refinamento o sistema se tornar mal condicionado, o programa procede conforme o
discutido nos critérios de paragem do algoritmo (secdo 4.6.2), parando o processo iterativo e

retornando a Utima solucdo estdvel. Sobretudo, para a andlise com o refinamento ‘p’-
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adaptativo, é estabelecido que o sistema ndo apresente problemas de mal condicionamento

na analise inicial, sendo necessario o usuario tomar as medidas sugeridas acima caso isso

aconteca.

Por fim, o algoritmo reverte o escalonamento do sistema, uma vez que a solucdo é

encontrada, apresentando para o usuario a solugdo da forma ndo escalada.

5.4.5 Descri¢ao do algoritmo

5.4.5.1 Analise Gnica ou analise inicial

A analise Unica é parte da versdo atual do algoritmo e esta pode ser chamada de analise

inicial para o caso do usuario definir a resolugdo do problema com o processo de refinamento

‘p’-adaptativo. O fluxograma da Figura 5.11 ilustra as etapas executadas pelo algoritmo na

analise Unica ou andlise inicial.

Nesta andlise, o algoritmo procede por fazer a rotina conforme as etapas pontuadas

abaixo:

Verificacdo da indeterminacao cinematica do modelo inicial: a indeterminacao
cinematica é verificada para cada elemento da malha e caso um elemento nao
seja cinematicamente indeterminado, o grau do respectivo elemento é
aumentado até que se verifique g > 0.
Mapeamento do sistema resolutivo.
Calculo dos coeficientes da matriz de rigidez e do termo livre e seu espalhamento.
Andlise da estabilidade do sistema com os graus inicialmente propostos pelo
utilizador (ver secao 4.5).
o Para a analise Unica: Caso o usuario defina que o programa realize apenas
a analise Unica, esta ocorrera conforme discutido na secao 5.4.4
o Para a analise inicial: Caso o usuario defina que o programa realize a
analise com o refinamento ‘p’-adaptativo, esta também devera ocorrer
conforme o exposto na secdo 5.4.4 e seguira para o refinamento p'-
adaptativo conforme sera mostrado na préxima secao.
Exclusivamente para a analise Unica, finalmente o programa retornara a solucao
obtida no formato que sera discutido mais adiante na fase de pos-
processamento.
Exclusivamente para a analise p-adaptativa, o algoritmo guardara todas as

informagdes inerentes para prosseguir com o processo de refinamento ‘p’-
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adaptativo, nomeadamente o vetor das solu¢des da andlise inicial, as ordens das
bases de aproximacao do dominio e das fronteiras (para cada direcao) e a energia

de deformacéo.

Pré-processamento

l

Verificagdo da
indeterminagdo
cinemaética

Aumento do grau do
respectivo elemento

Mapeamento do sistema
do sistema resolutivo

Y

Construgéo do sistema
resolutivo global

Y

Pré-condicionamento
do sistema resolutivo

Sistema Erro:
mal Andlise g

condicionado com o refinamento SISte.nEa mal
Checagem da Tipo de 'p-adaptativo condmox}ado

estabilidade do = na andlise
- analise iy ,
sistema inicial ndo é
aceito para
essa andlise

Sistema
hem Analise simples
condicionado

Solugdo do sistema
(pseudo-inversa de
Moore-Penrose)

Andlise
com o refinamento
‘p'-adaptativo

Solucao do
sistema

Processo de
refinamento
‘p'-adaptativo

A

Pés-processamento Pés-processamento

Figura 5.11: Fluxograma da anélise Unica ou inicial

545.2 Refinamento 'p'-adaptativo
A analise com o refinamento 'p’-adaptativo consiste num processo iterativo em que o

programa refina continuamente a solucdo, de acordo com os critérios previamente definidos,
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os graus das bases das funcdes de aproximacgao das fronteiras e dos dominios até que alcance

algum dos critérios de paragem discutidos na secdo 4.6.2 e ilustrado na Figura 5.12.

Pré-processamento

Andlise inicial

[ Nova iteracao }<

.

Calculo dos critérios
de refinamento

critério de critério de

refinamento < zero e refinamento > zero | pefinamento
Solugao numeérico Verificagao das numeérico das
exata fron;eelfriz;ilzg ;Serem fronteiras
l selecionadas
Pés-processamento ] < ]
\
e Refinamento
Verificacdo dos oS
dominios a serem > dom hios
refinados :
selecionados
\
Reconstrucao e Tolerancia de
#| pré-condicionamento convergéncia nao
do sistema atingida

Sistema Sistema
Refinamento dos mal bem
condicionado Checagem da condicionado

Resolugao

elementos adjacentes
do sistema

as fronteiras
refinadas

estabilidade do
sistema

Tolerdncia de convergéncia
atingida

Pés-processamento

Figura 5.12: Fluxograma da rotina de refinamento do tipo 'p'-adaptativo

Nesta analise, o algoritmo procede por fazer a rotina conforme as etapas enumeradas
abaixo:

« Partindo da analise inicial, o algoritmo procede por realizar o refinamento 'p’-

adaptativo dando inicio ao processo iterativo. O primeiro passo de cada iteracao

é o refinamento nas fronteiras. Para construir a lista List.Edges (secdo 5.3.3)

obtém-se, para cada direcdo da fronteira essencial, uma estimativa da variacao
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da energia de deformacéo (4.15) e da densidade méaxima do residuo da fronteira
normalizado (4.16) que o respectivo refinamento provocaria. Estes valores sdo
ordenados de forma decrescente de acordo com o critério de refinamento
escolhido pelo usuério.

« A(s) primeira(s) direcao(des) (normal e/ou tangencial), a depender do valor
adotado para a tolerancia de selecao, listada(s) em List.Edges é(sdo) registrada(s)
na lista List.EdgesToRefine e os modos espurios sdo guardados na lista
List.SpuriousEdges. A interseccao das partes a serem refinadas nestas duas listas
sao listadas em List.SpurEdgesToRefine.

« Com as listas List.EdgesToRefine e List.SpurEdgeToRefine construidas, sdo
verificados os critérios de refinamento no dominio discutidos na secdo 4.4.

« E construido um novo sistema resolutivo, tendo em conta os refinamentos
efetuados. Depois € feita uma checagem do mal condicionamento do sistema.
Sempre que é identificado um mal condicionamento, aumenta-se um grau nas
bases dos elementos adjacentes as fronteiras refinadas, conforme discutido na
secao 4.4.

« Everificado o nimero maximo de iteraces para que o sistema identificado como
mal condicionado, se torne bem condicionado, além também do grau maximo
das bases de aproximacdo, do dominio e para cada direcdo das fronteiras
essenciais. Caso estes valores ultrapassem os definidos pelo usuario, o processo
de refinamento é interrompido e a Ultima solugdo estavel é apresentada.

« Caso o processo iterativo ndo pare em decorréncia dos critérios de paragem
mencionados no passo anterior, é testada a convergéncia da solucao de acordo
com o escolhido pelo usuario. Quando o algoritmo pare por alcancar a tolerancia
de convergéncia definida pelo usuario, o programa apresenta a solucao
correspondente a Utima iteracao.

«  ApOs se obter a solucdo final, faz-se uma listagem de toda a informacdo referente
aos refinamentos efetuados conforme sera mencionado mais a frente na se¢éo X

sobre o pds-processamento.

Refinamento na fronteira

O refinamento nas fronteiras € o primeiro passo a ser realizado no processo iterativo

(passos de 1 a 3 na secgao 5.4.5.2).

68



No inicio de cada iteracao é testado o refinamento em cada direcao de cada uma
das fronteiras essenciais da malha. Para cada dire¢do, € gerada uma nova funcao
de aproximacédo nas fronteiras Z. Desta forma, sdo gerados o vetor B associado
a nova base e o ..

Posteriormente s3o calculados o gradiente X (4.10), e a densidade do residuo dos
deslocamentos na fronteira (=i, + BTp). Em seguida, é calculado o
deslocamento generalizado § através das equacdo (4.14). Se a densidade do
reiduo for nula, todos os critérios de selecao sao listados como sendo nulos e o
programa avanca para a préxima direcao/fronteira. Caso contrario, € calculado o
residuo normalizado (4.16), para posterior listagem.

E calculado o incremento da solucdo Ax através da equacdo (4.12), permitindo
que se determine a variacao na energia (4.15) causada pela variacdo da solucao
Ax.

E construida a matriz List.Edges com os valores obtidos anteriormente e que
depois € utilizada para escolher a fronteira que vai ser efetivamente refinada.

O ultimo passo é verificar se os valores dos critérios de refinamento sao inferiores
a quantidade definida como zero numérico, pelo usuario. Caso sejam, o algoritmo
avanga diretamente para a fase de pos-processamento. No caso de os valores
nao serem todos os inferiores e estejam dentro da tolerancia de selecao é criada
a lista List.EdgesToRefine onde se encontram os indices das fronteiras e as

direcbes a serem refinadas.

Refinamento no dominio

Apos o refinamento das fronteiras, o algoritmo verifica a necessidade de refinamento do

dominio dos elementos. Como discutido na secdo 4.4, o refinamento no dominio decorre de

trés maneiras diferentes:

Nessa etapa é verificado se ha fronteiras selecionadas para o refinamento, e que
também sdo detectadas como propicias a originar modos espurios. Se houver, os
elementos adjacentes a essas fronteiras sdo adicionados na lista
List.LoopsToRefine e posteriormente refinados.

Posteirormente é calculado o grau de indeterminagao cinematica (8), para todos
os elementos e verifica-se se sdo cinematicamente indeterminados. Se algum néo

for, os respectivos elementos sdo também listados para o refinamento.
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« Finalmente, compara-se o grau maximo das fronteiras ajacentes a cada elemento
com o grau da base do mesmo, de modo a verificar que np > max(n;). Se em
algum caso isso ndo se confirmar, lista-se para o refinamento o elemento em
questao.

Juntando toda esta informacdo, é construida a lista final de elementos a refinar,
List.LoopsToRefine.

Nesta etapa, procede-se a resolucdo do sistema com os novos graus de liberdade (GDL)
acrescentados e é feito o controle da estabilidade numérica. Caso seja necessario, refinam-se

os elementos adjacentes as fronteiras refinadas conforme explicado na secao 5.4.4.

Critérios de paragem

O algoritmo possui os critérios de paragem conforme discutido na segdo 4.6.2 e sdo
ilustrados nos fluxogramas da Figura 5.11, para o caso da analise Unica e da Figura 5.12 para
o caso com o refinamento 'p’-adaptativo. Na fase final do processo de refinamento 'p’-
adaptativo, o algoritmo verifica se o critério de convergéncia atingiu a tolerancia de
convergéncia. Caso esta nao seja atingida, o programa retorna para o processo iterativo e caso

contrario o programa parte para a fase de pds-processamento.

5.5 Pds-processamento

A solucéo do sistema resolutivo (3.24) fornece uma Unica estimativa para o campo dos
deslocamentos, no dominio e nas fronteiras. Este campo é obtido através da aproximacdo dos
deslocamentos (3.3). A estimativa Unica para o campo das tensdes no dominio dos elementos
é obtida através da aproximacdo (3.5). Entretanto, a formulacdo produz duas estimativas
independentes para as forcas nas fronteiras essenciais, uma por meio da projecdo do campo
das tensdes (3.5) nas direcdes normal e tangencial a fronteira, e outra através da aproximacao
independente (3.6). Ambas devem convergir quando as solu¢des sdo suficientemente
refinadas, podendo a sua diferenca ser, eventualmente, utilizdvel como medida de
convergéncia.

Na fase de pos-processamento, para a analise Unica o algoritmo entra na fase em que o
programa retorna, com base na solugdo do sistema governativo, as aproximagdes dos campos
de deslocamento, tensdes e a deformada da estrutura, todas representadas graficamente
conforme ilustrado na Figura 5.13. Para a analise inicial e posteriormente o refinamento 'p’-

adaptativo, sdo retornados além das solucdes anteriores, os graficos de convergéncia
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representados na Figura 5.14, e uma tabela com um resumo detalhado do processo iterativo

representada na Figura 5.15.

Itera..| DOF
1121
2121
3133
4134
5137
6142
7145
8162

19232
20247
21248

4 X- Displacement

0 0.1

0 2 4
X- Stress

N & 100
50

2 °

0

0 2 4

4 XY- Stress
0

2 -10
20

0

0 2 4

4 Y- Displacement
0.4
2 02
0.3
0
0 2 4
Y- Stress
4 20
l i
2|
20
0 - -40
0 2 4
Deformed shape

Figura 5.13: Campo de deslocamentos, tensdes e deformada.
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Figura 5.14: Graficos de convergéncia.

Beta | Refined Loops Loops Order| Refined Edge Normal Dir | Refined Edge Tangencial Dir
2111 34 5544 2 1281
1056 2 5644 1 2
0355 1 6644 12
4255 None 6644 2
2155 None 6644 12 1
2055 2 6744 2
1154 None 6744 8 24
1242 124 7845 811 124
2146 None 7845 12
0146 1 8845 1 1
4046 2 8945 2
0235 14 9946 18 134
0028 123 1010 56 1811 18
3468 None 101056 1
3268 None 101056 2 2
2168 None 1010 5 6 8
1168 2 10156 8 2
0066 124 11257 4 48
2 2 6 10 None 11257 8 8
0169 124 121358 8 48
3 2 6 13 None 1213 5 8 8

Figura 5.15: Tabela com o resumo do processo de refinamento 'p'-adaptativo.
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2NaN NaN NaN 2 NaNNaN 2NaN 5 5 2 2 NaN NaN NaN 3 NaN NaN 3 NaN 102831  1.7054e-09
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2 NaN NaN NaN 6 NaN NaN 4 NaN 9 8 3 5NaN NaN NaN 5 NaN NaN 3 NaN 10.3468  10408e-13
2 NaN NaN NaN 7 NaN NaN 4 NaN 9 9 3 5NaN NaN NaN 5NaN NaN 3 NaN 103527  1392e-13
3NaN NaN NaN 7 NaN NaN 4 NaN 9 O 3 6 NaN NaN NaN 6 NaN NaN 3 NaN 10.3805 34628e-12
3 NaN NaN NaN 8 NaN NaN 4 NaN 9 9 3 6 NaN NaN NaN 7 NaN NaN 3 NaN 103744 1544513
3 NaN NaN NaN 9 NaN NaN 4 NaN 9 9 3 7 NaN NaN NaN 8 NaN NaN 3 NaN 103859  32459-13
3 NaN NaN NaN 9 NaN NaN 4 NaN 9 9 3 7 NaN NaN NaN O NaN NaN 3 NaN 103841  1.0154e-13
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Graficos de convergéncia

A Figura 5.14 mostra os gréaficos de convergéncia que sdo gerados pelo programa com
os dados de cada iteracao sendo esses:

« Energia de deformacdo vs. nimero de graus de liberdade: representa
graficamente a variacdo da energia de deformagdo com o nimero total de graus
de liberdade do modelo. Cada ponto representa uma iteragdo e o eixo das
abcissas esta em escala logaritmica. A estabilizacdo desse grafico € um indicador
importante de convergéncia pela energia de deformacéo.

« Densidade do residuo de deslocamento na fronteira vs. o nimero de graus de
liberdade: representa graficamente a variacdo da densidade maxima do residuo
na fronteira com o nimero total de graus de liberdade do modelo. Ambos os
eixos estdo em escala logaritmica. A densidade maxima do residuo na fronteira é
usada como critério de selecao e reflete o maximo desequilibrio de deslocamento
entre dois elementos adjacentes. A linha azul neste grafico representa a regressao
linear do decréscimo da densidade do residuo e y(x) é a sua expressao
matematica, em que o coeficiente da varidvel x serve de medida de convergéncia
do processo de refinamento.

« Variacdo de energia normalizada vs. o nimero de graus de liberdade: representa
graficamente a diferenga entre as energias de deformacao U; e U;_,, em duas
iteragdes sucessivas. Ambos os eixos estdo em escala logaritmica. A quantidade
apresentada é usada pelo critério de convergéncia da energia de deformagao.

« Densidade do residuo de deslocamento normalizado vs. nimero de graus de
liberdade: este grafico apresenta a mesma informacao que o grafico explicado
no segundo item, no entanto a densidade de residuo maximo é normalizada em
relacdo ao valor da primeira iteracdo. A informagdo apresentada neste grafico é

usada como critério de convergéncia.

Tabela com informagdes do processo iterativo do refinamento 'p'-adaptativo

A Figura 5.15 mostra uma tabela contendo as informacdes de cada iteracao do processo
iterativo do refinamento ‘p’-adaptativo. As informagdes das tabelas sdo: nimero da iteracao,
numero de graus de liberdade, o coeficiente de indeterminagdo cinematica (B), os elementos
e fronteiras refinadas, bem como as respetivas ordens da base da funcdo de aproximacéo, a

variagao da energia total do sistema e a inversa do nimero de condigéao.
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RESULTADOS E DISCUSSAO

6.1 Introducao

Neste capitulo sdo realizados trés testes para a validacdo do desempenho do algoritmo
‘p’-adaptativo descrito nos capitulos 4 e 5. A convergéncia da solu¢do dos problemas é
procurada através de dois critérios de paragem, nomeadamente o critério da variagdo da
energia de deformacdo e o critério da densidade maxima do residuo na fronteira.

A convergéncia da energia de deformacdo é procurada utilizando o critério de
refinamento da variacdo da energia de deformagdo. Por outro lado, a convergéncia da
densidade maxima do residuo na fronteira é buscada utilizando o critério de refinamento
baseado na densidade maxima do residuo na fronteira. Em todos os testes foram definidos os
parametros de controle para o funcionamento do algoritmo ‘p’-adaptativo de acordo com o
estabelecido na Tabela 6.1. Os parametros que variam nos testes sdo os critérios de
convergéncia, os critérios de refinamento e a tolerancia de selecdo, adotando os valores
indicados nesta mesma tabela.

Os parametros foram definidos com base nos testes apresentados neste trabalho e
outros testes conduzido pelo autor na elaboragao do algoritmo com o objetivo de entender o
seu comportamento e obter a melhor solugdo em cada teste realizado. Além disso, estes
estudos de parametrizagdo serviram para conseguir definir algumas diretrizes para o usuario
e orienta-lo nessas escolhas desses parametros.

Sendo assim, o valor maximo dos graus da base de aproximacao é de 20 tanto para o
dominio como para as fronteiras dos elementos, pois se identificou que graus mais elevados
nado alteram significativamente a convergéncia da solucdo. Da mesma forma, foi definido como

16 0 nUmero maximo de iteragdes em que o sistema tenta se reestabelecer apds identificado
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um mal condicionamento, portanto caso o sistema ndo se reestabeleca o programa retorna a
Ultima solucao estavel obtida.

O processo de parametrizacdo do algoritmo condiz com o objetivo deste trabalho na
otimizacdo do calculo computacional do problema e assim evitar processos de calculos

ineficientes e refinamentos desnecessarios.

Tabela 6.1: Parametros essenciais para o funcionamento do algoritmo 'p'-adaptativo

o _ Energia de deformacéo
Critério de convergéncia ‘ '
Densidade do residuo na fronteira
Variacdo da energia de deformacao
Critério de refinamento : :
Densidade do residuo na fronteira
Tolerancia de selecdo na escolha de .
) ) 10/0.5/0.9
fronteiras a refinar
Tolerancia de convergéncia 10+
Nudmero de iteracdes para calcular o
valor médio do critério de 3
convergéncia
Numero maximo de iteracdes com o
sistema mal condicionado na tentativa 16
de reestabelecer o sistema resolutivo
Ordem maxima das bases de
_ N 20
aproximacao

6.2 Placaem L

O primeiro teste realizado é de uma placa em L sujeita ao estado plano de tensdo cujo
principal objetivo é verificar a capacidade do algoritmo para obter solu¢des de problemas em
que haja pontos de singularidades. Essa situagdo nao ocorre na pratica e advém das limitacoes
da modelacdo numérica desse tipo de problema.

Neste problema, apresentado na Figura 6.1, a largura e a altura total da placa sdo 100 e
as propriedades do material sdo definidas pelo modulo de Young E = 10° e o coeficiente de
Poisson v = 0.3. As condi¢des de fronteira do tipo Dirichlet sdo impostas nas fronteiras y =

0ex =100, de modo a impedir os deslocamentos nas dire¢es verticais e horizontais,
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respectivamente, mantendo livre o respectivos deslocamentos nas dire¢des paralelas a esses
bordos. As condic¢des de fronteira do tipo Neumann sdo aplicadas na fronteira x = 0 na forma
de uma carga w, unitaria, uniformemente distribuida. O ponto P representado na figura é onde
se espera obter concentragdo dos campos das tensGes e a existéncia de um ponto de

singularidade.

y

- Ux= 3
W] G —]

- P
- o
L | LD
L v | ox

oy / ISy

50 _|_ 50 |

Figura 6.1:Modelo do problema da placa em L

A malha é composta por 6 elementos triangulares, conforme a Figura 6.2, e com as
bases de aproximacao iniciais com ordens unitarias, tanto para o dominio n, quanto para as
fronteiras na dire¢do normal nf ,, e tangencial. n ;. A energia de deformac&o obtida neste teste

utilizando EFHT é comparada com a solucao de Shephard [35] sendo esta igual a U = 0,1556.

75



1

Figura 6.2: Malha com 6 elementos triangulares da placa em L

A Tabela 6.2 indica o motivo de paragem para cada teste realizado em fung¢do das
diferentes tolerancia de selecdo e critério de refinamento adotado. E possivel observar que o
algoritmo conduziu muito bem o processo de refinamento 'p’-adaptativo, ndo mostrando
qualquer tipo de paragem do tipo contencioso, ou seja, aquela cujo propdsito é evitar a
instabilidade no sistema (ver se¢do 4.6.2). Pelo contrario, nos testes realizados, quando
utilizado o critério de refinamento e convergéncia baseado na energia de deformagdo o motivo
de paragem se deu majoritariamente pela convergéncia da solucdo, como mostra a primeira
coluna. J& os testes em que se utilizou o critério de refinamento e paragem baseado na
densidade maxima do residuo na fronteira, o motivo de paragem se deu por ter sido
encontrado a solucdo exata ( ver seccao 4.6.2) durante o processo de refinamento, na fase de
verificacao das direcOes das fronteiras a serem refinadas, onde posteriormente foi identificado
que todos os valores para o critério de selegdo em questdo apresentaram valores menores que

0 zero numérico estabelecido pelo usuario, sendo assim definida a solugdo exata.
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Tabela 6.2: Motivo de paragem em funcdo da tolerancia de selecdo e do critério de refinamento para a

placa em L.

Motivo de parada

Critério de refinamento

Tolerancia
AU ér
de selecao
1.0E-5 Solugado exata Solugado exata
0.5 Convergéncia Solugao exata
0.9 Convergéncia Solugado exata

Tabela 6.3: Energia de deformacéo (Uy,,), erro (Ey), nimero de iteracdes e nimero de graus de liberdade

(NGL) em funcéo da tolerancia de selecao e critério de refinamento para placa em L

Critério de refinamento
AU er
Tolerancia N° N©°

Uny Ey (%) NGL Usr | Ey(%) NGL

de selecao IteracOes IteracOes
1.0E-5 0.1551 0.32 9 380 | 0.1551 032 9 380
0.5 0.1552 0.25 33 341 0.1552 0.25 32 392
0.9 0.1552 0.25 38 284 | 0.1552 0.25 78 392

Em todos os testes realizados, para os diferentes critérios de refinamento e convergéncia,
atingiu-se um valor muito préximo da energia de deformacdo tomada como referéncia,
conforme apresentado na Tabela 6.3, tendo como erro maximo para os casos testados o valor
de 0,19%. O foi calculado conforme equacao

|Upy — U] 6.1)

EU(%) = U

Sobretudo, analisando a mesma tabela, é visivel que o algoritmo alcanga uma boa
aproximacao da energia de deformacao para todos os testes realizados inclusive para aqueles

com o valor de tolerancia de selegao baixo (permitindo o refinamento de multiplas fronteiras).
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Os gréaficos apresentados na Figura 6.3 mostram a convergéncia da energia de
deformacao e da densidade maxima do residuo na fronteira para todo o processo iterativo até
que se atinja um dos critérios de paragem, conforme discutido na se¢do 4.6.2, para diferentes
critérios de selecdo (107>, 0.5 e 0.9).

Os graficos da Figura 6.3(a), Figura 6.3(c) e Figura 6.3(e) que expressam a variacdo da
energia de deformacao ao longo do processso iterativo para as diferentes tolerancia de selecao
evidenciam um padrdo de convergéncia, independetemente do critério de refinamento
adotado. A convergéncia pela energia de deformacao se mostra para todos os casos nao
mondtona, tal como esperado, e isso ocorre devido ao fato de os modelos de elementos finitos
hibridos-Trefftz ndo serem nem localmente compativeis, nem localmente equilibrados.

Os gréficos da Figura 6.3(b), Figura 6.3(d) e Figura 6.3(f) que expressam a variagdo da
densidade maxima do residuo na fronteira ao longo do processo iterativo para as diferentes
tolerancia de selecdo também evidenciam um padrdo de convergéncia para o critério de
refinamento baseado na densidade maxima do residuo na fronteira. No entanto, para o critério
de refinamento baseado na variagdo da energia de deformagdo, os mesmos graficos
apresentam pontos bastantes dispersos e apontam que nao ha um controle deste critério de
refinamento quando o algoritmo é parametrizado para controlar o refinamento baseado na

densidadade do residuo da fronteira.
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Figura 6.3: Energia de deformacao (a), (c) e (e) e a densidade maxima do residuo na fronteira (b), (d) e (f)

em fun¢do do nimero de graus de liberdade e da tolerancia de selegdo para a placa em L.
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Os campos dos deslocamentos e tensdes nas dire¢des Cartesianas, além da deformada
da estrutura obtidos pelos dois critérios de refinamento, cada um associado ao seu respectivo
critério de paragem, sdo apresentados na Figura 6.4, Figura 6.5 e Figura 6.6 para as tolerancias
de selecdo 1075, 0.5 e 0.9, respectivamente.

A comparacao dos resultados obtidos revela que ndo existem diferencas significativas na
qualidade das solugdes para as diferentes tolerancias de selecao, verificando-se a continuidade
interelementar e nas fronteiras exteriores, tanto para o campo dos deslocamento, como para
o campo das tensdes. A continuidade dos campos de tensdes entre os elementos, ndo sendo
imposta explicitamente na formulacao, também expressa um sinal de boa convergéncia do
modelo. Observa-se também que o campo das solu¢des apresentam gradientes de forma
suave na regido dos pontos de singuaridade e que se traduz numa boa solucao para este caso
em particular, mesmo nao utilizando bases de aproximacdes enriquecidas com fungdes
especificas para tratar gradientes de tensdo localmente elevados, como discutido na secdo 3.5.

Por fim, foi feita uma verificacdo das condicdes de fronteiras estaticas (aplicadas nas
fronteiras Neumann) e cinematicas (aplicadas nas fronteiras Dirichlet) da solucao. Para todas
as tolerancias de selecdo é possivel observar que a carga distribuida aplicada na fronteira x =
0 é bem recuperada. Além disso, as restantes fronteiras estaticas, apresentam valores
condizentes com a auséncia de forcas aplicadas, incluindo as tensdes tangenciais. A verificacdo
das fronteiras cinematicas, condizem com os valores definidos sendo este também um
indicativo importante da validade dassolu¢des obtidas. Portanto, para x = 0, tem-se , u,, = 0
e paray = 100, tem-se u, = 0). Os graus das fun¢des de aproximagao ao final do processo de
refinamento 'p'-adaptativo, para cada elemento do dominio e fronteiras essenciais estao

dispostos no Anexo B.1
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Figura 6.4: Campos de deslocamento, tensdes e deformada para o critério de refinamento e paragem
baseados na energia de deformacéo (a) e densidade méxima do erro na fronteira (b) para a tolerancia de selegéo
de 1075
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Figura 6.5: Campos de deslocamento, tenses e deformada para o critério de refinamento e paragem
baseados na energia de deformacéo (a) e densidade maxima do erro na fronteira (b) e tolerdncia de selecdo de
0.5
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Figura 6.6: Campos de deslocamento, tensdes e deformada para o critério de refinamento e paragem
baseados na energia de deformacao (a) e densidade maxima do erro na fronteira (b) e tolerancia de selecdo de 0.9

6.3 Consola curta

O segundo teste realizado neste trabalho é feito de modo a simular um problema de
consola curta que pode ser simplificado através de uma placa quadrada sujeito ao estado
plano de tensao.

O problema ilustrado na Figura 6.7, possui altura e largura unitarias e propriedades do
material definidas pelo médulo de Young E = 2.6 e coeficiente de Poisson v =0.3. As
condigdes de fronteira do tipo Dirichlet sdo impostas na fronteira x = 0 de modo a limitar os
deslocamentos verticais e horizontais. As condi¢bes de fronteira do tipo Neumann sao

aplicadas no bordo superior y = 1, na forma de uma carga unitaria uniformemente distribuida.
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Figura 6.7: Modelo do problema da consola curta

Foram efetuados testes para a malha composta por 4 elementos retangulares e com as
bases de aproximacao iniciais com ordens unitarias, tanto para o dominio n, quanto para as
fronteiras na direcdo normal nf, e tangencial. n),. O valor aproximado da energia de

deformacao utilizada como referéncia é U = 0,3779, e é baseada no trabalho de Jesus [28].

Figura 6.8: Malha com 4 elementos retangulares para a consola curta
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A Tabela 6.4 indica o motivo de paragem para cada teste realizado em fungdo das
diferentes tolerancias de selecao e critério de refinamento adotados. O fato de ndo se observar
um padrdo de convergéncia para o critério de refinamento baseado na energia de deformagao
é justificada pelo motivo de paragem ocorrer por ter sido atingida a ordem maxima das
fungdes nas bases de aproximacdo. Para as tolerancias de selecao igual a 0.5 e 0.9, é possivel
observar que os motivos de paragem para o critério de refinamento baseado na variagdo da
energia de deformacdo foi pelo fato de ser ter atingida a tolerancia de convergéncia. Em
relacdo ao critério de refinamento baseado na densidade maxima do residuo na fronteira, os
critérios de paragem se deram em sua totalidade por ter sido encontrada a solucdo exata no
processo de refinamento na fase da verificacdo das direcdes das fronteiras a serem refinadas,

conforme discutido na seccao 4.6.2.

Tabela 6.4: Motivo de paragem em funcdo da tolerdncia de selecédo e do critério de refinamento para a

consola curta

Motivo de parada

Critério de selecao

Tolerancia
_ AU &r
de selecao

Ordem maxima das bases de
1.0E-5 ) Solugdo exata
aproximacao

0.5 Convergeéncia Solugao exata

0.9 Convergéncia Solugao exata

Em todos os testes realizados, para os diferentes critérios de refinamento e convergéncia,
atingiu-se um valor muito proximo da energia de deformacdo tomada como referéncia,
conforme apresentado na Tabela 6.5, tendo como erro maximo para os casos testados o valor
de 1,80%. Sobretudo, analisando a mesma tabela, é visivel que o algoritmo alcanca uma boa
aproximacao da energia de deformacdo para todos os testes realizados inclusive para aqueles
com o valor de tolerancia de sele¢do baixo (permitindo o refinamento de multiplas fronteiras)

e que tiveram menos iteracdes.
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Tabela 6.5: Energia de deformacdo (Uy,), erro (Ey), nimero de iteragdes e nimero de graus de liberdade

(NGL) em funcdo da tolerancia de selecéo e critério de refinamento para a consola curta.

Critério de refinamento
AU &r
Tolerancia Ne° Ne°

Upy Ey (%) NGL Ugr Ey (%) NGL

de selecao IteracOes Iteragoes
1.0E-5 0.3723 1.48 9 304 | 0.3711 1.80 8 296
0.5 0.3766 0.34 43 317 | 0.3766 | 0.34 33 328
0.9 0.3712 1.77 55 238 | 0.3766 | 0.34 75 328

Os graficos que estdo apresentados na Figura 6.9 mostram a convergéncia da energia de
deformacéo e da densidade maxima do residuo na fronteira para todo o processo iterativo até
que se atinja um dos critérios de paragem, conforme discutido na sec¢do 4.6.2, para diferentes
critérios de selecdo (107>, 0.5e0.9).

Os graficos da Figura 6.9(a), Figura 6.9(c) e Figura 6.9(e) que expressam a variacdo da
energia de deformacao ao longo do processso iterativo para as diferentes tolerancia de selecdo
mostram que para a tolerancia de selecdo igual a 10~>, Figura 6.9(a), ndo é possivel identifcar
um padrdo de convergéncia para ambos os critérios de refinamento. No entanto, para as
tolerancias de selecdo igual a 0.5 e 0.9, Figura 6.9(c) e Figura 6.9(e), é possivel verificar um
padrdo de convergéncia, para o critério de refinamento baseado na variagédo da energia de
deformacdo, mesmo que nas primeiras iteracdes haja grandes saltos na variacdo de energia
que sao seguidos por expressivas corre¢cdes até que se atinja a convergéncia.

Os graficos da Figura 6.9(b), Figura 6.9(d) e Figura 6.9(f) que expressam a variagdo da
densidade maxima do residuo na fronteira ao longo go processo iterativo para as diferentes
tolerancia de selecdo evidenciam um padrdo de convergéncia para o critério de refinamento
baseado na densidade maxima do residuo na fronteira. No entanto, igualmente ao teste
anterior, para o critério de refinamento baseado na variagdo da energia de deformacao, é
possivel observar que ndo ha um controle deste critério de refinamento quando o algoritmo é
parametrizado para controlar o refinamento baseado na densidadade do residuo da fronteira.

Os campos dos deslocamentos e tensdes nas diregdes Cartesianas, além da deformada

da estrutura obtidos pelos dois critérios de refinamento, cada um associado ao seu respectivo
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critério de paragem, sdo apresentados na Figura 6.10, Figura 6.11 e Figura 6.12 para as
tolerancias de selecdo 1075, 0.5 e 0.9.

A comparacao dos resultados obtidos revela que ndo existem diferencas significativas na
qualidade das solucdes para as diferentes tolerancia de selecdo. Através da analise dos mapas
é possivel observar a continuidade interelementar e nas fronteiras exteriores para os campos
de delocamentos na direcdo x e y. Nos mapas das tensdes normais g, € possivel observar
zonas onde ha uma continuidade interelementar e nas fronteiras exteriores, entretanto para as
tensdes normais o, e tensdes tangenciais oy,, observa-se zonas de descontinuidades
interelementar e um campo ndo gradual apresentando pequenos saltos na solucdo. Isso é
esperado devido as condicdes de equilibrio interelementar ndo serem de todo impostas na
formulacao ao contrario das condi¢des de compatibilidade interelementar que sdo impostas
em forma fraca e portanto recuperadas mais rapidamente que as condi¢des de equilibrio.

Sendo assim, esse problema poderia ter sido sanado com o aumento do refinamento do
tipo 'h’ , ou seja, acrescentando mais elementos ao modelo. Assim, é possivel aumentar a
qualidade do equilibrio interelementar e fornecer ao algoritmo a capacidade de traduzir tais
efeitos melhorando a convergéncia da solucdo de modo a traduzir melhor o campo das
tensdes.

Contudo, pode-se concluir que condicdes de fronteiras estaticas (aplicadas nas fronteiras
Neumann) e cinematicas (aplicadas nas fronteiras Dirichlet) da solucdo sdo bem recuperadas
para todas as tolerancias de selecdo. Para x = 0, tem-se u,, = u,, =0, e para y = 1, tem-se
o, = 1. Os graus das funcdes de aproximagdo ao final do processo de refinamento 'p'-
adaptativo, para cada elemento do dominio e fronteiras essenciais estdo dispostos no Anexo
B.2
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Figura 6.9: Energia de deformacéo (a), (c) e (e) e a densidade maxima do residuo na fronteira (b), (d) e (f)

em fungdo do nimero de graus de liberdade e da tolerancia de selecdo para a consola curta
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Figura 6.10: Campos de deslocamento, tensdes e deformada para o critério de refinamento da energia de
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Figura 6.11: Campos de deslocamento, tensdes e deformada para o critério de refinamento da energia de

deformacdo (a) e densidade maxima do erro na fronteira (b) e tolerdncia de selecdo de 0.5
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Figura 6.12: Campos de deslocamento, tensdes e deformada para o critério de refinamento da energia de
deformacao (a) e densidade maxima do erro na fronteira (b) e tolerancia de selecdo de 0.9

6.4 Placa com orificio circular

O terceiro teste realizado neste trabalho é feito de modo a simular um problema de uma
placa retangular com um orificio circular sujeito ao estado plano de tenséao.

O modelo possui altura igual 60, largura igual a 120 e o orificio circular com raio igual a
10 posicionado na placa conforme ilustrado na Figura 6.13. As propriedades do material sdo
definidas pelo médulo de Young E = 1000 e coeficiente de Poisson v = 0.3. As condi¢des de
fronteira do tipo Dirichlet sdo impostas no bordo esquerdo da placa em x = 0 de modo a
limitar os deslocamentos verticais e horizontais. As condi¢des de fronteira do tipo Neumann
sdo aplicadas no bordo direito em x = 1 na forma de uma carga uniformemente distribuida

igual aw = 10.
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Figura 6.13: Modelo do problema da placa com orificio circular

Foram efetuados testes para uma malha composta por 60 elementos triangulares,
conforme ilustrado na Figura 6.14 e com as bases de aproximacao iniciais com ordens unitarias,
tanto para o dominio n3, quanto para as fronteiras na direcdo normal n?.,, e tangencial.nf.,. O
valor aproximado da energia de deformacao utilizada como referéncia é U = 417.16 e a tensao
maxima no ponto A igual a 0,4, 4 = 41.4. Ambos os resultados foram os obtidos por Souza
[36] utilizando um programa de elementos finitos convencionais ANSYS [37]. No artigo
mencionado, os autores resolveram o problema utilizando o ANSYS através de um modelo
com malha de elementos triangulares de seis nés com 1278 elementos e 5428 graus de
liberdade.

SHURIE VRaILON

Figura 6.14: Malha com 60 elementos triangulares para o problema da placa com orifico circular
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O gerador automatico de malhas irregulares do algoritmo desenvolvido neste trabalho
possui limitacdes de modo que o orificio € modelado ndo como uma circunferéncia, mas como
um octdgono. Como consequéncia dessa imprecisdo geométrica, o modelo provoca erros
pontuais na solucdo obtida no em torno do orificio no formato de concentra¢es espurias de
tensdes. A mesma situagcdo nao foi visivel no trabalho de Souza, devido capacidade do
programa utilizado pelo autor de modelar o orificio como um elemento circular.

Diferentemente dos outros problemas, este contou somente com duas das trés
tolerancias de selecao, pois a mais elevada (a qual restringia demasiadamente as fronteiras
que seriam refinadas de uma sé vez) ndo fazia sentido para este caso tendo como
consequéncia muitas iteracdes e ao mesmo tempo muita demora para o calculo
computacional, divergindo do objetivo deste trabalho.

A Tabela 6.6 indica o motivo de paragem para cada teste realizado em fung¢do das
diferentes tolerancia de selecao e critério de refinamento adotado. Através dela, é possivel
observar que o algoritmo conduziu muito bem o processo de refinamento ‘p’-adaptativo, ndo
mostrando também qualquer tipo de paragem do tipo contencioso, ou seja, de modo a evitar
a instabilidade no sistema (ver secdo 4.6.2). Pelo contrario, nos testes realizados, quando
utilizado o critério de refinamento e convergéncia baseado na energia de deformacdo o motivo
de paragem se deu unicamente por ter atingido a tolerancia de convergéncia, como mostra a
primeira coluna. J& os testes em que se utilizou o critério de refinamento e paragem baseado
na densidade maxima do residuo na fronteira, o motivo de paragem se deu por ter sido
encontrado a solucado exata durante o processo de refinamento, na fase de verificagdo das
direces das fronteiras a serem refinadas, onde foi identificado que todos os valores para o
critério de selecdo em questdo apresentaram valores menores que O zero numérico
estabelecido pelo usuario. E no segundo caso, para a tolerancia de sele¢ao igual a 0.5, também

foi atingida a tolerancia de convergéncia.
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Tabela 6.6: Motivo de paragem em funcdo da tolerancia de selecdo e do critério de refinamento para a

placa com orificio circular

Motivo de parada

Critério de selecao

Tolerancia
AU ér
de selecao
1.0E-5 Convergéncia Solugao exata
0.5 Convergéncia Convergéncia

Através da Tabela 6.7, é possivel verificar que para todos as tolerancias de selegédo e
critérios de refinamento o problema teve uma boa convergéncia da energia de deformacao,
contando com um erro maximo de 1.58%, quando comparado com o valor de referéncia.
Ainda, analisando a mesma tabela, é visivel que o algoritmo alcanga uma boa aproximacao da
energia de deformacdo para todos os testes realizados inclusive para aqueles com o valor de
tolerancia de selecao baixo (permitindo o refinamento de multiplas fronteiras) e que tiveram
menos iteragdoes. Isso mostra que é possivel otimizar o processo de calculo e diminuir o
esforco computacional para a obtencdo de bons resultados. Verificou-se que o tempo
computacional € menor se a selecdo for menos restrita, ou seja, quando se permite o
refinamento de mais fronteiras em simultaneo.

Fica ainda mais evidente neste problema que a restri¢do nas fronteiras a serem refinadas
de uma so vez provoca, como pode ser visto na Figura 6.15(d) e na segunda coluna da Tabela
6.7, que ha um aumento de 16 vezes nas iteracdes necessarias para se atingir a tolerancia de
convergéncia. Isso tem por consequéncia e mostra o demasiado esfor¢co do algoritmo para
alcancar a solucdo e um aumento consideravel do tempo computacional para alcancar a

tolerancia de convergéncia definida.
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Tabela 6.7: Energia de deformacdo (Uy,), erro (Ey), nimero de iteragdes e nimero de graus de liberdade

(NGL) em funcdo da tolerancia de selecéo e critério de refinamento para a placa com orificio circular

Critério de refinamento
AU &r
Tolerancia Ne° Ne°
Upy Ey (%) NGL | U, Ey (%) NGL
de selecao Iteracdes Iteragoes
1.0E-5 41115 1.44 6 36511411.23 140 9 4754
0.5 411.36 1.39 14 1624 (411.29 1.41 219 5302

Os graficos que estao apresentados na Figura 6.15 mostram a convergéncia da energia
de deformacdo e da densidade maxima do residuo na fronteira em todo o processo iterativo
até que se atinja um dos critérios de paragem, conforme discutido na se¢do 4.6.2, para os
critérios de selecdo igual a 107> e 0.5, respectivamente.

Os graficos da Figura 6.15(a) e Figura 6.15(c) que expressam a variacdo da energia de
deformacdo ao longo do processso iterativo para as diferentes tolerancia de selecdo
evidenciam um padrdo de convergéncia, independetemente do critério de refinamento
adotado.

Os graficos da Figura 6.15(b) e Figura 6.15(d) que expressam a variacao da densidade
maxima do residuo na fronteira ao longo go processo iterativo para as diferentes tolerancia de
selecdo também evidenciam um padrdo de convergéncia para o critério de refinamento
baseado na densidade maxima do residuo na fronteira. Entretanto, para o critério de
refinamento baseado na variagdo da energia de deformacao, os mesmos graficos apresentam
pontos bastantes dispersos e apontam que ndo ha um controle deste critério de refinamento
quando o algoritmo é parametrizado para controlar o refinamento baseado na densidadade
do residuo da fronteira.

Ainda, é possivel observar a convergéncia da solucédo para a tolerancia de sele¢do igual
a 107°, uma vez que a cada iteracdo o erro na fronteira é diminuido. Contudo, para a tolerancia
de selecao igual a 0.5, pode-se observar o aparecimento de uma certa instabilidade do sistema
resolutivo, uma vez que comecam a aparecer pontos bastante dispersos da linha de
convergéncia e o algoritmo mantém o processo de refinamento até que se reduza o erro com
o objetivo de que se atinja a tolerancia de convegéncia. Isso ocorre conforme o esperado, pois

uma vez que o refinamento conta uma tolerancia de selecdo menos abrangente (menos
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fronteiras refinadas por iteracdo), sdo necessarias mais iteracbes até que se atinja a
convergéncia da solucdo. Como consequéncia disso, é expectavel que o sistema tenda a se
tornar mais instavel devido ao condicionamento excessivo do sistema devido ao demasiado

enriquecimento das bases de aproximacao.
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Figura 6.15: Energia de deformacéo (a), () e (e) e a densidade méxima do residuo na fronteira (b), (d) e (f)

em funcdo do nimero de graus de liberdade e da tolerancia de selecdo para a placa com o orificio circular.
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Os campos dos deslocamentos e tensdes nas dire¢des Cartesianas, além da deformada
da estrutura obtidos pelos dois critérios de refinamento, cada um associado ao seu respectivo
critério de paragem, sdo apresentados na Figura 6.16 e Figura 6.17 para as tolerancias de
selecdo 107> e 0.5.

A comparacao dos resultados obtidos revelam que ndo existem diferencas significativas
na qualidade das solucdes para as diferentes tolerancias de sele¢do ou critério de refinamento
adotado, sendo verificada a continuidade interelementar e nas fronteiras exteriores, tanto para
o campo dos deslocamento, como para o campo das tensdes.

Como um caso particular e discutido anteriormente, é possivel notar concentra¢des de
tensdes espurias ao redor do orificio, originadas por erros na modela¢do do problema. Devido
a este fato ndo se pode fazer uma correlagao direta da 0,4, 4 Obtida pelo FreeHyTE e o valor
obtido por Souza [36]. Entretanto, uma avaliagcao minunciosa da tensdo feita ndo no ponto,
mas na regido do ponto A, mostra que a média do resultado obtido para todos os testes
realizados foi de G,,4,4 = 38.67, com o desvio padrao de 1,28, conforme mostrado na Figura
6.18. Isso representa um erro médio de 6.6% e relacdo a 0,4, 4 de referéncia.

Contudo, pode-se concluir que condicdes de fronteiras estaticas (aplicadas nas fronteiras
Neumann) e cinematicas (aplicadas nas fronteiras Dirichlet) da solucao sdo bem recuperadas
para todas as tolerancias de selecao, sendo para x = 0, u, = u,, = 0 e para x = 120, o, = 10.
Os graus das func¢des de aproximacao ao final do processo de refinamento 'p'-adaptativo, para

cada elemento do dominio e fronteiras essenciais estdo dispostos no Anexo B.3
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Figura 6.16: Campos de deslocamento, tensdes e deformada para o critério de refinamento da energia de
deformacdo (a) e densidade méaxima do erro na fronteira (b) e tolerancia de selecdo de 10~°
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Figura 6.17: Campos de deslocamento, tensbes e deformada para o critério de refinamento da energia de
deformacdo (a) e densidade maxima do erro na fronteira (b) e toleréncia de selecdo de 0.5
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Figura 6.18: TensGes maximas na regido do ponto A - (a) e (b) - tolerancia de selecdo 105, para os critérios

de refinamento e paragem baseado na energia de deformacéo e densidade méaxima do residuo na fronteira,
respectivamente. (c) e (d) - tolerancia de selecdo 0.5, para os critérios de refinamento e paragem baseado na

energia de deformagédo e densidade maxima do residuo na fronteira, respectivamente.

98

67.2




CONCLUSAO

7.1 Conclusodes

O objetivo deste trabalho consistiu no desenvolvimento de um algoritmo computacional
que utiliza elementos hibridos-Trefftz de deslocamento para a resolugdo de problemas
estruturais sob o estado de tensdo plana e o estado de deformacao plana, utilizando
procedimentos de refinamentos ‘p'-adaptativos.

O motivo de escolha pela formulagdo hibrida-Trefftz com elementos de deslocamento
ao invés dos elementos finitos convencionais € pela melhor precisdo apresentada na
recuperacao dos campos das tensbes, sendo estas informagbes utilizada para o
dimensionamento estrutural em diferentes areas da engenharia e é de grande importancia que
a solucao obtida assegure uma estimativa de qualidade. Tal vantagem vem da maior qualidade
das funcdes de aproximacao que satisfazem a condigdo de Trefftz.

No modelo de deslocamento dos elementos finitos hibridos-Trefftz, é feita a
aproximacao do campo das tensées no dominio dos elementos, de modo que esta imposicao
faz com que o modelo respeite localmente a equacao governativa do problema. O uso dessa
estratégia na formulacdo possibilita alcancar melhores solu¢gdes com um menor nimero de
graus de liberdade. Como vantagem adicional, os termos contidos no sistema resolutivo ficam
definidos pela integral nas fronteiras. Contudo, esses elementos ndo satisfazem as condi¢des
nas fronteiras do elemento, tornando-se necessaria a imposi¢cdo explicita da condi¢do de
compatibilidade (na forma fraca), para o modelo de deslocamentos, nas fronteiras essenciais.
Esta opgdo permite estabelecer de forma independente as aproximac¢des dos deslocamentos

no dominio dos elementos e das forcas nas fronteiras essenciais da malha.
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Nas formulacdes dos elementos finitos hibridos-Trefftz, as bases de aproximacdo sdo
naturalmente hierarquicas e associadas as variaveis generalizadas (ndo-nodais), o que
potencializou a eficiéncia do algoritmo ‘p’-adaptativo tendo em conta que o enriquecimento
das bases de aproximacao nao requer recalcular os termos calculados para o grau inferior. De
maneira oposta, 0 novo sistema resolutivo obtém-se do anterior acrescentando ao sistema
apenas as linhas e colunas que correpondem as func¢des adicionadas a(s) base(s).

As desvantagens relacionadas ao uso dos elementos finitos hibridos-Trefftz estdo na
ocorrencia de sistemas resolutivos mais instaveis do que nas formulagcdes de elementos finitos
convencionais, que requerem um investimento de tempo computacional significativo na sua
analise e estabilizacdo. Ao longo do desenvolvimento deste trabalho foi verificado que o
controle da estabilidade do sistema pode ser feito utilizando os métodos de pré-
condicionamento do sistema resolutivo antes da solucdo e também com a constante
verificacdo do numero de condicdo, e que para os problemas resolvidos neste trabalho se
mostrou bastante eficiente para a obtencdo de boas solucdes aliada a eficacia do desempenho
do algoritmo em termos do processamento do calculo estrutural e na apresentagdo das
solugdes para os problemas.

A convergéncia dos elementos finitos hibridos-Trefftz foi testada sob o refinamento 'p'-
adaptativo, e comparada com problemas desenvolvidos por outros autores que ja tinham as
solugdes aproximadas conhecidas. Os testes comparados com os de outros autores abrangem
ndo sé comparagdes com a formulacdo dos elementos finitos hibridos-Trefftz, mas também
com formulagdes dos elementos finitos convencionais, inclusive por um software com vasta
utilizacdo no campo da engenharia (ANSYS) e portanto, apresentaram resultados bastante
fidedignos.

Deste modo, confirmou-se a eficiéncia do algoritmo desenvolvido para a obtengdo de
solucdes com rapidas convergéncias e solugdes cuja a modelagdo numérica traduziram muito
bem o comportamento real da estrutura. Constatou-se que a convergéncia obtida nao é
mondtona uma vez que os elementos finitos hibridos-Trefftz ndo sdo nem localmente
compativeis, nem localmente equilibrados.

Foi feita uma avaliacdo com relacdo a qualidade dos campos da solugdo obtidos, a qual
se constatou que utilizando o algoritmo desenvolvido neste trabalho, hd uma recuperagdo
satisfatoria das condig¢oes de fronteira impostas e a continuidade interelementar.

A eficiéncia do algoritmo ‘p’-adaptativo implementado foi testada para trés problemas,
cada um com um diferencial. Para todos eles, foram testados dois critérios de refinamento,

nomeadamente o da variacdo da energia de deslocamento e o da densidade maxima do
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residuo na fronteira, cada um associado ao seu respectivo critério de paragem. Além disso,
foram testados diferentes valores da tolerancia de selecdo com relagdo a quantidade de
fronteiras a serem refinadas de uma sé vez.

Notou-se que para todos os casos ha uma imensa vantagem ao utilizar uma tolerancia
de selecdo mais abrangente e que permite o refinamento de multiplas fronteiras a cada
processo iterativo, o que se revelou numa grande vantagem em termos de esforco
computacional, acarretando em menos iteracdes aliada a uma rapidez da convergéncia,
retornando ao mesmo tempo campos de solugdo coerentes e confiaveis.

No entanto, chama-se atencao para primeiro problema em que se conseguiu étimos
resultados na representacao dos campos em problemas que existem pontos de singularidade,
mesmo ndo tendo funcdes especificas nas bases de aproximacao para expressar tal efeito. Por
outro lado, foi constatado que para a representagdo de campos discontinuos, como no caso
do problema dois, por vezes é necessario considerar um aumento do refinamento do tipo 'h’,
de forma a traduzir tais efeitos com mais acuracidade.

Em suma, todos os testes anteriores mostraram o desempenho do algoritmo p’-
adaptativo aplicado aos elementos finitos hibridos-Trefftz de deslocamento (HTD) na solugdo
de problemas elastoestaticos lineares. Os resultados sdo favoraveis e demonstram acuracidade
e qualidade na taxa de convergéncia de solugdes e também no campo dos deslocamentos e
tensoes.

Além disso a aplicacdo do algoritmo para problemas com geometrias diferentes permite
observar que é possivel alcancar uma solucao aproximada com qualidade para traduzir efeitos
locais, nomeadamente os pontos de singularidades e também efeitos globais para uma ampla
gama de problemas, podendo ser de grande utilidade para a implementacao deste tipo de
formulacao em larga escala, inclusive futuramente em programas de uso comercial uma vez
que a formulagdo estudada neste trabalho somada ao processo de refinamento ‘p’-adaptativo

permite o uso do programa por usuarios menos experientes.

7.2 Desenvolvimentos futuros

Finalizando o trabalho desta dissertagcdo, séo apresentados em seguida alguns pontos
de possivel interesse para trabalhos futuros, relacionados com o tema aqui desenvolvido.
« Adaptacdo das formulacbes hibridas-Trefftz para a andlise dinamica de

elasticidade plana; e
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« Adaptacdo das formulacdes hibridas-Trefftz para analise estatica e dinamica de

problemas de elasticidade tridimensional.
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A

APENDICE

A.1 Dados de entrada do programa e definicdo das
variaveis

Mesh generator: permite o usuario escolher o tipo de malha para o problema trabalhado.
Os tipos de malha sdao com elementos retangulares indicada para elementos retangulares e
com elementos triangulares indicadas para elementos com uma geometria irregular ou
contendo circulos, areas arredondadas e etc.

Number of Gauss points: permite que o usuario inserira 0 nimero de pontos de Gauss
para a integragdo numérica.

Geometry and meshing: esta sec¢do permite que o usuario inserira as dimensdes do
problema e em quantos elementos o problema sera dividido no plano x e y.

Inicial boundary and domain orders: esta seccao permite que o usuario insira a ordem
inicial tanto para o dominio dos elementos, quanto para a fronteira essenciais.

Material parameters: permite que o usuario insira os parametros do material,
nomeadamente o médulo de Young e o coeficiente de Poisson. Além disso, o usuario define
se o problema é o estado plano de tensdo ou estado plano de deformacao.

Boundary types: esta seccdo permite que o usuario defina o tipo de fronteira (Neumann
ou Dirichlet) para todas as fronteiras do problema.

Boundary conditions: permite que o usuario insira os valores de forcas e/ou
deslocamentos impostos a serem atribuidos para cada fronteira.

Structure check: permite que a estrutura do problema seja verificada pelo usuario,
nomeadamente a malha, e as condi¢Ses de fronteira normais e tangenciais seja de forca ou

deslocamentos impostos em todas as fronteiras da malha.
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Type of analysis: permite que o usuério defina o tipo de analise para o problema. Os
tipos de analise sdo: 'single run' que significa apenas a resolucao do problema sem que seja
feito nenhum tipo de refinamento do tipo 'p' e o 'adaptative p-refinement' que se refere a
resolucdo do problema com iteracdes que visam retornar a melhor solucdo através do

refinamento do tipo ‘p’, de acordo com o critério de sele¢@o escolhido
Definigao das variaveis das estruturas de dados (Edges, Loops e BConds)

Estrutura Edge

Edges.nini: Matriz com o nimero de linhas igual ao nimero de fronteiras e uma coluna
referente ao no inicial da respectiva fronteira.

Edges.nfin: Matriz com o nimero de linhas igual ao nimero de fronteiras e uma coluna
referente ao no final da respectiva fronteira.

Edges.parametric:

Edges.lleft: Matriz com o nimero de linhas igual ao nUmero de fronteiras e uma coluna
referente ao niUmero do elemento que se encontra a esquerda da respectiva fronteira.

Edges.Iright: Matriz com o nimero de linhas igual ao nimero de fronteiras e uma coluna
referente ao niUmero do elemento que se encontra a direita da respectiva fronteira.

Edges.type: Matriz com o nimero de linhas igual ao nimero de fronteiras e uma coluna
referente ao tipo da respectiva fronteira sendo esta Neumann ou Dirichlet.

Edges.order: Matriz com o numero de linhas igual ao niumero de fronteiras e duas
colunas referente a ordem da funcdo da base de aproximagao na direcdo normal e tangencial
respectivamente.

Edges.dim: Matriz com a quantidade de linhas igual ao nimero de fronteiras e duas
colunas referente a dimensao total da base de aproximacao na respectiva fronteira para a
direcdo normal e tangencial respectivamente.

Edges.insert: Matriz com a quantidade de linhas igual ao nimero de fronteiras e duas
colunas contendo a posicdo em que os blocos B1, B2, B3, B4 e B5 serdo inseridos para a
respectiva fronteira.

Edges.Edgeinsert: Guarda a coordenada que representa a coluna aonde sera o comego

das matrizes de fronteira no sistema resolutivo global.

Estrutura Loops (Elementos)

Loops.nodes: Matriz com o nimero de linhas igual ao nimero de elementos e com trés

ou quatro colunas que contém os nimeros dos nds que o respetivo elemento possui.
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Loops.edges: Matriz com o numero de linhas igual ao nimero de elementos e com trés
ou quatro colunas que contém os numeros das fronteiras as quais delimitam o respetivo
elemento.

Loops.center: Matriz com o niumero de linhas igual ao nUmero de elementos e com duas
colunas contendo as coordenadas x e y do centro do respetivo elemento, tendo como
referéncia o canto inferior esquerdo da estrutura do problema trabalhado.

Loops.area: Matriz com o nimero de linhas igual ao nimero de elementos e com uma
coluna contento a area do respetivo elemento.

Loops.order: Matriz com o nimero de linhas igual ao niUmero de elementos e com uma
coluna contendo a ordem do respetivo elemento.

Loops.materials: Matriz com o niumero de linhas igual ao nimero de elementos e com
cinco colunas contendo as propriedades do material, nomeadamente o moédulo de Young, o
coeficiente de Poisson, e os 3 coeficientes da rigidez do material calculado a partir da férmula
genérica da lei de Hooke K1, K2 e K3 respetivamente.

Loops.dim: Matriz com a quantidade de linhas igual ao nimero de elementos e cinco
colunas referente a dimensao total da base de aproximacao na respetiva fronteira, a considerar
em cada coluna o bloco K11, K22, K33, K44 e K55, respetivamente e que sdao os modos que
provocam deformacgdes e de corpo rigido.

Loops.insert: Matriz com a quantidade de linhas igual ao nUmero de elementos e cinco
colunas contendo a posicao em que os blocos K11, K22, K33, K44 e K55 serdo inseridos para o

respetivo elemento.

Estrutura BConds

BConds.Neumann: Cell array com o niumero de linhas igual ao nimero de fronteiras e
com duas colunas referente aos esfor¢os normais e tangenciais respetivamente.

BConds.Dirichlet: Matriz com o numero de linhas igual ao nimero de fronteiras e com
duas colunas referentes aos valores de deslocamentos impostos normais e tangenciais,

respetivamente
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RESULTADOS COMPLEMENTARES

B.1 Placaem L

Na Figura 7.1 é apresentado um modelo com a malha dos elementos finitos utilizado

para a resolucao do problema da secao 6.2 (Placa em L)

1

Figura 7.1: Modelo da malha da placa em L

A sequir, sdo apresentadas as ordens dos graus das fun¢des de aproximacao para o pro-

blema da placa em L para o dominio conforme Tabela 7.1, resolvido na segdo 6.2, para os
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critérios de refinamento e paragem baseados na variacdo da energia de deformacdo e na den-

sidade maxima do residuo na fronteira, respectivamente.

Tabela 7.1: Ordens finais das bases de aproximacdo do dominio da placa em L

Loops Order
AU &r
Tolerancia de selecdo
Loops | 10> | 0.5 | 0.9 107> 0.5 0.9
1 10 10 10 10 10 10
2 10 10 10 10 10 10
3 10 10 10 10 10 10
4 10 5 5 10 10 10
5 10 10 5 10 10 10
6 12 14 10 12 15 15

A seguir, sao apresentadas as ordens dos graus das fun¢des de aproximacgao para o pro-
blema da placa em L para a direcdo normal das fronteiras conforme Tabela 7.2, para os critérios
de refinamento e paragem baseados na variacao da energia de deformacdo e na densidade

maxima do residuo na fronteira, respectivamente.

Tabela 7.2: Ordens finais das bases de aproximacado das fronteiras para a direcdo normal da placa em L

Edges Order — Dire¢ao Normal
AU &r
Tolerancia de selecao
Edge 105 05 | 0.9 105 0.5 0.9
1 9 4 3 9 9 9
3 9 9 5 9 9 9
5 9 9 8 9 9 9
7 9 4 4 9 9 9
8 9 9 9 9 9 9
9 9 2 1 9 9 9
12 9 9 4 9 9 9

A seguir, sdo apresentadas as ordens dos graus das fun¢des de aproximacao para o pro-
blema da placa em L para a direcao tangencial das fronteiras conforme Tabela 7.3, para os
critérios de refinamento e paragem baseados na variagdo da energia de deformacao e na den-

sidade maxima do residuo na fronteira, respectivamente. NaN (Not a Number) significa que
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ndo ha uma aproximacdo para esta dire¢do em virtude da condi¢do de fronteira cinematica

permitir o movimento na direcdo tangencial, logo, ndo ha aproximagao para essa direcgao..

Tabela 7.3: Ordens finais das bases de aproximagao das fronteiras para a dire¢do tangencial da placa em L

Edges Order — Dire¢do Tangencial
AU &r
Tolerancia de selecado

Edge 105 0.5 0.9 10-° 0.5 0.9
1 NaN NaN NaN NaN NaN NaN
3 9 9 9 9 9 9
5 9 9 9 9
7 9 3 9 9 9
8 9 9 5 9 9 9
9 NaN NaN NaN NaN NaN NaN
12 9 5 2 9 9 9

B.2 Consola curta

Na Figura 7.2 é apresentado um modelo com a malha dos elementos finitos utilizado

para a resolucao do problema da secao 6.3 (Consola curta)

113



7 10

Figura 7.2: Modelo da malha para a consola curta

A seguir, sdo apresentadas as ordens dos graus das funces de aproximacado para o pro-
blema da consola curta para o dominio conforme Tabela 7.4, resolvido na secdo 6.3, para os
critérios de refinamento e paragem baseados na variagdo da energia de deformacao e na den-

sidade maxima do residuo na fronteira, respectivamente.

Tabela 7.4: Ordens finais das bases de aproximacdo do dominio para a consola curta

Loops Order
AU &r
Tolerancia de selecdo
Loops | 107> | 0.5 | 0.9 107> 0.5 0.9
1 12 14 11 11 15 15
2 12 15 11 11 15 15
3 10 10 7 10 10 10
4 10 10 7 10 10 10

A seguir, sdo apresentadas as ordens dos graus das fun¢des de aproximacao para o pro-
blema da consola curta para a direcdo normal das fronteiras conforme Tabela 7.5, para os
critérios de refinamento e paragem baseados na variacao da energia de deformacdo e na den-

sidade maxima do residuo na fronteira, respectivamente.
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Tabela 7.5: Ordens finais das bases de aproximacdo das fronteiras para a direcdo normal para a consola

curta
Edges Order — Dire¢do Normal
AU &r
Tolerancia de selecdo
Edge 1075 05 | 0.9 105 0.5 0.9
1 9 9 9 9 9 9
2 9 9 9 9 9 9
3 9 4 5 9 9 9
4 9 9 5 9 9 9
8 9 9 2 9 9 9
11 9 9 1 9 9 9

A sequir, sdo apresentadas as ordens dos graus das fun¢des de aproximacao para o pro-
blema da consola curta para a dire¢do tangencial das fronteiras conforme Tabela 7.6, para os
critérios de refinamento e paragem baseados na variagdo da energia de deformacdo e na den-

sidade maxima do residuo na fronteira, respectivamente.

Tabela 7.6: Ordens finais das bases de aproximacdo das fronteiras para a direcdo tangencial para a consola

curta
Edges Order — Dire¢do Tangencial
AU &r
Tolerancia de selecao
Edge 105 05 | 0.9 105 0.5 0.9
1 9 9 9 9 9 9
2 9 9 9 9 9 9
3 9 9 5 9 9 9
4 9 9 5 9 9 9
8 9 9 9 9 9 9
11 9 7 6 9 9 9

B.3 Placa retangular com orificio circular

Na Figura 7.3 é apresentado um modelo com a malha dos elementos finitos utilizado

para a resolucao do problema da secao 6.4 (Placa com orificio circular)
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Figura 7.3 Modelo da malha para a placa com orificio circular (imagem virada a 90 graus)
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A sequir, sdo apresentadas as ordens dos graus das funcdes de aproximacao para o pro-
blema da placa com orificio circular para o dominio conforme Tabela 7.4, resolvido na secdo
6.4, para os critérios de refinamento e paragem baseados na variacdo da energia de deforma-

¢do e na densidade maxima do residuo na fronteira, respectivamente.

Tabela 7.7: Ordens finais das bases de aproximacdo do dominio para a placa com orificio circular

Loops Order
AU &r
Tolerancia de sele¢do
Loops | 10°> | 0.5 [1073| 0.5
1 7 2 10 10
2 9 6 12 15
3 8 5 10 10
4 8 5 10 10
5 8 4 10 10
6 9 10 12 15
7 8 4 10 10
8 9 5 12 15
9 8 4 10 10
10 8 4 10 10
11 9 9 12 15
12 8 9 10 10
13 9 4 12 15
14 8 5 10 10
15 8 4 10 10
16 9 3 12 15
17 8 5 10 10
18 8 3 10 10
19 8 5 10 10
20 8 3 10 10
21 9 6 12 15
22 9 4 12 15
23 7 3 10 10
24 9 4 12 15
25 8 3 10 10
26 9 4 12 15
27 9 4 12 15
28 9 3 12 15
29 9 4 12 15
30 9 3 12 15
31 9 3 12 15
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32 9 4 12 15
33 9 4 12 15
34 9 5 12 15
35 9 4 12 15
36 9 3 12 15
37 9 3 12 15
38 9 3 12 15
39 9 3 12 15
40 9 4 12 15
41 8 3 10 10
42 9 3 12 15
43 9 3 12 15
44 9 3 12 15
45 9 5 12 15
46 9 3 12 15
47 9 3 12 15
48 9 3 12 15
49 9 3 12 15
50 9 3 12 15
51 9 3 12 15
52 9 10 | 12 15
53 9 3 12 15
54 9 5 12 15
55 9 3 12 15
56 9 3 12 15
57 9 3 12 15
58 9 3 12 15
59 9 4 12 15
60 9 3 12 15
61 9 3 12 15
62 9 7 12 15
63 9 3 12 15

A sequir, sdo apresentadas as ordens dos graus das funcdes de aproximacao para o pro-
blema da placa com orificio circular para a direcdo normal das fronteiras conforme Tabela 7.8,
para os critérios de refinamento e paragem baseados na varia¢do da energia de deformacdo e

na densidade maxima do residuo na fronteira, respectivamente.
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Tabela 7.8: Ordens finais das bases de aproximacdo das fronteiras para a dire¢do normal para placa com

orificio circular

Edges Order — Dire¢do Normal

AU &r

Tolerancia de selecdo
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51

52
53
54
35

56
58
59
60
62
63

64
65

66
67

68
69
70
71

72

73

74
75

76
77

78
79

80
81

82

83

84
86
87

88
89

90
91

92

93

94
95

96
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97 7 1 9 9
98 7 1 9 9
99 7 1 9 9
100 7 2 9 9
101 7 1 9 9
102 7 1 9 9
103 6 1 9 9
104 6 1 9 9

A sequir, sdo apresentadas as ordens dos graus das funcdes de aproximacao para o pro-
blema da placa com o orificio circular para a direcdo tangencial das fronteiras conforme Tabela
7.6, para os critérios de refinamento e paragem baseados na variacdo da energia de deforma-

¢do e na densidade maxima do residuo na fronteira, respectivamente.

Tabela 7.9: Ordens finais das bases de aproximacéo das fronteiras para a direcdo tangencial para a placa

com orificio circular

Edges Order — Dire¢do Tangencial

AU &r
Tolerancia de selecado

Edge 105 0.5 10°°
2 5 9
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29
30
31

33
34

35

36
38
39
41

42

43

45

47

49

51

52
53
54
55
56
58
59
60
62

63

64
65

66
67
68
69
70
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72
73

74
75

76
77
78
79
80
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81

82
83

84
86
87

88
89
90
91

92

93

94
95

96
97
98
99
100

101

102
103

104

123









apepionse|s ap sews|goid
o o X 'S 'V 4VS3D 'vSOgdvd

eJed sieoo| 8 sieqo|b 0118 ap Saiopedlpul Wod oAlerdepe- d, owiLob)y



