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1.1. CONJUNTOS CONVEXOS

Consideremos o espago s cujos vectores representaremos,

como €& usual, por €nuplos ordenados x={x1,...,kn)T. Admitindo a ba

J
matriz identidade de ordem n,

se ortonormada {2.1,...,2,.,...,£n}, em que !'j € a j-ésima coluna da

n

<K, = I X. V.
SRR RE
J_

é, como sabemos, o prdduto escalar entre os vectores X e Y. Recor-
demos, a propésito, que definindo cos{x,y)= <x,y>/lx| . |y|, em dque
Y, naeo nulos

]x| = VI xj = <xX,x>2 & a norma euclidiana de x, dois vectores/x e
y sdo ditos ortogonais se cos(x,y)=0, o que acontece, vortanto, quan

do e sd quando <x,y>3=‘0.

1.1.1. Conjuntos convexos e envolvente convexa

Um conjunto C R® & convexo se, para 0g A1 escalar,

{(1-A)x+Ay e€C; ¥ x, yeC

Por palavras, um conjunto & convexo se, contendo quaisquer dois vec
tores x e y, também contém todos os pontos do segmento de recta que
0s une, ou seja, contém tambér  todas as suas combinac¢Ses lineares

convexas,

. n - - )
Envolvente convexa dum conjunto S ¢IR, conv §, € 0o mais
pequenc conjunto convexo que contém S, ou, identicamente, € a inter

seccdo de todos os conjuntos convexos que contém S. Sublinhe-se que



a intersecc¢do de conjuntos convexos € ainda um conjunto convexo.

1.1.2. Conjuntos afins e subespacos

—— Um conjunto convexo Mc:H? é dito conjunto afim, ou varieda

. n
de linear, se para qualauer AelR temos

{(1-3)x + A\ ¥ eM ; ¥x,YeM.
Tendo em conta que

(1-2)x%x +2¥ = 2 + A (¥-x)

s

. . . . . -
significa isto que um conjunto afim, se contem 2 pontos x e ¥, contem

igualmente toda a linha recta que passa por eles.

Subespagoé sdo conjuntos afiné que contém a origem. Definin
do como paralelos dois conjuntos afins M e L desde que L résulte du-
ma translacdo de M, ou seija, degde que L = {x+a|xe:M}com ae IJ‘, veri
fica-se facilmente que cada conjunto afim ndo vazio & paralelo a um
ﬁnico subespaco (Rockafellar, [1],p.4)}. Dimensdo dum conjunto afim po
de ser entdo definida como a dimensdo do subespago que lhe & paralelo,
sendo dimensao dum subespaqo P o numero maximo de vectores linearmen-
te independentes que nele podemos encontrar em que os vectores
x1,.:.,xne:P sao linearmente independentes sse u1x1+...+umxm=0 avrenas

com ”1"“'um escalares todos nulos.



1.1.3. Hiperplanos

Um conjunte afim de dimensao {n-1) & designado por hiper-

plano. E facil mostrar gue os hiperplanos podem ser traduzidos ana-

liticamente através de equacdes lineares do tipo

H = {x/<x,b »>=8) com b e R" e B e R,
Com efeito, basta notar que a igualizacdo do produto escalar de u-
ma constante g faz com que, fixadas n-1 coordenadas do vector x, a
restante fique imediatamente determinada pela equacdo <x,b>= , ou se
ja, gera-se um conjunto de solugdes que se demonstra ser afim (1) e

gque ten, pelo que vimos, dimensao n-1.

Repare-se que no caso de B=0 o hiperplano passa pela ori-
gem, e gue para o mesme b e B's diferentes se geram hiperplanos pa-
ralelos. Note-se também que o vector b € um vepfbr normal ao hiper-—
plano H, j& que a equacao do subespago que lhe € paralelo & <x,b>=0,

e logo cos{x,b) = <x,b>/|x|.|b}] = 0.

1.1.4. Semiespacgos

Tendo qualquer hiperplano dimensdo n-1, o seu complemento
ortegonal, definido como © conjunto dos vectores de R" que lhe sao
normais (i.e., gue sdao ortogonais relativamente aos vectores que for
mam o hiperplano), terd necessariamente dimensdo 1. Logo, & possi -
vel falar nos "dois lados"™ dum hiperplano, gque designaremos por se-
miespagos: '

HY = {(x/<x,b>< b} e H = {x/<x,b>< b}
{<) (>)

{1) A afinidade do conjunto de pontos que constituem um hiﬁerplano pode ser fa-
cilmente demonstrada cano se segque. Sejam X,y e H, pelo que, ¥ eR b

<x,b>= g (1-2)<x,b> = (1-A)8
<Y:b>= g A<Y,b) = B .

Samando merbro a membro fica:

(1-2) <x,b> + A<y,b> = (1-2)B + A8 === <(1—)\)}'{'+ AWib>=8  ¢.q.d,
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Consoante os semiespacgos contém ou nao contém os hiperplanos que os
geram, recebem a designacdo respectivamente de semiespacos fechados
ou abertos. Como & Obvio, em qualquer dos casos, estamos perante con

juntos convexos.

1.1.5. Pecho, interior e fronteira de um conjunto convexo

Seja a "esfera" de centro a R™ e raioe ]R+ dada por:

E_(a) = {x R" / d(x,a)se}

1/2

em que d(x,a) = <x-a, x-a> = Jﬁ(x.-ajiz ¢ a distdncia euclidiana

entre X e a. Fecho dum conjunto § :mﬂ, cls (do ingles "closure") ,
€ o conjunto de pontos tais que, para cada a S, por mais pegueno

que seja e>0, temos S Ee(a) £ @: -

cls = {x /-?5?0 S Estx) # @}
Se S8 = clS, entdao S diz-se um conjunto fechado. E de notar que a in
tersecgio de conjuntos convexos fechados é ainda um conjunto conve-

x0o fechado.

Interior dum conjunto S, int S, & o conjunto de pontos
tais que existe algum £>0 que leva a que a esfera EE(x) esteja con-
tida em S:

int s = {x /4 _ ;. E_(x}C S}

Complementarmente, designa-se por fronteira de S o conjunto de pon-

tos que pertencem a ClS mas nao pertencem a int S.

1.1.6. Interior e fronteira relativos

Qualguer conjunto $ contido num conjunto afim de dimensdo

inferior a n tem, como & &bvio, interior vazio (int S = ¢ ), tal co



mo o caracterizamos atras. Dai que seja muitas vezes 0til em andli-

se convexa definir a nocdo de interior relativo.

Interior relativo dum conjunto S, rint S, € o interior

gue resulta quando encaramos S, naoc como um subconjunto de]Rn, nas
apenas como um subconjunto do mais pequeno conjunto afim que o con-
tém (e que designaremos por envolvente afim de S, affS) (2). Dentro
da mesma ldogica, a fronteira relativa dum conjunto S é constituida

por todos os pontos gque pertencem a clS mas ndo pertencem a rint S.

1.1.7. Hiperplanos e semiespacos de suporte

Seja um conjunto nao vazio scR"” e seja ¥ um ponto da sua
fronteira. Um hiperplane H = { x /<x-X,b> = 0}, com{bEJRn, & chamado
um hiperplano de suporte em X do conjunto S desdé que: 1) ou scu*=
= {x / <«x-%X,b>20 }; 2) ou ScH = {x /<x-%X,b>=50}. O semiespaco,
definido pelo hiperpiano de suporte, que contém S & designado por se
miespac¢o de suporte. Por palavras , um semiespago de suporte a um
conjunto S € um semiespa¢o gue contém S e gue tem na sua fronteira
pelo menos um ponto da fronteira de S (repare-se gque para x=X vem
necessariamente <x-X,b>=0, pelo que o hiperplano de suporte - passa
pelo ponto fronteiro X).

Ex. em IR2:

L&
Y
‘2z

H'= {2 <2 0> p0) Aaitspat

A -

F \-1- Hz'l'l-l(l'i:")=°} fMlu,\.rl

L - dramek

' . - dm X o

oy S

(2) — ExX. em I@: )
1
Neste caso
S il .

S R off e S -

s e rint S = S/{A,B)




TEOREMA 1.A (Rockafellar, [1), teorema 11.5, pag. 99)

. Um conjunto convexo fechado &€ a interseccao de todos
os semi-espago fechados que o contém.

Ou, equivalentemente, restringindo-nos aos semi-espacos de suporte:

TEOREMA 1.B (Berge e Houri, [3], corolario 292 teor. sepa-
_ ragao, p. 55)

. Um conjunto convexo fechado & a intersec¢do dos seus
semi-espagos de suporte.

rs

- . /
y  Como veremos mais adiante (parte II), é a partir desta relacdo dual

entre um dado conjunto convexo fechado e a respectiva caracteriza -
¢ao alternativa, dada pela interseccac dos seus semi-espagos . de su-
porte, que assenta a ideia de conjugacdo. )



1.2. FUNCOES CONVEXAS E CONCAVAS

1.2.1. Fungdes convexas

Epigrafo duma fungdo f£(x) de IR™ em [-=, +w] (3) € o sub~

n+1

conjunto de IR definido por:

¥

‘epi £(X) = {(x,r)} / xeR™, reR, rzf(x)}

Fungdo convexa serd entdo qualquer funcao f(x) cujo epigrafo seja um

conjunto convexo.

Ex, em JR2:

Como sabemos, existem outras maneiras de definir funcao

convexa, embora menos gerais que a anterior:

a} no caso de f(x) ndo tomaro "valor" -, entdo f(x) é con

vexa sse, para qualquer 05 A £ 1, temos

fFI(1-2)x + Ayl s (1-0)£(x) + Af(y) (4)
&

e

A g ¥y

""----% [t-2xe M)

B
L

L% %
Sublinhe-se, mais uma vez, gque esta definigao s & va-

lida guando f nunca for igual a -=,

{3) —— No que se sequs, vanos admitir que as fungdes reais podem tamar. ndo
0 valores finitos. mas também -« ¢ 4w,

Daqui. a relagdo entre o name de conjuntos e funcGes convexas: em am-

bas as definicoes se utiliza a nogdo de cambinagdo linear convexa.

(4)




b} TEOREMA 1.C (Rockafellar, [11, p. 27)

. Seja f uma funcdo com derivadas parciais continuas a
té 3 22 ordem definidas num subconjunto aberto Cc IR".

Entdo f(x) & convexa sse a sua matriz hesseana

sz(x)]
AX.8xX.
13 . ¥ xeC

H = [ fOr semidefinida positiva,

(nxn)

Repare-se também gque a caracterizacdo de fungdo conve-
xa dada pelo anterior teorema é menos geral que a defi
nicao pela convexidade do epigrafo, pois exige a exis-

téncia de derivadas parciais continuas até & 2a ordem.

-

' . . n
Poderemos sempre, por comodidade, "esténder" a IR uma fun

cao cdnvexa, definida coriginalmente num subconjunto SsﬁRn, fazendo
f(x) = +o, ¥X §S. De qualquer forma, designaremos por dominio efec-
tivo duma fungao convexa, dom f, apenas a projecgdo em R® do seu e
pigrafo, ou seja, © conjunto 5 em que ela estava originalmente defi

nida:
dom £ = {x/ﬂr, (x,r}) e epi £{x)} ={x/ £(x)< +=}

Sendo f uma fungdo convexa, 0 seu epigrafo € convexo, pelo que a sua
. - n . . . . -
rrojeccao sobre 1R, ou seja, © seu dominio efectivo, sera necessa-

riamente convexo.

Uma fungao convexa diz-se prdpria se o seu epigrafo ndo é

vazio, nem contém linhas verticais, isto &, se

gxe ]Rn: f(x) <+=

¥X ¢ IR“1r f(x) >-w

E facil de verificar que a soma de fun¢des convexas proprias € ain-

da uma fun¢do convexa prépria {Rockafellar, [1], teorema 5.2, p.33)



1.2.2. BRlgumas rela¢des entre funcgdes e conjuntos convexos / funcao

indicadora

A partir da relacao fundamental entre uma dada fungdo con
vexa e o respectivo epigrafo convexo é possivel estabelecer algumas

relagdes importantes para a anadlise que se seque:

a) Por um lado, se f & convexa, entdo os conjuntos de ni-
vel ‘abertos {x/f{x) <al ou fechados {x/f(x)=x}, com a

escalar, sac conjuntos convexos {(5).

n+1,
¥

b) Por outro lado, seja F um conjunto convexo em IR en

tdo a funcdo 2Z(x) = inf{r/(x,r) ¢ F} & uma fungdo conve

xa 7(x). Este resultado compreende-se facilmente se encararmos a
fronteira inferior de F cano ¢ fronteira do epigrafo duma fungac
convexa Z(X) nio explicitada a priori.

Ainda a propdsito de relagao entre conjuntos e fungodes
convexas, defina-se funcao indicadora dum qualgﬁer conjunto C como
a funcdo: 0 :

-\se XeC
s(x/c) =

+o se x¢C . : .

Logo, e como se perxcebe, a funcdc indicatora € convexa apenas se ©

conjunto C for convexo,

Ex. em IR :

Como veremos, a fungao indicatora vai esr especialmente Gtil ao per
Ly - - n

mitir fazer, duma forma extremamente cdmoda, a extensao a IR de
- s . n

qualquer fungao convexa f (x) definida num subconjunto S ¢C IR'. Com e

feito,

f{x) com xe&8 < fi(x) + §{x/C) com x ¢ R

Gy 0 reciproco nao é\mmdaiﬁro.As:ﬁnw&esqpa&%cqmw&BS'umhémgﬁnaml

canjuntos de nivel {x/ (x} g o} convexos.
(<)
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1.2.3. Funcoes concavas

Uma fungao g(x) de R® em [-», +»] & concava se -g(x) for

uma fun¢ido convexa. Sendo assim, poderemos retirar facilmente as
caracteristicas e propriedades das fungoes concivas através da fun-
c3o convexa que & a sua simétrica. Nomeadamente, ¢ epigrafo de -g &
um conjunto convexo. Refira-se a propésito que se di o nome de hipo

grafo de g ao simétrico do epigrafo de -g, isto é:
hip g = - epi (-g} = {(x,r}) / xeR", reR, rsg(x)}

g:x. em IR2:

Enquanto gue para fun¢des convexas eram convexos 0s c¢on -

juntos de nivel definidos por {x/ f£({x) zal}, agora serao convexos os

conjuntos de nivel de funcoes concavas definidos como se segue: -

{x / gi{x) >R} ou {x / g{x) z 8l (6)

- n ~ -~ .

——— Podemos também estender a IR uma funcao concava, defini-
da em 8 an, atribuindo a funcdo o valor -=» para todo o x£ 5. Tal
significa fazer, e na ldgica do que vimos no fim da alinea anterior,

utilizando a fungao indicadora:

g(x), x&8 ===y g(x) - 6('x/S), x ¢ RD
6 Cam efeito, {x / —g(x) £a)} & convexo, pelo que {x / gix}z-g} também

f. convexa _ B
0 sera. -
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1.2.4, Funcgoes afins

FuncOes afins sdo. funcdes lineares do tipo h(x) = <x,a>-8

n . et
coma IR e § IR. Repare-se gue, ao serem lineares, verifica-se fa-
cilmente que as fungles afins sio simultaneamente convexas e conca-

vas,

Tendo em conta o que referimos na alinea 1.1.3. (hiperpla
nos}), conclui-se que ¢ conjunto de pontos (x, hi{x)), isto &, que o
grafo de h(x), corresponde precisamente a um hiperplano definido em

]Rn+1. Com efeito,

{{x, h(x)) / hi{x) = <x,a>-pl=
={(x, hi{x)) / 8= (-1}).h{x} + <x,a>}=
={(x, h{x)) / <(x, hi(x)); (a, -1) > = g}

s

gue é claramente a equagio de definigdo dum hiperplano em ®"Y,

- 1

il

1.2.5. Semicontinuidade e continuidade

Uma funcao Z(x) diz-se semicontinua inferiormente num pon

to X sse
Z(x) =z lim Z{xi]
XX
gqualgquer gue seja a sequéncia Kyo eoes Xir ooy X que convirja pa-

ra x, existindo, mesmo que nao finito, lim Z{xi). Analeogamente uma
X,>X
funcgido %Z(x) diz-se semicontinua superiofmente num ponto x sse

Z{x) 2z 1im Z(xi) para todas as sequéncias Xq0
Xi{*X
para x tais que exista finito lim Z(x;). Uma func¢do semicontinua in
X.*X
. . i oo .
feriormente (superiormente} em todos os pntos do seu dominio diz-se

" vny Xn convergentes

semicontinua inferiormente {superiormente}.

. Quando uma funcido é simultineamente semicontinua inferior

e superiormente diz-se que € uma fungao continua.



1.2.6. Fechos de func¢oes convexas € concavas

Designaremos por "envolvente semicontinua inferior" de uma

funcao 2 (x) {lower semicontinous hull) ‘a maior fungao semicontinua
inferior majorizada por Z{x). Tal equivale a definir "envolvente se
micontinua inferior" como a fungao cujo epigrafo & o fecho do epi -

grafo de Z(x).

Fecho de uma funcdo convexa f(x), cl £, pode entdo ser de
finido como a envolvente semicontinua inferior de f(x) {(que & tam -
bém uma fun¢do convexa) desde que f£(X) ndc assuma nunca o valor -«=.
Se f(x) = -» para algum x, entdo cl f & definida como a funcdoc cons

tante -=, ¥xX¢ Rr",

Similarmente, podemos definir "envolvente semicontinua su

perior", assim como fecho de fungoes concavas, pelo gue nos dispen-

samos de o0 fazer. : e

Finalmente, restard referir que uma funcao gque coincide
com o seu fecho diz-se fun¢ao fechada, isto &, Z(x) € fechada sse

-

Z(;) = cl 2(x).



PARTE TI1
==

CONJUGACXO
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2.1. FUNCOES CONJUGADAS

Como nota Rockafellar {11}, pag. 102), hda duas formas al-
ternativas de caracterizar gualquer curva ou superficie classica:
ou ¢omo o lugar geométrico dos seus pontos, isto &, a curva por ela
prépria, ou entio como © envelope das suas tangentes. Esta dualida-
de de possiveis formas de encarar a mesma curva ou superficie vai,

no caso da analise convexa, levar a nocac de conjugagao.

2.1.1) Funcodes convexas como supremo por pontos de fungdes lineares

afins

Sublinhamos no fim da seccao 1.1 gque um conjunto convexo

fechado pode ser encarado como a interseccgao dos seus semi-espagos
de suporte. Sendo assim, podemos encarar o epigrafo duma funcao con
vexa fechada, que & um conjunto convexo fechado; como a intersecgdo
dos seus semi-espagos de suporte.

Ex. em ]R2:

v

Atendendo a que cada hiperplano definido em JRn+1 corres-

ponde, como vimos na alinea afim de R" em IR, poderemos transpdr a
anterior linguagem de conjuntos para uma lingvagem de fungoes. Pri-
meiro, contudo, definamos supremo por pontos de um conjunto de fun-
coes {Zi(x), i eI} como a fungdo que cada x faz corresponder o

maior dos valores Zi(x):

Z(x) = sup {zi(x) / 1€1}

Percebe-se sem dificuldade que o supremo por pontos de fungoes.con-

vexas €& ainda uma funcao convexa,
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TEQOREMA 2.A (Rockafellar, [1], cor. 12.1.1., pag. 103}

. Seja f{x) uma fun¢50 convexa fechada; entao f pode ser en
carada como © supremo por pontos de todas as fungoes linea-—
res afins majoradas por f£({x). (7}

Sera no desenvolvimento desta perspectiva que chegaremos a nogdo

de conjugada duma fun¢ao convexa.

'2.1.2. Conjugada de uma fun¢do convexa

Seja um hiperplanc em ]Rn+1

H= {(r,x) / r*.r + <x*,x>=8, r*clIR, x*qun}
. _,“’
en qué,para efeitos de ilustragao grafica, se considera o eixo dos
r's como o0 eixo vertical. Devideo & existéncia, por definigZo, de um
grau de liberdade nas equag¢des dos hiperplanos (conf. alinea 1.1.3},
podemos, sem perda de generalidade, fazer r* = -1, desde que ndo es
tejamos interessados em hiperplanos paralelos ao eixo vertical, e
desde que escolhamos x* e 8 apropriadamente (basta dividir todo a
equagdo por{r* no caso de.r*. ser diferente de{1). Fica entdo como e

guacao genérica dum hiperplano ndo vertical:

<x* , x> -r = B
Repare-se que resolvendo a equacao anterior em relagdo a coordenada
do eixo vertical fica:

¥ = <x* x> - B

que ndo € mais que a expressao duma fungao linear afim com ordenada

na origem (-8).

(7 Se £ ndo for convexa e fechada, o supramo por pontos de todas as fun

gBes lineares afins majorizadas por f(x), serd, ndo £, mas sim cl (canv f),
em que por conv £ se entende a funcdo cujo epigrafo € a envolvente convexa
do epigrafo de £.
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Ex. em ]Rz -

-p \4 |
>
\ Cx%my =a =t

A nossa questao é: para um dado x* e uma dada funcao con-

vexa de I]R" em [-=, +=], como determinar a ordenada na origem (-B)
por forma a que a fungao linear afim r =<x*,x> -B seja tangente a
f(x), isto &, por forma a que <x*,Xx> -r = 8 defina a equacdo dum hi
perplano de suporte ao epigrafo de £(x)?

2, N

Ilustragao em IR“:

- BY = i |- 0

T+1

A ilustracao grafica em IR mostra-nos claramente a res

R, pasta atribuir i ordenada na origem a va

posta, extensavel a
lor da minima distdncia vertical entre a funcdo f{x) e a funcao li-

near gque passa pela origem r = <x*,x>.

~8* = inf {f(x) « <x*,x>}
b4
— B* = sup {<«x*,x> -f£({x)}

X

Como & obvio, B* vai depender do x* fixado.
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DEFINICAO:

. Seja f{x) uma funcdo convexa definida num conjunto conve

x0 C. Designaremos por fungao conjugada de f£(x) a fungdo:

fx{x*) = sup {<x*,x> -f(x)}

. O dominio efectivo de £*{x*) serda o conjunto formado pe

los vectores x* tais que f£*(x*) < +=,

A funcdo conjugada de uma funcio convexa f (x) darad entdo,

para cada x*, conforme pretendido, o simétrico da maior ordenada na

origem da funcao afim <x*,x> -8 por forma a que esta seja ainda ma

jorada por f£(x)°'.

Ilustracac em ]Rzz

’ {0

A
.
\ ~P“='¥§‘

= pz P

\ L

<x* ,x> -r = £*(x*) traduz portanto, para os varios x*, as equagoes
de definicdo dos hiperplanos de suporte ao epigrafo convexo de

fix).

2.1.2. Propriedades da conjugada duma funcado convexa

O seguinte teorema sintetiza as principais propriedades

da conjugada duma fungao convexa:

TEQOREMA 2.B (Rockafellar, [1], teorema 12.2, pag. 104}

. Seja f£(x) uma fungao convexa. A conjugada f* é_ent56 una
funcio convexa fechada, prdpria sse f & prdpria. Além dis-
50 (cl £)* = £x*

assim como f** = ¢l £




Realcemos devidamente as varias caracteristicas importan-

tes da conjugada duma funcdo convexa gque sao referidas no anterior

‘teorema:

1@,

20,

3o,

49.

A conjugada duma fun¢do convexa € uma funcaoc também
convexa (para alem de no Rockafellar, pode ser encon-~
trada a demonstrag¢dao em Luenberger, [2], pag 196, eem
Berge e Houri, [3], pag. 95).

A conjugada f* & propria sse f € propria. Refira-se a
propdsito que as Tnicas duas func¢des impréprias conju
gadas sdao precisamente as fungdes constantes +» e -

(0 que se confirma facilmente pela definigdc).

f* & necessariamente uma funcdo fechada, mesmo que £
nao o seja (além de no Rockafellar, demonstracdo em

Luenberger, [2], pag. 196). p

-

‘A conjugada da conjugada € a préﬁria fungao desde que
a fungdo de partida seja fechada. Com efeito, seja £
uma funcao fechada. Como vimos no £im da alinea ante-
rior, as funcdes afins que sao tangentés a £f(x) tem

como expressao analitica
<X* %> —x = f*¥(x*) e r = <«x*,xX> ~f*(x*)

Sendo assim, a funcao f pode ser encarada como o su -
premo por pontos de colecg¢do destas fungdes afins (u-

ma para cada valor diferente de x*). Quer dizer:

fF(x) = supi<x,x*> —f*(x*)}
x*

© que corresponde precisamente a definicio de conjuga
da de f£*(x*). Logo '

fi(x) = [f*({x*)]* = f£**

Mostramos pois que existe uma relacao dual entre uma dada

funcgdo convexa e as fungdes afins que sdo por ela majoradas, sumari

zadas elegantemente pela func¢do conjugada. A prova disto mesmoé gue

€ possivel recuperar a fungao original, no caso desta ser fechada, a

partir da respectiva funcaoc conjugada. Mesmo no caso de a funcao o-

riginal ndo ser fechada, recupera-se o essencial que & seu fecho clf
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As fungodes conijugadas gozam ainda de outras propriedades
para além das gue constam no teorema 2.B. Saoc exemplos disso, resul
‘tando directamente da aplicagao da definigdo, as seguintes (Rockafe
llar, [1), §12):

a) A conjugagac inverte o sentido das desigualdades fun -

1 1 ] = * *
cionais, isto é: f1g f2 S f2 >f1.

b) Seja ¥*(x*) a conjugada’ duma fun¢do convexa (x). En-

tao f£(x) = v[A{x-a)] + <x,a*> +a

. n
{(Com A matriz de nxn, a* e a vectores de IR, o esca -

1ar)
Adﬁite como conjugada f£*(x*) = T*[A*_1(x*-a*)]+<x*,a>+a*
com A* matriz adjunta de A e o* = —a —-<a,a*>.
c) iﬁf fix) = -£*(0), assim como, dua%pente, inf f*(x*) =
X j
- -£(0). Logo, inf £{x) = 0 = f(Oj verifica-se sse
: X
iﬁf f*(g;)i= 0 = £f*{(0). Por palavras, tal significé
x - g .

gque a conjugagdo preserva a classe das funcgodes conve -
‘xas fechadas ndo negativas que se anulam na origem.

d) Uma funcao convexa & simétrica, isto €,
f£(-x) = £(x), ¥, ,Sse a sua conjugada também & simétri

ca: f*(-x*) = £*(x*), ¥,

2.1.4, Desigualdade de Fenchel/pontos conjugados

A teoria da conjugacdo que temos vindo a desenvolver nas
alineas anteriores pode ser vista como uma teoria para encontrar a
"melhor" das desigualdades do tipo:

fix) + ¥(y) z <x,y> , vx,y ... (A) -
com £f e V¥ fungboes convexas de Rr® enm ]=w, +=].
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Seja W o conjunto de todos os pares de fungdes (f,y) para
0s quais a anterior desigualdade & valida. O "melhor" dos pares

(f,¥) W & aquele que ndo pode ser mais "apertado", isto &, & o par

tal que, para (f',v') W que

f'=<f
y'sy
£'+ ¥ 2 <x,y>
entdo & porque £f' = £ e ¥' = y. Ora, partindo de

£(x) + vy} =z cx,y;‘

conclui-se claramente que:

1o, £(x) 2z <x,y> - ¥(y), ¥ = f{x)z sup{<«x,y>-¥(y)}=¥*x).

i

x'y y

<x,j> - £(x}, Vx’y = v(x)z’ sup{<x,y>-f (x) = £(y).
, X

v

22. v(y)

Sendo assim, para que“a{ desigualdade (A) seja respeitada, teremos

que ter, necessariamente g _ e

f(k)__y*(x)
¥{y) =z £*(y)

'

Logo, o"melhor", o mais "apertadd" par (f,¥) corresponde precisamente
ao par formulado pelas fun¢oOes conjugadas {(¥v*,f£*), o que traduz por

tanto uma outra visdo da questdo da conjugacgdo.

Repare-se que, em particular e pelo que acabamos de ver,

a desigualdade

£{xX) + £*¥(xX*) 2 <x,X*>, ¥ .+ (B)

X, X*

€ respeitada para qualquer funcgac convexa e respectiva conjugada.
Quer isto dizer que, fixada uma gualquer funcdo convexa, a fungao
mais "apertada" que com ela pode formar o "melhor" par respeitador
da desigualdade, € precisamente a sua fungao conjugada. A desigual-
dade (B) & dado o nome de desigualdade de Fenchel. Os pares (xo,x;)

para os quais a desigualdade de Fenchel & respeitada como igualdade
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recebem a designacac de pontos conjugados, isto &, X, e xa $a0 pon-

tos conjugados sse

f(xb) + EX(x3) = <xg, xb>

Seja f{x) uma fungao diferenciavel, cujo gradiente no pon-

to x representaremos V£(x). A partir da - definicao de

fungbes conjugadas retira-se directamente que
. = *
vf{xo} = %3

* * =
vE (xo) "_XO

Completam esta linha de raciocinio os seguintes teorema e corolario

(Berge e Houri, {3], pag. 96 e 97):

TEOREMA 2.C

. Para que uma funcao convexa diferenciavel f({x) definida
"em IR"™ admita uma fungdo conjugada, & necessaric e suficien
n . n
te que, para todo o ponto xa R, exista um ponto X IR

tal gque vVE{x) = XS'

COROLARIO

. Seja uma fungao convexa diferenciavel f(x)} que admite uma
funcao conjugada f*(x*), Para que o ponto xa seja conijugado

do ponto x, & necessario e suficiente que tenhamos vEixg) =

0

= XE'

2.1.5. Conjugadas de funcgoes concidvas

Um desenvolvimento similar ao das anteriores alineas pode
ser feito para as fﬁngées concavas. Tenha, contudo, um especial cui
dado no encarar da analocgia entre os dois tipos de fun¢gdes, ja que
0os resultados para as fung¢gdes concdvas nao resultam directa e exclu
sivamente da aplicac¢ao da simetria que faz com que, se g & concava,

entao ~g seja simérica (8).

(8) -——— Com efeito, ha também um mudanca de sinal na definicdo de canjugada.
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DEFINIGAO:

. Seja g(x) uma funcaoc concava definida num conjunto conve-

x0 D. A funcao conjugada de gi{x) e

g*(x*) = inf {<x*,x>-g(x)!}
x D

. O dominio efectivo de g*(x*) sera o conjunto de pontos x*

tais que g* (x*) > -=,

Graficamente, poderemos visualizar g*(x*), tal como para
as fungoes convexas, como o simétrico das ordenadas na origem das

fun¢des lineares afins tangentes a g(x).

Ilustracao em :mz:

o694

Ao nivel das propriedades das conjugadas de funcgdes concid

vas, e tal como para as fungdes convexas, temos que:

a) g* & uma funcao concava fechada;

b) {(cl g}* = g*
c) g** = ¢cl g

Finalmente convirad referir que a desigualdade de Fenchel,

no caso de fungdes concidvas se verifica com o sinal invertido:

gx) + g*ix*) 2 <r,xb> Vo,

mantendo-se, apesar disso, a definicdo de pontos conjugados, assim
como a validade para funcgdes concidvas do teorema e do corolario a~

presentados na alinea anterior.
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2.1.6. Exemplo de aplicagdo: func¢do produgao e fungdo lucro

- Seja y = g(x) a'funcéo de producao de uma empresa, defi -

nindo a maxima gquantidade de ocutput y que se pode obter gquando se u-
tilizam as gquantidades de inputs traduzidas pelo vector x¢RE. E

portanto uma funcdo que representa a tecnologia disponivel. Admita-
mos que g({x) & uma fun¢dc concava fechada e que a empresa & "price-
~tamker" quer no mercado de factores, quer no mercado do produto fi

nal.

Representando por pe¢lR e We R respectivamente o prego

do output e o vector de pregos dos inputs, a fungao lucro da empre-
sa que da o maximo lucro possivel para cada combinacdo de precgos

{p, W) com que depara a empresa no mercado, sera:

{p, W) = sup'£p.é}x) - <W,x>}. .
¥ % :
Ora, o
_H(p,W) = sup {p;g(x) - HW,X> — I p,W)/p = ~inf {<W/p,x>-g({X)} =
' X : ’ g* (W/p) conjugada
- - de g(x)
=|g* (Wp) = - n(p,W)/p

Como a funcdo lucro & necessariamente uma fun¢do comogénea de grau

1 em (p,W), podemos escrever:

g* (W/p) -n(1, W/p)

g*(W/r) = —n{W/r}

1l

com 1 funcao lucro nos pregos normalizados. Significa isto que a
conjugada da fungao produgao nao & mais que o simétrico da funcao
lucro nos precos normalizados dos factores. Como g &€ concdva vem
que g* = -1{W/p} & concava, e logo 7(W/p) & conxexa. Todavia, 0 mais
importante da relacao dual estabelecida resulta de ser perfeitamen-
te possivel recuperar a fun¢dc de produgdo concava fechada a partir
da funcao lucro. Com efeito ¢ como mostré&mos nas alienas anteriores
g** = g e logo

g(x) = [g*(W/r}1* = infl<x, W/p>— [-n(W/p)1}.
- W/p '
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£ também possivel mostrar que pelo menos um dos  resul-
tados do lema de Hotelling pode ser encarado como uma re’lacéio entre
pontos conjugados. O lema -de Hotelling estabelece nomeadamente que
(ver por exemplo Varian, [6]1):

xi(p,W) = -GII(p,W)/GWi (i=1, ..., n)

. Qra, desenvolvendo, fica:

(p.W) = 6( H/p)/é(wi/p) > x(p,W) = v, Ww/p (- n/p)

e=o xX{(p,W) = vg* (W/p)
0 que quer dizer, portanto, e se atendermos ao coroldrio do ‘teorema
2.C, gque as fungoes procura de factores por parte.da firma mais nao

‘pectivo ponto conjuga}dd no espa¢o dos inputs _— x{p,W).
. R

fazem que dar, para cada vector de precgos normalxizados W/p, o res- :
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2.2. FUNCOES SUPORTE DE CONJUNTOS CONVEXOS

2.2.1. Fungdes suporte como. conjugada da fungao indicadora

Seja a fungao indicadora dum conbunto convexo C, que defi

nimos na alinea 1.2.2. como a fungaoc convexa:

i 0 se x¢ C
G(X/C) = )
+2 ge x#C

a conjugada desta funcdo indicadora podera ser obtida fazendo:

§*(x*/c) = sup {<x*,x> =48({x/c)}
X
= &*(x*/c) = sup {<x*,x> / xe¢cl

X
o~
e

a esta definicao assim definida como a conjugaﬁa da funcdo indicado
ra da-se o nome de fungao suportedo conjunto C. Ela traduz um tipo
bastante comum de problemas, em que se pretende maximizar uma fun-

¢ao linear <x,x*> num dominio convexo C(16).

TEOREMA 2.D (Rockafellar, [1], p. 112, teorema 13.1)

. Seja C um conjunto convexo. Entdo x ¢l C sse

<X,xX*> s8*%{x*/C), Vx*

Significa o anterior teorema que um dado conjunto convexo fechado C
pode ser expressc como ¢ conjunto de solugdes dum sistema de desi -

gualdades gerada pela sua fungdo suporte:

C ={ x/<x,x* =§*¥(x*/C), ng

Ditb de ocutra forma, & possivel recuperar completamente o0 conjunto
C a partir da sua func¢do suporte, o gque ndo admira, ja que a conju-
gada da fungao suporte & por definicao a funcdo indicadora do con-
junto em questdo.

(16) A minimizacdo duma fungdo linear mum conjunto convexo também pode ser tradu

-l T ceman P d® T ony vk e T oy o vk Far o 1 o ER ek S
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2.2.2, Exemplo de aplicagao: funcao producdo e funcdo custo (17)

Tornemos a considerar a empresa concorrencial com fungao

de producgao y = g(x}) concava e fechada da alinea 2.1.6.

A funcao custo da empresa & definida como dando ¢ minimo

custo para produzir o nivel de output y:

*

Clw,y) = inf <w,x>
x

s.a. g(x) zy

inf{<w,x>-/x €C}
X

e> Ciw,y)-

em que C = {x/g(x) 2y}, designado por "Input Requirement Set", & um

conjunto convexo fechado ja que g.(x) & por hipdtese uma funcao con-
P :

cdva fechada..

1

"inf{<w,x>/x C}
x

Ora, C(w,y)‘

sup{<-w,x>/x C}
X

> §*(-w/C} = -C{w,y)

= _c (WJY)

Por palavras, -C{w,y) € a funcao suporte do conjunto C gue define
as caracteristicas da tecnologia da empresa. Resulta do anterior que
sera possivel recuperar a fungao de producao da empresa a partir do

conhecimento da sua funcac custos. Com efeito:

[-C(w,y}]* = é(x/c) = {x/g(x) zy}

Identicamente, poderemos também obter C recorrende ao teorema 2.D,

fazendo:
C = {xX/<-w,x> s §*{-w/c), ?w}
> C = {x/<-w,x>=-C(w,y), Vw}
e C = {x/<x,w>2C(w,y), Vw} (18)

(17) Devido a analogia formal entre a analise do produtor e do consumidor, o e-
xemplo que se seque pode ser transposto para a analise do consumidor, para © gue
bastara encarar g(x} cam> a fungao utilidade. ) .
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e logo, atendendo & definigdo de funcaoc de produgio:

g{x) = sup {y/<w,x> 2 C{w,y}, v}

Tal como mostramos que as fungdes procura de factores es-
tab .'ecem correspondéncias entre pontos conjugados, € possivel mos—
trar agora, a partir do lema de Shephard, que as fungdes procura
condicionais ou derivadas (19) tambdm podem ser encaradas da mesma
maneira. O lema de Shephard estabelece que:

§Clw,y) /ew; = x, (w,y) (i =1, ..., n)

Ora,
Vwc (Wry) = X (W:Y)

- V_w[-c(er)] = X(W;Y)

= V(Ly) 87 (-Wey) = x{w,y) 7

1
b

Quer isto dizer, e atendendo ao corolario do teorema 2.C, que as
fungoes 'procura condicionais fazem correspondem, para cada nivel de
output, a cada vector w (ou -w), © seu vector conjugado nc espaco

- dos outputs x{w,y).

{18) Pele que vimos e atendendo ds propriedades das fungdes conjugadas, €
facil de perceber que quando os "input requirement sets" n3o sao original-
mente convexos e fechados, © resultado da sua recuperacao a partir da fun-
¢d0 custo corresponderda a uma convexizacdo fechada dos mesmos. Camo as par
tes nao convexas da fronteira destes conjuntos ndo sdo relevantes do ponto
de vista econtmico, a fungdo custo sintetisa mesmo neste caso todos oS as-—

pectos relevantes de tecnologia,

Fungdes procura de factores para um dado nivel de output Na tecria
& consumidor recebem a designacao de fungdes procura hicksianas.

(19)




I

P
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3.1. O PROBLEMA DE PROGRAMACA0Q CONVEXA

3.1.1. O problema generalizado de programagdo convexa

Seja o problema basico de programagao convexa:

min f(;c)

s.a. G(x) s0
x 20 ees (C)

com X IRn, f{x) uma fungdo real convexa, e G{x) um vector de m fun-
goes também reais e convexas (9). Relacionado com (C) & conveniente

considerar a familia de problemas

min f{x)
s.a. G(x)su e _
‘ X 20 ... (D)
e
com u vector arbitririo de IR™. Como & dbvio, a solugido de (D), a

que Rochafellar chama de programa generalizado de programacac conve

xa, depende da "perturbagao™ u introduzida.

3.1.2. Bifuncgao associada e funcao perturbacido

Definimos bifuncao de R® em R® como a correspondéncia u

nivoca entre cada vector u IR" e uma funcio Fu de IR® em [-®, +].

0 valor de Fu para um determinado vector x R®" sera designado por

m+n
IR

- (Fa) (x_) , assim como a funcgao de em [~=, +=] f{u,x} = {(Fu) (x)

B o problema (2) ndo é restritivo na sua fomma. Com efeito, basta ver
que: : :
P 1) ¥(x) 2b = y{x}-b=0
2) ¥{x) 2b =-¥(x) + bs 0
3) ¥{x) =b <= ¥{x) -bs0
-¥{x) + bs0

4 .20 = u.z0comu = —X. -
s ] i
5) xj livre = xj = uj1 - %2 ccmu'jza{)
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serda designada por "fung¢aoc grafo" (grafh function) de F, Muito sim-
plesmente, uma fungdo ndo é mais que uma "fungio que, em vez de ge-
rar valores, como qualgquer fun¢do ordinadria, gera fungdes de rR" ca
da vez que lhe é formado um determinado vector u R". 0 termo bi -
funcdo" resulta portanto do facto de ela corresponder afinal a uma
primeira fase duma relacgac mais ampla de R™D em [-~, +»] dada pe-

la funcao grafo.

Para OS nossos objectivos de estudo, interessa-nos uma
fungao especial, que consiga traduzir a familia de problemas (D).

Fa¢amos para isso

£(x) se 20 e G{x)2u
{Fu) {x)}) = £(x) + 6(x/x20; G{x) su) =

+o caso contrario

A esta bifuncdo daremos o nome de bifuncao associada ac programa

convexo generglizado (D). Repare-se que: a
12 (Fu) (x) assim explicitada & uma bifuncio, pois cada

concretizagdao de u transforma (Fu) (x}) numa funcao de R"

em [—w, +=];

29 Dado u, resolver o problema (D) é equivalente a determi-

nar Inf (Fu}(x) = Inf [£f(x) + §{x/x2 0; G{(x)} su)]
X X

Definamos entac funcao perturbacio como a funcao de R™ em

{-=, +=], que a cada vector u faz corresponder a solugdo Optima de

(D) para esse vector de perturbacdes:

wlu) = Inf {f{x)/x20; G{x) su} = Infl[f(xX) + §(x/x20; G(x)su)]
X X
= w{u) = Inf (Fu) (x)
pYe

Sendo assim, o problema criginal (C) pode ser encarado como a deter

mina¢ao de wi{0), ou, equivalentemente, a determinacao de Inf (FO) (x).
. x -




- 29 -

3.1.3. Algumas propriedades da bifuncao associada e da func¢3o per -

turbacao

Propriedade 1.1: A bifuncdoc associada ao programa convexo

generalizade (D) é convexa, em que se considera uma bifungao conve-
xXa sse a respectiva funcido grafo o é. Ora, £(u,x) = £(x) + 3(x/x20
G(x) £ u) & convexa dado serem convexas por hipdtese e 6(x/.) por de
fini¢do (como sabemos, a soma de fun¢des convexas proprias & ainda

una fungao convexa).

Propriedade 1.2: O programa convexo generalizado (D) & u-
nicamente determinado pela respectiva bifuncdo associada (Fu), isto
€, podemos sempre recuperar © programa (D) a partir do conhecimento
de Fu. Para tal tenha-se em atencdc que, para um dado u,

8 = {x/(Fu) (x) < +»! define o conjunto das solucgdes admissiveis, e

que, para cada x S, temos f{x) = F{u)({x). -

Propriedadev2,1: A funcdo perturbacéo w(u} dum programa
convexo & uma fungido convexa (demonstragao, por exemplo, em Luenber

ger, [2], pag. 216).

Propriedade 2.2: A funcdo w{(u) & ndo crescente, isto &, se
u,su, entao w(u1) zwv&b)_ Esta propriedade é imediata, atendendo a
que restringindo o conjunto das solugbes admissiveis (isto &, dimi-
nuindo as perturbag¢des u), nunca poderei melhorar a solugdo Sptima

do problema.

Atendendo as propriedades 2.1 e 2.2, uma representacio

grafica tipica de w(u), para u JR1, sera:

Ad

> L

\-W(u) -




- 30 -

3.1.4. Relacao entre funcdo auxiliar Lagrangeana e fungao perturba-

¢ao/multiplicadores de Lagrange e tecria de Kuhn-Tucker

Sendo w{u) convexa (propriedade 2.1) havera necessariamen

te um hiperplano tangente a w(u) para u=0, hiperplano este gue sera
majorado pela funcdo perturba¢dc em todo o seu dominio de definicao.

N

Ilustracao em 1R2:

Se rodassemos a cabega por forma a gue ¢ hiperplano tangente se tor
nasse a nova horizontal, teriamos entdo w(u) minimizada para u=0.

Dito de outra forma, se somarmos a w{u) uma funcaoc linear apropria-
da,fu,u6>, a_combinagéo resultante w{u) + <u,u3> é minimizada para

+ . u=0, e teremos

Inf {w(u) + <u,u$>} = w(0) + <0,uf> = w(6) +sol. éptima proble-

0 ma (C).
Ilustracaoc em ]RZ:
. A'IL .

' ~{uM3)- R
A=—-(uug) .E“ “@*l\u;tt
R P S

. ,-": : — B T
azﬂu’u’R" = -~ h"“tu.., “
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Ora, demonstra-se com facilidade qué, para quaisquer u* 20 e u JRm,

Inf[w(u) + <u,u*>] = Inflf(x} +<G(x), u*>} (10)
' xz0
isto &, ao minimizarmos, conforme pretendido, w{u) + <u,u*>, estamos
afinal a minimizar a fun¢do auxiliar Lagrangeana L = f£(x) + <G(x), u*>,
Daqui resulta que o vector ua que faz com que w(u) + <u,u*> atinja o
minimo para u=6, seja afinal o vector dos multiplicadores de Lagran

ge associados 3 solugdo Optima do problema (C)} = (11).

Sintetisemos e precisemos o que foi dito através do se-—

guinte teorema: -

TEOREMA 3.2 (Luenberger, [2], pag. 217/218, versao ligei-
ramente modificada)

. Seja o problema (C). Assume-se a existéncia dum ponto

. x1 > 8 tal que G(x1) <0 {isto &, assmne-sé gue © conjunto das
solucdoes admissiveis tem interior nao vazio). Considere-se

t Mg Como o valor Sptimo_do problema (C}, existente e finito

por hipdtese.

. Ent3o, existe também um vector ua =z 86 de ]Rm, tai Que

Vo = inf{f(x) + <G (x), u3>} = inf L(x,ua)
xz0 xz20

mais ainda-', se for X, a solucido optima do problema (C}, en-

tao
<G(x0) , u6> = 0 e logo f(xo) = L{xo, ua).
ae __ Por um lado temos inf{f(x) + <G(x},u*>} = iInf{f{X) + <u,x*>/G(x) = u,xz0}=
xz0 X
= igi{f{f(x)/G{x) fu,x26} + uu*>=
1 1= w(u)1+ <,u*>
Por cutro lado, para cada x 20, temos, camu = G(x'),

f(x1) + <G(x1), u*>2i§f{f(x) + <u1,u*>/G(X) £u1, x20} =
1

*
>

igf (£ (x) /G(x) su', x20}+ <u
1

w(u1) + < ,u*>

< inf (£(x1) + G(x1) ,u*>} 2 inffw(ia') + «ul, w*>)

xlz0 : :

Logo, -teremos que ter a igualdade inf{f(x) + G(x),u*>} = inflw(u) + <u,u*>}
x20 (Luenb., {21, p. 224).
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Uma versdo equivalente dos resultados do teorema 3.A pode ser esta-

belecida em termos de ponto de sela da Lagrangeana:

CORCLARIOC {por exemplo em Luenberger, [2], pag. 219)

. Continuem a admitir-se as hipdteses do teorema 3.A, e se
ja também Xq @ solugdao oOptima. Entdo existe um vector ugze

tal gque a fungao Lagrangeana
Li{x,u*) = £{x) + <G(X),u*>

tem um ponto de sela em {xo,u6), isto é:

xzé,u*zo

L(xo,u*) éL(xo,ua)é L(x,ua), v

Repare-se, a proposito que as condi¢oes de Kuhn-Tucher,

sendo condic¢oes de 12 ordem do problema

sup inf L(x,u*)

u*z0 xz0
sio por isso também condigdes de 1a ordem do problema (C). A hipbte
se que fizemos de o conjunto das solugOes admissiveis ter interior
ndo vazio, e ja que estamos a trabalhar em programagdac convexa, ga-
rante-nos que as condicdes de K.-T. sdo neste caso necessirias de
optimo (condigdao de qualificagdo de Slater); A convexidade do pro -
blema garante-nos igualmente que elas sao também condi¢des suficien

tes (teorema de suficiéncia de X.-T.). (12)

an Cano curiosidade,; repare-se que os multiplicadores de Lagrange, ao
definirem o hiperplanc tangente a w(u) para u=0, -<u,u*>-r = B, constituem
por isso o simétrico do wector gradiente de w{u) neste’ mesmo ponto: Ww(0)=
= —uX. Sendo assim, podemos interpreta-los tal camo foram definidos, camo
dandd o simétrico da sensibilidade do valor Gptimo do problema (C) 4 intro-
dugdo de perturbacgtes positivas infinitesimais.

(12) _ %o caso @e amitimos as hipdteses de convexidade ja nac poderemos ga
rantir a convexiégde de W(u) e poderemos ter situagdes do tipo

L‘%\R\?\ W l\l‘

— > H
Situacao (1) Situagdo (2)
No situacdo 1, e apesar da nio convexidade, a técnica indicada ainda se apli
ca devido ao hiperplanc tangente a w(u) para u=0 ser majorizado por aquela
fungio em todo o seu dominio. Tedavia, na situacdo 2 a.técnica de Lagrange/
K.-T. ja ndo nos conduziria ao Optimo do problema (C).

.
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3.2. CONJUGACAC E DUALIDADE EM PROGRAMAGAO CONVEXA

"Um Facto fundamehtal sobre programas
convexos generalizados € que estes "proble
mas de minimizagdo com perturbacgoes”" tém um
dual, que € um certo "programa de maximiza
¢do com perturbag¢des”™, um programa concavo
generalizado. Na maioria dos casos, os dois
programas duais tém o mesmo valor  Optimo
da fungio objectivo e as solugoes Jptimas
para um sac os multiplicadores de Lagrange
para outro" (Rokafellar, [1]l, pag. 307}).

3.2.1. Bifuncdes adjuntas

rs

- rd
A teoria da dualidade em programagac convexa pode ser de-

senvolvida a partir do conceito de "adjunta” de uma bifungao. Como
veremos na alinea 3.2.3, existe uma relacgdo estreita, donde resulta
a designacao, entre adjuntas de bifun¢io e transformac¢des lineares

adjuntas.

Definimos adjunta duma bifungdo convexa (Fu) (x) de IR co

mo a bifuncao (F*x*) (u*) de R’RY em R™ dada por

(F*x*) (u*) =:inf{(Fu)(x} -<x,x*>'} <ua,uv>}
X, 1

A adjunta duma bifuncao concava & definida da mesma maneira, excep-
to que o infimo é substituido por supremo. Sublinhe-se que a corres
pondéncia entre uma bifun¢do e a respectiva bifuncaoc adjunta ndo &
mais que uma pequena modificagdo da correspondéncia entre fungdes
conjugadas. Com efeito, seja f{u,x) a fungao grafo da bifungao con-

vexa (Fu) {x). Encarando

<X, X¥*>-<u,u*> =<(u,x), (-u*,x*}>

como o produto escalar dos vectores (u,x) e {(-u*,x*)} de ]Rm+% temos
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(F*x*) {u*) = inf [ £(u,x) = . . <lu,x) (-u*,x*)>}
X, .
= —sup} <{u,x); (-u*,x*b-f(u,x)}
xX,u

= ~f£¥{-u*, x*}),

em que £* & a conjugada de £ (13). Como £ & convexa por hipotese,
f* (-u*,x*) &, pelo que sabemos, uma fungao eonvexa fechada, e logo

a bifuncdao adjunta de F
{(F*x*) (u*) = —f£ (~u*, x*)

sera concdva e também fechada.

Recorrendo as fungoes grafo, consegue-se mostrar sem difi
culdade que F** = ¢l F;

F** = sup {(F*,x*)(u*) —<{u*,a> + (x*,x}}
x*, P

= sup {{(-u*,x*), (u,x)y —£*(-u*,x*)} =
X% ,u* -

= £%% - (cl £){u,x) = cl F .

Os anteriores resultados podem ser sintetisados sob a for

ma de teorema:

TEOREMA 3.B ({Rockafellar, [1], pag. 310}

. Seja F uma qualquer bifuncao convexa ou concava de IR

em IR". Ent3o a sua bifuncao adjunta F* & uma bifuncdo fe
chada do tipo oposto, definida de R" em R", prdpria sse
F é propria, e F** = cl F, Em particular, F**=F se F & fe

chada.

3.2.2, Programas duais

Seja F uma bifuncao convexa de ]R@ em ]Rn, e seja (P) o

programa convexo gsnsralizado a ela associado. O programa concivo
generalizado associado com a bifun¢do adjunta F* (concdva) serd de-

signado por programa dual de (P), e serd representado por (P¥*).
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Note-se que, se F & fechada, o dual do dual do programa
convexo generalizado, gque é o programa associado a bifungdo F**, &

precisamente o programa primal donde partiramos, ja que F** = ¢l F,
Note-se ainda que, enguanto em (P} minimizamos {(Fu) {x) em x ]Rn, em
(P*) maximizamos (F*x#*) (u*) em u* R™. Sendo assim, enquanto o valor

Optimo do programa convexo ndo generalizade (C} &, como sabemos,

W(0) = inf (FO0)(x), o valor Optimo do seu problema dual serd
X

sup (F*0) (u*) .

u*

3.2.3. Bifungbes adjuntas e transformac¢des lineares adjuntas/dual dum

programa linear

Como apontdmos no inicio da alinea 3.2.1., existe uma es-

treita relagao entre as nogdes de adjunta duma bifuncaoc e a de trans
formagao linear adjunta. Clarifiquemos melhor esta rela¢do antes de

pProsseguirmos o nosso estudo da dualidade conjugada.

- ]

1

Consideremos F como a bifunc¢do convexa -

_ 0 se ¥ = Au
(Fu) (x) = ¥{x/x = Au) =
+ se X # Au

que designaremos por bifuncao indicadora da transformagdo linear A
de R" em R®, Calculando F* pela definigao da bifungao adjunta obte
mos directamente:

(F*x*) (u*)

inf {S(X/X=Au) ~{X,X*) +quutf =

(substituindo x por Au}

= inf{ ~(Au,x*) +(u,u*>}
u

(pela definicaoc de matriz adjunta A*(14))
= inf {Cujur - A*x*) ) -
u

0 se u* = A*x*

—g0 Se u* # Aky*
-8 (u*/u+ A*x*)

(14) Chama-se adjunta duma transformagao llnear‘A, e’ representa—se por A,

[T T - S JF VU, JJuu T SRS TRN-. R —Ji DU N N ER . [ — Sy Avkyrw
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Quer isto dizer que a adjunta de uma bifuncgio indicadora duma trang
formagao linear A correspende ao simétrico da bifun¢do indicadora

da respcetiva transformagao adjunta A*, confirmando-se, portanto, a
estreita relagdo entre adjunta duma bifuncidc e de adjunta duma tran

formacdo linear.

Uma aplicac¢do desta mesma relagido acabada de mostrar pode

ser estabelecida para o caso particular e classico da programagio
linear, o qual serviri tarbém como exercicio simples de construcgao

da bifuncao adjunta e do programa dual. Tome-se o programa linear

Inf ¢a*,x>
X
a-Axgo0
s.a.{

X 2 0 v.a (E)

A generalizacdo de (E) sera:

Inf c¢ca*,x>
x -
a-Ax £u

i ~es (F)
b4 7 ©

Como bifuncdo associada a (F) teremos:

(Fu) (x) = {a*,xy + 9(x/x 20; a-Ax §u)
" Calculando pela definigdo adjunta F*, vem:

(Frx*) (u*)

inf{ @*,xy + $(x/% 20;a:Ax su) = <X, X% + (u,u*}}:

u,Xx
= inf{ (X, a®¥-x*»+ a-Ax+ v, u*>} (com v variavel
v30, x50 u desvio)

= inf {<a,u*) +{v,u* +{(x,a* - x* —A*u*)} =
v30, x20
= ga,u*y + inf {(V,u*)} + inf {(x,a* - X* - A*u*)} =
V30 X 30

_{<a,u*> se ut; 0 e a* - x*~A*u*yz 0

-® caso contrario

i

a,u* - §(u*/u*y 0; a* - A*u* yx*)
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O problema dual de (E) sera entdo o problema de maximizagido de (F#*0)
isto é:

sup <a,u*>
u*
* _ AR %
s.a..{a A*u*» 0

u* y2 0

Com A* matriz adjunta de A,

3.2.4. Uma perspectiva grafica da dualidade con-jugada

Deixando ¢ caso simples da programac¢ao linear, e voltan-
do ao caso geral ndo linear da programacdao convexa, € particular -
mente importante, para uma perspectiva grafica da dualidade, o se-
guinte teorema, gque estabelece a dualidade em termos de funcgoes
perturbacdo dos problemas primal e dual generalizéaos, e que decor
re facilmente da definicdo de bifunc¢des adjuntas:

- TEOREMA 3.C (vérséd modificada de Rockafellar, {1], pag. 314}

. Seja F uma bifunc¢doc convexa de B" em IR" e seja F* a
sua bifuncio conciva adjunta de ®R" em IR". Temos entio,
por um lado, que

[-W{u)1* = ([~inf(Fu) {x)]* = (F*0) (u*}; (F*0)* = -cl[W(u}l
X

ou seja, a conjugada do simétrico da funcdo perturbacdo do

problema primal € precisamente ¢ programa dual ndo genera-

lizado.
. Por outro lado, e representando por W(x*) = sup{F*x*) (u*)
u*
a funcdo perturbacidao do problema dual generalizado, temwos ]
:
também gue _ 3

[-W{x*)1* = J-sup(F¥x*) {u*)]* = (FO)* = —cl{W({x*)]
u*

Consideremos apenas o primeiro resultado estabelecido no

teorema:
{F*0) (u*) = [~W(u)}*
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Conforme apontamos na parte II {alinea 2.12 e 2.1.5), a conjugada
de -W{u) dar-nos-a, para cada u* previamente fixado, o0 simétrico
da menor ordenada na origem possivel das fungoOes afins r = u,u* -
por forma a que elas sejam minoradas por -W(u). Como & ficil de
perceber, tal equivale a dizer que nos da, para cada u* previamen-
te fixado, a maior ordenada na origem possivel das fun¢ces afins

r = —(u*,ﬁ)-? por forma a gque elas sejam majoradas por W(u}.

Ilustracao em]R2 para um dado u* previamente fixado:

F

\N'[’l\ _...

e~ .
\\\\\J\s “<wuy-f

-

. o

o4

Logé, (F*0) (u*) dad-nos, para cada u*, o maximo da ordenada na ori-
gem das funcées lineares afins r = —(u,u*)—P majoradas por W(u).

A maximizacao de (F* ) (u*), que é o programa concdvo dual
do programa convexo (C), traduz portanto o probléma de maximizacgao
das ordenadas na origem das fungoes afins tangentes a W(u) {ordena
das na origem estas gue sao, por sua vez, € como vimos atras, as
maximas possiveis por forma a que as familias de funcoes afins pa-
ralelas sejam majoradas por W(u). Sendo assim, € imediato que a so
lugao Optima do problema dual vai ser precisamente o vector ua tal
que r = —(u,u3> - (F*O)(uﬁ) defina uma funcgio afim tangente a W(u)
para u=0.

Ilustragao em 1R2:

= Ay lFiO))= S hy w(u)
¥ A= =g u,usy{F4)u%)

i =
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Tendo em conta © que referimos na alinea 3.1.4 a propdsito dos mul
tiplicadores de Lagrange, conclui-se do que acabamos de ver que a
solugdo Optima do problema dual & mais que o vector dos valores no
optimo dos multiplicadores de Lagrange do problema primal.

3.2.5. Relagdo entre dualidade conjugada e teoria de Lagrange/Xuhn

=Tucker

Consideremos novamente o 1¢ resultado do teorema (3.C):

(F*0) (u*) = [-W{u)]*

Desenvolvendo pela definigao de conjugada, e tomando em atencido

que =-W(u) & uma fungao concava, vem:

(F*0} (u*)

I}

inf {(u,u*) - [-W(u)]} = inf{ W(u) + u,u*>} =
11 u -

(conforme demonstrado na alinea 3.1.4)

= AnE{£(x) + (G(x); Uy |, Y
x230

.=-inf Lix,u*} , v
x30

u*y 0 (15)

Quer isto dizer que o programa dual corresponde afinal 3 maximiza-
¢do relativamente a u* do minimo da Lagrangeana relativamente a x,
isto é:

.sup (F*Q) {u*) = sup inf L (x,u*)
x*20 X*30 x*20

Dito de outra forma, o Optimo do problema dual ndo generalizado cor
responde ao ponto de sela no ortante positivo de R™? ga Lagragea
na do problema primal. Justifica~se assim a conclusac grafica do
fim da alinea anterior respeitante a identidade entre a solucao op
tima do problema dual e o vector dos valores no Optimo dos multipli

cadores de Lagrange do problema primal.

: '(1.5) ——— Altemativarente, este mesmo resultado pode ser cbtido recorrendo a
determinacio da bifuncao adjunta do problema convexo generalizado primal,
Cam efeito, Rockafellar (1], p- 320) mostra que:
(F*x*) (u*) =)| ._1~i?8‘{mfxﬂlr> ~lE ) +4G ) uro)pse ut 2 0

- o0 caso contrario . .
Logo, (F*0) (u*) = :%,’ﬂf("} +{G(x) ,u*)} seury;0 = }ji?n.g L{x*,u*), Vu*ag
-~ c¢aso contririo ¢.q.d.
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Acabamos portanto de mostrar gue existe uma estreita re-
lagao entre a chamada dualidade Lagrangeana e a teoria geral da
dualidade conjugada. Tal constitui mais um importante factor a fa-
vor 4o caracter fortemente élobalizante e unificador desta ultima,
a qual consegue também englobar outras abordagens da dualidade ndo
referidas como por exemplo a denominada dualidade de Wolfe. Estes
desenvolvimentos, bem como alguns outros, entre os quais se podera
destacar uma anadlise da dualidade conjugada em optimizagao dinami-
ca {e suas interpreta¢des econdmicas), serao objecto de publicagdo

numa proOxima oportunidade.






- 41 -

A, TEOREMA DE DUALIDADE DO FENCIHEL

A. 1) Teorema de dualidade de Fenchel/sua interpretagioc grafica

Sejam f(x) e g{(x) respectivamente uma funcao convexa e u-

ma fungdo concava, definidas em determinados dominiocs convexos. Su-

ponhamos agora

O problema (G)

de minimizacio

Ilustragdo grafica em IR":

que pretendiamos resolver o problema

Inf [£(x) - g(x)] «ve (G)
x € dom f Ndom g :

pode ser perspectivado graficamente como o problema
da dista@ncia vertical entre 2 fungoes £ e g.
2

Existe todavia, e como se perceberada facilmente, uma forma alternati

va e dual de encarar a mesma questao: o problema (G) pede ser visto

como © problema de maximizacio da distdncia vertical entre gquaisquer

dois hiperplanos de suporte de f e g que sejam paralelos.

Ilustragao grafica em IR™:

2

mx,:msM As &:,ff:h Ha \ﬂ-‘h‘““'

] m z‘ﬁm R l,.,;.u.,-l:g-!m de
_~
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Ora, como vimos na parte II, para um dado x*, —-f£*(x*) e
~g* (x*) podem ser encaradas como as ordenadas na origem de funcgdes
afins paralelas (devido ao mesmo xX*} tangentes respectivamente a

f£{x) e a g{x). Como a maximizagao da distancia vertical entre hi -
perplanos paralelos pode ser vista como a maximizagdo da diferenca

entre as respectivas ordenadas na origem, temos entdo definido o]

problema dual do problema (G):

sup] [-£*{x*)] ~ [-g*(x*)]} =
x* :

= iﬁg{g*(x*) - f*(xf)}

Estamos entdo em condi¢des de perceber a l6gica do se-

guinte teorema, devido originalmente a Fenchel:
TEOREMA DE DUALIDADE.DE FENCHEL (TEOBEMA A.1) {(Rockafellar,
[1}], p. 327/Luenberger, [2], p. 201)

. Seja f(x) uma funcdo convexa propria definida em dom
£ RP e seja g(x) uma fungao concdava propria definida em
dom g IR". Entdo,

inf i f(x)-—g(x)}=
x ¢{dom £ dom g
= sup Ja*(x*) — £* (x*)}

x* ¢ { dom £*/ dom g*f
desde que pelc menos uma.das seguintes condigdes seja sa-

tisfeita:
a) rint (dom £}y rint (dom g) # {g¢
b) £ e g fechadas e rint (dom £*){} rint (dom g*)-%fﬂf

. No caso de ambas serem satisfeitas garante-se que o infi.

mo e o supremo s3o finitos.
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A. 2) Teorema de Fenchel e teoria geral da dualidade convexa

Como sublinha Rockafellar ([1], p. 327), o teorema de Fen
chel pode ser deduzido independentemente da teoria geral da dualida
de convexa, e recorrendoc apenas a nog¢ao de funcac conjugada (nomea-
damente na perspectiva da desigualdade de Fenchel) e as nogdes ele-
mentares de hiperplanos de separacao e de suporte (foli nesse senti-
do que desenvolvemos © nosso raciocinio grafice anterior, onde néao
utilizdmos qualquer resultado da seccdo 3.2). Todavia, e alternati-
vamente, como também demonstra Rockafellar ([1], pag. 329-331), os
resultados de dualidade estabelecidos pioneiramente por Fenchel poé
dem ser derivados da teoria geral da dualidade convexa,'tal comg e~
la foi desenvolvida na secgdo 3.2, que é indiscutivelmente mais ope

racional, mais rica analiticamente e mais conclusiva.



