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1. INTRODUCTION

La -théorie économique d_oif étre la base indiépensable. d_e toute étude
d'économie a:pliquée. Cependant, 1'aide qu’elle peut apporter au choix .c_les
formes fonctionnelles 4 utiliser dans ces études appliquées reste au niveau
des généralités, de l’encadrement. Dans ia plupart .des cas, la théorie
économique nous donne seulement la liste des vériables explicatives -
-possibles et nous dit quels seront les signeé des défivées et/ou élasticités
par rapport 4 ces variables. Excepté des contraintes de convexité/concavité
“{ou quasi—convexité/quasi-concavité) qui doivent étre respectées,
I'économetre doit prendre la décision de choisir le type de fonction a
estimer se basant '.;ur son expérience, son intuition et .aussi sur les
résultats qu’il obtient. Souvent, il ne fait pas _.'plus qu'essayer plusieurs

spécifications  linéaires (dans le sens -large de linéarité dans l'espace des



parameétres) et décide aprés laquelle retenir.

La linéarité dans I’espace des parameétres apparait justifiée surtout
par la simplicité de calcul et par la facilité d'interprétation des
résuitats. Parfois, oﬁ argumente que si la vraie fonction est nc;n-linéaire,
la spécification liﬁéaire peut étre envisagée comme une approximation locale
de cette fonction inconnue. On va méme plus loin, raisonnant dans le
contexte d’un développement de Taylor, qui permettrait d’interpréter  les
coefficients de la forme linéaire comme des dérivées de la vraie fonction a
un point donné, par exemple le centre de gravité de I’échantillon. En
général - ceci n’est pa§ vraj, et bien qu'on puisse adﬁettre 1'existence d'un
point auquel les efimatives et les dérivées coincident, localiser ce point
demande la connaissance de la vraie spécification non-linéaire de la

fonction (voir, par exemple, WHITE (1980)).

L'arbitraire du choix d’une forme linéaire (& coefficients co_nstants-)
est rendu apparent par une multitude d'arguments qui ont été présentés dafns.
la littérature économétrique depuis le début des années 70. Les plus -
importants remarquent la non-linéarité due au changement (dans le temps et
I’espace) de !'environement des agents. Sf on utilise des séries temporelles
pour Iestimation des relations, et si la période d’observation est assez.
étendue, il est trés improbable que les coefficients de rééction des agents
n'évoluent pas de fagon significative (et graduelle)] dans le temps. Si
I'environnement change  (préférences, produits  disponibles, techniques,

. ‘
etc.), il est naturel que les coefficients changent. De fagon similaire, si
on utilise des données t_ransve;rsales {cross section), avec des unités

économiques de tailles différentes, il sera aussi trés probable que les

coefficients de réaction des petites unités ne soient pas les mémes que ceux



des unités de grande dimension.

L'utilisation de spécifications liﬁéaires a coefficients constants est -
pourtant discutable et on pourra se douter de la validité des analyses
basées sur de teiles spécifications. La solution ne se trouve pas dans
I’économétrie non—linéairé. Les méthodes non-linéaires supposent connue la.
forme de la fonction & estimer et le choix d'une certaine spécif ication
non-linéaire est autant arbitraire que le choix d’une autre, | dés que | les
deux vérifient les conditions imposées par‘. la théorie économique pour le

probléme en étude. En plus, et par rapport aux spécif’ ications linéaires, on

perd une bonne partie de la facilité d’interprétation des résultats.

Les tentatives de solution proposées dans la littérature économétrique
sont allées dans le sens de choisir des approches plus souples, comme la
régression non-paramétrique et les modeéjes & coefficients non-constants.

Dans cet article nous allons présenter les principales formulations des
modéles A coefficients non—constantsl. Ces. modeéles laissent les coefficients
varier selon des régles stochastiques définies a priori, tout en gardant une

linéarité apparente qui facilite |’interprétation économique.

La bibliographie sur les modeles A coefficients non-constants, toutes
versions confondues, est considérable. Méme si on trouve des contributjons

plus anciennes, c’est 4 partir de la deuxiéme moitié des années 60 que la

lF‘lNHEIRO (1990), EUBANK (1988) et HARDLE (1990) sont des exemples de

références introductoires sur les méthodes de régression non-paramétrique.



recherche sur le sujet devient plus intense. Deés la fin des années 70, on
assiste 4 une période de consolidation et de sophistication des modeles
proposés auparavant: les surveys se - multiplient et plusieurs manuels
d'économétrie incluent des résumés plus ou moins . complets sur bétte
problématique. C'est le cas, par exemple, de MADDALA (1977), CHOW (1983),
FOMBY et al (1984), JUDGE et al (1985} et AMEMIYA (1985); HSIAO (1986}
cbmpor‘te aussi un chapitre sur la question sous une perspective de données
mixtes (éhronologiques/tr‘ansversales}; RAJ] et ULLAH (1981) est un exemrle

d’ouvrage de divulgation entiérement consacré au probléme.

Nous n'allons pas faire un survey détaillé de tous les articles et
livres publiész. Nous n'inclurons pas non plus la vaste —flttérature sur les
Switching Regression Models et les Quantity Rationing Models, ces .derniers
aussi appelés de Disequilibrium Models, qui admettent la possibilite de
changements de régime (de structure) a des observations déterminées {c;annues
ou inconnues). Des résumés et des bibliographies complétes. sur ces modéles
peuvent étre trouvés, par exemple, dans VILARES {1986), MADDALA (1983, 1986)
et QUANDT (1982). Nous essayerons plutét de donner une idée des principaux
modeles qui admettent un nombre non-fini de valeurs possibles pour les
coefficients. Nous avons divisé ces modeéles en trois grandes catégories:

(i) Modéles a coefficients pureme;'lt aléatoires (variation aléatoire autour
d'une moyenne fixe);
(ii) Modeles dont les coefficients sont des fonctions linéaires de variables '

exogénes;

2Une bibliographie annotée asselz compléte jusqu'a 1980 peut é&tre trouvée

dans JOHNSON (1977, 1980).




(iii)Modeles dont les coefficients suivent des processus autorégressifs

(stationnaires ou pas).
2. COEFFICIENTS PUREMENT ALEATOIRES

Les modéles a cbef ficients -ﬁuremept aléatoires ont été les premie_rs _
modéles & .tlzoef ficients non-constants A &tre proposés dans la littérature.
WALD (1947), RUBIN {1950). HURWICZ (1950]. KLEIN (‘1953). THEIL-et MENNES
(1959), RAO (1965), FISK (1967) et ZELLNER (1966) peuvent é&tre considérés
comme les précurseurs de ce type de modéles.. IM.ais c’est avec HILDRETH et
HOUCK (1968] et SWAMY (1970, 1971) qu’ils ont atteint une certaine maturité

et divulg8tion.
2.1 Le modele de HILDRE'TH et HOUCK

| HILDRETH et HOUCK (1968) ont étudié le modele: ~

y, = xtBt. (t=1,...,T) Y
avec x| = [ xzt"'xxil_ et gt =8 + LA ol v, est .un vecteur aléa_toire..
(Kx1) tel que:

- o s 2 2y _ -
Ev)=0 , E(vyv)) = diagle, ..., o) =D , Vv,

E(\rv.v'}=0'[t=es]3
t s _

3Remarquons que si le modele comportait un bruit blanc u { ¥, = x;fit +u )
il serait impossible d’identifier séparément la variance de 8 1t et celie de
ut. En effet, |

- . . -
' =xB +u =B +v }+x (B +v ) +.+ +
Y, B, tu B, W X, (B th.}_ X, B +v,) avec
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Ce modéle est une généralisation & plusieurs variables du modéle utilisé par

THEIL et MENNES (1959) pour étudier, pour le Royaume Uni, le prix a

. l'expdrta_tion en fbr-l_;_:tion uniquement du - prix 2 Pimportation _{Sans terme

constant et avec coefficlent aléatolre).

Substituant B =.8 +v . dans (1) on obtient le modéle 3 erreur
hétéroscedastique | | |

Yt xtB "'..wt | (t Inu.T) - . o (2)

—— sy ' . .=.I . _. : 2, . v . =
avee w, = xiv, +u, Elw) =0, Elww)=0 (t=s) et E(W)=xiDx

)

= Yox .
= P

procédure suivante, en deux étapes:

Pour estimer o‘f (j‘--l.....lO leﬁm et HOUCK ont proposé la

l) La premlere étape consnste 3 estimer le modéle y= Xﬂ +. W par les
moindres carrés_ ordmaires_. (m.c.o_.]. de faqon a obtenir le vecteur
d’erreurs estlmées: | |

w =.Mw avec M = 'IT--- xtk’x)"i{_" = [m-t_.]"

-

- w‘ = mﬂwl +..+m 'rw'r (t=l,... .T]

Il est facile de voir que E(w) = 0 et 4 cause de la non-corrélation

des W que

'Y(\;zl = mz Viw) 4ot m v W) | - (3_).
'  _ .o, 2 2
$§i on pose r = thl. M= [mt ]. X = [xu] Z=MX e ¢ = [o'l...o-x]..-

(Txi) . {(TXT)} - {TXK}
(3} peut s’écrire E(r) = Zo , d'od '

-zeg w




2)

avec E(€) = O .

La deuxiéme étape consiste & appliquer les m.c.o. a I'équation (4):
¢ =(z'2)"'2'r | (s)
Cet estimateur est non-biaisé et HILDRETH et HOUCK montrent qu’il est

aussi convergent.

L’estimateur (5) n’est ni efficace, ni nécessairement non-négatif

{comme il conviendrait pour des estimateurs de variances). 'Plusieu_rs

tentatives de solution de ces problémes ont été proposées4:

(i)

(ii)

Pour satisfaire i’exigencé_ de non-négativité, HILDRETH et HOUCK

suggérent deux  possibilités: ou  utiliser 'estimateur  tronqué
o = max {0,0} {qui ne sera plus centré), ou obtenir [’estimateur de ¢

comme la solution du programme quadratique

min (r - ZeY(r - Z6¢) sous o =0
o

(ce qui est plus lourd en calcul et ne résoud pas la question de
I’efficacité). |

FROEHLICH (1973) .e't SINGH et al (1976) - suggérent d'améliorer
I’efficacité, sous !'hypothése de normalité, par [l'utilisation de la
méthode du maximum de vraisemblance (m.v.) et ils constatent des

problémes de convergence de la procédure itérative de maximisation.

(iii)Dans le méme but d'améliorer l'efficacité, SINGH et al (1976) suggérent

d’estimer ¢ en 3 étapes: 1) d’abord appliquer (S); 2) apres, utiliser

4Lies

deus problémes sont  liés. En effet, étant donné dque les vraies

variances sont positives, des estimateurs plus efficaces de o réduisent la

probabilité d’obtenir des estimations négatives.



(iv)

le résultét de cette premiére étape pour estimer la matrice de
variances—covariances de £ dan_s (4); 3) appliquer les m.c.g. SUr cette
équation. [ls montrent que E(££€‘) = Q , od (1/2)Q est la matrice dont
les éléments sont les carrés des éléments correspondanté de MVM et

V = Viw) = diag(} ¢°x°, ... , T ¢°x°).
. ;o Rk

AMEMIYA (1977) propose un estimateur qu’il démontre étre aussi efficace

asymptotiquement que 1'estimateur du mv.:

o = (X D27 % D% | (6)

ot D est un -quelconque estimateur convergent de D. Bien que
1'estimation cbnvergehte de D puisse é&tre obtenue appliquant (S5),

AMEMIYA suggére une méthode alternative inspirée de GOLDFELD et QUANDT

- (1972, chap.3), plus simple & calculer que (5) parce qu'elle n'exige

{v)

pas le calcul de M: -
w=Mveoew = w, - xi[X’X]_IX'w (t=1,...,T)
- = wf = wf - 2w x! (X’ X)X w o+ [x;(x'x)“x' w]?

2 2 _
er =Y x tr.rj + (t=1,...,T)

t
er =X+ ' (7)
_ _ _w? 2 2 _ 2 _ 2 _
avec m = qut znzt T o M T W L xjt‘rj wj _ E(wt)' ot

| )
= wx (XX 7X'w et m = [x/(X'X)"'X'wl’. AMEMIYA montre que les

m.c.o0. appliqués a (7} donnent des estimateurs convergents.
SRIVASTAVA et al (1981) proposent une méthode d'inspiration bayesienne
qui donne aussi des estimaieurs asymptotiqueme'nt efficaces et qui, en

plus, permet de réduire la possibilité d’obtenir des valeurs hégatives

pour les variances. Pour appliquer cette méthode, on devra commencer

par établir ad hoc des bornes supérieures pcmr o‘j: |




0=g° = q (j=1,...,K)

J J

On traite ces intervalles ‘comme s’ils étaient des intervalles de’

confiance sous normalité:

. 2 ) ) |
= [ =1,....K) (8)
(llzlqj O'J + UJ J .

It

avec E(vj) =0 et F.(uj) (I/Zp}qj ., o0 p (par exemple: p = 1, 2 ou 3)
traduit le degré de confiance qu’on accorde aux valeurs qj proposées.
Combinant (4} et (8) et appliquant les m.c.g. au modéle mixte:

{r=za~+g : ( E(€’) = Q)

9)

tirzig=o +v  (Ew) =V¥)

ol ¥ = [l/Zp}diag(ql....,qk), on obtient les estimateurs de o. on

estimera Q utilisant ”“V(wt) = diag( ):(I/Z)qjxi] (t=1,...,T) {voir.
L I

(iii)). Remarquons que dans l’ekpr‘ession de |'estimateur- de ‘o ainsi-

construit,

o, = [2° 07z + ¥z Q7" + (1/2)87Yg) (10}
les présences de gt {matrice diaggnale avec tous les éléments
positifs) et de q (= O) diminuent considérablement les chances
d’obtenir des estimations négatives des variances q*? . Mais n’oublions

pas que cette méthode est applicable uniquement si on est capable

. d’établir a priori des bornes pour o‘j (j=1.....K).

HILDRETH et HOUCK ont traité uniquement le probléme d'estimation de la
moyenne E des coefficients Bt. GRIFFITHS (1972) a établi pour la premiére

fois le préviseur de la trajectoire {Bt}t_l ~Jl_:

" A A :
— R ’ -1 v’ .
Bt =8 + Dxt(xtht). (yt xtﬂ) (11)

~

‘Bt est le meilleur préviseur linéaire non-biaisé .de Bt ‘dans le sens que




-~

E(Bt - Bt) = 0 et q'ue la matrice
. _ » _ a1 -~ _ - _ 9
( ElB] - BB, - B)] - EIB, - BB, - B)'D
est définie - non-négative pour n'importe quel préviseur B: linéaire et

non-biaisé de Bt.

Une des Ihypothéses les plus contraignantes du modéle de HILDRETH et
HOUCK est ' sans ~doute ‘la - nmon-corrélation entre les coefficients des
dift érentes variébles de |'équation. SWAMY et MEHTA ({1975) relachent .cette
hypothése de diagonalité de la matrice D des variances-coﬁriances des
coefficients et proposent, sous I’hypothése de normalité, trois estimateurs
pour &, le vecteur colonne avec tous les éléments de la diagonale et en

i

dessus de la diagonale de D:

(i) Une des procédures correspond a la m_aximisation itérative de la
vraisemblance, parta_nt d'une estimation initiale (initial guess) 6'.
Les estimateurs ainsi trouvés ont toutes les bonnes propriétés
asymptotiques de la méthode du m.v., maiis la procédure est assez lourde
en calcul. |

(ii) Les deux autres procédures suggérées. partent aussi d’une estimation
initiale & (SWAMY et MEHTA proposent comme exerhple le 6‘ correspondant
A D= lk}. Cette estimation initiale permet d’appliquer 'lqs rﬁ.c.g. et
d’obtenir des erreurs estimées -w: (t=l,...I,T). Par des manipulations
algébriques, SWAMY et MEHTA réussissent & sortir des estimations de v,

(= Bt— El. ce qui leur permet d’utiliser la somme des Zv:(v:}a pour
' t

estimer &. lls fournissent deux fagons alternatives de le faire, avec
propriétés comparables: une par résolution d'un systéme linéaire exact
et une autre par régression. Ces estimateurs ne garantissent pas que D

soit définie non-négative et, en particulier, que les ¢éléments de sa

10



diagonale soient non-négatifs. Si cette derniére possibilité est
vérifiée, SWAMY et METHA suggérent de tronquer les estimateurs, ou

d'utiliser des informations a priori éventuellement disponibles sur &,

.Le test de [I'hypothése de non-variabil-ité' des coeff iciehts- dans le
modele de HILDRETH et HOUCK, ou dans la généfalisation de SWAMY et MEHTA,
est équivalent au test d’homoscédasticité de l'erreur du modéle (2). Le test
du multiplicateur de Lagrange pr_‘oposé par BREUSCH et PAGAN (1979) est
applicable et a I'avantage d’étre trés simple. De fagon & inclure les deux
versions (H.—H. et S.-M.), posons V-[wt] = h; o , ol ht "est un vecteur connu
(pxl} dont le premier élément est nécessairement 1 5. L*hypothése

d’homoscédasticii;é pdut étre exprimée comme !’hypothédse de nulité de tous .

les éléments de o & 1'exception du premier:
H e =o =..=a =0

Posons g = wt_/(): wf/"_l‘ }, on w (t=1,...,T) sont les erreurs de {2) estimées.
" )

par les m.c.o.. BREUSCH et PAGAN montrent que sous H_ une demie de la somme

21, ol §=(1/T)}:gt'et g
t

):(gt-— é]z est asymptotiquement distribuée xp_ .
t

(t=1,...,T) sont les valeurs estimées de g, par application des m.c.o. a la

régression g = h‘tu + 7.
2.2 Le modéle de SWAMY

Le modéle proposé par SWAMY (1970,1971) est un meodéle approprié ﬁour

' SBR’EUSCH et PAGAN formulent le probléme d’une fagon encore plus générale:

V(Wt] = Iﬂ(h;ul.

11




Putilisation de données mixtes chronologiques/transversales - {panel data).
On notera Y T'observation de la variable ¥y pour' I""individu" ia ' époque
t (et de méme pour toutes les autres variables du modéle). La formulation de

SWAMY est la suivante:

V= X8 Y, (i=1,...,N;t=1,...,T) | : (12)
avec Bl = E + v, (Kxl), E(vl) =0 |, E(vlv‘i] =V définie positivé._

N o= : . - 2 .
E{vi?J] o (1.$ i) . E(unl o, E(ult} o

et 'E(u“uj.) =0 (i»j .ou
t = s). Remarqubns:- 1) I’absence d'un eff ét_ temporei dans 1’expression dgs
coefficients, c'est-a-dire ;que les coefficients peuvent varier d’indiiidu a
- individi mais restent fixes | .dans le temps; 2) I.l'hétéroscédastic_i_té
transversale de l’érreur u, (sa variance peut étre différente d'individu a
individu); 3) si V = A_ele; (A sc_alairé et e . ia premiére oolonhe de I‘} et

si o"z== a‘f (i=l,...,N), le modele de SWAMY se réduit au modéle A erreurs

composées avec seulement effet individuel. _ : _ ;

Si on considére toutes les observations temporelles pour un méme

individu on a:

y = X8 +u _ _ (13)

L— & = . 4 = .
od ! [yu...y“_] S [xu...xnl et u [u“...uuL De fagon
‘équivalente,

y, = xiB + e avec - ;i = }‘(ivl +u R T2

Empilant pour tous les individus, on obtient:

y = X:8 + u - - {15)
(NTx1) (NTxK) (KX1) (NTx1)
avec
4 = )"i e oV + u
(NTx1) {NTxNK}{NKxl) (NTx1)

12




i = c...: o ' rr ’ _I_"tg L ;. ) ¢ . ,. sy
oy =lyl.yl  X0=XLXQL o o= uleead] T = e e,

v = {v.-;.'.'.v;‘] et X = diag{xl, ..XN}- " La - matrice des 'variandes-

. covér;igncgs de £ est darmée par:
Q= Elee’) = d_iaé{uu.__..., % L ae)
ol bu .I_!f'Efr_{ql:;)' = XIIV.)_(‘I' + &?IT . |
. Pour V .et.. '.0? :{iﬂl,.'..,b'l) co.nnu;s.. l’estim#fe:gr BLUEde E est célui.__ des
m.c.g.: | | ' - B
T

‘ - 2 . -
3= xexg 'y » (}: x'a “xg‘):xn y }l:__wl»l S

o W B mevedmn® e e 0,

_ 1=1 L o ...:
Remarquons que b est lestimateur des m. C. o. appllqués aux observations
A .

temporellws “de 'l’lr‘ndlvidu_ i L'expression {17} signifie que _B _e_lt une_ somme
poncieree : -mat.ricie_lle des m.c.o. appliqués individu par individu ("m.c.0.
individuels”), Cas particulier: si o

X=X et o*=¢° (ixl,...,N)

_ . : _
alors R = R et B = (/N)L b, (moyenne simple des m.c.o. ind:viduels) RAO'
- t=1

{1965) avait déja- traité ce cas particulier et étaijt mtvé au meme

résultat,

- SWAMY {1970) propose

"2'; . _". , 3 o ~ _ . . _
L | (_y.l ; lel) (j" i X-’bll/[T. K'). | (1=1,...I.N_) _ [1.8].
_' comme estimatém‘s - de o‘f '(i=l..._,'._N]. n montre que ces esiimatéufs- sont

" centrés et conv_ergents. De méme,

V= S/(N -1 - l2o~ (x‘XJ ‘N o _ - (19}
I=1 : _ .

i3




o s = }:(b ’o)(b b)‘ et b= (}:b)m . est. uﬁ' esth:imur- "céntre----_et- |
121 _ s

'convergent de V Cependant la matrice 'V peut ne pas etre. déflnie Lo

on—negative pour des échantillons de. ta:!le fime SVMMY {19’71) suu&fa

. d’utiliser simplement_ . s I

Vesn-n o em

qui est--'a_ﬁs'si un estimateur opmrergu_it (mais biaisé) de V.

_Pou;* _te:ster'._
" 'sl - -s.s oL ev=0f B o @
. swm (1910) propose d'utlliser la statistnque - |
b= ):ttb E)'x'x(b ﬁvo-l e
=1 o . . . ' ’

ol E est. l est:mateur oontraint de ﬂ

7 - [}::u‘x*x]"z(ﬂ Xy @
e 1=l - . o
Sous: l-l “h -———2——-—) 2, 0‘_“ HSIAO (1986 pl35) généralise le test de REUSCH"
et PAGAN (1979) et propose un test alternatif au précédent test de SWAMY. . -

 Soit le modéle des moymnas lndivhiuellu dlvisées par o:

| ' (ch)yi = .{l/-cl)x‘lﬂl_*. (_l-/?lml o "-‘_"_’-‘“"‘.”- - (24) '
- o ;l = (} yu)'/"l' , etc.. Le modele 24) est équivalent a
o (l/a‘.l.))'l-'.=-.(1/6‘l)x;.ﬂ_-_+ _“1 . _(i-.l,'-.._'..-N)-". o '_ o .(25}
avec w = (/o )5 + (Ve )X!v. Etant donné que
VW) = UT + WeDRVE GetN) (28

6 . 2 .
Continusnt A sdmetire a-:' #-d‘j_ e

4




‘tester V = 0 se réduit a tester I’homoscédasticité des o, (c’est—-a—dire, a

tester si V(wi) = 1/T pour tout i). Soit la régression

- ~. K K
2 _ 2 == . :
(Tm1 - 1) = (1/nr1)§)=:1 ;Elx”x“%] + EI (i=1,...,N) 2n

ou les a‘f sont donnés . par (18) et les w, (i=1,....N) sont les erreurs de
(25) estimées par les m.c.o. (avec &f substitué par crf). Sous Ho' une demie
de la somme des carrés des estimations de (wa - 1), obtenues par

application des m.c.o. 2 (27}, suit asymptotiquement wune loi x:( xu))z’

quand T et N tendent simultanément vers infini.

Pour I'estimation des coefficients individuels Bi,

- A A . .
I Fl ¥ 2y -1 red
Bi =f + ‘u’){l(){i\f}(l + o‘lITJ (y_‘_‘- XiBl (28)
est BLUP ("Best Linear Unbiased Predictor") de Bl dans le sens que
EIBl - Bl) = (0 et que la matrice [V(B:) - V(Bi)] est définie non-négative

L
pour tout préviseur linéaire non-biaisé Bl .

SWAMY (1974) a généralisé son modeéle pour les cas ou {il existerait des:
variables endogénes décalées et des erreurs autocorrélées. Une autre

généralisation qui a été introduite dans la littérature concerne la

variabilité des coefficients dans le temps. Dans le modéle original de SWAMY

(1970,1971), et comme on I'a remarqué, les coefficients sont constants dans

le temps pour un individu donné. HSIAO (1974,1975) a proposé la formulation

711 semble que ce préviseur ait été établi pour la premiére fois par LEE et
GRIFFITS (1979) "The Prior Likelihood and Best Linear Unbiased Prediction in

Stochastic Coefficient Linear Models”, University of New England Worki_ng

- Papers, No 1.
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Yn = xH(B et At} Ty, ' (29)

avec E(?tt) =0 et 'E(?lth;_l = A (diagonale), qui perrnet. aux coef ficients de
_varier (ensemble) avec le temps. L'effet J\t rend, dans ce sens, la version
de HSIAO plus générale que celle de SW:’_LMY. Mais, par contre, la version de
HSIAO est beaucoup plus exigeante en caicul, méme imposant 1’homocédasticité
de l'erreur u, {.E(uu’) = o‘zlm) et la diagonalité de V. SWAMY et MEHTA
{1975, 19'I?'7} “ont développé une version plus générale que celle de HSIAQ, ol
Ai .peut varier d'individu a individu et n.i V, ni Ai'(i=1,....N) ne sont plus
supposées diagonales. Cependant, elle exige, tout comme la version de HSIAO_,

un grand velume de calcul.
3. COEFFICIENTS QUI SONT DES FONCTIONS DE VARIABLES EXOGENES

Une généralisation directe deé modeéles & coefficients purement
aléatoires consiste a substituer les moyennes fixes 5, autour desquelies les
coefficients peuvent varier, par des fonctions linéaires .(dans I’espace des
par;amétres] de variables .exogénes (les mémes que celles du modele de base ou
autres). SINGH- et a_l (19‘7.6] désignent ces modéles parl' "Variable Mean
Response Models”, par opposition aux modeles 3a coefficients purement

aléatoires, qu’ils appellent "Constant Mean Response Models”,
3.1 Données exclusivement temporelles ou transversales
Quand les données ne sont pas mixtes, l'estimation de modeéles dont les
coefficients sont des fonctions linéaires de variables exogénes se réduit: |
{i) soit a l'estimation du rmodéle 4 coefficients constants si les

- coefficients ne comportent pas de terme aléatoire;
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(ii] goit, dans le cas affirmatif, a 1'estimation du modeéle de 1'alinéa 2.],

Posons:

y x‘t,E;t +u (30a).

t t

Bt = Z 3’ + v (t=l,-o°|T) - (30b}
(Xx1) (Kxm){mx1) (nxl}

ol y est un vecteur de paramétres (inconnus]s. Substituant (30b) dans {30a)

on cbtient

y=h';ar+w ' (31)

¢ t

Il

X'Z et W = xXv +u . Siv =0, alors w = u et (31) se réduit
tTe tt t t t t

ol ht s

a4 une formulation & coefficients constants. Si v est un vecteur aléatoire
_d’espérancé nulle et matrice de variances-covariances D, (32} est presque la
formulation discutée & l'alinéa 2.1. Une seule particularité: le vecteur des

variables explicatives dans (31) est ht = Z;xt et non simplement x, (mais

attention: Zt est absente de 1’expression de I'erreur wt}.

Considérons maintenant le prébléme du ch;)ix' des fariables .gxplicatives
des coefficients 2 inclure dans Zt. Dans certains cas, .. la théorie
économique, ou .notre. intuition, nous dirons lesquelles considérer. Un
exemple sirﬁple: éi on veut estimer une fonction de consommation avec des
données transversales, on pourra exprimer le coefficient du revenu comme
fonction du rt;.venu lui-méme . (avec une constante), ce qui perﬁ:ettra de
traduire 1'éventuelle diminution de Jla propension marginale a consommer
quand le revenu. augmente. Pour les séries chronolog_iques, et quand il n'y a

pas un choix naturel de variables explicatives, SINGH et al (1976) suggérent

'80n pourra substituer I'indice t par i {i=l,...,N) sans changer quoi que

soit.
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d’utili-ser des fonctions de "t":

“[...] the typical regression coefficient Bj(t} is subject to two
influences that cause it to de\;iate from its avérage EJ. The first of
these, following HILDRETH-HOUCK, is a random disturbance that posesses
certain distributional properties. The second is due to them influence
of factors that niay vary systematically with time, Thus .in time series
analysi§ it is likely that response coefficients fluctuate around some
treﬁd rather than about the average value EJ. For instance, consumer's
taste may vary over time and this may cause systematic shifts in the
marginal propensity to consume. More generally, some parameters may
.rise systematically in the wupswing of the business cycle and (fall
during the down-swing. Should the movement of the parameters in the two
phases be symmetric, the path of the parameter over the complete cycle
can be appfoximated by a parabolic trend, or some other suitable trénd
that can be specified.”

(in SINGH et al {1976, p.341))

Pour faciliter lé choix des variables A inclure dans IZt (surtr.;ut s'it ¥
2 un nombre assez large de candidates). BELSLEY (1973) a eséayé de séparer
en deux phases distinctes et successives 'estimation de (30a) et (30b).-
L'idée est la .suivante: si on pouvait trouver une fagor d’estimer 8,
| indépendamment du choix de Zt, on pourrait régresser ensuite (et séparément)
ét en fonction de plusieurs chdix possibles de Zt et retenir le meilleur.
Voici la procédure proposée par BELSLEY:

1) Fixons Tt entre 1 et T-K. Utilisant seulement les K+r premiéres

observations, on calcule (par les m.c.o.}):

b X xT i . o
KeT  OReTTKT TReT KT ' (32)
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L ] . . L I : -
£ = t y*' = . Ensuite, on laisse be
ou xl(+1.' {xl xK-!-'I'.'] ¢ yl(-n-‘!.' [yl yK-ﬂ:] t tomber

la premiére observation (x;,yl] en ajoutant, pour la substituer, la

(K+t+l)-2me, et on estime:

b . R R S (53)
KT+ KTl KaTel 'K+T+1YK-¢T+1_ ' . .

On continue la procédure jusqu'a I’épuisement des observations {on
calculera au total iT-(K-H:)-rl] vecfeurs bl).
.2) Dans une deuxidme étape, et ayant comme variable ‘ dépendante . bi.

(i=K+t,...,T), on essayera plusieurs spécifications de Zt': '

b=Zy+v (3 =(2,Z2)7Zb) | (34)

ol Z! = [ZK*t....ZT] et b’ = [bmt”'bT] . On regendrg celle qui le
‘mieux explique b. '

Quelqu.es commentaires  s'imposent: 1) BELSLEY util_isé _ uniquement

il

l’infdf'mation passée pour estimer chagque bl; 2) en glus, il donne le méme

poids & toutes les K+t observations utilisées (quand il serait plus logique

de donner plus d'importance aux -observations plus “"proches"}); 3) finalement,

le choix de T nest pas résolu. Si on choisit T trés petit, les bll seront -

imprécis (34 cause du manque de degrés de liberté), et si- on le choisit

grand, alors la valeur {T-(Kﬂ']*-i] sera petite et les bl seront identiques -

ou presque (et 1’étape 2 n’aura pas dé sens}.

3.2 Données mixtes

Soit la spécification: . -
Y= qun vu (i=1-,.....N;t=l,...,T] _ (35a)
B=2Z 7 +v : - (35b)

1
(Kx1} {Kxm)imx1) {Kx1}
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Substituant (35b) dans (35a) on obtient:

it it

ol g, = x‘i t\rl . Acceptant les mémes hypothéses sur les termes

aléateires . et vi que dans le modele de SWAMY (1970, 1971) _ -

2 .. _ -
¢ si i=l et t=s ) E{vlv;)= V si i=l

E(w)=0 , E(au)=
t il 0 sinon 0 sinon
I’estimation de (36} peut se faire, a4 quelques détails prés, par Ila
procédure indiquée dans ’alinéa 2.2:

(i) Dans I'expression (17) il faudra substituer Wl'= §) _R.;l}-lR;l par
_ ' i

S T I o
_ WI = ()l: 21R1 21) 21R1 ;
(ii) Les m.c.o. devront é&tre appliqués aux équations {36) et non aux

. - PR S P
équations .(:35a).(_bl = (ZIXIXIZI] lelyl).

AMEMIYA (1978) fournit des estimateurs pour une formulation et un cadre
‘d’hypothéses un peu plus général que le précédent, quand il y a des
paramétres qui restent constants et quand le terme résiduel u, est corrélé

contemporainement pour des individus différents:

yl= Xl Bl + X B + ul {i=1,...,N} ' _(373]
C (TxD) (Txl%l)(ltlxl)‘ (TxE ) (K x) (Tx)

821 = Z ¥ + v, (37b}
(K x1) (K _xm){mx1} (K_x1) ' '
2 2 2

On suppose les mémes hypothéses‘_. sur vl que pour le modéle (35), mais avec:

c, sit=-=s
E’ (ultuls) = 0 sinon

o E(uiul) = _o*nl_r- (1,l=l......N)

Comme application pbssible de cette formulation, AMEMIYA suggére le probléme

traité par WACHTER (1970}). Cet auteur -avait utilisé panel data pour une

étude de salaires o0l les individus étaient des industries américaines {pour
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lesquelles il disposait de données annuelles allant de 1947 a 1967). WACHTER
a appliqué les.'m.c.o. individuels a chaque industrie, prenant comme variable
expliquée le logari_thme' (log) du salaire relatif de I'industrie i, et comme
variaf:les explicatives (en plus d’un terme constant):

ie log de la valeur ajoutée relative de !'industrie i

le log du taux d'inflation

le log du taux de chémage pour l’industrie i

un “trend"

une variable muette pour la période de la guerre de Corée.
Etant. donné que le coefficient du log du .taux de choémage dépend du degré de
concentration de 1’industrie et du pourcentage de travailleurs syndicalisés
da;.ns chaque industrie, WACHTER a cqnsidéré les coefficients estimés du taux
de chomage en T onction de ces 2 variables et d’un terme constant, et a
- appliqué & nouveau les m.c.o.. La formulation (37) de AMEMIYA peut étre
eﬁvisagée comme une solution pour la perte de degrés de lib:erté provoquée
par l’utiliéation des m.c.o. individuels, mais surtout elle permet
d’expliciter que les industries ne sont. pas indépendantes les _unes' des
autres (c'est pourquoi AMEMIYA considére des corrélations contemporaines

pour les erreurs uu).

Ecrivons matriciellement le modéle (37) et les hypothéses respectives

sur les termes aléatoires:

Y= x131 + XZBZ +u _ (32a)
Bz= Zy + v (38b)
avec ¥y’ o= [yl...yN]. hl = [x“...)(m . Xz = diag{le. vees x?")’

Bz = [821"'Bzul’ zZ' = [Z_l...ZN]. u = [ul...uN] et v/ = [vl...'vN]. En plus:

Eluu’} = E@IT ou (N§m= {a'“]
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E(vww’) = IN@V
Aprés substitution de (38b) dans (38a) on obtient:
y = XIBI + Xzz'; + € : _ (39)
ou £ = sz + u et

Q =Elee’) = XZ(IM@\J’)X"2 + (E@IT] (40)

Pour estimer ¥ et V AMEMIYA suggére les estimateurs convergents

suivants;
o, = X B - X8 {yl - X B - %R T _ (41)
- N —~ ~
V = (l/l’sll)?:.:l(ﬁ21 - Zl‘ar){ﬁzi - 217) (42)
ol '
» -1
Bl - Xlxl_ xlxz le 9
Bz XZX1 XZXZ Xzy .

Ayant estimé¢ ¥ et V, !'estimation de y dans (39) peut se faire par

application des m.c.g. (en forme partagée):
- o, oL n Ay ol oot 1
y=I2Z'X'QXZ-2Z'%X'9 X(X'Q X) X'a'XZ].
2 2 2 11 1 1 2
s :n'l - / ;.A'l :A'l _:“'1
[z XZQ Z in XI(XIQ XI)XIQ Iy _ : (43)

L’expression précédente n’est pas trés convenable parce qu'elle exige

9M.c.o. individuels sur {38a).

10y c.o. sur (380) aprés avoir substitué 8 par E‘Z.
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I’inversion  de Q (d’ordre NT). AMEMIYA propose une procédure en 2 étapes,
qu’il démontre étre équivalente & (43) et qui n'exige pas l'inversion de Q,

mais celle de £ {d’ordre N):

1) On calcule d’abord

s xesly (44)
B, = HEX) XEY 3
* -1 S el P | = W | 11 :
ol I =(2 el_l_] z eIT)XllXI(Z QIT)XII XI(Z @ll_)_ . Remarquons

que si on substitue (2.38a) dans (2.44) on obtient (parce que z'x1= 0

et Bz= Zy + v):

B;=z-;+g - : © (45)

L ] - * - . .
avec £ = {X'z)'.‘ XZ} lK;Z u + v. La matrice des variances—covariances de §

‘est la suivante:

Y = g “Lyr * | . P -1
E(E€’) = (ng X, X E (SOl )E X (X/E X )T + (L eV)

Estimant & par £ et V par V, et puisque E*(EGIT}Z‘ = Z., la matrice

précédente se reduit a [(X;ZX )" « (1eV)], dont Linverse est:
X X sk X s
X, T2 T2 = z] 2= %,
2) La deuxidéme étape consiste simplement & appliquer les m.c.g. & (45):

* ez EX XX sz st e st as T xes"x gt (46)
LA e e 2 T27 2 27 T2' e 2 X2 X B,
4. COEFFICIENTS QUI EVOLUENT SELON DES PROCESSUS AUTOREGRESSIFS

A cété ‘des. modeles & coefficients ‘purement aléatoires et des modéles

l.lMoindrcs carrés individuels, cette ' foi_s généralisés et en forme partagée,

sur (38a).
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dont les coefficients sont des fonctions de variables exogeénes, la troisiéme
grande classe de modéles a coefficients non-constants est constituée paj‘ des.
modéles dont les coefficients sont supposés évoluer (exclusivement) dans le

temps selon des processus stochastiques (stationnaires ou pas) choisis a

priort.
4.1 I.e modéle de COOLEY et PRESCOTT

Nous allens d’abord considérer le modele proposé par COOLEY et PRESCO'IT
(1973a, 1976). . C'est un modéle pour données chronologiﬁugs qﬁi est
caractérisé par la séparation des coefficients en deﬁx ~ composantes:
permarnente et transitctfe. \

"If knowledge of exogenous events is imperfect, theory suggests
that it is appropriate to view behavioral relationships as changing
slowly over time. Many of the Xkinds of. misspecif ication [...] imply
changes in parameters that are permanent in time. The structure we are
assuming [..I.] .implies that the permanent components -qt‘ the parémeter‘
will drift systematically over time away from their initial value with
no inherent tendency to return to a mean vélue."

(in COOLEY et PRESCOTT (1976, p.169))

COOLEY et PRESCOTT admetfenl_; qué la composante transitoire est purement

aléatoire et que la composante permanente évolue selon une promenade

aléétoirelz

12000LEY et PRESCOTT ont commencé (1973b, 1973¢) par développer un cas

particulier, qu’ils ont désigné par "Adaptive Regressicn Model", avec tous
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y, = x!B (47a)

t ; t
B; .= B; + W, (470)
B, =B, *V, (t=L,...,T) (47¢c)

avec X (Kx1), Bt (Kx1), W, N(O, (l—vloziw}. Vo . N{0, ‘a‘ﬂ‘zzv). E(Wtw;) =0

v

(t #s), Efvv')=0 (t#s) et Elwv') =0 ¥V . Les matrices £ et I
ts X ts 2 w

(KxK) sont supposées connue:slr3 et o et ¥ sont deux paramétres a estimer. Si

¥ =0 on retombe sur le rﬁodéle a coefficients purement aléatoires. Le

_parametre ¥ traduit !'importance relative des variations permanente et

transitoire. En . effet, par simple manjpulation de (47b) et (47c),

B, =B _ +v, + w, - wt_l), d’on:

Vg, I8y, ) = o#E + -0E ] (48)

L'application de la méthode du maximﬁm de vrajsemblance pour estimer
simultanément 7, o’ et B': (t=l,...,T) n’est pas envisageable parce que le
processus qui engendre _B: n’est pas stationnaire.  Cependant, si on veut
estimer uniquement 7, oZ et Bf pour. une valeur de t fixée, la fonction de
vraisemblance conditionnelle a une réalisation particuliére de B: est bien
définie (et correspond a traiter le B: choisi comme un vecteur fixe de
" parameétres). COOLEY et PRESCOTT suggérent de prendre B,-';d, ce qui est tres

convenable pour faire de la prévision. Par substitutions successives dans

les paramétres fixes a 1’exception de celui correspondant au t_erme constant.

l3(,‘;1.1:3:.171::.! le premier élément du vecteur X, eslt le terme constant, COOLEY et
PRESCOTT suggérent de norimaliser ces deux matrices posant leurs éléfnents
(1,1) égaux & 1. Avec cette normalisation, Ia com.posante transitoire de la
variation du coeffidient du terme constant correspond au terme r;ésiduel du

modéle de régression conventionne! a coefficients constants.
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(47¢c),

P 'p. T

Bl =B, +L v

Tel t ].=-t+lj

. » T+1 : .
-~ 'Bt= B'r+1 -1 Yy W

C 1=t : .
' T+l ) .
L A xtBT Pt (xtwt = xt Ev) (t=5..,T)
I=t+l 7 .

® y= XB:H _ o o o o (49)

‘avec & N(O, o3, (p) = (-7R + 20, R = diaglr,), 1, = xEx.
Q= [q"] et q_ = {mi:_l{T-'tﬂ, T-s+1)}x‘t£_‘fx-- . Les."cstirpateur's du m.v. de

g et de o, en fonction de ¥; sont donnés par:

T
8 = g mxxaty © (s0)
o) = (y - X8t ey - x? T (s1)

Pour estimer 7, la fonction log-vraisemblance concentrée,
L (y.7) = cte '--_.rr/znn czm- (T/2)In|0(3) | S (52)

devra étre max:mlsée. par exemple par balayage dans le domaine admissible de

(oswsll -

CO_OL-EY. et PRESCOTT (1976) montrént ‘..que' les..estimat_eurs ainsi obt_eﬁus ..

. sont c_dnvergents et. asymptotiquement 'eﬂ.‘icaces..' et que é’ | permet ‘de

prévoir- Yoo de- facon optimale. Des. hypotheses sur ¥ pcuvent etre testees.
utilisant la. varianoe asymptotiql..e de ar. '

,. d-l ™t o
VIVT(y - 7)) ='2{% ): — [ [ ]Z} - - (s3)
| o '} ~ |

1

18COOLEY et PRESCOTT proposent une transformation de (S0) qui évite

d’inverser Qy) a chaque évaluation de (52).
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_ ol di{-y} = (l-7) + ;;rdl et les dl {i=1,...,T) sont les valeurs propres dg _

* - ‘- .
.Q L= (qu]. avec q”: = qu/(frlirjjl. :
4.2 Le filtre dé Kalman

La formulation de COOLEY et PRESCOTT peut étre envisagée comme un cas

particulier d'une formulation plus générale:

y = X8, *u - - )  (54a)
B=HB +v,. (=T - (54b)
OExK) . C :

Si on 'pose _Bt_= ﬁ: , H = Ix et u‘.= x;wt . qn retrouve la formulation (47).

Pour v, = O et H E-IK , {34) se réduit au modéle a coef__'ficients consfa.nts.

Considé'rbns_. les. hypothéses suivantes sur les termes '_dléatoirés u, et

u ~ n.id. (0,0 , A n.l..d.{_O,V) » E[utvt] = 0 {55}.

o n.i.d. signifie “normal- and independently distributed”. Le filtre de
Kalman (KALMAN (1960) et KALMAN et BUCY: (1961)) constitue la base pour
_c':alculer les - estimateurs du maximum de vraise_mblance de (54) sous les:‘

hypotheéses (55). -

Nous utiliserons la notation:

- 31;' ens;emblé de I’information disponible a 1'époque t _
Bt;s = E(Btisl'] _
ztls. = cov(Btl_l}’] = E{{Bt - .Btls)(Bt - B.tls}'l_'

L'évaluation de B.tlt est connue sous le no_tn de filtrage; l’éva_li.lation de

'Bt-l- pour t > s est .appelée pfévisiqn; finalement, 1'évaluation de ﬂtli . pour
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't < s est désignée par lissage (smoothing).

" De (54b) on obtient directement que

Bt |t = H‘Bt—“ t-1 - {56)

Par ailleurs, d’aprés (54b) et par appiicéﬁdn' des propriétés des espéranceé

- conditionnélles:
Btit = stlt-l * E{Bt . Btlt ll - Btlt -1 - 67
A :éause " de fa  normalité des erreurs  u et Voo le terme
li'.(.Bt - Btlt \ - X Btlt l) est, lm.l.&alre en (y - X Btlt 1)
.Btlt T Pelta * .kt X Bt!t 1 : _ -(5_8}
_ S : + (Kx} g
. Le vecteur k a été déduit par KALMAN (1960):
kK =%, x(x'E, x +6)7° | B o (59)
t. “tfeTt Tt et _ :
ztlt-l = HEt 11 R +V o (60)
=z -k(x'Z +cr]k' - N 3)

£ .
t]t t]t-1 t ot tlt—l t

-

Pour 0'2. H, V, zolo 'ddnnés. 'si on utilise récursivemeriti_ '(da'ns I'ordre)

(60)-(56)-(59)-(58)-(61})), on peut évaluer StIt e B ztlt et Btlt poux_*'

g t allant de 1 & T. Aprés le f iltrage. les vecteurs B! (n = 1) peuvent

t]ta1"

étre calculés par une autre procédure- récursive anaiogue:

U N

Btltﬂ\ = Bt[tm 1 [Bulit-m te1 | tan-1"
s, = 5, HE, | R T

et Ttet
La matrice des varianceé—covariances _Ztlh'n -est aussi évaluée récursivement.
utilisant 1'équation:
= + : - s ! .S .
zt |t+n -Et|t+n Stst—l S‘L+n—1-(zt+n|t+n zt+n|t+n—l}st+n—l St : (64)

Les démonstrations des résultats précédenfs peuvent é&tre trouvées, . par
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exemple, dans SAGE et MELSA (1971) ou CHOW (1981,1983,1984),

Pour H non-singuliére, SANT (lQ'??j a montré que les résultats

précédents peuvent é&tre déduits dans le cadre de la formulation de Aitken

(c'est-a—diré, par I’application de la méthode des m.c.g. )15. ‘Par
substitutions successives dans (54b),

g = Ht—sB + H

t 5 &~

ey L+ Hy +v : (66}
1 -1 t

si H' existe, on peut exprimer '31’ Bz"'"'Bs‘l""ﬁt—l en fonction de Bt,

substituer le _résultat dans (54a) et obtenir (pour les t premiéres

observations):
- T _ Forgr- b4l Py 1 - Fefigt wryg2 eprmtrly m Ay
Y, = le_“z Bt + (1w, le le 1 le_t’z :2
2 le.I . Y, 0 _ . sz sz 3 (67a)
- . . : - L] . X ’
. -1 . . -1
Yia t- 1H t-1 0 0 X —1H
RO T T IR | A M 1Y)
» . . .
(Eyt) ( = i't ) | | ( -At )

La matrice des_variancgs—covariances des erreurs de (67a) est donnée par:
o, : ' _
nt_ o (It + At(lt_loP)At) : (67b)
od P = (1/6°)V . SANT a montré que l'estimateur des m.c.g. de Bt pour le

modeéle ci-dessus correspond a calculer Bt't par application récursive du

filtre de Kalman. En plus, si on calcule la matrice correspondante de

Il5Plus précisémént, SANT a montré pour H=1 mais le passage a H
non-singuliére est direct (CHOW (1981, 1983, 1984)). Les résultats de SANT
. sont une généralisation de ceux de DUNCAN et HORN (1972) qui exigeaient l.a

non~singularité de V,
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, N . 16
variances~covariances, on obtient Etlt .

De fagon analogue 3 (66),.

8 s-1 i
_Btu =HE +H v et Y + Vies _ - t63)

et, par substitution dans (54a):

- -

Ty 1=1Ix HIB + ([u 1-Ix’ 0 e 0 71[v
ytﬂ t+l 2 Bt t+1 t+l ) t+

x' H u x¥ H ¥x' e O v

te2 1+2 _ 1+2 t+2 t+2 _ t+2 (69a)
. wnl 1 ; n-1 _, Hn—Z Co

. . A I v

ytm xtm utm tn t+n - t+nj - t«-rld
. =B
. ( t )

La matrice des variances-covariances des erreurs de (69a) est donnée par:

-, . _
(I + B{I eP)B’) ' - (69b)
n t n t

SANT 2 aussi montré que si on .applique les m.c.g. A l'ensemble (67)-(69) on

obtiendra le lissage tlon

Une remarque importante: I'approche de SANT permet d'évaluer Btlt et

Z uniqﬁement pour t = K (parce que pour t < K on n'a pas assez de dcgrés

t]t
de liberté pour estimer (67)); mais, par contre, elle n'exige_ pas
1’établissement préalable des conditions  initiales Bolo et Eol o _Au fait,

P'estimation de  (67) restreinte aux K premiéres observations permet . de

calculer
C_ year! —1,-—1"._ -1.* . '
Bxlx = (xtnt It_} Itnt Y, = It Yy : (?Oa_)
— eyl -1 . . '
'lex — (Itf_}t. It] o {70b)

qui peuvent étre utilisées comme conditions initiales de la procédure

6 . B .
Connaissant Btlt et ztlt , (56) et (60) donn.ent.ﬂt-+llt et zullt'
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‘procédures précédemment décrites et substituer aprés dans (72), de fagon

" i{térative définie par les expressions (56) A (61).

Considérons maintenant 1'estimation de a*z et des parameétres inconnus ce

H et de P. Les dif férence_é

Yo ytlt— =¥ T 2P (t=1,...,T) 7

sont indépendantes et normalement distribu€es avec:

E(y _xBItlitl]=0

I3 ) =o° +x'S

_ V(yt - xtBth—l t-1 [ Y R 1xt

ol B et T " dépendent des paramétres inconnus de H et P. Notons @ e

tft-1
vecteur formé par ces paramétres inconnus. La log-vraisemblance ce

(yxn""' yT] conditionnelle 4 (yl,..., yx] permet d'estimer o’ et o:
%
T - T (y - % B
InL=cte-5% In(x{E,| X S EED) "'“z (72
t=K+1 vt t=K+1 X'Z X +¢0
. t t{t-1"¢

Pour © et o- donnés, on pourra évaluer Bt't—-l- et Z par une des deux

tlea

b

“calculer In L pour les wvaleurs en question. La maximisation de z

vraisemblance par rapport i @ et o’ se fait en utilisant des méthodes

numériquesn. PAGAN (1980) discute des conditions d’identification de © et c=

o’ et les propriétés asymptotiques de ces estimateurs du maximum ce

- vraisemblance.

ROSENBERG (1973), HARVEY (1978) et_HARVEY et PHILLIPS (1982), parr:
d’autres auteurs, ont étudié un cas particulier important de la formulaticn

(54), cénnu dans la littérature sous le nom de modéle du retour a =z

1—?Ci-IOW {1981, 1983, 1984) résume deux algorithmes de maximisation possibles.
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normalité (Return to Normality Model): .

DAE A ut' _ _ _ (73a)
_{at— &) = R(at_l- a) + th (t=1,...,T) : (73b)

ol R (KxK) est une matrice avec toutes les valeurs propres infér‘i.eUres- al
en module, u n.i'.d.(O.o'zi. et 7
processus (73b) suppose que les coefficients évoluent stochastiquement dans
le temps, mais montrént_ une tendance A converger vers « ("la.normalité"')ls.

La formulation (73) peut étre envisagée comme un cas particﬁlief de

{54);
y = (x’ x'] Et +u : - © (74a)
t t "t | t : o '

F]
t-

- T b + .

«1 = 1T Ot %t 1° {74b)

3 ¢ R _ 6t—1_ KA ' '

o 6t =« - o Les méthodes d’estimation discutées pbur le cas général

- peuvent étre utilisées pour estimer B; = [a’ 61] (qui est maintenant de

dimension 2K). Cependant, les particularités de cette formulation
stationnaire ont permis d'introduire quelques medifications & la procédure

d’estimation au niveau de 1’obtention des conditions de départ. Si on

calcule ces conditions initiales par (70) on utilise 2K observations. Ce

- nombre est réduit & la moitié si on suppose que le systéme part d'une

situation d’équilibre stochastique stationnaire. Remarquons que cela change

_ ni.d.(0,9). La considération du

18

th, ol B est une matrice de constantes et zt est un vecteur de variables

exogeénes.

SWAMY et TINSLEY (198C) généralisent la formulation (73) substituant « par.



. toute ké' 'logiqhe_ de l"estim_'atibn: Cla log-—vrqiseﬁlbiance - (72) est
conditionnelle 3 (y, ..., y,) et la vraisemblance basée ‘sur I'hypothése de
stationarité ne le sera pius. Ecrivons (74a) . pour les K - premiéres

observations:

t t t
. » — - : A o -
.y = X"a te o : : K .' _ {75}
o L e T e o .o
od € = x;&t tuo, y“ = [yl...y‘-l s 'xx"_“ [xi..-.xxl et e" = [-81""5&_-1'-

.L'Hypothéée -d'équliibre._ stochastique'_'sta,.tiohhaire- consiste A admettre que
(pour t=1,...,K): ' .
-~ E(83) =T

Sous cette hypothese; la matrice des vﬁriances-cOvariances des erreurs de

(s) -
_ . L
& = 1% 01l bl At
' x! . .3 u N _ _
2 2 2|, o
. (-
0 =] %
: - o ' » :
o o [.'!x".')(.sl‘) (=u)
- est donnéepar
o £ A . .
W ngz(a 8% +¢ZIK - (e

avec E(88!) =T et E3,3') = R'"T . Par application des m.c.g. & (75} on.

191‘ peut étre exprimée en fonction de K et de & par résolution du systéme:
T ='.V(6_t) = V{R'St_l-!--ntl =RIR' +¢ o I - (ReR)}vec(I) = vec(®) -

_ Dans le cas ou R est diagonale, la résolution du sysi_:émé -y simplil‘ ie: 71]- =

? ¢u/'(l“.l'l‘l.l"”];
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obtient:

N NP U
e = Xy lexx].‘?(x WY =Xy (%)
: . - _ .1 .' _1 | |
‘(GKEK)--. {XK}' wxlxx ] . (790) - -

d'olt suivent directemgnt les conditions Initiales pour l'estimation de (74):.

. L
T = [V El@E, - @8] - (sob)

’ ) - - !' = LS B .' - LR : » “
avec El(e | - )3, '] E[(X) eS8 1=(X) XKE({?KGK ).
Pour terminer, une remarque sur le cas de. données mixtes

. chronologiques_/transversales; considéré originalement par ROSENBERG (1973).

Dans la formulation pour données mixtes, les coefficients sont s’upposés

identiques pour tous les individus et évoluent uniquement dans le temps:

¢ - : . . ) '_
¥y = _Xtat +u o | _ : o (81a)
) {Nx1) (!_lxl()-(l(xl}' (Nx1) '
h(t:r.tw a) = R(at_l— o) + n {t=1,...,T) {81b)
{ = . -
- Yy [xt xt]lut] + Y
. 5 _
t
o {4 r - r T
Ja | T offa, ] ¢+ o
at ' 0 R at—l 1™

avec u n.i.d.(0,0%Q) . Suppoéoﬁs d’abord que ' la. matrice Q esf connue.
| _Pour NzK, les N observatioﬁé i:ransversales lde 1'"époque 1 peuvent étre
utilisées pbur- .établir les 'coriditions de . déj::art de la prc.acéd.ure ré_cur_-'sive.
(56)—_(61)._ . qui continue & #&tre valable a queiques détails prés. Les

* conditions initiales peuvent étre établies supposant que t =1 .correspond a
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un équilibre ‘stationnaire stochastique, c'est—-a-dire, que E(&l} = 0 et que

.V{Sl] =T. Si la matrice Q n'est pas connue: 1) on estimera les erreurs

A

—xl(&+6t“) (t=1,...,T) avec Q=1 ; 2) on estimera aprés Q

utilisant les erreurs ut; 3) on réestimera ensuite le modéle avec Q. La

u =
t yt

~

procédure pourra étre poursuivie jusqu'a convergence.
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