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4.1. FUNGAO LUCRO CONMO FUNGAO SUPORTE DO CONJUNTO DE POSSIBILIDADES
DE PRODUGAO.

4.1.1, Hipoteses sobre a tecnologia da empresa

Por comodidade de e£posig§o, e por fotma a podermos manter
a mesma notaéio ﬁas restantes secgoes, vamos admitir a.distingio
artificiaT-entre factores de produgﬁo {ou inputs) e produtos de
venda (ou outputs) da empresa. Na 1iteratura sobre o tema, muitos
autores nao fazem es£a distingao, admitindo que a mesma mercadoria
‘pode ser tanto input como output da empresa. Introduzem, com esta
finalidade, o0 conceito de "netput", fazendo o seu va10r_positivo1
quandb a meréadoria em QUestEO e output 1?quidb, e fazendo o seu
valor negativo quando ¢ input 1quido. Como nota LAY (1978, p. 170},
0 assumirmos a d}stingﬁo esténque entre input e output envolve,
porém, pouca ou nenhuma perda de genera1idade. De facto, se houver
alguma mercadoria que seja simultaneamente input e output, basta
consider5—1a como componente,quer do vector dos outputs, quer do
vector dos inputs, admitindo para ela, se for caso disso, 0 mesmo

'brego de venda e de compra.

Utilizaremos a seguinte notagﬁo:_ _
(i) y:;m2+, vector de outputs da empfesa;
'(ii) X¢5R2+, vector dos inputs utilizados para produzir 0
vector de outputs y.
0 vector x apenas compreende aqueles inputs sobre 0s quais a empre-
sa dispoe de éfectivo poder de controle no periodo de analise. Para

alem de x, a produgdo da empresa gera]mehte depende tambeém de um



conjunto de outras condicionantes, que sumarizaremos através de um

vector zeRk. Tais condicionantes poderao assumir formas diversas,

como por exemplo:

(1) inputs fixados em determinados niveis ndo modificiveis no pe-
riodo de analise;

(ii) contratos de venda previamente celebrados, ou seja, niveis
minimos de outputs a respeitar; '

(iii) o nivel de progresso tecnico ou o nivel de dominio da tecnica
de producao por parte da empresa;

(iv) os. niveis de producdo de outras empresas, no caso de a empre-
sa estar sujeita a externalidades;

etc.,etc..

Definigao: Conjunto de possibilidades de/produgﬁo da emﬁresa
T(z), e o conjunto de Hodos 0os planos de produgao (x,y) admissiveis
‘para a empresa dadofﬁm vector z de condicionantes.]||
'Para maior brevidade e por comodidade de escrita, vamos abstrair-
-nds do vectbr de condicionantes z e representar o conjunto de pos-~
sibilidades de producdo apenas por T. Deve referir-se, a proposito,
qua muitos dos desenvolvimentos que serdo expostos neste capitulo
4 poderao ser “reaproveitados“.e utilizados numa analise que admi-

ta (x,y) como constante e z como variavel (desde que sejam- 1mpostas

hipoteses seme1hantes)(34)

Vamos admitir as segu1ntes hipoteses de regularidade sobre o

conJunto T:

n+m

Hipotese 4.1.1.A: T <R e nao vazio, pois pelo menos (x,o)eT,VxeR2+Jl

-

Hipotese 4.1.1.B: T & um conjunto fechado.|]

Hipotese 4.1.1.C: T & um conjunto convexo. ||

(34) - Veja-se,por exemplo, McFADDEN (1978a)




A hipotese 4.1.1.A estabelece que seré admissivel,pelo menos,nao
produzir nada, quaisquer que sejam os.inputs utilizados. E,poﬁig
-s0,aquilo que podemos chamar de hipotese de "admissibilidade de.

desperdicio absoluto™,

A hipotese 4.71.1.8B obriga a que qualguer sucessao convergente de
planos admissiveis tenha como limite ainda um plano admissivel(pro
posicao 1.1.5.1I). Esta hiﬁatese afasta,portanto,a possibilidade de
serem admissiveis planos infinitamente proximos da frénteira de T,e
InEo admissTveis os planos.da propria fronteira. Finalmente,quanto 3
hipotese 4.1.1.C,ela impée que haja divisibilidade da tecnologia,is
to é{ ela impbe que se os p1ands (x‘,y]) e (XZ}yZB sdo admissiveis,

ent3o tambem € admissivel qualquer sua combinagdo lTinear convexa.
!

4.1.2 Funcdo lucro como funcao suporte do conjunto de possibilidades
de producao / principais propriedades nao marginais da fungao

lucro.

Suponha-se que a empresa depara com uma éituagﬁo concorren-
cial quer do mercado dos inputs, quer do mercado dos outputs. Por
outras pa]avras,admita-sé que a empresa nao tem o poder de influ-
enciar os p}egos nos mercados onde intervem( & "price-taker"em to-

dos os mercadog.

‘Definigdo: Sejam wéR e peR respectivamente os vectores de pre*

gos dos inputs e dos outputs, e considere-se que a empresa nao(boﬂ
de influenciar. dfungaO'lucro da empresa e a fungdo que da, para
cada vector (w,p), o supremo do Jucro da empresa: -

T(-w,p)=sup{ <p,y>-<w,x> | (x,y)eT}= sup {<{-w,p),(x,y)>|
(x,y)eT}.|]



Proposicao 4.1.2.1: Considere-se respeitada a hipotese 4.1.1.C

(T convexo). Akungao iucro da empresa e a fungao suporte do con-
junto de possibilidades de produgao

T-w.p)=8%((-w,p)| ).
As pfincipais propriedades nao marginais da fuhgﬁo lucro decor-
rem directamente desta identidade.

Corolario 4.1.2.1.1: Considere-se respeitadag as hipoteses 4.1.1.A

e 4.1.1.C. A funcdo Tucro M{-w,p) e uma fungdo convexa propria,fe-
chada,linearmente homogenea e pelo menos continua relativamente a

rint'domTTJ|

4 1.3 Recuperacao do conjunto de poss1b111dades de producao a par-
tir da fungdo lucro .

Se o conjunto-de possibilidades de produgdo for convexo fe-

chado ( hip. 4.1.1.B e 4.1.1.C), e ja que a fungdo lucro @ a respec

tiva fungao suporte,a proposigao 2.2.1.1 e o corolario 2.2.2,1.1
formas | -
fornecem-nos duas/alternativas e equivalentes de recuperagao de T

a partir do conhecimento da fungao lucro.

Proposigao 4.1.3.I:Admitam-se reépeitadas as hipﬁtesés 1.17.1.8B ¢

4.7.1.C{T convexo e fechado). Entao, alternativa e equivalentemeg

te: (D T= {0y (xy) =03 (1)T= { (xa9)} <(-w,p) s (x2¥ )¢
$T(-w.p) ¥ (wap) e RS} |

No caso de T nao ser convexo efou fechado, a respectiva fungao in-
dicadora tambem nio o sera. Consequentemente, a sua conjugada{que
€ a fungio de lucro) serd idéntica a conjugada da fungdo indicado-
ra do fechogznvolvente convexa de T. Assim sendo, e pela anterior

proposigﬁb, a recuperacao de T apartir deT dar3d, nao T, mas o fe-
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cho da sua envolvente convexa. Quer istc dizer que, mesmo se T e
ndo convexo e/ou nao fechado, & possivel recuperar a partir da fun

¢ao lucro os aspectos mais relevantes da tecnologia da empresa.

4.1.4. Propriedades marginais da fung¢ao lucro/lema de HOTTELING

Da aplicacao directa da proposigac 2.1.4.1. (propriedades
marginais das fungdes conjugadas convexas) a fungdo lucro, resul-
ta a seguinte propriedade marginal desta ultima, que assume funda-

mental - "importancia:

‘Proposicao 4.1.4.1: Considerem-se respeijtadas as hipoteses 4.1.1.B

e 4.1.1.¢C (T convexo e.feéhado), e sejam dados @ER2+ e peRE+. Entéol
o plano de produgﬁo (x,y) e optimo para-a empréga sse

(%.¥)e 3T (-w.p) ||
- Esta pfoposigio estﬁbe]ece uma correspéndéncia entré'os planos de
prbdugao qué.optihizam o lucro e os subdiferenciais da fungao tu-
cro para os vérios Vectores-(~w,p). Como o subdiferencial podera
ser constituido por mais que um elemento, poderemos ter varios pla
nos de produgﬁo optimos para a empresa. Todavia, para os pontos on
de Ti{(-w,p) © diferenciavel, o subdivferenci;1 sera constituido por

um unico elemento, precisamente o vector gradiente nesse ponto

{proposigao 1.2.10.1V).

corolario 4.1.4.1.1: Considerem-se as hipoteses 4.1.1.B e 4,1.1,C,

sejam dados weRg+ e p€R2+, e sejaldiferencidvel em (-w,p). Entiao

0 Gnicd plano de produgdo optimo para a empresa & dado por:

(X,¥) = VH (-w,p),



ou,equivalentemente: Xj=- ;1 (~w,p) (j=1,...;n)

yi= 'ap o (Wep). (i=1sn..om) |

0 anterior corolario edconhecidissimo lema de HOTTELING, e esta-
belece umrelacdo biunivoca entre as derivadas parciais da fungao
lucro e as fungoes prbcura de factores e oferta de produtos da em-
presa. Isto porque X e y'dependerﬁo, como_E obvio, do w e do B con

siderados.Se explicitarmos esta dependencia funcional yira:

X __am .

Fysp) = - s () (3=The )
e

y"(wsp) = ’a-n- ( w,p} /(1..]’...’ )

tendo estas fungoes por dominio os pontos de . d1ferenc1ab111dade de
_TL_NO caso dell ser n3o d1fereRC1ave1, o corolario 4.1.4.1.1 deixa
. de sér'aplicﬁveI, e a proposigao 4.1.4:1 que o0 originou aparece
cohgtituindo uma generalizacao do lema de HOTTELING em termos de

analise subdiferencial.

Para terminar esta sec¢ao, convira referir que varios resul-
tados de estatica comparada poderadoc ser facilmente deduzidos a par-
tir do corolario 4.1.4.1.1., e na'hipétese adicional de bidiferen-
cfabi]idade da funcao lucro. Para esta dedugao serao unicamente ne-
cessarios o referido corolario, alguns resultados elemenfares de
c51éu10 e as propriedades diferenciais e bidiferenciais das fungoes
convexas que apresentdmos na alinea 1.2.9. Para nio nos a1argambs'
éxcessivamente, dispensamo—ﬁos de o fazer, tanto'maié que, pelo que

dissemos, n3o passam de resultados de dualidade de "22 ordem".



4.2. FUNGKG LUCRO_E FUNGKO PRODUGAO CLASSICA: CASO UNIPRODUGAD

4.2.1. Caso uniproducdo: o conceito classico de fungdo de producdo

e suas principais propriedades

Admitamos que a empresa sO produz um Unico output, isto e,
que y & unidimensional. Definamos nesta situa¢do o conceito clas-

sico de fungao de produgao Ha empresa,

Defipigﬁo: Seja uma empresa produtora de Um unico output. A fungdo

‘de produg3do da empresa e a fuﬁgéo g(x) que da o supremo do unico-

output da empresa para determinada utilizagao de jnputs x, isto e:
a(x) = sup &y (x,¥)e T }. || . |

Para T o mais geral possivel,o "sup" justifica-se porque ndo & pos-

e

sivel garantir a existéncia de maximo. Todavia, se T respeitar as
hipoteses 4.1.1,A e 4.1.1.B, bem como a proxima hiposete 4.2.1.A,

o supremo coincidird com o maximo, e este serd finito,

Hiposete 4,2.1,A: Para cada XGRE+ o conjunto T & semilimitado su-

periormente em y, isto €, {y|(x,y)eT para dado x} & um conjunto

semilimitado superiormente. ||

Com efeito, e porque y30, a anterior.hipatéée equivale a admitir
que’{y|(x,y)eT para dado x} e limitado para cada x. Consequentemen-
te, 'se este ultimo conjunto for tambem nEO_vaiio e fechado (o que
acontecerE se forem respeitadas as hipoteses 4.1, 1.A e 4.1.1.B), a
proposigﬁo 1.2,8.11 (teOfema de'NEIERSTRASS) gdrante a existéncia

de maximo finito. o . ' | S



Proposigao 4.2.1.1: Seja uma empresa produtora de um unico output

e admitam-se respeitadas as hipoteses 4.1.1.A e 4,1.1.B. Entido
TZ{({x,y)|9{x}>y, y20}.[|

Proposicdo 4.2.1.I1: Seja uma empresa produtora de um Unico output,

e admitam-se respeitadas as hipoteses 4.1.1.A e 4.1.1.C. Eptdo: (i)
g(x) & uma fungdo cOncava, tem dominio_éfectivo Rg+. e nao negativa
neste dominio efectivo e & pelo menos continua relativamente a rint
dom g; (ii) se tambem e respeitada a hipotese 4.é.1.A,_g(x) e pro-
pria; (iii) se sd0 também respeitadas as hipoteses 4.1.1.8B e 4.2.1.A,
.g(x)'é iguaimente fechada e E-bontfnua relativamente ao seu dominio

. n "
efectivo R0+f

-
‘-/

4,2,2., Fungao lucro normalizada como conjugadé da fungdo de produgao

L]

Sejaa ﬂnw§01ucro<h empresa tal cdmo a definimos na alinea
4.1,2.:
T(-w,p) = sup{<p,y>-<w,x>[(x,y)eT}.

Na situagdo de uniproducao que estamos a tratar, e ja que:

p>0
(x,y)eT => g(x)zy (prop. 4.2.1.1)

podemos escrever equivalentemente:

T(-w.p) = sup{ p.g(x)-a,x>},.
Se p=0 teremos [ trivialmente nula. Se p>0 poderemos dividip toda a
expressao ﬁor p, donde fica: _

W(-w.p)/p = sup ' {g(x)-w/p.x>} 2 .-
Definicao: Seja uma empresa produtofa de um tnico output e seja
p>0. A respectiva fungao Tucro nos pregos normalizados (ou fungao

lucro normalizada) e a fungdo: \



w/p) = sup{g(x)-<w/p,x>} |l

Proposigﬁo.4.2.2.1: Seja uma empresa_produtora de um unico output

e seja p>0. Entdo a sua funcdo lucro N(-w,p) & linearmente homogé-

nea em (-w,p) e T(w/p)=T(-w,p)/p.l|

Proposicdo 4.2.2.11: Seja uma empresa produtora de um Unico output
e seja p>»0. Se a. fungzo de produgao g{x) for concava, entdo a fun-
¢do lucro nos pregos normalizados & a siméfrica da conjugada da fun

cdo de producdo, isto e, Tlh/p)=-g*(w/p)-"

Corolario 4.2.2.11.1: Seja uma empresa produtora de um uUnico output

e seja p>0. Se a fungao de'proﬂugﬁo for cbncava, entdo Ww/p) @ con

vexa fechada, propria sse g e propria, e pelo menos continua relati-

u'/

vamente a rint dom W Jf

. . Lo \
4.2.3. Recuperagﬁo da funcao de producao a partir da funcao lucro

normalizada L _— e -

——~-— Pela proposicdo 4.2.1.1I, se T respeitar as hipoteses 4.1.1.4,

4,1.1.8, 4.1.1.C e 4.2.1.A, ent3o a funcao de produgao e uma fungao

concava fechada. Pe1a'prohosiq50 2.1.5.11 teremos, por isso, que: ’
' g = g** |

ou seja, e tendo ém conta a proposicao 4.2.2.11:

g(x) = [-Twrm)]”

_.Prqposigﬁo 4.2.3.1: Seja uma empresa produtora de um unico output}

e seja p>0. Se g(x) for uma fungio cOncava fechada, entio:

atx)= [-Wwrm]" . | -



No caso de g(x} nio ser concava e/fov fechada, e na mesma 10gica
do que apontamos na alinea 4.1.3., recuperar-se-a, ndo g(x), mas
a fungao cujo hipografo € o fecho da envolvente convexa do hipo-

grafo de g(x).

4.2.4. Principais propriedades marginais da funcdo lucro normaliza-

da/lema de HOTTELING

Da relacdo de conjugacdo entre g(x) e -¥(w/p) , e pela
aplicagao da proposigao 2.1.5.1V., obtemos directamente o seguin-

'te resultado fundamental:

Proposigao 4.2.4.1: Sejh uma empresa'prbdutora_dejum unico output,’

e seja dados p>0 e @5R2+. Se g(x) & cbncava fechada, entdo o pla-
'no_dé producgao (?,g(?)f e optimo para a empresa sse Xe 3ENTW/Pﬁ .
ou, equivalentemente, sse Xe -Bﬁr(w/p)]. |l

Corolario 4.2.4.1.1: Seja uma empresa produtora de um énico output,

e sejam dados p>0 e weR2+. Se g(x) & concava fechada e seWfdr dife-
rencidvel em w/p, entdio o lnico plano (X,q({X)) Optimo para a empre-

sa e 0 que respeitar a igualdade:

X = -9q(w/p),

ou, equivalentemente: _ ‘
X5 = -aﬂ?awj (i=1,...,n)
y =3T/sp .||

Como ja tinhamos notado na alinea 4.1.4., o anterior resultado nao
g mais que 0 bem conhecido lema de HOTTELING. Estabelecemo-10 ago-

ra. por uma via diferente da utilizada na secgao 4.1., embora menos

-



geral.

1

Em suma, mostramos nesta seccio 4.2. que, na situacao de uni-
produgao, e possivel encarar a dualidade tebno]ogia/fungao lucro
de-uma forma alternativa a exposta na secgao 4.1.. Tal deriva de
neste caso dispﬁrmos do conceito classico de funcao de producgio, a
qual sintetiza as caracteristicas relevantes da tecnologia da empre
sa., VYeremos na proxima sec¢ao gue, mesmo na situacdo de mu]tiprqdu—
¢3o e atraves de uma extens3o do conceito de fung3o de produgﬁo, e

possivel estabelecer a dualidade tecnologia/func¢ido lucro por uma

via diferente da que utilizamos na seccao 4.1..
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4.3. FUNCAO LUCRO E FUNGAO DE PRODUGAO GENERALIZADA DE JORGENSON
E LAU: MULTIPRODUGAOD

4.3.1. Gehera]izagﬁo do conceito classico de funcgdo de produciao

Vimos- na Secgéo anterior como o conceito de fungao produgao
permite'representar os aspectos relevantes da tecnologia da empre-
sa no caso de ela produzir um Gnico'output. Para a situacao mais
geral de mu1tiprodug§o,porém, o conceito classico de fungao de pro
‘ducao deixa de ser ~“viavel, na medida em que deixa de haver um nu-
merario natural. JORGENSON e’ LAU (1974) apresentaram uma generali-
iagEo‘possTVeI que permite uma boa “perfomance“’na analise da dua-
1{dade tecnologia/fungao lucro. Basicamente,.esta generalizagao
conSiste em escolher para nuﬁerério.um input que nao seja simulta-
neamente output da empresa(as)
E de sublinhar que JORGENSON e LAU {1974)e LAU (1978) optam por um
numerério que seja input, parque tal escolha permite que mantenham
a analise num quadro de hipoteses o mais geral possivel e formado
pelas hipoteses 4.1.1.A; 4.1.1.B e 4.1.1.C.. Se se tivesse optado
por tomar.para numerario um output,seria necessaria uma hipﬁtese a-
dicional sobre T, impondo que este tonjunto fosse semilimitado su-
per1ormente ng numerario quando fixado qua1squer valores para as res

tantes componentes de (x y)e.Rn+m

Fscolhamos o input X, para numerario. Note-se que ndo h3d per

da de generalidade por escolhermos para numerario a n-esima compo-

(36) - A imposigao de que o numerario escolhido nao seja simultaneamente input e
output destina-se a garantir que estamos efectivamente a escolher um nume
rar10, e nao a criarmos uma situagdo dubia.

-~



nente do vector x, pois poderemos sempre reordenar x de modo a que
a componente escolhida passe a ser n-esima. Adoptemos a notagdo:

=1
(v,xn) com VeR0+ e x> 0.

Definigao: A fungao de produgao generalizada e a fungao
f(v,y) = inf{x | (v,x_,y)eT}

ou seja, e a funcdo que indica qual a infima gquantidade utilizavel
do 1npuf X fixadas as quantidades a produzir y e as quantidades
a utilizar dos restantes inputs w.||

Se tivermos para dado (v,y) que’{xnl(v,xn,y)eT}= B, entao f{v,y)=+w.

(37)

‘Para (voy) tal que’{x (V,xn,y)eT} nao vazio e fechado s € por-

nl

que xn;O, um argumento identico ao desenvolvido na demonstragao da
. - ’

-propoSiggo 1:2.8.11 (teorema de WEIERSTRASS) permite garantir que

f(V,y):maX{xn|(v,xn,y)sT} e que f & nao negativa e finita.

Proposicdo 4.3.1.1: Admita-se respeitada a hipotese 4.1.1.B. Entio

T={(vax sy F(vay)ex b -l

Proposicao 4.3.1.11: Admitah—se respeitadas as hipoteses 4.1.1.A

e 4.1.1.C .Ent3o: (i) f{v.y) & uma fungdo convexa propria ndo ne-
gativa e pelo menos continua relativamente a rint dom f; (ii) se
tambem e respeitada a hipotese 4.1.1.B., f(v,y) e igualmente fecha

da. ||

4.3.2. Funcdo lucro normalizada como conjugada da fungao de produgao

generalizada

. N_ ] n-1 -
Sejam w >0, W = —— ("1""’"n-1)€ Rot+ e pN_ (p T )€
: n 1 m’
eRm . Podemos escrever como se segue a fungao lucro da empresa

O+

(37) - Se T tor techado (hip. 4.1.1. B), a proposicdo 1.1,5,VI permite concluir
que{x |(v,x ,y)eT} tambem e fechado para cada (v,y).

-



W(-wap) = sup{<(-w,p) s (x,y)] (xsy)eT}
e WMap) = supge(-u™ oMy, (vay s -f(vay)}
: .

Definicao: Seja w >0. A funcao lucro normalizada no prego do n-ési
mo input'é a fungao: UN(~wN,pN) = sup{((-wN ,pN), (v,y)>-f(v,y)}.”

Proposigao 4.3.2.1: Seja wn>0. Entdo a sua fungao lucro TR—W,P) e

Tinearmente homogenea em (-w,p) e ﬂN(—wN,pN)=Tﬁ-w,p)/wn.”

Proposigao 4.3.2.11: Seja wn>0 e admita-se que f{v,y) e convexa.
Entdo a ‘fung¢do lucro normalizada no prego do n-esimo input e a con

jugada da fungdo de produgao generalizada,istoc e,

1TN(—wN,pN)=f*("WN’pN):” /

o

Corolirio 4.3.2.11.1: Seja wn>0 e admita-se qde f{v,y) e convexa.

- N N . - - . - - .
Entao “N(~w ,p } e convexa fechada, propria sse f e propria, e pe-

1o menos. continua relativamente a rint'dom'HNJI

4.3.3 Recuperagao da funcao. de producao generalizada a partir da

funcao lucro normalizada

A seguinte proposicao estabelece a possibi]idade-de recupe-
racdo da funcdo de producdo generalizada a partir da funcgio lucro
normalizada no pregoc de n-esimo input. Esta recuperagao decorre di-

rectamente da.relagao de conjugagao entre f(v,y) e ﬂN(—wN,pN).

Proposigao 4.3.3.I: Seja wn>0 e admita-se que f(v,y) e convexa fe-
chada. Entao f(v,y)=[ﬂN(—wN,pN)]*.H

Self(v,y) for nao convexa e/fou nao fechada, a sua recuperagao a
partir da fungdo lucro normalizada permitird obter,nao f,mas a maior‘

fung¢ao convexa fechada por_é]a majorada. .
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4,3.4, Propriedédes marginais da funcao Tucro ncrmalizada/lema de

HOTTELING

Da relagdo de conjugagdo entre f e ﬂﬂ,e pela aplicagao da
proposigdo 2.7.4.1, e tambem possivel de estabelecer:

Proposicdo 4.3.4.1: Sejam dados wn>0, NNeR2;1e pNeR2+. Se f & con-

vexa fechada, entiao o plano de producgao (V,f(?,?),?) e optimo pa-

ra a empresa sse (V,})émN(-wN,pN). il

n-1

Corolario 4.3.4.1.1: (lema de HOTTELING) Sejam dados w >0, W'eRD,

e pNe R2+. Se f e convexa fechada e se"ﬂ'N e diferenciavel em (-w,p),
entdo o Unico plano (v,f(V,y),y) optimo para a empresa e 0 que res-

i
’

‘peitar a igualdade:

(7,9) = o0 (- 4p'),

AM(-w,p)w;  (§=1,..:n)

_ ou; equivalentemente: Yj
AM(-w,p}/ap; (i=1,...m).||

<1
W

i
0s anteriores resultados finalizam esta secgao e, conjunta-
mente com os restantes, mostram que a dualidade tecnologia/fungao
lucro pode ser adequadamente estudada utilizando a fungao de prb—
dugao geﬁeralizada de JORGENSON k& LAU. Estabeleceu;se, porténto,
mesmo para 0 caso de multiprodugdo, uma abordagem alternativa a

secgao 4.1..



4.4. FUNCAO LUCRO E FUNCAO GAUGE-I D0 CONJUNTO DE POSSIBILIDADES

DE PRODUGAD

4.4.1. Funcdo gauge-I do conjunto de pdssibi1idades de producao

Nas sécgﬁés 4.2. e 4.3, exp1oramos minimanente é duatidade
entre fun¢3o lucro e tecnologia da empresa, representando esta Ul
tima, quer atfavés do conceito classico de fungﬁb produ¢dao, quer .
atraves de uma generé]izaéio deste conceito. Nesta seccao 4.4.
“completa-se este capitulo 4 delineando ainda uma outra via possi

vel, em que se representa T atraves da sua fung§019auge-1(38)._

.

Admita-se a ver1ficag50 da hipétese 4.1.1.C. (T convexo).

. ’ . ‘\ .
Pa secgao 2.3., proposigao 2.3.1.1, a fungdo gauge-I do conjunto

de possibilidades de produgdo e dada por:
Y1 ()1 T) = inf (X{X>0, (x,y)eAT)

A figura 4.4.1.A ilustra qual o significado desta fungEo'gauge-I
de T. Ela da-nos o infimo dos escalares positivos pelos quais se
deve dividir (x,y) de wodo a que o vector resultante pertenca a

T.

(=4}

t
4 qup\,.

Figuré 4.4.1.A: Tlustrac3o do significado da fungdo gauge-l de T

(38) - A exemplo do que & feito, nomeadamente, por MCFADDEN (1978a)
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[

Proposigdo 4.4.1.I: Admita-se respeitada a hipdtese 4.1.1.C

(T convexo). Entao Y1((x,y)[T) e ﬁma;fungﬁo convexa,linearmente
homogénea, nao negativa, pelo menos cantinua relativamente a rint
dom Yy ;endo propria sse T nEo-vaiio (hip. 4.1.1.A); Se forem
igualmente respeitadas as hipoteses 4.1.1.A e 4.1.1.8 (T contendo

a origem e fechado), entdo Y]((x,y)lT) e tambem fechada e

ST N2 LU0GY) [y ((Gy) [T) k= T L)

4.4.2. A fungdo lucro e a fuhgﬁo gauge-! do conjunto de possibili-

dades de producdo como .fungoes gauge-1 polares/obtencdo de

uma a partir de outra
s

Por definigao, a fungao gauge-I polar-&e'wﬁ((x,y) T) e a fun-

: cm .
¢ao gauge~I do conjunto polar inferior de T (admitindo T convexo):

Yy T) = nf 0, (x%,y*)er. T |
em que TO = {(x*,y*}| <(x*,y*),(x,y)><1, ¥(x,y)eT} . Fazendo (x*,y*)=
=(-w,p), fica: |
Y?((ﬁw,p)]T)=inf{k|k>0,(-w,p)eka}
. _
Tfé{('wsp)l<('wsp)s’(xs.Y)>~‘51) V(x,y)eT}.
Equjvalentemgpte:
y‘]’((_-w,p)lT)ﬂnf{llp O, <(-wW,p)s({Xs¥)><A,¥(X,¥)eT}
=suﬁ{i(fw,P),(x;y)>|(x.Y)sT}

= TF(-w,.p}. |



Proposicao 4.4.2.1: Acdmita-se respeitada a hipotese. 4.1.1.C (T con
vexo). Ent?o a funcao gauge~I polar da funcac gauge-I de T e a fun-

¢ao lucro:

Y ((-w.p)|T) = T[(-w.p) .||

Corolario 4.4.2.1.1: Admitam-se respeitadas as hipateses 4.1.1.A e
4.1.1.C (T conveko nao vazio). Ent3o a fungao lucro T{-w,p) & con-
vexa propria, fechada, linearmente homogenea e pelo menos continua

relativamente aﬂrint dom Tf. Tampém: T?é{(-w,p)rn(—w,p)s T .

Repare-se na semelhanga entre este Ultimo corolario e o correspon-

‘dente corolario 4.1.2.1.1. da secgdo 4.1..

-

—— A prﬁxima proposfggo 2 extremamente importante e comp1eta‘
o raciocinio desenvolvido com a proposigao 4.4.2.1 e corolario

4.,4.2.1.1. Com efeii&, ;em estabelecer a possibilidade de obtengao
deTra pértir de Yq é-a possibilidade de recuperagﬁo‘ﬁesta a partir

dadue]a.

Proposicao 4.4.2.11: Admitam-se respeitadas as . hipcteses 4.1.1.A,
4.1,7.B e 4.1.1,C (T convexo fechaqo'e_contendo a oridem). Entao

T(-w,p) e_x]((x,y){T) 30 gauge-1I polargs uma da cutra é:

M(~-w.p) =_inf{)&]l>0,<(-w,p,)_(_x,y)>\<)w—]((x,y)|n,v(x’y)eRn+nh’
Y]((XQY)]T) = inf {Al)\>0,<(—w’p)’(x’y))éﬂn_w’p)’\@(_w,p)ekn*’m} ”

4.4?3. Propriedades:marginais da fungao ]ucro/lemé_de HOTTELING

— -— Se respeitadas as hipoteses 4.1.1.A, 4.1.1.B e 4.1.1.C, a
proposigao 2.3.2.V., associada a proposicao 4.4.2.1., permife con-
etuir que N(-w,p) = §%((-w,p)|T). E obvio, portanto, que as proprie

dades marginais da fungdo tucro estabelecidas na secgdo 4.1., alinea

Y
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4.1.4., poderéo'também ser deduzidas tendo por base a relagdo de
polaridade explorada nesta secgao 4.4.. Tal confirma, definitiva-
mente, esta via como uma das possiveis para a abordagem da duali- -

dade tecndologia/fungao lucro.
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5.1, FUNCAO CUSTO COMO FUNCAO SUPORTE DOS "INPUT REQUIREMENT SETS"

5.1.,1, "Input Requirement Sets"

Definiégo: Seja uma empresa com conjunto de p0551b111dades
de produgao TcR 0 "Input Requ1rement Set" (para maior brevida
de: IRS) associado ao vector y de outputs e o congunto
X(y)={x|(x,y)eT}, isto e, elo conjunto de todos os vectores de in-

puts que permitem obter o vector y de outputs.”

‘Admitamos as tr@s hipEtesés seguintes sobre cada IRS:

Hipotese 5 1 1.A: Para cada yeR2+, o correspondgnte X(y) e nao
vaz1ol| '

0+,X(y) e um conjunto fechado ”

Hipptgse 5.1.1.8:-Pa}a\cada y

H1p0tese 5.1.1.C: Para cada yeR0+, X{y) €& um conjunto convexo.“

A hipﬁtese 5.1.1.A corresponde a assumir que € tecno]ogicamenfe
possivel produzit qualquer vector de outputs pertencente ao ortan-
te nzo negativo de R2+. . : _ -

. Quanto a hipo-
tese 5.1.1.B, e confcrme ja notamos a prbpﬁéito da hipotese 4.1,1.B,
impOr que X(y) & fechado significa impor que toda a sﬂcegsﬁo con-
veféente de elementos de X(y) e ainda um elemento de X{y). Afasta-

-se com esta hipotese a possibilidade de nao pertencer a X(y) al- '
gum vector da sua frontéira. Finalmente, a hipotese 5,1,1.C equi-
vale a assumir, para cada yeR0+, a diviﬁibi]idade pgrfeita da tecno
logia. E conveniente sub11nhar que: {i) hip 4.1.1.A = hip. 5.1.1.A;
(ii) hip. 4.71.1.8B = h1p. 5. 1 1.B (prop. 1.1. 5VI), (iii) h1p



4

4.1.1.C =>hip. 5.1.1.C (prop. 1.1.1.1V), Note-se, contudo e por
exemplo, que ¢ inverso da implicagao (ii) nao € verdadeiro. Com
efeito, oltermos cada X{y) convexo.em X, nao permfte garantir
que T & convexo em {x,y). Quer isto dizer que a hipotese 5.1.1.C
de convexidade dé cada X(y) e menos exigente que a hipotese de
convexidade de T. Mais 3 frente(alinea 5.1.6.) veremos as conse-

quéncias deste facto.

5.1.2. Fungdo custo como fungao suporte dos IRS

-

: e :
—— No capitulo 4 fizemos a suposigao de que a empresa depara-

va com uma situacdo concorrencial, quer no mercado dos outputs,
quer no dos inputs. Neste capitulo 5 vamos :apenas assumir a con-
correncia perfeita no mercado de inputs, sendo irrelevante a si-

tuagao no mercado dos outputs,

—~——— Definigao: A fungdo custo da empresa & a fungdo que di o
infimo custo para produzir o vector de outputs aos pre¢os w dos

inputs:

C{-w,y) = inf {w,x>{xeX{y)}} = - sup {<w,x>|xeX(y)}. ||

Proposigac 5.1.2.1: Sejam weR3+ e yéR2+. A fungdo custo & n¥o nega

. . n y . . -
tiva e, se weint Ro+ {(w>>0) e se forem respeitadas as hipoteses

'5.1.1.A e 5.1.1.B (X{y) n3o vazio e fechado), entao: .

C(-w,y)=hiﬁ:bm,y>[xeX(y)}= -max {<-w,X>|xeX(y)}

e C & finita.]||
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No caso de w incluir alguma componente nula, e para ilustrar a
possibilidade de nao existéncia de minimo, poder-se-a conside=
rar uma empresa com tecnologia Coﬁb-DougTas'{(xl,x2)|x? xgay},
y>0 e wy nulo. Nesta situagao ndo existira animo,.pois sera

vantajosd substituir indefinidamente o input com prego positi-

vo pelo input livre {C sera, portanto, inf{wz.lex? xg;y}=0).

Proposiqﬁo 5.1.2.1I1: Admita-se rgspéitada a hipotese 5.1.1.C
(X(y) convexo para cada yeR2+). Entae a fungdo custo e, para
cada y, a simétria da funcdo suporte de X(y):

C-way) = =8%(-w|X(¥)). |l

Corolario 5.1.2.11.1: Admitam~se respeitadas as hipoteses 5.1.1.
Ae 5.1.1.C.. Ent3o a funcdo custo 2, para cada‘?, uma fungado con-
cava, propria, fechada, linearmente homogénea, com dominio e-

fectivo -R2+ e continua relativamente a este dominio efectivo."

5.1.3. Recuperacao dos IRS a partir da funcao.-custo

Se cada X(y) respeitar as hipEteses §.1.1.B e 5.3.1.C, is-
to e, se forem conjuntos convexos fechados, as respectivas fun-
¢bes indicadoras 550 fun¢oes convexas fechadas. Logo, as conju-
gadas das suas conJugadas s3o elas proprias (prop. 2.1.2. i) Por
outras pa]avras e atendendo.a due a conJugada de’ §¢x [X(y)) & tS(—w[)((y)) C{-w y) s
a conjugada em -w de C(-w,y) e a fungao indicadora de X{y). Al-
ternativamente, a proposiqéb 2.2.1.1 fornece tambem um processo

de recuperacac de conjuntos convexos fechados a partir das respec-



tivas fungoes suporte.

Proposigﬁd 5.1.3.1:-Admitam—se respeitadas as hipoteses 5.1.1.B

e 5.1.1.C {X(y) convexo fechado)}. Entao, alternativa e equiva-
lentemente: (i) X(y)é{x[EC(-w,yﬂ?_wi=0}; (ii) X{y)=4dx|<w,x>>
2C(-w,y), VweRp,} . || |

Se X(y) & nao convexo e/ou nd3o fechads, a sua recuperagdo de a-
cordo com a proposicao 5.1.3.1 permitirE_obter, nEo'X(y), mas o
fecho da sua envolvente convexa. Refira-se ainda qugganteribr
importante resuitado e uma formulagdo possivel do bem conhecido
teorema de dualidade de SHEPHARD-UZAWA.

-~

5.1.4, Propriedades marginais da fungao custo/lema de SHEPHARD

RN
——— Da aplicagdo directa da proposigao 2.1.4.I, (iii) e {iv),

a relagao de conjugagio entre a fungdo indicadora de X{y) e a si=

metrica da fungdo custo, resulta a seguinte proposigao:

Proposicao 5.1.4.1: Sejam dados w¢R2+ e yéRE+; e admita®se respei

tadas as hipoteses 5.1,1.B e 5.1.1.C (X{y) convexo fechado). En-

C

"t3o o vector X~ e optimo para a empresa, do, ponto de vista de cus-

I 1 - -C — -—
to para produzir y, sse: X ea(_w)[ C{ w,Yﬂ -

A proposigdo 5.1.4.1 estabelece uma correspondéncia entre os vec-
tores que originam Tnfimo custo e os subdiferenciais da simetrica
da fungdo custo em -w. No caso de C ser diferenciavel em (-w,y)} vi

ra, atendendo a proposigdao 1.2.10.1V, .o fundamental lema de



- 26 -

SHEPHARD:

Corolario 5.1.4.1.1: Sejam dados weRg e yéﬂg+, e admitam-se res-

+

peitadas as hipoteses 5.1.1.B e 5.1.1.C.. Se £(-w,y) e diferencia |

C

vel em (-w,y), entdo o Unico vector X~ optimo do ponto de vista do

custo da empresa & dado por: ¥X°¢ ° 3&(;w,Y)/9wj (j=1,...,n).“

Sublinhe-se que 0 vector % determina a procura de factores ﬁe1a
empresa se esta agih ﬁegundo um comportamento de minimizagao do
cusfo para produzir y. A notagdo x© justifica-se pelo facto de es-
ta procura ser usualimente designada'por procura compensada {ou
hicksiana). Tal como fizemos na alinea 4.1.4. a proposite das fun-
‘gﬁes de procura ordinaria de factores, vamos dispensar-nos de
explorar as propriedades diferenciaié das fungags’de procura com-

pensada. A justificacaio e a mesma que foi éntio apresentada.

1
Al

5.1.5.'Uma hipﬁtese'adicional de “free"disposaif de outputs/monoto-

~nia nao decrescente em y da funcao custo

Admitamos uma hipotese adicional sobre os "Inputs Require-
ment Sets":

zeng‘+ e y‘»yz)@x(y])c x(y%) -l

Esta hipotese & conhecida na literatura como a hipotese de "free

Hipotese 5.1.5.A:(y],y

disposal™ de outputs, no sentido em que, se fOr respeitada e se um
vector x permite produzir y], entao tambem permite produzir qual-

quer Osyzs.'y]

Proposicao 5.1.5.1: Considerem-se respeitadas as hipoteses 5.1.1.C
(X{y) convexos) e 5.1.5.A. Entﬁomnﬁcad@w.a'fungﬁo custo-e monotona

nao decrescente em y.“
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5.1.6. Uniproducao: dualidade fungﬁo de produgao classica/fungao

cust

- A.proposigﬁo 4.2.1.1 estabelece que, no caso de uniprbdugao
e se fespeitadas as hipoteses4.1.1.A e 4.1.1.8 (que implicam,
como vimos nra alinea 5;1:1:, as hipoteses 5.1.1.A e 5.1.1.B), te-
mbs: -

T ={(x.y)]|9(x)ay}

Em consequencia‘

Xy) ={x]a(x)y} .
Repare-se que nesta situagdao os conjuntos X{y) nao sao mais do que
os conjuntos- de nTve} superior da funggo-de_prdaugﬁo: X(&):Sz(y).
Deste modo, as hipﬁtgs¢s 5.1.1.B e 5.1.1.C eduivalem a impcr a
'quase-concavidadé £ a semicont{nuidade.1nferior da fungao de pro-
' dugﬁo. Confirma-se assim o dun ja tinhamos afirmado na alinea 5.
1.1, $obre o.carﬁcter menOQWEEsfritivo-das hipﬁteses 5.1.1.A,
5.1.1.B e 5.1.1.C relativamente Es.hipﬁteses do capitulo 4. Res-
ta referir, e como e obvio, que tudo olque foi-estabe1ecid0'nas
‘alineas anteriores permanecera vé}ido para uma empresa produtora
de um Unico output e com fﬁncﬁo de produgdo quase-cbncava e semi-

continua inferior. Para tal bastara fazer X(y)={xlg(x)'zy}
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5.2. FUNCAO CUSTO E FUNCAQ DISTANCIA DE SHEPHARD

-

'5.2.1. Funcao distancia de SHEPHARD

Uma via, alternativa a descrita na secgdo 5.1., para a explo-
ragao da dualidade tecnologia/fungao custo; assenta no conceito de

fungdo distincia formulade originalmente por SHEPHARD.
Definicao: A futho distancia da tecnologia & a funcgdo:
CD(x,y) = sup{r|r>0, x/reX(y)},

que da o supremo dos escalares positivosA pelos quais se pode divi .

dir um determinado vector x de inputs de_modq»h que X/X ainda per-

T ;4( P - ‘
| '_;ég;- Al

mita produzir y. tl.: ‘

-+ %
Figura 5.2.1.A: Ilustragao do significado de D(x,y).

Como nota JACOBSEN (1970, p. 761), D(x,y) nio_constitui,‘apesar da

: designagﬁo, uma fun¢3o distancia no sentido mateméfﬁco usual do

termo. Repare-se tambem que xe‘I"i'-’)((y)'=>D(x,y)'..= 1 &>D(x,y)_~ i =0,

ou seja, a funcgao distﬁncié de SHEPHARD'pode ser encarada como uma

fungao de transformacgao da tecnologia , vocacionada especiaimente
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para o estudo da dualidade tecnologia/fungao Custo. Repare-se
ainda que, no caso particular de uniproducao, depreende-se fa-
cilmente pelas definigoes que a relacao entre funcao de produ-

¢io e funcdo distincia & dada por: y=g(x/D(x,y)),?(x,y)eRn+1_

——— Antes de apresentarmos as primeiras propriedades da fungao
distincia e conveniente que enunciemos duas hipoteses adicionais
sobre cada IRS. que nos serde necessarias para a dedugao dos pro

Xximos resultados.

Hipotese 5.2.1.A: Para cada yeR2+\-mL X(y)c:Rn+\{0}.H

0
]sx(y) e x2= Ax1 com Azl, temos

‘Hipotese 5.2.1.8: Para cada x

xzeX'(Y)-” , : _ y

A hipotese 5.2.1.A impGe que a origem ndo pertéﬁce a nenhum IRS

para y#0, isto &, que a partir do nada ndo € possivel produzir
. c6isa alguma. Quanto a hipotese 5.2.1.B, sdo de realgar as tres:
 seguintes consideragoes:

(1) E uma formulagao enfraquecida da hipotese de "free disposal"
de inputs. Com efeito, ela corresponde apenas 3 exigéncia de "free
disposal" radial (e nzo absoluta).

(ii) E,apesar de tudo, a hipotese menos pacifica das que ja apre

L U Ry : :
sentamos. Costuma ser referido a este propdsito o exemplo da agri-
cultura, em que uma sobreutilizagio de agua ou adubos pode acarre-

tar-a diminuigdo da produgao.

(ii1) Finalmente, realce-se que impor a hipotese 5.2.1.B & equiva-

lente a impor que ATX(Q);>k2X(y) - Yoy &y
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Proposicdo 5.2.1.1I: Considerem-se respeitadas as hipoteses 5.1.1.C

e 5.2.1.A (X(y) convexos ¢ n3o contendo a origem para ysR2+'Y'w}).
Entao, para cada yeR2+\{{D}:
D{x,y)=~Y,o(x[X(y)) vxeRg+

isto e, a fungao disténcia E,para cada y, a fungao gauge~II do

respectivo IRS.|

Coroldrio 5.2.1.1.1: Considerem-se respeitadas as hipoteses 5.1.1.C

e 5.2.1.A. EntEq: (i) para cada yeR2+\J0} , a fungao distancia
D{x,y) e, em x, uma fungEo concava, linearmente homogénea, poéiti-
'va no seu dom1n1o efect1vo, e pelo menos cont1nua relativamente a
rintdom D; (ii) se respeitadas tambem as hipoteses 5.1.7.A e
5.1.1.B (X(y) ndo vaziose fechados), D{x,y) e 1gua1mente concdva

propr1a || I

L]

Cofolﬁrio 5.2.1.1.2: Considerem-se respeitadas as hipoteses 5.1.1.

C, 5.2.1.A e 5.2.1.B (X{y) convexos, nEo contendo a origem e tais

que X X(y):k X(y), ¥0 < ®,5, para cada yeR0+\.{0}) Entdo:

1Y
'{x]D(x,y)>]}“ X(y) para cada yeR REUNI

_Corolar1o 5.2.1.1.3: Consaderem se respe1tadaa as hipoteses 5.1.1.A
5.1.1.B, 5.1.1.C, 5.2.1.A e 5. 2 1 B (X(y) convexos, fechados, naéd
vazios, nao contendo a origem, e tais que WA]X(y)DAZX(y),¥O*Q1~ 9
para cada yekgjﬁm). Entao, para'cada yéR2+\{0}: cl D(x,y)=

=D{X,¥), ¥xedom D(x,y).|!

Proposicdo 5.2.1...11: Considere-se reépeitada a hipﬁtese 5.2.1.B

(X(y) tais que A1X(y)DA2X(y), ¥0<Aléié. Entio a fungdo D(x,y) e



nao crescente em yeR2+\{0}.“

5.2.2. Fungdo distancia e funcdo custd como funcddé gauge-II polares

Admitam-se respeitadas as hipﬁteses 5.1.1.A, 5.1.1.C ¢

5.2.1.A. A pfopqs{gﬁo 2.3.4.1V permite escrever:

0 0
Yy (X)) = v, (X)) |
Sqm far também-respeitada a hipﬁtese 5.1.1.B, pela proposigﬁo_Z.B.
4.1 podemos acrescentar:
) ; 0 : iy O

cl Yo (x*[X(¥)) = 1 v (x*[X2(y)) = 8*(x*]-(XJ(¥))})
Pela proposicao 2.3.4.11 sabemos que (xg(y))zé X{t¥). Logo, fazendo
. - ’_/ - N

X*=w, teremos

C1 ¥ (wIX(y)) * $*(w{-X(y)) = 6*(-w[X(y)) =

.

sup {<~w,x>|xeX{y)}

~-C(-w,y)

Consequentemente. atendendo a proposigao 5.2.1.1, vira para cada

yeRY, \ {0}:

C(-w,¥) = -6*(-w|X(y)) = -cl [-D : (wﬂ.

£r0p051§50'5.2.2.1: Admitam-se respeitadas as hipoteses 5.1.1.A,

5.1.1.B, 5.1.1.C e 5.2.1.A (X(y) nio vazio, fechado, convexo e.
nao contendo a origem para cada yéR'L\{D}). Entao, para cada
m i
yeRO+\{0}, yem.
0
C(-w,y) = -6*(-w[X(y)) = = 1 [ - § ()}l

-que . _ _ |
Repare-se/ ao estabelecer C=-8*{-w|X(y)}) para cada ng2+\j0}, a
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anterior prqposigﬁo permitira dedﬁzir propriedades da funcao cus-
to identicas as apresentadas no corolario 5.1.2.11.1, utilizan-
do exactamente o mesmo argumento. A Gnica'diferenga sera a res-
tricao da sua validade a yeRE+\{O} (de acordo com a hipotese
5.2.1.A, necessaria 3 proposigao 5.2.2.1, mas ndo necessaria a
proposicao 5.1.2,II}. Igqualmente todos os resu1tados das alineas
5.1.3., 5.1.4, e 5.1.5, poderao ser obtidos para cada yeRggﬂoy
tendo pdr base a proposigao 5.2.2;1. Dispensamo-nos, porisso, de

0s repetir. -

Terminaremos esta secg¢do 5.2. e o capitulo 5, aprofundando
um pouco mais a relagao de dualidade acabada de estabelecer ern-
tre a.func3o. distancia e a funcgdao custo. Exploremos, nomeada-

mente, a possibilidade de recuperacgao de uma a partir da outra.

Corolario 5.2.2.1.1:Consfderem—se'hespeitadas as hipoteses 5.1.1A,

5;1.].B,5.1.}.C e 5.2.1.A. Entado, para cada yéR2+\{0},vém:
Clmsy)=mcly, (w|XJ(¥)) . {]

Corolario 5.2.2.1.2: Considerem-se respeitadas as hipoteses 5.1.1.4,

5.'1.1.B.,5.1..1.C,5.2.1.A e ainda 5.2.7.B(para cada yeRy, N0}, X(¥)
tal que A;X(¥)oA,X(y),¥0 <k, €}). Entdo:

Xp(¥)= Ww]C(-w,y)21} . ||
Esclarega-se que na literatura econamita 0s conjuntos po]ares su-
peribres dos varios IRS sdo usualmente designados por “Factor Price

Requirement Sets".

Corolario 5.2.2.1.3: Considerem-se respeitadas as hipoteses 5.1,1,A
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5.1.1.8, 5.1,1.C, 5.2.1.A e 5.2.1.B. Entdo, para cada yeR) \ {0}:

cl D(x,y) = - [—C(-w,yi]g (x).

Em particular,
D{x,y) = - [-C(—w,y)]g_(x), ¥xedom D{x,y) .||

Corolﬁrio 5.2.2.1.4: Considerem-se respeitadas as hipoteses

5.1.1.A, 5.1.1.B, 5.1.1.C, 5.2.1.A@ 5.2.1.B. Entdo, para cada
- | “
yeR {0}
C(-w,y) = sup {x|x>0, <w,x>3x.cl D{x,y), vxeRn},
e, dualmente: |

D{x,y) = sup{i|r> 0, <w,x>2x.C(-w,¥), VWeRn}, ¥xedom D{x,y).|l

-
,'/



- 35 -

6.1. DUALIDADE ENTRE FUNCOES UTILIDADE DIRECTA E INDIRECTA

6.1.1. Introducao: analogia formal entre as teorias do produtor

e consumidor

Dada a grande analogia formal existente entre as teorias
do produtor e consumidor, a analise do capitulo anterior manter-
-se-a valida para a teoria do consumidor desde que procedamos as

necessirias adaptagoes nas designagoes e consideremos y unidimen

sional.
Notacao '| Teoria do Produtor (cap. 4 e Sj ' .Tedriarpdb- Consumidor
X VYector n-dimensional de quanti- vector n-dimensional de
dades de inputs a utilizar pela quantidades a consumir
empresa -
W vector n-dimensional de pregos vector n-dimensional de
dos inputs _ pre¢os dos bens de consu
mo '
o vector m-dimensional de quanti- nivel {unidimensional}da
Y dades de outputs da empresa utilidade de consumidor
' (meramente ordinal)
(x) fungdo de producdo classica da fungao de utilidade direc
g empresa, caso uniprodugao ta ordinal do consumidor

fungao custo ou despesa
_ . do consumidor, dando o
C{-w.y) | fungao custo da empresa | Tdnfimo custo para se a-
: tingir o nivel de utili
dade y aos pregos w

fungdo distancia das pre-
' _ ferencias do consumidor,
Dlxyy) fungdo distancia da tecnologia dando o supremo escalar

: v pelo qual se pode dividir

x mantendo um nivel de u-

tilidade nao inferior ay
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Conforme ja notamos na alinea 5.1.6, repare-se que a hi- °
potese 5.1.1.0 de convexidade dos conjuntos X(y)={x[g(x):;y}n50
& mais que uma hipotese de quase-concavfdade da fungao utilidade.
Tal vai implicar que para a obtengac das relagOes de dualidade
entre fungao de uti11dade-dihecta e fungao de utiiidade indirecta
nao se adeque o jnétrumental exposto no capitule 2, tornando-se
necessario o recurso 3 quase-conjugagao qudse-cOncava exposta no

capitulo 3.

6.1.2. Funcao de utilidade 1ndirecta COmo quase-conjugada quase-

-cOncava da funcdo homogenea de grau 0 associada a fungao

-

de utilidade directa - -

~

Por prob1ema classico do consum1dor e usualmente entendido
0 problema de max1m1zagao da funcgao de ut111dade d1recta de consu
m1dor sujeito a uma restricao orgamental { e a restricao de nao

negatividade do vector x de consumos):

maX {g(x}|<w,x>gr, x>0}
em que r representa o rendiwento do consumidof (rz0). Pela propo-~
sigao 1.2.8;11 (teorema'de NEIERSTRASS), se g(x) for contnua re-
lativamente a'{ﬂ<w,x>sp, x320} e se weint RE+ {w>>0) para raO, e~
nt (40). Se g(x) nao
(41)

xistira um maximo finito para o anterior problema

for cont1nua re1at1vamente ao conjunto de so1ugoes adm1ss1ve1s

e/ou se, para r»>0, w tiver alguma componente nula, podera nao exis

(40) - Com efeito, nesta s1tuagao {x|<w XLy x>0}e um conjunto fechado e nao
vazio.

(41) - Relembre-se, a proposito, que uma fungao quase concava nem sequer tem que
ser continua relativamente ao 1nter10r relativo do- seu dominio.
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tir maximo finito. De.modo a cOﬁseguir uma méior generalidade de
representagao,e por comodidade de comparagac com os resultados
do capftulo 3, adoptaremos a seguinte fqrmu]aqﬁo do problema clas-
sico do consumidor: |

sup " {g(x)| w,x><r, x20}

Definigdo: Fungao de utilidade indirecta de um consumidor & a fun

n+l

gao V(w,r) que, para cada (w,r)e R,

, d3 o supremo da fungio de
utilidade directa sujeita 3s restrigﬁes orcamentél e de nao nega- .

tividade:

V(-w,r) = sup’ {g(x)]|<w,x>¢r, x30}. ||

Se respeitada a hipotese 5.1.1.C, e conforme referido na

e A-.
alinea anterior, a fungio de utitiddde directa~e quase-cdncava em

n

R0+.

A extensio a R?[de§tg funcio e dada por ta]fnea 3.1.2):

S . n
G(x) =I’9(X) (xeR )
_ inf g(x)|xeRy, }(x¢RY, )
Associada a esta fungao quaseécﬁncava de R" em [}m,+mJexistir5 uma
funcao homogenea de grau 0 quase-cﬁncaﬁé (2al7nea 3.1.2.); |
. o) =iG(x/u) (u>0)
I inf 6 (1<0)

It

Ora, V(-w,r} suﬁ{g(x)[<w,x>5r, x301}

sup{G(x)|w,x>gr}

sup{G(ﬁ)|<w,§>¢r,u>0}

Sup{hg(X,u)|<(;W,f),(X,h)>>;0}

Consequentemente, pela definigao de fungdo quase-conjugada quase-

-concava homogenea de grau 0 fica:



. 38 -

V(-w,r) = -hE(-w.r)

.~ . . ~ PP n _
Proposicao 6.1.2.1: Seja g{x) uma funcao guase concava em Ro+' En |
tao: '

V(-w,r) = - hE(-w,r)
em que h(-w,r) ¢ a fungao quase-conjugada da fun¢ao homogéenea
de grau 0 associada @ extensdo a R" de g(x).”

Corolario 6.1.2.1.1: Seja g(x) uma fungao quase-cOncava. Entdo a

fungae de utilidade indirecta V(-w,r) e eqconv e homogenea de

grau 0 prﬁpria."

6.1.3. Recuperagao da funcdo de utilidade directa-a partir da fuyn-

-”

cao de utilidade indirecta

Se respeitada a h1pﬂtese 5.1.1.B, os conjuntos X(y)
{ lg(x)zy}— S’(y) s%o. fechados para todo o y20. Como g{x) @ nao
negativa, temos ainda que Sg(y)_= R0+ (fechado) para qua1quer
y<0. Consequentemente, e.pela proposicao 1.2.7.V1, a fungao de
utilidade directa e neste caso s.c.s.. Se g(x) for quase-chncava
{hip. 5.1.1.C), o corolario 3.{.5.IV{1 permite concluir-que a fup
¢do g e eqconc. 0 mesmo poderia ter sido concluido atendendo a que
0s conjuntos Sg(y), ao serem fechados, sao ec (prop. 3.1.3.1)% Mas
sendo g(x) eqconc, tambem o sera a sua extensio a Rn,_que designa-
mos}pot G{x), e a fungao homogenea de grau 0 a ela associada hG(x,p)
(corolario 3.1.5.V.1). A proposicao 3.1.5.VI estabelece ainda que
hG(x,u),além de eqconc, 6 prapria. Como h&(-w,r) = -V(-w,r), a pro

posicaoc 3.1.7.11 garante entao que:
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hg*=(-V)*=hglx,u)
=>G(x)=hg(x,1)=(-V)*(x,1)

=>g(x)={-V)*(x,1) para xéR2+.

Proposicao 6.1.3.1: Seja g(x) uma fungdo quase-concava em R2+ e
s.c.s{ o que & equivalente a admitihem-sarespeitadas as hipote-

ses 5.1.1.B e 5.1.1.C). Entdo:  g(x)=(-V)*(x,1), VxeR,

ém que (-V)*(x,u) & a fungao quase-conjugada quasé-cﬁncava da
simetrica da fungdo de utilidade directa. || |
'Notejse que sé g(x) ndo for quase—cﬁncgva e/ou s.c.s(isto e,se
he(xsu) ﬁﬁﬁ far eqconc e propria),a sua tecupetagﬁo a partir da
funcao utilidade indirecta darE,nEo g(x}, mas:
(-V)*(x,1)=peqconc hG(x,l) -(prop. 3:Tf3.11),

que & afinal a maior  fupcdo eqconc majorada pbr 9(x).

6.1.4 Propriedades marginais da funcao de utilidade indirecta/

identidade de Roy

Proposicdo 6.1.4.1: Seja um dado (w,r)ekg:1,.e admita-se
que a fungdo de utilidade directa g{(x) & quase-concava em R2+ e
$.C.5.. Entao o vector ? optimiza o pr0b1emq classico da consu-
midor sse'(Y,1)éa[-V(—w,r)] .l |
No caso de V ser diferenciﬁve] teremos a conhecida identidade-de
Roy, que relaciona as fungdes procura ordinarias ou marshallianas
do_éonsumidoracom as derivadas.harciais de func¢dao de utilidade in

directa.
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Corolario 6.1.4.1.1: Seja g(x) uma fungao quase-coOncava em R2+ e

s.c.s.. Ent3o, se a fungdo -utilidade indirecta V(-w,r) for diferen
cidvel em rint dom V, e para (w,r) tal que 3V(-w,r)/3r#0, o dnico

plano optimo de consumo e dado por:

— e BV(“xsT‘)/aw.
> L =1, 0 Ll

‘3 aﬁ(-w,r)/ar

6.1.5. Dualidade funcao de utilidade indirecta/funcao custo

Se quizefmos completar o ¢iclé de dualidade que-temos vindo
a apresentar, seri necessario estabelecer qual a relagao entre fun
¢ao de utilidade indirecta e-fungﬁo custo . Admita-se weint Rg+
(w>>0), considerem-se féspeitadas as hipﬁteses:53{.1.n e 5.1.1.8B,
e suponha-se g{x) Cont?nua relativamente a Rg+: Pela proposicao

5.1.2.1 e pela ai?néaTB:I.Z. teremos entdo, para xéﬂg+:

-

C(-w,r) = mid {<w,x>]g{x)>y}

V{-w,r} = maX { g{x)| w,x>xr}

Ora, por construgao, podemos escrever:

V(-w,r) = maX { y{V(-w.r)sy}
= max { y|maXx{g(x)|<w,esr}zy}
= ma% { y|3(xe{x|g(x)2¥P: %, x>sr)
= max{ ylmin[<w,x>|g(x)>y}sr}
= max{ y|C{-w,y)<r}.
Inversamente: C(-w,y) = min{ r|C{-w,y)<sr}
= min{ r|min{ew,x>|g(x)sy)er} ' -
= min{ r|3(xeixj<w,x><r}):g(x)>y}
= min{ rimax {g(x) |[<w,x><r}zy} |

= min{ r| V(-w,r)3yl}.
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-

Esta portanto demonstrada a seguinte proposigﬁo:

Proposicao 6.1.5.1: Admita-se weint R2+, considerem-se respeitadas
as hibﬁteses 5.1.1.A e 5.1.1.B e seja q(x) continua relativamente -
a Rg+. En;ﬁo: (1) V(-w,r) = max{y|C(-w,r}<r};: (ii) C(-w,y) =

=mif {r{V{-w,r)zy}.|]

Repare-se que'a anterior proposigéé foi estabelecida apenas com re-
curso as definiéﬁes da'fungao custo.e da funcao de utilidade indi-
recta, sem utilizar o instrumental de dua1{dade conjugada e quase-
~-conjugada. A re]agﬁo entre C e V &, por isso, aquilo & que podemos
chamar um exemplo de dua]idade.meramente cbnceptua], pelo que se

reveste de um interesse bastante limitado,



Na iﬁtrodugﬁo a estg estudo foi abontado como objecti
vo a explofagao das dualidades conjugadé e quase—conjugada como
uma das viasﬂpoSs?veis para a deduc¢dao das relagbes de dualidade
nas teorias do produtor e consumidor. Pensamos qué este objectivo
foi minimamente atingido, e estamos conveﬁcidos que ficou 6 cami-
nho aberto para outros desenvolvimentos, que nao referimos.para nEo
tornar ainda maior a extensao do texto. Nomeadamente,ficam por
-explorar as relagoes de dualidade . - para algumas situagoes par-
ticg?arizadas dég estruturas tecnologicas e de prefer@nciaS'(homQ
,geneidade, separabilidade, etc.). Acreditamos, contudo, que tais
casos notaveis nao apres?ntaféo muitas dificquadés.de tratamento
se adoptada a metodologia exposta. Resta alertar, e para concluir
este estudo » que a aplicabilidade das duﬁ11dades conjugada e
quase~conjugada nio se esgota, como serE obvio, nas teorias do pro
-dUtor g consumidor. Conhecem-se hoje, no dominio da &ua]idade em
pragramagio matematica convexa e guase-convexa (estatica e dinami-
ca), todo um conjunto de esfudos que mostram o enorme potencial
deste_tjpo de analise. Em consgquEncia, sera de esberar que, tam-
bem na Economia, se va alargando progressivamente o seu dominio de.

aplicabilidade a todos os problemas onde se mostre possivel e van-

tajosa a formU]agEo de um problema dual.
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SECGAO 4.1

Dem. da proposicdo 4.1.2.I: Imediata pelas definigdes de fun-

¢ao lucro.e de fungao suporte de um conjunto convexo.”

Dem. de corolario 4.7.2.1.1: Atendendo a proposigao 4.1.2.1,

a fungdo lucro & a fungdo suporte de T. Pela proposigde 2.2.2.11 con
clui-se qUe-“é convexa propria fechada e linearmente homogenea. Por-
que & convexa, a proposig3ac 1.2.8.1II permite concluir. quell & confi

nua pelo menos relativamente a rintdomﬁ:”

Dem. da proposicaoc 4.1.3.I: Resulta directamente das. proposi-

-

¢oes 4.1.2.1 e corolario 2.2.2.1;1.]' o -
. . . ' /s

Dem. da proposicdo 4.1.4.1: Decorre diréctamenﬁe da proposi-

¢io 4.1.2.1, corolario 4.1.2.1.1 e proposiéﬁes 2.2.2.1 e 2.1.4.1
((175) e (1v)). ]

Dem. do corolario 4.1.4.1.1: Decorre directamente das propo-

sigdes 4.1.6.1 e 1.2.10.1V. Note-se que- (X,¥) =VIi{-w,p) &
oz AW _ 9T
& J ’0(""3) 3"J
- ’3'“' 1= :
200 N

(j=1,;.f;n)
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SECCAD 4.2

S Dem. da proposicdo 4.2.1.1: Imediata pela definigao de fun-

¢ao de produgao, atendendo ao argumento que antecede a proposigEo.”

Dem. da proposicao 4.2.1.1I:(i) Se T e convexo (hip. 4.1.1.C)

g(x)= sup{yl(x,yIéT}é cbncava pela proposigdo 1,2.5.VII. Por cons-
- . n
trugao, para x%'R2+ temos{y[(x,Y)€T}=@, pelo que g(x)==wpara X*R0+.
Para x R2+, e dada a hipotese 4.1.1.A, temos (x,0)eT&g(x}20. Quer
isto dizer que dom g= Rg+ e ¢ nao negativa neste dominio efectivo.

Quanto a ser continua pelo menos relativamente a rintdom g, tal re-

sulta directémente de ser coricava e do corolario +.2.8.111.1.
.-"

(ii) Por ﬁ)dom g= R2+ 0. Ent3c g & concava propria se g(x)<‘+m,
VxeR". Ora, se foE;,he‘peTo que vimos em (i), g(x)=-w ., Para x

dom g, e pela hipﬁtese'4.2.1.A, g{x)¢+o para qualquer xeRg+

(i{i) Por (i) e (ii) g & cOncava pfﬁpria, pelo que seri féchada se
for s.c.s.. [ obvio pela definicd que uma fun cao concava s.c.s.
relativamente ao seu dominio efgctivo,é s.c.s. relativamente a R",
pois e -afora daquele. Seja entao um qualquer x ¢ dom g. "Como ja
sublinhamos no texto que antecede a proposiéao, se T respeita as
hipoteses 4.1.1.A, 4.1.1.B e 4.2.1.A (T ni3o vazio, fechado e limita
do em y) e porque y & uma funcao trivialmente continua, g(xi) =
=suﬁ{y|(xi,y)eT} =méx{y[(xi,y)6T} e & finita para cada xieR2+. Con-
sequentemente, (xi,g(xi))eT. Como T & fechado, qualquer sucessao
convergente de elementos seus e ainda um elemento seu, isto &:
{(xi,g(xi))}-r(x,y)eT. Mas como por construcdo ygg{(x)}, vem Tim g(xi)=

) x Ly x
= ygg{x), ou seja, g & s.c.s.. :
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Finalmente, porque ¢ E concava fechada, e porque dom g= R2+-§ um
conjunto localmente simplicial (prop. 1.2.8.V), g € conthua rela

tivamente a_R2+.”

w(w/p) =@ (-w,p) / p
Dem. da proposicao 4.2.2,1: Que -  / esta demonstrado no

texto que antecede a proposicio. Que H(-w,p) & linearmente homogé-

nea & imediato pela definic¢do, ||

Dem. da proposicao 4.2.2.11:W(w/p) = supyg{x) -(%,xa}=

- - 1nf{<%,x>-g(x)}=_g*(%).“

—— Dem. do corolario 4.2.2.11.7: Pela proposigao 2.1.5.11,9*(¥/p)

€ uma funcdo concava fechada propria sse g e pr@pria. Ora, pela pro -
posicio 4.2.2.11, W(W/p)z;g*(w/p). Em.consequéﬁfia: 1) W(W/p) & con
vexa fechada pela proposicao 1.2.7.X1; 2} ﬂkwlp) € convexa pro-
pria pela propos{cﬁo 1.2.5.111. Quanfo a ser continua pelo menos re15'
tivamente a rintdom'ﬁ; tal fesu]ta directamente de ser concava e do

corolario 1.2.8.111.1. ||

Dem. da proposigac 4.2.3.1: Esta no texto que antecede a propo-

sich.“

Dem. da proposigao 4.2.4.1: Pela proposicdo 4.2.2.11, g*(W/p)=

= -Ww/p). Pela E?oposicﬁo 2.1.5.¥1 (iii) e (iv), vem entdo que a
X edg*(w/ploxed[-M(w/p)].

Como g*= -T & uma funcao concava vem, pela definigao:

empresa optimiza o seu comportamento sse

_Eeﬁ[Jﬁ(w/p)]¢$-ﬂ(z)s ~1Y(w/p)+<z-%;'i> , ¥zer"

o Wiz)3 ‘H’(w{'p)+<z-w/p,-’§> ,¥zeR"

& X ¢dT(w/p) (porque & convexa)
& X e-Mw/p). | | .
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-

Dem. do corolirio 4.2.4.1.1: A 12 express3o decorre directamente

das proposigoet 4.2.4,1 e 1.2.10.IV. Quanto aoc 20 conjunto de expres
sdes, comece-se por notar que se® & diferencidvcl em (w/p), entdo

CT-w,p) = p'?f(w/p) tambénj 0o e em (-—w,p)..Logoz

Al ~_2wi/p) |
2(wi/p) 2 wji

M. |
N 9590 p T (w/p)1/2wi =p. (porque X = -V7)-

ST C T RN S S € FLIPN )

W
9(--5)

. ' n-
Ap.T(w/p)I/op =T(w/p) + p. §1r=’ﬂ'-(w/p) Lp.= 2T
) P .]'=131W_J') ap
p

Z)ETl_/ap

(porque X = V1) = M(w/p) +<X , %>. )

-~

Ora, por construcio Mw/p)=y - <X M/p>ey= M(w/p) +<x,w/p>, pelo que

M5 Y- -
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SECCAO 4.3.

Dem. da proposic¢io 4.3.1.1: Imediata pela definicio de funch:

| de produc3do generalizada, atendendo ao argumento que antecede a pro

posigdo. ||

— Den. da‘proposicao 4.3.1.11: Se T & convexo (hip. 4.1.1.C},

f(v,y):-inf{xnl(v,xn,y)eT} e conﬁexg pela proposicao 1.2.2.v. £

nao negativa porque x30 e porque quando {xn](v,xn,y)éT}=B vem f=+wm,
E prﬁprié porque @ nao negativa e porque, como-T e nao vazio {(hip.
.4.1.1.A), existe algum {v,y) para o qual {xnl(v,Xﬁ,y)eT}ﬁﬂ e, con-
sequentemente f<+o . E cOnt{ﬁua pelo menos.relapjﬁamente a rint dom
f_pOréue e édnvexa {proposicao 1.2.8.111). Reséa entdo demenstrar

que f & fechado  se fOr também respeitada a hipotese 4.1.1.B.

Como f € convexa prSpria sera fechada se for s.c.i.. Seja {(v',y')edomf
-~ _ : i iy i i

Ent3o, se T & fechado (hip.4.1.1.B) f(v1,y1)=m1n{xn|@ ,xn,y1)ee[}.

Em consequéncia, (v,f{v',y"), y1)6T,.V(v1,y1)edom_f. Entdo, para

~ - . /
qualquer sucessao convergente de vectores do dominio efectivo de f

teremos, porque T & fechado e pela proposicdao 1.1.5.11:
Ry ) P vaxgy)e T
Mas ,por construcao, xnz.f(v,y), pele que

21Um '-f(ﬂ,yw fknzf(vd)
(v',y')3(v,y) |

Quer isto dizer que f & s.c.i. relativamente ao seu dominio efectivo.

Mas entdo & s.c.i. (relativamente a R").||

Dem. da proposicao 4.3.2.1: Que T{-w,p) & Tinearmente homogénea
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& imediato pela definicﬁo: Qué ﬂﬂ(~wN,pN)=Tﬁ-w,p)Xwn esta demons-

trado no texto que antecede a proposicao. |]

Dem. da proposicdo 4.3.2.1I: E imediata pela definicio de
™e-wl oY ) o

Dem. do corolirio 4.3.2.11.1: Que II" & convexa fechada propria,

sse f & propria decorre directamente da proposicdo 2.1.2.1. Que &
continua pelo menos relativemente rintdom W' decorre de ser convexa

e da proposicdo .1.2.8.1I1. ||

— —— Dem. da proposicdo 4.3.3.1: Decorre directamente das proposi-

¢oes 4.3.2.11 e 2.1.2.1, ||

-
e

——— Dem. da proposicac 4.3.4.1: Decorre directamente das proposi;
. St}

-

coes 4.3.2.11 e 2.1.4.1. (iii) e (iv).]|

— Dem. do coroldrio 4:3.4.1.1: A 12 expressdo decorre direétameﬂ

te das proposicdes 4.3.4.1 e 1.2.10.IV, Quanto ao 29 conjunto de
expressoes, obtem-se da 12 expressao por mera manipulacao algébrica,

perfeitamente similar @ da demonstracao do corolario 4.2.4.1.1.]||



SECCRO 4.4,

Dem. da proposicao 4.4.1.1: Se respeitada a hipotese 4.1.1.C

(T convexo), o corolario 2.3.1.1.1 permite cencluir que X;((X,y)|T)

e uma funéﬁo convexa, linearmente homogénea, nio negativa, e pro-
pria sse T @ nao vazio. Pofque e convexa, a proposicao 1.2.8.111
permite conc]ﬁir.que g continua peio menos re]ativemente'a rintdomX}.
Se forem igualmente respeitadas as hipoteses 4.1.1.A e 4,1.1.8, T
contem a origem.e & fechado, pelo que a proposicao 2.3.1.1I permite

concluir que E& ¢ fechada e S; (1)=7.[}
. . M 1 .

Dem. da proposicao 4.4.2.1: A demonstracao esta no texto que
I/ *

 antecede a proposicido. |

S _ | |
—— Dem. do cordlario 4.4.2.1.1: Pela proposicdo 4.4.2.1 e pela de

fiqicﬁo de gauQe-I-po?ar 1T(-w,p)= X? ((;N,p)IT)=BH((—w,p)[T?).

o

proﬁosﬁcao 2.3.2.11, T° & um conjunto convexo fechado e contendo a
origem, desde que T seja nao Qazio khip. 4,1.1.A). Em consequencia,
o coroltario 2.3.1.1.1. e '. proposicao 2;3.1.11 permitem concluir que
€ convexa propria, fechada, e linearmente homogenea, e que
T?:ﬁ_w,p)|'ﬂl-w,p)gi}. B . Quanto a  ser continua pelo menos

relativamente a rindom |{, tal que decorre directamente de ser convexa

e da proposicdo 1.2.8.111. ||

Dem. da proposicdo 4.4.2.11: Pela proposicdo 4.4.2.1 , U= K?-

Se sdo respeitadas as hipoteses 4.1.1:;A, 4.1.1.B e 4.1,1.C, entao
pela pr0p051ca0 2.3.2.V conclui-se que T‘e K sao gaUQes I polares
uma da outra. Consequentemente, as 2 expressoes apresentadas decorrem

directamente da proposicao 2.3.2.II1. ||



SECCAD 5.1.

—— Dem. da propesicgao 5.1.2.1: Que a-fungdo custo € nio negativa

para w,y»0 8 imediato pela defini¢dao. Tambeém pela definigcao, e por-
que X{y) € ndao vazio e fechado, o "inf" nao coincidird com o minimo
apenas se existir é]guma sucésséo{#? de elementos de X(y) “"conver-

gente" para um vector de componentes nem tqdas finitas. Mas se w»>0,

tal implicara

{(w,xi> |xi€X(y)}-=o+co

Gra, como X{y) € ndo vazio-(hip. 5.1.1.A}), inf{(w,;o-l xe)((y)}( + o,
Em consequencia, nenhuma sucessdo do tipo da an?grior pode originar,
o "inf", peTo'que este coincidira com o animd;e sera finito. 1

: b | -
~ Dem. da proposicac 5.1.2.11: Imediata pelas definigoes de fun-

¢d0 custo e de fungdo suporte de um conjunto eonvexo. ||

—— Dem. do corolario 5.1.2.11.1: Como X(y) & ndo vazio e convexo

(hip. 5.1.1.A e 5.1.1.C), a proposicao 2.2.2.11 permite concluir que
para cada yeR2+ 3*{-w]X{y)) € convexa propria, fechada e linear- |
mente homogénea. Como hara céda y temos que C=-3* {prop. 5.1.2.11},
vem para cada.y que a funcdo custo & concava propria (prop. 1.2.5.
I11), fechada (prop. 1.2.7.X) e linearmente hdmogénea. Repare-se
tambeém que para cada yeR2+ e wéRg+ » C @ ndo negativa (prop. 5.1,

'2.1), pelo que para y temos dom C=- R2+. Como este domfnio efectivo

my

um conjunto localmente simpticial (porque Rg+ o0& - prop. 1.2.8.V)

@

porque C & concava fechada em (-w)., o coroldario 1.2.8.1V.1. permi
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o ~ ~ - N
te concluir que para cada yeR$+ a funcgao custo € continua em ~1R0+.H

Dem. da proposicao 5.1.3.1: Resulta directamente das proposi¢oes

5.1.2.11 e 2.2.1.1 e corolario 2.2.1.1. ||

Dem. da.proposicdoe 5.1.4.1: Decorre directamente da proposicdo

5.1.2,1T, do corolario 5.1.2.11.1 e das proposicdes 2.2.2.1 e 2.1.4.
I (fi1) e (iv). | |

‘Dem. do corolario 5.1.4.1.1.: Decorre directamente das proposigoe

5.1.4.1 e 1.2.10.1v. |}

s

——-—— Dem. da proposicao 5.1.5.1: Do corolario 2.2.1.1.2. vem que:

Ly? 2 8r u|x(y D€ S+ (-w|x(yD)).

Ly
Pela propsicdo 5.1.2.I1, substitua-se o* por ~C, donde se obtem o

resulitado desejado. |
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SECCAD 5.2,

Dem. da_proposi¢do 5.2.1.1: Decorre directamente da definicdo

de func¢do distancia e da proposicdo 2.3.3.1.[

— Dem. do corolario 5.2.1.1.1.: (i) Se X(y) respeitar as hipote-

ses referidas Ké(xlx(y)) &€, pelo corolario 2.3.,3.1.1, uma funcgdo
convexa,. linearmente homogénea e negativa no seu dominio efectivo.
Em consequéncia, como D=-b’2 para cada yeRE:dU} (pela prop. 5.2.1.1)
témos'que D & cdncava (prop. 1.2.5.1), linearmente homogénea e posi-
tiva'no seu dominio efectivo. Que, para cada yeRg+\\{U}, D & conti
nua em x relativamente ao interior relativo do seu dominio efectivo,

s

resulta de ser concava e do coroldrio 1.2.8.111.1.

(i#)_resu]ta directamente de (i) e do corolario 2.3.3.1.1.]|

Dem. do corolario 5.2.1.1.2: Resulta directamente das proposi-

cGes 5.2.1.1 e 2.3.3.111. ||

Dem. do corolario 5.2.1.1.3: Resulta directamente da proposicao

5.2.1.1 e-2.3.3.111.1. ||

-

Dem. da proposicao 5.2.1.11: Imediata pela definigdo. ||

———Dem. da proposicdo 5.2.2.1I: Esta demonstrada no texto que ante

cede a proposicgao. ||

Dem. do corolario 5.2.2.1.1: Pela proposicdo 5.2.2.1, venm

que para cada yeR2+\{0} : C(-w;y).= 5% (-w|X(y))
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Entio;pe]a proposicao 2.3.4.1 obtemos que:

Cl-w,y)= - 1%, (-w|-X(y)) = - 1 H(w[xJ(y)). |

——— Dem. do coroldrio’5.2.2.1.2:Pela proposicdo 2.3.4.11, X°(y)

€ um conjunto tonvexo, fechado, nao vazio, nao contendo a origem
e tal que }iX(y)?)EX(y),-¥0<}1$}2. Logo, pela proposi¢ao 2.3.3.111

vem:
| 0 : e
{1 L (wixliy)) ¢ -1} = x2(y)

Pelo corolario 5.2.2.1.1. fica entido:

'Xi(y) = {w[-CC-w,y)¢-th={w]C(-w,y) 71} .|

e
. .
s

— - Dem. do corolario 5.2.2.1.3: ﬁecorre directamente da propqsicﬁo

5-2T2.I.euda,prnpdsiéio\2.3.4,v. A dltima expressao tem em contéd o

-

“coroldrio 5.2.1.1.3. ||

—— Dem. do corolario 5.2.2.1.4: Da proposigdo 5.2.2.1 temos

-C(-w,y) = ¢l [-D13 (w)
Consequentemente, e pela proposicﬁo 2.3.4,111:

-C(-w;y)zc][-D]g = -cl sup{\I1?0,<w,x$»-}”c1(-D),VxeR"}
&7 Clw,y) = cl sup{l'bﬂ,(w,x)_;?\cl D(x,y), ¥xeR"}

&5 (porque C & fechado) C(—w,y)=sup{)JA>O,<w,x}z cl D(x,y),UxeRﬂL'

A 22 expressao deduz-se tambem pe]a'proposicio 2,3.4,11I1, mas a par-

tir da 2@ expressdo do coroldrio 5.2.2.1.3.||
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SECLAD 6.1,

Dem. da proposicdo 6.1.2.1: Estd demonstrado no texto que an-

tecede a proposicﬁo-ll_

-——— Dem. do corolario 6.1.2.1.1: Pela proposi¢cao 6.1.2.1, V{-w,r)=

=hE&x,#J. Pela proposicdo 3.1.7.11. hi(-w,r) € eqconc e homogénea
de grau 0 propria. Pela proposicdo 3.1.5.1, e pela definicdo de pro
priacidade, V=h* § entdo uma funcdo eqconv homogénea de.grau 0 preo-

pria, “:

Dem. da proposicdao-6.1.3.1: Esta demonstriﬁa no texto que an-,
tecede a proposicdo. || | '
. . .'-._ \

——— Dem. da proposicdao 6.1.4.1: Decorre directamente da pr0p05i¢50

6.1.2.1 e do corolario 3.1.9.1.1. Com efeito, da proposicib 6.2.1.1

temos que
hx{-w,r) = - V(-w,r)

com h* quase-conjugada quase-cbncava. Se respeitadas as hipoteses.

apontadas vem hG= peqconc hG pelo QUe

(V,g)edhy &« supiho(x,p) [<(-w,r), (x,p)>%0}e <(-w,r).'(?.‘/1)'>=0 )

ou com R 50:
- — X X = c - =
(v ,p)e?d(-V1& sup{g(}—i)|<w,-p.>g,|~}e atingido para X= V/K . Mas

" como pelo coroldrio 3.1.8.11.1., 3[-V] & um cone g

(VL RAVIoE ) d [-VIeENE-V] - ||
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Dem. do corolirio 6.1.4.1 _.1: Pelo corolario 3.1.8.11.1, B[-v]

¢ ndo vazio em (-w,p). 0 corolario 3.1.9.1.2 permite entao escrever:

(X,1) =a.[-vV(-w,r)] com a#0

X = a.a‘."/_aw‘]— (i=1,...,n)
1 = - a.8V/ar
X A VLA (G=Tveua,n). |

aV/or

——— Dem. da proposicao 6.1.5.1:

Esta no texto que antecede a pro-
. . .r/ .
posicdo. || - -
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