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"There are many alternative approaches ‘to duality theory
as there are individuals work1ng in the field of duality
theory. These different approaches may be approximately

classified, at the risk of gross simplification, into 1

three groups”.

"The first group of approaches is based on the conJugacy
correspondence developed by FENCHEL (1940(1), 1953(2))
and extended by ROCKAFELLAR (1970). [...] the percusor
of this conjugacy correspondeﬁoe is of course the
classical Legendre transformation. This line of reasoning
was taken up by SAMUELSON (1953) and LAU (1969¢3)) for
therdifferenciable case, and by JORGENSON and LAU (1973)
for the general case [...]}".

"The ‘second group of approaches is based on the symmetric
duality between gque functions, or. distance functions,

or polar cones of convex sets. SHEPHARD (1953) was the
pionoerrof\this group. He proved the dua11ty theorem
between production and cost functions under the assumption
of differenciability emp1oying the concept of distance
functions, Other scholars who have used similar approaches
include GORMAN (1968%)), meraopen (1973(%)), wanocw
(19?3(6)) and JACOBSEN (19?0,1972( )), among others.

(2)
(3)
(4)

(5)

(6)
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“The third group of approachegis based on the duality
between the set of production possibilities and its
support functions., The work of UZAWA (1964) and
McFADDEN (1966%8)) and prewerT (1971(%)), 1973(10}y,
may be classified amongst this group"

"Now all three groups of approaches must' yield identical
results if the same assumptions.are made on the set of
production possibilities. The choice among them 1is then
essencially a matter of ellegance, exposicional facility,
and taste", ' B ‘

- - in LAU, L.J. “tomments“ anexos a DIEWERT,
W.E. (1974)

Neste eétudo= " a dualidade conJugada convexa de FENCHEL e-
ROCKAFELLAR, ¢ a dua11dade quase conjugada quase -convexa de PASSYe

PRISMAN, \

‘ utylazadas para a obtencao das principais
're1ac6és de dualidade das_teofias do brodutor e cthumidor. Escla-
. réca-se desde ja que o objectivo nao & fazer um “survey".da Titera
tura sobfe dualidade nd teoria microeconomica, mas explorar uma
via possivel para a deducdo integrada de tais re]éc6e$ de dualida-
de. Pretender-se-a ainda mostrar que a abordagem adoptada tem im-
portantes vantagens de generalidade que permitem, nomeadamente,

‘absorver como desenvolvimentos seus as outras duas vias referidas

na citacao inicial de LAU.

(8) - McFADDEN, D.L. (1966) "Cost, Revenue, and Profit Functions: A Cursory Review'
Working Paper nQ 86, Inst1tute of Business and Economic Research, Universi-
ty of California at Berkeley -

(9) - DIEWERT, W.E. {1971) "An Application of the Shephard Duality Theorem: A Gene
ralized Leontief Production Function", The Journal of Political Economy,
79, 481-507.

(10) - DIEWERT, W. E. (1973} “Functional Forms for Profit and Transformat1on
' Functions“, Journal of Econonic Theory _
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0. esquema de encadeamento 16gico das varias seccoes dos
seis capitulos deste estudo e apresentado na pagina seguin
te. 0 primeiro capitulo (secgdes 1.1 e 1.2 ) estabelece os fun
damentos de andlise convexa necessarios a compréensEo de tudo o
resto., A seccgao 2.1 sintetisa os resultados fundamentais da dua
lidade conjugada con#exa, constituindo por isso o nlicleo da dis-
sertagao. As secgoes 2.2 ‘e 2.3 sio desénvolvimentos particula-
-rizados da secc¢ao 2.1 ., qué vém_confirmar que as 228 e 33 vias a-~
pontadas por LAU podem ser integradas na 12, Os_;athUTOS 4 e b
s3o aplicacoes directas do exposto nas seccoes 2.1 , 2.2 e 2.3
as teorias do produtor e consumidor. Note-se, 3 proposito, que
as dha; G]f%mas alineas da secgao 2.3 constf%uém_uma extensdo
da nossa autoria, ﬁar& conjuntos ndo contendo a origem, das fug
cSes "gauge'ﬁﬁﬁggu§ﬁtKAFELLAﬁ (1970)}. Esta éxtensﬁo‘tornava—se
neﬁessiria.para abarcar na nossa anilise as ‘relagbes - de dua-
lidade entre funcao custo e funcdo distancia de SHEPHARD (sec-
¢ao 5.2 ). Quanto ao éathulo 3, ele segue de perto a contri-
buicdo de PASSY e PRISMAN (1984), que vem permitir uma extensao
interessantissima das relacdes de conjugacdo, orientada para a
anadlise quase-convexa. A sua abreséntacio neste estudo decorre

do facto de ela permitir traduzir a dualidade entre fun¢oes uti

lidade directa e indirecta (capitulo 6).

Houve na elaboragao deste - estudo "uma grande preocu
pacao em produzir um texto auto-sustentado. Por outras palavras,
foi feito um esforco no sentido de tornar minimos o0s requisitos

.matematicos para a leitura e compreensio do texto. Como seria de
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esperar, contudo, esta nossa preocupacac de comegar pelo princi-
pio, e de fundamentar adequadamente cada passo dado, nao € isen
ta de custos. O maior deles sera, provavelmente, a extensao do

texto principal e dos anexos de demonstracoes.

Ainda no ambito desta intréducio, resta referir que ao
longo da dissertacao, e a menos que expTicitado o contririo, con
sideraremos o espaco Rr" cujos Vectores representaremos, como €
usua1,-por Enug]os 6rdenados x=(x1,...5xn)r. Vamos admitir ne;tg‘

espaco a base natural ortonormada {z1,...,£ .,.,Ln} > €m quezjéa

. J
j-esima coluna da matriz identidade de ordem n. 0 produto escalar

1 2 - 1 .2 noy o2
entre 2 vectores x e x~ representar-se-a por<x_,X >= I xj xj.
: y =1 o
Ix#,

1,x2>/||x1| .
em que ||x]|=<X,x>"/2 & a norma euclidiana de x, dois vectores ndo

Recokdémos;~a proposito, que definindo- cos(x1ii2)f<x

nulos x' e xz sao ditos ortogonais se”cos(x1,x2)=0,vo que acontece,

paertanto, se <x};x2>=0.



1.1, CONJUNTOS CONVEXOS/FUNDAMENTOS DE TOPOLOGIA DE CONJUNTOS
CONVEXOS

t.1.1. Conjuntos convexos e envolvente convexa

Definicdo: Um conjunto C<R" & convexo se

(1-)&))(1 + sz'e C, in,xzeC, 0 sx s 1 |

Por palavras, um conjunto @ convexo se,contendo quaisquer dois vec

. 2 - ' . - .
torés x' e x , contem também todas as suas combinacoes lineares

convexas, isto &, contem igualmente todos os poﬁtos do segmento de

recta que une x1 e x2 (1) o

conjunto convexo ;onjunto nao convexo
Figura 1.1.1.A: Ilustracao de conjuntos convexos e nado convexos
Entre as propriedades elementares QOS conjuntog'convexos
destacamos:

Proposicao 1.1.1.I: Interseccao de conjuntos convexos & ainda um

conjunto convexo. ||

Proposicao 1.1.1.11: SeJam 2 conjuntos C 2c:R e seja
2

C1+Cz= {x1+x2|x15C1,x eC,} . Se C, e C, sao conjuntos convexos

entdo C,+C, & um conjunto convexo. ||

Proposicdo 1.1.1.111: Sejam CeR" e uC={ux|[xeC}para dadopueR. Se C

€ um conjunto convexo, entdo uC também & ¥pe R.||

(11} - Por convencdo o conjunto vazio & considerado um conjunto convexo, pois a
sua consideracao como tal nao contrar1a nenhuma das propriedades "dos con
antos CconvexYos .



Proposicao 1.1.1. IV: Seja A uma transformacao linear de ®" em

R™, e seja C<R™ um conjunto convexo. Entdo o conjunto AC={Ax]|xeC}

- . m
& um conjunto convexo em R". ||

——————— Defini¢ao: Envolvente convexa de um conjunto
DeR™, conv. D, & o mais pequeno conjunto convexo que contém D. ||

-

Proposicao 1.1.1.V: A envolvente convexa de um conjunto D_c:Rn g

a intersecg¢ao de todos os conjuntos convexos que contém D. |

1.1.2, Conjuntos afins e subespacgos

7
Definigdo:Um conjunto VeR" & dito conjunto afim, ou varie

‘ eyl 2 1.2
dade linear, se (1-A)x'+ax“eV, ¥x',x%V, 2eR.|

Tendo em conta que‘(1-ﬂx1+xx2=x1+x(x2-x1), verificalée que se um -
c&njunto_afﬁm contem dois pontos, contem igualmente toda a linha
recta que passa por eles. Note-se que a definicao de conjunto afim
corresponde a de conjunto convexo, excepto no facto de ao escalar
A ser permitido assumir qualquer valor real e nao apenas no inter.’

valo [0,1].

Proposicio 1.1.2.1: Um conjunto afim & um conjunto convexo. ||

Definicdo: Envolvente afim de um conjunto convexo CeRT V(C), & o
menor conjunto afim que contem C. ||

Definicdo: Um conjunto ScR" & um subespaco de R" se & fe
chado na adicao e na multiplicagdo por escalares reais, isto e, se
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(i) x! +x2eS,qux2eS;

(ii) uxeS, ¥xeS.ue R.|| . ‘

Note-se que,'por ser fechado na - . mﬂ]tip]icacio-por escalar,

um subespa¢o contem necessariamente a origem,

Definigcdo: Dimensio de um subespaco SecR" & o niimero miximo de vec-

tores Tinearmente independentes que nele podemos encontrar, em que

0s vectores x1,...,xme S sao linearmente independentes se

1 : . :
uaX +...+umxm=0 apenas com u,,... U, escalares reais todos nulos. ||

m
0 proximo resultado estabelece a relagio entre os conceitos de con

junto afim e de subespago.

-
e

Proposigcao 1.1.2.11: Os subespac¢os sdo conjuntos afins que'contém a

origem, e os conjuntos' afins que contém a origem sao subespacos.”

— Definicao: Dois conjuntos afins V1, V2¢:Rn sao ditos pa

ralelos se cada um deles pode ser expresso como o resultado de uma

translagdo do outro, isto.&, se existe aeR" tal que:
Vi=Vot{al=ix+a|xeV,} e V,=V,efa} = {x-a]xeV,} .||

Proposicdo 1.1.2, III: Cada conjunto afim nio vazio & paralelo a

um Unico subespago. |}

Estamos agora em condigdes de definir dimensio de um conjunto afim

por relacao com a dimensao do Unico subespaco que The & paralelo.

. Definicao: Dimensdo de um conjunto afim nao vazic @ a dimensao do

subespago que lhe & paralelo. ||
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-

“Por convengao, a dimensdo do conjunto afim vazio e -1.0s conjuntos afins
de dimensao 0,1 e 2 sao respectivamente pontos, rectas e planos em

.Rn

1.1.3, prerplanos e semiespacos

Defini¢cio: Um hiperplanc em rR" € um conjunto afim de di-

mens3o n-1. ||

Proposicao 1.1.3.1: 0 conjuhto H={x|<x,b>=g} , com b vector de R"

niao.nulo e escalar real, & um hiperplano de R", e qualquer hiper

" plano em R" pode ser representado desta forma. ||

E conveniente realg¢ar o seguinte: o~

(1) Quando g=0".0 hiperplano passa pela brigém e coincide com
0 subespaco que The & paralelo. -

,(fi) Devido ao facto de gqualquer hiperplano ter dimensao n-1,
e*isté um grau de liberdade na respectiva eguacao de definigao, pelo
que o conjuntos {x|<x,b;.=3} e‘{x[<x,&ﬁb>= g}, comuescalar nao nu
lo, definem ¢ mesmo hiperplano. |

{(iii) O vector b (e, consequentemente, qualquer vector % .b com
a#0), da equacio de definicdo do hiperplano H={x|<x,b> =g}, & um
vector ortogonal a todos os vectores do subespaco S={x[;x,b>=0} .
Por .isso, o vector b & designado por vector normal ao hiperplano
H.

{iv) Hiperplanos com vectores b colineares sao paralelos ao

mesmo subespaco.

0 conceito de hiperplano & completado pelo de semiespacos

por ele gerados.



-

Definigcdo: Os conjuntos H*= {x|<x,b> »g} ﬁﬁé{x|<xﬁ§sp}, K> 2 (x| <x,b>>8}
e H<s{x|¢5,b><3} sao designados per semiespa¢os gerados pe1p hiper
plano H={x|<x,b>=8}. ' I
E especialmente importante a seguinte propriedade elementar dos se

miespagos,

Proposicdo 1.1.3.11: Os semiespagos s3o conjuntos convexos. |

1.1.4., Cones Convexos e respectivos cones polares

Definicdo: Um conjunto KcR" & um cone se for fechado na
mu]tib]icacao por escalar real positivo, isto e,-se lxeK,vxek,__
A20. ] | 7
Um cone K pode ser encarado como a unido de ;emilinhas rectas'emg
nadas da origem, a. qual pode estar ou nao contida em K., Um cone

(12}

COI’IVQ}(O sera um cone que seja um conjunto convexo,

cone convexo cone nio convexo
Figura 1.1.4. At Tlustecdo de cones convexos e nao convexos

(12)— Conforme nota ROCKAFELLAR (1970, p.13), muitos autores sO consideram um
cone como convexo se, para alem de ser conjunto convexo, contiver tambem a ori
gem, isto e, for fechado na multiplicagdo por escalares nio negativos. Nao se-
ra,contudo, a nossa pos1gao -
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Proposigcao 1.1.4.1I: A interseccao de cones convexos e

ainda um cone convexo. ||
Definicao: Seja CcRn um conjunto convexo. 0 cene K={HxP>0,xel}=

=(x|x>0,%xexC} €& designado por cone gerado por C.[]

Proposicao 1.1.4,11: O cone gerado por um conjunto convexo Cc;Rn

e o mais pequeno cone convexo que contem C.|

Figura 1.1.4.B: I1ustngoes de cones gerados por con
- juntos convexos.

Pela definigio de cone convexo e pela proposigao 1.1.4.1
sao cones convexos, entre outros, os seguintes conjuntos:

(i) 0s subespacgos de R" (po1s, por def1n1gao, $30 con;unto*
‘fechados na multiplicagao por escalares reais);

(ii) os hiperplancs que passam pela origem (que sao, por defi
nicao, Subespagos de dimensao n-1);

{(iii) os semiespagos geragos'por hiperplanos que passém pela
origem(13);

(iv) as interseccoes de semiespagos gerados por hiperplanos

qué passam pela origem (devido E_proposiqéo 1.1.4.1).

Um exemplo importante de (iv) e o .ortante nao negativo de Rn,.que

(13)— _Tomemos, por exemplo, o semiespaco Hixl<x b>30}. E imediato que este con
junto e fechado na multiplicagao por escalar positivo, 0 conjunto H* & portanto
um cone. Sendo conjunto convexo (Proposigao 11311), H® & um cone convexo.
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representaremos por R;:,.

Definigdo: Cone polar de um cone convexo KeR™ & o conjunto

k° =3{x*l<x,x*><0, ¥xeK} .||

Proposicao 1.1,4,1I1: O cone polar de um cone convexo KcR™ & um co
ne convexo.l
Repare-se que k® & formado pele vector nulo e por todos os vecto-

res nao nulos x* tais que cos(x_,x".)_:d,x">/I|XH.||x"||(0,Vx(;€8)el<.

» 1,

Figura 1,1,4.C: Cone convexo K e seu cone polar K°®

1.1.5. Fundamentos de topologia de conjuntos convexos em R"

Representemos por Es(x) a hiperesfera em R” de .centro x

“{y] d(x,¥) s
1/

<xey,x-y> ¢ & a distdncia euclidiana entre

e raio €>0: E. (x)

em que d(x,y)=|x-¥|]
X e (dada pela norma euclidiana de x-. }. E ficil de comprovar q-ue.

E.(x) & um conjunto convexo,

Definicao: Fecho de um conaunto DcR", ¢l D(domg]es "c'losure")e 0 conjunto
¢1D="{x| DNE (x) £ g, ¥xeD,e >0 ) I
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Proposigasc 1.1.5.1: Seja CcR" um conjunto'convexo. Entao ¢c1 D e

um conjunto convexo.|{

Definigao: Um conjunto DcR™ & fechado se coincide com o seu fecho,
isto 8, 'se D=cl D.||

Por convengao um conjunto vazio P e um conjunto fechado, ja que

a sua considerdgﬁo como tal ndo contraria as propriedades dos
conjuntos fechados ndo vazios. Note-se também que o proprio espa
go-Rn € um conjunto fechado, como se confirma facilmente pela de
finigdo. |

Proposigdo 1.1.5.11: Um conjunto DcR" & fechadosse o limite de

toda a sucess¥o convergente de seus elementos ¢ ainda um élemento .

_seu;“

. e \ _
Proposicdo 1.1.5,111: A intersecg¢do de conjuntos fechados e um

. ~

“conjunto fechado. |

P}op051§50_1.1;&{% Seja um conjunto DcR". Se D & fechado, entdo

pD tambEm & fechado, VueR. ||

PrqpoSino 1.1.5,V: Seja ¢cR” um conjunto L . fechado. Entao
" c+{a} , com aeR", & tambBm um conjunto . fechado. ||
Proposicdo 1.1.5VH Seja um conjunto _ fechado TeR"™™ ¢ se

ja um dado YeR™. 0 conjunto X({¥)= x| xeR", y=y, (x,y)eT} & um con

junto fechado, ||

Definigdo: Um conjunto DdR" diz-se aberto se o seu conjunto comple

mentar D< (x|x ¢ D} & um conjunto fechado. ||

Definicdo: Interior de um conjunto DcR", int D, & o maior conjun

to aberto contido em D, .



Equivalentemente, int D & o complementar do fecho do complementar

de D: int D= ¢c1 D.

Proposig¢ao 1.1.5.VII: Seja DcR”. Entdo int D= x| Je>0: EE(x)cI)}e

D e abertosse D=int D.||

Proposicido 1.1.5.VIII: Seja CcR™ ~ um conjunto convexo. Entio int C

e tambem um conjunto convexo.|]

pefinigio: Fronteira de um conjunto DcR", fr D, & oconjunto de todos os

pontos que pertencem a ¢l D e nao pertencem a int D:

frD = c1DNint D <{x| xeclD,x ¢ int D} . ||

DefinigEo: Interior e fronteira relativos de um conjunto

-

n X . ' = . . .
DcR, respectivamente rint D e rfr D, s@ao o inferior e a frontei-

ra de D quando referidos nao a R" mas sim a envolvente afim de D,
' -~ 1

isto &, ao menor conjunto afim que contem D.||

-

Proposig§0_1.1.5.IX: Seja DeR” e seja V(D) a envolvente afim de

D. Entdo: rint D = {x[350:(E_(x) nV(D))cD} e rfr D={x|xeclD, x ¢rintDL|

Coroldrio 1.1.5.I1X.1.: Seja DcR". Ent3o int Dcrint D.j||

‘ Proposi;éo 1.1.5.X: Seja DeR" um conjunto -convexo. Entao rint D e

um conjunto convexo.“

Definigao: Um conjunto DcR" diz-se relativamente aberto se B=rintD. |

Proposicdo 1.1.5.XI:Seja D<R" um conjunto aberto. Entdo D & também
relativamente aberto.|| |
A nogao de interior relativo e especia]meﬁte Gtil em casos -em que o

conjunto D estda contido num conjunto afim de dimensao inferior a

n. Com efeito, @ obvio pela proposigdo 1.31.5.VII que nesta situa-



¢ao temos int D=p (jd que a hiperesfera'Eé(x) nunca podera estar

contida num conjunto com envolvente afim com dimens3o menor que

]

n). Compreende-se assim a necessidade de um conceito menos exi-

gente que o de interior, mas que mantenha as suas caracteristi- -

cas mais importantes.

*2

int D=p
rint D = D\{a,b}

-

: <

Figura 1.1.5.A: Ilustragio de interior e interior
,‘~ v relativo de um conjunto

-

“1.1.6: Alguns resultados de separacdo de conjuntos convexos

A nogdo de separagao de conjuntos g uma das mais ferteis
e Uteis da analise convexa, como teremos oportunidade de consta-
tar.
Definigao:_Se,jam-D1 e D, dois conjuntos nao vazios em R". Um hiper
plano He {x|<x,b>-p} separa D, e D, se D, esta contido num dos semies

pagos- gerados por H] e Dz'estE,contido no semiespago fechado oposto, isto &, se

(i) ou <x,b>» 8, UxeD]A <X,b>¢R, VxeDz;

(ii) ou <x,b>s8, vxenlf\<x,b?>8, ¥xeD, .
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0 mesmo hiperplano H separaforterente Dq e Dy se:

(i) ou <x,b>g, #xe_D]/\<x,b>sB;, ¥xeDy;
(ii) ou <x,b>2B8, V¥xe D.I/\_«,b-><s . ?xe:Dz',
(iii)ou <X ,b><g, ¥xe D]A <X,b>»8 , ¥xeD,;

(iv) ou <x,b><8, ¥xe Dy A<x,b>>8 , ¥xeD,. ||

(seﬁaragﬁo) ~ {separagao) ‘f'(separagﬁo forte)-
Figura 1.1.58.A; IMustragio de separacao e separagao forte.

Qutros tipos de separagao poderiam ser definidos, mas nao o faze-
mos porque para os resultados que nos interessam eles nao seriam

reTevantes(]4)

Proposigao 1.1.6.1: Seja C um conjunto convexo fechado-e seja ygC.

Entao ex1ste um unico ponto xeC com d1stanc1a m1n1maaeyt4ms ainda,o
ponto X m1n1m1za a distancia entre C e y

sse <«x-X, y-x> <0, V¥xeC.l||

Proposicao 1.1.6.11: Seja um conjunto convexo nao vazio e fechado

CcRn, e seja yé¢C. EntEo existe um hiperplano que separa fortemente
y e C, isto e, existira um vector beRﬁ nio nulo e um BeR tal que:

¥,b>>8 e <x,b>gg , ¥xeC.l|l

{14)-Para defini¢do de outros tipos de separagdo (estrita e propria) ver, por
exemplo, BAZARAA e SHETTY (1979, p.44) |



Coroldrio 1.1,6.11.1:: Seja C ﬁm conjunfo.convexo fechado em R".
Entdo C & a intersecgao de todos os semiespagos fechados que o
contém. || |

No caso de C ndo ser um conjunto fechado, a intersecgao doslsemi-
espagos fechados que o contém, necessariamente um conjunto fecha

do (pela proposigdo 1.1.5.I11), sera C1 C.

1.1.7. Conjuntos suporte, conjuntos polares e hiperplanos e semi-

espacos de suporte

"Definigdo: Seja um conjunto convexo nio vazio CeR". 0 con-:
junto suporte de C e o conjunto de todos o0s semiespagos fechados

que contém C.|] -

0 corolario 1.1.6.1I.1 estabelece que se o cdnjunto { & fechado,
entdo ele pode ser obtido pela interseccgio de todos os elementos

do seu conjunto suporte.

Dois subconjuntos do conjunto suporte de um conjunto convexo
assumem especial interesse na analise a efectuar na secgdo 2.3,

Sao eles os conjuntos polares inferior e superior.

Definigcao: O0s conjuntos polares inferior e superior de um conjunto
convexo CcR" s3o respectivamente os conjuntos C2=(x*|<x,x*><l,¥xeC}

e Co=(x*| < x,x*31,¥xeC} .||

Como vimos na alinea 1.1.3., cada hiperplanc de R"_que nao passa

pela origem pode ser expresso atraves de uma equacgac normalizada
<X X¥>=] com X*#0 e‘Rn-. -

Assim sendo, 0 conjunto C? (resp. Cg) pode ser encarado como ©
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conjunto de semiespagos inferiores (superiores) fechados que
contem C € que sao gerados por h}perp1anos que nao passam pe-

la 0r1gem(]5)

As propriedades de C? e CE serao estudadas na secgao 2.3.. Nessa
secgio explicitar-se-a igualmente a relacio entre as nocdes de cone polar

e conjunto polar inferior.

-Do conjunto suportelde um conjunto convexo s3ao também de
destacar, pela sua importﬁnpia; alguns elementos que tem a parti
cularidéde de os respectivos hiperplanos geradores serem tangen-
‘tes ao conjunto convexo em questdo. S3o os semiespagos (e hiper
planos) de.suporte que a-séguir se definem e qye‘aSSUmirEo uma

eéxtrema relevancia nos desenvolvimentos posteriores.

Definigdo: Seja um canjunto-convexo_nﬁo vazio CcR", e seja X um
ponto da sua fronteira.. Um hiperp]ano’H={x|<x-Y,b>\=0 } =
- =[X|<x,b> =xx,b>} , com beR", & designado por hiperplano de supor

se (ou apoio) do conjunto € no ponto X desde que:

(i) ou CcH? ={x |<x-X,b>301} ;

(i1) ou CeH 2{x |«-X,><C} . -

0 semiespago fechado gerado pelo hiperplano de suporte e que con-
tem C e designado-por semiespago de suporte (ou de apoio) a C no
ponto X. || | } _ . |

Um semiespagd dé suporte a um cohjunto convexo C & entdo um semi

espago que contem C e que tem na sua fronteira pelo menos um ponto

(15) - Como curiosidade, note-se que quando OeC, entdo Cg g. Com efeito, para
x=0 nio existirad nenhum vector x* tal que <x x®%31,¥x, ja que teremos
necessariamente <0x*>=0 <1 _



da fronteira de C (repare-se que para X=X vem {x-X,b>=0, pelo

que o hiperplano de suporte passa pelo ponto fronteiro X}).

He{x[<x-2,6>=0 }

X\\& > %

Figura 1.1.7.A: I]ustrag&o.de um hiperplano de suporte e respectivo
" semiespago de suporte.

A seguinte ptoposigﬁo deriva directamente do resultado de

rd

separ;cio 1;1.6.11. ' _' -

s

Proposigdo 1.1,7.1: Seja CcR" um conjunto convexo nao vazio e se

ja X um ponto da sua fronteifa. Entao existe pelo menos um hiper

plano de suporte a C no ponto X. ||

Como veremos, as nogdes de hiperplano e semiespago de suporte vao
ser de Crucial importﬁncia em tédo o estudo de dualidade a desen-
volver nos capTtulos 2 e 3, bem como no estabelecimento de uma a-
ﬁE]ise_subdjferenciaI convexa {e quase-convexa) que vai permitir
generalizar,_papa fungles ndo diferenciﬁveis, a anEIise_diferen*

cial classica.
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1.2, FUNGUES CONVEXAS E CﬁNCEVAS

1.2.1, Introdugdo

—— Por comodidade de .tratamento, vamos 'perjmitirj que as fun-
¢oes com que trabalharemos assumam n3c apenas valores reais,mas
iguaimente 0s "v.aloreé" +e e -=. Dito de outra forma, vamos tra
ba'lharj .com fungdes que tomam vaTores em RU{~o,4w} =[-=,4x] . Pa-
ra as Operjaqb’es.-envoWendo os simbolos = adoptaremos as seguin

tes regras:

"
+
8

(i) ktew= +o+ k para k> - « -

(%i) k-w= o+ k = ~=  para kr.<':i-°°;

M-

(i) k(#®) = (4=).k ={+m_ para k >0

-0 para k <0

Py

(iv) K{-=)

= (—k).(+m)-_-1{-oo para k>0
B += para k <0 3
(v) 0(+w) = Of-=) = (+=}0 = (<=)0=0 (com O nio infinite
. simo mas constante);
(vi) inf @ = +=
(vii) sup P = -=

Adicionalmente, onde necessarias, serdo impostas condigBes que

evitem a verificagao de ambiguidades do tipo <=~ ®0u «» ¢+,

1.'2.2. FuncOes convexas: definic8o e algumas propriedades .

Definigdo: Epigrafo de uma fungio f(x) de Rn em _[«oo,+m]€ 0




subconjunto de U epif(x)={(x,r)|xeR", reR, r2f(x)} . ||

Definicdo: Uma funcdo f{x) de R" em [-«, +=] & convexa se o0 seu epi

grafo & um conjunto convexo. ”

. {EQ

funcdo convexa : funcdo nao convexa

Figura 1.2.2.A: Ilustragac de fungao convexa e nap convexa

_ , ~ . L _ -
——— A seguinte condicac necessaria e suficiente e apresentada

por muitos autores como definicao de funcao convexa.

-

Proposi¢§o 1.2.2.1: Seja f{x) uma fungao de R" em J-o, +=]. f(x)

& uma funcio convexa sse f[(1-1)x1+xx2] g(1-x)f(x1)+x f(xz),

ux! x%R", osag 1. ||

Corolario 1.2.2.1.1.(Desigualdade de Jensen): Seja. f(x) uma funcio

de R" em J-w,fx], f(x) & uma funcap convexa sse para qualguer conjun

to de escalares 05A1,...,1ms 1 tais que x,+...+x =1 temos:

f[x1x1+...+xm xm]§x1 f(x1)+...+).m f(x"), Ux’,...,xme rR".

Do conjunto de todas as funcgdes convexas € conveniente des-
tacar aquelas que correspondem a situacgdes que podemos encarar COmo

de maior intresse,

Definicdo: Uma funcio convexa de R" em [-w,+=] diz-se prdpria se
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o seu epigrafo € nao vazio e nao contem linhas verticais,isto e, se

IxeR™: f(x)< + = e se f{x)> -= , ¥xe Rn. | ,

Proposicdo 1.2.2.11.:'Sejam f1(x) e fz(x) fungoes convexas propri

as de R" em [-=,+=]. Entdo f1(x)+f2(x) g8 também uma funcdo conve-

xa propria. ||

Outras propriedades importantes das fun¢oes convexas sao

estabelecidas nas proximas proposicoes.

"Proposicao 1.2.2.I11.: Seja f{x) uma funcao convexa de R" em[ e 41,

. ~ X . <
0s seus conjuntos de nivel, ou secgdes inferiores, Sf (o) =
s

'3

={x] f{x)za} e S;(a) ={x|F(x)< o} sdo conjuntos convexos para

qualquer ae[—m,+w];1f

Note-se que o inverso do anterior resultado ndc & sempre verdade,
jizdue existem fungdes nio convexas com todos os conjuntos de ni-
vel inferior convexos {fun¢oes quase-convexas, a estudar no capi-

tulo 3).

_Definicio: Seja {fi(x)| iel} um conjunto de fungoes convexas de
R" em [-o,4+o] (com um niamero finito ou infinito de elementos). A
fungao supremo por pontos deste conjunto de fung¢oes convexas é a

funcao

f{x) = Sup {fi(x)[ iel} .||

Proposicdo 1.2.2.IV.: Seja {fi(x)]isl} um conjunto de funcdes con

vexas de R" em [-»,+=»]. Entdo a respectiva fung¢ao supremo por pon-

tos & uma funcdo convexa. ||
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Proposicao 1.2.2.V.: Seja FcRnf1 um conjunto convexo. A fungdo

f{x)= infi{r|{x,r) ef} & uma funcdo convexa de R" em [~op+]. ]
Este Ultimo resultado intui-se facilmente se encararmos a frontei'
ra inferior de F como a fronteira do epigrafo de uma fungao conve

xa f(x) ndo explicitada & priori,

Dever-se-a sub}inhar que, devido 3 convencdo que fizemos
de traba]ha%mos com os simbolos ¥~ , poderemos sempre fazer a éi
tensEo_a R" de uma funcdo convexa definida originalmente num sub-
conjunto CeR™, Para tal bastard considerar f(x)=+e,¥x ¢D. Ao sub
conjunto de R" onde a fungdo f{x) estava originalmente definida

dar-se-2 a designa¢do de dominio efectivo.

s

Definicdo: Dominio efectivo da funczo convexa f(x) de R" em [-,4a]
dom f(x), € a projeccao sobre R" do seu epigrafo, ou seja,dom f(x) =

={x{3r < += : (x,r)eepi Flx)3={x|Fx)<s=}. ||

-~

Proposicao 1.2.2.VI.: O dominio efectivo de uma fungao convexa de

n - . -
R" em [-=,+=] & um conjunto convexo. ||

1.2.3.'Func50 indicadora de um conjunto convexo

»

Definicido: Fungdo indicadora de um conjunto DcR" & a fungdo:

5(x|D)={ 0 se xebD

+o se x¢gb . ||

Proposicao 1.2.3.1.: Seja DeR". A funcdo indicadora do conjunto D

€ convexa sse o conjunto D € convexo, sendo convexa propria-sse D

& convexo e ndo vazio. |
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& o 4’, | oo

s
vl o

e AR X
D

Figura 1.2.2.A: Ilustracdo da funcdo indicadora de um conjunto
' ~ convexo '

0 conceito de funcdo indicadora vai ser especialmente Util ao per
- -~ n
mitir fazer, duma forma extremamente comoda, a extensao a R de

‘qualaquer fungao convexa definida num conjunto CcRn. Com efeito,
£(x) com xeC <> f(x) + 6(x|C) com xeR".

Sendo C naoc vazio e 'f convexa propria, as proposicoes 1.2.3.1 e
1.2.2.11 permitem concluir que F(x)+ s(x|C) & tamb&m uma funcdo

 convexa propria.

1.2.4, Funcgles convexas linearmente homogeneas

Definicado: Uma funcao f(x) de R® em [-w,+»] & homogénea de
grau « se _para cada x,f(Xx)ax?.f(x) ; ¥a>0. No caso de a=1 {funcao
homogénea de grau 1) a funcdo & tambem designada por linearmente

homegenea, ||

Proposicdo 1.2.4.1.: 0 epigrafo de uma funcdo linearmente homogénea

de R" em [-=,+=] & um cone em Rn+1.“



—rX

= :l %zy- /////% o
| { fo

Figura 1.2.4.A.: Tlustragdo de fungGes linearmente homogéneas convexas

r

e nio convexas
A relagdo entre homogeneidade de grau 1 e convexidade e estabele

cida no seguinte resultado:

s

Proposicao 1:2.4.11.: Seja “f(x) uma fungdo linearmente homogEnea

de Rn em ] -, 4], f(x)\é convexa sse f(x1+£2js'f(x])+f(x2),

Cuxt kB R L

-~

ComO'terembs oportunidade de verificar, algumas das mais
importantes relagoes de anIidade a desenvolver no capitulo 2
assentardo em fungd0es convexas linearmente homogéeneas, Um concei
@o.que nesse contexto nos seré necessario e o de fungde convexa
linearmente homogénea gerada por uma dada fungdo convexa f{x).
Porem, antes de o apresentarnos, teremos que introduzir.duas ope
racoes especiais com fungbes convexas. Utilizando a termino1qgia
de ROCKAFELLAR (1970, p. 33-35), designa-las-emos por multiplica

¢oes escalares esquerda e direita.

Definicdo: A operacgaoc de mu1tip1icag30 escalar esquerda da fun

cao f(x) por XeR, 2 a operacﬁo,qué faz corresponder 3 funcio f(x)



a fungao:

(MY (x)=AF(x) . ||

Proposicao 1.2.4.III.: Seja f(x) uma fungao convexa de R" em

{-w,+] @ A>0. Entdo (5f)}(x) & também uma funcdo convexa, isto &,
a operagao de multiplicacao escalar esquerda preserva a convexida

de para 2>0. ||

Definicao: A operagao de multiplicacdo escalar direita da fungdo .
de R" enm [-»,+®] por reR, & a operacio que faz.correéponder a f(x)
a fungao (fa)(x) = A.f(x/x}. ||

INote—se que se f(x) for uma fungdo linearmente homogénea (fi){x)=
=af(x/x) = f(x), ou seja, a operagao de mu]tip]jcﬁgﬁo escalar di--

reita mantem inalteradas funcGes linearmente homogéneas,

. R :
Proposigaoc 1.2.4.IV: Seja f{x)} uma fungdo de ®" en [—w,+§] e seja

~A>0. Enta@o epi (fA)(x) =x (epi f{x)), ou seja, a multiplicacgdo esca
" lar direita de uma fungao corresponde a multiplicagdo do respecti

vo epigrafo desde que ) > 0. “

— Definicao: Seja f{x) uma fungao convexa de R" enm [;m,+m].
‘A funcdo convexa.linearmente homogénea gerada por f{x) & a maior
fungao convexa linearmente homogénea.majorada por f(x).{

4 s | 3 (.
b4 | ‘

N

r* ’ hox o0, Ve g

Figura 1.2.4.8.: Tustragao de funcoes_convexas linearmente homogeneas
h{x)} geradas por fungoes convexas f(x}.
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-

Atendendo a proposicado 1.2.4.I, o epigrafo da funcao convexa linear
mente gerada por uma funcdo convexa f(x) sera o cone gerado pelo e-

pigrafo de f(x).

Proposicio 1. 2 4.V, Seja f(x) uma funcao convexa de R" em [-w,4m].

hix) e a funcao convexa linearmente homogénea gerada por f(x) sse

h(x)=inf{(fa){x)}|r=0} .||

Proposi¢cdo 1.2.4.VI.: A fungdo indicadora de um conjunto convexo &

linearmente homogénea sse o conjunto & um cone convexo. ||

1.2.5. Funcoes cOncavas

-
e

Definicdo: Hipografo de uma funcdo Q(Xj de R" em [-»,+=] &

o subconjunto de R"*1: nip g(x)={(x,r) {xeR", reR. r=g(x)} .|

- Definicdo: Uma fun¢do g(x) de R" em [-»,+=] & cOncava se o seu hipe

grafo & um conjunto convexo.”

B relacdo entre fungGes cbncavas e convexas & estabelecida pelo se

guinte resultado.

xProposicao 1.2.5.1.: Sejam f(x) e g{x) funcoes de R" em [-w,4o].

g(x) € cBncava sse -g(x) & convexa, e f(x) € convexa sse -f(x) €

concava. || »

s

' F1gura 1.2.5.A: Ilustragao da simetria entre hipografo de uma funcao concava
e epigrafo da sua simétrica que & convexa. :



As propriedadesgerais das fungbes concavas decorrem direc-
tamente e ‘imediatamente das propriedades das suas simetricas que |
sao fungoes convexas.

Proposicao 1.2.5,11: Seja g(x) uma fungao de R" em [}w,+w[.g(x)

& cBncava sse g[ﬁl-nx1+l.x2]; (1-A)g(x1) +kg(x2).¥xl,xzeﬁi0£ksl.[{

Corolario 1.2.5.11.1. (desigualdade de Jensen}: Seja g{(x) uma fun

¢io de R" em [-=,+={.g(x) & uma fungio cOncava sse para qualquer
conjunto de esc§laresozk],...,xm41 tais que A]+...+km = ] temos:'

S DR T my o, 1 .m_on
g[k1x FouaEAX J)A]g(x Yoo AA g (xT) ¥, xTe R

- Definicao: Uma fungao cBncava de R" em (-w,+=]diz-se propria se o
' _— . ~ * . > -
seu hipografo e nao vazio e nao contem linhas verticais; isto e,

se.3xeRn:g(x)> -w e se g{x)<+w , ¥xeR". ||
. B .
Proposigao 1,2.5.111: Seja g(x) uma funcao de R" em [-o,+=].g{x) &

 ¢Oncava propria sse =g(x) & convexa propria.l|

Propoéigﬁo 1.2.5.1V: Sejam gl(x) e gz(x) fun¢bes cbncavas proprias

de®" em [—m,+m], Entdo gq{(x)+g,(x) e tambem uma fungdo cdncava prd
pria.

‘Proposigﬁo 1.2.5.V: Seja g(x) uma fungdo cdncava de R" em[¥m,+m]._

~0s seus conjuntos de nivel superior, ou secgdes superiores,

Sz(a) ={x|g({x)z a} e Sg(a)='-&|g(x)>a} s3o conjuntos convexos para
cada aefw=,+=] .|| |

Definigdo: Seja {gi(x)l iel} um conjunto de fungSes c6ncévas de

R" enm [-=+=](com um nimero de elementos finfto_ou infinito), A

funcao infimo por pontos deste conjunto de fungdes cBncavas_e a
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funcgao
g(x) = inf {9, (x)] eI}

Proposicao 1.2.5.VI: Séja'."'.{'gi’(xj [ieI} um conjuntd de fingdes' © cOncavas de

R" emf-w=,+o]. Entdo a respectiva fungdo infimo por pontos & uma

funcdo cbncava. ||

Proposicao 1.2.5.VII: Seja GCR"+] un cbnjunto convexo. A fungao

g(x)= sup{r|(x,r)eG} & uma fungdo cBncava de R em[—m,+m]_”
‘Definigdo: Dominio efectivo de uma fungdo cdncava g(x) de R" em
[-m{+m], dom g(x), & a projeccdo sobre R" do seu hipografo, ou

"seja dbm g(x)é-k|3r>-m:(x,r)e hip g{x)}={x|g(x)> -@}.H

Proposigao 1.2.5.VII]: -Seja g(x) uma fungao chpHVa de R" em[~m,+m]u
Entio dom g{x)= dom (—g(k)).[|v' ‘ |

Proposicdo 1.2.5.IX: 0 dominio efectivo de uma fungio céncava @

-

um conjunto convexd.“

‘ Ks anferiores propriedades junfaf—se—ﬁo ainda as seguintes,
validas para fungdes cBncavas que-sejam tambem linearmente howo-
geneas. Tal comd para as acima enunciadas, elas decorrem directa-
‘mente da simetria entre fungdes convexas e cOncavas,

Proposicio 1.2.5.X: 0 hipografo de uma func3o linearmente homoge-
n+1 ”

nea de R" em[-w,+=] & um cone em R

Proposicdo 1.2.5.XI: Seja g(x) uma fungdo linearmente homogénea

de R" em ~w,+o . g(x) & cOncava sse g(x]+x2)39(’X1).+9(x2},'0’x';)(’€]2n. |

Proposigao 1.2.5.X11: Seja g(x) uma fungdo concava de R" em[rw,+=]

ex>0. Entdo(Ag)(x)é também uma fun¢do concava,isto &, a ope;agio



de multiplicagao escalar esquerda preserva a concavidade para

A>0. |

Proposigao 1.2.5,XII1I: Seja g{x) uma funcio de R" em [, fw]e se

ja A>0. Ent@o a hip (gr)(x)= A(hip g(x)) , ou seja, a multiplica-
gao escalar direita de uma_fungao'corresponde a multiplicacido do

respectivo hipografo desde que A30.]| -
Definigdo: Seja g(x) uma fungdo cOncava de R" em [—m,+m]. A fungdo
cdncava linearmente homog&nea gerada por g(x) € a menor fungio cOn

cava linearmente homogenea minorada por g(x),||

'Proposigéo.].Z.S. XIV: Seja g(x) uma funcio cbncava de R" em[~@+m].

| h{x) e a fungSO'cﬁncava.1inearmente gerada pela fungao g{x) sse

h{x) = sup{{gr) (x}{ x>0} || - .7

\

1.2.6. Fungoes lineares nao verticais.

-

————— Definigdo: Fungdes lineares ndo verticais, ou fungdes afins
nao verticais, sao fungoes g{x)=x,a>-g, com aeR" e BeR. ||

As fungoes lineares nao verticais gozam das seguintes propriedades 
fundamentais.

n+l

Propoéigéo 1.2.6.1: 05 hiperplanos de R definidos por{(x,r)|

k(XJ?ﬂM,bd>=d}Com XeRn, reR ,beRn, b,#0 e R e;aeR, correspondem a fun

- . - C n -b., a '
¢oes lineares nao verticais de R em [—m,+m]: re=<x, g3+ 3= -

0
Atendendo a anterior proposigao, definamos hiperplanos nao verticais

n+1

em R"° " como os hiperplanos que correspondem a alguma fungao Tinear -

nao vertical de R".

befinigao: Um hiperplanc de Rn+]'{(x,r][c(x,r),(b,b°}> sa}, com

xeRn, reR,'beRn, bo#Oe R e aeR, diz-se hiperpTéno nao vertical
en Rnf}.”



Proposicao.].2.6.11: As fungGes lineares ndo verticais de R" em

Eﬂn+WI sao simultaneamente convexas e concavas. Se elas nao fo-
rem as fungdes constantes  +w oy -w, entdo os seus grafos sio

hiperplanos n3o verticais em Rn+1.“

1.2.7. Funcoes .semicontinuas/funcées convexas e cOncavas fechadas

————— Definigao: Uma fungﬁo z(x) de R" em Em +é]diz—se semicon-

tinua inferiormente (s.c.i. ) num ponto x e re]at1vamentea um de
elementos D n R
-éonJunto DcR” se z{x)} s 11m z(x )qua]quer que seja a sucessao {x'}
X Tx
.convergente para x, existindo, finito ou infinito, lim z(x ).
' X leaX
a fungao z(x) for s.c.i. em cada xeD relativamente ao mesmo conjun

-

~to D, diz- -se que z(x) e s.c.i., relativamente a .D. No caso part1cu

lar de D=R" omite-se normalmente a expressao “relativamente a R “
\

Repare -Se que na anter10r def1n1¢ao somente se ex1ge que z(x)<11mz(x)
x 1w x
quando a sucessao {x }seja formada exclusivamente por elemen

tos de D, nada se obrigando quando tal nao acontece.

~—e—Proposicac 1.2.7.1: Seja z(x) uma funcdo de R" em [-m,+m].

Entdo as seguintes condigdoes sao equivalentes:

(i) z{x) e uma fungao s.c.i.;

(11) Sg(a)é{x| z{x) g a}é um conjunto fechado para cada
C€€E'°°;+°°] '

(ii1i) O epigrafo de z(x) & um conjunto fechado.||

Corolario 1.2.7.71.1: Seja z(x) uma fungio de R" em Eun+mjta1 gque

os respectivos conjuntos de nivel inferior S‘(a) «|z{x)<a} sao

fechados para cadaang a . Entdo a fungao z(x) & s.c.i. relativamente
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a s$@)
Entre as propriedades das fungbes s.c.i. destacamos:

Proposicdo 1.2.7.11: s&jam z,(x) e z,(x) fungdes de R" em [-,+=} ,

ambas s.c.i. relativamente a um mesmo conjunto DeR". Entdo z](x)+

+2,{x) & tambeém s.c.i. relativamente a D.||

Proposicao.1.2.7.111. Sejapum escalar real positivo: e seja z(x)

uma funcgido de R" em [re,+w)s.c.i. relativamente a DcR”, Entdo

p.z(x) e tambem uma fungado s.c.i. relativamente a D.|]

"Proposigae 1.2.7.1V: Seja'{zi(x)[ iel} um conjunto de fungoes s.c.i.
de R"_em [f§,+aﬂ. Entao a fungao supremo por pontos z(k)=sup{zi(x)]%e1
s sl | |

_ Definicao: En@oivente_semicontTnua inferior de uma fun
cao z(k) de R" em [—m,+mﬂé 2 maior_funéao s.c.i. (ndo necessariamen
te finita) majorada por z(x).|| -

Atendendo & proposigao 1.2l7.1(iii), a enQo]vente s.c.,i. de uma
fungdo z(x) e a fungao cujo epigrafo & o fecho do epigrafb de z(x).
Definigao: Por fecho de uma fﬁng&o convexa f(x) de R" em [rm,+él

¢l f(x}, entende-se: (i) ou a envo}vente s.c.i. de f(x) se f(xp -,
vxeRn; (ii)?; fungao constante -« se f(x)=.ww para algum xeRn.H

A situagldo (ii) da anterior definicdo destina-sé a dar maior genera
lidade a prdpbsigﬁo 2.1.2.1 do capitulo 2, permitindo que esta |
abarque fung¢Ges convexas improprias.

Definicdo: Uma fungdo convexa f(x) de R" em E“h+“aa fechada se co
incide com o seu fecho: f(x)=c] f(x)1| ~

Note-se, nomeadamente , que:
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(i) As fungOes constantes +» e -« sao fungdes fechadas;

{(ii) Uma funcio convexa propria € fechada sse coincide com
a sua envolvente s.c,i., isto e,se é uma fungdo s.c.i..

Tal como definimos semicontinuidade inferior, podemos agora

definir simetricamente semicontinuidade superior.

Definicao: Uma fungao z(x) de R" em [;6,+WJdiz-se semicontTnua

super1ormente {s.c.s. ) nunm ponto X e relat1vamente 8 um conjunto '
. : . d¢ ‘elerentos de !
DeR" se z(x)zlim z(x') qualquer que seja a sucessao x' Ybonvergen
: _ x ~$x
te para x, existindo, finito ou infinito, 1im z(x ) Se a fungao
x Ty x
_z(X)for s.c.s. em cada xeD reiat1vamente ao mesmo conjunto D, diz-

-se que z{x) € s.c.s. relativamente a D. No caso particular de

-

D=R" omite-se normalmente a expressio "relativamente a R"", ||

E

Proposicao 1.2.7.V: 'Seja z(x) uma fungdo de R" em [“m,+m]. z(x) e

$.¢.S. no ponto x e relativamente a DeR” sse -z(x) @ s.c.i. no

mesmo ponto e relativamente ao mesmo conjunto.”

Devido @ simetria acabada de apontar entre semicontinuidade supe
rior e inferior, podemos estabelecer muito facilmente as proprie
dades para func¢des s.c.s. correspondentes as estabelecidas para

‘fungﬁes s.c.i, nas proposigdes 1.2,7,1 a 1,2.7,IV..

Proposicdo 1.2.7.VI: Seja z(x) uma fungdo de R" em -w,+m]. Entdo
as seguintes condigbes sao equivalentes:
(i) 2z(x) & uma funglo s.c,s.3
(i1) Sz(a) = { x| z{x}>a} & um conjunto fechado para cada
Q€ 'Ws+°°] 3

(ii1)0 hipografo de z(x) & um conjunto fechado, ||
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Corolario 1.2,7.VI.1: Seja z{x) uma fungdo de R" em [-“a+=ata1

) . . - . > ’
que os respectivos conjuntos de nivel superijor S;(a)z-ulz(x}?a}
sao fechados para cada a>a. Entao a fungdo z(x) € s.c.s. em todos

os elementos de si(a).”

Proposicaoc 1.2,7.VII : Sejam zy(x) e zz(x) funcdes de R" em [-w,+w]

ambas s.c.s. relativamente e um mesmo conjunto DdR". Entao z](x)+

+zz(x)_é tambem s.c.s. relativamente a D, ||

Proposigdo 1.2.7 .VIII: Seja pum escalar real positivo e seja z(x)

uma fungao de R” em ~w,+é]s.c.s. re]ativamente a Der”. Ent¥o

p.z(x) & tamb8m uma fungio s,c.s. relativamente a D. ||

Proposigao 1.2,7 . IX: Seja '&i(x)] jell um conjunte de fungbes s.c,

-

s, de R" em'[—w,+w]. Entdao a fungdo infimo por)pontos z(x) =

- inf’{zi(x)l iel}é S.Cys. |

Definigdo: Envolvente semicontinua superior de uma Tun

- ¢do z(x) de R" em [-w,+w] e a menor fun¢do s.c.s,(ndo necessaria-

mente finita) minorada por z(x).|]

Atendendo a proposigdo 1.2,7.¥I(iii), a envolvente s.c.s. de uma

fungdo z(x) e a fungdo cujo hipografo & o fecho do hipografo de z(x)

Definigib:Por fecho de uma fungdo concava g(x) de R em [vm,fm],
clg(x), entende-se:{i) ou a envolvente s,c.,s, de g(x} sé g{x )<+,
VxeRn; (ii) ou a fungdo constante to se g(x)=+= para algum
xeR", || |
Refinigdo; Uma fun¢fo cdncava g(x) de_Rn em [qm,+ﬂ € fechada se co

incide com o seu fecho: g(x)} = ¢l g(x).”

Atendendo 3 simetria entre por um lado fung¢Ses convexas e cBncavas

(proposigdo 1,2,5,1}, e por outro Jado fungdes s,c,i, & $.,¢,5,
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(proposicdo 1.2.7,V), @ facil de concluir que uma fungio @ cfnca

va fechada sse a sua simetrica & convexa fechada,

Proposigdo 1.2,7.X: Seja uma fungdo z(x) de R" em [~=,+=}, z{x) &

concava fechada sse ~z(x) & convexa fechada,||

1.2,8. Funcbes continuas/propriedades das fungbes convexas e cBnca-

vas continuas

- . A sintese dos conceitos de semicontinuidade inferior e sue<

'perior origina o conceito cl18ssico de continuidade de uma fungZo.

Definicdo: Uma fungo Z(x) de R" em coo oo | 4125 € continua num. pon
to x.relativémente a um conjunto DCR" se © éiﬁu1taneamenté s!c.1}
e $,C,5, em X telatiVaﬁente a B, z(x) 2 contTnua relativamente a

D se & continua em cada XD ré1ativamehte a D, No caso particular

de” p=R" omitir~se<d a express¥o "relativamente a R""“,||

Proposicio 1.2.8.1: Seja uma fungdo z(x) de R” em [w,+=}. z(x) 8

continua no ponto x relativamente a DcR" sse z(x)= 1{2 z(x‘) para
. ’ . xlrx '

-toda a sucessEO{x‘} de elementos de D gque convﬁrja parh-x, existin

do, finito ou infinito, lim z(x1).H
x'l-ox

Cotolﬁrio 1.2,8.1,1: Seja z{x) uma fungio de R" em [vm,+m]. Entdo

z{x) & contTnua num ponto x relativamente a DeR” sse -z(x) & con~

tinua em x relativamente a D, ||

Qgpglﬁrio 1,2,8,1,2: Seja z(x) uma funcgdo de R" em ]ﬁm,+w[. Entdo
z(x) ¥ contfnua num ponto x relativamente a DcR" sse ¥e>036>0:

Clixixpt @ Axte D) fz(x V) ez(x) f<e. ||



f possivel garantir que uma fungdo continua tem maximo e
minimo finitos num determinado conjunto desde que este satisfaga
certas condigoes de'reguIaridade. o
Definigdo: Seja um conjunto DeR". D & limitado superiormente se
existe algum vector xngn‘taI quelxgxm,¥xgﬁ. D e limitado infe-
riormente seé existe algum vector xmeRn tal que x;xm,VXeD. D & 11

mitado se e simultaneamente limitado superior e inferiormente.||

Proposigdo 1,2.8.11 (Teorema de WEIERSTRASS):Seja z(xj uma fungao

de R" em ]~m,+4;ontfnua relativamente a um conjunto DcR” ndo va-
zio, fechado e limitado. Entdo existe pelo menos um vector xie D
para o qual a fungao z ‘atinge o seu va]ot mEximp‘Tfinitp) em D,
assim como ékiste também um ve;ior xze D patafb qual z atihge 0

seu valor minimo(finito) em D, ||

—wi—— (s proximos teorema e coroldrio mostram que uma funcdo conve
Xa OU concava e necessariamente contTnua relativamente ao interior
relativo do seu dominio efectivo, Pontos de descontinuidade, a exis

tirem, estardo situados na fronteira relativa deste,

Proposicdo 1,2,8,111:Seja f(x) uma fungdo convexa de R" em [-m,+$].

f(x) B continua relativamente a qualquer conjunto convexo CCR" reta

tivamente aberto e contido em dom f, Em particular, f & contTnua re
lativamente a rint don f, _ o n -
Corolario 1.2.8.111.1: Seja g(x) uma funcao cHncava de R em

[-w0,+o]. g{x) & continua relativamente a qualquer conjunto conve-

xo CcR" relativamente aberto e contido em domg.Em particular g & continare
i .



~Tativamente a rint dom g.”

Corolario 1.2,8.111.2: Seja g{x) uma fungdo linear ndo vertical

de R" em [~»,+=]. Entdo i(x) e uma fungdo contTnué.H

Antes 'de apresentarmos um outro resultado importante de
continuidade de fung¢bes convexas e concavas definamos dois con-

ceitos de que necessitaremos nesse resultado,

Definicdo: Seja um conjunto de m vectores linearmente independen-
tes de ﬁﬁ'{xl,;i.,xm} . A envolvente convexa deste conjunto, isto

e, 0 conjunto de todas as combinagSes lineares convexas de xl,...,xm,

e designado por simplex m- dimensional de vertices xl,,..,xm.”

Um simplex unidmensional, bidimensional e tridimensional &, res-
pectivamente, um.ponto, um segmento de recta e um tridngulo em R",
Definicao: Um conjunto LcR" & ug conjunto localmente simplicial

o cada
("locally simplicial") se para/xel existe um numero finito de

simplex's S],.,.,Sré:L tais que para algum g>0 temos:

E )OSV S ) = E aNL. |

Proposicao 1,2,8.1V:Seja f{x) uma fungdo convexa de R" em l}m,+w]§

seja L um qualquer subconjunto localmente simplicial do dominio
“efectivo de f, Entdo f(x) & uma funglo semicontinua supe-
riormente reiativamenté alL, pelo'que f € contTnua relativamente

a L se fér fechada. ||

Corolario 1;2.8.IV.1:'Seja g(x) uma fungdo cBncava e seja L um qual
quer subconjunto localmente simplicial do dominio efectivo de g,

Entio g(x) & uma funcdo semicontinua inferiormente relativamente
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a L, pelo que g & continua relativamente a L se for fechadaﬂ

A importancia que vai assumir na nossa analise a anterior propo-
sigao e respectivo corolario & a consequéncia directa de, entre

. (16) o . n .
outros canjuntos, o ortante n2ao negativo de R ser um conjun-

to localmente simplicial.

Proposigao 1.2.8,V: 0 conjunto R2+é{x]xeR",x>0} € um conjunto 1o

calmente simplicial,||

Como a]gumas das fungoescmnquece ahnemos- nos capitulos 4,5 e 6
EiEChV

sdo fechadas e tem dominio / R“+, a propos1gao 1.,2,8.1V (ou corola-

‘rio 1,2,8.1V,1,} e a proposigdo 1,2.8,V permitirdo concluir que

- - . n
sao fungoes continuas relativamente a R0+. -

1,2,9, Fungbes d]ferenc1ave1s/pr0pr1edades das rungSes convexas e

concavas d1ferenc1ave15 ‘ N

———— Definicdo: Seja z(x)} uma fungao de R" em [~w,+=m]e seja um
ponto x onde z & finita. A funcdo z & diferenciavel no ponto x se

existe um Unico vector Vz(x) tal que
z(y) = z(x) *+<Vz(x), y-x>+8 ([[y~x])
em que ©(.,) & um infinitésimo de ordem superior a {{y~x{ .Equivalente

mente, z € diferenciavel no ponto x se

lim z{y) -~ z(x) f-<VZ(X),Y'x> =

y-xIpo vl

(16) ~ROCKAFELLAR (19?0 p.184) demonstra que todos os conjuntos poliédricos conve-
xos {isto &7 conjuntos resultantes da intersecgdo dum numero finito semies-
pagos) sao conjuntos localmente simpliciais.
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0 vector‘?i(x), se existir, & designado por um vector gradiente

de z no ponto x.|

Definicao: Seja z(x) uma fungao de R" em [-w,4=] e seja x um ponto
onde z & finita. Designa-se por derivada direccional da fungao z,
no ponto X e na direccao e sentido dados pelo vector deR“, 0 se-

guinte limite, se existir finito ou infinito:

z,(x’q} - ;im+ z(ifxd)x- z(x) Al
~+0

Proposigao 1,2.9.1: Seja z(x) uma fungdo de R" em [Fw,+=] e seja

X um ponto onde z & diferenciﬁvel. Entdo 2’(x,d), qualquer que se

-

ja dan, e dada por:z’(x,d);<Vz(x),d>. -l e

Corolério 1.2.8.1.1: Seja z({x) uma fungao de R" em [-o,+0] e seja

x um ponto onde z & diferenciavel., 0 vector gradiente de z no pon

-

to. x tem como componentes os seguintes limites

Tim

x+a03)-z2{x .
z(x+r23)-2(x) (i=1,...,n),
em que gj e o vector dado pe1é j-esima coluna da matriz identidade

de ordem n. U

Definicio: Seja z(x) uma fungio de R" em frw,+s]diferenciavel num
ponto x. Por derivada parcial de z no ponto x e na variive]’xj enten

de-se o limite

—-6—2 (x) = ]'im Z_(X"'Af,j) - Z(X_) “
6x5 : A : '
A0

0 coroiﬁrio 1.2.9,1.1, estabelece ent3o que o vector gradiente duma
fungdo z num ponto X, se existe, @ const%tuido pelas derivadas par-

ciais de z nesse ponto x.’
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Proposicao 1.2,9.I1: Seja f(x) uma fung&o convexa de R" em

]-m,+g] diferenciﬁvel no ponto x. Entao: ‘

fly) s f(x) + <Vf(x), y-x> , .WGR“-II

Corolario 1.2,9.11,1, Seja g(x) uma funcdo concava de R" em

[“w,+m[ diferenciéﬁe] no ponto x. Entdo
9(¥)s 9(x) +<Vg(x) .y = x> ., ¥ye R",||

Os proximos teorema e coroldrio estabelecem uma condigdo necessi
ria e suficiente de convexidade ou concavidade para fungoes dife-

‘renciaveis num certo conjunto convexo CCRn.

-~

'Prgposigao 1,2.9,111: Seja f(x) uma fungdo de,_R'n em ]«w,+¢[ difereﬂ

. - * n - ’ Lad
ciavel num conjunto convexo CcR, A fungao f(x) e convexa em C sse -

]

fy) > (x) +<VF(x), y-x> , ¥x,yeC . ||

Coro]ﬁfio 1.2,9,111.1, Seja g(x} uma fungdo de R" em [-m,+m[ di-

y ] . n "~
ferenciavel num conjunto convexo CCR ', A fun¢do g{x) & cOncava em

€ sse
gly)sg(x} +<Vg(x}, y=x> , ¥x,y¢e C ||
Também como coro13rio da proposigdo 1.2,9.II1 podemos dpresentap

uma Util condi¢do necessaria e suficiente de optimo para fungbes

convexas e concavas diferencilveis,

coroldrio 1,2.9.111.2;: Seja z(x) uma func¥o de R" em J+w,+ofdife-

rencidvel e convexa (resp, cOncava) num conjunto convexo aberto

ccR", XeC & minimo (miximo) global finito de z em C sse Vz(X)=0, ||



Definigao: Séja z(x) uma funcgdo diferenciavel num conjunto
abetto DCR", tal que todas as fungdes derivadas_ parciais de z
sao por sua vez difefenciiveis em D, A fungﬁé z(x) diz-se neste
caso bidiferenciﬁvel em D e a matriz das derivadas parciais de 22
ordem num ponto xeD
H{x) =[§§?€§E(x)] : (i,i=1,...,n)

e designada por matriz hesseana de z nesse ponto,||

A proposigdoe 1,2,9.1I1 (resp. corolario 1,2.9.111.1) estabelece,

como vimos, uma condicdoc necessaria e suficiente de convexidade

(concavidade) para fungdes diferenciaveis. Os sequintes dois re-
sultados s3o mais fortes nas suas hipoteses efestabelecem condi¢Ces

necessarias e suficientes respectivamente de convexidade e concavi

dade para uma fungdao bidiferenciavel, -

' Prbposigao 1.2.9.1V: Seja f{x) uma fungao de R" em J- o4 @ bidi-

ferenciivel num conjunto convexo aberto CAR™, A fungSo f(x) & con
vexa em C sse a sua matriz hesseana for semidefinida positiva para

-todo o xec(lf) 1

Corolirio 1,2,9.1v.1, Seja g(x) uma fungio de R" em J-=,+ [ dife
rencifvel num conjunto convexo aberto ccR”, A funcio g(x) & cBncava
em C sse a sua matriz hesseana for semidefinida negativa para to-

do o xeC.||

1,2,10, Subdifetenciabilidade de funcﬁeévconvexaﬁ e cbncavas

No caso de fungbes convexas & possivel construir uma andlj .

se que permite estudar as suas‘prOpriedades marginais sem exigir
(17)-Uma matriz quadrada Q de ordem n & semidefinida positiva se <v,Qv>70,VveR".
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diferenciabilidade. Tal analise, assente nos conceitos de subgra
diente e subdiferencia],_tem?grande vantagem de se reduzir 2 ana
lise diferencial cldssica quando a fungdo em questdo e diferen-

ciavel,
Definig8o: Seja f(x) uma fungdo convexa de R" em Em,+m] . Subgra
diente de f num ponto xeR" & qua1§uer Qector se R" tal que:

fly) »F(x) + <s,y-x> » ¥ye R, ||

Definicado:Seja g(x) uma funcgao cOncava de R" em [-m,+w] . Subgrav

diente de g num ponto xeB" é.qualquer vectot self‘ tal que:

-
-

g(y)< a{x) + <s,y=x> , ¥ye R" !

PropOSigﬁo'lyz.lo,}: Seja g(x) uma fungao cﬁndéva de Rn em [-w,+§],
0 vector s & um subgradiente de g(x) no ponto xeR" sse -s & um

subgradiente de -g(x) no mesmo ponto x. || -

Pﬁoposigﬁo 1.2.10.11: Seja f(x) uma fungdo convexa (resp. g{(x)

uma fungZo cOncava) de R" em [-w;+w] .0 vector se ®" @ um subgra
diente de f(de g) sse o hiperplano ndc vertical em Rn+1’ﬂy,t)}r=
=f(x) + <s,y=x%} (({{y,r)| r=g{x) + <s,y-x> }) define um'hiperp1g

no de suporte a epi f (2 hip g) no ponto x, ||

Corolario 1,2,10,11,1: Seja f(x) uma fungdo convexa (resp, g(x) uma

fungdo concava) de R"  em [n&,+m] » Entdo para cada xeint dom f
(int dom g) existe pelo menos um subgradiente da fungdo nesse pone

to .“

Proposiqio 1~2.H0.III: Seja f{x) uma fungdo convexa de R em ew,+m]



e seja x um ponto onde f e finita. Entdo seRM & um subgradiente

de f em x sse f’(x,d)z<s,d> , Vde R"||

Coroldrio 1.2.10.111.1: Seja g(x) uma fungdo céncava de R" em

[;m,+m] e seja x um ponto onde & finita. Ent3o seR™ & um subgra

diente de g em x sse g’(x,d}g <s,d> , ¥de R".||

————— Definigdo: 0 conjunto de todos os subgradientes da fungdo
convexa f{x) (resp. cOncava de g(xn no ponto x designa-se por sub

diferencial de f (de g) no ponto x e representar-se-a por 9f(x)
(por Bg(x)).||

A proposigﬁo que se segue feve1a uma relacao fundamental entre
subdiferenciabilidade e diferenciabilidade, mostrando que aquela

se reduz a esta quando a fungdo & diferenciavel,

i

- l

Proposigao 1.2,10.1V: Seja f(x) uma fungado convexa (resp. g(x) uma
fungio concava) de R" em [~w:+a] , e diferencidvel num ponto x
onde & finita. Entdo VF(x) (Va({x)) & o {inico subgradiente da fun

¢ao nesse ponto x(zo)u
¢ - A i £

A (Wp, I Vi®
x »L = 3%,
Y (b)
(a) fungao convexa ndo diferenciﬁve1 no ponto x; varios subgradientes,
(b} fungdo " diferenciavel no ponto x: unico subgrad1ente~Vf(x)

Figura 1.2,10.A; I]ustragao da propos1gao 1.2.10.1V,

(20)~ Poder- se-d demonstrar tambem o inverso, isto €, gue se uma fungdo convexa ou
cOncava tem um Unico subgradiente s num dado ponto x, entdo ela e d1ferenc1a
vel com vector grad1ente Tgual a s, Nao demonstraremos este resuluado porque
ele nao seru necessar1o {veja-se ROCKAFELLAR (1970, p. 242), :
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Proposi¢§o 1.2.10,V: Seja f(x)} uma fungﬁo convexa {resp. g(x) uma

fungdo concava) de R" em [- m.+WJ , e seja Ccdom f (Cc:dom g) “m,
conjunto convexo. O vector xeC & minimo {maximo) global de f (de

g) em C sse 0€df(X) (0€dg(X)). |

Note-se, para terminar este 10 capitulo, que a proposigao 1.2.10.V
engloba como ca§o papticular 0 corolﬁrio 1.2.9.111.2., Com efeito,
se a fungdo em questio & diferenciavel temos, pela proposigio 1.2,
10. IV que o vector grad1ente e,em cada ponto o Unico subgrad1ente

- da fungao(21)

|

(21} ~ Note<se quer corolario 1,2.9,111 se 1591
exige que C seja ‘aberto, enquanto

que na proposwqgo 1.2,10.V isso nao
€ exigido. Tal deriva do facto de

- para xefC o subdiferencial ndo
ter um nico elemento, ndo sendo

por isso diferencidvel a funglo,
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' SECCAD 1.1.

~Dem. da proposicdo 1.1.1.1: Seja um conjunto de conjuntos

convexos em RN : {Ci|ieI}. Sejam tamb&m quaisquer 2 vectores x| e

x2 pertencentes a N Ci' Se x1 e x? pertencem a f\ci entaec tam -
iel iel
bem pertencem a cada Ci, iel. Como s3o convexos por hipotese, en-

- tdo (1-2) x1 + sz, qualquer que seja Osas1, também pertence a ca

. r\Ci € por isso um conjunto

da Ci’ pelo que pertence a (1 C
iel

jer !

convexo.||

Dem. da proposicio 1.1.1.11: Elementar a partir da defini

¢ao de conjunto convexo.,“ .
~

rd

Dem. da proposicao 1.1.1.111:Elementar a partir da defini

¢do de conjunto convexo. “

-

.-_‘ ———— Dem. da proposicao 1.1.1,1V: Elémentar a partir da defini

¢do de conjunto convexo. u

Dem. da proposicao 1.1.1.V: E imediato pela proposicdo

1.1.1.1 que a interseccao de todos 0s conjuntos convexos que con-
tem D & ainda um conjunto convexo que contem D. I também obvio
que Sgrﬁ 0o mais pequeno conjunto convexo que contem D, porque se-
nio nao seria a intersec¢do de todos os conjuntos convexos que con
tem D. “ |

Dem. da proposicao 1.1.2.1: Esta no texto que antecede a
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p%dposicﬁo. I

Dem. da proposicdo 1.1.2.11: Teremos que demonstrar que

1) Subespagos sao conjuntos afins que contém a origem; 2) Conjun-

‘ tos afins contendo a origem sao subespacos.

1) Sejam x1 e x2 quaisquer 2 vectores dum subespaco scR" . Por de -
finic3do, os subeSpqcbs sao fechados ha multiplicacao por escalares

reais, Logo:

X €5 = (1-A)x1.s S, ¥reXR

x° € S = A x2 € S, VieR

g

Como por definicdo S € também fechado na adigdo,vem que:

(1-2)x" + 3x% e 5, VreR

1,x2e5,\um subespacgo

Como 0 aﬁteridr é véiido quaisquer gue séjam X
& po}tanto um conjunte afim (que contem a origem por definicao de
subespago).

2) Consideremos agora que V & um conjunto afim contendo a origem.

‘£ _imediato que & fechado na multiplicacao por escalar ja que

ax! 2 (1-2).0 + Axe V, VxeV, 2eR (pois 0eV).

Quanto a V ser fechado na adicdo repare-se que, porque €& conjunto

afim,

2 2

%(x1 + xz) =-(1-%)x1 + % xX“ e V, Vx1, x“ e V.
Logo, e porque, como vimos mais acima, ¥V € fechado na multip1ica-
¢ao por qualquer escalar real:

x1+x2=2[%(x1+x2)]cV,Vx1;x2eV.
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Ao ser fechado na adicao e na multiplicacao por escalares reais, V

B um 'subespaco, u

Dem. da proposicac 1.1.2,.111: Teremos que mostrar que : 1)

Existe pelo menos um subespac¢o paralelo a cada conjunto afim; 2) Un
conjunto afim nao pode ser paralelo a dois subéspacos distintos.

|1) Seja V um conjunto afim e v um qualquer dos seus elementos, Co-
mecemos por mostrar que V + {-v} E um conjunto afim que contem a o

2

rigem. Sejam quaisquer x1,x eV. Entao (x1-v), (xz-v) e V + {-v}.

Ora, para qualquer ieR :
' 1 2 ~ 1 2 -
(1-2)(x =v) + A(x"=v) = [{1-A)x" + ax°)-v ¢ V + {-v}

- pois por deffnicio de conjuntd afim (1-)\)x‘I + Ax?/eav. Logo V%{~v}
& um conjunto afim e & paralelo a V. Mas como v.’e V entdo O=v-veVs
4 {-v}, pelo que V + {-v} & um conjunto afim que contem a origem e
que e paralelo a V. Pela propoéicﬁo 1;1.2.11, V + {-v} & um subes-
pago. paralelo a V, |

2) Sejam 2 subespacos S, e S, paraielos a V., Para S, e S, serem pa
ralelos a V & obvio que terao que ser paralelos entre si. Logo S1=
= Sy 4 {a} para algum aeR" . Como por definicdo 0eS, vem que aeS,.

Como tamb&m por definigio Sy € fechado na adicdo de elementos seus

(e aeS1) temos: S.I.':DS;.I + {al = S,. Um raciocinio similar leva a
concluir que igualmente 32 ) 51. Logo S1=52, isto &€, n3ao poderemos

ter dois subespagos distintos paralelos a V.“

Dem. da proposicao 1.1.3.1: Seja um subespacgo Sc::Rn de di-

- ) A .
mensac n-1. 0 seu complemento ortogonal S, definido como o conjun
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to dos vectores ortogonais a todos os vectores de S, tem dimensao
1 (pois da teﬁria da ortogonalidade em R" sabemos que dim S+dim
St = n). Sejé b um vector nao nulo e pertencente a S! (como St tem
dimens3o 1 todos os outros vectores de S sio colineares a b). 0
subespaco S = (Sl)* €, portanto, formade por todos os vectores x
ortogonais ao vector b, isto &, S = {x|=<x,b> = 0}. |
‘Atendendo a que cada conjunto afim & paralelo a um Ginico subespa
¢o {proposicdo 1.1.2.111), e que um hiperplano.& um conjunto afim
de dimensao n-1, os hiperplanos paralelos a S podem ser obtidos

através dé translacoes de S para algum aeR" :

=
It

S + {a} = {x+alxeS} = {x+a| <x,b> = 0} = {x+a]| ¢x+a-a,by=0}=

Xx+a)] <x+a,by = Ca,b>} = Ixy ¢x,b> ='{é,b> .
{ x+a| b= ixl ,

1
- 1

Fazendo B = < a,b> vem que o conjunto He{x|<x,b>= g} § um hiper-
p1anp.em Fn . Decorre também do anterior que todos os hiperplanos
paraie]ds ao subespa¢o S podem ser traduzidos desta forma, para al
gum valor de B. Como todos os hiperplanos sao paralelos a um sub ;'
espaco (proposicﬁo 1.1.2.111), qualquer hiperp]ano pode ser assim

traduzido. I

Dem. da proposig¢ao 1.1.3.I1: Elementar a partir das defi-

nicoes de conjunto convexo e semiespago. “

- ve
Dem, da proposigao 1.1.4.1: Teremosvmostirar apenas que a
intersecgao de cones & ainda um cone, ja que pela proposicao 1.1.1.1

a intersec¢dao de conjuntos convexos € um conjunto convexo. Seja en-

tao um conjunto de cones {Kiliel} e seja um qualquer xe ig} K1 .
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Como x pertence a cada K., ‘e porque estes sao ,cones, entao AxeK. ,

VA>0, isto &, [YK;& um
iel

Viel, a>0, Entao também ix e N Ki’
iel
cone. "

Dem, da proposicao 1.1.4.11: Pela definigc2ao de cone e de
conjunto cdnvexoéimediqato que K &8 um cone convexo. Fazendo i=1 con
clui-se tambeém que K>C. Mostremos por absurdo gue K & o mais peque
‘no cone que contem C. Seja xeK e tal que {yly=ux,u>0}f)C = ¢ <=
{y]y=ux,yeC,us0) = § <= uix|u>0,¥e %.c} = f<=> 1 {x]250,xer C 1= 0.

Mas o anterior contraria a hipotese xeK., Logo, K & 0 mais pegueno

cone convexo que contem c. "

Dem. da proposicaoc 1.1.4.III: Elementar pelas definigcoes de

Kl

cone e ‘de conjunto convexo.”
Ce
Dem. da proposicao 1.1.5.1: Se c1C & vazio, entao & trivi-

almente convexo. Suponha-se entao que c1C € nao vazio e sejam x1,x2

dois QUaisquer elementos de ¢iC. Temos que mostrar gue para qual -

quer 0sisi

2

z = (1-A)x1 + Ax° e ¢lC.

Dado um qualquer >0 tao pequeno quanto queiramos, e€scolham-se y1,

y? ¢ ¢ tais que Hxloy']s c e ||x2-yzl|§ e. Entdo também-

(=) )Ty T 2l xP-y? e enl] G- oMy VLo AxZay? |lee
Pela desigualdade de SCHHARTE vem ainda que:

I cer-0x" «ax® -ty eayialise
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Fazendo z = (1-X)x1 + lxz e W = (1-l)y1 +-Ay fica: || z-w|jse &

< d{z,w)ge
Como Yy» ¥y € C vem que we C. Logo, € como € > 0 & tdo pequeno

quanto queiramos, C nEE(z) + ¢, isto &, 7 ¢ ch.”

Dem, da proposigcao 1.1.5.11: Pela defini¢cdo de fecho

‘de um conjunto, o limite de quaiquer sucessdo convergente de ele

mentos de D pertence a c1D. Suponhamos que D & ndo fechado. Seja

entao X tal que X_ ¢ D e X e c1D. Como ha elementos de D tao pPro-

ximos quanto queiramos de % (porque senio X n3ao pertenceria a c1D),

. podemos considerar x como ponto de acumulacdo de D, isto &, como

S limite de pe]b menos uma suces$sao de elementos de D. Conclusdo: se
P _

D e fechado qualquer sucessao de elementos de D ‘tem como limite um

| ponto de ¢1D = D; se D.&.nao fechado, entao ex1stem sucessoes de e

lemeﬁtos-de D que convergenm pafa vectores nao pertencentes e D.”'

Dem. da proposicdo 1.1.5.111: Seja um conjunto de conjun-

tos fechados {D;]icI} . Se N D; = § , entdo & fechado. Se N D,
iel iel

+ ¢ seja xe cl N D . Entao [(W Dar\ E (x) = ¢ . Consequente-

- i€l el E -

mente: Dir\EE(x) # ¢ , Viel<=> xe ¢1b,, ¥iel. Como cada D, e fe-

chado por hipdtese, entao x:aDi, Viel = x « 1£} Di. Ja que o ante

; N 50 ¢1 Nopy -
rior e valido qualquer que seja xec] el Di’ entao ¢l ieID‘_“ 1&101 "

Dem. da proposicao 1.1.5.1IV: Elementar pela definicdao de

conjunto fechado e de fecho de um conjunto.‘l

Dem. da proposicdaoe 1.1.5.V: Se C & fechado, vem pela defini _
cdo, que C = {x| CNE(x) % § , ¥xeC, €50} . Logo C + {a}={x+a|CNnEx)
# §, ¥xeC,e0} = {x|(C+{a})AE(x) # §, ¥xe (C+{a}),e>0}, pelo
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que C +{ay & um conjunto fechado.”

Dem. da proposicao 1.1.5.VI: X{(¥) {x_l(x_,y)eT(?)} , cCom

() = Tnilx,y)]|y2¥In L (x,y)|y<«¥} . E dbvio pela definicdo que
{fix,¥)|y>¥} e {{x,y)y< 7} sdo conjuntos fechados, Pela
© proposicao 1.1.5.111, T{(¥) @ um conjunto fecha-

do. Ora, T{¥) +{(0,-¥)}= {(x,0)|xeX(¥}} &, pela proposicdo 1.1.5.V,

um conjunto - fechado. Consequentemente, & imediato, pela.
definigdo- de conjunto - .. fechado. , que X(y) & f_(_e;

chado.' ”

Dem. da proposicao 1.1.5.VII: Pela definicao de fecho, o

fecho do complementar de D &: cliD = {xlﬁnEe(x),';é’ 0 , VX e D, £>0}.
Logo: int D = (Fﬁ-) ={x]>‘<$ c1D}= {x]3€>0: 5ﬂE£(x) = §} ={x]3F&>0
E¢(x) cD}. Demonstremos agora Ique D & aberto sse D = int D. Como
por definicdo int D € o maior conjunto aberto contido em D, se D &
aber'”{:o énté’o D = int D. Por outro lado, .se D = int D, e pela defi-

nicio de int D, D € um conjunto aberto. ”

Dem. da proposicdo 1.1.5.VIII: Se int D = § entdo & trivi-

almente convexo. Suponha-se entao que int C € nao vazio e sejam

quaisquer x1,x2 € int C. Temos que mostrar que, para qualquer O0gAg 1,

= (1-1)x1+'1xze int. C. Como x1,x2e C, pela proposicao 1.1.5.V1I
existe um €>0 tal que ES(X‘I)CC e Ee(xz)cc. Seja um qualquer vec-
tor w tal que || w |l<€ . Ent3o, e porque Eg(x1) e Ei(xz) estdo con
tidas em C, vem que (x1+w_),' (x2+w)eC. Como C & um conjunto convexo,
2 + W = (1-?t)x‘I PP oW o= (1-1)(x1+w.) +1(x2+w) €C, ¥we R"  com
lw]|lge . Isto significa que E.(z) cC, pelo que Z eint C (proposi-

¢do 1.1.5.VID). |
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Dem. da pr‘OpOSi.C‘a'O 1.1.5.1X: Imediata pelas definicoes e

pela proposicio 1.1.5.VII. “

Dem. do corelario 1.1.5.1X.1: Imediata pelas proposigoes

1.1.5.VIT e 1.1.5.1IX, ”

Dem. da proposicdo 1.1.5.X: Se rint D = ¢, entdo € trivialmen

1,xze rintD.Precisa -

te convexo. Seja entao rint D = 0, e sejam x
mos de mostrar que qualquer que seja D<X < 1, também (1-N)x '+ Ax‘e
€ rintD, Pela proposicdao 1.1.5.IX tal sera equivalente a mostrar

que existe um €0 tal que, qualquer que seja 0<A <1, temos:

[ELO-0x" caxP10vD)Ied o
& C{-x) + xPhe (Eg(0)nS(D)) 1D ()

em que S(D)} = V(D) - {'(-1-2\)x1 +)tx2} . Repare-se que S(D} & um con

junto afim paralelo a V(D). Porque x1,x2e D e porque D_e convexo ,

entao (1*A)x1 +}\x2€D, o que implica que (1-7())(1 raxle v(D)}. Con

sequehtemente, S{(D) contem a origem, pelo que 2 um subespag¢o (Pro-

posi¢do 1.1.2.11). Note-se tambem que x’e rint D = xze D @xze [D+

+ (Eg(0) AS(D)) 1, ¥£> 0. Entdo, .¥e>0

| [{C-0x! + axfys (Et(U)ﬁS(D))]c{{(1-)\)x1}.-i-)L[D-L(Ei({)iﬂS(D))h
+(E¢ (0) NsON] =f1-Mx"p+ (14%) [E,(0) AS(D)T +AD =
(10 Dx ' 22 [E(0) NS(DIT ] + AD - (1-WIx'+(Eg(0) AS(D)) 14D

...(B)
em que & = € {1+}) / (1-X) {note-se que AE2 S{b) = S{D) porque S(D)

ot he

1-
& um subespaco e, por isso, fechado na multiplicac3o por escalar).
Mas como x'e rint D temos que existe algum >0 tal que [x1+(E8(0)ﬂ
NS(D))1<D. Logo, por (B), teremos para algum & >0: '
[(1-0x" AxBs (BN smef(1-0 [x'+(E5(0)n $(D))1 + 2 D)=
C{1-X) D + AD =D
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-

Esta demonstrado que (1-)L)x1 +A xze rint D, V_x1,xzer'-int D, 05)51."

Dem. da proposicao 1.1.5.XI: Se D & um conjunto aberto, entdo,

.pela proposicao 1.1.5.VII, b = int D. Pelo corolario 1.1.5.IX.1 re-
sulta que D = int Dcrint D. Mas pela proposicdo 1.1.5.1X & Bbvio que
D> rint D. Logo, D = rint D, pelo que D & um conjunto relativamente

aberto, ”

Dem. da proposicdo 1.1.6.1: Facamos inf{|l y - x|[| | xec}=¥.

Ao anterior Tnfimo est3 necessiariamente associada uma sucessdo {xK}

. tal que
I} y-xk || =¥ . e (R)
. . ) /"/.
ara, kx| 2o exk o™ xk o xms s exk kK s s - 2 axK ™ -
= 2 '(X'kly: xk—y_> + 2 <x5’y,x‘“-y> -<xk-¥xm-2y,xk-i-xm-2y>
' 2 K 2 2 Ko x™ 2
I (R 2 (R 3 I IR ] R

Como xk,xmec e C & um conjunto convexo, entdo tambem xk-}xmec.
Logo, porque definimos ¥= inf {|| y-x|| |[xeC} , teremos que

I (x%x™ 72 - y]| 2 342

&> (atendendo a (B)):
| x*ox™l ¢ 2l xFoylf 2« 2 x"ey (1 22 862 LLL(0)

Fazendo k e m suficientemente grandes teremos (por (A)) que 1|'xk-y]|
e H xm-y|| serao suficientemente préximos de ¥ {por valores superiores),

ou, o que & o mesmo (atendende a (C)) || xX-x"|| serd suficientemente

4
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proximo de zero. Pela cond1cao necessaria e suficiente de conver-
géncia de sucessoes de CAUCHY BULZANO, podemos entd3o concluir que
a sucessao {x } & convergente para a]gum vector X. Como por hipo-
tese - C € fechado, ent3ao, pela proposi¢ao 1.1.5.11, X €C, ou.seja,
existe um vector X¢ C que minimiza a distancia ao vector y% C.
Para provar‘a unicidade suponhamos que existe um outro vector
%'e € tal que || y-x|| = || y-X'1i=¥ _ ...(D)

Como %, X'€ C e como C & convexo, (x+x Y/2e€ C pelo que

%4 X

ll XX y | 23yt el 7=y 2% v (E)

Mas por outro lado, peia desigualdade de SCHWARTZ,

IEE oy ety -3l «+5 0 v-5 |
& (por (0)) || B Ly ey N3
. ey _ , '
Reunirido (E) e (F) fica: || XXl -y || -¥ -

]
o
L]
e
o2
St

o N0+ (x|
2 . .

Elevando ao quadrado obtemos:

ly-X) + (y-%") , Ly-%) ¢ (y-k') 5% 2
2 2

€ C(y-X, y-F> + <y-%, y-R'> + 2¢y-%, y-k'>= 4%

Como por (D), <y-X, y-X» = (y-X', y-X'y = g2 fica:

pelo que, continuando a ter em conta (D):

S .
cos (y-%, y-x') = <Y X,y-x"'> L
| II'Y-xH TEURERE
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donde se conclui que os vectores (y-x) e {(y-x') sao colineares, isto

-

€,

y-X = A(y-X') para algumieR.

Como por (D) || y-X]| = || y-%']| ., teremos necessariamente que |[A | =1.
Claramente XY= -1, pois se assim nao fosse teriamos
y-x = (-1 (y-)epy = HXe ¢
0 que n3o acontece por hnpdtese. Entio A=1, isto &,
y-X = y-X' & X=X'
Esta estabelecida a unicidade.
Resta demonstrar que <x-X,y-X><0 V¥xeC, € condic3o necessaria e su
ficiente para X ¢C minimizar a distancia entre y e C.
Para provar a suficiéncia admita-se que ¢x-X, y-i-{,gl] para algum X e

- para todo o xe¢C. TeremosE ¥x ¢ C:

Ny-% « % - x||2 = «(y-%) - (x=%), (y-%)-{x-%)>» =

A y-x]| ¢ |

| y-z}2+ || x-%|% - 2<x-%, y-%>

& (pois por hipotese <x-x, y-X» &0, ¥xeC)

-2 -
y-x2 5 Fy-x0%+ || x-%[%, vxec
Como || x-i”z 3 0 fica:

fy-xIl » || y-x]| , ¥xecC

isto @, X minimiza a distancia ao ponto y#(‘,.
Para provar a necessidade, notemos que por C ser convexo, € dado que

XeC: (1-2M)X +Aax = X + A{x-X) ¢ C, ¥xeC, Ogrgl.

il E
Entao, atendendo a¥x minimiza a distancia a y,

| y-r%+ 2 (x-%)111% % || y-%)1', ¥xeC, Ogng Y
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ora, || y-C&e 2(x-)21%= [ y-%)2 e 22) x-2N2 - 22¢ x-%, y-%s .

Substituindo em (H) fica:

)z.ll x-i”z- 2A<x-X, y-X»30 L, ¥xe €, Dgdg 1
Para 2 =0 o anterior € trivialmente verdadeiro. Para O0<A< 1 di-

vida-se por) e passe-se ao limite quando 2~»0. 0 resultado sera

{X-X, ¥y-X><0, ¥xeC.

Esta completada a demonstracgdo, ”

'Dem. da proposicao 1.1.6.1I: Seja C um conjunto convexo

n3o vazio e fechado e seja ye:.C. Pela proposicao 1.1.6.1 existe

um unico vector XegC (minimizador da distancia a y)} que respeita

e
e

<X-X, y-X>20, ¥xeC
-y

& KyIE>E<E, ¥Ry, ¥xeC .
~mas tendo em conta qﬁe i y;i|l2=<y—i,_y->'( Y=KY,y-X7 - <i;y-—i7 R
fica: B y-%|*ccy.y-X3- <x,y-%X >, ¥xeC
Fazendo b=y-X # 0 (pois y¢C,e logo y # X), vem:
<y-x,b» 3 || y-il[z , ¥xeC e<x,by ¢ -] y-i[lz + <‘y,b),Vxe c
Como || y-i”z) 0 (pois, como vimos acima, b=y-X 40) obtemos :
<x,b> < <y,b> , ¥Xe€C
Fazéndo B= sup {<¢x,b> lxeC} teremos,_ como queriamés mostrar:
{x,b> ¢ B, V¥xeC e'<y,b>>s ,

pois o supremo serd atingido necessariamente para um elemento de

C {porque este & fechado). II
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Dem. do coroldrio 1.1.6.11.1: E -obvio que C esta contido

na intersecc¢ao dos semiespagos fechadoé que o contém. Para provar
inversameﬁte que C contem a interseccao dos semiespagos fechados
que o0 contem, vamos proceder por absurdo, Suﬁoﬁhamos gque existe

um ponto 'y que pertence 3 interseccﬁo-dos semiespacos fechados

que contém C, mas que nao.pertence a C. Entao, pela proposicao 1.1.
6.1, existira um hiperplano que.sepafa fortemente y e 0 conjun.
to C, isto &, sera possivel definir um novo semiespa¢o que contem
C e que nao contem y. Mas isto contradiz o facte de y pertencer &
todos os sem1e§bacos fechados que contém C. Consequentemente, C
_contem a interseccao dos semiespagos fechados que contém C. Esta
demonstrado que C € interseccao dos semiespacgos fpchados que o con
tém..ll S _ _}/ |

Ce |
Dem. da' proposicao 1.1.7.1: Seja X um ponto da fronteira

-

de C. Existe pelo menos uma sucessao {yk}, com cada yk¢ clC, tal
que ykKsX (bois X estd na fronteira de C). Pela proposicao 1.1.6.11,
existe para cada yk um hiper'.p1ano'<x,bk> =p tal que <bk,yk>><x,bk7,'

VxeC. Divida-se a anterior desigualdade por || bK]| > 0, donde fica:

b K

K
e, ¥y -x»2>0, ¥xeC ... {A)
1 ok

Sendo{bk/” bk”} uma sucessao limitada por construgao (pois qualquer
bk/kull tem norma 1)}, existira pelo menos uma subsucessio conver-
gente da sucessao {kaH ka} . Restrinjamo-nos aos termos desta

subsucessdo convergente, e seja /]| b]l o seu limite. Passando (A)

ao limite quando yX=X fica entdo

ol

< — X-x»320, VxeC

o ]|
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isto &, existe um hiperplano de suﬁorte_a'c no ponto X definido E

‘ pela equacdo c - |
. ' (___:___ ’i_x7‘0. I . . .
- lig]| | -
./4
: /
. ;
~
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SECCKD 1.2.

Dem. da proposigao 1.2.2.1: A condig3o f(x) » -« , ¥xe& R",

e imposta de modo a impedir ambiguidades de tipo w-w . Sejam entdo

quaisquer dois vectores x1,x2 de R". 0s vectores de Bn+1 dados por

(x1,f(x1)) e (xz,f(xz)) pertencem por definigao a epif{x). Se f(x)
& convexa, epif(x) & convexo, pelo que

(10 (xeah)) + 2N xZL(x2)) e epi Fix)

@ CTO-0x a1, T +af(xB)1 ) € epi F(x)
: ’ e ’
&  FLU-Nx +axZT€ (1-0F(xD e 2 (x?)
Mogtfﬁmos que epi f“Eo$vex0'imp11ca a anterior desigualdade,
Admitaﬁos agora_esta-ﬁltima desigua1da&e: f[(1-))x1;‘kx2 ]s(1-))f(x1h
e NF(x%), ¥xl,x% e mr".
Mostremos inversamente.que'é1a implica que epi f(x) seja convexo.

Sejam quaisquer_r1-;f(x1) er, )f(xg). Temos entio:

-

f[(1-1)x’+ kxz] 5(1—1)r1+ Ar,, ¥ (x1,r1),(x2;r2)e epi f{x}

& (L=-0x x 221,000 r s X e, ) e epi £, ¥(x,ry),

(xz,r e epi f.
& epi f & um conjunto convexo. "

Dem. do corolario 1.2.2.1.1: Seja f[}1x1+7)2x2%...4ikmxm].

Sem perda de generalidade podemos considerar todos os)si # 0( i=1,

...u@, pois em caso contrario basta elimina-los da expressao, di-
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minuindo correspondentemente o valor do m. Se cada »; & nao nulo,
entdo também nenhum @ igual a 1, a menos que m=1. Ora se m=1, o
resultado & imediato pela proposigdo 1.2.2.1, Se m>1, & vE]ido,

1 .2 m

para quaisquer X ,x",...,Xx  que:

)zxzé...+‘)mxm
It

Assim sendo, e pela proposigao 1.2.2.1, se f & convexa temos:

]

TN P WL IR 1 WARIC RO

. - 2_ m
) x +III+) x *
. - 1

. _ | N
= X‘l f(x1)+(1-.}1)f[)‘—g—-_ x2+(1_ 2\2 )(1-11)(X3X +..t’)\mxm)
1-X, 1-24 EENSW

e

P
i

Aplicando novamente .o mesmo argumento fica:
'f[l;x1+12x2+)3x3+.}.+)mxm].4)3f(x1)+ 12f(x2) +

-l.- (1~ ‘}_‘2_ ) f[(‘l-)‘l ()3X3+...+1mxm)
-4 t-Xx, - X,

]

Prosseguindo, sucessivamente obteremos (tendo em conta que zxi=1)
f[11x1+...+lm'ﬁm] gl1f(x1) +...+)~mf(xm).

Consideremos agora inversamente que se verifica a anterior desi-
gualdade. Mostremos que ela implica que a fun¢3o & convexa, isto
€, que o epigrafo da funcao & um conjunto convexo. Para isso con

sideramos r1'»f(x1), rz‘;f(xz), R rmb,f(xm). jsto &, (x‘,ri),
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(xz,rz), cees txm,rﬁ)e epi f. Pela desjgua1dade vem:

f[ 11x1+ 12x2+...+"lmxm] gﬁr4+ )2r2+;.14 1mxm’ vn|;f(x1),.u.

& | )1x1+...+ 1mxm; )1r1+...+ )mrm)e epi f(x), V(x1,r1k£pif,“.

ou seja, epi f € um conjunto convexo, conforme se confirma facil-
mente a partir da definicao (para o que basta desenvolver um argu

mento recursivo similar ao efectuado acima). ||

Dem. da proposicao 1.2.2.11: Sendo f1 e f, funcoes conves -

" xas proprias fica, nomeadamente, afastada a hipotese de verifica-
¢3o de qualquer ambiguidade do tipo =-« ., Para atem disso, & apli:
cavel a proposicio 1.2.2.11. Desta proposiciqfvem que, Vx1,x2 e R",

0¢X <1 (e porgque fTre f2 530 convexas):

SR N (E Y L P REC I VI N CH I N ML)

£o0(1-0)x s 2321 € (12N, 0x1) + 25, («7)

£ L% A3, LN x M Xk B € (1) (D, (x PO
s XF e, (x2))

Consequentemente f, +f, & uma fun¢ao convexa. Como f1 e f, sao

proprias € imediato pela definicio que fq+ fy € propria . l‘

Dem. da proposicao 1.2.2.111: Seja por exemplo o conjun

to Sf(u) para algum « (para S; («) a demonstragdo & perfeita-
mente identica). S?(u) pode ser encarado como a projec¢ao sobre
R" de um conjunto convexo dado pela intersecgao de epi f e o

semiespago {(x,r)|r¢x} (ambos conjuntos convexos). Ora, a pro
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jeccao sobre ]Qnde ym conjunto de Rn+4'consegue-se atraves de uma
transformacao linear com matriz A = [1,:0], em que I & a matriz

n
jdentidade de ordem n., Pela proposicao 1,1.1.IV, S7 (a) & entao

= A

um conjunto convexo para cada & e¢[- =, +=]. |['

Dem. da proposi¢ao 1.2.2.1V: Como cada fungao L e conve

xa, os seus epigrafos sdo conjuntos convexos. Como o epigrafo de
f(x) &€ dado por

epi f = () epif,
iel ‘

€ um conjunto convexo (prop. 1.1.1.1). A funcao f & por isso con

‘vexa. "

-

-~ -

Dem. da proposicdo 1.2.2.V: 0 epigrafo de f(x) & dado por

epi'fx) =-F4{(0,r)|r 30}

- isto €, pela soma do conjunto F com o semirecta vertical ascen-
dente emanada da origem (que & um conjunto Convexo, COmMO Se con-
firma facilmente pela definicao). A proposicdo t.1.1.I1 permite
concluir que epi f & um conjunto convexo, pelo que a func3o & con

vexa. N

Dem. da proposicao 1.2.2.VI: 0 dominio efectivo de wuma.

funcdo convexa € a projec¢ao sobre R" do seu epigrafo convexo.
Pelo que vimos na demonstracao da propesicao 1.2.2,.111, a pro-

n+1 2 o resultado de uma

jecqio sobre R" de um conjunto de R
transformagdo linear da matriz A = {Iniﬂ]. Consequentemente, pe-
la proposigao 1.1.1.1V, o dominio efectivo serd um conjunto con-

vexo., "
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Dem. da prqposﬁcﬁo 1.2.3.1: Elementar a partir das defi-

ni¢cées de conjunto convexo, fungido convexa, fungio propria e fun

¢ao indicadora. ”

Dem. da proposicao 1.2.4.1: Mostrar que o epigrafo de I

uma func50 Tinearmente homogénea € um cone significa mostrar que
& fechado na multiplicacdo por escalar positivo , Seja (x,r) e
cepi f{x). Como roz f(x) e horque f(x) @ linearmente homogénea vem
que Ar z Af(x) = f{ax). Logo também { ax, Ar) = a(x,r)e epi f(x),

isto €, o epi f(x) & fechado na multiplicacdo por escalar positi-

-vo.,”

Pem. da proposicao 1.2.4.11: Seja f(x) uma funcao linear
P _

.\ menteé homogénea de R" ‘em ]-=, +»] . Pela prqﬁbsicio 1.2.2.1 ela

é convexa sse, para qualquer Og¢Ag1:

FL(1-N) zleazZT < (-0 F(2Y) + M%), vz',z%¢ R

e>fI(1-2) 2o d 2234 FLOI-0) 217 & fraz8,vz 2% e B

Fazendo x1=(1-1)z1 e x2= 122 vem equivalentemente: .

f( x1+x2)g‘f(x1) + f(xz), Vx1,x2e.3n . ”

Dem. da proposicgao 1.2.4.111:Evidente a partir da defini

¢80 de funcdo convexa e da proposicdo 1.1.1.11I. “

Dem. da proposi¢do 1,2.4.1V: Para dado A>0 temos A(epi f)=

= {Mx,r)|raf(x)} = {(Ax,Ar)|ry f(x)} . Substituindo Ax por x

(x por x/» ) e ar por r {(r por r/x } fica, equivalentemente:
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Aepi f)= {(x,rj]rh~§'f(x/l)}=((x,r)lr;zf(k/x)} = epi[AF(x/X)]=
= epi (FA) (x}. ||

Dem. da proposicdo 1.2.4.V: Pela proposicdo 1.2.4.1 o epi-
n+1

grafo de uma func¢d3o linearmente homogénea & um cone em R Lo

go, a maior funcao linearmente homogénea majorada por f(x) tera

como epigrafo o cone convexo gerado por epi f(x), isto é:

epi h(x)= PUx,r)[D0.ry ()} = ((xar) W0, 5 (DY =

= £ OGP [ 20,r 32 F(x/2 M ={(x,r) [M0,ry (FA) (x)}

-

Pela definicdo de epigrafo vem entao:
h(x) = inf{r|X0,r 3 (FA)(x)} = inf { (F(x)[2>0} . ||
ey

‘Dem, da proposicao 1.2.4.¥1: Pela definigio, uma funcio

'conyexa € linearmente homagénea sse coincide com a funcdo conve-
xa linearmente homogénea por ela gerada, Por outras palavras, uma
funcdo convexa & linearmente homogénea sse o seu epigrafo e um co
ne convexo (pois € convexa sse o seu epigrafo & convexo, e & 1i-
nearmente homogénea sse o seu epigrafo & um cone - proposicdo 1.
2.4.1). Logo, a funcao indicadora de um conjunto convexo & linear
mente homogénea sse o seu epigrafo for um cone (ja que & convexo

- proposi¢do 1.2.3.1), isto & sse

{(x,r)| 8(x[CY¢ r} =M (x,r)]| 8(x|C)gr}, ¥2>0

< {(x,r)] S8(x|crs r} = {OAx, A r)] S(x|C)s r}

{0 | 8510« 5} = {xurd | A8 ) ¢

={(x,r)| (x| Ac) ¢ r}, ¥X0
@ S(x|c) = S(x|Xc) , w0
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< € =AC, W0

ou seja, S(x|c) & 1inearmente homogénea sse C & um cone. ||

Dem. da proposicdo 1.2.5.1: Vamos demonstrar apenas que g{x)

€ cdncava sse -g{(x) & convexa. 0 restante demonstra-se com o mesmo

argumento. Seja entdo g(x) uma funcdo cOncava. Logo hip g & um con-
{tx,r)]-r 5 -g(x)} =
- epj (-g(-x}), pe-

junto convexo, Mds hip g(x) = {(x;r)lrs g{x)}
= -1 (-x,-r)|ry -g()} = - {(x,r)|r5-g(-x)}

1o que -epi(-g(-x)) & um conjunto convexo. Pela proposicio 1.1.1.111I,

epi(-g(-k)) & também um conjunto convexo, Atendendo a que epi{(-g(x})=
A.epi(-g(-x)), com Aa[-1n51] (in=matriz identidade de ordem n),a pro
posicdo 1.1.1.1V permite concluir que epi{-g(x)) & convexo, isto & ,
que -g{x)} & uma fun¢ao convexa. Um raciocinio jﬁ}erso pe}mite concluir

que se -g(x) & convexa, g(x) & concava. |}

~

Dem. da proposicdo 1.2.5.1I: Decorre directamente das propo

sicoes 1.2.2.1 e 1.2.5.1. |

Dem. do corolario 1.2.5,1L1: Decorre directamente do corold

rio 1.2.2.1.1 e da proposicdo 1.2.5.1. ||

Dem. da proposicao 1.2.5.I11:Imediata pelas definicdes de

fungGes convexa e cdncava prdpria e pela proposicdo 1.2.5.1. ||

Dem. da proposicao 1.2.5.1V: Decorre directamente das pro-

posicoes 1.2.2.11 e 1.2.5.111. |
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Dem. da propdsicﬁo 1.2.5.V: Decorﬁe directamente das pro- .

posicdes 1.2.2.1I1 e 1.2.5.1. ||

Dem. da proposicao 1.2.5.V1: Decorre directamente.dasjprb; -

posigdes 1.2.2.1V e 1.2.5.1. |

Dem. da proposi¢do 1.2.5.VII: Decorre directamente das pro

posicies 1.2.2.V e 1.2.5.1 . ||

. Dem. da proposicdo 1.2.5.VI11: Imediata pelas definicdes

de dominio efectivo de fun¢Oes convexas e cGncavas e pela proposi

e

¢do 1.2.5.1. . || . 7
oy

-Dem. da proposicio 1.2.5.Ix:‘Decorre directamente das pro

‘posicBes 1.2,2.V1, 1.2.5.1 ¢ 1.2.5.VIII. ||

Dem. da proposigdo 1.2.5.X: Similar & demonstracdo da pro

posi¢do 1.2.4.1, bastando substituir epi f(x) = {(x,r)|r > f(x))

por hip g(x)= {(x,r)|r<o(x)} . |

Dem. da proposicdo 1.2.5.XI: Decorre directamente das pre

posicdes 1.2.4.11 e 1.2.5.1. ||

Dem. da proposicdo 1.2.5.XI1I: Evidente a partir da defini.

¢io de fungdo concava e da proposicdo 1.1.1.1I1. |]
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Dem, da proposicao 1.2,5.XIII: Similar a demonstracao da

proposicdo 1.2.4.IV, bastando substituir epi f(x) = {(x,r)}|ryf(x)}
por hip g(x) = {{(x,r)freg(x)y . || |

Dem. da proposicido 1.2.5.X1V: Idem relativamente a propo

sicdo 1.2.4.v. |

Dem. da proposicao 1.2.6.1:5eja a equacao de definic¢do do

hiperplano em M1

<(x,r), (b,b )> = o , com b, £ 0
& rby = o LXx,by + o p

rd

Como ﬁor hipéfese b0 = 0 vem equiva]entementei

b ) of
r= ¢ X, Y+ po
by o -

que & uma func¢do linear n3o vertical em R". |

Dem. da proposicao 1.2.6.11: Comece-se por notar que o sub

"1 dado por {(x,1{x))] 1(x)= <x,a» -} € um hiperpla

n+t

conjunto de'B
no nao vertical em R . Com efeito, {(x,]Tx))l1(x) =X ,ay~f}=

= {(x,r)| <(x,r), (a,-1)> =p}. Assim sendo, o epigrafo e o hipogra
fo de 1(x) sdo respectivamente os semiespacos fechados superior e
inferior gerados por este hiperplano . Como pela proposicao 1.1.3.11
0os semiespacos sao conjuntos convexds, 1(x) & simultaneamente uma
funcdo convexa e concava., Repare-se ﬁue se' 1(x) = Ywesta funcao nao

n+1

definira nenhum hiperplano em R » pois nao existe nenhum par

(a,p) ¢R
tuagdo, 1{x) = +o0 (1{x) = ~o )} & simultaneamente convexa e cOncava

resp. o seu hipografo) _ ne1
pois o seu epigrafo/e um conjunto vazio (e R

n+1 tal que ¢x,2> -P= Yoo . Apesar de tudo, mesmo nesta si

}) e o seu-hipografo
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§ R™' (& o conjunto vazio). ||

Dem. da proposicdo 1.2.7.1: Vamos mostrar que : 1) (i)e(iii);
2) (1ii)=>(i1); 3) (ii)=>(4).
1) Sendo Z(x) s.c.i., e pela definigcao, teremos Z{x)g lim Z(xi)

. xe X
qualquer gque seja a sucessao {x1}.'Admita-se uma qualguer sucessao

{ri} tal que Tim ricr e p! zZ(xi)ﬂ para todo o i. A condicdo Z(x)<
'sh:m Z(xi) pode ser feexpressa equivalentemente como
X 1o X

2{x) gr, ¥ as sucessoes {xi}—rx e {ri}.,r tais que rigz(xi)
para -todo o 1.
Isto &: qualquer sucessao (xi,ri) de elementos do epigrafo de Z({x)
tem como limite um elemento do epigrafo de Z: Qg,ﬁ) (pois Z{x)g r). -
Peia ;:‘:roposilc‘é'o 1.1.5.11, o epig‘rafo de Z é'um’;conjunto fechado.'Mo_g_.
tramos que (i)&#ﬁiiii. ! -
2) Seja'(iii). Se o epigrafo de 78 fechado, ent3o pela proposicdo
1.1.5.11, qualquer sucessdo {(xi,ri)}de seus elementos ainda g um

elemento seu. Faca-se r' =q para todo o i. Fica entao que:

2{x)<o , Va sucessé'o{xi}—.x tal que Z(xi)socpara todo o 1.
Isto €: qualquer sucessao de vectores x e sz_ (x) tem como limite um
elemento de SE (), Pela proposicdo 1.1.5.11, Si ()} @ um conjunto
fechado qualquer que tenha sido o« considerado. Provamos gue {(iii)=»(ii
3) Admita-se (ii), ou seja, admita-se que SS?_(«) & um conjunto fechado
qualquer que seja de€[-w, +® ], Considerem-se quaisduer sucessﬁe.s

{xi}-x e {ri}-»r' = 1im Z(Xi). Sendo r = lim Z(xi) havera um i a partir

X1-'rx xl-ax

do qual (pela definicio de Timite): ‘ -
r —acl(xi) <r +g, ¥£>0.

Tal implica que ¥€>0 3% e N :iﬂ'a:?xié {ylz(y) < re e}
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Passando ao limite quando¢~0" teremos que:

1

X = 1im xiec'l {ylZ(y)g: ry @ xecl _Sé {r)
Como S{ (r)_é fechado (porque (ii) se verifica pbr hipdtese) tere-
mos : |

x e S3 (}-) & 2x)gr = 1im 201,

ou seja, Z € s.c.i. Estd também demonstrado que (ii)=p(i). ||

Dem. do coroldrio 1.2,7.1.1: Faga-se W(x) = Z(x) + 8(x|S§(5c)).
Temos que S‘ﬁ(al) = { x|W{x)ga} = {x|Z(x) + S(xIS‘z(J()) §o} =
={s‘z,(o<)_ se ®<&

£ _ - 7

S;(X) se x3z¥X ’

| » e , | .

‘Como SZ- (¢} para Ks?i sao conjuntos fechados por hipotese, a fungao
W(x) & s.c.i. Consequentemente, & também s.c.i. relativamente a S‘;(Z).

‘Mas W(x) = Z(x) para todo o xe S‘i‘ (X),pelo que Z{(x) & igualmente -

s.c.i. relativamente a Sg &) . |

Dem. da proposicdo 1.2.7.I1: Elementar a-partir da definicdo. ||

Dem. da proposicdo 1.2.7.111:Elementar a partir da defini-

¢ao. ||

Dem, da proposicde 1.2.7.1V: Se Z(x) = Sup {z,(x)|ie1} te-

mos que

epi 2(x) = [ epi 2, (x)
- iel
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Ora, se as fungoes Zi(x) sao s.c.i., 0s respectivos epigrafos sao
conjuntos fechados (propo;ic50'1.2.?.1). Como a interseccao de
conjuntb fechados & um conjunto fechado (prop. 1.1.5.111); epi Z{x)
¢ tambem um conjunto fechado. Pela proposicdao 1.2.7.1, a funcdo

Z{x) & s.c.i. . ||

————— Dem.- da proposicdo 1.2.7.V: Elementar pelas definicdes. Il

Dem, da propoesigao 1.2.7.VI: Decorre directamente das prg

posig¢Bes 1.2.7.1 e 1.2.7.V. ||

Dem. do coroldrio 1.2.7.VI.1: Decorre directamente do co

roldario 1.2.7.1.1 e da proposicdo 1.2.7.V, I[f
s ’

~

Dem. da proposicdo 1.2.7.VII: Elementar a partir da defi

nicdo. ||

- Dem. da proposicdo 1.2.7.VIIi:Elementar a partir da defi

ni¢io . || | .

Dem da proposigao 1,2.7.IX: Similar & demonstracao da pro

posicdo 1.2.7.1V, bastando substituir epi Z(x) por hip Z(x). ||

Dem. da proposicdo 1.2.7.X: Imediata pelas definicdes e pe

las proposigoes 1.2.5.1 e 1.2.7.V. || T

- Dem. da proposi¢50'1.2.8.1:'Decofre directamente das defi-

nicdes. ||
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. Dem. do corolario 1.2.8.1.1: Imediato pela proposicac 1.

2.8.1. ||

L

Dem. do corolario 1.2.8.1.2: Imediato péIa proposicao 1.

2.8.1 e pela definicdo de limite de uma fungdo. ||

Dem. da proposicao 1.2.8.11: Consideremos todas as possi

veis sucessoes {xi} convergentes e de elementos de D, tais que
Z(xi41)2 Z(xi),erié,y . Como D & nao vazio, existe pelo menos
uma Qestés sucessoes {(no caso de D possuir um Unico elemento, ela
sera a sucessio constante). Como D & fechado, entaoc todas estas
sucessdes convergentes terdo como Iimifes elementgs de D (propo-
si¢ao-1.1.5.11). Representemo-Tlos por X . Pprqug a funciﬁ Z(x} é
continua re]ativéméntg 2 D, entdo Z(X) = 1im_JZ(xi) (proposicdo
1.2.8.1). Teremos entdo, e por.construgﬁéj-;ﬁe o ._ miximo de
1z qm'D sera dado pelo X associado ao haior Z{X) conseguido, Com
.efé}to; e porque D & limitado, nae ha a possibilidade de existi-
rem sucessaés divergentes de elemeﬁtos de D tais que Z(xi+1)2 Z(xi).
Atraves de um argumento similar, e parﬁindo de todas as suces -

soes de elementos de D tais que Z(x1+1);§Z(x1) mostra-se que exis

te minimo finito de Z em D. ||
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Dem. da proposi¢do 1.2.8.111: Teremos que mostrar: 1) para

fungoes convexas improprias e 2) para funcdes convexas proprias.
1) Como sabemos, uma funcio convexa & imprdpria se & a funcido cons
tante + ®@ ou se para algum xe R" temos f(x) = -o . Se f(x) € a

fungao constante +® o seu dominio efectivo é .vazio, pelo que a pro
posicio & trivial neste caso. Se f{x) & imprépria porque f(x) = -
pera pelo menos algum xg}lnl , consideremos que o interior relativo

do seu dominio relativo & nao vazio, pois caso contrdrio a proposi
1

¢ao & trivial. Siaja entaoc x € rint dom f, tal que f(x1) s - o
Mostfemos e que f(x) = -m; para todo o xe rint dom f. Suponha-
mos que existe um x2e dom f tal que f(xz) >-o0 . Por definigcao, dado
que f.& convexa, ((‘I-Jl.)x1 +kx2; (_1—A)f(x1) +).f"(x2))eep1' f,¥0gr g
< fr{1-)x" +}\x2]:§(\1-1) f(x') + 2F(x2),v0e X< 1. Porque f(x')=
= -~ Vvem que f[(1-j\)£1+ 7\x2]= -0, YO0EX<i. Coma o gnterior e vé'l_i

2¢ dom f tal que f(x2)>-ao, conclui-se que

'do qualquer que seja X
'se'f(x1) = - para algum x1€ rint dom f,entdo f(x) = -oo,¥xerint domf.
Qra, pela proposigao 1.2.8.1, e.imediato que uma funcao constante
num determinado conjunto & continua relativamente a ele (e relativa
mente a gqualquer seu Subconjﬁnto).
2) Mostremos agora que a proposigao &€ valida se f(x) e propria e se
tem rint dom f#4¢. Seja um qualquer X €C com C relativamente aberto
(C=rint C) e contido no rint dom f. Mostrar que f € coht%nua em X
relafivamente a C & mostrar (pelo corolirio 1.2.8.1.2) que ¥ £>0318%0:
(] x-%||sSAxeC)=o|f(x)-F(X)]|sE. |
Seja V(C) a envolvente afim de C. Como C & relativamente aberto e

X € C, entio existe um 8>0 tal que (]| x-%]}<8" Axev(C))=xecC.
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Construa-se

b max { max[f(X + 8Ty, f(x), fx- 3’\' )-F(X)1} - ...(A) "

1€i¢n
em que {vj,...,v } € uma base ortonormada do subespaco $(C) para-

lelo 3 variedade linear V(C). Seja:

8= min{sr:} 3 ES' } ...(B)

Note-se que $<&(pois my1). Escolha-se um x e V(C) com || x-X|l< § .
Como {x-X)e S(-C)‘, podemos escrever (i-i) come combinacao linear dos
vectores vi,,..,v": (xIX) = Z. %, v (pois{v‘,...vm} € uma base

: i=1
de S(C)).

Faca-se =_0{i/8' , donde vem: P
| x-i -':8' Z. Fi-\fi f ...(C)
i=1 :
_ - 1/2
- 1/2 . R ;.1
Logo: || x-X]|| = <x-X, x-%X> = 3(5_1.,_‘;1.\1 : iirs]v ‘-S(Z. 3
. (D)

(j5 que || vi|| =1 e <viviy=o para 1#j). Como escolhemos x tal que

|| x-%1i¢® vem, por (B),' que:

| x- x]l =~ & (por (D)) (_21(5

Note-se tamb&m que porque I x->'<||53 e por (D) obtemos:

2 2 1/ !
| 8'(£_1 (5,-) $8=?(p0r (8)) 3(‘2 P ¢ e3
i=

i=1 0

= : € '
(”1 < me : ~ ...{E)
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Dada a convexidade de f temos que:

) m
£(x) = £(X +{x-%))= (por (€)) F(X + 8" Z p@.v') -
i1
el 2 (ke wSpvh)
= ,[ﬁi=1 X + 0 Pi.v ]
g4 M ) , i
& - Z f(X+mép.v')  (pelo corol. 1.2.2.1.1)
i=1 - _
1 3 | . O
= - 2 fll-mp. )Xk + mpy(X+3.v7)]

i=1

A
I—-l

= % E{1-m {”1”(’-‘) +mpy f(x +"8'vi)] (pelo corol,
i=1

. 1.2.2.1.1}

- - L

1

m ' .
_FR) e T By DF(X +8'v1) - ()]
R

‘Atendendo a (A}, & obvio que (X + 80y - f(x)<sH pele que
m

Fx)-F(X) €0. 3 By

i=1

De (E) obtemos:

£F(x) - F(X) € B m. —renf(x) - f(R)sE

Em sintese, mostramos que (|| x-X||€8 A xeV(C))=f(x) - f(X)gE.

Mostremos agora que tambem -(f(x)-f(X))=F(X)-f({x)}<E ., Seja

y=2Xx - x (ye V(C) porque k,i €C), e note-se que: -
| y-x|| = |f 2x-x-x}| = [} x-x]|

pelo que (ji que por hipdtese || x-x||<8): || y-x|| < ¥ .
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Consequentemente, por (F) temos:

fly) - f(X) <€
Mas como X = % X + % y e porque f € convexa:
F(R) ¢ oF(y) + 5f(x) & fly)»2f(X) - f(x)

Substituindo em'(G) fica:

(I x-%[|¢8 A xev(C)) = f(X) - f(x) £¢
Reun{ndo (F) e (H) teremos:

(|[ ;-i <8 A x eV(C)) = |f{x) Q:,./f(/i)l <€

Ora o anterior implica,' como queriamos mostrar:

~

(Il x-xlle 8A xec) > {f(x) - F(R) g€ .|

...(6)

. (H)

Dem. do coroldrio 1.2.8.111.1: Decorre directamente da pro

posicdo 1.2.8.111, coroldario 1.2.8.1.1 e proposicao 1.2.5.1,

!

Dem. do corolario 1.2.8.1I11.2: Pela proposicio 1.2.6.11,

uma funcao linear nao vertical & convexa (e c8Oncava). E obvio que

tem dominio efectivo Rr" . Logo, como R" & relativamente aberto >

uma funcdo linear ndo vertical & continua em R" (pela proposicio

1.2.8.111). |

Dem. da proposicio 1,2.8.IV: Seja xelL. Porque L & local
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mente simp1jcia1 existem simplex's 51,...,Smc L tais que para

algum €>0 teremos E g (x) N(S;U...US ) = E.(x) NL LAY
Cada_um destes simplex's S1 que contém x pode ser "triangulari ‘
zado" num numero finito de outros simp1ex'§ Ti,1""Ti,k tendo x

por vértice e tais que 5 T4 j > Si' Para tal basta considerar,
=1 :

por exemplo, cada T{ como o simplex que tem como vértices o

»
vector X e (m-1) vertices de Si.

Ent3o, por construcio e atendendo a (A}, temos:

Eg(x)NL = E(x)n (U T, j)
1,J *

Se pudermos demonstrar que f & s.c.s. relativamente a cada Ti i
. ]

e imediato que também & s.c.s. relativamente a U~ Ts j &» por-
- . - 14 i
tanto, a ScU T. .. 0 argumento esta assim reduzido a mostrar
.3 7. ;
que Sse Tij e um simplex' contido no dom f e tem x por um dos ver
, _ _ Al

tices, entao @ s.c.s. em x relativamente a Tij'
. - [}

Sejam {v1,..1vp} 0s vértices de Tij para alem de x. Por defini-

¢do de simplex, cada vector y de Ti; m

binacao linear dos véertices de Tij’ isto &, para dados 0611,...,
<1 ' .

,kp

_— b
y = (1-11-7\2-...-)p)x+ 7\1 v +...+')&IJ v

pode ser expresso como com

Como f & uma funcdo convexa vem pelo coroldario 1.2.2.1.1 que (1):

FIY) SO0 = Xgmem XD E(x)+ A X, F(P)

{1) - Note-se que neste caso o corolirio 1.2.2.1.1 & valido mesmo_quandd f=-co
~ para algum vector de Tij' Com efeito, e ja que por construcao Tijc;dom f,

entdo f(y) <+w, Vy'eng. Esta por isso afastada qualquer hipdtese de

ambiguidades w-eo que constituiam a iinica razao da restricao f>-o na pro
posicao 1.2,2.1 e seu corolario.
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' Fagamos y-#x, o0 que significa fazer 7\1,...,1-m-—P 0. Fica:

Tim f(y) £ £(x)
Y- X

ou seja, f & s.c.s, em x relativamente a Tis - |l

Dem. do corolario 1.2.8.1V.1: Decorre directamente da pro-

posi¢ao 1.2.8.1V, corolario 1.2.8.1.1 e proposicdo 1.2.5.1. ||

Dem. da proposicdo 1.2.8.V: Seja {el,...,en} o conjunto dos

véctores-co'luna da matriz identidade de ordem n., Para cada X GLRB+

7

e para cada £€> 0 real, formemos o simplex
, : . p

S = cpn\(‘{ Ogx+ € eys...3x+ £}

Teremos necessariamente

E(X)AR" = E(x)nS, ¥xeR" ,e>0
£ - 0+ ' 0+ -

R" &, portanto, um conjunto localmente simplicial. ||
D+ : '

~ Dem, - da proposi-cé'o 1.2.9.1: Seja Z diferenciavel no ponto x.

Por definicdo teremos, fazendo y=x+ Ad e com d # 0:

Z(x+2d)-7{x)-<VZ(x),Ad> = _

~ _ | Hm.
YIRS xad

i lim Z(x+ 2d)-Z(x)- ANV Z(x),d> -0
|| ¢]l »v0t _ A -
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Az (x,4) -<VZ(x),d> 1= 0
(S - |

7' (x,d) =<Vz(x), d>. |

Dem. do corolario 1.2.9.1.1: Pela proposicao 1.2.9.1 te-

mos que:

' (x,d) =<VZ(x),d>

Pela definicao de-derivada direccional vem por outro lado que :

Z' {x,d) = lim Z{x4nd)-Z(x)
)10"’ ’ .)\

\ Logo, fazendo d = ej (j=1,...,n) obtemos: S

o~ .
ij()s)=<VZ(x)-’ e3> -"-"‘I'I_!I‘I Z(X+).ej)—2()() . "
: Aot AT

Dem. da proposicﬁo 1.2.9.11: Para y=x'a igualdade e trivi

almente verificada. Para y # x, e porque f & convexa, vem pela pro

posicao 1.2.2.1: )

FLO1=Mx+ Ayl € (1-2)F(x)+ Xfly), V yeR", 04X¢1

Fx+ ‘A(y_-;)l - f(.x)éf(y)_f(x), ¥ yeR" , 0sh¢

Passando ao limite quando A+0% fica: £'(x,y-x) < fly)-f(x), Vyé R"
Ora, pela proposicio 1.2.9.1, temos £ (x,y-x)= <VF(x),y-x> , Delo
que KV F(x),y-x>< f(y)-f(x), V¥ye RT@F(y) % flx)+<VF(x),y-x> ,
vweR" ||| | | |
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Dem. do cor‘ola’ir‘iﬁ 1.2.9'.11.1: Deco'rr-e dir‘_éctamente das

proposicées 1.2.9.11 e 1.2.5.1. ||

~——— Dem. da proposicdo 1.2,9.111: Atendendo @ proposicao 1.2.9.11,

temos que : f convexa em C#f(y)éf(x) +<Vf(x),y-x>, ¥x,ye C.

Resta demonstrar a implicacdao inversa. Facamos x=(1-r)x1+,ux2 com
-0$p$1 e x1,x2e C. Consideremos alternadamente y=x1 e y=$c2, donde
fica: (i) (para y=x1) ' f(x1)» f(x) +<Vf(x’),x1-x>

. 2 2 2

(ii) (para y=x°) FAx) »F(x) +<VFf{x),x-x>

Mﬁ]tip]icando (i} por 11-/;) e (1) por}; fica, depois de somarmes or
denadamente: (1- y\)f(x Y+ ’Af(x ) 7 f(x) +<Vf(x), (1-)1)x +’hx -X> .

f

Como x.= (1-ﬂ)x+}4x obtemos

(1- p)f(x ) +).tf(x Y% FL{1- P)x + X '_]

-

Pela propos1cao 1.2. 2.1 podemos concluir que f & convexa. I

Dem, do corolario 1.2.9_111..1: Decorre directamente das pro

posi¢des 1.2.9.111 e 1.2.5.1. ||

o

Dém. do coroldrio 1.2.9.111.2: Vamos demonstrar pava o caso

de Z{x) ser uma funcdo convexa, Para fun¢des cdncavas a demonstra-
¢do & similar, atendendo 3 simetria estabelecida pela propbsic&'o 1.2,
5.1. Seja entdo uma fungao _Z(x) diferenciavel e convexa num conjun-
to C. Pela proposicdo 1.2.9.I11 vem que Z(y)» Z{x) +<VZ(x),y-x> ,
¥x,ye C. |

Ora, X &€ minimo global no conjunto C sse

Z(Q)»z(i), ¥yel <::; .<.VZ(FJ,y-i$ >0 , Yye(.



- 85 -

Na medida em que C & Um conjunto aberto, y-X pode assumir qualquer

sinal, pelo que o anterior & equivalente a VZ(%) = 0, ||

Dem. da proposicao 1.2.9.IV: Pela formula de desenvoivi

mento em serie de Taylor de uma funcao temos, dados x,y € C:

fly) = fx) +<VF(x)sy-x>+ %< y-x; Hlx+ 8 (y-x)1 (y-x)>

para algum 0<0< 1.

1) Demonstremos em primeiro lugar que.se H é semidefinida positi-
va para todo 0 x¢€ C, entao f & convexa em C.

Comece-se por reparar que se x;yc;c,'entio tambem x+ @.(y-x)=
=(1-0)x+ gy eC, pois C & convexsa. Se H & semidefinida positiva para

,-/
todo 0 xe¢ C temos que:

/

AR ‘
-12<y-x. Hix+ 8 (y-x)1 (y-x)>»0, ¥x,yeC

Pelo desenvolvimento em serie de Taylor tal equivale a

fly)>» f(x} +<Vf(x),yd03 ¥x,yeC

L4

Pela proposicdo 1.2.9.111 a fun¢3o & convexa em C,
2) Demonstremos agora que se f for convexa e bidiferenciavel em C,
entio H & semdadefinida positiva em C. Vamos demonstrar por absurde.

Suponhamos que existe algum x + 8 (y-x)e C tal que

<y-%, HIx+ @ (y-x)] (y-x)><0

Fa .
ou seja, que H nao®semidefinida positiva para algum ponto de C. Pa
ra esse ponto viria, a partir do desenvolvimento em série de Taylor

de 28 ordem: - f(y) < f(x) +Vf{x), y-x> ' -

0 que contraria a proposicaoc 1.2.9.III, ou seja, a funcdo nao po-

deria ser convexa se tal acontecesse. ||
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Na medida em que C & um conjunto aberto, y-i_pode assumir qualquer

sinal, pelo que o anterior € equivalente a Vz(x) = 0. H_

Dem. da proposicaoc 1.2.9.IV: Pela formula de desenvolvi

mento em série .de Taylor de uma fun¢ae temos, dados x,y€ C:

fly) = F(x) «+<Vf{x)iy-x>+ %( y-x; Hix+ 6 (y-x)}1 (y-x)>

para algum 00« 1,

1) Demonstremos.ep primeiro lugar que se H é semidefinida positi-
va para todo o x€ C, entao f @ convexa em C,

Comece-se por reparar que se x;yc;C, entao tambeém x+ 9.(y-x)=
=(1-8)x+ gy eC, pois C & convexa. Se H & semidefinida positiva para

o
todo o0 xe¢ C temos que:

e
—12<y-x, Hix+ 8 (y-x}] (y-x)>30, ¥x,ye C

-

Pelo desenvolvimento em série de Taylor tal equivale a

£Qy) » F(x) +<VF(x),y-%, ¥x,yeC

+

Pela proposicac 1.2.9.I1I a funcao & convexa em C.

~2) Demonstremos agora que se f for convexa e bidiferenciavel em C,

- ent3c H e semddefinida positiva em C. Vamos demonstrar por absurda.

Suponhamos que existe algum x + 8 {(y-x)€ C tal que

<y-x, Hix+ 8 (y-x)1 {y-x)><0

ou seja, que H nao®semidefinida positiva para a1guﬁ ponto de C. Pa.

ra esse ponto viria, a partir do desenvolvimento em série de Taylor

‘de 22 ordenm: Fy) < £(x) +VF(x), y-x> -

0 que contraria a proposicao 1.2.9.11I, ou seja, a fungao nao po-

deria ser convexa se tal acontecesse. ||
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Dem. do corolario 1.2.9.1V.1: Decorre directamente das pro-

posicoes 1,2.9.1V e 1.2.5.1. ||

Dem. da proposicao 1.2.10.1: Imediato pelas definicdes e

pela proposig¢do 1.2.5.1. |

Dem. da proposicao 1.2.10,.11: Vamos demonstrar apénas pa-

ra funcbes convexas. Para funcdes céncavas é anialogo, atendendo 3
simetria estabeieéida_pela proposic50‘1.2.5.1. Comece-se por repa
rar que:- |
{(y,r)r=f(x)+ <s,y-x>) =f(y.r) | ;(y rhés, 1b,f(x) <s,%x>}

pelo gque o anterior conJunto define um hlperplano nae vertical

en B“+1 . Para y=x vem r= f{x), pelo que © h1perp1an0 passa no pon
to (x, f(x)) Para  aléem d:sso, pela definicao de subgradiente ,:
fly)y f{x)+ <s,y-x», ¥y ¢ R? , donde resulta que (y,rieepi, f &
& rf(Y)Przf(x) +<s,y-x> . '
Consequentemente, epi f :{(y,f)|r 7 f(x) +-<s,y-x.)}, o que sig-
nifica que epi f estd contido no semiespaco gerado pelo hiperplano
“r= f{x) +<s,y-x> que passa no ponto (x,f{x)). Este hiperplano &,
portanto, um hiperp]ano-de suporte a epi f no ponto (x,f(x}).
Resta demonstrar que quaTquer hiperplano de suporte ao epi f defi
ne um subgradiente de f no ponto em questEoT Seja o hiperp]and nao
vertf§a1 de Fﬁ+1 dado por : H= {{y,r)]| <(y,r), (b,b )>==a} com
b0 # 0. Dividipdo.tudo por‘_b0 fazendo 3 =-b/bD temos

= {ly,r)]r = <s,y> + ﬁié}
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H serd hiperplano de suporte 3 epi f no ponto (x,f(x)) sse:

(1) {y,r) = (x,6(x)) = r = <s,y> + =X
(i) HDO epi FTSOr 3 <s,y>+ =, ¥(y,r) e epi f
: b
0

De (i) vem OQbO = f{x) - <s,x>. De (ii), e j&a incluindo este ﬁlti

‘mo resultado, fica r »{s,y> + f(x) - <s,x>, ¥(y,r)eepi f

ﬁ f(y)?f(x) +<ssY".x> s Vy.e:Rn

ou seja, s & um subgradiente de f no ponto x. ||

Dem. do corolarioc §1.2.10.11.4: Demonstrarenios para fungoes
convexés. | ' _
Para fungoes concﬁvasiﬁ similar atendendo a proposicao 1.2.5.1.
_Seja-f(x)_uma funcao convexa, pelo que 0o seu epigrafo 8 um conjuﬁ
to convexo, Pela proposicdo 121.7.1 existe pelo menos um hiperplano
de suporte a cada ponto da fronteira de epi f(x). Para x¢ int dom f
tais hiperplanos de suporte serdo necessériameﬁté nao verticais ,
_pelo qué a proposicdo 1.2.10.11 permite retirar a conclusio deseja
_dé._Os pontos da fronteira de dom_f_sio excluidos pois poderiam 0;
riginar apenas hiperplanos de suporte ao epi f que fossem verticais
(e, consequentemente, nao correspondendo a subgradientes nesse pon-

to). ||

—--———— Dem. da proposicao 1.2.10,I1L Se s & um subgradiente de f

no ponto x vem por definigao: f(y)»f(x) + LS5, ¥Y=-XD> Vye:Rn._ -
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f-‘aca-se y = x+Ad ()\>0), donde f(x+ Ad) - f(x)2<s,\ d) ,vd e R"

> f(x+1d))- ﬂx);(s,d), ¥d € RO |

~ Passando ao limite quando )ﬁﬂ"‘, fica:

£1{x,d) 3<s,d> , Yde R" . ||

Dem. do corolario 1.2.10.111.1: Decorre directamente das

proposicdes 1.2.10.111 e 1.2,5.1. ||

Dem. da proposicao 1.2.10.1IV: Demonstraremos unicamente . .-
para o caso de f(x) funcdo convexa. Para funcﬁgﬂé’- cOncavas & and
logo atendendo a proposi¢dao 1.2.5.1. Pela proposicao 1.2.10.11I1,

s & um subgradiente de f no ponto x sse: f'(x,d)3 <s;d> vd e R" .

Mas pela proposicao 1.2.9.1, se a fungdo & diferenciavel temos:
f'(x,d) = <Vf(x),d >, ¥de R"

Fica entdo <Vf{x),d> »<s,d>, vd eRn

&<V (x) -s,d >»0, ¥d eR"

& Vi(x) :s , ¥deR"

Desta forma, n’_a'o poderemos ter subgradientes diferentes de f no

ponto x porque terdo que igualar Vf(x). |l

Dem. da proposicao 1.2.10.V: Vamos demdstrar para o caso de .
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'f(x) funcao cohvexa. Para funcoes concavas & perfeitamente |

simiiar;

.-

% & minimo global de f em C sse: . ' e

fly)>f(x), V¥yeC
< f(Y)?f(i) + <0,y-x>, ¥yec

& 0edf(D). |
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