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0. INTRODUCXO

— O presente texto pretende sef uma vers3o melhorada e mais completa
dum estudo ;ohre dualidade conjugada_em.progpamagao maﬁemética convé-
xa, tema jd abordado no capitule 3 do "working péper“ ng¢ 25 desta mes
ma colecgdao. Tal como nesse paper, pretende-se apenas apresentar um
texto diddctico e integrédo scbre o assunto,assenté nas contribuig&gs
originais de Fenchel, Rockafellar e ourfos. Utilizando'hma 1inguagem.
0 mais simples possivel, procurou-se expor _ um‘assunto complexo de
modo a tornid-lo acessivel a leitores com um minimo de preparacio ma-

temdtica.
— Integrado num plano de estudo mais vaste, a apresentagao deste "Wor

king paper" devera ser seguida a breve trechp péia apreséntag&o:da dii
sertaciac de mestrado em Fconomia do autor. {

Entitulada “Du’ali;‘iade Conju‘gé.da e Quas_-__e-—Conj_tiQada nas- Teorias do Produ -
tor e'Cpnsumidor",_a'referida dissertagao tem como objectivo mostrar
'éueras'relagaés de conjugac¢do em andlise convexa podem também, para
além de constituiremtmainstruﬁenﬁo %élido de andlise de dualidade em:

programac¢iao convexa, ser utilizadas com o objectivo diferente de obter

e explorar com assinaldvel éxito a dualidade em teoria microecondmica.

— No gque se segue trabalhar-se¢-4, a menos gque explicitadeo o contrédrio,
no espacgo R, cujos vectores representaremos, como € usual, por énuplos

ordenados x = (xl,...,xn)T. Nesse sentido, e admitindo a base ortonor-
mada { @yreres®u Ry }, em que ey € a j-ésima coluna da matriz iden

tidade de ordem n,

n
<xX,y¥y> = L X.Y
jer 373

serd, como sabemos, © predute escalar entre os vectores x e y. Recor-

N



demos, a propés;to, gue definindo cos(x,y) = <x,y>/||x|L."y", em gue
/52 1/2° . ' : : -
!x" = Exj = <x,x> € a norma euclidiana de x, dois vectores ndo
X j '
.nulos x e y nao ditos ortogonais se cos(x,y) = 0, o que acontece, por
tanto, gquando e s6 quando <x,y> = 0.

1. CONJUNTOS CONVEXOS E FUNCUES CONVEXAS E CONCAVAS

1.1. CONJUNTQE CONVEXOS

1.1.1. Conjuntos Convexos

. - n . .
— Um conjunto C ¢ R. € convexo se para gqualgquer 0=2As5l se verifica:

(1-X) x + Ay € C, vx,y c C

s

Significa © anterior que um conjunto convexg Se, contendo dois
vectores x e y, contem igualmente todos os vectores do segmento de
recta que os une, istd &, contem também todas as suas combidacdes

L.

lineares convexas.

— Entre os conjuntos convexos, e pela importdncia gque assumirdo no

que se segue, podemos realcar os hiperplanos e os semiespagos por eles
gerados. Um hiperplano € uma variedade afim de dimens3o n-1, isto &,

‘corresponde a uma translagdo de um subespago de dimensdo n-1, e pode

. . n
ser expresso analiticamente em R como :

H = § x | <x,b> = B } com beR" ‘e BeR.

~

Semiespagos sio'conjuntos gerados pelos hiperplanos substituindo a
igualdade da egquagdo de definiciac por uma desigualdade do tipo 2,>,5

ou <,

1.1.2. Conjuntos Fechados

- Um conjunto 5 C R” diz-se fechado se coincidir com o seu fechao C18



-

(do inglés‘fclosure“}: S=cl§. Fecho do conjunto § é o conjﬁnto de pon

tos tais que,'péra cada X€ES, e por mais pequeno que seja £>0, tenha-

1 . . .
mos S[\'Eg {(x) # ¢, em qué_EE(xJ é a hiperesfera em R®" ge centro x e

raio €
' . L _ 1y
E. {x) = {&l Ily—xll = < Yy-X,¥-x> &5 el
— Interior do ponjunto S {int 8) é o.conjuntof B

{xlaé >0 :Eetx)cs},Complementarmente; fronteira de S é o conjunto

de pontqs que pertencem a ¢lS mas niao pertencem a int §. Interior re
lativo de um conjunto SCZRn sio o interior e a fronteira de S guando

- n - . R -
referidos nac a R mas & menor varledade afim gque o contem.
B ' . -

e
s
1.1.3. Hiperplanos e semiespag¢gos de suporte '
Y )

-~

~—— Seja um conjunto nao vazio ser® e seja X num ponto da sua frontei

,ra."ﬁm'hiperﬁlano H { xltb,x-£> = 0 } é designado por hiperplanc de

suporte ou apoio em X ao conjunte S desde que:

1) ou s € B® = { x|<b,x-%>20 }

- . s

i) ou 5 € H. { x|?b,x-§>£0 }

. rd - - .
isto é, desde gue S esteja contido num dos semiespacos fechados gera-

dos por H. O semiespago gerado pelo hiperplano de suﬁorté e guecontem
S é chamado de semiespago de suporte ou apoio ac conjunto S no ponto

x .

1.2, FUNCOES CONVEXAS E CONCAVAS

1.2.1. Funcdes convexas

——_Epigrafo de numa fuhgﬁo £(x) de Rn' em [-=,+=] (adimitindo que as



fungdes rxeais podem também assumir os "valores" -« e +®) é o sub-

'conjuntb de ]Rn+1 definido por:

epi £(x) = { (x,n)|x e R", r e R, r'2 £(x) }

Uma fungdo é convexa se ¢ seu epigrafo £O0r um conjunto convexo. (1)

— Dominio efectivo de uma fungdo £(x), ou mais simplesmente, domi:
nio de f£(x), & o conjunto de pontos de Hfl tais que f(x)<+». Dito
de outra forma, dom fi{x) & a projecgao de epi f(x)_éobre r" .

' ~ . X ' : n
Uma fun¢ao convexa diz-se propria se simultaneamente:3x332 f(x)ic+w
. . -
n - - Y -~ - o - '
e ¥xe]R f(x)>-», isto &, se o epigrafo de f{x) nao & wvazio nem con
tem linhas completas verticais. /
~ A

-

— Se f({x) é convexa, 0s seus conjuntos de nivel inferior

£

L}

Q2 WA

. . _
{ x|f(x)sa } ou £2= 1 x|£(x)xa }

sio conjuntos convexos. Esta rela¢do fundamental entre fungdo convexa
e o seu epigrafo convexo ndo é reciproca, pois as fung¢des quase-conve
xas, e por definigdo, geram também conjuntos de nivel inferior conve-

Xos.

{1) Eiistem outras formas de definicff.convexa,_menos gerais mas
mais comuns: _ o '
a) No caso de f(x) nio assumir o"valor" - «, entdo f(x) € con
vexa se, para qualguer OsAst o '
E((1-2) x + Ay) S {1-1) £(x) + AE(y)

. . .. - Il —~ : - .
b) Se f£(x) bidiferencidvel em C CR , entao f(x) é convexa em
¢ se a matriz hesseana de £ for semidefinida positiva para

~tedo o x € C.



.9.

— Designamos por fungdo supremo por pontOS de um conjunto de fungdes

{ Zi(x)liel - a fungio gue a cada x faz corresponder o maior dos

valores Zi(x)
z(x) = sup | Zi{x)liei }
AR x _
Percebe-se sem dificuldade que ¢ supremo por pontos de fungdes con

vexas é ainda numa funglo convexa (Rockafellar, 1970f, teor.5.5,p.35).

~— Uma fungdo convexa especialmenté itil é a funcgido indicadora de um
conjunto convexo. .Defina-se fun¢3o indicadora dum gqualquer conjunto C

como a. fungao
5 (xlc) - 0 se xeC .
. : +% se X¢C

¥ rs

- L ~ o . e :
, Como se percebe,a fungac indicadora & convexa se o conjunto C gue .a
‘"gera f&r um conjunto convexo. A fun¢3o indicadora permite fazer a ex-

tensdoc extremamente cémoda do dominio duma fungdo convexa a Rn :

PR £ (x) com x € S<> f(x) + G(gls) com x € R"..

1.2.2., Funcdes cdncavas . ' .

- n - - - -
— Uma fungao g(x) de IR em [-w, +»] e concava se -g({x) for uma funcao
convexa. As caracteristicas de uma fungie cOncidva decorrem directamen .

te da sua simétrica ser uma funcdo convexa.

1:2.3. Fungdes lineares

~— Atendendo & definicdo de func¢des convexas ¢ cBnecavas & praticamen-
te imediato que as fungdes lineares (também designadas por funcdes a-

- £ins) 1({x) = <x,hb>~B (berR" , BeIR) sao as dnicas fungdes sihultanemmg
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te convexas e cdncavas.
Verifica-se ainda gue o grafe de 1l(x} corresponde a um hiperplano
em Rn+1: ) _ . ‘ ‘
{ (x,1(x))|1(x) = <x,b> -8 }

< { (x,1x))| < (%,1(x)), (b,-1) > = B8 }

1.2.4. Semicontinuidade inferior é superior / funcSes fechadas

— Uma funcde 2({x) diz-se semicontinua inferiormente (s.c.i.) num

.ponto x se Z{x) = lim Z(x,} Quaiquer que seja a seqguencia X,,...,
XieX 1 1

X.,... gque convirja para ¥, éxistindo, mesmo que . ndc finito. ,
./ :

1im 2(x,). Umd fun¢3o s.c.i em todos os pontos do seu dominio diz
Xiw»X 1 ) ’ . . o
-se funcao semicontinua inferiormente. PBuma forma equivalente, uma

funcio diz-se s.c.i se os seus conjuntos-de nivel { x|z (x)sx} sdo

conjuntos fechados, isto é, se o seu epigrafo & um conjunto fechado.

— Uma fungdo Z(x) diz-se semicontinua superiormente {s.c.s.)se =Z(x)
€ uma fun¢do s.c.i, ou equivalentemente, se os conjuntos -de nivel

{ x|z(x)2¢ } sio conjuntos fechados. .

— Uma funcdo convexa diz-se fechada se fOr uma fungldo semicontinua
inferiormente. Analogacente, vma fun¢gdo cdncava diz-se fechada se £0r
uma fungao semicontinua superiormente. Uma funcgi3o continpua & uma fun

¢330 simultaneamente s.c.i e s.c.s .

1.2.5, Subdiferenciabilidade e diferenciabilidade de funcbes convexas

— Definem-se subgradientes auma.funcﬁo convexa f£(x) num ponto X CoOmO

-



: n
os vectores s € R ¥ais que:

£(w) 2 £({x) + <w-x,s> , Vw ETJRn .

1
H

Tal significa que s serd -subgradiente'de f no pdntb X se o grafo
da fungdo d(w) = £(X) + <w-x,3> (com x e s fixos) £3r um hiperplanoc

de suporte ao epigrafo de f no pento x. {2)

- 0 conijunto de toﬁos os subgradientes de f,nb ponto x {éue pode ser
vazio) designa-se por_subdifgrenciai de f_no‘ponto.# e representa£~-

—;e—é por df(x). No caso de 3f(x) ser constiﬁuido por um udnico elemen
to, a fun¢do £ é diferencidvel no ponto x e-; gradiente da fungdo nes

se ponto Vf(x) coincide com o dinico subgradiente.

.
— £ condigdo necessiria e suficiente para X ser.minimo da fung¢io ecen
vexa f(x) {ou méximp.dglfungio cdncava) que QO € Bf(i), © que se compre
ende pela definigdo de subdiferencial .duma fung3o convexa. Sendo f dai

ferencidvel, a anterior condicdo reduz-se a 0 = VE(x).

(2) se g(x) £8r uma funcio cdncava, e come —g(x) &
convexa, teremos s come subgradiente de g{x) se -s

f0r subgradiente de -g(x):

~g(w) 2 ~g(x) + <W-x,-8>

=
glw) = g(x) + <w-x,s>
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2. PUNCUES CONJUGADAS .

2.1.1. Fungdes convexas conjugadas e suas principais propriedades

. =— Como nota Rockafellar (1970 [£], p. 102), hd 2 formas alternétivas

de caracterizar'qualquer curva ou superficie cldssica: ou como © lugar
geométrico dos seus  pontog, isto &, a curva por ela prdépria, ou entao
como o envelope das sués tangentes. ' .

Esta dualidade de possiveis formas de endarar a mesma curva ou su -

perficie vai, no caso da analise convexa, levar & nog¢do da sonjugacgdo.

— Comecemos por estabelecer o seguinte importante resultado:

TEOREMA [Rockafellar, 1970 [f], p.105]

-

-

. . - -~ r . ~
- Seja f(x) uma funcao convexa fechada; entao f£{(x) & a fungao supremo

de pontos de todas as fungdes lineares por ela majoradas (3).

: L . oL - e e . R ¢ .
Qra, podemos representar genericamente uma fungad linear em R nao

vertical como:,
r = <x*,x>- B

em gque (-8B} &€ a ordenada na origem. e x* o vector de coeficientes.
.Atendendo ao anterior teorema, © nosso problema é: dado x* e dada a
funcieo convexa f(x), éomo determinar a ordenada na origeﬁ (-B) por for
ma é que a fun¢do linear r=<x*,x>-B seja tangente a f (x), isto'é,.por'
forma a que H = {(x?r)|r=< x*,z>- B} defina a equagéo dﬁm ﬁiperpléno de

suporte aoc epigrafo de f(x)?

{3) Se f(x) n3o £3r convexa e/ou fechada, © supremo por pontos
de todas as fungdes lineares por ela majoradas corresponde

a "convexizagado fechada" da mesma, isto é, sera uma funcido
cujo epigrafo € a envolvente convexa fechada de £(x). .
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. -F= b% ﬁt,)—«,x‘?}

A=<x 3%

A ilustragio grdfica mostra-nos claramente a resposta, extensivel
a m9+1'= basta atribuir 3 ordenada na origem o valor da infima distédn

cia entre a fungdo £(x) e a fungdao. linear que passa pela origem r=<x¥*,x>

inf {f(x) - <x*,x>}
x

_B*

- B+ & sup {<x*,x'- £{x)}
- x : /

e

. Como & obvio B* vai depender do x* fixado, -pelo que podemos definir:
AR | .
Definig¢do: Seja f£(x) uma fungdo convexa definida num conjunto conve

- .

xO C,_A fung5o conjugada de f(x) é a fungdo

f*(x*)} = sup {<x*,x> - £(x)}
Lx€eC

cujo dominio efectivo é o conjunto de vectores tais que

£*(x*) <4, .

~— f*{x*) did entdo, para cada x*, o simétrico da maior ordenada na o-
rigem da funcide linear por forma a que esta seja ainda majorada por f(x).

4
fto

ﬁmuf__ﬁhh;
_F§ ‘%qu
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— O seguinte teorema sintetisa as principals propriedades (n3o mar-

ginais) da conjugada duma funcgldo convexa:

TEOREMA {Rockafellar, 1970,I[f), p.104)

Seja £(x) uma fung¢ic convexa. A conjugada f£*{x*) é entdo uma fun
¢30 convexa fechada prépria se f(x) é prdpria. Além disso:

(clf)})* = £* g £** = clf (4)

2.1.2. pontos conjugados/Propriadades marginais das fungdes

conjugadas/transformacdo de Legendre

— Da definicdo:

g
X - £*({x*) = sSup { <x*,x> - f(x) } s
b4 ' S
L= > . ) .'-‘ y .
E*(x*) 2.<x*,x> - f£f(x), ¥x
o= ' ) . -~
£{x) + £*(x*}) 2z <x*,x>, ¥x

Esta ultima desigualdade recebege o nome de desigualdade de Fenchel
e permite dar uma interpretagdo alternativa a relag3io de cenjugacgio(5)

Dois pontos X e x* gac referidos como pontos conjugados se

£(x) + £*(x*) = <x*,x

isto é, x & conjugado de xX* se simultaneamente se atingem os supremos

nas expressdes ceguintes:

£*(x*) = Sup { <x*,x> - £(x) b

= <X*,X> - f£(x)
X

£(X) = Sup { <x*,x> - £*(x*) } ¥_<§f,§> . FR(x*)
x

{4} Teado f convexza;. cl f répresenta a maior fungdo convexa fechada
majorada por f(x) (similarmente, para g cﬁncava? cl g representa
a menor funglo cdncava féchada minorada por g).

Ver, por exemplo, Rockafeller,1970 [f), p.104, ou Pinheirc, 1984,
secgao 2.1.4., ou ainda Plnheiro, 1985.

(5)°

-
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— Atendendo a estas dltimas igualdades e as propriedades dos sub-
gradientes referidas na alinea 1.2.5., x e X* serio pontos conjuga

dos se’

0 e d, [ <x*x>- f£f(x) T : x* ¢ 3f (%)
x=>(6)

0 e Bxﬁ[ <x* x> - f£*¥{x*}] X € 3f*(x*)

... Bendo f(x) e f£*{x*) diferenciéveis teremos para pontos conjugados:

X* 7= Vf(x}

x = VE*(x*)

. . . -
~— Refira-se que a fungdo conjugada de uma fungido’convexa e diferencid
Voo ) .‘.'
. vel em mn‘ estda fortemente relacionada com a sua transformagdo de Legen -
- L™ \ - -
dre. Isto porque, no caso de x* = VE(x) definir uma funcac injectiva em

x,'poderemos obter a fungao inversa x = (Vf)_1 {(x*) e logo, substituin

-

do em £* (X*) = <x*,%x> =) £{x}; T ;

£*(x*) = <x*,(Vf}fl'{x*)>'— f((Vf)_l'(x*)) .- (2.1}

0 membro direito da anterior igualdade € exactamente a f£érmula da

"transformacio de Legendre da funcdo f. No caso de x* ndo definir uma

correspondéncia biunivoca entre x* & x, poderemos mesmo assim estabele

(6) Tdmemos, POr exemplo, o caso
0e 3# [ <x*,x> - £(x) ]

Sendo f(x) por hipdtese uma fung&o convexa, a funcao
- {de x) g(x) = «<x*,x> — £{x} & uma funcdo concava,pelo
que 0 serd seu subgradiente no ponto x se:

g{w) 2g(x) + <w-x,0>
x=> g(w) £ g(x)
<=>'<x*,w§.-_fjw).£ <x*,x> - £(x)
<=> f(w) 2 £(x) + <w-x,x*>

<=> x* € 3f{x) c.qg.d.
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cer uma formulagdo "fraca" da transforma¢do de Legendre, também por

substituicio directa em £*(X*) = <x*, x> - f£({x):

£* (VE(x)) = <VE(x),x> - f£(x) .. (2.11)

Esta expressdo, que é vadlida para tode © x onde a funcgdo £ é di

ferencidvel, ser-nos-a util mails adiante.

2.1.3. Conjugadas de funcdes cBncavas

— Um desenvolvimento similar ac efectuado nas alineas anteriores pPo

de ser feito para fungoes cancavas..Tenha—se,'contudo, um especial

- cuidado norencarar da analogia entre os dois tipos de fungdes, ja que
os resultados para as fungoes concavas nao resultam directa e exclusi
"vamente da aplicagido da\simetria que faz com gue, se g € cdncava, -g
seja convexa. Existe, com efeito, também uma mudanga de sinal naseguin
te definigdo:
Definigdo: Seja g(x) uma fungd3o cOncava definida num conjunto conve

xo D. A funglo conjugada de g(x) &

-  g*(x*) = inf { <x*,x> -g{x) } : -
N ) XeD

e tem por dominio o conjunto de pontos x* tais que

g¥flxk) >-0,

— Restard referir que as propriedades das fungdes conjigadas de fun-
¢des convexas mantém-se para as conjugadas de fungdes cOncavas (com a.

excepcao da desigualdade de Fenchel que'aparece invertida).
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»

3. DUALIDADE CONJUGADA EM PROGRAMAGXO MATEMATICA CONVEXA

3.1 © PROBLEMA DE PROGRAMACAO CONVEXA

3.1.1 O problema generalizado de programagao convexa

— Seja o problema basico de programagao convexa:

min f (x}
s.a JG(x) & O

- X a 0 N . N --v“E-I)

; n } _ ) )
com x £ JR , f(x) uma fungao real convexa, e G(x) um vector de m fun
¢oes também reais e convexas (7). Asséciada com (3.1) é conveniente

., consideray a familia de problemas

- . / /
min £{x) ' g
s.a G(#} 3 u
x 20 - - ce o (3.11)

£0om ‘un vector arbitério de.mn . Como é Sébvioc, a solugho de (3.I1), =a
gue Rockafellar chama de programa generalizado de programagdec convexa,

depende da perturbagdo’ u introduzida.

(5) O problema (3.1) ndo € restritivo na sua forma.
Com efeito, basta ver que:

1) y{x)s b<=>"y(x}) - b £ 0
2) y(x)2 b<=> - y(x) + b 3
3) y(x) = b<=>( y{x) - b £
| {';y(x)+ b

o o o

BA

4) S 0<=> ¥, Z.0 com W= =X,
*3 s I BT

com v,

>
]l,v. 20

i = = - .
5}_xj llvref_ xj | ‘31 v32 32
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3.1.2 Bifuncao associada e funcgido perturbacgao

1

. . ~ m n : - . .
— Definames bifungac de JR em JR como a correspondencia univoca
m ~ ' n
entre cada vector uelR e uma fungao Fu de R e [-=,+=] . 0 valor de
- . n . .
Fu para um determinado vector xe]R serd designado por (Fu) (x), assim
m+n

como a funcgido .de R em [-», 4]

flu,x) = (Fu} (x)

sefé designada por fung¢gdo grafo de.F;'Muito simpiestmente, uma bifun

é%ﬁ-nﬁp § mais qué-uma“funéao"_que; em vez de gerar valores, como gual

. qﬁer fun¢do erdindria, gera fungdes de Bfl cada vez gue lhe é forneci |

" do um determinado vector ﬁekﬁl. 0O termo "bifung&o: tesﬁltq portanﬁo-do

facto dé ela EGIresponder afinal a uma 12 fase;d;ma relagdo mais ampla
m+n. . _

em [-=,+=] dada 'pela funcao grafo.

de IR

-

~= Para os nossos objectives de estudo interessa-nos uma bifuncdo es-
‘pecial, gque consiga traduzir a familia de problemas (3.II). Fa¢amos pa
ra iséo

. f{x) se xz0 e G(x)ﬁﬁ
(Fu) (%) = £(x) + 8{x[x20; 6(x) 5 u) = -

oo +® caso contrario
A esta bifuncdc daremos o nome de bifungdo associada ao programa conxe
X0 generalizado (B.iI). Repare-ge Que:

e

12) (Fu}(x) assim explicitada é uma bifun¢io pois cada
concretizagdo de u transforma (Fu){x) numa fungdo

de Bp el [-o,+=],

2¢2) Dpado u, rescolver o problema (3.II}é equivalente a

determinar Inf(Fu)(x) = Infl{f(x) + 8{x|x20;G(x)su))
X X
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o ~ o ~ n
— Definamos entao fungao perturbagao como a funcao de R em [-w,+®]

gue a cada vector u faz corresponder a solucgdo 6ptima de (3.II) para

esse vector de perturbagdes:

W(u) = Inf {£(x)|x20;6(x)su} = Inflf(x) + &(x|x20; G(x)=u)]
x . ... . p .4
x=> W{u) = Inf (Fu) (x) .
x

Sendo agsim, o'problema original (3.I) pode ser encarado como © pro
blema de determinagac de W(0), ou equivalentemente, de determinacio

de Inf (FO) (x}. -

X

-

v
3.1.3 Algumas propriedades da bifuncgdo associada e da funglo pertur-

bagio "o

-~

—_ Erépriedade 1.1: A bifungéo associada ao programa convexo genera
lizado (b) € convexa, em gue se considera uma bifungio'cpnvexa se a
respectiva funcgao grafo o e. Ora, f(u,x) = F£({x) + G{xIXZO;G(x)Eu) é
convexa dado serem convexas f(x) por hipGtese e G(xl.)'por definicdo
ka‘soma de fungdes. convexas € ainda uma fungag convexa).

Al

Propriedade 1.2:.0 programa cOnvexo generalizaéo {3.I1) € unica-
mente determinado pela respectiva bifun¢do associada (Fu), isto &, pg'
demos sempre recuperar ¢ programa (3.II) a partir do conhecimento de
Fu. Para tal tenha-se em aten¢io gue, para um dado u, s={x|(5u){x)<+w}
define o conjunto das solugdes admissiveis, e que; para cada x;s,temos

fi(x) = (Fu)(x).
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-- ©Propriedade 2.1: A. funcgdo perturbacdo W(u) dum programa convexo
é uma fungdo convexa (demonstragdo, por exemplo, em Luenberger,1969,

5

pdg. 216).

Propriedade.2.2: A funcaoc W(u) é nao .crescente, isto &, se u15u2
entio W{ul) z w(uz). Esta propriedade @& imediata, atendendo a que res
tringindo o conjunto das solug¢les admissiveis (isto é, diminuindo as
Iperturbacaes u), nunca se poderd meihoraf a solucao 6p£imé do proble-
ma.

— Atenaendo as propriedades 2.1 e 2.2, uma representagdo grdfijca ti

" pica de W(u), para u ¢ m} , sera:

JLN . e

Wiw) »

3.1.4 Relagfo entre fungao auxiliar lLagrangeana e funcio perturbacio

R o v s

— Sendo W(u} convexa {(propriedade 2.1) haverd necessariamente um hi

perplanoc tangente a w(u) para u=0, hipefplano-este que serd majqrédo

'pela funcio perturbagic em todo o seu domfnio de definigdo.

N : : - : | R
RN -
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Se rodéssemos a cabeca por forma a que o hiperplano.tangente se tor-
nasse no eixo horizontal, teriamos entdo W(u) minimizada para u=0 .

3

" bito de outra forma, se somarmos a W(u) uma fungdo linear apropriada

,<u,u6>, a combinacgao regultante wW{{u) + <u,u6> € minimizada para u=0,

e teremos

Inf{w(u) +.<u,u;>] = W{0} § <0,u;> = w(0) ——>5ol.6ptimé pro

blema (3.1). _‘ : | .

Ilustracdo em RZ:

Vi +<u >
. g
‘ . . _ i 7
~ wiw -7
| | T
-~ v
. AU, We>—
. Mas: L W(u)
. i,

. N —
. Inf [ W{u)+<u,u*> 1= Inf [ Inf{f(x)|G(x)su,x20} + <u,u*>] =
u ' u X.

Tnf [ Inf{f(x)+xXu,u*>|G(x)%u,x20} ] =

- _ u x
= Inf [E£(x)+<¢ G(x), w*>] .= Inf L(x,u*)
xz0 xz0

iste &, ao minimizarmos, conforme pretendido, W(u)+€u,u*>, estamos
afinai a minimizar a fungae auxilliar Lagrangeaha Lix,u*)=f(x)+<G(x),
ur> ﬁé ortante nﬁo.negativo. Dagqui resulta gue o vector u; gque faz
com que W(u)+<u,u*> atinja o minimo para. u=0, seja afinal o vector
de multiplicadores de Lagrange associados 2 solucaoc Sptima de pro-.
‘blema (3.I). Nas alineas 3.2.5. e 3.2.6. reobteremos este importan

te resultado, mas ja integrado na teoria geral da dualidade convexa,

.que passamos a apresentar.



.24,

-

3.2 CONJUGACAO E DUALIDADE .EM PROGRAMACAO CONVEXA

" Um facto fundamental sobre pProgramas convexos '
generalizados @& qﬁe estes "problemas de mini-
mizagag com.perturbagﬁes" tém um dual, que é
um certo "programa de maximizag¢do ¢om pertur-
bac¢Ses", um programa cOncavo generalizado. Na
maioria dos casos, os-éois programas duais tem
o mesmo valer Sptime da funcdo objectiveo e as
solu¢gdes Sptimas para um sdo os multiplicado-

res de Lagrange para o outro“-(Rockafellar,[fI;

1970, pag.307).

3.2.1 Bifun¢des adjuntas

T
- 4

ré:A.teofia da dualiaade em programagao'convexa pode ;er desenvolvi
da é.partir do conéeito.de."adjunta“ de uma bifuﬁcio. Como veremos

na alinea 3.2.4, existe uﬁa relagac estreita, donde resulta a degig
nagaoc, entre adjunfas de bifuncées'e.transformacaes lineares adjun-

. tas,

. - ' m .
— Definimos adjunta duma bifung¢gdo convexa (Fu}) (x) de R emhﬁfl como
a bifuncdo (F*x*)(u*) de ngem Hﬁl dada por.

(F*x*) (u*) = %ng f(Fu) (x) - <x,%x*> + <u,u*>}
r

A ‘adjunta de uma bifung¢do cOncava é definida da mesma maneira, excep
to gque o infimo é substituide por supremo; Sublinhe-se gue a -corres-—
pondéncia entre uma bifuncdc.e a respectiva bifungdoadjunta ndo é mais que

uma pequena modificagdo da correspondéncia entre fungdes conjugadas.

-
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Com efeito, seja f{u,x) a fungdoc grafo da bifungldo convexa (Fu) (x).

Encarando
1' L

< X,x* > - < u,u* > = <(u,x),; {(-u*,x*)}>
' m+n .
como o produto escalar dos vectores (u,x) e {(fu*,x*) de R te-
mos

(F*x*) (u*) = inf { £(u,x) - <(u,x); {(~u*,x*)> } =

x,0
= - sup { <(u,x);(-u*,x*)> - £(u,x)} =
X ,u

= - £*(-u*,x*)

em que £* & a conjugada de g48) . Como £ é convexa por hipdtese,
. f*{-u*,x*) é, pelo que sabemos, uma fungio convexa .fechada; e lo- -
2 go a bifunciac adjunta de F : -
(F*x*) (u*) = - f£(-u*,x*)} S/
. o . ‘._"_\
sera concava e também fechada.
— Recorrendo. as fungdes grafo, consegue-ce mostrar sem dificul-

dade que F** = clF:

sup { (F*x*) (u*) - <u*,u)+<x*,x> } =
X*,u* ’ £ -

Fax

sup {*‘#(-u*,X*) FuTx)> — JE*(-u*, x*)}
x*'u*

£** = (clf) {u,x) = ¢lF

— ©Os anteriores resultados podém ser sintetisados sob a forma de

teorema:;

(8) Répare—se que a correspondéncia entre uma bifunc3o e a sua adjunta
ndo é exactamente a relag¢gdo entre 2 fungdes conjugadas apenas por—
que hd uma troca de sinal. '



.26.

TEQOREMA 3.B (Rockafellar [£], 1970, p.310)

. . . ~ - m n
: . Seja F uma qualquer bifungac convexa ou concava de R em R .

entic a sua bifuncgSo adjunta F* é uma bifuncgio fechada do tipo
. n n ., - . .
oposto, definida de R em R , propria se F & proépria, e F**

= ¢l¥F. Em particular, F**=F se F & fechada.

3.2.2 Programaé duaisg -

-— Seja F uma bifungdo convexa de Egi em H{n, seja (P) o programa
convexo_geﬁeralizado a ela associado. Q@ programa canbavo generali-
..zado associado com a .bifungdao adjunta F* (¢cSncava) serd desiéhado::
por programa dual de (pr), e sefé representado por (P¥). Representa

yoos também por (Po) e (P;J 0s correspondenfes problemas nio genera

lizados. o

— Note-se gue, se P é fechada, o dual do dual do programa conve-
%0 generalizado, gque é o programa associado. i bifungdo F**, & pre-

cisamente o programa primal donde partiramos, ja4 que F¥**=clF,. Nots

n
-~ se:ainda.que,engquanto em (P) minimizamos (Fu}(x) em xelR , em (P*)

maximizamos (F*x*) (u*) enm u*eEF . Sendo assim, enquanto o valor 62
timo do programa. convexo generalizado {PO) é, como sabemos, W{0) =

=i§f (FO0)(x), o valor Sptimo do seu problema dual sera syp (F*0) (u*).

3.2.3 Alguns resultadds de dualidade

—=..Antes de esclarecermos as potencialidades e a generalidade da
teoria da dualidade conjugada convexa atrds delineada, cbmecemos
por estabelecer algumas comparacgdes e relacdes entre os valores

¥ . . .

dptimos dos problemas duais.
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-

—  Pelo exposto nas secgdes 3.1.2 e 3.2.1, dados x,u,x* e u*:

(FU) (x} = f{u,x)

(F*x*) (u*) = =£%(-u*,x*)

em que f(u,x) é a fungdo grafo de (PU) (x). Ora, pela desigualdade

de Fenchel (secgdc 2.1.2) sabemos que

-

; “
flu,x) + £*{-u*,x*) 2 < (u,x},(-u*,x*} > , V¥ (.u,x),(-—li*.X*chR+

\
]

donde: (FU) (x) - (F*x*) (u*) 2< (u,x),(-u*,x*) >, ¥ (u,x),(-u*,x*).€¢ R

Em particular, fazendo u=x*=0, vem :

(FO) (x) 2 (F*0) (u*) , ¥ xeRT ,n* ¢ R"

. s
.pglo que podemos esScrever: _ | ;

£
§

Iﬂf(Fo)(x).Z_EEH(F*O)(“*i

0s seguintes teorema e coroldrio derivam directamente do anterior

resugtado:

TEQREMA 3.C - TEOREMA DE DUALIDADE FRACA (AVRIEL,1976,teor.5.5,p.114)

. O valor dptimo do problema primal convexo ndc generalizado
nunca gserd inferior ao valor Sptimo do respectivo problema

dual c8ncavo ndo generalizado {P;), isto &,

Inf(FO) {x) 2 Sup(F*0) (u*)
X ) u* .

COROLARIO 3.C.1. (AVRIEL,1976,c0zr.5.6,p.114)

. Se (FO)(X) = (F*0)(d*), entdo X e @i* sdo solugles Sptimas

respectivamente de {Po) e (P;}.




R

— © problema convexec nao ¢generalizado (Po) & dito consistente se
existe algum, x tal gue {FO)}{x) < +4+ =, Analcgamente, © problema cén-"
cavo dual ndo generalizado IP;) é consistente se existir algum u*
tal gue (F*0) (u*) > -=_ No caso de nido serem consistentes, estés
problemas dizem-se inconsistentes (9) . Estabelecida esta terminolo i

gia, podemos obter ¢ seguinte resultado a partir do teorema 3.C:

CORQLARIO 3.0.2 (AVRIEL,1976,cor.5.7,p.114)

. Se IEE(FO)(x} = —e entﬁo'(P;) é inconsistente. Se

suf (F*0) (u*}) = += entio (PO) & inconsistente.
u* '

' — O teorema 3.C (completado pelos seus coralérios) permite-nos

nomeadamente .afirmar que o valor éptimo do problema {Po) &espectivgf-
mente {(P¥o)) serve de limite superior (resp.inferior) ao valor dptimo

e :
do seu problema dual (P*o)} (resp.(P8)), e que quando as duas solugles”

dos dois problemas tém o mesmo valor, elas sd3o as solugdes Sptimas. De
seguida vamos ver a questao de certa forma inversa e mais "forte":em

que condig¢des é que podemos ter a garantia que os valores dptimos de

{({Po) e (P*o) sdo coincidentes? Os resultados a segulr enunciados per-

mitem-nos chegar a conclusdo que tal acontecerd (em programagdc con-—

vexa) desde que respeitadas adeguadas hipéteses de regularidade (10).

— Defina-se o problema convexeo generalizado (P) como estdvel se:

(i) ou a sua funclo perturbacfo & finita para u = 0 (W(0)finito) e
n3c existe nenhuma direccado y tal gque W'{(0,y) & -=; (ii) ocu W(0} = -
(9) Repare-se que Serd inconsistente um problema impossivel

(conjunto solug¢cdes admissiveis vazio), bem como um problema
para o gual as udnicas solugoes adm1551veis nioc pertencam ao
dominio efectivo da funcgdo objectivo.

{10) Em programagdo ndo convexa, ou em programagio convexa gque
_ndo respeite as condigdes . de reqularidade, poderemos ter uma

dlscregagcla aggignggggaégrgaugfgt?og g?? problemas duais,
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Por outras palavras, (P) é estavel se ou o valor éptimo do pro- ;=
blema ni3o qenefalizado (Pol € finito e a fungao pertﬁrbagao w(u}
nao & infinitamente inclinada na vizinpanga de 0, ou entdo se ©
valor Sptimo de (Po) é.;m. Utilizando a nogdoc de estabilidade e
possivel éstabelecer condigdes necessdrias e suficientes para a
iguatdade dos valores Sptimos de (Po) e (P*o), consubstanciadas

no teorema 3.D, gue désignaremos por teorepa de dualidade forte:

TEOREMA 3.D - TEOREMA DE DUALIDADE FORTE (AVRIEL,1976,parte do teor.
5.11,p.119)

. Seja f{u,x) (fungio grafo de (Fu){x)) uma funcio convexa

B+D o seja W(0)finito. Ent3oc o programa (P*)

-

préopria em )R

tem uma solucldo Sptima e //

W{0) = 1nf(FO) (x) = sup(F*0) (u*)
Ly x ux
sse (P) é estdvel.

-

— Os seguintes tecrema e corclario exemplificam cutre tipo de
‘resultados de dualidade gue se podem obter na seguéncia do teo-
‘rema de dualidade forte exigindo condigdes de regularidade dife-

rentes (11].

(11) Diferentes na medida em gque poderdaoc haver problemas
instidveis que as verificam [c¢f. AVRIEL, 1976, ex.5.2.2.,

p.121).
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TEOREMA 3.E (AVRIEL,1976,teor.5.18,p.125)

Seja £(u,x) (fungdo grafo de (FU)}(x)) uma fungdo convexa

propria e fechada emn 1R OFE

. Entdo sfo equivalentes as trés seguintes proposicdes:

(i) Inf(FO)(x) = sup (F*0) (u*); . -t
X u*

(ii) a fun¢ic de perturbacgidoc do problema primal con-

vexo (P) é fechada em u = 0;

{(iii}) a fungfo de perturbagio do preblema dual cén-

cavo (P*) & fechada em x*-= 0. :
1

Atribuamos a designagiao de normal aos problemas (P} e (P*) se se
verificam as condigdes (ii) e (1ii) do teorema E}fE); Usando esta
definigfo é pbssivel estabelecer O seguinte corolario:

_ . f~ v
COROLARIO (AVRIEL,1976,c0r.5.19,9.125)

~ Sejam as condigGes dc teorema 3.E. Q problema (P) &€ nor-
mal e ¢ seu valor Sptime &€ finito sse (P*) é normal e o
seu valor Sptimo € finito. Inversamente, se os valores

6ptimos dos problemas ndo generalizados (Po) e (P*o) sao

iguais, eut3o tanto (P} como  (P*) sioc normais.

3.2.4. bifungdes adjuntas e transformacgdes lineares adjuntas/

L dual dum programa linear

—~ Como apontémos no fnicio da alinea 3.2.1., existe uma es-.
treita relagfo entre as nogdes de adjunta duma bifuncdoc e a de
transformagido linear adjunta. Clarifiquemos melhor esta relacao

antes de prosseqguirmos o nosso estudo da dualidade éonjugada.
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— Consideremos F como a bifuncio convexa
(FU) (x) = 8(x[x = Bu) = {0 se x = Au
+® S5 X # Au '
que designaremos por bifungdoc indicadora da transformacdo 1li-
near A de JR™ em [R™. Calculando F* pela definigdo da bifungdo

adjunta obtemos directamente:
(F*x*} (u*) = %QE{G(xlx = AG) - <x,x*> + <u,u*>} =
(substituindo x por Au)
= iﬁf{-cAu,xb + <u,u>} =
(pela definicdo de matriz adjunta A*(12)):
= iﬁf{<ydtr*_- Avgx>} =
© se u* = A*x¥ B
= -~
~® 3 u* # A*k* - N
. ] - = —G(u*lu* = A¥x*)

.Quer isto dizer que a adjunta duma bifun¢ido indicadora duma transformacdo 1li-
near A corresponde ao simétrico da bifun¢do indicadora da respectiva transfor
@agao adjunta A*, confirmando-se, portanto, a estreita relagdo enttre adjunta

duma bifuncdc e de adjunta duma transformacdo linear.

— Uma aplicagdo desta mesma relacdo acabada de mostrar pode ser estabelecida
para o caso particular e classico da programacgdo linear, o qual servird tam-

bém como exercicio simples de construgdo da bifuncgdc adjunta e do programa

(12) Chama-se adjunta duma transformacdo linear A, e representa-se porr
A*, a transformagac {também linear) definida por:

<AZ ,V> = <z , A*y> [ Vz,v,
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dual, Tome-se O programa.linear

! . Inf <a¥,x>
x

a-aAx 20
sa | : ' ces{3,111)
x20 |
a Qeneralizag&o de (3JII) sera:

Inf <a* x>
x

a-AX su
. sa /) ' . --I(BIIV)
xz0

" Como bifuncdo assciada a (3.IV) teremos: |
e p
(FU) (x) = <a*,x> + 6(x|x 20 ; a - Ax &)

Calculando pela definicid\a\adjunta F*,. vem: -

-(f*X*)(u*J‘= %ng {<a*,x> + G(xlx*aio ; a-ax S u) -'<x;x*> + <y, u*>} =
F . ) ) .

= inf - :{<x,a* - X*> ¢ <a — Ax + V,u*>} {com v varidvel-desvio)
v20 ,x20 )

= inf = {<a,u*> + <v,u¥> + <xﬁa* - X% - A* u*> } =
v20,x20 '_
o= fa,u*>'+ inf {?v,u*>} + inf {<x,a* - x* - A* ﬁ*>} =
' vz0 - x&8 ' '

» <a,u*> sSe uy¥ 20 e a¥ - x* « A% u* 2 0
-» caso contrarijo e

"= <a,uf> -~ § (u*lu* 20 ; a* - A* u* 2 x¥)

O problema Gual de {3.III) serd ehtﬁo:o:problema de maximizacgio de {F*0) (u*),

isto é: -
' .gup <a,ur>
u* .
: a*-Arurz O
s.a {40

com A% matiiz adjunta de A. o ey
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.

3.2.5, Uma perspectiva grdfica da dualidade conjugada

—_ Deixando o casc simples da programagio linear, e voltandec ao ca-
so geral ndo linear da pProgramacao cdhvexa, é particularmente impor
tante, para uma persp;ctiva grafica da dualidade, o seguinte tecore-
ma, dque estaselece a dualidade em termos de fungdes perturbaé&o dos
Problemas primal e dual generalizados, e que decorre facilmente da

definigico de bifuncdes adjuntas:

TEOREMA 3.F (Rockafellar, (f], 1970, Pag.314)

. 8eja F uma bifungdo convexa de RE em RN e seja F* a sua
bifuncdo cOncava adjunta de Hﬁlem Rm. Temos entdo, por um
lado, que

. N -
[-W(u)}* = [-inf{Fu)(x)]l* = (F*0) (u*} ; AF*0)}* = -cliwW(u)l]

x . .
ou seja, a conjugada do simétrico da fungdo perturbag¢do do

problema primal & precisamente © programa dual nao generali

zado. , - .

. Por outro lado, e representando por W{x*)=sup (F*x*) (u*) a

. bl
fun¢gdo perturbacaoc do preblema dual general%zado, temos tam
bém que '

[-W(x*)]* = [-sup (F*x*)(u*}l* = (FO)(x) ; (F@)*=-cllW(x*)]
ur

—- Consideremos apenas o primeiro resultado estabelecido no teorema:
(F*0) (u*) = [ -W(u) 1*

Conforme apontamos no ponto 2 , a conjugada de -W{u) dar-nes-4, para
cada u* previamente fixado, ¢ simétrico da menor ordenada na origem
poésivel das fung¢gdes afins r = <u,u*>-g por forma a que elas sejam
minoradas por -W{u). Como € facil de perceber, tal equivale a dizer
gue nos da, para cada u* previamente fixado, a maior ordenada na o-

rigem possivel das fungdes afnis r = —<u*,u>-—3 por forma a gque elas

-~
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sejam majoradas por W(u).

Ilustragio em m? para um dado u* previamente fixado:

4 ’

=t \\ W)

\h=<“"‘i"‘>'la

Logo, (F*0)({u*) dd-nos, para cada u*, o mdximo da ordenada na origem

das funcgdes lineares afiins r = -<u,u*>-B majorados por W{u).

-

e
s

— A ﬁaximiz;gso de (F*3){u*}, que é o pfograha cBnecavo duél do érg
grama CoOnvexo {Po),-%réduz-pqrtanto_o problema de maximizagdo das or
denadas na origem das fun¢Ses afins taagentes a W(u) (ordenadas na
. origem estas gque sdo, por sua vez, & como vVimos atras, as méximas pos
siveis por forma a que as familias de funcgdes afins paralelas sejam
ﬁajoradas per W(u)). Sendec assim, € imediato que a solugic dptima do
rroblema dual vai ser precisaﬁente ¢ vector ukX tal que r=-<u,ud >-

~(F*0) (u* ) defina uma func¢dio afim tangenté a W(u) para u=0.

Ilustragdo em E? :

. N

(POl )

A= =Kuu ~Fro)uy

N
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Tendo em conta o0 gue referimos na alinea 3.1.4 a propdsito dos
multiplicadores de Lagrange, conclui-se do gue acabamos de ver
gue a solugdo OSptima do problema dual n3o € mais .que © vector
dos valores no Sptimo dos multiplicadores de Lagrange 4o proble

ma primal.

3.2.6 Relagao entre dualidade conjugada e  teoria de Lagrange /

/JKuhn-Tucker.

— Consideremos novamente o 12 resultado do teorema (3.F):

(F*0) (u*) = [-W{u} }* ) ce-(3.V)

e
y

2
i

Desenvolvendo pela dgf%nicéo de conjugada, e tomando em atengao

que ~-W{u) é uma funcio c8ncava, vem: .

(F*0) (u*}=inf {<u,u*>-[-W(u))} = inf {W(u)+<u,u*>} =
X X

(conforme demonstrado na alinea 3.1.4)

=inf {£f(x) + <G(x);u*>} , ¥ u*z20

x20

(13)
=inf L(x,u*) , ¥ u*z 0

. x20-
Quer isto dizer que.o progtama duval corresponde afinal a4 maximi-
zag;b relativamente a u* do minimo da fungfo de Lagrange relativa

mente‘a x, isto é:

(13) - Alternativamente, este mesmo resultado pode ser obtido recorrendo
34 determinagdo da bifungao adjunta do problema convexo generalizadeo
primal, Com efeito, (Rockafellar,([f],1970,p.320) ‘mostra que:

-sup {<x,x*> - [f (x)+<G(x),u*> 1L se u*20 '

xx0 o '

—» caso contrario

(F*x*) (u*)

inf{f{x) + <G(x),u*>} se u*20| = inf L(x,u*), ¥ _u*28

{F*0) (u*)
%20 %20 c.q.4.

« caso contririo
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sup (F*0) (u*) = sup inf Lix,u*) . e {3.VvI1)
u*z0 u*z0 xz0

!

Dito de outra forma, o éptimo do problema dual ndo generalizado

s e s + :
corresponde aoc pento de sela no ortante positive de Bm ® de La-

_grangeanaldo preoblema primal. Estabelece-se assim uma relagao es
treita entre a dudlidade conjugada e a dualidade Lagraﬁgeéna, jus
tificando a conciusao‘gréfica do fim da alinea anterior respeitan
te 3 identidade entre a soluggé'éptima do problema dual e o vector
dos valores no optimo dos multiplicadores de Lagrange do problema

primal.

— Refira-se, a propdsito, que a dimensaoc de precos-sombra atribui
. - - .// I '

da aos multiplicadores de Lagrange, € logo a 'solugdoc Sptima do pro

blema dual nio generalizadeo (P*o), se pode demonstrar facilmente a

_temkmdoas propriedddes marginais dos pbntos conjugades:

u* g GL—W(u)] sse u g 6 [-W{u)]l*

Fazendo u.= 0 e tendo em conta-que (expressﬁo 3.v) [-W(u)])*=(F*Q) (u¥*),
fica:

u* € § [-W(O)] sse O € & (F¥O) (u*)

Se W(u) e (F*0} forem diferencidveis respectivamente em O e u*, te
 remos:

N - ur = -V, W(0) <=3 ¥ L {(F*0)(u*) =0

ou seja:

u* = - ?u [i:f (FO) (x)] <=> Var (F*¥0) lu*)= 0
7., (3.VII)
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Como {(F*0) (u*) & uma,funggo cancavé, Vu*(F*O)(u*) =0 e coﬁdigao
necessdria e suficiente para u* ser 6ptim§ do problema dual nao
generalizado. Portanto, péla express§o {3.VII), u* ser éolugao op .
tima do problema dual nao generalizade eguivale a u* sexr igual a

- Vu[inf'IFO)(x)], isto é, equivale a traduzir, como gquerjamos de

X
- . 4 . .
monstrar, o simetrico da sensibilidade (14) do valor oSptimo do pro

blema primal nao. generalizado (Po) a variagdes infinitesimais do

vector de perturbacdes (159 .

— Mas & possivel ir ainda mais longe na relagdo entre teoria de

Kuhn-Tucker e a dualidade conjugada: o5 principais resultados da-

"guela pedem ser estabelecidos sem dificuldade recorrendo a esta
Gltima, para problemas de programacdo convexa. Com efeito, cbtive ' °

:
!

il

mos mais atrds (expressao 3.VI) gue:
. - |\

valor &ptimo prob.dual : ’ N
ndo generalizado = sup inf L(x,u*) --.{(3.VIII)

S . (pro) u*20 x20

Também sabemos que, verificada determinada condigao de regularida

de, entao {cf. alinea 3.2.3}):

[valor Sptimo (Po}] =-fvalor optimo (P*o)] c.-{3.1IX)

Reunindoe (3.VIII) e (3.IX) obtemos:

[valor &ptimo {Po) = gup inf L (x,ux)
u*z0 x20

Logo, as condigdes necessarias de 12 ordem para a verificacdo do ponto

(14} Simétrico porgue definimos a fungdo auxiliar Lagrangeana como

L = £(x) + <u*,G(x)> (cf. alinea 3.1.4}

(15) Para uma visuvalizagdo geométrica desta interpretagdo dos multiplicadores
de lagrange, atente-se na relagdo bntre fungio auxiliar Lagrangeana e fun
¢30o de perturbacao gue apresentamos na alinea 3.1.4. Com efeito,.pelo que
entdc concluimes, os multiplicadores de Lagrange definem o hiperplano tan
gente a W{u) para u = 0,



“de sela ne ortante positivo da fung¢do Lagrangeana,

]
o

Vx Li{x,u*) 2.0 ; x 2 0 ; <x, Vx Lix,u*}>
: ... (3.%)

i
o

Li{x,u*)>

v L{x,u*) £ 0 ; u*20 ;-<u*, Vu*.

u*

serdoc coﬁdigﬁes necessdrias de optimo do problema primal ndao gene-
ralizado {Po) {(desde que cumpridas a tal condigdes de regularidade).
Mais ainda: comov(FO}Ix) é uma funcio convexa, as condigdes necessd-
rias s&oc igualmente suficientes,‘simultanéamente para ponto de sela
da Lagrangeana e para éptimo do problema convexo ndce generalizado
(Po). Ora, as condigdes (3.X) sdo as bem conhecidas condigdes de
'Kuhn—Tucker, pelo que se mostrou gue elas glo coﬁdicaes necessarias
e suficientes de 6ptimo em programac¢dc convexa se  respeitada dgterﬁi~'
-
minada condicio de regularidade gue garanta afigugldade (3.1X), por

exemplo a estabiLid&dekde (P) (16).

-~

(17)

3.2.7. Dualidade conjugada e dualidade de Wolfe

~~ 0 cardcter geral e englobante da tecria da dualidade conjugada
ndo se circunsereve a dualidade linear e & dualidade lagrangeana ,
bois também a usualmente designada dualidade de Wolfe, formulada

18 - ~ . ~
( ) sem recor¥er a nogao de conjugagao,po-

por este autor em 1961
de ser obtida a partir da abordagem que temos vindo a desenvolver
na hipdtese de diferenciabilidade da fungdo objectiveo e das restri.

¢hes,

(18) Pelo que todas as diferentes condigdes de qualificacaoc da teoria de
Kuhn-Tucker, -implicam em programacgic convexa a veérificacdo da igual-:
dade (3.1IX). . o . . S :

(17} Baseado em Rockafellar, [d),1968,p.413.0 assﬁnto estd igualmente tra-
tado em Avriel, 1976,p.137-139.

(18} Wolfe,P.{1961), "A duality theorem for Nonlinear Programming"”,Quart.
Appl.Math, 19,p.239-244. . -
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-~ Sejam ©os problemas convexos generalizados (P) e nao generali-
zado {Po). Para maior simplicidade de exposigio, deixemos de con
siderar em gualquer deles as restrigSes de sinal x20 (19). A fun '

cd3o de perturbagido associada ao problema convexo generalizado fica

entdio a seguinte:

(Fu) (x) = £(x) + 8(x|c(x) = )

Comecemos por calcular a sua bifungﬁo adjunta:

(Frx*) fu*) = inf{(Fu) (x} - <x,x*> + <u,u*>} =

= &ng{f(x) + G(x]G(x) £ u) - <x,x*> 4+ <yp,u*>} =
r

= fnElf(x) + 8(x|G(x) + U = u) - <x,x*> + <u,u*>}=
vl .

// -

= inf{f(x) ~ < x,x*> + < G{(x) + v,u*>} =
vio _ .

= Inf{f(x) - < x,x*> + < G(x), u*>}+ inf<v,u*>
x - . ~ - w20

- . - | : 0 se u*2z20

=~ = caso cont.

n

—s?‘p{<x,x*>-[f{x)+<G(x}.,u*>] }se u*20

w% saso contrdario -

-[£(x) + <G(x), u*>I* (x*) se u*20

-= caso contrdrio

(N

Quer isto dizer gue © problema dual cBncavo generalizado consiste na
méximizagﬁo em u* de--[f(x)+<G(x),u*>]*(x*j s.a u*20, O problema dual
ndo generalizado obter-se-a do problema generalizado fazendo x*=0:

sup - (£(x) + <u*,G(x)>)* (0) L. (3.x1)

s.a u*z0

{19) 0O que, de qualquer forma, ndo € restritivo.Para que elas continuem a ser

consideradas Dbastard x20 &y ~x£0 nas restantes restricoes G(x}=0, associan

do também a cada uma delas uma perturbacio u; -
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-

Pela expressdo (2.I1I) da alinea 2.1.2. temoé, para qualguer fungdo

convexa diferencidavel f, que f* (Vf(x))=xVf(x),x>-f(x) 6 que impli
1
ca que

—f*(0) = f£(x) com VE(X) = 0
X

Aplicando este resultado & fungdo, convexa em x, f£(x) + <u¥*,G(x)>,

O problema (3.XI) fica:

Sup f{x) + <u*,G{x)> £=» [Sup f(x}+uf gl(x)+...+u;gm(x)

u* ) . u*
u*z0 {u?;O (i=1,...,m)
s.a )} s.a i
{Vf(x)+<@*,VG(x)>=0 Vf(x)+uIVg1{x)+...+

+ﬁ;ng{x)=0
Este problema & precisamente o conhecido problema‘ﬁual de Wolfe do
. . ) : e .
‘problema convexo nao generalizado minf (x} s.a;b(x)éo. Utilizan@c a
expressio de Rockaféllar ([d], 1968,p.413), o problema Qual de Wol-
fe € poftanto “quasé“,equivalente ao prsblema dual nao generalizado
(3.X1), nio sendo."compietamente" equivalénte na medida em gue exi-
ge a diferenciabilidade das fungSes objectivo e_restrigaes_{por isso
o probléma dual de Wolfe 56 é definido para o subconjunto de (dom £N

dong glf\...r\dong gm) onde existam Vf (x), Vgl,..., Vg -

3.2.8 DNota histérica: o teorema de Fenchel

"

~—— Sejam f£(x) e g(x) respectivamente uma fungdo convexa e uma fun-
cAdo cdncava, definidas em determinados dominios convexos. Suponhamos

agora que pretendiamos resolver ¢ problema T

Inf [F{x)-g{x}] .-« {3.X11)
xe{don fndom g}
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O problema {3.Xi1) pode ser perspectivado graficamente como o pro- -

blema de minimizacd3ec da distincia vertical entre as 2 fungoes £ e g.

Ilustracgao grdfica em Ez:

L . %h).

minimizagdo da distancia

vertical entre f e g

>
¥

4l

Existe todavia, e como se percebera facilmente, uma forma alterna-
tiva e dual de encarar a mesma questdo: © problema (3.XII}) pode ser

. o : ;
visto comc o problema de maximizacdo da distancia vertical entre quais

guer dois hiperplanqé-de suporte de epi f e hip g= epil-g(x)] dque se

jam‘paralelos. : _ o ~

" . Ilustragio gréfica en Rz;

N

maximizacdo da distdncia
: vertical entre 2 hipexpla
ey _ nos paralelos de separacao

oy

~—— Ora, como vimes no ponto II, para um dado x*, -f*(x¥) e -g*({x*)
podem ser encaradas como as ordenadas na origem de fung¢gSes afins pa-
ralelas (devido ao mesmo x*) tangentes rgséectivamente a'f{x% é'a gix).
Como a maximizagdo da aistancia vartical entre hiperplanos pode ser
vista como a maxim_izacéo da diferenga entre as respectivas orde_na_das_

na origem, temos entdo definido o problema dual do problema (3.XII).
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sup {[-£%(x*)] - [-g*(x*)]}
x*
= sup {g*(x*) - £*(x*)}
x* ' '

——- Estamos entdo em condigdes de peXxceber a ldégica do seguinte

teorema, devido originalmente a FENCHEL (20) :

TEOREMA 3.6 - TECREMA DE DUALIDADE DE FENCHEL (Rockafellar,{f],1970,

p.327/Luenberger, 1969,p.201)

. Seja f(x) uma fungao convexa prépria definida em dom fC:Rn ’

e seja g(x) uma funcdo c¢Bncava prdpria definida em dom gc:Rn,

Ent&d:
inf {f£{x)-g{x)}=sup- {g* (x*)-F*x*)
xe{dom £ N dom g} i *¢ {domf £* (Y dom g*}
. / H

desde gue pelo menos uma das seguintes condigfes seja satis -

feita:

(a) rint (dom f)pyrint (dom g} # ¢
(bj f e g fechadas e rint (dom f*)ﬁ\rint (dom g*) #

# ¢

. No casop de ambas serem satisfeitas garante-se que o infimo e

o supremo sao finitos.

-

_ .Como.sublinha Rockafellar {({£]1, 1970, p. 327), © teofema de Fen-
chel peode ser deduzido independentemente da teoria geral da dualidade
convexa, recorrendo apenas a nogao de func¢do conjugada e as nogdes e-
lementares de hiperplanos de separagéo e de suporte (foi nesse senti-
do que desenvolvemos o nosso réciocinio grafico antericr, onde ndc u-
tilizdmos qualquer resultado das secgdes 3.2.1. a 3.2.7). Todavia, e
alternativamente, como também demonstra Rockafellar ([£f], 1970, pag

329 - 331), os resultados de dualidade conjugada estabelecidos pionei

(20} FENCHEL, W., Convex Cones, sets and functions. Lecture Notes, Princeton
Univ., 1951.
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ramente por Fenchel podem ser derivados da teoria geral da dualida-
de conjugada convexa, tal como ela tem vinde a ser desenvelvida nas

L

alineas precedentes. ' : .

3.2.9. Uma generalizac¢do: a inclusdo doutro tipo de perturbacdes

— Vamos terminar este estudo apontando uma generalizag¢do possivel
da analise que temos vindo a fazer da dualidade conjugada em progra-
magdo convexa., O.problema bdsico de programagdo convexa (3.I)

min f£{x)
s.a {G(x)
. x
s

foi na alfnea 3.1.1. relacionado com uma familia de problemas conve

BA
o

w

-

xos, . ~min £(x)
S.a { G(x)
X

gque diferiam do problema badsico pela consideracio duma perturbagdo u

1A
;

w
Q

ne membro direito das restrigdes que nao de sinal, Esta familia de pro
blemas, gue designamos por problema convexo generalizado, acabou por
ée mastrar extremamente Util aos nossoes objectivos de estudo, tendo
sido desenvolvida com base nela toda a teoria geral da dualidade con-
Jugada convexa. Fique todavia a certeza que todos os resultados obti-
‘dos poderiam ter sido estabelecidos, sem qualquer dificuldade adicio-
nal, trabalhande com um probléma com perturbagdes mails gerais, por e~
xemplo, min £(x-u®)

_s.é gi(x-ui} S Wy (i=1,...,m)

x 2 0
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em gque u®, ul ¢ R e W, (i=1,...,m) € R sdo variéveisterturbagao;
E neste sentido gue aponta ROCKAFELLAR nas pdginas 322-326 do seu 1li
vro ([f], 197C) ou, melhof'ainda, é esta a linha seguida pér AVRIEL
{1976, secgdes 5.2 e seguintes), AVRIEL ‘ trabalha sempre com um érg
blema “perturbado“ o mals geral possiéel, embora menos intu;tivo, con
firmando—ée que os resultados a que chega s3ao perfeitamente anélogos_

.aos que se obtém incluindo perturbacSes unicamente nos membros direi-

tos das restricdes,
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