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Resumo

E apresentada neste texto uma formalizagio da tolerancia operacional a
auséncia de dados que possam ocorrer no processamento de sinais discretos. Esta
investigacao tem uma motivacéo empirica. Nasce dos problemas que se colocam
em processamento e analise de sinais quando se tem de lidar com a auséncia de
conhecimento sobre os valores do sinal que existem fora do conjunto de

observacgdes disponiveis.

Investiga-se neste texto o conceito de operacdo tolerante a auséncia de
dados, & auséncia de argumentos. E definida uma representagdo para a auséncia
de simbolo e é alegado que a I6gica adequada para lidar correctamente com tais

situacOes ndo pode ser a bivalente, tendo de ser no minimo a trivalente.

Para lidar formalmente com as operac¢des tolerantes € definido um tipo
particular de conjunto finito, o urconjunto. E com base neste tipo de conjuntos
que € possivel definir tuplo tolerante e normas associadas. Uma concluséo € que
num tuplo tolerante o nimero de dimensdes pode exceder o nimero de
componentes presente. E assim possivel atingir definices mais abrangentes do

que € um sinal discreto e do que é que séo operaces tolerantes.

Em conclusdo formula-se a generalizagéo tolerante da actual algebra e
referem-se algumas linhas de investigacdo possiveis, como o estudo das

probabilidades num contexto tolerante.

Palavras-chave: discreto, sinal, urconjunto, tolerante, operacao.
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Abstract

It is presented a formalization of operational tolerance to lack of data that
may occur in the processing of discrete signals. This research has an empirical
motivation. It was born from problems that arise in processing and analyzing
signals when it is necessary to deal with the lack of knowledge about the signal

values that exist outside the set of available observations.

This text investigates the concept of operation tolerant to missing data,
tolerant to the lack of arguments. It is a defined a symbol for the lack of symbol
and it is alleged that the logic appropriate to handle such situations can not be

the bivalent and must be at least trivalent.

To deal formally with tolerant operations is defined a particular type of
finite set, the urconjunto. Based on this kind of set it is possible to define tolerant
tuple and related norms. One conclusion is that in a tolerant tuple the number of
dimensions can exceed the number of actual components. It is thus possible to
achieve more comprehensive definitions of what is a discrete signal and what are

tolerant operations.

To conclude it is formulated the tolerant generalization for current algebra
and shown some possible lines of inquiry, as the study of probabilities in a

tolerant context.

Keywords: discrete, signal, urset, tolerant, operation.
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| - Introducao

.1 - Sobre os sinais discretos finitos e as suas
decomposicdes

Para o engenheiro interessado na resolu¢do de problemas praticos, os sinais discretos
sdo entidades finitas, concretas ¢ bem definidas. Para ele, um sinal de voz pode ser um
conjunto finito de valores, consubstanciado em palavras binarias num ficheiro de computador.
Uma imagem poderd ser um conjunto finito de pixéis, cada um deles com os trés valores
cromaticos. Nas telecomunicagdes abundam os exemplos de sinais finitos, abstraidos como
infinitos, sejam eles de radio, de televisdo, de telefone ou de outras origens. Noutros campos
também ¢€ facil encontrar sinais discretos finitos, como as crono séries financeiras
representativas da actividade dos mercados, das bolsas e das cotagdes em geral, ou os sinais
simbolicos, ndo numéricos, representativos de cadeias de ADN. Muitos outros exemplos de

sinais seria possivel referir, oriundos de sistemas fisicos, econémicos, bioldgicos, ... .

No entanto, quando se pretende falar de sinais em geral, ¢ conveniente abstrair a
multiplicidade dos concretos que a pratica oferece aos engenheiros. Surge assim a
problemadtica da elaboragao de uma definicao de sinal, suficientemente ampla para englobar
todos os casos de interesse e suficientemente restritiva para ainda permitir o desenvolvimento

de técnicas tuteis em diversas aplicacdes.

Nas formulagdes que usam a linguagem matematica para descrever a realidade, um sinal
“¢ qualquer funcdo associada a um fenémeno fisico, econdmico ou social e que transporta
algum tipo de informagdo sobre ele.” (Ortigueira-2004). Os sinais surgem assim como objectos
matematicos. Este facto ndo ¢é surpreendente. Em muitas das formulag¢des da ciéncia actual, os
fendmenos objectivos sdo descritos usando a linguagem mais apropriada conhecida pela
humanidade. Essa linguagem ¢ a Matematica. Assim, a realidade, com os respectivos
problemas de interesse, ¢ representada em linguagem matematica, representacdo essa que €
computacionalmente manipulada, tanto de forma simbdlica como numérica, até se obter uma
representacao da solugdo para os ditos problemas. Finalmente, essa solugdo ¢ traduzida da
linguagem matemadtica para comportamentos sobre objectos e entidades fisicas, conseguindo-

se assim a resolucdo efectiva da problematica estudada.



O presente texto pretende abordar questdes formais relacionadas com sinais discretos
finitos, de génese concreta, bem como examinar os pressupostos € manipulagdes a que os
podemos sujeitar com o fim de extrair deles as informagdes ou efeitos que procuramos. Nesta
ordem de ideias, neste texto, sempre que se referir sinal, estar-se-4 a pressupor que o sinal ¢
de indole finita. Quaisquer considera¢des que requeiram sinais com caracteristicas infinitas

serdo devidamente assinaladas.

|.1.1 - Decomposicdes abelianas e EMD

Uma das classes de manipulagdes a que podemos sujeitar os sinais ¢ a das
importantissimas decomposicdes abelianas. De uma forma geral, estas manipulacdes
permitem, a partir de um sinal inicial, obter véarios sinais derivados que podem ser
considerados componentes do inicial, de tal forma que a reunido integral destes sinais
derivados reconstréi o inicial, independentemente da ordem pela qual a dita reunido ¢
consumada. Ou seja, diz-se que um sinal estd decomposto abelianamente se a reunido

comutativa da totalidade das componentes resultar na reconstrugao do sinal original.

Em muitos casos de interesse esta reunido comutativa ¢ encarada como uma soma, pelo
que a afirmacdo anterior pode ser proferida como “um sinal estd decomposto abelianamente
em vdarias componentes se a soma dessas componentes resultar na reconstru¢do do sinal”. Esta
utilizagdo do termo abeliano ¢ para salientar a comutatividade, ou permutatividade como

propdem Graham e Knuth (Graham-1994), dos operandos na operagdo de reconstru¢do do sinal.

A determina¢do da decomposi¢@o abeliana de um sinal €, em geral, um problema mal
colocado, no sentido de Hadamard (Hadamard-1902). Para Hadamard, um problema bem

colocado ¢ aquele onde se verifica o seguinte par de condigdes:
a) A solucgao existe,
b) E tnica.
Este par de condi¢cdes ¢ aplicdvel a qualquer problema, mesmo que este seja

consequente de uma formulagdo que ndo permita derivadas parciais. Um problema que nao

verifique qualquer uma destas condigdes ¢ um problema mal colocado.

Convém referir que uma terceira condigdo ¢ habitualmente enunciada em simultaneo
com este par (Courant-1962). Esta terceira condigdo, facilitadora da analiticidade funcional,

estipula que:

¢) A solucdo ¢ uma fung¢ao continua dos dados.



Note-se que, no entanto, esta terceira condi¢do ¢ desajustada quando os dados ndo sdao
continuos, quando ndo lhes ¢ aplicavel o conceito analitico de derivada direccional. Tal ¢ o
caso das séries temporais. Como se vera, uma técnica como a EMD (Empirical Mode
Decomposition) nao tem formulacdo analitica, apenas algoritmica e inerentemente discreta,

pelo que para a EMD ¢ pouco apropriado tecer consideragdes analiticas.

O problema da decomposi¢do abeliana de sinais discretos €, em geral, mal colocado,
pois a solug¢do ndo ¢ unica. Para o exemplificar, consideremos um sinal que s6 pode assumir
valores inteiros € com uma Unica amostra, que supomos como tendo o valor sete. Uma
decomposi¢ao abeliana possivel ¢ em dois e cinco, outra em trés e quatro, sendo muitas mais

solugdes possiveis, como menos um, seis e dois.

Nos casos correspondentes a circunstancias praticas, de interesse para a engenharia, a
formulagdo mais adequada e conveniente do ponto de vista pratico ¢ aquela em que os sinais
sdo vistos como vectores de um espaco vectorial de dimensdo finita. Nesta situacdo, uma
decomposi¢do abeliana refere-se a decomposicao em sinais cuja soma vectorial reconstroi o

sinal original, sendo sempre possiveis inimeras decomposi¢des para o mesmo sinal.

A decomposicao EMD

Como justamente visto, para sinais discretos existem muitas formas de realizar
decomposi¢oes abelianas. Estas dividem-se por dois grandes grupos. Um desses grupos € o
das decomposi¢des por fungdes de base pré fixadas, como as decomposi¢des de Fourier
(Oppenheim-1999) ou Walsh (Higgins-1977) (Stoffer-1991). O outro ¢ o das decomposi¢des por
caracteristicas dos dados, como a ICA (Independent Components Analysis) (Hyvirinen-2000),
PCA (Principal Components Analysis) (Jolliffe-2002) ou a EMD (Empirical Mode

Decomposition) (Ortigueira-2004).

A decomposi¢do em modos empiricos, “Empirical Mode Decomposition”, (EMD)
surgiu na NASA em finais da década de 90 do séc. XX (Huang-1998). A EMD foi desenvolvida
para a decomposicdo, em componentes mais simples e faceis de interpretar, de sinais que
oscilam em torno de uma tendéncia, mas que possuem caracteristicas ndo estacionarias. Este ¢
o caso de muitos sinais, como o0s biologicos, climaticos, econométricos, para referir apenas
alguns. Como se referiu e contrariamente ao habitual, a EMD ndo tem uma defini¢do

analitica, mas apenas algoritmica e tdo-somente para sinais finitos em tempo discreto.



A EMD ¢ efectuada por meio de um algoritmo intrinsecamente discreto e de
caracteristicas locais, ndo se encontrando desenvolvida nenhuma contrapartida analitica. E um

algoritmo considerado “simples” e “natural” (Ortigueira-2004).

|.2 - Panorama do trabalho desenvolvido

A ideia da realizacdo deste trabalho surgiu a partir de investigacdes efectuadas sobre a
decomposicdo em modos empiricos (Empirical Mode Decomposition - EMD) (Ortigueira-
2004), (Rato-2005), (Rato-2008). O estudo aprofundado feito sobre a EMD permitiu sentir e
identificar as dificuldades que se colocam, na pratica, quando se procuram realizar
decomposigdes deste tipo. Este trabalho procura contribuir para o langamento de algumas

indagagdes promitentes para a solugdo das dificuldades encontradas.

Revisitemos e aprofundemos melhor alguns aspectos da decomposi¢io EMD. Em
termos muito gerais, como referido, as decomposigoes abelianas permitem decompor um sinal
em varias componentes cuja soma resulta na reconstru¢ao do sinal. Também como referido,

existem muitos tipos de decomposi¢des abelianas, que se repartem por dois grandes grupos:

a) O das decomposi¢des com fungdes de base pré fixadas, como as decomposicdes de

Fourier ou de Walsh.

b) As decomposi¢des por caracteristicas dos dados, como a ICA (Independent
Components Analysis), PCA (Principal Components Analysis) ou a EMD (Empirical Mode

Decomposition).

A decomposi¢do EMD ¢ uma decomposicdo abeliana empirica por caracteristicas dos
dados pois ndo utiliza fungdes de base pré fixadas. O algoritmo de decomposicio EMD ¢
intrinsecamente discreto €, como se afirmou anteriormente, ndo tem uma defini¢do analitica,
mas apenas algoritmica. Tal coloca dificuldades formais, especialmente no inicio e fim do
sinal pois ai ndo estdo presentes as amostras requeridas pelo algoritmo para funcionar
correctamente. Estas dificuldades foram motivadoras para investigacdes sobre as implicagdes
formais da auséncia de amostras no processamento de sinais. Note-se no entanto que, quase
sempre, estas problematicas sdo transversais € comuns a todos os processamentos de sinais de

duracao limitada.

Na perspectiva adoptada neste texto, o processamento de sinais consiste numa
elaboracdo de operagdes matematicas sobre os valores das amostras, dos dados. Fomaliza-se a

auséncia de amostra, a auséncia de dado, pela auséncia de valor presente a operagao.



Uma problematica semelhante, que ndo tem uma formula¢do analitica mas apenas
algoritmica, é sobre a forma mais adequada de lidar com a auséncia de informagdo que
emerge nos sistemas, tipo SQL, de manipulagdo e armazenamento de dados. Sendo assim, o
nucleo fundamental desta investigacdo consistiu em procurar responder a questdo: “Como

definir adequadamente operagdes tolerantes a auséncia de valores?”

|.2.1 - Tarefas desenvolvidas e resultados obtidos

Como visto, a causa central para este trabalho proveio da constatagdo de que para lidar
matematicamente com os sinais € necessario definir como operagdes matematicas as
manipulagdes e processamentos realizadas. Acontece que, muitas vezes, ¢ necessario trabalhar
com a auséncia de dados, donde se revela de interesse procurar definir formalmente o
arquétipo para as operagdes tolerantes a auséncia de dados. Esse arquétipo, como se vera, ¢

identificado com o produto urcartesiano.

Esta procura de formalizagdo desenvolveu-se por varias tarefas, onde foram elaborados
novos conceitos, como o de urconjunto e urdominio, e desenvolvidas técnicas como a da
modificacdo da numeracdo de Matula, o que levou a obtencdo de varios resultados, como o
pseudo polindémio de pertenca e o produto urcartesiano. Sao estes resultados que o presente

texto pretende expor.

1.2.1.1 - A motivacao

Comega-se, no capitulo. II, por examinar a decomposicdo EMD, motivadora pratica
deste trabalho. Ai sdo identificados alguns problemas associados a EMD, nomeadamente os
relativos a estimagdo dos extremos e das envolventes. E sabido que sio muitas as formas
pelas quais ¢ possivel decompor abelianamente um dado sinal concreto. Mas nem todas essas
decomposi¢cdes podem ser chamadas de EMD. Com o intuito de alicer¢ar em termos
absolutamente gerais o que deve ser entendido como uma EMD, sdo elaborados os principios
guia de qualquer EMD, Uma vez que ndo ¢ conhecida nenhuma formulagdo analitica, estes
principios permitem examinar e conferir se uma dada decomposi¢do abeliana de um sinal
pode ser, ou ndo, considerada uma EMD. Fica pressuposto que todos os programas de
decomposi¢do EMD, em qualquer linguagem e/ou plataforma, t€ém de produzir resultados que
cumpram o exigido por estes principios para que a decomposicdo se possa considerar uma

EMD. Pode afirmar-se que todos os programas desenvolvidos no ambito deste trabalho, mas



apenas alguns dos disponibilizados por outros autores e referidos como EMDs, cumprem as

exigéncias dos principios expostos.

Com base nestes principios e no conceito de sinal ileso, onde pela primeira vez aparece
a necessidade de contabilizar a possibilidade de auséncia de valor numa amostra, siao
formalizadas as funcdes classificativas baseadas na vizinhanca de cada amostra de um sinal
ileso. Duas consequéncias sdo notorias. Uma delas ¢ que, partindo apenas da descrigao
elaborada por Huang em 1998, sdo possiveis varias fungdes classificativas, pelo que Huang
ndo define o algoritmo de forma unica. A escolha e utilizacdo de cada uma dessas fungdes
classificativas originara diversos algoritmos EMD, todos eles validos. No entanto, para um
mesmo sinal, a aplicacdo de cada um destes algoritmos originarda EMDs distintas. A outra
consequéncia € que € possivel criar algoritmos que gerem pontos fiduciais cujo indice
amostral ¢ intercalar, ndo inteiro. Ou seja, o dominio dos pontos fiduciais ndo ¢ um

subconjunto do dominio das amostras do sinal.

Acontece que se verifica que todas as fungdes classificativas tém de lidar com as
extremidades do sinal, extremidades essas entendidas no sentido de primeiras e ultimas
amostras na serializacdo temporal. Quando tal acontece, ndo existem amostras, no dominio de
defini¢do do sinal, disponiveis para alimentar como argumentos as fungdes classificativas, ou

outras. Ou seja, existem situacdes em que as funcdes classificativas, ou outras, ndo podem

actuar por ndo tolerarem a auséncia de um argumento. Este problema ¢ geral, no sentido em

que a auséncia de dados pode surgir em qualquer localizagdo e ndo tdo somente nas
estremidades, recorrente e transversal a muitas situagdes em andlise e processamento de
sinais. A solu¢do procurada deverd igualmente ser geral e amplamente transversal. Por isso
procura-se estipular teoricamente o que ¢ uma operagdo tolerante, em lugar de

casuisticamente aplicar uma solu¢ao ad-hoc.

Como exemplo de solucdo ad-hoc refira-se o costume empirico de postular que o
argumento em falta tem o valor zero e prosseguir. Mas ¢ possivel lidar formalmente com esta
auséncia de argumento, de tal forma que, nestas situagdes, a atribuicdo do valor zero seja
reconhecidamente um acto empirico e ndo uma inescapavel imposicdo tedrica. Esta
problematica da tolerancia a auséncia de dados, de caracteristicas globais e transversais, esta
na raiz das consideragdes tedricas que sao elaboradas no seguimento. Os proximos capitulos
desenvolvem e aprofundam essas considerac¢des, sob uma perspectiva finitista - construtivista

da computagdo enquanto actividade mediada simbolicamente.



1.2.1.2 - Simbolos e computacao

No capitulo III, para situar adequadamente os problemas levantados pelo adequado
tratamento da auséncia de dados nos argumentos de quaisquer fungdes, € pressuposto um
modelo computacional de base simbolica, no qual ¢ desenvolvido o conceito de tolerancia,
enquanto tolerdncia a auséncia de simbolo. Sendo assim a tolerdncia computacional a

auséncia de dados ¢ equacionada a partir da auséncia de simbolos.

Aqui ¢ chamada a atengdo para as origens percepcionais do conceito de simbolo, na sua
concepgdo semidtico-computacional. A notacdo, indissociavel do simbolo, ¢ analisada e

desenvolvida. semioticamente inovadora, ¢ de que
Duas coisas importam reter:

O desenvolvimento de novas notagdes, quando necessario, vai obedecer aos principios

da continuidade expressiva, da exaustdo e da simetria vertical para as situagdes comutativas.

E necessario um simbolo para representar a auséncia de simbolo. Isto pode ser visto

A

como uma extensao semiotica. Esse simbolo ¢ postulado como sendo 'J'. Uma das razdes de

escolha deste simbolo ¢ o seu caracter inédito. Outras prendem-se com a sua simetria, uma

certa sugestividade intuida e, por fim, alguma facilidade de obtengao tipografica.

1.2.1.3 - Necessidade da logica trivalente

No capitulo IV ¢ alegado que, para lidar correctamente com a tolerancia, abstraida na
auséncia de simbolo, a logica envolvida nao pode ser a bivalente, devendo ser, pelo menos, a
trivalente. E esclarecido que uma légica trivalente ¢ suficiente, ndo sendo necessarias logicas
de grau superior ou mesmo “fuzzy”. E exemplificado como se utiliza uma logica trivalente.
Primeiramente enquanto combinatoéria de trivalores. Seguidamente, visto que ndo pode ser
desenvolvido um calculo booleano como na ldgica bivalente, mostra-se como um certo
conjunto de fungdes ¢ funcionalmente completo. Com base neste conjunto funcionalmente
completo ¢ explicado como ¢ possivel sintetizar o circuito trivalente correspondente a
qualquer tabela de triverdade e de como. a partir de um circuito trivalente qualquer, é possivel
obter a respectiva tabela de verdade. Com estes resultados torna-se possivel abordar as
questdes relacionadas com a semantica trivalente. Nesse sentido, sdo referidas algumas
semanticas trivalentes e ensaia-se a sua aplicagdo a presente problemadtica. Esta aplicagdo
constitui o principal resultado obtido neste capitulo, pois permite definir e aplicar o conceito

de igualdade tolerante.



1.2.1.4 - Conjuntos e Urconjuntos

No capitulo V ¢ apresentada a teoria classica dos conjuntos, que vai servir de

fundamento a multiplos desenvolvimentos teoricos.

O capitulo VI ¢ o capitulo onde se encontra o nticleo desta tese: urconjunto e pseudo
polindmio de pertenga. Nesse capitulo é apresentado, a partir do conceito classico de

urelemento e do conceito de urexpressao, o novo conceito de urconjunto.

Partindo deste conceito surge uma cascata de outros conceitos: urdominio,
urcardinalidade, uramontoado, urexpressaoNR e compartimentagdo de um urconjunto. A
partir da compartimentacdo ¢ investigada a numeracdo de Matula e desenvolvida uma
generalizacdo que permite definir urisomorfismos e pseudo-polindmios de pertenga (ppp).
Este conceito de ppp, aqui introduzido, facilita o lidar formalmente com as auséncias de

simbolo nas urexpressoesNR.

1.2.1.5 - Dos tuplos tolerantes aos sinais discretos

No capitulo VII os conceitos, baseados no ppp, de dupla tolerante e tuplo tolerante com
as normas respectivas serdo apresentados e desenvolvidos. Sera elaborada a distingdo entre
comprimento, tamanho ocupagdo, amplitude vagos ¢ magnitude capacidade de um tuplo. E

refinado o que ¢ uma concatenagdo de tuplos e o que ¢ uma projeccao.

Estes conceitos, de dupla tolerante e de tuplo tolerante, permitem definir o conceito de
produto cartesiano com tolerancia, o urcartesiano. E com base neste produto urcartesiano que
sera possivel avancar para as definicdes de relagdes e operagdes tolerantes e de outras

estruturas algébricas incorporando a possibilidade de tolerancia.

No capitulo VIII, o conceito de urcartesiano ¢ o suporte para a definicdo de relacdo

tolerante e finalmente de sinal discreto que se define como relagdo tolerante indexada.

|.2.2 - Conclusdes e perspectivas
Finalmente, no capitulo IX s3o enumeradas as conclusdes e apontadas linhas para

investiga¢do futura, cujo teor ¢ apresentado ja de seguida.

[.2.2.1 - Conclusdes

Para lidar com a resolugdo dos problemas empiricos motivados pela EMD, e de uma

forma geral e transversal a outros tipos de manipulacdes de sinais, foi elaborada uma



definicdo de vizinhanga sequencial em sinais discretos, com base na qual foram desenvolvidas
fungdes classificativas para maximos e minimos. Estas funcdes classificativas, tal como
definidas, ndo sdo tolerantes a falhas, ndo sdo tolerantes a auséncia de um argumento, embora
o necessitem. Esta problematica da necessidade de tolerancia estd na raiz das consideragdes
teoricas desenvolvidas posteriormente, numa perspectiva finitista - construtivista da

computagdo enquanto actividade mediada simbolicamente.

Foi realizada a apresentagdo, quer dos simbolos e sua utilizagdo, quer da auséncia de
simbolo e sua utiliza¢do, enquanto suportes de toda a computagdo. Considerou-se que para
lidar correctamente com a tolerancia, consequente da auséncia de simbolo, a l6gica envolvida
devera ser pelo menos a trivalente. Desta forma, sempre que for necessario trabalhar com
operacdes tolerantes em geral e igualdades tolerantes em particular, € necessario considerar tal

computagdo num contexto de logica trivalente.

Foi desenvolvida a defini¢do de urconjunto, instrumento para a defini¢do de operagdes
tolerantes. Para isso aplicou-se uma numeracdo de Matula modificada para definir o ppp
(pseudo polindmio de pertenga). Com base no ppp definiu-se o conceito de dupla ordenada
com tolerancia e prosseguiu-se para a definicdo dos tuplos tolerantes e das suas propriedades.
Finalmente, atingiu-se a defini¢do de produto cartesiano com tolerancia, de forma permitir
desenvolver a teoria das estruturas algébricas incorporando a possibilidade de tolerancia. De

acordo com a perspectiva desenvolvida, os sinais discretos sdo relagdes tolerantes indexadas.

1.2.2.2 - Perspectivas para investigacao futura

E costume, nas questdes praticas, postular que o argumento em falta tem o valor zero e
prosseguir. No entanto ¢ possivel lidar formalmente com esta auséncia, de tal forma que,
nestas situacdes, a atribuicdo do valor zero seja reconhecidamente um acto empirico € nao
uma imposi¢ao tedrica. Esta problematica da tolerancia a auséncia de dados, de caracteristicas
globais e transversais, estd na raiz das consideragdes teoricas cuja elaboracao teve lugar neste
texto. Muitas mais elaboracdes sdo ainda necessarias e possiveis de fazer no sentido de

desenvolver o formalismo tolerante e o correspondente processamento de sinais.

Quanto a EMD, o desenvolvimento do conceito operacional de extremo de um sinal
discreto baseado em fungdes de vizinhanga varidvel e ndo fixa como foi descrito, ¢ algo que
carece de trabalho complementar. Relativamente a determinacdo das envolventes cumpre
referir que sdo possiveis diferentes algoritmos que permitem garantir a caracteristica de

envolvente sem obrigar a tangencia obrigatdria com o extremo discreto.



Quanto a logica trivalente, uma revisdo de literatura (2010) permitiu identificar como
muito promissora a investigacao relativa a simplificagdo das func¢des ldgicas com trivalores,

nomeadamente, na generalizagao dos mapas de Veitch - Karnaugh para variaveis trivalentes.

Quanto a algebra tolerante, é necessario prosseguir com o desenvolvimento tedrico da
teoria das operagdes tolerantes, quer totais, quer parciais. SO posteriormente € que sera
possivel desenvolver a teoria dos espagos vectoriais tolerantes, teoria essa incontornavel para

lidar correctamente do ponto de vista tedrico com operagdes tolerantes envolvendo sinais.

Finalmente, ¢ de referir que a emergéncia da tolerancia pode ser vista como tendo
implica¢des a nivel da axiomatica da teoria das probabilidades. Tal constitui a derradeira

sugestdo para investigacdes futuras.

|.3 - Notacao e convencgdes associadas

O desenvolvimento de qualquer argumentagdo matematica ¢ fortemente dependente da
notacdo disponivel. Por isso este capitulo I termina dedicando-se & questdo da notagdo e

convengoes utilizadas neste texto.

Consiste a notagdo no conjunto das convengdes graficas convenientemente partilhadas
por todos os leitores de modo a permitir a comunicagdo interlocutéria. Desde sempre que
actividade matematica se apoiou em notagdes, mas nunca, nem mesmo actualmente, se
desenvolveu uma notagdo comum e universal (Cajori-1991). Como exemplo ilustrativo
considere-se o habitual e corriqueiro nimero quatro, que € escrito “four” noutra lingua, e cuja
correspondente notagdo também varia, podendo ser 4, ¢, ou mesmoll, para ndo referir

formas classicas de o representar, como IV.

As representacdes simbolicas de outras entidades, que ndo os meros nameros,
constituem exemplos actuais da mitica Babel. E um facto que muitos textos, ainda que na
mesma lingua, do mesmo ano e versando os mesmos assuntos, exprimam de forma distinta
entidades como vectores, conjuntos, fungdes, etc., .... E por isso que, em muitos deles, para
obviar aos desajustes de entendimento provenientes de uma deficiente partilha das

convengdes subjacentes a notagdo exibida, ¢ apresentada uma resenha da notagdo e

concomitantes convengoes. Tal pratica também aqui vai ser exercida.

No sentido de facilitar o adequado entendimento deste texto, comegam-se por apresentar

as convengoes relativas a nomenclatura dos sinais graficos utilizados na elaboracao deste
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texto. Para a utilizacdo em expressdes de indole matematica, sdo consideradas como
suficientemente conhecidas por todos os leitores as letras dos alfabetos grego e latino bem

como os diversos aspectos que os seus glifos podem apresentar.

Seguidamente ¢ apresentada uma breve lista nominativa de simbolos graficos nao
alfabéticos que sdo utilizados neste texto. Nos casos em que o mesmo simbolo ¢ referido de

formas diversas, a nomenclatura preferencial ¢ a apresentada em primeiro lugar.

1.3.1 - Paréntesis / Paréntese / Parénteses

A forma «paréntese» ¢ singular; «parénteses» ¢ plural. J& «paréntesis», forma

igualmente correcta, ¢ singular e plural: «o paréntesisy», «os paréntesisy.
() Paréntesis, paréntesis curvos.
Paréntesis rectos, colchetes, grampos, ou agrafes.

[]
{} Chavetas, chaves ou bragas.
()

Paréntesis angulosos, cotovelos ou chevrons.

1.3.2 - Aspas e afins

« » Aspas angulares duplas, aspas tradicionais.
<> Aspas angulares simples
Aspas curvas duplas.

Aspas curvas simples.

nmn

Aspas rectas duplas.
Plicas, ou aspas rectas simples.

Apostrofe recta, plica isolada.

Apostrofe curva, aspa simples curva direita isolada.

[.3.3 - Outros sinais utilizados

; Ponto e virgula.
, Virgula.

Ponto, ponto simples

1



° Ponto oco, ponto vazio, pequena circunferéncia.
o Ponto cheio, pequeno circulo negro.
Dois pontos.
Reticéncias.
Reticéncias verticais, trés pontos
Reticéncias inclinadas, ou reticéncias diagonais secundarias
Reticéncias contra inclinadas, ou reticéncias diagonais principais

| Barra vertical

/ Barra inclinada, ou barra diagonal secundaria

\ Barra contra inclinada, ou barra diagonal principal
- Seta simples

= Seta apoiada

Termina aqui esta breve lista, sem obviar no entanto a que outros simbolos porventura

necessarios sejam devidamente apresentados aquando da sua introdugao.

1.3.4 - Indicadores de circunstancia

Os indicadores de circunstancia salientam e numeram diversos aspectos conjunturais do
texto. Sdo rodeados por paréntesis rectos, come¢am por uma letra que indica o tipo de
indicador e terminam num campo numérico que contém um ponto. Os digitos antes do ponto
indicam o capitulo e depois indicam o nimero de ordem dentro do capitulo. Os indicadores de

circunstancia sao:

[Dx.xx]  Este indicador ¢ utilizado para as defini¢cdes. Quando apropriado, o objecto
da definigdo ¢ salientado a negrito.

A : Indica o fim da definicao.

[nDx.xx] Este indicador ¢ utilizado para uma recusa de defini¢do, para uma nao-
defini¢ao.
A : Indica o fim da recusa de definigao.

[Ex.xx]  Este indicador ¢ utilizado para os exemplos.

V¥ : Indica o fim do exemplo.
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[Tx.xx]  Este indicador ¢ utilizado para os teoremas.
Como subindicadores opcionais, tém-se:
P: Indica um esbogo da prova, da demonstragao.
H: Indica a Hipdtese do teorema.
T: Indica a Tese do teorema.
D: Indica a Demonstra¢do do teorema.

m: Indica o fim do teorema

Apresenta-se agora um indicador utilizado quando existem desenvolvimentos
pertinentes e interessantes para um determinado assunto, mas que a exiguidade de espaco

inibe o adequado desenvolvimento.

[Sx.xx]  Este indicador ¢ utilizado para sinalizar um “Stop”. Um “Stop” ¢ uma
elucidagdo da ndo prossecu¢do das consideracdes. Cada um ¢ devidamente
explicado, na altura que surge.

¢: Indica o fim do “Stop”.

.4 - Conceitos e conhecimentos pressupostos

De uma forma muito abstracta e geral, um sinal discreto € visto como um conjunto de
relagdes que obedecem a certas condi¢des indexantes. Por sua vez, como se verd, cada relagao

¢ um conjunto de tuplos.

Saliente-se que os termos “conjunto” e “relacdo” deverdo ser entendidos no sentido
matematico usual do termo e ndo no sentido informal da linguagem quotidiana. De igual
modo devem ser entendidos todos os outros termos constantes no 1éxico matematico habitual
referido as grandes 4reas da Algebra, do Célculo classico, da Logica Simbodlica e da

Computacao Formal. Estas consideragdes constituem o resumo dos pressupostos gerais.

Nesta ordem de ideias, consentdneos nos pressupostos gerais, amparos para a correcta
leitura deste texto, sao considerados como adquiridos os seguintes conhecimentos:
a) Os conceitos primitivos de existéncia, simbolos, transformagao,
correspondéncia, escolha, colocagdo e pertenca.
b) Os habituais conjuntos numéricos: N, Z, Q, R, C, as suas possiveis
sequéncias, a sua manipulagdo algébrica e os elementos gerais do Céalculo. Notar

que ¢ considerado que qualquer elemento desses conjuntos ¢ finito.
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d)

2)

2% ¢¢ 9 ¢

Os rudimentos da geometria, incluindo o Iéxico “ponto”, “recta”, “circulo”,

“plano”, “dimensao” e teoremas mais comuns.
A distin¢do entre conjuntos e elementos de um conjunto, a distingdo entre

pertencer e estar incluido, o conhecimento do conjunto poténcia 2” para um
conjunto A, o conjunto potenciado ou expoente, bem como o conhecimento da
algebra das operacdes de intersec¢do, unido e negagdo de conjuntos ¢ da
correspondéncia entre elementos de um ou mais conjuntos. As notagdes

equivalentes para o conjunto vazio, ou nulo: { } e . A distingdo entre conjunto
singular ou singletao, {a)}, e o seu elemento, . A notagdo #A, para
representar a cardinalidade de A.

Os rudimentos da teoria das linguagens formais, incluindo o 1éxico “simbolo”,
“caractere”, “fiada” ou string (sequéncia de simbolos), “subfiada”, “expressao”,
“linguagem” e respectivos aceitadores linguisticos enquanto dispositivos
computacionais. Para salientar que determinada sequéncia de simbolos ¢ para
ser encarada preferencialmente apenas como uma fiada e ndo como outras
expressdes com as concomitantes interpretagdes, sao usadas aspas rectas duplas,
como em "abc". Também ¢ pressuposto o conhecimento da distingao entre
fiadas iguais e fiadas diferentes, da operagdo de concatenacao ou encadeamento

nn

de fiadas, representada por |, a notacdo "" para a fiada vazia, ou nula, a notacao

#s, ou |S| para o numero de simbolos, incluindo repeti¢des, presentes numa

fiada s, também referivel como o comprimento da fiada, e a notagio #,s ou

|S|a para o numero de ocorréncias do simbolo 'a' na fiada s.

£9% ¢

Os rudimentos da teoria dos grafos e digrafos, incluindo o 1éxico “no”, “aresta”,
9 ¢

“arco”, “bipartido”, “arvore”, “caminho” e “atalho”. Também ¢ pressuposto o

conhecimento da defini¢do de grafos iguais e grafos diferentes.
O conceito de par ordenado, (a,b) e a sua definigio em termos de par de

Kuratowsky, {{a }{ab }}, bem como o conceito de produto cartesiano, x. O

termo “aridade”, neologismo erudito relacionado com a nog¢ao de pluralidade,
que designa o numero n de elementos que compdem as n-uplas ordenadas, ou

tuplos, pertencentes a uma relagdo. De igual forma, a aridade de um produto
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cartesiano ¢ o numero natural que representa a quantidade de conjuntos, com as
repeti¢des incluidas, que intervém na sua construgdo. No caso de fungdes, este

termo indicara o nimero adequado de argumentos ou operandos.

h) Os valores logicos V e F, referidos como valores booleanos, ou bivalores, as
operagoes classicas da logica proposicional a dois valores, também referida por
logica bivalente ou bilogica, como a negacdo, —, a disjun¢do ou soma légica,
Vv, € a conjuncdo ou produto 16gico, A . Serd utilizada a notacao (: expr :) para
representar a determinagao do valor logico (bivalente) de expr. Sera utilizada a
notagao ( expr ) para representar a determinagao do valor légico (trivalente) de

expr.

1) Os quantificadores, quer o universal, Vv, de leitura “para todo e qualquer”; quer

I3

o existencial, 3, cuja leitura ¢ “existe pelo menos um”.
A abreviatura “sse” para “se e sO se”.

A convencgdo informal do uso de reticéncias, como em N = {1 234 }

Finalmente apresenta-se a sigla OEIS™, como referéncia padrao a e-
enciclopédia de sequéncias de inteiros, a “The On-Line Encyclopedia of Integer
Sequences™”, cujo endereco Internet ¢ actualmente (2011)
“http://oeis.org/”, tendo sido durante muito tempo
“http://www.research.att.com/~njas/sequences/”.

Esta enciclopédia pretende matricular todas as sequéncias de inteiros,

apresentando as matriculas a forma geral Annnnnn.

Deve ser entendido que a lista anterior ndo ¢ exaustiva. Oportunamente e de acordo com
a conveniéncia expositiva, serdo referidos outros termos e esclarecimentos cujo conhecimento
também ¢ pressuposto.
Finalmente, convém notar o seguinte
[SII.01] Na apresentacao das defini¢des foi estritamente cumprido o cdnone matematico
de almejar a sua consisténcia formal. Foi também ambicionada a maximizagao
da comunicagao efectiva com o leitor deste texto. Por isso, ndo foi aplicado o
principio minimalista de colocar na defini¢do apenas o essencial independente,

recorrendo-se de forma comedida a alguma redundancia para facilitar a
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comunicac¢do. Desta forma surgem ao nivel das defini¢cdes algumas propriedades

dedutiveis a partir de definigdes minimalistas. 4

1.5 - Pormenores da notacao relativa a sinais discretos

Os sinais discretos sdo entendidos como conjuntos de dados. Por isso sdo representados
preferencialmente por letras maitsculas, latinas ou gregas, como S ou ®. No entanto,
constitui pratica comum referir os elementos destes conjuntos como amostras. Refira-se que
tal pratica continua a ser habitual mesmo quando os dados ndo sdo provenientes de um
processo amostral. A ela aderiremos. Por isso no seguimento iremos preferencialmente falar

de «amostras» em lugar de «dados»

Por sua vez, cada amostra ¢ entendida como sendo formada por um indice e um valor.
Os indices costumam ser elementos de Z, nao podendo existir duas amostras com 0 mesmo
indice. Os valores costumam ser elementos de R ou de C, podendo existir varias amostras

com o mesmo valor.

A letra que representa o indice ¢ latina, mintscula e situada a meio do alfabeto.

Normalmente sera uma destas: i, j, k, I, m, n, o, p, embora a letra 0 tenha uma
utilizagdo reservada, como se vera.

O valor de uma amostra ¢ preferencialmente representado pela mintscula da letra que

representa o sinal. Sendo assim, S representa o valor de uma amostra do sinal S .

Para representar uma dada amostra ¢ necessario indicar quer o valor, quer o indice. Para
isso, escrevem-se os dois justapostos, com o valor a esquerda e com o indice a direita

devidamente marginado por paréntesis rectos. Assim, sendo o sinal X, vem que X[n],
representara uma amostra, cujo valor € X e cujo indice é n.

Um conjunto de amostras sera escrito como {---x[n]---}, ou mais simplesmente como
{x[n]}. Pelo que se tem X ={x[n]}, ou seja que um sinal X ¢é um conjunto de amostras
x[n].

Notar como a notagdo X[n] permite intuir uma relagio funcional n X, o que é

consentaneo, uma vez que ndo podem existir duas amostras distintas com o mesmo indice.
Além disso ¢ sempre possivel sequenciar o conjunto das amostras aproveitando uma relacao
de ordem total que seja propiciada pelos indices. Sendo assim, ¢ possivel falar de primeira

amostra, segunda amostra,..., Ultima amostra, ou seja, fica definida uma numeracdo ordinal
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4

para as amostras. Na esmagadora maioria dos casos de interesse pratico, tal sequenciacdo

(¢

o~

tdo habitual, surge de forma tdo natural e ajusta-se tdo bem a realidade subjacente, que
tentador considera-la obrigatéria, pelo que um sinal discreto ¢ visto simplesmente como uma
sequéncia de amostras, ou seja, ¢ visto como um conjunto de amostras no qual estd definido
uma relagao de ordem total.

Desta forma, um sinal X = {x[n]} ¢ visto como um conjunto de amostras totalmente

ordenadas pelos indices.

Convém chamar a atenc¢do para os seguintes pontos:

Quando nao hé perigo de confusdo entre um sinal e uma sua amostra, ¢ pratica usual

que um sinal {x[n]} seja representado simplesmente como X[n].
Chama-se nimero de amostras, N , ao cardinal de X , ouseja: N = #X.

E habitual supor que os N valores distintos exibidos pelo indice exibem espagamento
regular e unitario. Quer isto dizer que se o menor dos indices for um, entdo serdo todos
naturais ¢ o maior sera N. Tal facto ¢é expresso pela expressdo condicional
(1=n<N)a(neN). Pelo que o indice da primeira amostra ¢ um, o indice da segunda
amostra ¢ dois, e assim por ai em diante, ou seja, a numera¢dao ordinal corresponde
directamente ao indice. Também quer dizer que se o menor dos indices for zero, entdo
também serdo todos inteiros e sempre inferiores a N . Tal facto é expresso pela expressao
condicional (0<n<N )A(neN,). Pelo que o indice da primeira amostra é zero, o da segunda
¢ um e assim por ai em diante, ou seja, a numeragdo ordinal ja ndo corresponde directamente
ao indice. Posto isto, convém real¢ar que a situagdo em que a numeragdo ordinal corresponde
directamente ao indice s6 pode ocorrer na situagdo particular em que os indices obedecem a

expressio condicional (1<n<N )A(neN).

Além disso e como se verd, os indices podem exibir espagamentos nem regulares, nem
sequer inteiros. Nessas situagdes €, neste texto, preferencialmente utilizada a letra 0 para
indicar o indice. Assim num sinal como B = {b[o]} ¢ de esperar que indice ndo seja regular

e, possivelmente, nem inteiro.
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Il - Sobre a decomposicao em modos

empiricos

Como se viu, a classe das importantissimas decomposi¢des abelianas de um sinal
permitem decompor um sinal em varias componentes cuja soma resulta na reconstru¢do do

sinal. A decomposi¢do EMD ¢ uma decomposicao abeliana.

II.1 - Tipos de decomposicdes abelianas

Existem muitas formas de realizar decomposi¢des abelianas, que se dividem em dois
grandes grupos:

a) O das decomposi¢des por fungdes de base pré fixadas, como as decomposi¢des de
Fourier ou de Walsh.

b) As decomposi¢des por caracteristicas dos dados, como a ICA (Independent
Components Analysis), PCA (Principal Components Analysis) ou a EMD (Empirical Mode
Decomposition).

Como exemplo saliente de decomposicdo no primeiro grupo, tem-se a analise de
Fourier, em que as fung¢des de base sdo exponenciais complexas. Como exemplo recente de

decomposi¢ao no segundo grupo, tem-se a decomposi¢do em modos empiricos, ou EMD.

II.1.1 - A decomposicao harmonica

Constituindo-se como caso paradigmatico da decomposicdo de um sinal por fungdes de
base pré fixadas, a decomposi¢do de Fourier ¢ bem conhecida, (Ortigueira-2005), (Oppenheim-
1999). Para um sinal discreto X com N amostras, que mais ndo ¢ do que uma sequéncia com
N valores que pode ser visto como um vector a N dimensdes, a decomposi¢cdo de Fourier

produz uma sequéncia C de N coeficientes complexos, C ={c[k]}, 0<k<N, aos quais
correspondem N sinais sinusoidais, S,, 0<k<N, cada um com N amostras, S, = {Sk [n]},

0<n<N . A soma destas N sinusoides reconstroi o sinal original.
Veja-se como. Seja X ={x[n]}, 0<n<N, um sinal discreto com N amostras. Entio

—j27rkn

N-
os coeficientes c[k] virdo dados por c[k Z . Note-se que esta formula

>
(=)



pode ser vista como representando cada c[k] como resultante do produto interno entre o

1 7j27r£n
vector X e um vector \Pk :{Wk[n]}, tendo-se que l//k[n]zﬁe N . Estes N vectores

Wy [n] sdo as fungdes de base pré definidas, que sdo todas ortogonais entre si.

A decomposicao de Fourier pode ser vista como a projec¢ao do sinal X na exponencial
complexa que constitui cada uma das fungdes de base. Em vez de exponenciais complexas, ¢

possivel lidar com sinuséides. Para isso convencione-se que ¢[N]=c[0], e definam-se:

quer: a[k]:w, 0<k<N,
quer: b[k]= jw, 0<k<N.

Os valores s,[n] sdo obtidos por: s,[n]=a, 005(27[% nj +b, sin(27z%nj

Tem-se que o sinal X pode ser reconstruido pelo soma das N sinuséides S, . Ou seja,

N-I
tem-se que X = ZSk .
k=0

11.L1.1.1 - Um exemplo da decomposicao de Fourier

[EIL.0O1] Considere-se N =16, e seja X o sinal correspondente a sequéncia
[1,3,-1,4,5,—1,—8,-3,1,5,8,2,— 4,— 7,—1,2], tendo-se pois que x[0]=1,

x[1]=3, ..., x[15]=2. A representaciio grafica desta sequéncia é:

Singl X={1,3,+1,4,5,+1,6,-3,1,5,8,2.4,-7,-1. 2}

iTLHl |1

=

Fig. II.1 Representacdo de uma sequéncia
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Como se viu, a esta sequéncia pode aplicar-se a decomposi¢do de Fourier, quer em

coeficientes c[k] , quer nos correspondentes coeficientes a[k] e b[k], obtendo-

se as seguintes N sinusodides S, :

Orig.
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ks
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k
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]
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ki
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3

0 2 4 3] 8 10 12 14 16

ReConstr.

Fig. I1.2: Decoposi¢ao harmonica

Notar que o primeiro diagrama, em cima a esquerda, representa a sequéncia original e
que o ultimo diagrama, em baixo a direita, representa a sequéncia reconstruida
pela soma das 16 componentes sinusoidais intermédias. O erro residual de

reconstrucao ¢ desprezavel. ¥

11.1.2 - A decomposicdo em modos empiricos

Como exemplo recente de uma decomposicdo que ndo utiliza fun¢des de base pré

fixadas refira-se a decomposicdo EMD (Huang-1998). Esta decomposi¢@o origina varios modos
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oscilantes empiricos de média nula, ¢ (t), convencionalmente chamados IMF (Intrinsic Mode

Functions), fun¢des de modo intrinsecas, que podem no entanto ser interpretadas como sinais
AM/FM de portadora sinusoidal: ¢(t)= A(t)cos(é(t)), cujas envolventes sdo simétricas
(Ortigueira-2004). Para além de um conjunto de IMFs, a EMD origina também um sinal
residual, apelidado trend, onde se encontra a informagao de média e tendéncia.

A EMD foi desenvolvida para a decomposi¢do de sinais que oscilam em torno de uma
tendéncia mas que possuem caracteristicas ndo estaciondrias. Este é o caso de muitos sinais,
como os biologicos, climaticos, econométricos, para referir apenas alguns. Contrariamente ao
habitual, a EMD nao tem uma defini¢do analitica, mas apenas algoritmica e tdo-somente para

sinais finitos em tempo discreto. Ser4 assim mais adequando falar da IMF ®; = {¢.[n]}do que

na IMF ¢,(t).

As IMFs sdo determinadas por meio de um algoritmo iterativo chamado “sifting”,
peneirar, (Huang-1998), de caracteristicas locais e que nao utiliza fungdes de base pré fixadas.
Este algoritmo permite obter uma colec¢do de IMFs @; 0<i< |, e um trend residual @,. A
sua descri¢do pormenorizada serd efectuada ja na proxima sec¢do «Il.2 - Apresentacdo

sistematica da EMDwy.

Veja-se agora um exemplo.

11.1.2.1 - Um exemplo da decomposicdo EMD

[EIL.02] Proceda-se a analise EMD da mesma sequéncia:

[1,3,-1,4,5,—1,-8,-3,1,5,8,2,—4,— 7,—1,2]. Obtém-se:

; n? .. ?'f : a T'T"o,_; .__9

a 2 4

IMF 2

l

P N g R = T

a 2 4 & B 10

.9_..&. l 2

1" 18

Fig. I1.3: Decomposi¢gado EMD
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Notar que o primeiro diagrama, em cima, representa a sequéncia original e que o ultimo
diagrama, em baixo, representa a sequéncia reconstruida pela soma das IMFs e

do trend. O erro de reconstrugao residual é desprezavel. ¥

Seguidamente procede-se a apresentacdo sistematica desta decomposicdo bem como

doa problemas identificados

II.2 - Descri¢cao da EMD

A decomposicdo EMD foi desenvolvida na NASA em finais da década de 90 do séc.
XX (Huang-1998). A EMD foi desenvolvida para a decomposicdo, em componentes mais
simples e faceis de interpretar, de sinais que oscilam em torno de uma tendéncia mas que
possuem caracteristicas ndo estacionarias. Este ¢ o caso de muitos sinais de interesse pratico,
como os bioldgicos, fisioldgicos, meteoroldgicos, climaticos, econométricos, para referir

apenas alguns.

11.2.1 - Descri¢cao geral

A EMD - decomposi¢do em modos empiricos - ¢ efectuada por meio de um algoritmo
intrinsecamente discreto e de caracteristicas locais, ndo se encontrando desenvolvida nenhuma

contrapartida analitica.

A EMD decompde um sinal nas suas IMFs constituintes. Por IMF entende-se um sinal
de média nula e envolventes simétricas. Uma IMF ¢ um sinal passa banda, acomodado a uma

interpretacdo AM/FM.

O algoritmo funciona por refinamentos sucessivos, “peneira” o sinal, at¢ o reduzir a
uma IMF. Retira essa IMF ao original e recomeca, considerando o residuo da operacao
anterior como um novo original. Termina quando o residuo for irredutivel. E um algoritmo

considerado “simples” e “natural”, de caracteristicas locais (Ortigueira-2004).

11.2.2 - O algoritmo

O algoritmo de decomposi¢gdo EMD ¢ intrinsecamente computacional, ndo se
encontrando desenvolvida nenhuma contrapartida analitica. A descri¢do do algoritmo ¢ a

seguinte:

0) Seja S um sinal em tempo discreto e seja i =1 a variavel da iteragdo.
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~

1) Proceda-se ao sifting de S, obtendo-se uma IMF @, . Para isso, seja S uma copia

auxiliarde S :

~

1 a) Determinar todos os maximos € minimos de S .

1 b) Determinar as correspondentes envolventes, |\//|\ = {r/r\][n ]} para a envolvente

superior, € |\\/|/ = {Pﬁ [n ]} para a envolvente inferior.

ALV
: MM >

1 ¢) Definir M = — a média das envolventes.

1 d) Para continuar, verifique-se se M cumpre a condicdo para continuar a

iteragdo. E ela:

e Acenergiade M ¢ superior a um determinado minimo.

1 e) Se M ndo cumprir condi¢do, ou seja se tiver energia desprezavel, entdo
termina-se esta parte 1), faz-se @, = Se avanga-se para 2).

1 f) Se M cumprir a condig@o, ou seja se tiver energia nao desprezavel, entdo vai

reinicializar-se esta parte 1).

~

1 g) Reinicializa-se subtraindo M a S, de forma a obter um novo S .

Ou seja, S«S-M. Recomega-se o processo a partir de 1 a)

2) Defina-se o novo sinal S como sendo S «— S —®;. Incremente-se a varidvel de
iteracdo, i <1 +1.
3) Para o novo S, verifique-se se cumpre ambas as condi¢des para continuar a iteragao.
Sdo elas:
e Energia acima de um minimo,
e Exibicdo de mais do que trés extremos.

4) Se S cumprir ambas as condi¢des de iteracdo, recomece-se a partir de 1). Se S ndo
cumprir pelo menos uma das condi¢des para continuar a iteragdo, considerar S o trend final,

®,, e terminar a iteragdo.
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Ficou assim descrito o algoritmo de EMD que permite obter uma coleccdo de IMFs

®; 0<i<]l,eum trend residual @,. Notar que o algoritmo, embora analise a totalidade do

sinal, ndo faz apelo a propriedades globais, uma vez que o que determina as envolventes ¢ a

localizag¢ao dos extremos.

11.2.3 - As IMFs

Esta decomposicao origina sinais apelidados modos empiricos oscilantes de média nula,

@; (t), também referiveis como IMF (Intrinsic Mode Functions), fungdes de modo intrinsecas.

Por coeréncia com a literatura internacional € neste texto preferencialmente utilizada a sigla

IMF para as referir.

As IMFs costumam ser quase ortogonais entre si € admitem ser interpretadas como

sinais passa banda AM/FM de portadora sinusoidal: ¢,(t)= A(t) cos(é(t)), cujas envolventes

sdo simétricas (Ortigueira-2004). Isto porque cada IMF constitui-se como um sinal que tem de

cumprir o seguinte par o) ) de condigdes (Huang-1998):

o) O niimero de extremos e o nimero de cruzamentos por zero diferem no maximo por

uma unidade.

B) Em qualquer ponto o valor médio das envolventes definidas pelos maximos e pelos

minimos ¢ nulo.
Para além de um conjunto de IMFs, ¢,(t) 0<i<1, a EMD origina também um sinal
residual, ¢, (t), apelidado trend, onde se encontra a informacao de média e tendéncia.

Como o EMD ndo tem uma defini¢do analitica, mas apenas algoritmica e tdo-somente

para sinais finitos em tempo discreto, ¢ mais adequando falar da IMF @, = {(oi [n]}do que na

IMF o (t).

[1.2.3.1 - As IMFs como sinais AM/FM

Na EMD as IMF, embora sem a ortogonalidade garantida, sdo de interesse fulcral, pois
desempenham o papel de fungdes de base. Embora a EMD seja sempre efectuada por uma

algoritmo apenas aplicavel a sinais em tempo discreto, uma IMF genérica, tal como definida
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por Huang (Huang-1998) ¢ um sinal em tempo continuo, (o(t), que tem sempre de cumprir o
par de condi¢des a) ) atras referido. Note-se no entanto que um sinal continuo com as
envolventes definidas pelos extremos, simétricas ¢ de média nula - condi¢do [B) -, acaba
sempre por ter de exibir uma diferenga maxima de uma unidade entre o numero de
cruzamentos por zero € o numero de extremos - condigdo o) -.

Constata-se assim que os sinais sinusoidais sin(@gt) ou cos(e,t) sio IMFs, onde w, é
uma frequéncia fixa. Considere-se agora uma fungdo ¢(t)= A(t)cos(e,t), onde A(t) é um
sinal de caracteristicas espectrais tais que a sua frequéncia maxima ¢ muito inferior a @,. Tal
funcao go(t) representa a modulagdo em amplitude de uma sinuséide, normalmente apelidada
«portadoray, e também ¢ uma IMF cuja envolvente ¢ A(t), uma vez que verifica as condi¢des
a) B). Considere-se agora que a frequéncia ¢ levemente varidvel, ou seja que se tem a)(t)
como uma fungio que evolui suavemente em torno de uma frequéncia central @, e que A(t)
continua a variar lentamente, s6 que desta feita em comparagdo com as variagdes de
cos((t)t). Nestas condigdes, tem-se que @(t)= A(t)cos((t)t) ainda é uma IMF, pois tem
todas as condigdes para continuar a verificar as condi¢des a) ). Sendo assim, ¢ natural
considerar que neste ultimo caso, mais geral, (p(t) pode ser vista como um sinal AM/FM,
onde a envolvente A(t) modula em amplitude a componente FM representada por
cos((t)t). Pode concluir-se assim que um sinal AM/FM verifica a definigdo de IMF. Por

outro lado observa-se que todas as IMFs obtidas a partir de sinais concretos podem ser

interpretadas como sinais AM/FM.

Cada IMF pode ser decomposta numa componente AM, correspondente a sua

envolvente, e numa componente FM, de envolvente constante e que pode ser desmodulada.

[1.2.3.2 - IMFs e bancos de filtros

Como se referiu, as IMF sdo sinais passa banda, de média necessariamente nula, quase
ortogonais entre elas, e de cariz AM/FM. As iteragdes no Sifting sdo uma forma de reduzir a
dissemelhanca entre a envolvente superior e a inferior. Uma vez que as envolventes sejam

simétricas, pode considerar-se que se tem um sinal modulado em amplitude ¢ em que a
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frequéncia @, da portadora ndo ¢ constante. Ou seja, o Sifting ¢ um processo iterativo que
transforma o sinal original num sinal modulado em amplitude (AM) e frequéncia (FM).

Em termos espectrais observa-se, como seria de esperar, que a banda ocupada pelas

envolventes ¢ uma frac¢do da frequéncia central @,. Também se observa que todas as

componentes espectrais inferiores as das envolventes sdo expelidas pelo processo de sifting,
sendo reintroduzidas aquando do proximo processo de sifting. Em consequéncia as IMFs sdao
geradas pelo algoritmo por ordem decrescente de frequéncias centrais. Além disso o algoritmo
comporta-se como um banco de filtros (Rato-2008b) (Flandrin-2004b), podendo o resultado final,

o conjunto ®; de IMFs, ser considerado como uma decomposicao tempo frequéncia.

Tal também justifica o fendémeno de desdobramento de IMFs cujas bandas se
sobrepdem. Detalhando, se se adicionarem duas IMFs cujas bandas ndo se sobreponham, a
decomposicdo EMD ira recupera-las. Mas se as bandas se sobrepuserem, entdo ira ser obtida

uma colecgao de IMFs, diferentes das originais € em maior nimero.

[EIL.03] Exemplo ilustrativo do comportamento da EMD como um banco de filtros
(Rato-2008). E sintetizado um sinal com duas mil amostras provenientes da
amostragem regular de um processo de ruido branco gaussiano. Tal sinal ¢
submetido a EMD, obtendo-se 10 IMFs. O que ¢ apresentado ¢ o médulo do

espectro de cada IMF em unidades lineares e em frequéncias normalizadas.

Fig. I1.4: Comportamento da EMD como um banco de filtros. ¥
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[1.2.3.3 - SUmula das caracteristicas das IMFs

A sequéncia das IMFs obtidas vem ordenada das de frequéncia central mais elevada,
para as de frequéncias centrais mais baixas. Nao ¢ possivel saber de antemao em quantas

IMFs um sinal se vai decompor.

Esta decomposi¢do ¢ ndo linear, mas proporcional. Por ser ndo linear, se somarmos dois
sinais, o conjunto das IMFs da soma ndo ¢ o somatdrio das IMFs dos sinais individuais. Mas
por ser proporcional, se multiplicarmos um sinal por uma constante, entdo todas as IMFs vém
multiplicadas por essa constante. Assim, se se multiplicar o sinal por menos um, todas as

IMFs virdo com o sinal trocado.

Além disso, a inversdo do sentido do tempo, ndo altera o conjunto das IMFs em nada

mais que a inversao do sentido do tempo em todas elas.

Finalmente se se somar uma constante ao sinal, todas as IMFs ficam inalteradas,

excepto a componente de trend.

1.3 - Problemas associados a EMD

Por ser uma técnica definida por um algoritmo, e ndo por uma formulag¢do analitica,
verifica-se que ¢ muito dependente, quer de pequenos detalhes no software efectivamente
empregue, quer de pequenos detalhes no proprio sinal. Os detalhes mais influentes e

relevantes sao descritos ja de seguida.

11.3.1 - Comportamento numerico, ruido e extremidades

Constata-se que esta decomposicdo exibe uma extrema sensibilidade ao ruido, aos
arredondamentos numéricos ¢ as condi¢des fronteira. Por vezes, nos ensaios realizados,
bastava variar ligeiramente o valor de uma unica amostra do sinal, para que o conjunto de
IMFs obtidas fosse completamente diferente, quer em numero, quer em caracteristicas
individuais.

O algoritmo ¢ particularmente sensivel, quer as condi¢des fronteira, quer ao ruido. Nao
¢ portanto de estranhar que quando, na parametrizacao do processo iterativo, se estipula que a
energia do residuo tem que estar no minimo 60 DBs abaixo da energia da componente, tal ndo
permite obter componentes que identifiquem caracteristicas relevantes, pois o ruido de

arredondamento numérico assume proporcdes determinantes.
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11.3.2 - Estimac&o dos extremos

A estimativa de envolvente que o algoritmo EMD efectua pode nao coincidir

exactamente com a envolvente A(t) de sinais definidos analiticamente. Um exemplo simples

ilustra esta situagdo (Rato-2008a): A fungio x(t)= el cos(m,t) tem e como envolvente, mas
quase todos os extremos nao coincidem com ela.

Mas nao ¢ sé neste exemplo ilustrativo que tal acontece. Verifica-se que a estimativa de
envolvente que o algoritmo EMD efectua nao coincide com a defini¢do analitica, quando esta
existe. Isto porque a envolvente estimada passa pelos extremos sendo os outros pontos obtidos
por interpolagdo. A escolha do interpolador ¢ um problema mal definido no sentido de
Hadamard. Huang utiliza splines cubicas como interpoladores. Outros interpoladores, muitos
outros, sdo possiveis. Ou seja, ndo existe uma maneira unica e definitiva de definir a
“verdadeira” envolvente, quer o sinal seja continuo no tempo, quer seja discreto.

Por outro lado, em formulagdes discretas ndo ¢ expedita a localizacdo dos extremos. Tal
acontece porque, quando se trabalha com sinais em tempo discreto, a defini¢do dos extremos
ndo pode ser baseada numa vizinhanca continua, ao contrdrio do que acontece no CDI
(Calculo Diferencial e Integral de ordem inteira). E também necessério criar regras para lidar
com aqueles casos em que duas amostras consecutivas tém o mesmo valor, tanto mais que
estes casos podem ter frequéncias de ocorréncia ndo desprezdveis. Tem assim que ser
efectuada uma adaptagdo conceptual, pois a vizinhanga ¢ discreta e muitas vezes quantificada.

E no entanto razoavel considerar que essa adaptacio tem que preservar algumas
propriedades e caracteristicas dos extremos provenientes do CDI, nomeadamente que:

1) A multiplicagdo de um sinal por menos um transforma todos os maximos em

minimos e vice-versa. Ou seja, quando y(t) = —x(t), tem-se que o conjunto de todos os
méximos de x(t) ¢é igual ao conjunto de todos os minimos de y(t), e concomitantemente, o
conjunto de todos os minimos de X(t) ¢ igual ao conjunto de todos os maximos de y(t). Da
mesma forma, se os sinais forem discretos no tempo, quando y[n] = —x[n] entdo o conjunto
dos maximos de y[n] devera ser igual ao conjunto dos minimos de x[n], e
concomitantemente, o conjunto dos minimos de y[n] devera ser igual ao conjunto dos

maximo de x[n].
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2) A inversdo do sentido do tempo inverte tanto a sucessdo dos maximos como a
sucessdo dos minimos.

3) Finalmente coloca-se a questdo: Deve, ou ndo, considerar-se que o extremo s6 pode
estar localizado no momento amostral? Ou poderd estar localizado num instante

interamostral?

11.3.2.1 - Influéncia do ritmo de amostragem na estimacéo dos extremos

Existem autores (Flandrin-2004) (Rilling-2006) que advogam o incremento da frequéncia de
amostragem de forma a atenuar o facto de ser praticamente impossivel a coincidéncia de um
instante amostral com um méaximo de X(t). Verifica-se que existem sinais de banda limitada
onde, por maior que seja o ritmo amostral, entre duas amostras consecutivas pode sempre
existir um maximo e um minimo. Sendo assim e por maior que seja o ritmo amostral ndo se
pode garantir que os extremos de X(t) e os extremos de X[n] sejam em igual niimero, o que
dificulta a sua estimagdo correcta e consequentemente, como se vera, a estimacao das

envolventes.

11.3.3 - Estimacé&o das envolventes

A envolvente de um sinal discreto, ndo ¢ uma fungdo Unica. Além disso, qualquer
envolvente tem de verificar a propriedade da envolvéncia, pelo que, relativamente a

envolvente, o sinal ndo pode ter sobreelevagdes, overshoots, nem subdepressoes, undershoots.

11.3.3.1 - Comportamento das splines

Na grande maioria dos algoritmos de EMD as envolventes sdo estimadas usando splines
cujos pontos fiduciais conhecidos sdo os extremos identificados. Sendo polinomios,
normalmente do terceiro grau, ¢ mesmo apds refinamentos algoritmicos de forma a evitar
quer a sobreelevagde, quer as subdepressoes, as splines continuam a exibir comportamentos
desadequados, como grandes sobrextensdes em que se afastam exageradamente das amostras.

Essas sobreextensdes melhoram significativamente quando filtradas pelas técnicas usuais.

11.3.3.2 - Sobrelevacgdes e subdepressbes

Uma verdadeira envolvente ndo tem estas anomalias. Demonstra-se que, baseando as

splines apenas nos extremos, ¢ sempre possivel definir um caso que origine uma destas
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anomalias. Foi assim criado um algoritmo que combate activamente estas ocorréncias,

obtendo envolventes livres de anomalias.

No entanto o desempenho global da decomposi¢cao nao melhorou significativamente.

I1.4 - Aspectos tedricos da EMD

Normalmente as defini¢cdes de indole matematica sdo expressas de forma analitica. Sera
que se pode exprimir uma definicdo apenas pelo algoritmo? Vérios algoritmos semelhantes
podem ser considerados como realizando EMDs, ainda que diferentes umas das outras?
Coloca-se naturalmente a questdo: «Quando ¢ que um algoritmo pode ser considerado como
procedendo a uma EMD?». Com esse intuito, no final da proxima sec¢do, mais concretamente
na subsec¢ao “I1.4.4 - Principios guia da EMD “, vao ser listadas as seis condi¢des heuristicas
que devem ser verificadas em qualquer implementacdo concreta. Se uma delas falhar, a
implementagdo nao pode ser considerada uma EMD.

Por outro lado ¢é preciso garantir o rigor interlocutoério. Ou seja, é necessario uniformizar
a definicdo do algoritmo para que todos os interessados interpretem da mesma forma as
instrucdes expostas. Deste modo, todos eles, mesmo quando operando de forma independente,
para o mesmo input, obterdo o mesmo output. Pretende-se que seja possivel que diferentes
investigadores possam construir programas que conduzam aos mesmos resultados para os
mesmos sinais. Vai ser dado inicio a essa refinacdo, que sera prosseguida nos capitulos

subsequentes.

11.4.1 - Abstraccdo do que € uma EMD

Uma EMD ¢ uma decomposi¢do de um sinal S num conjunto {CDi} cujos elementos
sdo um “trend”” ou uma tendéncia e as IMFs. Para tornar a linguagem mais leve iremos referir
simplesmente por IMFs os elementos de {CDi}, referindo «IMFs sem o trend» quando
necessario. Deste modo, a soma da totalidade das IMFs resulta na reconstituicdo do sinal

original, ou seja S = Z(Di .
i

Esta decomposi¢ao ¢ obtida por aplicagdo de um algoritmo, ndo se conhecendo outra
forma de a obter, como por exemplo por meio de uma expressao analitica deduzida a partir de
propriedades formais. Esta situagdo ¢ semelhante a encontrada nas investigagcdes sobre

autématos celulares (Ganguly-2003): Num grande niimero de autématos celulares, a forma mais
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compacta de exprimir o resultado da computagao ¢ a representada pelo proprio autdmato, nao
adiantando procurar uma formula¢do analitica, que forneca uma “atalho” para obter
rapidamente o resultado. Da mesma forma, para uma EMD, a definicdo mais compacta e

computacionalmente mais eficiente é conjecturalmente a consubstanciada pelo proprio algoritmo.
Numa linguagem mais formal, seja {s[n]} um sinal discreto com N amostras, a que
chamaremos S, ou seja S = {S[n]} Represente-se a aplicagdo de uma EMD a um sinal S
il
por EMD(S). Vira entdo que {(Di }= EMD(S). Tem-se que #{CDi}= I, peloque S = ZQDi .
i=1
O numero total de IMFs, | , ndo ¢ predeterminado, sendo conhecido s6 depois da
aplicagdo da EMD. Ou seja, a EMD de um sinal S dara origem a um conjunto de | IMFs,

sendo cada uma delas representado por ®;. Cada IMF ¢ ela proprio um sinal com N

amostras. Ou seja, para cada @,, ¢ valida a seguinte relacdo ®; = {goi [n]}, pelo que se tem

i=
que s[n]= Zga, [n] para cada amostra s[n].
i=1

11.4.2 - Combinacao de EMDs

Uma consequéncia do exposto é que uma combinagdo linear variavel em n, de varias
EMDs, todas com o mesmo numero de IMFs, ainda ¢ uma EMD, desde que a soma das

ponderagdes seja sempre unitaria, independentemente do n. Veja-se melhor.

Considerem-se duas EMDs do mesmo sinal S={s[n]}, com #S=N, tais que
{®, } = EMD,(S) e {¥; } = EMD,(S) e em que ambas originam o mesmo niimero de IMFs,
ou seja #{ D, J=#{¥, }=1.

Considerem-se agora dois sinais reais, os sinais que vao ser utilizados na ponderagado, na
combinag¢do linear varidvel em n, também cada um deles com N amostras, P, = {pl[n]} e

P, = {pz[n]}, tais que p,[n]+ p,[n]=1 para todo e qualquer 1<N<N . Tem-se entio que,

i= i=l
para cada amostra s[n], ¢ valido que s[n]=p, [n]ngi [n]+ p, [n]Zc//i[n]. Este raciocinio ¢
i=1 i=1

facilmente generalizado para mais do que duas EMDs, desde que em cada indice n a soma

das ponderagdes seja sempre unitaria.
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Sendo assim, o sinal sucessdo dos pesos da combinagdo linear P, pode ir crescendo
linearmente de zero até um, enquanto concomitantemente o sinal sucessdao dos pesos da

combinagdo linear P, pode ir minguando de um até zero. Tal pode ser visto como uma

combinagdo linear progressiva. Desta forma obtém-se um novo conjunto de IMFs para o sinal
S, onde em cada uma dessas IMFs as primeiras amostras sdo praticamente resultantes da

decomposicao EM DI(S) e as ultimas sdo praticamente resultantes da decomposi¢cdo
EM D2(S), sendo suave a transicdo de uma para a outra. Esta propriedade pode ser utilizada

para realizar o acerto das IMFs numa analise EMD por janelas.

11.4.3 - Quantas EMDs é que sao possiveis?

Sao possiveis de ser definidas tantas EMDs quantas as variagdes algoritmicas possiveis,
em sentido lato. Além disso, para cada uma das EMDs, e pelo facto de ndo possuirem
formulagdo analitica, pode dar-se o caso de, devido a ambiguidades, vaguezas, caréncias na
sua defini¢do, as diferentes implementacdes exibam diferencas, no sentido em que fornecem
resultados diferentes quando analisam os mesmos dados. E que tal aconteca, mesmo sem erro
de transcri¢do da especificag¢do para o codigo do programa, simplesmente devido ao facto de a

especificagdo ser insuficiente.
Para evitar esse fenomeno ¢ necessario completar e aclarar os pormenores da definicao.

Ao examinar-se a defini¢do de Huang (Huang-1998), constata-se que em certos conceitos
os detalhes estdo definidos de forma vaga. Ao procurar torné-los menos vagos, ¢ necessario
efectuar decisdes definidoras. Conforme a sentenga do decisor, em cada caso de concretizagao
algoritmica, as decisdes acabardo por ser num sentido ou noutro. Consequentemente, as

EMDs resultantes ndo sao todas equivalentes.

Um desses conceitos, onde se nota essa dependéncia Relativamente ao comportamento
do decisor, ¢ o dos extremos. Quando se deve considerar um ponto como extremo? Qual é a
regra de classificagdo de um ponto em extremo ou em nao extremo? Em que caracteristicas do

sinal € que essa regra deve ser baseada?

Uma outra questdo que pode ser considerada como semelhante em termos de escassa
defini¢do, e relacionada com a anterior, tem a ver com a adequada conceptualizagao do que ¢
uma envolvente. Serd que as envolventes tém de ser tangentes aos extremos? Sera que as
envolventes podem cruzar o sinal? Deverdo ser sempre construidas usando “splines” por

base? Que “splines” serdo mais adequadas? O calculo dos pontos iniciais ¢ finais das
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envolventes também devera ser refinado. Deverdo ser livres, ou fixos? Se fixos, deverdo ser

iguais a zero, ou a que outro valores?

Por outro lado, ¢ também possivel considerar que existem caracteristicas espectaveis
para aquilo que ¢ encontrado. E razoavel supor que aplicando o algoritmo a uma IMF ja
extraida, ela deva ficar na mesma. Por outro lado, invertendo o sentido do tempo, todas as
IMFs deverdo vir invertidas no tempo. Além disso, todas as IMFs sem o trend, deverdo ser
invariantes a soma de uma componente continua ao sinal. Ou seja, a posi¢ao do zero da escala

de medida nao deve influenciar a decomposic¢ao.

Estas consideragdes devem ser sistematizadas e completadas, pela formulagdo
principios guia, transversais a qualquer algoritmo que se reclame EMD. Tal ¢ efectuado ja na

proxima secgao.

I1.4.4 - Principios guia da EMD

Relembre-se que utilizando a EMD, um sinal discreto, qualquer que ele seja, ¢
decomposto num conjunto de IMFs. Para comegar, em primeira aproximagao ¢ de uma forma
intuitiva , ¢ sedutor entender uma IMF como uma oscilagdo mais ou menos simples, mais ou
menos uniforme, mais ou menos estaciondria, e de média desprezavel. Infelizmente, a maior
parte dos sinais ndo se comporta desta forma e, embora oscilem, fazem-no em torno de uma
tendéncia nem nula nem estaciondria, pelo que nem nao podem ser considerados como meros

modos oscilantes.

Olhando para um sinal real, identificamos com facilidade quer os extremos, ou seja os
maximos ¢ minimos locais, quer as passagens por zero. Normalmente muitos mais extremos
que passagens por zero, pois o sinal ndo oscila em torno de zero. O relacionamento
entrelagado entre os extremos e as passagens por zero, ¢ consequente das oscilagdes dentro de
oscilagcdes dentro de outras oscilagdes, ..., ¢ assim por ai em diante. Cada uma dessas
ondulagdes tem um ritmo caracteristico, tem tempos proprios. Sdo caracteristicas locais, num

sinal ndo estacionario, e que devem ser aproveitadas na determinag¢ao dos modos oscilantes.

Relativamente aos modos oscilantes, € como suas caracteristicas intuitivas, encontramos

as seguintes propriedades, que traduzem uma certa ideia de oscilacdo simples:
a) A média das envolventes ¢ nula.

b) Entre um méaximo e um minimo (ou minimo e maximo) consecutivos, tem que

existir uma passagem por zero.
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Notar a subtil diferenga em relagdo a uma formulagdo como «Entre extremos
consecutivos tem que existir uma passagem por zero». Como iremos ver, esta formulagao
permite que se tenham dois maximos (ou minimos) consecutivos. Tal possibilidade vai
revelar-se fecunda, quer conceptualmente, quer em aplicagdes praticas, tal como exposto na

sec¢ao « I1.6 - Simulay.

Relativamente ao resultado da aplicagdo de uma EMD a um sinal, ¢ espectavel que se

tenha:
¢) O somatodrio das IMFs tem que resultar na reconstrug@o do sinal original.
d) Aplicando a EMD a uma IMF, deve obter-se a mesma IMF.

e) Invertendo o sentido do tempo, todas as IMFs vém invertidas no tempo. Invertendo
a polaridade ao sinal, todas as IMFs vém com a polaridade invertida.

f) Quando o sinal ¢ expandido/truncado por uma amostra, o nimero de IMFs, ou fica
constante, ou varia uma unidade.

Sendo uma técnica empirica, ¢ baseada num algoritmo, a sua formulagdo analitica ainda
ndo foi realizada. Para além disso, tem sido encontrada dependéncia dos resultados
relativamente a implementagdo. Esta situacdo ¢ insatisfatoria, e tem raizes na forma vaga
com que 0s conceitos suporte da técnica foram definidos. Para obviar a essa situacdo, e para
servir de guia no aclarar dos conceitos envolvidos, as seis condi¢des atras listadas, a) até f),
devem ser verificadas em qualquer implementagdo concreta. Se uma delas falhar, a
implementagdo nao podera ser considerada uma EMD.

Seguidamente vai ser reelaborada a defini¢do de alguns conceitos, com vista, quer a
exprimir mais formalmente estas seis condigdes, quer a permitir descrever o algoritmo de

forma mais rigorosa.

II. 5 - Sobre 0os sinais discretos

Como se viu, uma amostra isolada é representada por x[n], e o sinal X por{x[n]}. O
nimero N ¢ chamado “indice da amostra” sendo, para sinais regulares, inteiro e admitindo o
nome “ntimero (de ordem) da amostra”. O nimero X, presente em x|[n], é chamado “valor da

amostra n”. Considera-se que um sinal discreto ¢ um conjunto finito totalmente ordenado, em
que cada elemento ¢ um par ordenado, par esse em que ambas as componentes tém valores

validos, representado por x[n].
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Como cada amostra ¢ um par ordenado ¢ adequado definir duas operacdes sobre
amostras, que t€ém como resultados nimeros. Uma das operagdes serd aquela que, dada a
amostra, tem como resultado o seu valor. Esta operagdo sera representada por Val( ) A outra
operacdo ¢ aquela que dada a amostra, tem como resultado o seu indice. Esta operacao sera

representada por idx( ). Tem-se assim que x = val(x[n]) e que n=idx(x[n]).

Refira-se que ¢ habitual na literatura considerar val(x[n]) e x[n] como indistinguiveis,

como sendo ambos o mesmo, sempre que tal ndo possa provocar mds interpretacdes. Tal

“vicio” de linguagem ¢ pratico, expedito e comum. A ele ndo nos furtaremos.

11.5.1 - Sinais ilesos

Relativamente aos sinais discretos existem dois detalhes importantes, envolvendo o

conceito de indice da amostra, que convém considerar.

O primeiro detalhe ¢ que, no mesmo sinal, ndo existem amostras com indices idénticos.
Do ponto de vista abstracto e matematico, pode ser considerado evidente, visto que temos
uma ordenacao total pelos indices, que seria violada se existisse uma repeticao de indices. Do
ponto de vista pratico tal pode ocorrer, como por exemplo em comunicagdes com deficiente
recepgdo. Se tal acontecer dir-se-4 que o sinal esta dobrado. E estipulado que, neste texto, tal
situacdo nunca ¢ considerada, tanto mais que comega por ser exigida a ordenagdo total. Os

sinais considerados sao sempre ndo dobrados.

O segundo detalhe é que ndo existem amostras em falta. Se existirem amostras em falta,
diremos que o sinal esta fendido. A condigdo de ordenagdo total ndo ¢ suficiente para o evitar.

E também estipulado que neste texto nunca ira ser considerada esse tipo de situacao.

Significa isso que neste texto ir-se-4 sempre lidar com sinais simultaneamente nao
dobrados e nao fendidos. Os sinais que verificam estas duas condigdes sdo chamados de
ilesos. Se num sinal ileso forem permutados os indices de duas amostras, o que corresponde a
permutar o “lugar” de duas amostras, o sinal resultante ¢ considerado distinto do original, mas
também ¢ um sinal ileso.

Saliente-se que o adjectivo “ileso” caracteriza propriedades do indice do sinal. Na
literatura sobre sinais discretos ¢ frequente pressupor, ainda que ndo explicitamente, que os
sinais sdo sempre ilesos, € que as amostras nao ficam com os indices trocados quando se

estuda o efeito do ruido. Ruido aditivo, multiplicativo, impulsivo ou outro, branco ou
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colorido, gaussiano ou ndo, estacionario ou ndo, tudo isso vai influenciar apenas o val(x[n]),
nunca o idx(x[n]).

Num sinal ileso e regular, a diferenca entre os indices de duas amostras consecutivas
tem sempre o valor absoluto de 1. Se fosse zero implicaria que duas amostras distintas tinham

o0 mesmo indice, o que como vimos ndo pode acontecer, e se fosse maior do que um indicaria

que faltavam amostras na sequéncia, o que também nao pode acontecer.

[1.5.2 - Extremos em sinais ilesos

Como se viu, um sinal discreto ¢ um conjunto totalmente ordenado de amostras. Cada
amostra ¢ um par ordenado. Acontece que ndo esta definida a comparagdo de pares
ordenados. Nao se comparam directamente pares ordenados. Como exemplo basta relembrar
que a compara¢do de nimeros complexos nao estd definida. O que se sabe comparar sdo os
numeros, simples, escalares. O que tem sentido ¢ dizer-se que uma amostra tem um valor

maior/menor que o de outra, ou tem um indice maior/menor que outra.

Considera-se entdo que a classificacdo de uma amostra como Maximo ou Minimo vai
depender da comparagdo do seu valor com o valor das amostras que estdo, e constituem, a sua

vizinhanga. A classificagdo em Méaximos e Minimos tem que ser uma funcao da vizinhanga.

11.5.2.1 - Vizinhangas em sinais ilesos.

Para iniciar as consideragdes envolvidas na estipulagdao do que sdo extremos em sinais
discretos, considerem-se duas amostras consecutivas, X[n] e x[n+1]. A relagio entre os seus
valores s6 se pode encontrar-se numa de trés situagdes: Ou val(x[n])>val(x[n+1]), ou
val(x[n]) < val(x[n+1]), ou entdo sdo iguais. Pelo que para trés amostras consecutivas, s

poderemos ter 3x3 =9 combinagdes distintas, apresentadas na seguinte tabela:
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Tabela II.1: Vizinhanga imediata - As nove relagdes possiveis do valor de uma amostra

com o das suas vizinhas imediatas (de primeira ordem) num sinal unidimensional.

x[n]

x[n-1] | x[n+1]
PZNEE <
Il _
/ < >
— | - <
._f = >
\ > <
| - _
N >

Neste ponto ¢ conveniente aclarar o que se pode considerar como fun¢do quer de uma

amostra, quer de uma vizinhanga, quer de todo o sinal.

A energia ¢ fun¢do de todo o sinal. Para o seu célculo sdo necessarios os valores de
todas as amostras do sinal. Por outro lado, o valor do sinal num dado momento de
amostragem ¢ funcao de uma amostra. Para ser conhecido, s6 ¢ necessario o conhecimento da

amostra correspondente a esse indice.

Um extremo, quer seja um maximo ou um minimo, ndo € nem fun¢ao do sinal como um
todo, nem fun¢do de uma Unica amostra. Podera dizer-se entdo que ¢ funcdo da vizinhanga,

mas tal requer que se defina melhor o que sdo amostras vizinhas, ou o que ¢ a vizinhanga.

[DIL.01] Diz-se que duas amostras sdo k-vizinhas quando os seus indices diferem de k

unidades. A

[DII.02] Quando se afirma que duas amostras sdo adjacentes, tal deve ser entendido

como querendo dizer que elas sdo 1-vizinhas. A
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[DII.03] Por vezes também se chamam as 1-vizinhas por vizinhas imediatas. A

[DII.04] Chama-se k-vizinhanca de uma dada amostra ao conjunto de todas as amostras

cujos indices diferem no méaximo em k unidades do indice da amostra dada. A

[DII.05] A 1-vizinhanga € por vezes referida como vizinhanga de primeira ordem. A
2-vizinhanga pode ser referida como vizinhanga de segunda ordem. E assim

por diante. A

Muitas vezes a linguagem ¢ simplificada, e quando o k estd subentendido, diz-se que
uma amostra esta na vizinhanca de outra, ou que as amostras sdo vizinhas. Quando o k ¢ um, ¢

equivalente afirmar que as amostras sdo vizinhas ou que sao adjacentes.

11.5.3 Funcbes classificativas

A determinacdo se uma dada amostra deve ser ou ndo considerada como extremo ¢ uma
funcdo de uma k-vizinhanga. Note-se pois que os maximos ou os minimos, ainda que
comummente referidos a um unico ponto (Como em frases do tipo: ‘a amostra “tal” ¢ um
maximo’) sdo fung¢des da vizinhanga.

Neste texto, e para o proposito de decidir se determinada amostra deve ou nao ser
considerada um extremo, vai considerar-se como relevante apenas a informacao proveniente
da vizinhanga de primeira ordem. Sendo assim a tabela II.1 lista a totalidade dos casos, ndo se
considerando, por agora, o caso particular da classificacdo da primeira e tltima amostra do
sinal. Como se constata, qualquer funcdo classificativa que tenha como argumentos as
relagdes de grandeza entre os valores das amostras que estdo na vizinhanga imediata s6 pode
ter nove argumentos distintos. A func¢do classificativa s6 pode ter um de dois resultados
possiveis. Ou o resultado de V, VERDADEIRO, indicado por v, querendo dizer que foi
classificado como sendo um maximo/minimo. Ou o resultado de F, FALSO, sem indicagao

explicita, querendo dizer que foi classificado como ndo sendo.

Tem-se assim que nove ¢ a cardinalidade do conjunto D, dominio da fun¢ao
classificativa. Tem-se pois que #D=9. E que ¢ dois a cardinalidade do conjunto C,
contradominio da funcdo. Tem-se pois que#C =2. Como quer o dominio quer o
contradominio sdo finitos, € possivel calcular o nimero de fungdes distintas possiveis, que

como se sabe é #C(#D)

. Obtém-se assim um universo de 512 fungdes possiveis, no qual ¢
preciso escolher uma como sendo a fung¢do determinante para os maximos, € outra para os

minimos.
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Para o caso de um maximo em sentido estrito, em que s6 se considera que x[n] é um
maximo se for maior que qualquer amostra da sua vizinhanca de primeira ordem, a tabela de
verdade, que nos informa se x[n] é ou nio um maximo em sentido estrito, assumira os

seguintes valores, explicitados na tabela I1.2:

Tabela I1.2: Maximo em sentido estrito - Definicdo de maximo em sentido
estrito como funcdo das nove relagdes possiveis de grandeza mutua do valor uma
amostra com o das suas vizinhas imediatas (de primeira ordem) num sinal

unidimensional.

x[n]

X[n-1] | x[n+1] | Max

rV L Ay

O que se acabou de tornar patente ¢ que ¢ exactamente a partir das relagdes mutuas de
grandeza de uma amostra com a sua vizinhanga de primeira ordem que ¢ possivel concluir
sobre a existéncia (ou ndo existéncia) naquele indice de um maximo local. Conforme o
argumento apresentado a funcdo classificativa, temos o resultado: ou ¢ maximo em sentido

estrito ou ndo. Procedendo de igual modo, também ¢ possivel definir 0 minimo em sentido
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restrito. Nas extremidades iniciais e finais do sinal esta metodologia ndo pode ser aplicada

pois faltam argumentos para alimentar a func¢ao classificativa.

11.5.3.1 - Escolha das func¢des classificativas

Dever-se-a trabalhar com as defini¢gdes de maximos ¢ minimos em sentido restrito? A
experiéncia empirica acumulada mostra que qualquer uma delas ¢ muito restritiva, pois nao
considera como extremos validos aquelas amostra que tém outra de igual valor na vizinhanga
imediata. Ora ¢ um facto experimental que tal acontece nos sinais reais. O sinal sobe,
mantém-se e desce. Duas ou mais amostras consecutivas tém o mesmo valor. E sdo
justamente essas que possuem o valor mais elevado de todo o sinal. Tém pois de ser
classificadas como extremo. Mas a funcdo apresentada nao o faz. Entdo ¢ necessario escolher

outra fun¢ao, de entre o universo das 512 possiveis.

Como ajuda a escolha das fungdes classificativas apropriadas, devem considerar-se
algumas propriedades que ¢ razodvel pretender que estas fungdes possuam. S3o elas as

seguintes:
1) Invariancia relativamente ao sentido, ou origem, do tempo.

2) A multiplicacdo do valor de todas as amostras por qualquer constante negativa,

devera trocar 0s minimos com 0s maximos.

Estas propriedades sdo consequéncia directa para a especificacdo da EMD, da
propriedade e), sec¢ao “II.1.2 - Principios guia da EMD”.

Veja-se agora como estas propriedades eliminam fungdes, de forma a reduzir o universo
original de 512 candidatas a um conjunto com um nimero bastante menor de fungdes.
Comece-se por identificar todas as fungdes, por meio de uma nomenclatura apropriada. Essa
nomenclatura primeiramente ird listar de forma Unica e ordenada, todas as vizinhancgas de
primeira ordem. Depois cada fun¢do serd numerada, também de forma unica e ordenada.

Para proceder a listagem de forma tnica e ordenada de todas as vizinhangas de primeira
ordem, comece-se por efectuar as recodificacdes simbolicas: '<'+—'0", '="'— "', '>'+—> "2'. Os
nove casos listados na tabela 1, serdo convertidos na lista das nove combinagdes possiveis dos
simbolos '0', 'I' e '2', dois a dois. Teremos assim uma lista ordenada de fiadas simbolicas que
comec¢a na combinagao "00" e termina na combinagdo'"22". Se esta lista for entendida como

um sistema de numeragdo escrito em base 3, ter-se-4& como consequéncia que esta lista
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equivale aos inteiros 0 a 8. Tal listagem de recodificacdo estd explicitada na seguinte tabela

(tabela I1.3):

Tabela I1.3: Recodificacdo das vizinhancas - Forma de recodificar as nove
relacdes possiveis de grandeza mutua do valor de amostra com o das suas vizinhas
imediatas (de primeira ordem) num sinal unidimensional, de forma a numera-las

sequencialmente.

x[n]

x[n-1] | x[n+1] | Recodificagdo | Linha Peso

- = 1 1 4 2%=16

= > 1 2 5 2°=32

> < 2 0 6 20= 64

< - 2 1 7 2’=128

> > 2 2 8 28=256

CrA LT IR

Uma vez que a cada linha da tabela corresponde um numero distinto, existe a
possibilidade de esse nimero ser entendido como um expoente, consistindo a base que vai ser
levantada a esse expoente no numero que ¢ a cardinalidade do conjunto C, o contradominio
da fungdo selectora. Como se viu na seccdo “II.2.3 - Funcgdes classificativas”, essa
cardinalidade tem o valor 2. Para cada linha fica assim definido um peso, que tem o valor de
dois levantado a um expoente, expoente esse que ndo ¢ outra coisa sendo a fiada coincidente

com o numero da linha interpretada em base trés.
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11.6 - Maximos em sinais ilesos

Considere-se agora uma funcao qualquer, candidata a fun¢do selectora. Essa funcdo
pode ser definida completamente através de uma tabela de verdade com nove linhas, que, para
cada configuracdo possivel de entrada, apresenta um “1” ou um “0” como resultado. Pondere-
se cada um dos resultados pelo peso de linha correspondente, tal como definido na tabela I1.3.
Para cada fun¢do candidata, somem-se os niumeros obtidos pelo processo de ponderagao.
Obtém-se um ntimero final, necessariamente entre zero e 511, que identifica a funcdo. Ter-se-
4 assim uma representacdo de fo a fs11 para as 512 fungdes candidatas. A fungdo fo serd a
fungdo trivialmente nula, nunca seleccionadora, e a funcdo fsi1, serd uma funcdo sempre
seleccionadora. Ambas estas fungdes tém um interesse muito reduzido. Com um interesse
maior encontramos a fungéo f1, a fun¢do selectora para o maximo restrito, ¢ a fungéo fose que é

a funcdo seleccionadora para o minimo restrito.

Para determinar uma fungdo selectora de maximo local, que ndo a fung¢do fi, selectora
do méximo estrito e que contempla apenas a situacdo descrita na linha zero, tem-se na linha
um uma situag¢do que também deve ser contemplada. A propriedade primeira desta sec¢ao vai
obrigar a escolher também a linha trés, pois de outra forma nao serd garantida a invariancia
Relativamente ao sentido do tempo. Obtém-se assim uma funcdo selectora de maximos
empiricos, a fungdo fi1. Esta fungdo selecciona como maximos mais casos que a fi, mas o
prego a pagar ¢ que pontos de inflexdo, como quando o sinal vai crescendo, estaciona e depois
cresce outra vez irdo ser considerados como maximos locais. Ao trabalhar apenas com
vizinhangas de primeira ordem, tais casos nao poderdo ser detectados. Mas ndao ¢ muito
promissor aumentar a ordem da vizinhanga apresentada a funcdo selectora. Facilmente se vé
que ¢ sempre possivel generalizar o exemplo anterior de inflexdo. Em consequéncia seria
sempre mais apropriado conhecer a vizinhanca de ordem imediatamente mais elevada, € o
processo ndo teria fim. Vai por isso continuar a analisar-se apenas as funcdes selectoras cujo

dominio € a vizinhanca de primeira ordem.

E possivel argumentar que esta fungio ndo é a unica que deve ser considerada. Para o
demonstrar, imagine-se a seguinte situacdo: Um determinado sinal X sobe, atinge o nivel a na
amostra n, mantém-se nesse nivel na amostra n+1 e n+2, e depois decai. Como, por hipdtese,
que o sinal vai a subir quando atinge o nivel a, isso significa que val(x[n-1]) < a. Da mesma

forma se conclui que val(x[n+2])> val(x[n+3]). Pelo que f11 ird classificar como maximos
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empiricos as amostras de indice n e n+2. A amostra de indice n+1 ndo ser4 classificada como
maximo por fi11. Mas esta amostra, de indice n+1, tem um valor tdo grande como a de indice
n, ou n+2. Se as amostras estdo todas juntas e tém todas o mesmo valor, como é que umas sao
consideradas maximo e outras nao?

A fungdo f11 ndo permite fazé-lo. Para corrigir esta situagdo ter-se-a entdo de considerar
a situacdo descrita pela linha quatro como uma situagdo a detectar positivamente pela fungao
selectora de maximo. Obtém-se assim a fung¢ao selectora de maximo em sentido lato, a fungao
f27. Esta fungdo ird fazer com que, num sinal, qualquer sucessdo de valores constantes seja
populada com méaximos.

Demonstra-se assim que existem duas fungdes (trés, se considerarmos a fi.) selectoras
de maximo local. Sdo elas a funcdo de maximo empirico, fi11, ¢ a funcdo de maximo em
sentido lato, f7. A tabela seguinte, tabela II.4, condensa e sistematiza todas estas

consideragdes.
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Tabela I1.4: Defini¢do de maximo - Defini¢ao de maximo, em sentido

estrito, lato e empirico como funcdo das nove relagdes possiveis de grandeza

mutua de uma amostra com as suas vizinhas imediatas (de primeira ordem) num

sinal unidimensional.

x[n]
x[n-1] | x[n+1] Peso f1: MaxEstrito f11: MaxEmpi f27: MaxLato
/‘\. < < 20=1 v v v
/'_‘ < = 2=2 v v
/ < > 2°=4

'—\ = < 2’=38 v v
o o = = 2'=16 v
._/ = > 2°=32

\\ > < 2= 64

\_. > = | 2=128
“~ > 2%=256

Como nota importante, ¢ de salientar que, usando a Internet para fazer um levantamento
de programas que efectuem EMD (2004 e 2008), e analisando o codigo de todos esses
programas, em nenhum deles se encontrou a preocupacao de consisténcia e sistematizagdo da
funcdo selectora de maximo local para sinais discretos. Nao ¢ pois de estranhar o facto de
todos esses programas discordarem uns dos outros nos resultados obtidos, ao analisarem o
mesmo sinal. Como nota final, pode referir-se a fung¢@o fi7. Também ¢ fungdo selectora de

uma “espécie” de maximo, invariante perante uma inversao do tempo. Mas actualmente ndo ¢

considerada como tendo interesse pratico.
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1.7 - Minimos em sinais ilesos

Como foi visto, para ajuda a escolha das fungdes selectoras apropriadas, devem
considerar-se algumas propriedades que ¢ razoavel pretender que as fungdes selectoras
possuam. Sdo elas as seguintes:

1) Invariancia relativamente ao sentido, ou origem, do tempo.
2) A multiplicagdo do valor de todas as amostras por qualquer constante negativa,
devera trocar os minimos com 0s maximos.

Estas propriedades sdo consequéncia directa para a especificagdo da EMD, da
propriedade e), seccdo “I1.4.4 - Principios guia da EMD”.

Ir-se-a agora utilizar esta ultima propriedade para determinar quais devem ser as
fungdes selectoras dos minimos.

Considere-se fse, a fungdo selectora do minimo restrito. E facil demonstrar que a
relagdo entre a fungdo fi, a fungdo selectora do maximo restrito, e a fungdo fose, ¢ uma
consequéncia imediata da propriedade 2. Esta propriedade realiza uma permutagdo dentro do
dominio. Deixa inalterado o sinal de “=", mas troca o sinal de “<” com o sinal de “>”, sem

tocar no contradominio, na coluna de zeros ¢ um, onde a fungdo ¢ estipulada. Em termos
numéricos, troca o zero com o dois, quer no numero (em base 3) das linhas, quer nos pesos.

Sendo assim a func¢@o f1, na linha “[00]5”, zero, a que corresponde o peso um, vai transformar-
se na funcdo f2s6, , na linha “[22];”, linha oito, a que corresponde o peso 256.

Aplicando o mesmo raciocinio para as outras fungdes, obtém-se:

fi1: (Méximo empirico): Ird originar a fun¢do de minimo empirico por aplicagdo do
principio 2. De [11]10= 23+21+420, vé-se que estdo envolvidas as linhas 3, 1 e zero, que em
base trés serdo as linhas [10]3, [01]z, [00]s. Tal como anteriormente, multiplicando o sinal por
um numero negativo, trocara os menores com os maiores, ou seja o digito 0 com o 2, e vira,
que a nova fungdo ocupara as linhas [12]s, [21]3 e [22]3, que originard os pesos 25, 27 ¢ 28,
cuja soma ¢: 416. Demonstra-se assim que a fungdo de minimo empirica ¢ a funcao faze .

f27: (Méximo lato): Ira originar a fun¢@o de minimo lato por aplicacdo do principio 2. De
[27]10= 24+23+21+20] vé-se que estdo envolvidas as linhas 4,3, 1 e zero, que em base trés
serdo as linhas [11]3, [10]3, [01]3, [00]s. Tal como anteriormente, multiplicando o sinal por um

nimero negativo, trocard os menores com 0s maiores, ou seja o digito 0 com o 2, e vira, que a
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nova fungdo ocupara as linhas [11]3, [12]3, [21]3 e [22]3, que originara os pesos 24, 25, 27 ¢ 28,
cuja soma ¢: 432. Demonstra-se assim que a fun¢do de minimo em sentido lato ¢ a fungéo fs32.

A tabela seguinte, tabela II.5, retine as fungdes em epigrafe.

Tabela I1.5: Definicdo de maximos e minimos, em sentido estrito, lato e
empirico como fun¢ao das nove relagdes possiveis de grandeza mutua de uma

amostra com as suas vizinhas imediatas (de primeira ordem) num sinal

unidimensional.
x[n]
x[n-1] | x[n+1] | Peso fi fur for fas6: fue: fu:
Max MaxE MaxL Min MinE MinL
NS < 2°=1 v v v
/_. < = 2'=2 v v
/ < > 2’=4
o—\ _ < 23— v v
—o—o| ~ = 2*=16 v P
,_/ = > 2°=132 v P
\ > < 2°= 64
\_. > = | 2’=128 v v
7 > | 2%=256 v v P

Notar que uma mesma amostra pode ser classificada quer como maximo em sentido
lato, quer como minimo em sentido lato quando essa amostra ¢ um ponto de estacionaridade.
Tal faz algum sentido, pois um sinal constante ¢ sempre igual ao seu maximo e ao seu

minimo.
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Notar que neste procedimento tanto a primeira como a ultima amostra do sinal nunca
sdo consideradas, pois ndo podem ser abrangidas pelas fungdes classificativas atras definidas.
Isto porque as funcdes classificativas, tal como definidas, ndo sdo tolerantes a falhas, ndo sdo

tolerantes a auséncia de um argumento.

11.8 - Consequéncias

Uma vez que estejam determinados os extremos do sinal discreto, considerado ileso,
tanto em termos de minimos como de maximos, € a partir deles que se determinam os pontos
fiduciais que definem as envolventes. Estes pontos fiduciais podem ser simplesmente

considerados como iguais aos proprios maximos € minimos do sinal discreto.

No entanto os sinais discretos sdo muitas vezes obtidos por amostragem regular de
sinais analogicos de banda limitada. E sabido que a amostragem de uma simples sinuséide
quase nunca apanha os extremos analogicos. Tal cria uma flutuagao nos valores dos extremos
discretos, que provoca o desdobramento escusado em varias IMFs de uma simples sinusoéide.
Uma solugdo ¢ considerar que o ponto fiducial a utilizar para a determinacao da envolvente ¢
o extremo analitico de uma parabola definida pelo extremo discreto e as amostras que lhe sao

adjacentes. Tal constitui um compromisso heuristico e pratico entre o nao fazer interpolagdo
sin(x)
X

alguma ou o realizar a interpolacdo tendo por base funcdes . Verifica-se que resulta

muito bem, embora a localizacdo dos extremos passe a ser nos instantes interamostrais (Rato-
2008a).

Vejamos como se determina o ponto fiducial com base na interpolagdo parabolica na 1-
vizinhanga de um extremo discreto x[n]. Sejam y(1)=val(x[n-1]), y(2)=val(x[n]) e

y(3)=val(x[n+1]). A paribola interpolante ¢ definida por y(k)=ak?+bk+c, k=123,

D] [1 1 1a a yoo—1 % Ty()
2)|=|4 2 1|b|donde|b|=|-% 4 -%|vy(2).
9 3 1

(
23) c c| |3 -3 1 |y(3)
(

As coordenadas tp,yp) do ponto fiducial, que é o extremo parabdlico, virdo entio

y
pelo que se tem que | y
y

:—i e ypz—Etp-l-C.
2

t
P 2a

E com base na sequéncia, ndo regular nem de indices inteiros, destes extremos

parabdlicos que as envolventes sdo estimadas.
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Além disso, observou-se que o comportamento da decomposi¢do melhorava, no sentido
em que a EMD de um trogo de sinusodide resulta tdo-somente no proprio trogo, se os pontos

fiduciais fossem prolongados especularmente uma tUnica vez para la do suporte finito do sinal.

O cédigo correspondente a este algoritmo EMD esta publicado e disponibilizado em:

http://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/21409-empirical-

mode-decomposition.

1.9 - Simula

Foi realizada a apresentagdo da EMD e do seu algoritmo.

Sobre este algoritmo pode ser dito o seguinte: A fun¢do de escolha de méximo ¢ a fl11,
de méaximo empirico. A fun¢do de escolha de minimo ¢ a f416, de minimo empirico. Com
estas fungoes escolhidas € possivel que se tenham dois extremos do mesmo tipo (maximos ou
minimos) seguidos. Basta para tal que a fung@o tenha um extremo com patamar, ou seja a
funcao sobe(desce), fica em patamar e depois desce(sobe). Tal € bastante natural e 1til para a
estimativa das envolventes e tem grande utilidade pratica, como ja referido em «Il.4.4 -

Principios guia da EMD».

As fungoes classificativas, tal como definidas, ndo sdo tolerantes a falhas, ndo sdo
tolerantes a auséncia de um argumento. Por isso nas extremidades estas fungdes nao podem

funcionar porque est4 ausente, ndo existe, uma das vizinhancas necessarias.

Esta problematica da tolerancia estd na raiz das consideracdes tedricas elaboradas no
seguimento. Os proximos capitulos desenvolvem essas consideragdes, sob uma perspectiva

finitista - construtivista da computagdo enquanto actividade mediada simbolicamente.

49



Pagina em branco

50


Raul
Typewritten Text
Página em branco


Ill - Simbolos e computacéao

Como se viu, ao procurar esmiugar os detalhes dos algoritmos de EMD, foi-se muitas
vezes confrontado com a situacdo em que as fungdes a aplicar careciam de defini¢do, e que
quando definidas, careciam de argumentos. Tornou-se assim imprescindivel repensar a
problemadtica da adequada formulagdo, em termos matematicos, da auséncia de dados e/ou
argumentos para as fungdes. Este repensar da formulagdao ndo pdde e ndo pode ser efectuado
adequadamente sem o recurso aos alicerces dos fundamentos. Foi assim necessario cortejar as

impiedosas paisagens abstractas onde se localizam as nascentes do grande rio da matematica.

Neste repensar da problematica, a perspectiva que esta subjacente ¢ construtivista, de
indole finitista. Isto porque procura elaborar, de forma absolutamente geral, os conceitos a
partir de outros antecedentes. Esta demanda do antecedente enferma do germe da busca
eterna. Por isso, e de acordo com determinadas correntes de pensamento que consideram o
conhecimento humano como construido a partir do empirismo perceptivo (Locke-1999) (Peirce-
1958) (Wittgenstein-2010), a base desta construcdo assenta no acto perceptivo elementar, na
detec¢do da presenca ou auséncia de simbolos. Esta base ¢ considerada geral, transcendendo o
humano, transversal aos sistemas perceptivos naturais ou artificiais, biologicos, digitais ou
quaisquer outros. Esta generalidade é necessaria porque a percepgdo de simbolos ndo é uma

exclusividade humana e também porque a computacio nao ¢ uma exclusividade humana.

Comece-se por expor 0s pressupostos.

lll.1 - Pressupostos computacionais e comunicacionais

Para os aspirantes a interlocutores o arranque comunicacional ¢ sempre dificil. Isto
acontece porque ¢ preciso construir as mutuas convengdes, basicas a comunicacdo, quando
ainda ndo se comunica. Como fazé-lo, evitando a armadilha de ficar para sempre na ilusdo da
comunicacdo alcancada e da refutacdo do equivoco? Exemplifique-se esta armadilha pela
seguinte descri¢do: Quando vejo verde e digo que vejo verde e o meu interlocutor também diz
que vé verde, como poderei ter a certeza que o verde a que eu me refiro ¢ o mesmo a que ele
se refere? Como ter a certeza que, quando ambos afirmamos verde, estamos a representar o
mesmo representado? Este problema coloca-se ndo s6 para a cor verde mas para todas as
cores em geral. Alias, a dificuldade até transcende o cromdtico visual, manifestando-se de

igual forma para cheiros, sons ou mesmo simbolos € mensagens quaisquer. Consta que, para
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obviar a este problema, a pragmatica diplomacia americana tem uma expressdo muito
interessante e habitual «Sabemos que a nossa mensagem foi recebida e entendida no sentido
que lhe demos». Ou seja, pragmaticamente esconjuram o amago da questdo tomando como

certo e conhecido aquilo que € pressuposto.

Este problema comunicacional da identificagdo dos pressupostos comuns € recorrente
em todos os niveis de andlise do processo comunicativo, desde os basilares em termos fisico -
biologicos, até as aplicacdes ao mais alto nivel, como os colocados pela semantica

diplomatica.

O processo comunicativo € as suas problematicas sdo o classico objecto dos estudos
semidticos, com os seus signos, simbolos, interpretantes e representados. Convém, no entanto,
tecer previamente algumas consideragdes sobre a interdependéncia entre os simbolos e a
mediacdo cognitiva na percepcdo aos estimulos fisicos. Sdo tais consideragdes que vao ser

seguidamente apresentadas.

l11.1.1 - Cognicéo e simbolos

A construgdo dos pressupostos comuns ¢ facilitada pela partilha de uma mesma aptidao
para percepcionar o ambiente e os estimulos que emana. Para o ilustrar, considere-se uma
figura de Ishiara (Ishihara-1917), representada tanto monocromaticamente como a cores. A
representacdo central ¢ que ¢ a mais equilibrada, sendo as representagdes marginais

representativas de énfases cognitivas consideradas patologicas:

Fig. II1.1: Uma figura de Ishiara

O que 14 esta escrito? Serd o nimero 57? Ou serd outro nimero, como o 35? Ou sera

que ndo se vislumbra 14 nada para além de uma confusdo de pontos? Claro que a resposta ird
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depender de quem olha, se tem uma visdo normal ou se porventura apresenta alguma forma de
daltonismo, de cegueira cromatica. O ponto importante aqui € que dois sistemas cognitivos
podem percepcionar distintamente um mesmo estimulo. Por isso, logo a este nivel, infiltra-se
a incerteza quanto a comunhdo interpretativa. Cada interveniente no processo ¢ forcado a
pressupor que os outros percepcionam a realidade comum de forma compativel. Quanto mais

comum for, de factum, esta comunhéo interpretativa, maior sera a facilitagao interlocutoria.

Borges afirma: “Toda a linguagem é um alfabeto de simbolos cujo exercicio
pressupde um passado que os interlocutores compartilham. Jorge Luis Borges, in ‘O
Aleph’”

Sera de acrescentar que, para diminuir a incerteza comunicativa, os interlocutores além
de compartilharem o alfabeto, também tém de o percepcionar de forma semelhante? Até que
ponto a similitude de capacidades perceptivas ¢ importante para o estabelecer das convengdes

iniciais onde se ira basear a comunicagao?

E sabido que para poderem existir elementos de comunicagio primordiais e comuns a
todos os interlocutores, aquilo que se chamam simbolos comuns, s30 necessarios sistemas
cognitivos que os reconhecam. A pergunta “O que ¢ um simbolo?” tem como reposta
“Simbolo ¢ o que se quiser”. Significa isto que sem sistema cognitivo que os apreenda
(defina), ndo existem simbolos. Os simbolos sdo criados pela cognig¢do. O real concreto e
particular, fisico, externo a cogni¢do, indiferente a cogni¢do, pode ser ou ndo simbolo. Tudo
depende de como é percepcionado. E caso para dizer que ao cartesiano “Penso, logo existo”

contrapde-se o “Percepciono, logo existo”.

Posto isto e também no sentido de estancar esta volipia do relativismo estimulo /
percepcdo versus simbolo / cogni¢do, vai ser pressuposto que o conceito de simbolo ¢

primitivo e igualmente partilhado por todos os leitores (Allouche-2003).
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I11.1.2 - Signos e representagdes simbaolicas

E variado o léxico referente a simbolos e expressdes. No entanto, esta variedade
enferma de enorme sobreposicdo semantica que perturba e confunde a exposi¢do dos
pressupostos em vigor. E essa sobreposi¢do semantica que ¢ destringada e ajustada no

remanescente desta sec¢do, com o intuito de clarificar os pressupostos em vigor.

Interpretante

Signo Representado

Fig. II1.2: Triade semidtica

Neste texto pressupdem-se os simbolos como os elementos, os articulantes minimos, da
semidtica cuja triade fundamental, segundo Peirce (Peirce-1958), € 0 signo, o interpretante e o
representado. Constitui-se o signo como representagdo simbolica do representado, por
mediagdo, por actuagdo, por determinacio do interpretante. E actualmente entendido que o
interpretante nao tem que ser necessariamente um humano, podendo ser uma outra entidade,
até mesmo um dispositivo.

Esta triada pode ser considerada isolada, ndo interagindo com outras. E, no entanto,
possivel considerar montagens em que o representado de uma € o signo de outra.

E pressuposto que:

e Existem quer interpretantes, quer representados, ndo necessariamente distintos.

e Para existirem signos, tém que haver interpretantes que os considerem como tal.

e Podem existir diversos interpretantes, com as concomitantes diversas

interpretagdes, para um mesmo signo.
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Surge aqui uma nog¢do de simultaneidade - coincidéncia que importa descrever.

e O signo pode ser tomado como composto por partes coincidentes, diversas mas
unas, simultaneamente presentes para o interpretante.

[DII1.01] Diz-se que entdo que ocorre uma concentracgao signica, ou fan-in. A

e Por outro lado, o representado também pode ser tomado como composto por
varias partes coincidentes, diversas mas unas, simultaneamente presentes para o
interpretante.

[DII1.02] Diz-se entdo que ocorre uma dispersao signica, ou fan-out. A

I11.1.3 - Simbolos e Expressdes
Com vista a coadjuvar a descricdo e manipulagdo dos signos, enquanto representacoes
simbolicas, apresentam-se as seguintes defini¢des.

[DIII.03] Chama-se expressao a uma pluralidade finita, pluralidade essa eventualmente

singular ou mesmo nula, de simbolos repetiveis e mutuamente distinguiveis. A

Por repetiveis entende-se que, numa expressao, 0 mesmo simbolo pode ocorrer varias
vezes. Por mutuamente distinguiveis entende-se que, em toda e qualquer ocorréncia, o
simbolo ¢ claramente discernivel enquanto entidade individual, nunca se apresentando

incompleto, misturado com outros ou sobreposto com ele proprio. Notar que:

a) Esta definicdo ndo impde uma organizacao sequencial, por fiadas, aos simbolos

constituintes da expressao.

b) De acordo com esta defini¢do, um tinico simbolo ndo repetido pode ser chamado de

expressao.
¢) A auséncia de todo e qualquer simbolo também pode ser chamada de expressao.

[DIII.04] Chama-se expressao nula a expressao sem simbolos. A

111.1.4 - Pontos de vista e expressoes

[DIII.05] Chama-se expressao valida ou representagdo valida a uma expressdo que seja

um signo para, pelo menos, um interpretante. A
Um outro ponto de vista, pressuposto como equivalente, é o decorrente desta definicdo:

[DIIT.06] Chama-se expressao valida ou representagdo valida a uma expressao para a

qual € possivel determinar, pelo menos, um representado. A
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De acordo com a defini¢do anterior, tanto um Unico simbolo como a auséncia de
simbolo podem ser considerados como expressdes validas, por mediacdo do interpretante

adequado. E até possivel considerar o seguinte resultado:

[T1.01] H: Seja dada uma expressao qualquer.
T: E sempre possivel definir, pelo menos, um interpretante que a considere
valida.
D: Basta considerar como interpretante aquele que, para qualquer expressao,

considera que o representado ¢ o valor logico V. m

Em consequéncia do teorema anterior, uma expressao valida ¢, muitas vezes, referida

simplesmente como expressao.

[SIII.01] Saliente-se que, em termos de linguagens formais, € preciso definir como ¢ que
as pluralidades simbdlicas podem ser organizadas, por fiadas e nao sd, e como a
computagdo por aceitadores de linguagem define se a pluralidade constitui uma
expressao valida ou ndo. Esta teoria ¢ bem conhecida, sendo desenvolvida no
ambito das linguagens formais, como por exemplo em (Cohen-1997) e (Salomaa-

1985), pelo que nao ¢ aprofundada neste texto. ¢

Pressupondo-se os simbolos como os articulantes minimos, transmuta-se assim o
“signo” de Peirce para “expressdo”. Doravante, neste texto, opta-se pelo discurso apoiado em

simbolos e expressdes, sendo preterido o discurso apoiado em signos.

I11.1.5 - A perspectiva computacional

Esta perspectiva globaliza todos os desenvolvimentos semiodticos como laboragdes
intersimbolicas. Nas suas versdes mais extremas, para esta perspectiva até o proprio substrato
ultimo da realidade fisica, ndo ¢ de cariz energético ou de outra variavel fisica legitima, mas ¢

de cariz informacional, simbolico, assente em computagdes (Gruska-2000).
A perspectiva computacional pressupde a seguinte definicdo.

[DIII.07] Nos casos em que o representado também pode ser considerado como uma
expressao, ¢ dado o nome de computado ou resultado ao representado,
computacao ou processamento ao processo interpretativo e o interpretante sera

um computador ou processador. A
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Notar que na definicdo anterior o termo computador ndo se refere a uma maquina
concreta mas a uma entidade que realiza uma computagdo. Neste sentido tanto um humano

como um dispositivo podem ser computadores.

Sem pretender perder generalidade, doravante serd pressuposto que o representado ¢
sempre um resultado, logo um computado. Os computadores serdo identificados por letras

maiusculas a negrito, em tipo “Courier New”, como C.

Importa salientar que esta perspectiva computacional ndo pressupde o determinismo, no
sentido em que o mesmo computador e para a mesma expressao, ndo tem necessariamente de
produzir sempre o mesmo resultado. Além disso uma determinada expressdo nao tem sequer
de ser apresentada sempre ao mesmo computador, podendo-o ser a diversos e distintos
computadores, que podem produzir resultados semelhantes ou distintos. Este raciocinio

conduz-nos a seguinte defini¢ao.

[DIII.08] Uma expressado para a qual seja possivel computar mais do que um resultado,
também ¢ referida como admitindo varias leituras ou possuindo vdrias valéncias.

A

No ambito desta perspectiva, sdo muitas vezes utilizados, na pratica, os termos ingleses
input e output, para referir respectivamente a expressdo apresentada ao computador ¢ o
resultado. Pressupde-se assim o modelo computacional input, computagdo, output, (Kohavi-
1970) (Booth-1967). Notar que na representagao diagramatica, onde esta pressuposta uma leitura

da esquerda para a direita, o computador ¢ esquematizado por um rectangulo ao alto.

Computacdo

—>» CI—>

Input Output

Fig. I11.3: Modelo computacional

Este modelo computacional ¢ eximio a permitir a interligacdo, pois o output de um
computador pode ser o input de outro. As interligagdes podem ser praticadas usufruindo da
total riqueza combinatoria das montagens, quer puramente sequenciais, quer com retroac¢ao,

€ com ou sem recurso a fan-out ou a fan-in.
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l11.2 - Sobre a notacéo

’

E sabido que para representar tudo o que ¢ representavel bastam dois simbolos,
repetidamente usados, como Quine tdo bem expde no seu texto “Universal Library” (Quine-
1989) e como corporizado no nosso quotidiano digital. Como também se sabe, uma notacao

binaria pode ser vantajosa para as maquinas, mas ¢ abominavel para as pessoas.

Considera-se que a notacdo Optima ¢ aquela que congrega o poder expressivo com a
facilidade de uso. Para evitar representagdes vagas e ambiguas, a cada objecto deve
corresponder uma representacdo especifica e unica. Tal requer que a notagdo tenha poder
expressivo. Por outro lado, sem simplicidade ndo existe facilidade de uso. Sobrevém que o
poder expressivo e a simplicidade sdo frequentemente incoadunaveis. Isto porque os
cambiantes expressivos fluem no sentido das complexidades crescentes. Consequentemente,
emerge a necessidade de um compromisso pratico entre a facilidade de uso e o poder

expressivo.

[EIIT.0O1] Como exemplo efectivo deste compromisso pratico considere-se o popular
sinal +, tdo facil de usar. Quantas operagdes sdo representadas por ele? Tomado
isoladamente, o seu poder expressivo ¢ insuficiente, pois representa a soma
aritmética, a soma algébrica, a soma vectorial, a soma ldgica, a soma booleana,
uma operacao que seja um grupo comutativo, uma unido de conjuntos, uma
operagdo numa linguagem regular. Sem a informacao adicional de que a soma ¢
booleana, a expressdo 1+1=1 poderia ser considerada um erro. No entanto,
normalmente a informag¢ao de contexto presente na envolvente a expressao
obvia a tais dificuldades. Por outro lado, se for necessario referir, no mesmo
episodio discursivo, quer a soma algébrica, quer a soma booleana, a situagao
pode tornar-se confusa, existindo autores que se socorrem de sinais alternativos,
como Vv ou @, para discriminar convenientemente os varios tipos de soma
envolvidos. ¥

Esta situacdo, em que, por vezes, ¢ necessario alargar o 1éxico, de forma a discriminar

adequadamente os representados no discurso, ¢ também recorrente noutras areas.

[EIIL.02] A titulo de exemplo, considere-se que a palavra plano representa o nome de
um ficheiro de computador. Em determinados contextos tal ¢ o suficiente para
se aceder correctamente ao ficheiro. Noutros, pode ser necessario acrescentar

também a extensao, sendo necessario usar plano.html para o mesmo fim.
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Ainda neste caso, se 0 acesso for de uma localizagdo remota, pode ser
necessario identificar o ficheiro de uma forma muito mais extensa, como seria o

caso para http://www.server._xpto/plano.html. ¥

Esta pratica, que consiste em utilizar uma representacao frugal sempre que suficiente e
uma representacdo dilatada quando necessdrio, combina de forma parcimoniosa a
simplicidade com o poder expressivo. Serd exercitada repetidamente para o desenvolvimento

da notagdo empregue e convengdes associadas.

I11.2.1 - Desenvolvimento de novas notacoes

Como se viu em « II - Notagdo e convengdes associadas» neste texto considera-se que a
notagdo consiste no conjunto das convengdes graficas convenientemente partilhado por todos
os leitores de modo a permitir a comunicacgdo interlocutdria. Este conjunto de convengdes
nem ¢ absoluto, variando em ultima andlise de leitor para leitor, nem imutavel. Como ¢
natural, por vezes, ¢ necessario refinar notagdes antigas ou mesmo conceber notagdes novas.
Depois, € necessario proceder a sua apresentacdo regular e divulgacdo. Considere-se por

agora apenas a questao da concepgao notacional.

Sendo a notacdo baseada em convengdes, ¢ tentador considerar que ndo ¢ importante
tecer consideragdes sobre quais sdo os simbolos usados, bastando apresenta-los e prosseguir
com a sua utilizagdo. Mas, para encadear um raciocinio, € necessario reconhecer padroes de
simbolos e manipular segundo regras vélidas a expressdo em apreciagdo. Mesmo quando as
leis sdo familiares, demora um momento decidir qual o resultado de um mais um. Qual o
resultado da expressdo 1+1? Pode ser 1+1=1 no caso booleano ou 14+1=10 no caso
binario.

Ao trocar os papéis tradicionais dos simbolos 0 e 1, Goodstein (Goodstein-1971) nao
aumentou a legibilidade do seu texto. De forma extrema, ao convencionar-se que X
representa uma operacdo de somar e que + representa uma incdgnita, estd-se a dificultar
muito a tarefa do leitor e a induzir enganos. A questdo notacional pode parecer
desinteressante, mas pode constituir a diferenca entre o €xito € o insucesso, (Schroeder-1997;

Hehner-2004).

Em linha com o exposto, o desenvolvimento notacional aqui elaborado procura seguir

os seguintes principios orientadores:
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a) Principio da continuidade expressiva ou da reversibilidade inovacional

Qualquer nova notacao que discrimine casos, indistintos para uma notac¢ao anterior,
devera ser obtida desta por imposi¢do de elementos grafoldgicos, cuja omissao
resulte na correcta aplicacdo da notacdo antiga. Por exemplo, o sinal de igual em
3+4 =7 pode ser modificado para indicar que se estd a pretender dizer que o
sete resulta da soma, 3+ 4 =:7; que o sete pode ser decomposto numa soma,
3+4:=7; ou, at¢ mesmo, que um resulta do outro, indistintamente, 3+4:=7.

Este ponto merece ser desenvolvido, o que ocorre ja no seguimento.
b) Principio da exaustao expressiva

Qualquer nova notacao que necessite de discriminar varios casos devera utilizar
simbolos distintos para discriminar entre todos 0s casos possiveis e nunca

reutilizar qualquer simbolo.

¢) Principio da simetria vertical

Quando a situacao for comutativa, o respectivo simbolo devera exibir simetria em
relagdo o seu eixo vertical, ndo a devendo exibir quando o nao for. Assim, tanto
a+b como aftb representardo operagdes comutativas, enquanto que a /b,
representara uma operagao nao comutativa.

Como Hehner propde, (Hehner-2004), também ¢ possivel aproveitar simetrias em torno do

eixo horizontal, mas tal nivel de detalhe ndo ¢ relevante para este texto.

[11.2.1.1 Desenvolvimento do sinal de igual

Para exemplificar de forma clara os principios justamente expostos para o

desenvolvimento notacional, consideremos o caso do habitual sinal de igual, = . Este sinal ¢

intrinsecamente polissémico. Quando presente, como por exemplo numa expressio como
2+3 =35, pode querer dizer varias coisas, pode ser visto como tendo varios significados, tal
como referido anteriormente. Coloca-se o problema de como comunicar o leitor qual o
significado prioritario que o autor pretende comunicar, sem necessariamente inibir outros.
Convém por isso identificar varios significados e explicitar qual o significado prioritario.

Um desses significados ¢ o significado de “producdo”, para o qual ¢ estipulado o
simbolo =:. O significado de produ¢do afirma que somar dois com trés tem cinco como
resultado, 2 +3 =: 5. E um significado assimétrico, apenas um dos lados é que ¢ resultado. Por

y e

isso, usando o principio da continuidade expressiva, ¢ imposto um pequeno elemento

60



grafologico cuja omissdo resulta na correcta aplicacdo da notagdo antiga. No entanto, como a
situag@o nao é comutativa, o sinal resultante ndo exibe simetria relativamente ao eixo vertical.
Notar que 5=:2+3 pode ser interpretado como afirmando que cinco admite ser decomposto
nas parcelas dois e trés. E que € possivel a simetria, em que um dos lados pode produzir o
outro, comoem 5:=2+3.

Outro desses significados ¢ o significado de comparacdo para a igualdade. Para este

significado ¢ estipulado o simbolo == . Este simbolo exibe simetria vertical, uma vez que a
situacdo ¢ comutativa. Assim 2+ 3 ==35 significa que se esta a perguntar se um dos lados da
comparacdo ¢ igual ao outro, podendo o resultado ser V ou F. Tem-se pois que
(2+3==5)=V

Outro significado ¢ o de que algo ¢ definido como igual a outra entidade. Para este
significado ¢ estipulado o simbolo =. Assim j = J-1.

Outro significado ainda ¢ o da possibilidade de intercambio, visto que sdo iguais. Para
este significado ¢ estipulado o simbolo =. Assim 5=12+3=3+2.

De acordo com o principio da exaustdo expressiva, a todas as discriminagdes
corresponde uma modificacdo do simbolo original por imposicdo de elementos grafoldgico.
Esses elementos grafoldgicos, quando retirados, de acordo com o principio da reversibilidade

inovacional, resultam na correcta aplicacao da notagao antiga.
Assim, ao tecer consideragdes sobre operacdes, pode afirmar-se quer que
(2+3=5:)=V como que (:2+3=7:)=F, mas também é considerado adequado expressar

que (2+3==5)=V eque (2+3==7)=F.

l11.2.2 - A questao da autorepresentacao simbdélica

Os simbolos s3o natural e vocacionalmente polissémicos, nunca deixando de se
representar a si proprios. Esta polissemia tem cariz varidvel e volatil, efémera subordinada aos
interesses expressivos da ocasido. Relembre-se o simbolo 7, sempre pronto e disponivel para

representar um niimero especifico, uma parti¢do, um plano ou outro ente.

Os possiveis significados, que a polissemia simbdlica obriga a aceitar, ndo sdo todos
considerados igualmente prioritarios para a determinagdo do significado apropriado a leitura

correcta. Por razdes de ordem pratica, a consideracao da representagao que um simbolo faz de
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si mesmo ¢ geralmente relegada para a prioridade mais baixa. No entanto, por vezes, interessa

considerar o simbolo ele proprio.

Convenciona-se que, quando isolado e entre plicas, como 'z', qualquer simbolo
representa-se apenas a si mesmo, ndo admitindo outras leituras, ndo admitindo ser
interpretado como nimero, plano ou outra coisa que ndo ele proprio. Notar que uma leitura
adequada de 'z' ¢é «Pi entre plicas» ou «O simbolo pi», pois pi entre plicas é apenas o
simbolo pi e, de outra forma, pode ser muitas mais coisas. Uma outra forma de referir o
simbolo isolado entre plicas ¢ dizer que ¢ o simbolo literal. Um simbolo literal representa-se
apenas a si mesmo. Para lidar com as plicas propriamente ditas, enquanto representantes de si

'

mesmas, convenciona-se que ', a apostrofe recta, representara sempre plicas isoladas e que

"

ndo admitird outras leituras. Desta forma '' representara apenas um par de plicas, e como ¢

habitual, ' ', representard um espaco em branco entre plicas, pois assume-se que a diferenga

de espacamento ¢ suficientemente discernivel. Se esta diferenca de espacamento se revelar
insuficiente, para assegurar a discernibilidade, poder-se-a usar a forma alternativa P para
representar o espago em branco. Muitas vezes ¢ considerado pouco pratico referir que o
simbolo estd entre plicas, pois tal é evidente e claramente visivel, sem levantar duavidas

T

interpretativas. Assim, 'z' € na pratica referido como o pi e como o espaco em branco,

"

continuando no entanto '' a ser referido como um par de plicas € ndo como uma auséncia de

simbolo entre plicas. A proxima sec¢do serd justamente sobre a forma de representar a

auséncia de simbolo.

l11.2.2.1 Representacao da auséncia de simbolo

Como visto, « II1.2 - Sobre a notagao », ¢ assumido neste texto que os simbolos podem
servir para representar tudo o que ¢é representavel. Por vezes € necessdrio representar a
auséncia de expressdo, a auséncia propositada de todo e qualquer simbolo, incluindo o espago
em branco. E assim necessaria uma solu¢io simbolica para representar a auséncia de simbolo.

E definido o simbolo especifico, adequadamente representado entre plicas por g, para

realizar essa tarefa.

Sempre que ndo rodeado por plicas, a leitura formal do simbolo ' & “Aqui esta

propositadamente ausente qualquer simbolo” ou “Aqui estd a expressdo nula”. Esta leitura é
semelhante a leitura que se faz de frases como “Esta pagina estd propositadamente em

branco”. Paginas assim sdo paginas vazias de conteudo e que podem ser inesperadas. A frase
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¢ colocada em documentos legais, manuais, exames e quaisquer outros documentos onde uma
pagina acidentalmente em branco, por erro de impressdo ou por outra causa, poderia ter

graves repercussoes, tendo por isso de ser devidamente salientado que estao propositadamente
despidas de simbolos. Este simbolo ' é especifica e mandatoriamente utilizado em todas as
situacdes caracterizadas pela necessidade de referir a auséncia de simbolo. A palavra
“especifica” determina que o simbolo '' ndo admite outras leituras. A palavra
“mandatoriamente” determina que em todas as situacdes onde se tenha de simbolizar a

auséncia de simbolo, entdo ¢ obrigatdrio usar'J".

Como o simbolo 'J' ndo admite outras leituras, sempre que aparece sem ser rodeado de

plicas s6 pode ser interpretado como uma auséncia de simbolo, um nao simbolo. Assim "&"

nn

também representa a fiada nula, "". Quando este simbolo for repetidamente escrito, este

significado convencional “Aqui esta propositadamente ausente qualquer simbolo” ndo se
altera e isto mesmo que esteja entre plicas. S6 ha uma unica situacdo em que este simbolo €
encarado como o simbolo que ¢ e ndo como indicando a auséncia propositada de qualquer

simbolo. Essa situacdo ¢ quando isolado e rodeado por plicas. A leitura informal do simbolo

A

'@?', quando ndo estiver entre plicas, tanto pode ser nada como nulo.

Relembrando que,

a) embora ao escrever um par de plicas se esteja propositadamente a omitir qualquer
simbolo entre elas, a leitura adequada ¢ tdo somente um par de plicas,
b) s6 quando isolado e entre plicas ¢ que um simbolo se representa exclusivamente a ele
proprio,
obtém-se as seguintes regras praticas:

A

'J' representa um simbolo entre plicas e

"' representa um par de plicas.

'GD' também representa '', um par de plicas.

O uso deste simbolo ¢ adequado apenas quando se pretende salientar de forma vincada a
auséncia de simbolo. Em termos correntes, significa isto que qualquer palavra lhe ¢é

indiferente.
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[EIIL.03] Por exemplo ¢ sem perda de generalidade, a fiada "abc" também pode ser
escrita "a@dbc" ou mesmo"FadTbIcTHTIB", mas tal é tao incomodo,
deselegante e tdo desnecessario como escrever os niimeros naturais com um

niimero variavel de zeros & esquerda. Da mesma forma, quer a expressdo { },

A

quer a expressao {@}, constituem representacdes validas do conjunto vazio. V¥

Notar que o simbolo '@' é uno e coeso ¢ que, tal como o vulgar 'i', o seu glifo tem
graficamente duas componentes, o corpo e a marca diacritica titulante.

No seguimento serdo apreciados varios casos da sua utilizagao.

111.2.2.2 Consideracgdes sobre fiadas unitarias e simbolos

Como se viu, pelo facto de um simbolo se representar sempre a si mesmo, podem
colocar-se dificuldades expressivas para discriminar entre o representante e o representado,
sendo utilizada a convengdo baseada em plicas, de que um simbolo rodeado por plicas
representa-se apenas a si mesmo, ndo admitindo outras leituras. Assim 7z pode representar um

plano, mas 'z' apenas se representa a si mesmo.

Ocorre uma situacdo semelhante com fiadas. Convenciona-se que as fiadas formadas

"

colocando qualquer simbolo entre aspas rectas duplas, "', representa apenas a correspondente

flada de comprimento ndo plural, sendo propositadamente ignorada qualquer outra
representacao possivel. Assim 7 pode representar um plano, mas "z" apenas representa a
fiada unitéria cujo Unico simbolo ¢ 'z'. Notar que "z" representa uma fiada unitaria, e que

'7' representa um simbolo. As fiadas unitarias ndo sdo simbolos, embora sejam representadas

nn

por simbolos. A fiada nula, "" = "@" ¢ distinta da auséncia de simbolo, & .

Nao confundir:

nn

, uma representacao da fiada nula,

"

, 0 simbolo de aspas rectas duplas colocado entre plicas,

nn

, a fiada cujo Unico simbolo ¢ o espaco em branco.

111.2.2.3 ConsideracOes sobre fiadas e concatenacdes

Como visto, para salientar que determinada sequéncia de simbolos ¢ para ser encarada

preferencialmente apenas como uma fiada e ndo como outras expressdes com as
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concomitantes interpretagdes, sdo usadas aspas rectas duplas, como em "abc". Convém

referir essa representacdo por um nome especifico.

[DIII.09] Uma exibi¢ao sequencial de simbolos entre aspas rectas duplas constitui uma

fiada finita em representacao literal ou, simplesmente, uma fiada literal. A

Numa fiada literal todos os simbolos expostos sdo da fiada. Assim situacdes de fiadas
ndo completamente explicitadas, como seja, por hipdtese o caso de ab---bc, uma fiada que
comece pelo simbolo 'a', termine num simbolo 'C' e, entre eles, tenha um numero
indeterminado de simbolos 'b', ndo admitem representagdes por fiadas literais, pois a fiada
literal "ab---bc" exibe cinco ocorréncias simbolicas, a saber: uma vez os simbolos 'a', 'c' e

"..." e duas vezes o simbolo 'b'.
A polissemia espreita. Por vezes {} ¢ visto como o conjunto vazio, tendo-se pois que
{}=@. Por vezes {} ¢ visto como uma fiada, cuja representagio literal é "{}", tendo-se
entdo que {}="{}". Estas interpretacdes sio mutuamente exclusivas. A informagdo de
contexto sera sempre suficiente para nunca permitir a conclusao "{ }" =0.
[EIIT.04] Como numa fiada literal as outras interpretacdes da expressao estao
preferencialmente inibidas, tem-se que "abc|cba" = "abccba". No entanto
"abc"/"cba" ="abccha". ¥

[DIII.10] Na fiada literal as aspas iniciais e finais sao também referidas como as aspas
literalizantes. A

Quando se mencionam os simbolos de uma fiada literal nao se entra em linha de conta

com as aspas literalizantes.

[DIII.11] Na contabilizagao do comprimento das fiadas literais as aspas literalizantes

nao contam. A
[EIIIL.05] #"elefante"=8 e#""'=0. V¥

[SIIT.02] Expressdes como "abc, ou como abc", ou mesmo como "abc\" sao
consideradas invélidas enquanto representacdes de fiadas literais. Para evitar

confusdes 0 seu uso sera evitado. ¢

Por vezes, € necessario considerar o uso de aspas rectas duplas no interior de uma fiada
literal. Seguindo o uso comum a linguagens de programa¢do como o C, (Kernighan-1988), ¢

"m

convencionado o uso do simbolo "' como precedente inibidor a e a ele proprio, sendo
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inerte quando preceder outro simbolo. Esta utilizacdo do simbolo '\' ¢ como indicador de
suspensdo pontual da convencdo de emprego das aspas rectas duplas, de forma a permitir

elaborar fiadas literais que as contenham, como na fiada literal "a fiada \"elefante\"". Este

r

simbolo de suspensdo pontual da convengdo ¢ activo, apenas e especificamente, quando

" A

prefixo adjacente de ou dele proprio. Significa isto que a fiada "\a" ¢ considerada como

sendo constituida por dois simbolos, #"\a"=2, e que a fiada "\"" ¢ considerada como sendo

constituida por um simbolo, #"\""=1. Significa isto também que ndo estd convencionado o

significado de "elefante\".
Assim:

[EIIL.06] A fiada "\"" representa a fiada cujo Gnico simbolo ¢ ""'. ¥
[EIIL.O7] A fiada "\\" representa a fiada cujo unico simbolo ¢ \'. ¥

[EIIL.O8] A fiada "\a" representa a fiada cujos simbolos sao \'e 'a'. ¥

[DIII.12] Sao consideradas concatenadas fiadas literais escritas de forma adjacente. A
[EIIL.09] Tem-se que "ele""fante" ="ele"/"fante" = "elefante", e """"=""[""="". V¥
Numa fiada literal ndo existe forma de representar a fiada nula. Para representar fiadas

nulas conjuntamente com fiadas literais ¢ necessario explicita-lo utilizando a concatenagao de

fiadas nulas com fiadas literais.

[EIIL.10] Tem-se que "ele"|""|"fante" ="elefante". ¥

[SIII.03] Estas consideragdes das subtilezas formais relativas as fiadas e as formas de as
descrever sdo bem conhecidas e tratadas no ambito das linguagens formais, pelo

que ndo serdo mais aprofundadas. ¢

Um simbolo, p. ex. 'a', ¢ considerado distinto da fiada constituida exclusivamente por

uma sua ocorréncia, "a", como visto. Alids, 'a' enquanto simbolo, ndo ¢ considerado uma
fiada, pelo que ndo se encontra definido o significado de #'a', embora ja se possa afirmar que
#"a" ¢ um. Notar que 'a', enquanto simbolo, ndo ¢ uma fiada e que enquanto fiada, "a", ndo ¢

um simbolo.
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[11.2.2.4 Distincao entre a auséncia de simbolo e a fiada nula.

Neste momento convém salientar bem a distingdo entre a expressdo nula, J, e a fiada

nn

nula, "", pois uma expressao nao tem de ser uma fiada. Como referido nos pressupostos, a

fiada nula ¢ o elemento neutro da operagdo de concatenagdo entre fiadas, |, da mesma forma
que o numero 0 € o elemento neutro da soma. A expressdo 3+0+4 tem 7 como resultado,

pois zero ¢ um numero. A expressdao "n"[/""/"m", tem "nm" como resultado, pois "" ¢ uma

fiada. A expressdo 3+ +4 ¢ considerada equivalente a expressdo 3++4, que ndo € uma

expressao algébrica correcta e para a qual nao se pode dizer que tem o 7 como resultado. A

J4 \

expressao "n"[ J I"m" ¢é considerada equivalente a expressdo "n"[/"m", que n3o é uma

expressdo de concatenagdo correcta e, para a qual, ndo se pode dizer que tem "nm" como

resultado.

111.3 - Simula
Neste capitulo foram elaboradas as apresentacdes, quer dos simbolos e sua utilizagao,
quer da auséncia de simbolo, enquanto suportes de toda a computagao.

No préximo ¢ alegado que, para lidar correctamente com a tolerancia, consequente da
auséncia de simbolo, a logica envolvida devera ser pelo menos a trivalente, sendo a bivalente

insuficiente.
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IV - Tolerancia e logica trivalente

Neste capitulo ¢ alegado que, para lidar correctamente com a tolerdncia, abstraida na
auséncia de simbolo, a logica envolvida devera ser pelo menos a trivalente. E pois necessario

esclarecer como se utiliza uma logica trivalente.

V.1 - A logica trivalente

’

E necessario abordar a questdo do tratamento logico de expressdes onde conste a

A Py

auséncia de simbolo. Sdo possiveis expressoes, como & =J, para as quais ndo € possivel
concluir se devem ser consideradas verdadeiras ou falsas. E assim constatada uma

insuficiéncia da logica a dois valores.

A logica a dois valores também pode ser chamada de 16gica bivalente, ou bilogica. A
logica bivalente € a logica classica, estudada tanto por Aristoteles como por legides de
escolasticos medievais, e também por G. Boole e todos os actuais profissionais de sistemas
digitais. Um seu valor logico qualquer podera ser chamado por bivalor, para salientar o facto
de que ¢ um dos dois valores possiveis, sem possibilidade de mistura entre eles ou de

surgimento de mais qualquer outro. Surge assim o principio do terceiro excluido.

A légica bivalente ¢ incontornavel, desde as aplicagdes tecnoldgicas até as construgdes
léxico semanticas no quotidiano da linguagem natural, da linguagem comum. Apresenta-se
quer como intuitiva, quer como intuitivamente correcta. Os valores da logica a dois valores,
os bivalores possiveis, sdo representados por V, F, reflectindo a intui¢do semantica para
“verdadeiro” e “falso”. Esta representagio por V, F admite a representagdo
simplificada V, F quando o contexto ¢ tal que a Unica logica em vigor ¢ a habitual logica
bivalente. Outras linguas, outras realidades, outras intui¢des, podem preferir representar os

bivalores por T, F, oupor O, 1.

Além disso existem como constituintes basilares da linguagem os elementos primordiais
para a sua utilizacdo, como o “0OU”, 0 “e”, ¢ 0 “nao0”, cujos significados comuns e intuitivos
espelham e reproduzem os respectivos significados bilogicos formais. Surge assim
naturalmente a capacidade de, com comodidade, verbalizar em linguagem natural aquilo que ¢

expresso por proposi¢cdes bildgicas formais. Neste contexto ¢ facil e tentador sucumbir a
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falacia redutora de que toda a logica ¢ evidentemente bivalente e de que o principio do

terceiro excluido é forcosamente valido em absoluto.

No entanto, ja Aristoteles questionava a aplicacdo do principio do terceiro excluido a
proposicdes alusivas a contingéncias futuras, como “amanha chove”, para as quais ndo ¢
possivel determinar qual o seu valor bilégico. E bem sabido que esta perspectiva foi defendida
como valida tanto pelos autores classicos como medievais. Além disso constituiu uma das
principais for¢as motivadoras para o trabalho de Lukasiewicz sobre as logicas n-valentes

(Trzesicki-1990).

De seguida, vai proceder-se a exposicdo de um sistema de logica trivalente, suficiente
para os nossos objectivos. Note-se que uma légica trivalente pode parecer contra intuitiva,
pois a linguagem natural ndo dispde de construgdes léxicas simples para a sua verbalizacao,
mas a sua necessidade ¢ imposta pelo facto de que, ao admitirmos tolerancia a uma operacao

bilogica, estamos de facto a lidar com uma realidade trivalente (Rato-2008c).

[SIV.01] Existem linguagens naturais, como a Aymara, uma das linguagens oficiais do
Peru, que dispdem de construgdes léxico semanticas adequadas a elaboragao de

afirmacdes num pressuposto de ldgica trivalente. ¢

IVV.1.1 - Combinatéria de trivalores

Na manipulagdo de trivalores, no sentido de DIV.01, convém distinguir a questdo
combinatoria da interpretacdo semantica. No seguimento vao ser elaboradas algumas
consideracdes sobre os aspectos combinatérios da manipulacdo de trivalores, na linha do

apresentado por Post (Post-1921).

As tabelas onde as operagdes possiveis sdo exaustivamente descritas sdo chamadas de
«tabelas de triverdade», nome este baseado na designacao tradicional de «tabelas de verdadey.
No entanto estas tabelas apenas enumeram as possibilidades combinatorias, sem pressupor

nenhuma interpretacdo em termos de verdade ou falsidade.

E sabido que ndo é possivel desenvolver uma algebra de Boole a trés valores (Serro-03).
Pelo que a manipulacdo de trivalores ndo se pode basear numa estrutura algébrica tdo bem
conhecida e explorada como a das algebras de Boole, sendo necessario langar as bases
conceptuais da sua manipulacao a partir de outros pontos de partida. Além disso a técnica da

demonstracdo, num contexto trivalente, ndo poderd fazer uso do principio do terceiro
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excluido, pelo que se preferira a demonstragdo por inspec¢do exaustiva dos casos possiveis,

uma vez que estes sao em numero finito e acessivel.

IVV.1.1.1 Trivalores

[DIV.01] Os trés valores logicos, ou trivalores, sdo representados pelos simbolos 0',
Te2. A
[nDIV.01] Nio fica definida qualquer correspondéncia entre os bivalores V, F e os

trivalores O, 1 e 2. A

[nDIV.02] Nao fica definida qualquer correspondéncia entre os inteiros 0, 1, 2 e os

trivalores 0, 1 ¢ 2. A

Nao estd definida qualquer correspondéncia mas esta escolha de simbolos 0', 1' ¢ 2
ndo ¢ inocente. Pretende ter utilidade mnemonica, facilitadora de futuras manipulagdes
operativas. Convém no entanto ter sempre presente que os trivalores nao sao niimeros inteiros.
Os trivalores sdo tdo-somente representados convencionalmente por O, 1 e 2 embora
também se pudessem definir convengdes alternativas, como por exemplo aquela em que os

trivalores seriam representados pelos simbolos 'a', 'b' e 'C'.
[DIV.02] Fica definida uma ordem total implicita, >, entre os trivalores 2, 1 ¢ O,
tendo-se que 2> 1 >0, que também pode ser escrita como 0<1<2. A
Esta ordenac¢do ¢ ndo fundamental, meramente auxiliar e de cariz mnemonico-

facilitador.

[DIV.03] De acordo com esta ordem total implicita, diz-se que:
0 é menor que 1 e menor que 2,
1 ¢ maior que O e menor que 2,

2 ¢ maior que O e maior que 1. A
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IV.1.1.2 Operacdes binarias
Defina-se o seguinte par de operacdes binarias:
[DIV.04] Com simbolo A, e com a designagdo de AND trivalente ou tri-AND:

Tabela IV.1: AND trivalente

N | |O|>
o|lo|lo|o
RlRr|O|R
N R o N

A

[DIV.05] Com simbolo ¥/ e com a designagdo de OR trivalente ou tri-OR:

Tabela IV.2: OR trivalente

N | |O|L
N R |Oo| o
N R |k |k
NN NN

A

Estas regras de operacdo sdo combinatérias e ndo devem ser interpretadas como
extensdes da logica bivalente. Nesta descricdo combinatoria estd-se apenas a apresentar a
definicdo de operacdes bindrias num conjunto de trés elementos. Notar que sdo estas tabelas
que definem as operacdes. A ordenacdo implicita atras apresentada ¢ meramente auxiliar, ndo
se constituindo como vinculativa. Mas ¢ facilitadora da memorizagdo das defini¢des, pois
permite intuir que o tri-AND tem como resultado o menor dos argumentos e que o tri-OR tem

como resultado o maior dos argumentos.

Por inspecc¢ao directa das tabelas ¢ possivel concluir que estas operagdes sao

comutativas.
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IVV.1.1.3 Notacgao infix

E possivel escrever as regras de transformagao anterior em notagao infix, de cariz

bindria. Eis alguns exemplos.
[EIV.11] Tem-se assim que OA1=:0. V¥
[EIV.12] Tem-se assim que (OV2)V1=0V(2v1)=2. V¥

[EIV.13] Tem-se assim que (1'/'\'2)'/'\'151'/'\' (2/\ 1) 1.V

IV.1.1.4 Operacdes unarias

As operagdes unarias que se revestem de interesses para o presente texto sdo
representadas com a titulagdo pelos simbolos 'A' para a negacdo ascendente ou directa e "'

para a negacao descendente, indirecta ou retrograda. Tem-se:

[DIV.06] Define-se a negacdo ascendente como 6 1
1=2
2=0

A
[DIV.07] Define-se a negacdo descendente como 6 5
1=0
2=1

A

A
3

v
A
Uma anula a outra, no sentido em que [Oj = (Oj =:0. Como ndo existem ambiguidades

hd A
[V

A M
¢ possivel retirar os paréntesis, tendo-se que 0=0=:0. Notar que em expressdes como ( . ) a

negacdo ¢ aplicada ao resultado da expressdo entre paréntesis.
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Além disso ndo sdo independentes, pois aplicar duas vezes uma equivale a aplicar a

A
A

N
outra, como em (Oj =0=2. Como também ndo existem ambiguidades ¢ possivel retirar os

A M
AV vA
paréntesis, tendo-se que 0=0=2 e que 0=0=:1.
[SIV.02] Pretende-se apresentar um sistema pratico que partindo de poucas fungdes

base seja completo do ponto de vista funcional, no sentido em que qualquer
funcao definivel por uma tabela de triverdade pode ser expressa usando apenas e
exclusivamente as funcdes base do sistema. Como ¢ sabido, se a um conjunto de
fungdes funcionalmente completo for acrescentada mais uma funcdo, o conjunto
resultante ainda ¢ funcionalmente completo e embora ndo minimize o nimero
fungdes utilizadas pode mesmo assim a sua utilizagdo ser tanto mais facil como

mais pratica. ¢

IV.1.1.5 Variaveis trivalentes

E possivel definir variaveis trivalentes, que assumem um trivalor. Seja X uma variavel

trivalente, sem mais restricdes. Entdo X pode assumir qualquer um dos trivalores, O, 1 ou 2.

As notagdes anteriormente apresentadas, quer as de cariz binario quer as de cariz undrio,
sdo directamente aplicaveis as varidveis trivalentes, tal como eram aplicadas directamente aos

trivalores.

Estas variaveis trivalentes podem participar em expressdes com as operacoes trivalentes

atras definidas.

[EIV.14] Como exemplo de expressdes trivalentes onde participam quer variaveis, quer

e ~ A “ee .
constantes, t€m-se que 2V X =12, ou entdo que 2V X =: X, ou ainda que

[EIV.15] Como exemplo de expressoes trivalentes onde participam apenas variaveis,

A--- ---A . A.-- ---‘A
tém-se que XV X=XV X, ouainda que XAX=XAX. V¥
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IV.1.1.6 Associatividade e distributividade

Por verificagdo, em todos os vinte e sete casos por cada operagdo, A ou V, € possivel

concluir que estas operagdes sao associativas.

Por verificacdo de todos os casos envolvidos também ¢ possivel concluir pela
distributividade, quer no caso XxA(aVb)=(xAa)V(xAb), quer no caso

xV(aAb)=(xVa)A(xVb).

IVV.1.1.7 Dualidades e convencdes de numeracao

Para uma dada operagdo bindria, representem-se os trivalores por A, v, N, onde A tem
o significado operativo de Absorvente e N tem o significado operativo de Neutro.

Seja @ a referida operagdo bindria, que tanto pode ser tabelada desta forma

Tabela IV.3: Primeira forma da operagao &

Z|I<|>|
>z |>

v
A
v
v

Zl<|> |z

onde sdo evidentes as semelhancas com a operagdo A , como também pode ser tabelada desta

outra forma

Tabela IV.4: Segunda forma da operagao 4

% N v A
N N v A
Vv v Vv A
A A A A

onde sdo evidentes as semelhangas com a operagao V.
Isto € possivel porque se constata que existe uma dualidade, em que o elemento absorvente de

¥ € o elemento neutro de A e onde o elemento neutro de ¥V ¢é o elemento absorvente de A.
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y S ST T e BNV BN
Tem-se até que | XV XV X |[=| XAXAX | eque | XVXVX |[=| XAXAX

O que ¢ importante reter € que ¢ a combinatdria operativa de trivalores que determina as
propriedades da operacdo, do conjunto de resultados. O trivalor que ¢ absorvente numa
operagdo ndo tem de também o ser numa outra operacdo. O mesmo se passa para um trivalor
que seja elemento neutro. Para uma dada operagdo, pelo seu conjunto de resultados, € por
vezes possivel identificar elementos neutros e/ou absorventes. Ser absorvente ou neutro ¢
especifico da operagdo e do trivalor, ndo apenas do trivalor.

Sendo assim relembre-se a convencao de ordem, em que o elemento neutro de V ¢é o
menor dos trivalores e que o elemento neutro de A ¢ o maior dos trivalores. Usando esta
convengdo ¢ possivel numerar em base trés os trivalores de tal forma que se conserva a ordem
convencionada. Ou seja, assume-se agora o caso particular em que os trivalores sdo os

numeros inteiros 0, 1 e 2. Sendo assim, como qualquer tabela de triverdade de n variaveis
tera 3" entradas, é possivel representar cada uma das entradas por um niimero de ordem
caracteristico, i, que serd um inteiro nio negativo, desde zero até 3" —1. Veja-se como.

Nesta situacdio em que se tém 3" entradas, estipule-se uma numeragdo para as N
varidveis, que serdo assim sequencialmente identificadas desde X,_; até X,. Relembre-se que
nesta situacdo, qualquer uma variavel X, (., podera assumir qualquer dos valores inteiros

0,1,2. Desta forma a cada uma das entradas na tabela ¢ possivel fazer corresponder o numero

k=n-1
de ordem caracteristico | = ZXk 3¢
k=0

Este somatdrio representa o nimero i expresso em base trés.

Numa tabela de triverdade, cada uma das entradas i pode dar origem a um de trés
resultados distinto, I,, r, {0 12} ao qual ¢ possivel fazer corresponder o niimero r,3'. No
caso das operagdes binarias, n=2 pelo que existem nove nimeros | possiveis, desde i =0

para a entrada correspondente a X, =0, X, =0, até i =8, correspondente a entrada em que

X; =2,X,=2.Uma operagdo bindria, &, pode ser assim identificada por um numero

8
V= z r,3', podendo-se falar de 6, . Este nimero é tnico, desde que se conserve a numeragao
i=0
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ordenativa para as n varidveis. No caso das operacdes binarias comutativas, este nimero €

unico, independentemente da ordenacgao das varidveis.

Tabela IV.5: Operacao V

X i X, | hpara¥i || i | r3

010 0 0] o

0 i 1 1 1] 3

0,2 2 2| 18
. a0 8] 2

[EIV.16] A operacdao ¥V pode ser tabelada como i

11 1 4| 81

1i2) 2 |5] 486

210 2 6| 1458

2 i 1 2 7| 4374

212 2 813122

peloque v=3+18+27+81+486+1458+4374+13122=19569. ¥

Tabela IV.6: Operagao A

X i Xo | Fpara A || i I’i3i

010 0 0| 0

011 0 1] 0

0 i 2 0 2 0
o a0 0 3] 0

[EIV.17] A operagao A pode ser tabelada como i

111 1 4 81

iz 1 |s) 2

210 0 6| 0

2 i 1 1 7| 2187

212 2 813122

pelo que v =81+243+2187+13122=15633. V¥

Desta forma ¢ possivel falar de 6,, tendo-se que V=045 € que A=0543-

Estabelecida esta numeragao funcional, extensivel a operagdes de qualquer aridade, cessa por

agora este caso particular em que os trivalores s3o os nimeros inteiros 0, 1 e 2.
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O numero de possiveis operagdes bindrias ¢é 3° =19683. No entanto, como se vera,
qualquer uma delas pode ser expressa usando apenas negagdes, OR trivalentes e AND

trivalentes.

IVV.1.1.8 Algumas expressdes trivalentes Uteis

Para lidar adequadamente com as expressoes trivalentes convém estabelecer algumas

identidades uteis para referéncia futura. Uma dessas expressdes, ja anteriormente
. r ---A eee ---V coe 7A‘---¥( r ---A eee ---V “ee A---V
exemplificada, € | XAX |[V| XAX [V XAX |[=1.0utraé | XUX |A| XV X |A| XUX |=1.
Além disso, tem-se que:
A ha .
(X'/'\'X)'\'/’(X'/\'xj s6 pode produzir o valor O se x=0. Em qualquer dos outros casos
possiveis, ou seja se X=1 ouse X =2, ter-se-a que a expressao produz o valor 1.
A e .
(X'\'/’X) /\(Xv xj s6 pode produzir o valor 2 se X=2. Em qualquer dos outros casos

possiveis, ou seja se X=1 ouse x =0, ter-se-4 que a expressao produz o valor 1.

A--- xx} A---V r .
[X/\va [X/\ Xj s6 pode produzir o valor O se Xx=2. Em qualquer dos outros casos
possiveis, ou seja se X=1 ouse x =0, ter-se-4 que a expressao produz o valor 1.

A... “ee A...V I3 .

XV X |A] XV X | s6 pode produzir o valor 2 se x=1. Em qualquer dos outros casos

possiveis, ou seja se X =0 ou se X =2, ter-se-a que a expressao produz o valor 1.

v v A .
[X'/\' va [X/\ Xj s6 pode produzir o valor O se x=1. Em qualquer dos outros casos
possiveis, ou seja se X =0 ou se X=2, ter-se-a que a expressao produz o valor 1.

M. cee Mo ’ .

XV X |A| XV X | s6 pode produzir o valor 2 se X=0. Em qualquer dos outros casos

possiveis, ou sejase X=1 ouse X =2, ter-se-4 que a expressao produz o valor 1.
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Das expressdes anteriores pode concluir-se:

M cee “ee M cee A~

Para obter 2 quando X =0, e 1 nos outros casos devera usar-se (Xv Xj A (Xv Xj .
r A “ee “ee A “ee M

Para obter 2 quando X=1, e 1 nos outros casos devera usar-se | XV X |A| XV X |.

A v
Para obter 2 quando X=2, e 1 nos outros casos devera usar-se (Xv Xj A (Xv Xj .

“ee A “ee “ee N
Para obter O quando X =0, e 1 nos outros casos devera usar-se (X/\ X |V (X/\ X] .

¥ “ee cee ™ “ee ~
Para obter O quando X=1, e 1 nos outros casos devera usar-se (X/\ X [V (X/\ Xj .

A A e
Para obter O quando X=2, e 1 nos outros casos devera usar-se (X/\ X |V (X/\ Xj .

IVV.1.1.9 Diagramas combinatérios ou montagens

E possivel estabelecer diagramas combinatérios com base nestas transformagoes,
baseados nos diagramas utilizados para os circuitos combinatérios digitais. Estes diagramas

combinatdrios sdo constituidos por linhas orientadas e rectdngulos, sem realimentagoes.

As linhas orientadas, =~ L_, , representam variaveis. As linhas podem exibir
derivagodes, como _t: , sem deixarem de ser consideradas como uma mesma e unica linha.
Ao longo de toda uma linha, com ou sem derivagdes, o trivalor correspondente a variavel
representada ¢ sempre o mesmo. Em cada instante uma linha, na sua totalidade, assume um e
um so dos trivalores. A orientacao das linhas fornece indicacdo sobre se o trivalor deve ser

considerado como resultante de uma operagao ou como indo ser operado.

Os rectangulos, também chamados blocos, executam a operagado exibida. Os rectangulos
tém sempre ligado o nimero de linhas correspondentes a aridade da respectiva operacao e

com as orientagdes correctas.
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Para as operagdes atras definidas, a sua estrutura geral sera:

y A —> VA e o —» v > — A |—>

Estes quatro blocos constituem os quatro blocos base. Um diagrama também pode ser

referido como uma montagem, especialmente se for constituido por varias linhas e

rectangulos.

X —p ..
Uma montagem como: y —>»f A —» Z

representara uma expressao como XA Y = Z = YA X

X —p ..
Uma montagem como: X 5| A — X

representara uma expressao como XA X =: X.

Estas expressdes também podem ser expressas por montagens como
X2 A

Uma montagem como: X —» y Z
Y—> X
W—>

representara uma expressao como XA Yy AW =:Z, onde devido a comutatividade e
associatividade, ¢ indiferente para a obten¢do do resultado final quer a ordem dos argumentos

quer a ordem de execu¢do. Esta montagem pode ser generalizada para n, um nimero

arbitrario de argumentos: X — ]
0 L »Z
XK—» &

X

n-1

Uma montagem como: X —»] > Z
y >
W—»

representara uma expressao como XV YV W=:Z, onde devido a comutatividade e
associatividade, ¢ indiferente para a obtencao do resultado final quer a ordem dos argumentos

quer a ordem de execucdo. Esta montagem pode ser generalizada para n, um nimero

arbitrario de argumentos: Xy —*

L,z

X1
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Montando varios blocos base € possivel obter novos blocos, como em:

= y ] (xRy)vy W

\ A 4
<
=

|

€

Esta possibilidade de construir novos blocos a partir dos quatro blocos base ¢ muito

necessaria na pratica.

Uma montagem como

X<

>x<»
d

y X

permitira obter todos os trivalores, independentemente do valor da varidvel.

Uma montagem como

A
X
> A —O0—» A

: >i
\ 4 ]l
A\ A 4

dl

o

<“—@

“I I < ¢
A 4 VY VY
>: :

TRV [N VR Ol U B .
representa a expressao: (X A 3*(} v [X A XJ v [X A X] =:Z =1, que permite obter o mesmo
trivalor independentemente do trivalor da variavel X.
Uma propriedade importante destes diagramas de montagem ¢ que ¢ sempre possivel
“lé-los”, ou seja, determinar qual a expressdo representada, bem como também ¢ sempre

possivel, partindo da expressdo, remontar o diagrama original.



Uma outra caracteristica importante ¢ que ¢ sempre possivel determinar qual ¢ a tabela
de triverdade correspondente ao diagrama apresentado. No seguimento vai ser descrito como

¢ possivel, partindo da tabela de triverdade, obter uma montagem que o realize.

IVV.1.1.10 Tabelas de verdade, expressbes e montagens

Vai agora ser elaborada a descrigdo de que como ¢ possivel, dada uma tabela de
triverdade qualquer, sintetizar a montagem que a realiza e concomitantemente determinar a
expressao que a representa.

Comece-se por notar o seguinte facto: em qualquer tabela de triverdade ¢ sempre
possivel determinar os trés seguintes conjuntos: O conjunto das entradas cujo resultado ¢ O,
cujo cardinal ¢ 0, o conjunto das entradas cujo resultado ¢ 1, cujo cardinal ¢ g e finalmente
o conjunto das entradas cujo resultado ¢ 2, cujo cardinal ¢ p. Estes trés conjuntos sdao
disjuntos e a sua unido ¢ o conjunto da totalidade das entradas na tabela de triverdade. Ou

seja, p+ Qg+ 0 representa o nimero de entradas na tabela de triverdade.

Para continuar, pressuponha-se que para toda e qualquer tabela de triverdade ¢ sempre

possivel determinar uma fungao f% . Esta fun¢do, especifica para cada tabela de triverdade, ¢

sempre caracterizada pela propriedade que s6 exibe duas saidas distintas, 2 sse a entrada

pertencer ao conjunto das entradas cujo resultado é 2, e 1 para todas as outras entradas.
Pressuponha-se também que para toda e qualquer tabela de triverdade ¢ sempre possivel

determinar uma fungao f% . Esta funcdo, especifica para cada tabela de triverdade, ¢ sempre

caracterizada pela propriedade que so exibe duas saidas distintas, O sse a entrada pertencer ao
conjunto das entradas cujo resultado ¢ O, e 1 para todas as outras entradas. Estabeleca-se

agora que a saida de f% ¢ a variavel d e que a saida de fy ¢ a variavel z.
1

Estas duas variaveis, d e z, sdo as entradas numa fungéo de dois argumentos

A

Ty = (Z v dj . Esta fun¢do esta montada de tal forma, a jusante de f% e de f% , que as suas

entradas so surgem trés combinagdes: d =1,z=1oud=2z=10oud=1,z=0.
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Tem-se assim

> d
4J2—>f012_’

O problema de determinar a montagem correspondente a cada tabela de triverdade fica

assim resolvido se, para cada tabela, se souber determinar quer fy quer fy , pois a sua
1 1

montagem, nos termos descritos, com a fungdo Ty;, permite realizar uma montagem cujo
desempenho ¢ o correspondente a tabela de triverdade considerada.

Neste ponto da exposi¢ao sé falta descrever como determinar as fungdes f% e f% para

qualquer tabela de triverdade para que o sistema trivalente exposto seja funcionalmente

completo. Para tal usa-se o conhecimento de que

M “ee “ee M LERY A .
Para obter 2 quando X =0, e 1 nos outros casos, devera usar-se [Xv X) A (Xv Xj , CUjo

diagrama de montagem é: —| o-2 — , referivel como O 2.

A~ “ee “ee A “ee M .
Para obter 2 quando X=1, e 1 nos outros casos, devera usar-se [Xv Xj A [Xv Xj , CUjo

diagrama de montagem é: —» 1>2 — _ referivel como 1> 2.

“ee A~ “es “ee ¥ .
Para obter 2 quando X =2, e 1 nos outros casos, devera usar-se (Xv X] A (Xv Xj , CUjo

diagrama de montagem é: —» 22 —» , referivel como 2> 2.

“ee A~ “ee “en M .
Para obter O quando X =0, e 1 nos outros casos, devera usar-se [X/\ X) v [X/\ X) , CUjo

diagrama de montagem é: —» 0>0 —>» _ referivel como O>0.

¥ “ee “ee M “ee A~ .
Para obter O quando X=1, e 1 nos outros casos, devera usar-se (X/\ Xj v (X/\ X] , CUjo

diagrama de montagem é: —» 1>0 —»  referivel como 1>0.

~ “ee ~ . M .
Para obter O quando X =2, e 1 nos outros casos, devera usar-se (X/\ X] v (X/\ Xj , CUjo

diagrama de montagem é: —» 20 —  referivel como 1>0.
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Estas seis montagens podem ser apelidadas de filtros.

No seguimento vai ser considerado, sem perda de generalidade, sempre uma mesma

tabela de triverdade a n varidveis. Esta tabela tem o nimero p de entradas cuja saida ¢ 2,

tem o nimero ( de entradas cuja saida ¢ 1 e tem o nimero 0 de entradas cuja saida ¢ O,
tendo-se que p+q+0=3".

Vai ser agora descrito a forma de determinar f% para esta tabela.

Considere-se uma entrada i = |, nesta tabela de triverdade com n varidveis, em que a
saida correspondente, I, tem exactamente o trivalor 2, ou seja I; =2. Filtre-se cada uma das

variaveis X, 0 <k < n presentes nessa entrada da seguinte forma:
se X, =0, entdo o filtro ¢ 0> 2.
se X =1, entdo o filtro ¢ 1> 2.
se X =2, entdo o filtro ¢ 2> 2.

Tém-se assim n filtros, um para cada variavel, cada um com o seu resultado, que sé
pode ser 2 ou 1. Faga-se o AND trivalente destes n resultados, cujo resultado sera

identificado por a,. Este AND trivalente s6 poderd produzir 2 se a entrada na tabela de
triverdade for exactamente a |,, para a qual a montagem anterior foi especificamente
desenhada. Qualquer outra entrada produzira 1. Desta forma, para qualquer entrada i# 1,

viraque a, =1.
Repita-se o procedimento anterior para cada uma das p entradas cuja saida ¢ 2. Serdo

assim obtidas as p saidas desde &, até a,. Como resultado do OR trivalente de todas estas

p saidas ter-se-a f% )
Vai ser agora descrito a forma de determinar f% para esta tabela.

Considere-se uma entrada i =Y, nesta tabela de triverdade com n varidveis, em que a

saida correspondente, I, tem exactamente o trivalor O, ou seja I; =0. Filtre-se cada uma das

variaveis X, , 0 <k <n presentes nessa entrada da seguinte forma:
se X, =0, entdo o filtro ¢ 0> 0.

se X, =1, entdo o filtro ¢ 1>0.
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se X, =2, entdo o filtro ¢ 21>0.

Tém-se assim n filtros, um para cada variavel, cada um com o seu resultado, que so
pode ser O ou 1. Faga-se o OR trivalente destes n resultados, cujo resultado sera identificado

por b,. Este OR trivalente s6 podera produzir O se a entrada na tabela de triverdade for
exactamente a Y, para a qual a montagem anterior foi especificamente desenhada. Qualquer
outra entrada produzira 1. Desta forma, para qualquer entrada i #Y,, vird que b, =1.
Repita-se o procedimento anterior para cada uma das 0 entradas cuja saida ¢ O. Serdo
assim obtidas as 0 saidas desde b, até b,. Como resultado do AND trivalente de todas estas

0 saidas ter-se-4 fy .
1
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[EIV.18] A tabela de triverdade

Tabela IV.7: Tabela de triverdade

corresponde a montagem:
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R-h
N ‘ o

1?)12

A 4

X0 X X
l » 00 —>L>
“ee bl | -
¢ » 050 > >
&———» 00 —>/‘_> -
 w—
¢ » 250 —b\_’
(3 » 250 SBY >
f b2
1>0
v v
E onde f% terd a seguinte montagem:
1
X X X
l > 02 —>\_>
“ee al | -
¢ p 02 > A o
*——» 12 —>/_>
A
[ ! » 252 —\_’
“ee a2 »
® » 22 > A ~
2> 2 4/_’

87

A 4




Foi assim mostrado como ¢ formalmente possivel construir a expressdo, ou a
montagem, correspondente a qualquer tabela de triverdade a partir de apenas trés operagoes.
Este formalismo ¢ meramente combinatdrio, nada pressupondo em termos semanticos. Assim,
a triade de simbolos envolvidos poderia ser &, f# e y,o0u 0, ¥ e 1, oumesmo 0, ? ¢ 1,

como proposto por P. Elias para o canal binario com rasura (MacKay-2003).

No entanto os aspectos semanticos sdo importantes quando se consideram as aplicacdes.

Alguns destes aspectos sao abordados ja de seguida.

V.2 - Aspectos semanticos relativos a logica trivalente.

Classicamente, a ldgica bivalente tem sido interpretada como representando os valores
de «verdadeiro» e de «falso», V e F. No entanto, ao ser admitido a possibilidade de trivalores

¢ necessario distinguir bem entre:

[DIV.08] A notagdo V e F ¢ usada exclusivamente para representar os valores 10gicos

bivalentes para «verdadeiro» e de «falso», respectivamente. A

[DIV.09] A notagdo V e F ¢ usada exclusivamente para representar os valores 10gicos

trivalentes para «verdadeiro» e de «falso», respectivamente. A

[nDIV.03] No caso geral, e sem prejuizo de situagdes particulares, ndo ficam definidas

equivaléncias quer entre V ¢ V querentre F e F. A

[DIV.10] Para salientar que se esta a considerar o valor trilogico de uma expressao
expr, usa-se (‘expr:). A

No entanto é muito comum admitir-se a situagdo particular em que V=V e F=F.

Ao lidar com uma combinatéria trivalente coloca-se naturalmente a questdo de como

interpretar os correspondentes valores da verdade. Como se verd, ao lidar com expressoes

como &=, a liberdade axiomdtica de definir o resultado conduz a situagoes distintas,

sendo conveniente assinalar devidamente a igualdade como tolerante, =. E assim possivel
axiomatizar quer que (@ 2@5)::\7, quer que (@ zéf)ii\'/. Vérios autores propuseram
diversas respostas. Veja-se uma das mais influentes, a proposta por Codd, (Codd-1979), na

linha do trabalho iniciado por Lukasiewicz (Lukasiewicz-1964).
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IV.2.1 A logica trivalente de Codd

Para Codd, o valor l6gico da auséncia de informacao ¢é representada por @, e tem-se

que @ = w tem o valor 16gico de @, ou seja que (a) = a)) =w.

Ao desbravar o caminho conducente a actual teoria das bases de dados relacionais e
subjacente a especificacdo da linguagem SQL, Codd propds um sistema de ldgica trivalente
baseado nos seguintes trés valores para a verdade: T para verdadeiro, F para falso e @ para
desconhecido. (Codd-1979). Nesse artigo propde as seguintes fungdes de base: AND, OR e

NOT , cujas tabelas se apresentam de seguida:

Tabela I'V.8: Operagdes de Codd

AND | T w F OR|T w F NOT
T T w F TIT T T T F
w o o F o |T o o w 10}
F F F F FIT o F F T

Estas operagdes, tal como definidas por estas tabelas, correspondem exactamente as
mesmas operagdes tal como definidas na légica trivalente de Kleene, e estdo na base dos
operadores l6gicos com os mesmos nomes da linguagem SQL nos seus multiplos dialectos.
Note-se no entanto que o conjunto destas trés funcdes ndo se constitui como funcionalmente

completo.

Para reconhecer que estas trés fungdes ndo constituem um conjunto funcionalmente
completo basta tentar usa-las para obter uma func¢ao binaria que responda a uma dupla entrada

o comuma saida T .

IV.2.2 A logica trivalente de Reichenbach

Em 1944, Hans Reichenbach ao estudar os fundamentos filosoficos da Mecéanica
Quantica propos uma logica trivalente cujo conjunto de fungdes de base ¢ extenso e engloba
quer A, o AND trivalente, quer V/, o OR trivalente, quer ainda », a negacdo ascendente, a

que Reichenbach chama a negag¢ao ciclica (Reichenbach-1944).

Como este conjunto de fungdes incorpora como subconjunto todas as fungdes que lhe
permitem ser funcionalmente completo, este conjunto de fungdes ¢ funcionalmente completo.
No entanto, esta faceta ¢ pouco explorada por Reichenbach. O esfor¢o desenvolvido por ele ¢
mais no sentido de, na melhor tradi¢do da logica classica, procurar traduzir em linguagem

natural as funcdes de suporte da logica trivalente.
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IVV.2.3 Semanticas alternativas

Na concepcao de circuitos digitais ¢ comum considerar semanticas concretas, nao
relacionadas com a verdade ou a falsidade em abstracto, mas relacionadas antes com o estado

de factum de um sistema e/ou dos seus sensores.

E ainda possivel considerar que os trivalores poderdo corresponder as trés raizes cubicas

j2= jaz . -, , .
da unidade, 1, '3 ,e'" ¢ considerar a hipotese de computadores em que os valores 16gicos

sdo representados, ndo por modulagdo binaria da amplitude de uma variavel fisica, mas por
uma modulagdo de fase. Esta ultima proposta esta no limite do actual conhecimento sobre a
computacdo tal como realizada pelos neurénios biolodgicos, (Michel-2010) (Nakaea-2010), €
representa uma evolucdo em relagdo ao paradigma do computacdo neuronal em termos de

logica de limiares.

V.3 - Aplicacbes a presente problematica

E por vezes necessario lidar com a igualdade tolerante, =, e distinguir entre ela e a

igualdade habitual, =. Sendo a uma entidade qualquer que ndo &, tem-se que

[DIV.11] (@ &)=

[DIV.15]
[DIV.16] (5@ —ai)=0. A

Também ¢ por vezes necessario lidar com a pertenga tolerante, &, e distinguir entre ela
e a pertenga habitual, €. Sendo A um conjunto qualquer e sendo B qualquer entidade que

ndao um conjunto, tem-se que,

[DIV.17] (& & A})=V. A
[DIV.18] (& & Al)=F. A
[DIV.19] (& & Bi)=F. A
[DIV.20] (Z2Bi)=V. A
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[DIV21] (e di)=F. A

[DIV.22] (B & i)=V. A

[DIV.23] Se em qualquer das expressodes anteriores, [DIV.17] a [DIV.22], a pertenga
tolerante, €, for substituida pela pertenga habitual, €, entdo o resultado é &. A

[EIV.19] (B edi)=& ¥

[EIV20] (B eA)=3 ¥

[EIV21] (B e A)=0 ¥

Finalmente importa referir que

[DIV.24] A expressdo VX € X considera como valido e abrangido pelo V o caso
JEX. A

[nDIV.04] Nao fica definido o que significa a expressdo Ix € X . A

IV.4 - SUmula

Foi efectuada uma exposi¢do da ldgica trivalente. No seguimento, sempre que for
necessario trabalhar com operagdes tolerantes em geral e igualdades tolerantes em particular,

¢ necessario considerar tal actividade num contexto de 16gica trivalente.
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“There is nothing and there are things, and things can be regarded as elements or sets.
There is nothing inside an empty set”

Apolyton

V - Dos conjuntos

Para definir e lidar com operacdes tolerantes, a definicdo de produto cartesiano ¢
insuficiente, sendo necessario desenvolver uma alternativa mais adequada. Neste capitulo vao

ser relembrados os fundamentos tedricos que permitem o desenvolvimento dessa alternativa.

Quando se lida com conjuntos, o formalismo logico habitual é o bivalente, onde ¢

valido quer o principio da ndo contradi¢do quer a lei do terceiro excluido.

V.1 - Elementos e Conjuntos

As nog¢des de conjunto e seu elemento sdo consideradas indispensaveis e primordiais.

Quer a nogao de conjunto, {abc---}, quer a nocdo de elementos, a,b,c,---, de um

conjunto, bem como a nocdo de pertenga, €, sdo consideradas primitivas, ou seja, sdao
consideradas conhecidas por todos os leitores com o rigor suficiente para o correcto

entendimento deste texto.
A expressdo a € A afirma o facto de que a ¢ elemento de um conjunto A.
Um conjunto pode ser elemento de outro conjunto, mas nunca de ele proprio.

As definigdes usuais dos conjuntos N, IN,Z,Q,R e C sdo consideradas conhecidas,

bem como a de cardinalidade de um conjunto A, representada por |A| ou, alternativamente,

por #A.

r

Igualmente considerada como conhecida ¢ a no¢do de conjunto vazio, neste texto

construtivamente representado por {} e que, tal como p. ex. em (Bourbaki-1970), também pode

ser representado por .
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V.2 - Notagao para os conjuntos

Os conjuntos podem ser representados exibindo, ou ndo, detalhes sobre os elementos

que lhes pertengam.

V.2.1 — Representacdes nominativas e ndo nominativas

Uma representacdo nominativa ndo exibird quaisquer detalhes sobre os elementos do
conjunto. Nestas representacdes serdo preferencialmente utilizadas letras maiusculas isoladas,
latinas de face italica ou gregas, como A, X ou Z. Conjuntos bem conhecidos, como o dos

reais, usufruem de representagdes nominativas especificas.

Na frase “Seja Z 0 conjunto dos inteiros”, a por¢do “7Z” constitui a representagao

nominativa e a por¢do “dos inteiros” constitui a representagdo ndo nominativa.

Uma representagdo ndo nominativa podera exibir alguns, ou mesmo todos, os elementos
constitutivos de um conjunto. Nestes casos ¢ vulgar o uso de chavetas. As chavetas ndo sao

entendidas como elementos, mas como organizadores aglutinantes.
[EV.01] Por exemplo, a expressao {a} representa um conjunto cujo Unico elemento ¢

a . Por sua vez, a expressao {{a}} representa um conjunto cujo unico elemento

é{a} V.

V.2.1.2 — Sobre o uso de chavetas

Nunca se usam chavetas numa representacdo nominativa. Isto porque, embora ndo
esteja formalmente vedado, o uso de chavetas nas representagdes nominativas ¢ considerado
aberrante, pelo que ndo ¢ praticado. Por outro lado, todas as representacdes nao nominativas
que utilizam chavetas fazem-no de forma equilibrada, pois a cada chaveta que abre tem que
posteriormente corresponder sempre uma, € apenas uma, chaveta que fecha. Cumulativamente
ao respeito pelo equilibrio, as representagdes sdo estruturadas de modo a que, na escrita
sequencial, da esquerda para a direita, da expressao simbdlica que constitui a representacao do

conjunto, qualquer chaveta que abre, “{”, fica sempre localizada mais a esquerda do que a
correspondente chaveta que fecha, “}”. Como se verd, ¢ utilizado o nome “sistema de

paréntesis” para, no caso unidimensional, indicar esta tecedura da escrita.
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V.2.2 — Exibicdo dos elementos de um conjunto

Como se viu uma representagdo nao nominativa pode exibir alguns, ou mesmo todos, os
elementos constitutivos de um conjunto. Quando a representacdo de um conjunto exibir
elementos, a sua sequéncia de apresentacdo ¢ formalmente indiferente. Na pratica e desde que
permita a sua discriminacdo, a disposi¢do dos elementos ¢ irrelevante e indiferente para a

descri¢ao do conjunto. Este facto ¢ bem conhecido.

Sio usadas chavetas rodeando os elementos, como em {a b ¢}, para descrever o facto
de que um conjunto ¢ formado por certos elementos, neste caso os elementos a, b e ¢c. O
nimero de repeticdes com que cada elemento surge na representacdo de um conjunto ¢
considerado irrelevante. Por isso as expressdes {abc}, {aabc} ou, at¢ mesmo, {abaca}

representam o mesmo conjunto. Refira-se, no entanto, que € possivel recorrer ao conceito de
multiconjunto, (Blizard-89), para considerar distintos estes casos. Num multiconjunto cada

elemento goza de uma multiplicidade.

V.2.3 — Notacéo para o elemento genérico

O elemento genérico de um conjunto serd preferencialmente representado por uma letra
minascula, como a,Xx ou &, correspondente, quando apropriado, a maiuscula da
representacao nominativa.

Quando ¢ conveniente discriminar varios elementos genéricos de um conjunto, pode ser
utilizada a subetiquetagem identificadora dos seus elementos com letras gregas minusculas,
como a,,a,. Esta opgdo pelas letras gregas minusculas ¢ propositada. Por um lado, ¢ feita
para atenuar o mais possivel a possibilidade de intuigdo de uma ordem, pois ¢ comum, embora
ndo obrigatorio, as subetiquetas latinas, como n, i, k serem utilizadas para representar
indices estipuladores de ordenacdes. Por outro lado, serve também para salientar que as
subetiquetas representam-se apenas a si proprias € ndo devem ser vistas como variaveis. A

este proposito relembre-se que, no caso de uma sequéncia U, a subetiqueta n € vista como
uma variavel local, ou muda, que assume valores em N .

Quando A for um conjunto, com elemento genérico a, tal facto poderd ser

representado por A= { a }
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V.2.4 — Representacao em extensao

Na representacdo em extensdao de um conjunto sdo patentes todos os seus elementos.
[DV.01] Quando na representagdo de um conjunto, como {ab c }, sao exibidos todos os
elementos, tal representagdo ¢ dita extensiva ou em extensao. A

Este tipo de descricdo de um conjunto s6 pode ser usado se o cardinal do conjunto for

finito.

Nas representagdes extensivas, o primeiro simbolo ¢ sempre uma chaveta que abre e o

ultimo ¢ sempre uma chaveta que fecha. A titulo de exemplo, considere-se o conjunto

a . , :
representado em extensdo pela expressao { { b}}’ conjunto esse que também admite
a

{{ a}{ a b}} como representagdo extensiva.

Numa representacdo extensiva, o uso de um separador grafico, como a virgula, entre os
elementos do conjunto, ¢ considerado apenas um facilitador da leitura, de cariz opcional, sem

outro significado formal, pelo que se tem: {abc}={a,b,c}. No entanto existem autores,

como Hehner, (Hehner-2004), que ndo sé exigem o uso da virgula como descrevem

formalmente as suas propriedades.

Serdo usadas chavetas dentro de chavetas, quando os elementos de um conjunto forem

eles proprios conjuntos representados em extensio, como em {{a}} ouem {{a}{ab}}.

V.2.5 — Representagao em compreensao

Um conjunto pode ser representado indicando a propriedade exclusiva aos seus
elementos (Bourbaki-1970) (Jech-2006).

[DV.02] Esta representagdo ¢ dita compreensiva, ou em COMpreensao. A

Esta representagdo ¢ especialmente indicada quando o conjunto ¢ de cardinal nao finito

Nesta representacdo ¢ usada uma expressao de estrutura genérica {X] propriedade }, que
refere qual € o elemento genérico e qual ¢ a propriedade exclusiva.

[EV.02] Como exemplo possivel podemos considerar:

A= {a|a ¢ solucdo da equacdo X +1= 3}. \ 4

A propriedade exclusiva de um conjunto €, por vezes, referida como sendo a regra

caracteristica a que apenas os seus elementos, e nada mais para além destes, estdo vinculados.
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[EV.03] Como exemplo de um conjunto cujo cardinal é ndo finito, e que portanto nao
admite representacdo em extensdo, podemos considerar o conjunto de todos os

naturais, N = {1 234 } Note-se, no entanto, que o conjunto

V = {N }z {{1 234 }} jé tem cardinal finito e igual aum. V¥

V.2.6 — Sobre a notacao para a pertenca

Como se viu, quando a for elemento de um conjunto A, tal facto serd escrito a € A.

[DV.03] Esta expressao admite as leituras “a ¢ elemento de A”, “a pertencea A” ou
ainda “a ¢ possuido por A”, leituras estas postuladas como equivalentes. A

Para representar esse facto também ¢é possivel escrever Asa, [Aubyn-04], que se 1€ “ A

possui a”. Quando varios elementos, como por exemplo a, b, ¢ pertencem a um conjunto

A, tal podera ser escrito simplificadamente como a,b,ceA, em lugar de
(acA)a(beA)a(ceA).
A expressdao a ¢ A representa o caso em que a nao pertence ao conjunto A, ou seja

(acA)=agA. Esta expressdao a ¢ A, pode ser lida dos seguintes trés modos equivalentes:
“a ndo ¢ elemento de A” ou “a ndo pertence a A” ou ainda “a ndo é possuido por A”.

Equivalentemente, ¢ possivel escrever Aza, [Aubyn - 04], que ¢ lido “A ndo possui a”.
Quando varios elementos, como por exemplo a, b, ¢ ndo pertencem a um conjunto A, tal

podera ser escrito simplificadamente como a,b,c ¢ A, em lugar de (ag A)A(be A)a(ceA).
Quando se tem queacA e que AeZ, tal ndo permite concluir que aeX=. A
propriedade de pertencer a um conjunto ndo € transitiva.

Note-se que uma expressdo como a € A tem também uma valoracao bildgica (: aehA :),

pois constitui uma afirmag¢do. Se nada for explicitamente declarado quanto ao valor bilogico

de uma tal expressdo, convenciona-se que este ¢ V, que a expressio ndo “mente”, ou seja,

que (aeA:)=V

V.3 — Definicdo de conjuntos

Quer a representacdo em extensdo, quer a representacdo em compreensdo definem o

conjunto que representam.
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Considere-se agora uma expressio como A={abc}, onde o mesmo conjunto é

representado de duas maneiras, distintas mas equivalentes: a nominativa, situada de um dos

lados da igualdade, e a extensiva, situada no outro.

[DV.04] Quando uma representagdo nominativa é afirmada como equivalente a outra
representacao, seja extensiva ou compreensiva, diz-se que essa afirmac¢do define

a representagdo nominativa do conjunto. A

V.3.1 — Igualdade e diferenca de conjuntos

Como inicialmente referido, ao lidar com conjuntos, o formalismo logico habitual ¢ o

bivalente, onde ¢ vélido, quer o principio da ndo contradi¢do, quer a lei do terceiro excluido.

Dados dois conjuntos quaisquer, ou sdo considerados iguais, ou sdo considerados
diferentes, ndo existindo uma terceira alternativa. Além disso, se dois conjuntos quaisquer sao
considerados como iguais ja ndo podem ser considerados diferentes e, reciprocamente, sendo

considerados diferentes ja ndo podem ser considerados como iguais.
[DV.05] Um conjunto ¢ sempre igual a si proprio. A
[DV.06] Dois conjuntos sdo considerados diferentes sse existir um elemento que ndo
pertenca a um deles mas pertenga ao outro. A
[DV.07] Dois conjuntos sdo considerados iguais sse ndo forem diferentes. A
Posto isto, € possivel concluir que todos os conjuntos vazios sdo iguais.

[DV.08] Dois conjuntos sdo considerados como o mesmo conjunto sse forem iguais,

(Bourbaki-1970) (Jech-2006) (Rubin-1967). A

De certa forma um conjunto € ubiquo, podendo surgir em diversos lugares € momentos,
sem perder a singularidade, sem implicar uma pluralidade de idénticos. E utilizado o termo
“evocagdo”, para referir estas copias, distintas, mas unas, que ndo obrigam a uma pluralidade.
A titulo de exemplo, significa isto que, nos termos da exposi¢ao efectuada, existe apenas um
conjunto N, imutavelmente indiferente a multiplicidade de ocasides onde é evocado. A
afirmacdo anterior “Um conjunto ¢ sempre igual a si proprio” transmuta-se pois para

“Qualquer conjunto ¢ unicamente igual a si proprio”.

Esta situacdo ¢ subtilmente diferente daquela que ¢ tradicional na geometria, onde o

mesmo segmento de recta nao pode estar em duas localizagdes. Segmentos de recta, ou outras
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figuras, em tudo iguais excepto na localizagdo sdo apelidados de congruentes e ndo de iguais
(Silva-1964).
Posto isto, € possivel concluir que s6 hd um conjunto vazio.

2

Por estas razdes, sdo preferiveis locugdes contendo: “ ... o conjunto vazio ...”, em

lugar de “... um conjunto vazio ...”.

O mesmo conjunto pode ter distintas representagdes, como € o caso de N e Z*, ou de

{1 3} e {x]x ¢ solugio do polindmio real : (x—1)(x—3) = 0}.

V.3.2 — Aspectos formais da diferenca e igualdade de
conjuntos.

No ambito da logica bivalente, ¢ possivel formalizar do seguinte modo a defini¢do de
diferencga de conjuntos:

[DV.09] (A= X) < (Fz((zg A)r(zeX))v((ze A)a(ze X)) ) A

Na defini¢ao apresentada na expressdao anterior, a disjuncdo ¢ a inclusiva, v. Esta
disjuncio interliga a afirmagdo ((z ¢ A)A(z € X)) com a afirmagdo ((z € A)A(z ¢ X)). Visto
a disjun¢do ser a inclusiva, quando ambas as afirmacgdes forem verdadeiras, quando forem

concordantes, tal ndo compromete a veracidade da disjuncao. Isso acarreta que dois conjuntos

sdo diferentes quando exista um z tal que verifique qualquer um dos seguintes trés casos:
a) Zpertengaa A, masnaoa X
ou entao que
b) z pertengaa X, masndoa A
ou ainda que, visto a disjun¢do ser inclusiva, que
c) Z pertengaa X , masnaoa A etambém que Z pertengaa A, masnaoa X

Tem, por isso, de considerar-se o caso c), pois faz parte da defini¢do, apesar de desde ja
0 bom senso nos prevenir que ¢ inexequivel que z pertenga a X mas nao a A, enquanto que
também pertenca a A mas ndo a X . Esta definicdo coloca pois a questdo: «Como conciliar
tal inexequibilidade intuitiva com o facto de que numa disjuncdo inclusiva ambos os termos

poderem ser concordantes?»
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Acontece que, neste caso, pelo modo como os argumentos da disjun¢do inclusiva sdo
construidos, tal concordancia ¢ justamente impossivel. Desta forma tal inexequibilidade ndo ¢

sO intuitiva mas também ¢ formalmente demonstravel.

Para expor com o detalhe apropriado as manipulagdes simbodlicas conducentes a
elucidacao formal da dita impossibilidade, vai ser necessario lidar com tabelas de verdade.
Estas sdo de manipulagdo muito mais facil se a notacdo for mais condensada. Por isso, as
proposi¢des Zz€ A e ze X irdo ser representadas, respectivamente, pelas variaveis booleanas
bivalentes & e y . Tem-se assim:

as e A
a<sze A

yre e X

7o1eX

E assim possivel reescrever em termos booleanos a expressdo proposicional
(ze AA(zeX)v((zeA) A (ze X)).
Sendo, como habitualmente, a conjungdo representada pelo produto e a disjungdo inclusiva
representada pela soma, obtém-se a expressdo booleana ay + oy .
Calcule-se a tabela de verdade desta expressio e de (&y)(a7), usando o zero booleano,
0, para F, falso, e o um booleano, 1, para V, verdade. Vem:

Tabela V.1: Tabela de verdade

a p% ay oy ay+ay | (ay)az)
0 0 0 0 0 0
0 1 1 0 1 0
1 0 0 1 1 0
1 1 0 0 0 0

Reconhece-se desta forma a que a expressao (5){)(0{;7) nunca pode ser verdade, ¢
sempre falsa, isto para quaisquer que sejam os valores das varidveis e y . Retomando a

formulagdo  proposicional, constata-se que esta  expressdo  corresponde a

(ze A)A(zeX)A((ze A)A(z e X)).
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Ou seja, na defini¢ao
(A= X) o (32((ze Ar(ze X)v (e Az X))
esta subtilmente introduzida a condi¢do que nunca se pode ter

(ze A)a(ze X)) A ((z e A)a(ze X))

Quer isto dizer que a situagdo de um elemento pertencer a A e ndo pertencer a X,
enquanto nao pertencendo a A e pertencendo a X , estd impossibilitada por esta formulagao,

pese embora o facto de que a definicdo estar enunciada com a disjung¢ao inclusiva, v .

Posto isto, € possivel reforcar a conclusdo de que todos os conjuntos vazios nao podem
ser considerados diferentes, pois ndo € possivel encontrar elemento algum que nao pertenga a
um deles e pertenga ao outro. De facto, ¢ até impossivel encontrar qualquer elemento que
pertencga ao conjunto vazio, pela propria definicdo de conjunto vazio. Consequentemente, ndo
se consideram diferentes conjuntos vazios. Considera-se, isso sim, que todos os conjuntos
vazios sdo iguais e portanto o0 mesmo conjunto. Por isso, s6 se admite a existéncia de um
unico conjunto vazio (Heijenoort-1967). Afirmacdes do género ““... um conjunto vazio ...” serdo

consideradas menos adequadas que as tipificadas por “... o conjunto vazio...”.

Vejamos agora o que se passa com a igualdade de conjuntos.

Negando ambos os termos da equivaléncia atras exposta, ficaremos com a formalizacao
da igualdade de conjuntos, pois (A# X )& (A = X) quando o formalismo logico ¢ o
bivalente.

Vira entdo que:

(A=X) o (3z(ze A)r(zeX))v((ze A)A(ze X)) ).

Ora, a negacdo do quantificador existencial consiste em 3IX (o) = Wx (:), pelo que se

tem:

(A=X) o (vz({(ze An(ze X))V (zcA)r(z X)) (*)
Como visto, as proposicoes Z€ A e ze X podem ser representadas pelas variaveis
booleanas bivalentes a e y, respectivamente. Ao A corresponde o produto booleano e ao v

a soma booleana. Tal permite obter a seguinte representagdo em mintermos, ou soma de

produtos, para a equivaléncia anterior:

(A=X) & (VZH@(HM;?H),

a que esta associada a seguinte tabela de verdade:
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Tabela V.2: Tabela de verdade

o b3 (@x)+(az) | (@r)+(ax))
0 0 0 1
0 1 1 0
1 0 1 0
1 1 0 1

Desta forma, ¢ ainda possivel analisar, quer a implicagdo o = y, quer a implicacdo
7 = a, bem como calcular o valor de (@ = y)A(y = ) .

Tem-se

Tabela V.3: Tabela de verdade

o P a=y r=>a |(a=y)rly=a)
0 0 1 1 1
0 1 1 0 0
1 0 0 1 0
1 1 1 1 1

Pelo que se conclui que, quer ((@y )+ (ay)), quer (a = ;()/\(;( = a) representam a

mesma func¢do booleana. Sendo assim, a equivaléncia (*), em apreciag¢do, pode ser escrita na

forma

(A=X) & (Vz(la= 2)r(x = a))

Relembrando e usando as equivaléncias o < (z€ A) e y < (z€X), a expressio
anterior assume a forma:

(A=X) = (Vz(ze A= zeX)a((zeX)=(ze A))

Esta ¢ a expressdo com que classicamente ¢ definida a igualdade de conjuntos (Jech-2006;

Oliveira-1982) . Significa que dois conjuntos sdo iguais sse qualquer elemento que pertenca a

um deles ¢ forcosamente também elemento do outro. Tal pode resumir-se como:

[DV.10] Dois conjuntos sdo iguais sse forem formados pelos mesmos elementos. A
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Neste texto, preferiu desenvolver-se a formulacao da igualdade a partir da diferenca dos
conjuntos, pois, ndo so6 permite reforcar com muita naturalidade a conclusao de que todos os
conjuntos vazios sao iguais, como abre as portas a possibilidade de que, pelo menos, uma das
definicdes de igualdade ou diferenca de conjuntos possa ser revista, quando a légica aplicavel

ndo for a bivalente, como ¢ o caso quando as operacdes envolvidas sdo tolerantes.

V.3.3 — Distingao entre o conjunto singular e o seu elemento

E conveniente realgar a distingdo entre um conjunto formado por um unico elemento,

{a} , € 0 proprio elemento a, para todo e qualquer a.

[DV.11] Um conjunto formado por um unico elemento é conhecido como conjunto

unitario ou conjunto singular ou ainda singletdo, do inglés “singleton”. A

[DV.12] Um conjunto que seja nem vazio, nem singular, sera chamado de conjunto

plural. A

A distingdo entre um singletdo e o seu elemento ¢ muito importante, especialmente
aquando da definicdo das operacdes e suas propriedades, como quase todos os autores
defendem (Oliveira-1982; Rubin-1967; Jech-2006). No entanto, estranhamente, alguns autores,
como por exemplo (Ljapin-2009), ndo distinguem {a} do proprio a, afirmando:

we shall not make any distinction between the sin-
gleton {a} and its single element a.

Esta fusdo entre um singletao e o seu elemento provoca dificuldades tedricas.

Por exemplo, quando ndo efectuada, conduz a que se tenha de admitir que:

a={a)={{a}}={{{a}-}]

Além disso, seria impossivel toda a construgdo dos ordinais finitos de Von Neumann, 0={ },

t={of=t{)5 2=tonp={{3 i), 3={o2p={{} {5 HHUn )

Muitos mais exemplos sdo possiveis.

Em conclusdo, a ndo discriminagdo entre o singletdo e o seu elemento afecta muito
negativamente o correcto desenvolvimento da teoria, sobretudo a partir do nivel das operagdes

e produtos cartesianos, facto para o qual ¢ aqui chamada a atenc¢ao.

Uma consequéncia importantissima desta distingdo ¢ a ndo transitividade da pertenga.
Considere-se A, um conjunto ndo vazio, € um seu elemento genérico a. Como visto, €

correcto afirmar que a pertence a A ou entdo que A possui a. Considere-se adicionalmente
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que A é um singletdo. E correcto afirmar que ae {a}. Um outro singletdo de interesse,
distinto de A, é {{a}}, aquele cujo tinico elemento ¢ o préprio {a}. Devido a este facto tem-se
que {a}e{{a}} e que ag{{a}}, visto o tnico elemento de {{a}} ser {a}, que ¢ distinto de a.
Definindo = ={{a}}={A}, tem-se que (aeA)A(AcZ)+ (aeZ). Esta nio transitividade da
pertenga € geral. SO em casos muito particulares, em exemplos escolhidos a dedo, é que se
consegue que a pertenga pareca transitiva.

E no entanto possivel, como se verd, afectar o simbolo € com um expoente. Essa
afectacdo, juntamente com um protocolo expressivo de indole numérico-algébrica, permitira
articular detalhada e convenientemente toda a informagao estrutural de pertenga existente num

conjunto.

V.4 — Conter

Vai agora ser apreciada a situacdo em que um conjunto nao pertence a outro mas esta

contido nele.
[DV.13] Diz-se que o conjunto A esta contido, em sentido lato, ou simplesmente que
esta contido, noutro conjunto X, A< X , quando:
ou A for o conjunto vazio, ou todo e qualquer elemento de A for
necessariamente elemento de X . Ou seja, quando:

(AcX) o ((A=2)v((acA)=(acX))). A

[DV.14] Um conjunto A que esteja contido noutro conjunto X também pode ser
referido como sendo um subconjunto em sentido lato, ou simplesmente um

subconjunto, de X . A
[EV.04] O conjunto vazio ¢ subconjunto de qualquer conjunto. ¥
[EV.05] Qualquer conjunto € subconjunto de si proprio. ¥
E por vezes conveniente restringir um pouco esta defini¢do em sentido lato.

[DV.15] Diz-se que o conjunto A est4 contido em sentido estrito noutro conjunto X ,
Ac X ,ouque A éum subconjunto de X em sentido estrito, quando esta
contido em sentido lato, e é diferente de X . Ou seja, quando:

(AcX) & (AcX)A(A=X)). A

104



Da definicao anterior deduz-se que qualquer conjunto que esteja contido noutro em

sentido estrito, também o esta em sentido lato.

[TV.01] (Ac X) = (AcX). =

Quer em sentido lato, quer em sentido estrito, esta propriedade de conter ¢ de indole
transitiva, no sentido em que, se o conjunto A estiver contido num conjunto X e se por sua
vez o conjunto X estiver contido no conjunto Y , entdo € possivel concluir que o conjunto A

esta contido no conjunto Y . Ou seja, é possivel demonstrar que:
[TV.02] ((Ac X)A(X cY)) = (AcY).m
[TV.03] ((Ac X)A(X cY)) = (AcY).m
[TV.04] ((Ac X)A(X cY)) = (AcY). =
Note-se que
[TV.05] ((Ac X)A(X cY)) = (AcY).m

[SV.01] Relativamente a esta problematica, neste texto ¢ evitado o termo “incluido”,
pois uma rapida e informal revisdo de literatura permitiu concluir que ¢ um
termo de significado vago e ambiguo entre o pertencer e o conter. Isto porque
este termo surge por vezes enquanto sinébnimo de €, como em «O elemento a
estd incluido em A, pois a € A». E também surge, por vezes, como sindnimo
de <, oude —, em afirmacdes como “O conjunto A esta incluido no conjunto
B, pois Ac B”. Numa afirmag¢do X estd incluido em Y surge pois uma
davida. Pretende-se afirmar que X €Y ou afirmar que X Y ou, até mesmo,
que X Y ? Assim, por se considerar que pode assumir varios significados nem
sempre adequadamente distinguiveis pelo contexto, o uso deste vocdbulo sera

evitado neste texto. ¢

V.4.1 — O conter e o pertencer

O conter e o pertencer interagem por intermédio do conceito de conjunto poténcia.

[DV.16] O conjunto das partes de um conjunto, 2% , também conhecido como
conjunto poténcia, ¢ o conjunto de todos os conjuntos possiveis de realizar

utilizando apenas elementos de X . A
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Nesta ordem de ideias, diz-se que o conjunto A estd contido em sentido lato noutro
conjunto X, Ac X, ou que A ¢ um subconjunto de X em sentido lato, quando A ¢

elemento do conjunto das partes de X . Ou seja:

[TV.06] (AcX) < (Ae2¥). m

[EV.06] Para ilustrar uma aplicag¢ao destas distingdes, considerem-se dois conjuntos: o
conjunto vazio, {}, e o conjunto singular cujo unico elemento € o conjunto
vazio, {{}}. No primeiro caso ¢ possivel afirmar que o conjunto vazio, sendo
um subconjunto de todo e qualquer conjunto, ¢ um subconjunto dele proprio. De
facto so6 € possivel definir um conjunto cujo unico subconjunto € o {} Esse
peculiar conjunto ¢ o proprio {} (Oliveira-1982). Representa-se tal afirmacdo por
{} = {}. No entanto, o conjunto vazio ndo tem elementos, pelo que ndo se pode

dizer que qualquer coisa pertence ao conjunto vazio, nem mesmo ele proprio.
Representa-se tal facto por {} ¢ {}, coerente com a afirmagdo de que nenhum
conjunto pode pertencer a si proprio.

Analise-se agora o segundo caso, {{} } Aqui o conjunto vazio ¢ ele proprio um
elemento de outro conjunto, pelo que neste caso {}< {{}}. Mas como o
conjunto vazio ¢ um subconjunto de todo e qualquer conjunto, tem-se também
que {} < {{}}. Note-se que um conjunto, pode pertencer e ser subconjunto de

outro, ¢ sempre subconjunto de si mesmo, mas como ja foi referido, nenhum
conjunto pode pertencer a si mesmo. Na obra (Oliveira-1982) podem encontrar-se

mais informagdes sobre estes aspectos. ¥

Retome-se agora o conjunto A= {{a }} .

[EV.07] Como visto, é correcto afirmar a e {a }, tal como também ¢ correcto afirmar
{a}e A. Afirmar a € A ndo esta correcto, pois o tinico elemento do conjunto

A é o singletdo {a |, diferente de a. Deste modo verifica-se novamente que,

em geral, a propriedade de pertencer, €, ndo ¢ transitiva. ¥
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V.5 - SUmula

Foram revistas as defini¢des e conceitos principais sobre conjuntos. Seguidamente sera
abordada a definicdo de urconjunto. Esta definicdo ¢ instrumental para a definicdo de

operagdes tolerantes.
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VI — Urconjuntos

Neste capitulo s3o estabelecidos os fundamentos tedricos que permitem o
desenvolvimento de uma alternativa tolerante ao par ordenado e posteriormente ao produto
cartesiano. SO apos se ter definido o que ¢ um produto cartesiano tolerante ¢ que ¢ possivel

abordar a teoria das operacdes tolerantes a a sua aplicacdo ao processamento de sinal.

Como referido, a 16gica em vigor € a bivalente.

VI.1 - Urelementos e urdominios

Considere-se um conjunto qualquer. Tal conjunto, ou ¢ vazio, ou ¢ ndo vazio, ndo
existindo uma terceira possibilidade. Considere-se entdo um conjunto ndo vazio. Todo e cada
um dos seus elementos, ou ¢ considerado um conjunto, ou ndo ¢ considerado um conjunto,

ndo existindo uma terceira possibilidade. Nestas condigdes, ¢ estipulado:

[DVI.01] Um elemento que ndo seja considerado um conjunto serd chamado de

urelemento (Shoenfield-1967; Machover-1996). A

O prefixo “ur” provém do alemdo ur-, primordial. Desta forma um urelemento ¢ algo
que ndo ¢ considerado um conjunto, mas que pode ser elemento de um conjunto. Outros
autores chamam-lhes atomos (Moschovakis-2006). Neste texto prefere-se a expressao de origem
alema, quer pela plasticidade expressiva que permite, quer pela consisténcia semantica que

proporciona.

Considerar determinado objecto como urelemento ¢, do ponto de vista metodologico,
uma decisdo pragmatica, firme e adequadamente permanente. Essa decisdo corporiza uma
abstrac¢do que impede cada urelemento de ser encarado como um conjunto. Esta abstrac¢do ¢
também redutora, pois evita o ter de considerar detalhes de cariz irrelevante para o fim em
vista.

[EVI.01] Como exemplo do justamente exposto, considere-se o ‘f’, o efe, a sexta letra
do nosso alfabeto. Quando se esta a considerar o alfabeto como um conjunto, as
letras desse alfabeto sdo consideradas urelementos, simbolos irredutiveis. Nesta
situacdo, os glifos do efe podem ser grafados de véarias formas, tais como ‘F’,

‘f”, ou ‘4, que ndo deixam de ser o mesmo urelemento do alfabeto. Esta forma

de encarar os simbolos pertencentes ao alfabeto ¢ a habitual, quando se
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pretendem estudar linguagens formais. Continuando com este mesmo exemplo,
considere-se agora que se estdo a examinar quais os varios modelos de molde
tipograficos, ou tipos, aos quais pertencem os glifos que podem representar o
dito ‘f”. Podem considerar-se glifos de distintos tipos, tais como ‘F’, 0 ‘f’, 0 ‘£,
e muitos outros. Sob esta perspectiva, quando vistos como urelementos do
alfabeto, todos estes glifos sdo 0 mesmo urelemento ‘f*, enquanto que, quando
vistos ao nivel grafologico, sao urelementos distintos do conjunto dos glifos do
efe. Estas duas visdes sdo consideradas mutuamente exclusivas. Ao lidar-se com

uma, ¢ preferivel inibir a outra. ¥

[EVI.02] Como exemplo do acabado de expor, considere-se um nimero complexo

zeC. Quando se estdo a considerar operacdes em C, os elementos desse

conjunto sdo consideradas urelementos irredutiveis. Nesta situacdo, um
determinado nimero complexo pode ser representado de varias formas, tais
como a forma polar ou a cartesiana, ndo deixando de ser o mesmo nimero
complexo, o mesmo urelemento de C. Esta forma de encarar os elementos
pertencentes a C ¢ a habitual, quando se pretendem estudar operagdes e fungdes
de variavel complexa. Continuando ainda com este exemplo, considere-se agora
que se estdo a examinar as varias formas de representacdo para o dito numero
complexo Z, como a polar ou a cartesiana. Sob esta perspectiva, quando vistos
como urelementos de C, todos essas formas sdo o mesmo urelemento z,
enquanto que, quando vistos ao nivel da forma de representacao, sdo elementos
distintos do conjunto das representagdes possiveis para o Z . Tal como no
exemplo anterior, estas duas visdes sdo consideradas mutuamente exclusivas e

ao lidar-se com uma, ¢ preferivel inibir a outra. ¥

Considera-se pois o urelemento, ndo como um absoluto em si mesmo, mas antes como
uma abstrac¢do redutora, tanto suficiente para o pretendido desenvolvimento da teoria, como
necessaria para estancar a inclusao de detalhes irrelevantes. Relembre-se a este propdsito que
Euclides, livro I, proposicdo I, definiu ponto como sendo aquilo que ndo tem partes ou
magnitude. Em muitas 4reas da matematica, os pontos euclidianos sdo considerados

urelementos.
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No sentido expresso em « [.1.2.5 — O conter e o pertencer », um urelemento pode
pertencer, pode ser possuido, mas ndo pode possuir. Tal como os elementos genéricos, os

urelementos sao também representados, preferencialmente, por letras mintsculas.

[DVI.02] Um conjunto singular e cujo Unico elemento seja um urelemento, pode

também ser chamado de conjunto ursingular. A

Nem todos os conjuntos singulares sdo ursingulares.

[EVI.03] Por exemplo, tanto o conjunto {{a}}, como o conjunto V = {N }, sio
singulares mas nao ursingulares. V¥

E possivel considerar conjuntos em que todos os seus elementos sejam urelementos.

[DVI.03] Um conjunto ¢ dito urdominio se for vazio, ou se todos os seus elementos

forem considerados urelementos. A

Como se verd, os urdominios finitos sdo chamados de conjuntos ursimples.

Sendo um conjunto, um urdominio pode ser representado nominativamente por uma
letra maitscula isolada, tal como descrito em V.2.1. Acontece que por vezes € necessario
salientar o facto de que um dado conjunto ¢ um urdominio. Nestes casos ao representar
nominativamente o conjunto, tem lugar a preferéncia por letras maitsculas de tipo latino em
fonte CASTELAR, em que o batente da letra, o “outline”, se distingue do seu preenchimento
(Neves-2004).

Para ilustrar o exposto, considerem-se os seguintes exemplos.

[EVI.04] Qualquer conjunto ursingular ¢ um urdominio. ¥

[EVI.05] O conjunto {a b C} ¢ um urdominio, pois todos os seus elementos podem ser

considerados urelementos. ¥

[EVI.06] Tanto o conjunto {{a}}, como o conjunto V = { N }, ndo sdo urdominios, pois

os seus elementos sdo considerados conjuntos. ¥

[EVI.07] Os conjuntos N, R sdo urdominios, pois os seus elementos sdo nimeros,
considerados urelementos ¢ ndo conjuntos. Também os conjuntos Q , C serdo

urdominios quando os seus elementos, que sdo numeros, forem considerados

~ 1 .
urelementos, mesmo que representados por expressdes como 5 ouoc+jo.V
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VI1.1.2 — Urexpressoes

Vai agora definir-se um tipo especifico de fiadas finitas, as urexpressoes. Isto porque as
urexpressoes sdo intrumentais para a definicdo de urconjuntos e € nos urconjuntos que se

apoia a defini¢@o de produto cartesiano tolerante.

[DVI.04] Chama-se expresséo finita a toda e qualquer expressao elaborada com um

nuamero finito de simbolos. A

Notar que nao ¢ exigido que a expressao seja representada unidimensionalmente. Uma

expressao nao tem de ser uma fiada.

[EVI.08] Como exemplos de expressdes ndo unidimensionais, temos:
, 1 . . ~ ~
a) O nimero > que também admite representacdo pela expressao

unidimensional 0.5.

a
b) O conjunto representado pela expressao { { ab}}’ que também admite

{{a}{ab}} como representagio, tal como ja referido em V.2.4. ¥
[EVI.09] Outro exemplo de expressdes ndo unidimensionais, muito comum, ¢ a habitual
representacdo matricial por linhas e colunas. ¥

Convém clarificar que uma expressdo nao ¢ necessariamente uma fiada, uma string, mas

que:
[TVI.01] Uma fiada ¢ sempre uma expressao. m
[TVI.02] Nem todas as expressoes sao fiadas. m
[TVI.03] Uma fiada finita ¢ sempre uma expressao finita. m
[TVI.04] Nem todas as expressoes finitas sdo fiadas. m
Posto isto, defina-se o que ¢ uma urexpressao.

[DVI.05] Chama-se urexpressao a uma fiada finita que represente em extensao um

conjunto e em que todo o simbolo ndo chaveta representa um urelemento. A
Notar que de acordo com esta defini¢ao,

[EVI.10] A expressao {a } ¢ uma urexpressao. ¥

[EVL.11] A expressao {a }} ndo € uma urexpressdo, visto que ndo representa um

conjunto. V¥
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[EVI.12] A expressao {a }{ b } ndo € uma urexpressao, visto que nao representa um
conjunto. ¥

[EVI.13] A expressao {{ a }{ a }} ¢ uma urexpressao, pois representa um conjunto, ainda
que com redundancia. ¥

[EVI.14] A expressao {N } ndo ¢ uma urexpressao, visto que contém o simbolo 'N'
que ndo representa um urelemento. ¥

[EVI.15] A expressio {{a }{b}} é uma urexpressdo, pois representa um conjunto. V¥

Do exposto pode concluir-se:
[TVI.05] O numero de simbolos que formam uma urexpressao ¢ sempre finito.

P Esta conclusdo é consequéncia do facto de uma urexpressdo ser sempre uma

fiada finita e, portanto, uma expressao finita m
[TVI.06] Uma urexpressao define sempre um conjunto finito.

P Esta conclusdo ¢ consequéncia do facto de todos os simbolos nao chaveta
representarem urelementos e que, numa urexpressao, os simbolos sdo sempre

em numero finito. m
Além disso, ¢ ainda possivel concluir que:
[TVI.07] Uma urexpressao pode ser formada sé por chavetas. m

[TVI.O8] A expressao { }, representante do conjunto vazio, ¢ uma urexpressao.

P Esta conclusdo é consequéncia directa da defini¢do de urexpressio m
. SR :
[EVI.16] Relembre-se o conjunto representado pela expressoes (ab)] e {{al{ab}}. S0
a

a ultima expressao ¢ que pode ser considerada uma urexpressao, pois a primeira

ndo é uma fiada. ¥

[DVI.06] Duas urexpressoes sao distintas, diferentes, ou nao iguais, se as fiadas literais
de simbolos que as corporizam forem distintas. A
[DVI.07] Duas urexpressoes sdo idénticas, indistintas, ou iguais, se as fiadas literais de
simbolos que as corporizam forem idénticas. A
Existe uma ligagdo estreita entre urexpressdes e fiadas literais. As urexpressdes sao
fiadas. No entanto, estar a representd-las sempre como fiadas literais € pouco pratico e inibe a

sua interpretacdo como conjuntos. Isto, porque como se viu, a urexpressao {} pode ser
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encarada como um conjunto, &, ou como uma fiada, "{ }". Esta multiplicidade semantica ¢

feita de forma mutuamente exclusiva, de forma a nunca se poder concluir que a fiada literal ¢
o conjunto vazio. Mas ndo ¢ s6 com a urexpressdo do conjunto vazio que tal acontece. Um
conjunto ¢ definido por uma urexpressdo. Uma urexpressio € corporizada numa fiada literal
concreta. Quando se lida com urexpressdes em geral, acontece exactamente 0 mesmo

fendmeno de multiplicidade semantica.

Fica pois convencionado que, quando se fala de urexpressdes, estd-se a pressupor a
interpretagdo em termos de fiada literal, sendo necessario referir explicitamente o conjunto

representado pela urexpressao quando se pretende dar primazia a outra interpretacao.
[TVI.09] Urexpressoes distintas podem representar o mesmo conjunto.
P [EVL.17] Por exemplo {a{a}} e {{a}a} m.
[TVI.10] Conjuntos distintos ndo podem ter urexpressoes idénticas.

P Se uma urexpressao define mais que um conjunto, como os distinguir? Por

isso, tém de ser iguais. m

V1.2 - Urconjuntos

Estdo pois langadas as bases que permitem aceitar que qualquer urexpressao representa
sempre um conjunto finito e que existem conjuntos finitos representaveis por, pelo menos,

uma urexpressao.

[DVI.08] Diz-se que um conjunto esta definido em urextensdo, ou de forma urextensa,

sse for definido por uma urexpressao. A

Ou seja, um conjunto esta definido em urextensdo quando for definido em extensao,
portanto por uma fiada finita e, além disso, que essa fiada s6 contenha: chavetas e

possivelmente urelementos.

[EVI.18] Como outro exemplo, considerem-se P, q como urelementos e definam-se os
seguintes conjuntos: A como sendo o singletao { p }, B como sendo o singletao
{9}, 2={pq} e T={ABZ{pqA}}. Seja G um conjunto tal que G = {ZT}.
Tem-se assim que G = {Z{ABZ{ pqA}}}={Z{A=ZB{pqA}}}

G={{pat{{pflallpalipalpli}}={{pa}{{pHpalia}{palpl}}}. Nestas

cinco expressoes em extensao para o conjunto G, sé as duas ultimas é que sao
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urexpressoes, pois sdo fiadas finitas formadas apenas e so por chavetas e
urelementos. ¥

[EVI.19] Também a titulo de exemplo, e para reforgar o facto de que nem todos os
conjuntos finitos podem ser representados por urexpressoes, consideremos
novamente o conjunto V = {N } Este conjunto V tem cardinalidade um, pois o
seu unico elemento é o conjunto IN . Mas o conjunto N ndo ¢ finito, pelo que
ndo pode ser representado por uma urexpressdo. E assim finito o conjunto V ,
mas nao pode ser representado por uma urexpressao. V¥

Com base no conceito de urexpressao, procede-se agora a definicdo de urconjunto. O

conceito de urconjunto ¢ basilar para a defini¢do de dupla enquanto par ordenado tolerante.

[DVI.09] Da-se o nome de urconjunto a qualquer conjunto representavel por uma

urexpressao. A
[TVI.11] Qualquer urconjunto ¢ finito.
P Tem que ser finito, visto a urexpressao ser uma fiada finita m

Com base no justamente exposto ¢ de salientar que qualquer urconjunto nunca tem
como elemento, quer directa quer indirectamente, qualquer conjunto que seja infinito. Se um
elemento de um urconjunto ¢ um conjunto, entdo também tera de ser um urconjunto. A sec¢ao

que se segue clarifica esta questao.

115



VI1.2.1 — Urconjuntos e conjuntos extraordinarios

Em 1917, Dimitry Semionovich Mirimanof (Imurpuii CeméHnoBimd MHPHMAHOB) a0
estudar as antinomias de Russell e de Burali-Forti propde a definicdo de conjunto

extraordinario (Mirimanof-1917).

3. — Je commencerai par introduire une notion dont nous
nous gervirons souvent.

Solent E un ensemble, E’ un de ses éléments, " un élé-
ment quelconque de E', et ainsi de suite. 'appelle descente
la suite des passagesde Ea E’, de E"a E”, ete. Cette descente
prend fin lorsqu’on tombe sur un élément indécomposable.

Je dirai qu'un ensemble est ordinaire lorsqu’il ne donne
lien qu'a des descentes finies; je dirai qu’il est extraordi-
natre lorsque parmi ses descentes il y en a qui sont infintes,

De acordo com a terminologia empregue neste texto, uma reformulagdo possivel,

subtilmente dissemelhante, para o texto citado sera:

[DVI.10] «Escolha-se um conjunto E . Admita-se que, se E for ndo vazio, seja possivel
escolher um qualquer dos seus elementos, E'. Admita-se que, se E’ for um
conjunto ndo vazio, seja possivel escolher um qualquer dos seus elementos, E”,
e assim sucessivamente. Chama-se descida a sequéncia das escolhas de E para
E', de E' para E", etc. Uma descida comega sempre no proprio conjunto E .
Uma descida termina apenas e quando € escolhido um urelemento ou o conjunto
vazio. Diz-se que um conjunto ¢ ordinério (no sentido Mirimanof finito)

quando a totalidade das suas descidas ¢ em numero finito e todas terminam apos

um numero finito de escolhas. Um conjunto que ndo seja ordinario € dito de

extraordinario (no sentido Mirimanof finito).» A

Notar que na defini¢do anterior o sublinhado indica a dissemelhanga mais vincada, pois
obriga todos os conjuntos a serem finitos. Desta forma, fica assim definido o que se entende

por um conjunto ordindrio, ou extraordinario, no sentido Mirimanof finito, ou Miff.
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[EVI.20] Seja E=N = {1 234 } Tem-se portanto que E' serd sempre um nimero
natural. Este conjunto nao ¢ ordindrio no sentido Miff, pois embora todas as
suas descidas sejam finitas, pois todas t€ém apenas uma Unica escolha, que ¢ a de
E para E', a totalidade das suas descidas ndo ¢ finita, pois tem a cardinalidade

de IN . Conclui-se assim que este conjunto ¢ extraordinario no sentido Miff. A
Consequentemente, tem-se

[TVI.12] Para um conjunto poder ser representado por uma urexpressao € necessario €
suficiente que seja ordindrio no sentido Miff. m

No teorema que se segue, o facto de uma urexpressao ter de ser finita impede, tal como

argumentado na demonstragdo, que a recursividade presente no enunciado possa originar um
numero infinito de escolhas em qualquer descida.

[TVI.13] Para um conjunto finito poder ser representado por uma urexpressao ¢
necessario e suficiente, que todos os seus elementos, ou sejam urelementos, ou
sejam conjuntos representaveis por urexpressoes.

P E necessario pois basta que um dos seus elementos nio seja representavel
por uma urexpressao, para o conjunto ja ndo o poder ser. E ¢ também
suficiente, pois qualquer urexpressdo que participe na formagao da sua
urexpressao ¢ também finita, pelo que ndo a pode tornar infinita. m

Em termos informais estas definigdes garantem que um urconjunto nunca tem

escondidos la por dentro objectos de indole infinita.

[SVI.01] Que aconteceria se uma urexpressao, para um conjunto finito, pudesse ser

formada por um niimero ndo finito de simbolos? Como tratar A = {{{---}}}}, algo
que parece um singletdo exotico, A={a} com a = {{{--}}}, com cardinal igual

a um, mas de indole infinita? Este hipotético conjunto, extraordinario no sentido
Miff, seria indistinguivel do seu elemento, a = {{{--}}}. Se fosse um conjunto,
viria a € A por constru¢do. Mas também viria a = A por definicao de igualdade
de conjuntos. Ora a validade de tal afirmag@o permitiria concluir quer

que Ae A, quer que A= {A }, quer ainda que a € a, por reescritade a e A
usando o facto a = A. Ou seja, entre outras consequéncias consideradas
absurdas, o conjunto A seria elemento de si proprio. No sistema axiomatico

ZFC (Zermelo, Fraenkel, com o axioma da escolha, Choice), que ¢ considerado
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por muitos autores (Jech-2006) (Oliveira-1982) como sendo padrdo para a teoria
dos conjuntos, existe um axioma, o axioma da regularidade ou da fundacao, que
impede que tal aconteca, obstando qualquer conjunto de pertencer a si proprio.
Daqui se conclui que, se uma urexpressao admitisse um niimero infinito de

simbolos, poderia ndo representar um conjunto, no sentido ZFC. ¢

Como visto, para um conjunto poder ser representado por uma urexpressao ¢ necessario
e suficiente, que todos os seus elementos, ou sejam urelementos, ou sejam conjuntos

representaveis por urexpressoes.

[SVI.02] Neste ponto convém referir o conceito de Kleene, (Kleene-1951), segundo o qual
¢ infinito o conjunto de todas as fiadas finitas ndo vazias, possiveis de elaborar

com recurso a um unico simbolo, p. ex. 'a'. Esse conjunto seria pois

{"a" "aa" "aaa" "aaaa"---}, também representavel como a* . E discutivel como

¢ que o conjunto a* ¢ infinito se todos os seus membros sdo finitos e o cardinal

de a" ¢, por construgdo, igual ao comprimento do seu maior membro. Também
segundo esta formulacao, todo e qualquer nimero natural ¢ finito, embora
existam infinitos nimeros. Para salientar a similitude de situacoes, basta
escrever todos os naturais como fiadas de um unico simbolo, a barra vertical,
vindo que 1=, 2=, 3=]J||, :-- , obtendo-se que N:{| i } .No

entanto, neste texto, € em concordancia com este discutivel canone, considera-se
possivel ter infinitos urconjuntos finitos, todos eles representados por

urexpressoes. ¢

VI.2.2 — Urconjuntos puros
[DVI.11] Um urconjunto cuja urexpressao so contenha chavetas ¢ chamado de
urconjunto puro. A
Notar que:
[TVI.14] Um urconjunto puro ndo possui urelementos. m
[TVI.15] O conjunto vazio ¢ um urconjunto puro. m

[TVI.16] Todos os elementos de um urconjunto puro também sdo urconjuntos puros,

eventualmente vazios (Shoenfield-1967). m
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[EVI.21] Como outro exemplo de urconjuntos puros podemos considerar os ordinais

finitos de Von Neumann, em que o zero ¢ representado por {}, o um por {0}= {{}}, o dois

por {01}={{}{{}}}, otrés por {O12}={{} {{}}{{}{{}}}}, e assim por ai em diante. V¥

VI1.2.3 — Urdominios e ursimples

Se um urdominio for finito, serd um urconjunto e terd o nome de ursimples.

[DVI.12] Um conjunto ursimples, ou simplesmente um ursimples ¢ um urconjunto tal

que pode ser representado por uma urexpressao s6 com um par de chavetas. A
[TVIL.17] Um ursimples ¢ sempre um urdominio. m
[TVI.18] Um urdominio finito ¢ sempre um ursimples. m
[EVI.22] N ¢é um urdominio que ndo ¢ um ursimples. V¥

[EVI.23] { a bc} ¢ um conjunto ursimples que ¢ um urdominio. ¥

[TVIL.19] Um ursimples ¢ sempre um conjunto finito, eventualmente vazio. m
[TVI.20] Todos os conjuntos ursingulares sao também ursimples. m

[TVI.21] A unido de dois urdominios tem como resultado um urdominio. m
[TVIL.2x] A unido de dois ursimples tem como resultado um ursimples. m

[TVIL.22] A intersec¢do de dois urdominios tem como resultado um urdominio, que

pode ser um ursimples. m
[TVL.22] A intersec¢ao de dois ursimples tem como resultado um ursimples. =
Propiciando a indentificacdo dos urelementos com simbolos, defina-se:
[DVI.13] Um ursimples pode ser chamado alfabeto finito ou simplesmente alfabeto. A
[DVI.14] Os elementos de um ursimples podem ser chamados de caracteres. A
[DVI.15] O ursimples vazio ¢ chamado alfabeto vazio. A

Existem autores, como (Cohen-1997), que aceitam o alfabeto vazio, inevitavelmente igual
ao conjunto vazio, e outros autores, como (Allouche-2003) e (Salomaa-1985), que o rejeitam.
Estes, assim como muitos outros autores, distinguem vincadamente entre alfabetos finitos e
alfabetos infinitos. Além disso a esmagadora maioria das consideragdes que elaboram

requerem explicitamente que os alfabetos sejam finitos.

[SVI.03] Neste texto os alfabetos finitos sdo equiparados com os ursimples, ndo ficando

ainda estabelecida nenhuma equiparacgao entre alfabetos infinitos e urdominios
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em geral. Uma das razdes porque tal equiparagdo ndo foi desenvolvida é porque
nao foi necessario considerar tuplos tolerantes de dimensao nao finita. Num
tuplo tolerante de dimensao finita, quer o numero das auséncias de urelementos,
quer o numero das presengas ¢ necessariamente finito. Nao sendo assim, sera
necessario investigar as delicadezas formais de quando ambas (auséncias ou
presencas), ou apenas uma delas, sdo infinitas. Tal investiga¢do transcende os
objectivos deste texto. ¢

Continuando a tecer consideragdes sobre os ursimples, vem:

[DVIL.16] Seja A um urconjunto. Representa-se por urA o ursimples definido pela
urexpressao que se obtém com a eliminagdo de todas as chavetas, exceptuando o
par exterior, de uma urexpressao que defina A. A

Alargando esta tltima definicdo a urdominios em geral, vem:

[DVI.17] Quando A ¢ um urdominio, tem-se que urA = A . A

Como por [TVI.17] qualquer ursimples ¢ um urdominio, vem:

[DVI.18] A urA também se da o nome de urdominio de A. A
[EVI.24] Tanto {{abc}} como {{a }{b}{c}} tém {abc} como urdominio. ¥
[nDVI.01] Se A ndo for nem um urdominio nem um urconjunto nao ¢ definido o que

significa UrA. A

[EVI.25] Desta forma, tem-se que u'N = N, onde N ¢, como usual, o conjunto dos
niimeros naturais. Nio esta definido o que se entende por ur{N}, pois {N} é

um singletdo que nao ¢ um urconjunto. ¥

[TVIL.23] Afirmar que um dado conjunto A admite urdominio urA, ndo permite inferir
que A ¢ um urconjunto.
P Pode dar-se o caso de urA= A, como € o caso para o conjunto N que ndo é
um urconjunto. m

[TVI.24] Afirmar que um dado conjunto finito A admite urdominio urA, ja permite
inferir que A ¢ um urconjunto.
P Directamente pela definigdo [DVI.16], pois sendo um conjunto finito tem que

ser um urconjunto para poder ter urdominio. m
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[TVIL.25] Um urconjunto ¢ puro sse o seu urdominio for o conjunto vazio.
P Para o urdominio ser vazio, a sua urexpressao tem que ser formada apenas por
chavetas. Um urconjunto cuja urexpressao seja formada apenas por chavetas

tem que ser um urconjunto puro. m

E possivel intuir o seguinte diagrama tipo Venn:

VI1.2.3.1 — Uramontoados

Vai agora abordar-se a questdo da nomenclatura adequada para lidar com os
urelementos quando estes ainda ndo formam um conjunto. Ou seja, vai lidar-se com questdes
do tipo: Se a e b sdo urelementos, e {ab} um urconjunto, como referir adequadamente ab ?
Ou seja, a questdo ¢ como referir adequadamente uma pluralidade eventualmente singular ou
mesmo vazia de urelementos que ndo tem interesse considerar “conjuntificados™? Esta

questdo ¢ de relevo no tratamento de pares odenados tolerantes, que sdo chamados duplas.
Comece-se por definir o que ¢ o uramontoado do conjunto vazio.
[DVI.19] O uramontoado do conjunto vazio ¢ nada, , que também pode ser referido
como o uramontoado nulo ou vazio. A

Informalmente, o uramontoado do conjunto vazio ¢ nulo ou hada. O uramontoado nulo

¢ uma auséncia de simbolo, sem qualquer estrutura ou propriedade associada. Sendo assim, ¢
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representado pelo simbolo especifico para a auséncia de simbolo, &J. A auséncia de simbolo,

A

&, nunca ¢ um urelemento pois no interior da expressao que representa o conjunto vazio nao

¢ colocado nenhum simbolo. Desta forma, quer {@}, quer {@ @}, representam o conjunto

vazio. Da mesma forma, sdo iguais os conjuntos {a @} e {a}. Outros autores optam pela

grafia null (Hehner-1993) para representar o uramontoado nulo.

[SVI.04] Pragmaticamente, {@} indica que nada esta no interior do conjunto vazio, ou

entdo, que ¢ Nullo o interior do conjunto vazio. Uma repeti¢ao, como {@ @},

indica que varios nadas continuam a ser nada. Esta ligag¢ao entre a auséncia
de simbolo e a auséncia de urelemento pode ser vista pelo avesso, em que
urelementos e simbolos sdo indistinguiveis. Ao estipular uma equivaléncia geral
entre urelementos e simbolos € necessario pressupor que qualquer nimero pode
ser representado por um simbolo. Este pressuposto ¢ admitido como valido e,

concomitantemente, a equivaléncia geral também. ¢

Posto isto, aborde-se a definicao geral, em que o “desconjuntificar” de um conjunto sé ¢
formalmente definido para urdominios, sendo indicado por uma titulagdo com um paréntesis

curvo cuja concavidade aponta para baixo.
[DVI.20] A totalidade dos urelementos presentes num urdominio, wA=A,¢éo

~ A
uramontoado, urA = A, desse urdominio. A

— A
[DVI.21] Na expressdo WA= A tem-se que A que ¢é referivel como o urdominio

A~

correspondente ao uramontoado A . e reciprocamente, ¢ também referivel que

A

A ¢é o uramontoado correspondente ao urdominio A . A

Ou seja, todo o uramontoado tem um urdominio correspondente e reciprocamente todo

o urdominio tem um uramontoado correspondente.
Como justamente indicado, ¢ convencionado que:

[DVI.22] O nome do uramontoado ¢ idéntico ao do correspondente urdominio, sendo a
discriminacao efectuada pela titulagdo do nome do urdominio com um

paréntesis curvo deitado cuja concavidade aponta para baixo. A

A expressdao formal de um uramontoado obtém-se reescrevendo a expressdo do

urdominio sem as chavetas, mantendo as eventuais virgulas auxiliares.
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[EVI.26] Tem-se que {a}=a e que {a,b,c}=a,b,c. ¥

Convém salientar que, quer do ponto de vista terminologico, quer em termos léxico-
semanticos, os urelementos pertencem aos conjuntos e constituem os uramontoados. Assim
diz-se que um urelemento pertence a um conjunto. Também se diz que um urelemento ¢
constituinte de um uramontoado. Um conjunto, em geral, possui elementos, que lhe

pertencem. Um uramontoado, em geral, ¢ constituido por urelementos.

O seguinte exemplo ilustra a naturalidade desta terminologia.

[EVI.27] Considere-se a equagdo polinomial (s -2z, )(s-z,)(s-2z;)=0, em que todos
os z; sdo distintos. O conjunto das solugdes desta equagio é {z,,2,,2,}, um
urdominio. As solugdes desta equagdo sdo z;,Z,,Z;, um uramontoado. Notar
como ¢ comum dizer-se que z, pertence ao conjunto das solu¢des. Também ¢é

comum dizer-se que z; constitui uma das solugdes. ¥

Como se vé no exemplo [EVI.26], o uramontoado de um conjunto ursingular {a} ¢

apenas o Unico urelemento, a. Neste caso, o uramontoado ¢ constituido apenas pelo

urelemento, ou seja o uramontoado ¢ o urelemento.

O seguinte exemplo ilustra porque ¢ que esta definicdo [DVI.20] utiliza a igualdade

tolerante, =, a igualdade da logica trivalente, descrita em [DIV.11]-[DIV.16].

[EVI.28] Seja A um urconjunto puro. Sem perda de generalidade pode considerar-se
que A pode ser concretizado como A= {{{ }}{ }} Pelo teorema [TVI.25] tem-se
que para o caso de um urconjunto puro WA =J. Ora o uramontoado do
conjunto vazio ¢ a, por definicao [DVI.19]. Como se viu no cap. IV, a lo6gica
adequada para lidar com igualdades em que conste & ndo pode ser a bivalente,
tendo de ser uma légica tolerante, trivalente. Em conclusio, a defini¢ao
[DVI.20] tem de utlizar a igualdade trivalente, =, para poder contemplar caso

~ A
como uwJ=g.V
Refira-se que, para uramontoado, Hehner utiliza o termo bunch (Hehner-1993).

[SVI.05] Para Hehner a virgula ndo € apenas um separador grafico, facilitador da leitura
e de cariz opcional. Segundo ele, a virgula realiza uma «concatenagao

comutativa e associativa». A defini¢do formal de operacdes ndo fechadas, em
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que os resultados ndo sdo elementos do mesmo conjunto dos argumentos, ainda
nao foi abordada em termos gerais. Consequentemente, ainda nao estao
adequadamente preparadas a defini¢des gerais de comutatividade e
associatividade para as operagdes nao fechadas, sendo preferivel considerar a

virgula, por ora, como uma mero facilitador. ¢

[nDVI.02] Nao fica definido o que se entende por uramontoado de um conjunto que nao

seja um urdominio. A

~

N
[TVI.26] Seja A um urconjunto ndo puro. Tem-se que A= UA sse A= UA,

P Directamente a partir das defini¢des [DVI.19] ¢ [DVI.20]. m

A~

[TVIL.27] Afirmar que um dado conjunto A admite uramontoado A, permite inferir que
A ¢ um urdominio.

P Directamente a partir de [TVI.26] ¢ [DVI.20]. m

Aborde-se agora a questdo da igualdade de uramontoados. Estas defini¢des sdo
elaboradas de forma a manter a igualdade dos correspondentes. Ou seja pretende-se que se
dois urdominios sdo iguais, os correspondentes uramontoados também o sdo, e
reciprocamente.

[DVI.23] Todos os uramontoados nulos sdo iguais. A

Tal como para o conjunto vazio, em que ndo se fala de conjuntos vazios mas do
conjunto vazio, também ¢ boa pratica falar do uramontoado nulo em lugar de uramontoados
nulos.

[DVI.24] Dois uramontoados nao nulos sdo iguais sse forem constituidos pelos mesmos

urelementos. A
Tal como para os conjuntos, a repeticdo ou a ordem de apresentagdo dos urelementos ¢

indiferente, pelo que o uramontoado a, b,c e o uramontoado a,c,b,a sdo idénticos.
Convém distinguir entre constituintes reais ou presentes e constituinte irreal ou nunca
presente, sempre ausente.

[DVI.25] Os urelementos constituintes de um uramontoado sdo os constituintes reais

desse uramontoado. A

[DVI.26] Os constituintes reais de um uramontoado também podem ser referidos como

os constituintes presentes nesse uramontoado. A
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O uramontoado nulo ¢ constituinte de qualquer amontoado, mas nunca ¢ considerado
como sendo um constituinte presente. O uramontoado nulo nunca ¢ um urelemento.

[DVI.27] O uramontoado nulo ¢ considerado constituinte irreal de qualquer

uramontoado. A
[DVI.28] O constuinte irreal é considerado uma auséncia de urelemento podendo ser
referido como um constituinte nunca presente, sempre ausente. A

Informalmente «um uramontoado ¢ constituido por urelementos e por nada» o que
também pode ser equivalentemente descrito «um uramontoado ¢ constituido por nada e por
urelementosy.

Ser o urlemento mais nada ¢é ser o urelemento. Se na constituicdo de um uramontoado
esta presente apenas um urelemento entdo o uramontoado ¢ o urelemento mais hada. Cada
urelemento ¢ um uramontoado. SO aos constituintes reais ¢ que ¢ aplicavel o conceito de
pertenga, €, a conjuntos.

[SVI.06] Ao constituinte irreal ndo ¢ aplicavel o conceito de pertenga, embora se possa

intuir um conceito aplicavel, €, a pertenca tolerante, tal que (@ € X f):: V.e
[SVI.07] Pode considerar-se que os uramontoados sdo constituidos por urmontoados

embora ndo se va desenvolver, por ora, nenhuma “algebra de operagdes” em

uramontoados. Note-se no entanto que a algebra de conjuntos aplicada a

urdominios induz uma “algebra” para os uramontoados. ¢

[DVI.29] O niimero de constituintes reais de um uramontoado ¢ unicamente definido e

igual a cardinalidade do urdominio correspondente. A

[DVI.30] O niimero de constituintes irreais de um uramontoado ¢ unicamente definido

como zero. A

[DVI.31] O niimero de constituintes de um uramontoado ¢ definido como a soma
aritmética do nimero de constituintes reais com o numero de constituintes

irreais. A

De acordo com as defini¢des anteriores o numero de constituintes de um uramontoado ¢

o numero de constituintes reais. Informalmente, o constituinte irreal esta 1a mas nao faz nada.

[DVI.32] Chama-se componente a qualquer uramontoado cujo niimero de constituintes

seja no maximo um. A
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Esta ultima defini¢do ¢ muito importante. Um urelemento nunca pode ser &, mas uma

componente ja pode ser . Esta distingdo sera recordada oportunamente, pois € essencial

para lidar com as componentes de duplas tolerantes.

[DVI.33] Chama-se componente ausente ou nula a qualquer uramontoado cujo nimero

de constituintes seja zero. A

[DVI.34] Chama-se componente presente ou ndo nula a qualquer uramontoado cujo

numero de constituintes seja um. A

Notar que um uramontoado ndo ¢ uma fiada e que o uramontoado nulo ndo ¢ a fiada
nula. Da mesma forma, um conjunto ndo ¢ uma fiada e o conjunto nulo, ou vazio, ndo ¢ a

fiada nula, ou vazia.

Como se viu, um uramontoado ¢ constituido por elementos. Significa isto que, sendo A

um urdominio e @ um seu elemento, ¢ tdo correcto afirmar que a ¢ constituinte do
uramontoado A , como € correcto afirmar que a € A .

Por vezes € necessario representar simbolicamente o ser constituinte.

[DVI1.35] O simbolo <c 1é-se “é constituinte real de”. A

[DVIL.36] O simbolo <C 1&-se “é constituinte de”. A

[DVI.37] O simbolo #c lé-se “n&o é constituinte real de”. A

[DVI.38] O simbolo #C 18-se “n&o é constituinte de”. A

Para os urelementos, ser constituinte é equivalente a ser constituinte real.

[EVI.29] A expressdo a <C A afirma que o urelemento a ¢ constituinte (ou mais
rigidamente: constituinte real) do uramontoado A.Ou seja,que ae A. V¥

Outros autores, como Hehner (Hehner-1993), preferem afirmar que a ¢é constituinte do

uramontoado A usando a grafia alternativa a¢ A . Esta grafia foi preterida neste texto, pois a

barra inclinada induz confusdo com uma afirmag¢do de indole negativa como quando ¢ o caso

de “ndo € constituinte”.
[nDVI.03] Nao fica definido o que significa um urelemento pertencer a um

uramontoado, ou ser constituinte de um conjunto, ou seja, as expressdes a € A

e a<Cc A sdo consideradas como desprovidas de sentido. A
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[SVI.08] Notar que vigorando universalmente, por hipotese, uma logica bivalente, tem-
se que toda e qualquer expressao: ou tem um dos valores 16gicos, ou tem o
outro, ndo existindo uma terceira possibilidade. No entanto, ao admitir que
determinadas expressdes podem ndo ter sentido por uma razao qualquer, neste
caso por serem consideradas expressdes incompletas, estd-se, de facto, a inibir a
valéncia universal da logica bivalente. Repare-se que quando se afirma que uma
expressao nao tem sentido € quase sempre subentendido que a expressao nao
tem possibilidade de ter sentido em termos da habitual 16gica bivalente.
Consequentemente, o valor logico de expressdes consideradas incompletas ou
sem sentido, ou seja, sem possibilidade de valor l6gico bivalente, s6 pode ser
devidamente expresso se a ldgica em vigor admitir mais valores tendo, no
minimo, de ser trivalente. Notar que € possivel considerar uma extensao
trivalente da logica bivalente em que “desprovido de valor (bivalente)” pode ser
um dos valores da logica trivalente. Demonstra-se, (Serro-2003), que a algebra

apropriada a uma légica trivalente ja ndo ¢ booleana. ¢

Seja A um uramontoado qualquer.

[DVL.39] A expressao & <cA , formalmente idéntica a expressao ZcA , € considerada
como tendo sempre o trivalor V. A

O uramontoado nulo, &, é constituinte (irreal) de qualquer uramontoado.

[DVI.40] A expressdo & 4CA , formalmente idéntica a expressdo A , € considerada

como tendo sempre o trivalor F. A

[EVI.30] A expressao O e A, formalmente idéntica a expressao € A, ¢ considerada

como ndo podendo assumir qualquer dos bivalores, V ou F. ¥

[EVL.31] A expressao & ¢ A, formalmente idéntica a expressdo ¢ A ¢ considerada
como ndo podendo assumir qualquer dos dois valores logicos, V ou F. ¥
[SVI.09] Uma indagagdo sobre o que pertence ao conjunto vazio s6 poderia conduzir a

&, mas tal obriga a considerar, no contexto de uma logica pelo menos

trivalente, a defini¢do da pertenga tolerante, €, e mesmo da igualdade tolerante,

=. Note-se que existem linguagens, como o SQL cuja nomenclatura para & ¢
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null, que permitem a projeccao tolerante e a obtencao de nulls. Note-se também
que, na maior parte dos dialectos de SQL, a expressao null = null ndo tem

resultado nem V nem F. Torna-se assim necessario definir o que se deve

entender por & =&, pois ndo pode ser nem V nem F.
Mais informagdes sobre este assunto podem se encontradas em (Codd-1979) e

neste texto no capitulo IV - Tolerancia e logica trivalente, onde se definiu que
& =& tem o valor logico V.
[EVI.32] A expressao & =&, formalmente idéntica a expressdo = ¢ considerada como

ndo podendo assumir qualquer dos dois valores bilogicos, V ou F. ¥

VI1.2.4 — Urcardinalidade

[DVI.41] Chama-se urcardinalidade de um urconjunto A, a cardinalidade do seu

ursimples urA. A

A urcardinalidade representa o nimero de urelementos presentes no uramontoado de
urA . E sempre finita.

[nDVI.04] Nao ¢ definido o que se entende por urcardinalidade de algo que ndo seja um

urconjunto. A

[EVI.33] O urdominio N tem cardinalidade, mas ndo tem urcardinalidade.

[DVI1.42] Relembrando que | A| ou # A representa a cardinalidade de A, convenciona-

se que |urA| ou #UA representa a sua urcardinalidade. A

[nDVI.05] Nao fica definido o significado de Ur|A|. A
[EVI.34] Seja A={a{a}{a{a}}}. Tem-se que | A| =3, mas que |urA| =1, pois
wA={a}. V¥

No caso geral, se o urconjunto A nao for um ursimples, a urcardinalidade e a

cardinalidade ndo tém de ser iguais, podendo dar-se qualquer um dos trés casos possiveis:

O caso | A| > | urA| , como exemplificado acima

O caso | A| < | urAI , um exemplo do qual ¢ A= {{abc}}
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O caso | A| = | urA| , um exemplo do qual ¢ A={{a }{b}{c}}, tendo-se que

wh=wrf{a}{b}(c}}~ fabe).

No entanto, tém de ser iguais,

A|=|uA, pela propria de defini¢do de urcardinalidade,

se o urconjunto ja for um ursimples, ou seja, quando ja se tinha A=urA,

V1.3 — UrexpressdesNR e urexpressdesR

Para definir que urexpressdes ¢ que podem representar um par ordenado tolerante ¢é
necessario considerar que redundancia apresentam. Isto porque, conforme se verifica, um

urconjunto pode ser expresso por mais do que uma urexpressdo. De acordo com a defini¢ao
apresentada, as seguintes urexpressoes representam o mesmo conjunto: {a{b}}, {a{bb}a },
{a{bb}a{bja}, pois na exposicio em extensio de um conjunto, as repeticdes sio
formalmente indiferentes.
[DVI.43] Relativamente a um urconjunto, diz-se que uma urexpressdo € possivel se o
representar. A
[DVI1.44] Escolha-se um urconjunto. Para o urconjunto escolhido, cada urexpressao
possivel vai ter um certo nimero de simbolos que serd, no minimo, um
determinado inteiro positivo N.
Para esse urconjunto, todas as urexpressdes com N simbolos serdo chamadas de
urexpressdesNR, ndo redundantes, que admite a abreviatura pratica urNR.
Para esse urconjunto, todas as urexpressdes com mais do que N simbolos serdao
chamadas de urexpressoesR, redundantes. A
[DVI1.45] Consideram-se equivalentes as urexpressoesNR que, sendo distintas enquanto

fiadas de simbolos, representam o mesmo conjunto. A
[EVIL.35] Assim, {a{b}} e {{b}a} sdo urexpressdesNR distintas, mas equivalentes. ¥
[nDVI.06] Nao fica definida a equivaléncia, ou ndo equivaléncia, entre urexpressoesR,
especialmente se representarem o mesmo conjunto. A
Quando se refere uma urexpressdo, esta pode ser uma urexpressioNR ou uma
urexpressaoR.

[nDVI.07] Nao fica estipulada nenhuma convengao pratica que permita inferir que o
termo urexpressao ¢ uma simplificacdo quer do termo urexpressaoNR, quer do

termo urexpressaoR. A
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Por esta ordem de ideias, referir “urexpressdes equivalentes” ¢ desaconselhado, sendo
preferivel referir “urexpressdesNR equivalentes”, abreviado, agora sim, em termos praticos
para “urNR equivalentes”.

[DVIL.46]. A sigla urNR ¢ tanto singular como plural. A

[SVI.10] Foi considerada a hipdtese de definir urexpressdes equivalentes como sendo

aquelas que representavam o mesmo urconjunto. No entanto, como se vera, se a
defini¢do fosse esta, o tratamento das compartimentacdes e respectiva
numera¢do ndo seria simplificado, nem se obteria qualquer outro beneficio

adequado a exposi¢cdo em curso. ¢

VI1.3.1 — Compartimentacao de um urconjunto

O conceito de compartimentagdo de um urconjunto so liga a estrutura de chavetas,
ignorando a colocagdo dos urelementos. No fundo, a compartimentagdo de um conjunto ¢
apenas a fiada constituida pelas chavetas interiores numa urNR desse conjunto. A

compartimentacao de um conjunto ¢ uma fiada constituida apenas por chavetas.

[DVI1.47] Chama-se fiada de compartimentagdo de um urconjunto, ou simplesmente

compartimentacao, com sigla genérica Cop, a fiada de chavetas que se obtém

quando se esvazia uma urNR, quer dos urelementos presentes, quer também da

primeira e da tltima chaveta. A

[EVI.36] A compartimentagdo do urconjunto {a { a }{ b { a }}} sera representada pela
fiada literal "{ }{{}}'. ¥

[DVIL.48] Uma fiada nula é a compartimentacdo nula. A
[EVIL.37] A compartimentagdo do conjunto vazio ¢ a compartimentagdo nula. V¥

De acordo com esta definicdo, que elimina sempre a primeira e a Ultima chaveta da
urNR, a compartimentacdo do conjunto vazio ou a de qualquer conjunto ursingular, ¢ uma
fiada nula, "". Além disso, como se verd no imediato, a contagem das compartimentagdes esta
directamente relacionada com os numeros de Catalan.

[DVI1.49] Duas compartimentagdes sao distintas, ou nao iguais, se as fiadas que as

corporizam forem distintas. Duas compartimenta¢des sao idénticas, ou iguais,

se as fiadas que as corporizam forem idénticas. A
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[EVI.38] Conjuntos distintos podem exibir compartimenta¢des idénticas, como € o caso
de {} ede {a}. ¥

[EVI.39] Conjuntos iguais podem exibir compartimentagdes distintas, como € o caso de

{{ }{{a}}}, cuja compartimentagao ¢ "{ }{{}}", e de {{{a}}{}}, cuja

compartimentagdo é "{{}H{ }". ¥
[DVI.50] Duas compartimentagdes distintas sdo consideradas equivalentes quando
puderem ser originadas por urNR equivalentes. A

De acordo com o exposto, uma sequéncia de chavetas constitui uma compartimentagao
valida sse:
a) Contiver o mesmo niimero de chavetas a abrir e a fechar
b) Quando percorrida da esquerda para a direita, o nimero acumulado de chavetas que
abriu ¢ sempre superior ou igual ao das que fechou, sendo a igualdade sempre atingida

aquando da tltima.
Notar que a condicdo a) pode ser deduzida da condigdo b).

[DVL51] Uma sequéncia de chavetas com esta propriedade também ¢ referido como

sendo um sistema de paréntesis (Bernardi-2006). A

[DVL52] Um sistema de paréntesis também ¢ chamado de sequéncia com os paréntesis

equilibrados. A
Considere-se o ambito da teoria das linguagens formais e algebras de Kleene. Tem-se

que

~ * . . r .
e A expressdo X representa o conjunto de todas as fiadas finitas possiveis de

sintetizar a partir de um alfabeto X .

e A expressdo |S|a) representa o namero de ocorréncias do caracter w € ¥ numa

fiada seX’.
e A expressdo p, (S) representa o prefixo de ordem n da fiada s, ou seja, na

leitura sequencial da esquerda para a direita representa a fiada constituida pelos

primeiros ne N, caracteres da fiada S, mantendo-se a ordem porque estdo

dispostos em S. A representagdo do prefixo genérico omite a indicagcdo da

ordem n.

Neste ambito, a defini¢do de sistema de paréntesis € a seguinte (Bernardi-2006):
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[DVI.53]: Seja ¥ um alfabeto com pelo menos dois simbolos, @ ¢ @ . Diz-se que um
elemento sde X, com prefixo genérico p( S ), constitui um sistema de
paréntesis sse:

a) |S|w = |S|a,) (Na fiada s, sdo tantos os paréntesis a abrir

como a fechar)

b) | p( S )|w < | p( S )|5 (Num prefixo de S, nunca ha mais paréntesis
fechados que abertos). A

De acordo com o exposto, os simbolos @ e @ tanto podem representar paréntesis,
como chavetas. Por isso, no seguimento, serdo referidos de forma mimética quer como
paréntesis, quer como chavetas, sendo a referéncia concreta efectivamente usada apenas

condicionada pela conveniéncia expositdria.

[DVI.54] Uma sequéncia equilibrada de paréntesis, ou mais simplesmente, uma
sequéncia equilibrada, ¢ o nome dado a uma sequéncia com os paréntesis
equilibrados e onde ndo conste mais nenhum outro simbolo de X, para além de

wewn.A

Notar a diferenca entre “sequéncia equilibrada de paréntesis” e “sequéncia com 0s
paréntesis equilibrados”. Na primeirra s6 constam paréntesis enquanto qu na segunda podem

constar outros simbolos.

Uma fiada formada por duas chavetas pode ser equilibrada, "{ }", ou ndo, "{{", "}}",
" }{”. Normalmente, quando se referir um par de chavetas, € pressuposto que se refere um par
de chavetas equilibrado, sendo as eventuais excep¢des devidamente assinaladas.

[TVI.28] Se numa sequéncia com os paréntesis equilibrados forem eliminados todos os

simbolos ndo paréntesis o que se obtém ainda ¢ uma sequéncia equilibrada. m

[TVI.29] Toda e qualquer compartimentacdo ¢ uma sequéncia equilibrada e toda e
qualquer sequéncia equilibrada constitui uma compartimentacao. Existe uma

correspondéncia bijectiva entre elas. m

[EVL.40] Assim, "{ }{ }" constitui uma sequéncia equilibrada, e também representa uma

compartimentagdo. V¥
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No entanto, a compartimentagdes equivalentes podem corresponder distintas sequéncias
equilibradas de paréntesis.
[EVIL.41] Tal é o que acontece com os urconjuntos {{a }{{a}}} e {{{a}}{a}},onde a ¢
um urelemento. Estes urconjuntos sao iguais, pelo que as suas urNR, e
concomitantemente as compartimentagdes, sdo equivalentes, embora sejam
fiadas distintas e, portanto, compartimentagdes distintas. Distintas mas
equivalentes. V¥

[EVI.42] Por serem fiadas distintas, as sequéncias equilibradas, { }{{}} e {{}}{}

também tém de ser consideradas distintas. ¥

V1.3.2 — Ordem do sistema de paréntesis e numeros de Catalan

[DVI.55] Chama-se ordem do sistema de paréntesis ao inteiro ndo negativo

n=|s

nelN,. A

CU’
Um sistema de paréntesis de ordem nula tem |S|w =0, ou seja, ndo exibe paréntesis
embora estes existam no alfabeto X .

O nimero de sequéncias equilibradas distintas com a mesma ordem n ¢ um dos

significados da bem conhecida sequéncia dos numeros de Catalan, (Koshy-2008):

1 (2n (2n)! , L
Catalan[n]:—1 :m, com matricula AO00108 na OEIS™ e cujos primeiros
n+1{ n +1)In!

termos sao 1, 1, 2, 5, 14,42, 132,429, ... .

Consequentemente, o nimero de compartimentagdes distintas e o nimero de sequéncias
equilibradas distintas ¢ 0 mesmo, pois faz-se corresponder a sequéncia equilibrada com zero

paréntesis, a sequéncia equilibrada nula, a compartimentagdo do conjunto vazio (Brualdi-1999).

[DVI.56] Chama-se ordem da sequéncia equilibrada a ordem do sistema de paréntesis

correspondente. A

[DVI.57] Chama-se ordem da compartimentacao a ordem da correspondente

sequéncia equilibrada. A
Dada uma ordem n, existem assim Catalan[n ] compartimentagdes distintas com essa
mesma ordem. O conjunto dessas compartimentagdes ¢ representado por C,, tendo-se pois

que #C, = Catalan[n ].
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[TVIL.30] Duas compartimentagdes s6 podem ser equivalentes se tiverem a mesma
ordem, mas nem todas as compartimentagdes com a mesma ordem sao
equivalentes.

P Caso {}{}{} versus {{{}}}. =

[DVI.58] Define-se o conjunto de todas as compartimentagdes equivalentes como sendo
a classe de equivaléncia de uma compartimentacdo. A

[TVL31] A toda e qualquer classe de equivaléncia de compartimentagdes, € possivel

fazer corresponder de forma bijectiva uma parti¢do do circulo por ne N,

circulos que ndo se intersectam e onde a compartimentacao do conjunto vazio
corresponderd o circulo integro.

P Basta alinhar os centros dos circulos, redimensionando-os de forma a que
nunca se intersectem, cobri-los com uma banda ¢ considerar os arcos circulares

dentro da banda como paréntesis ou chavetas. m

@@@@N@H 1)

Fig. VI.1: Compartimentacao e circulos

Desta forma, a compartimentagao nula correspondera,

g —

Fig. V1.2: Compartimentacao nula

= |

Notar como, ao considerar como chavetas os arcos circulares obtidos, se reconhece o

conjunto vazio.
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[DVI.59] Dado o conjunto das C,, compartimentagdes distintas de ordem n, € possivel
considerar a sua particio ©[C, ], em # e N classes de equivaléncias de
compartimentacoes. A

[EVIL.43] As compartimentacdes {{}} e {}{} sdo da mesma ordem, mas ndo sido

equivalentes. ¥
[EVI1.44] Considere-se o conjunto C;, de todas as compartimentacdes distintas de

ordem trés. Esse conjunto terd Catalan[3] elementos, ou seja, tera cinco fiadas

como seus elementos, que sao

OO 0 OO 00 0

a que correspondem as seguintes quatro classes de equivaléncia:

UGS TR O Ot

Notar que cada uma destas classes de equivaléncia ¢ um conjunto de fiadas. ¥
[EVI.45] Considere-se que a uma urexpressao se retiram todas as chavetas menos as
exteriores. Obtém-se um conjunto que ¢ um urdominio, cuja compartimentagao
¢ necessariamente nula, "". 'V
[EVIL.46] A compartimentagdo do conjunto vazio e de um urdominio sao idénticas. ¥

Um uramontoado ndo exibe compartimentagdo, nem sequer a nula. Sendo assim, ¢
possivel convencionar que ndo ha representacdo simbolica para a compartimentacdo de um

uramontoado.

[DVI.60] A compartimentacdo de um uramontoado € . A

nn

Notar que a compartimentacdo de um conjunto vazio ¢ a fiada nula, "", e que a fiada

nula é distinta de & .

Coloca-se a questdo: dado n, qual o €7 Ou seja, para uma dada ordem, quantas classes
de equivaléncia existem? Convenciona-se que 9[@]: 0, pelo se passa a ter que 8 N, . A
resposta a esta questdo vem entdo: 0[®]= 0, o[o]=1, o[1]=1, 6[2]=2, 0[3]=4,
0[4]=9, 0[5]=20, 0[6]=48, ... Obtém-se assim a sequéncia ordenada

0,1, 1, 2,4,9, 20, 48, ---. Esta sequéncia ¢ conhecida e estd matriculada como A000081 na

OEIS™,
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V1.3.3 — Equivaléncia de compartimentagcdes: A numeracgao de
Matula

Vai ser agora apresentada uma forma de numeragdo das compartimentacdes que atribui

um nimero Unico e invariante a compartimentagdes que sejam equivalentes.
[TV1.32] Dois urconjuntos puros iguais tém compartimentagdes equivalentes. m

[TVI.33] Compartimentagdes equivalentes representam, quando envolvidas por um par

de chavetas equilibradas, o0 mesmo urconjunto puro. m

[TVI.34] Dois urconjuntos puros s6 podem ter a mesma compartimentagdo se forem
iguais.
P Visto a expressdo da compartimentacao coincidir, uma vez completada pelas

chavetas exteriores, com a expressdao do urconjunto. m

[EV1.47] Por exemplo, em termos de numerais de Von Neumann (Jech-2006), o trés pode
ser escrito como {{} {{}}{{}{{}}}} oucomo {{{}}{{}{{}}}{}}, oumesmo
ainda como {{{}} {{{}}{}}{}}, sem esgotar as representagdes possiveis. Tem-

se assim que as correspondentes compartimentagoes {}{{}} {{} {{}}},

GGG e L0 1 13D sdo todas equivalentes. 'V

Como se viu, a contagem das compartimentagdes distintas, mas com a mesma ordem,
conduz a sequéncia dos numeros de Catalan. No entanto, também como se viu, algumas
compartimentacdes distintas podem ser consideradas equivalentes, pois sdo provenientes de

urNR equivalentes. Coloca-se naturalmente a seguinte questao:

Como determinar a equivaléncia de duas compartimenta¢cdes com a mesma ordem, mas
distintas?

Existe um método de numeragdo devido a David W. Matula (Matula-1968), que determina
a atribuicdo de um unico numero natural a toda e qualquer compartimentagdo e que
convenientemente, atribui 0 mesmo numero natural a compartimentacdes equivalentes e
numeros naturais distintos a compartimentagdes nao equivalentes. Além disso, todos os
numeros naturais sao empregues, pelo que se pode falar da n-ésima compartimentacao (mais
rigorosamente, da Nn-ésima classe de equivaléncia das compartimentacdes), para qualquer
n e IN . Existe assim uma bijec¢do entre os nimeros naturais e as classes de equivaléncia das

compartimentagdes. Esta numera¢do ¢ conhecida como a numeragdo de Matula, tendo a
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bijecgdo sido demonstrada por F. Gébel, (Gobel-1980). E por vezes referida como a bijecgio de

Matula-Gobel ou Matula-Goebel (OEIS™; Karttunen-2007)
Comece-se por relembrar a numeragio sequencial dos niimeros primos, P[n]. Na
numeragao sequencial dos primos, P[n ], atribui-se o numero 1, n =1, ao numero primo dois,

o numero 2, N =2, a0 numero primo trés, o nimero 3, n =3, ao cinco, o0 niumero 4 ao sete, 0
nimero 5 ao 11, e assim por ai em diante. O termo geral desta sequéncia é representado por

P[n],neN.

[EV1.48] Por exemplo, o primo n°® 20 sera o nimero setenta € um, P[ZO ] =71. V¥

O namero um, 1, ndo ¢ considerado primo. Pode no entanto convencionar-se que
P[n],neN,, e que P[0]=1. Desta forma o primeiro primo serd o dois, e o zero-ésimo
primo sera o um.

A numeragdo de Matula utiliza a numeragao sequencial dos nimeros primos, P [ n ] para

estabelecer uma bijeccdo entre as compartimentacdes (mais rigorosamente, as classes de

equivaléncia das compartimentagdes) € os numeros naturais com zero, N, . Convenciona-se
que:
[DVI.61] Nesta numeragao ao conjunto vazio, { }, cuja compartimentagao ¢ a

compartimentago nula, corresponde o niumero P[0]=1. A
Como se vera, deste modo garante-se a bijec¢do com N, .

A regra geral para estabelecer a correspondéncia entre as compartimentagdes e N,

consiste no seguinte procedimento, sucessivamente modificador da fiada de

compartimentacao, que, como se sabe, ¢ formada apenas por chavetas:

a) Transforme-se a fiada de compartimentacdo em analise, a fiada original, envolvendo-
a num par de chavetas. Obtém-se assim a fiada corrente inicial, que ¢ uma urexpressao e que

ndo ¢ expurgada da redundancia no caso de ser uma urexpressaoR.
b) Reescreva-se a fiada obtida no passo anterior, transformando todas as subfiadas { }

em {1} Obtém-se assim uma fiada modificada, que passa a ser a fiada corrente, que continua

a ser uma urxpressao, pois qualquer nimero natural pode ser visto como um urelemento. Esta

fiada corrente ndo ¢ expurgada da redundancia no caso de ser uma urexpressaoR.

137



¢) Se a fiada corrente for formada apenas por um par equilibrado de chavetas em cujo
interior se encontra um Unico numero, o numero de Matula estd encontrado, pois ¢ esse
numero, terminando-se assim a aplicacao deste método. Caso contrario, prossegue-se para a

proxima alinea.

d) Reescreve-se a fiada corrente, substituindo todas as subfiadas “chaveta a abrir,
nimero, chaveta a fechar” pelo primo correspondente. Ou seja, substituem-se todas as
ocorréncias “{n }” pelo correspondente primo “P[n |”. Obtém-se assim a nova fiada corrente,

que continua a ser uma urexpressao e que, no caso de ser uma urexpressaoR, nao ¢ expurgada

da redundancia.

e) Reescreve-se a fiada corrente substituindo todos os nimeros adjacentes ndo
separados por chavetas pelo seu produto. Obtém-se assim a nova fiada corrente, que continua
a ser uma urexpressdo € que, no caso de ser uma urexpressdoR, ndo ¢ expurgada da

redundancia.
f) Regressa-se ao passo c)
Para exemplo deste procedimento, considere-se a compartimentagdo Cop = "{ }{ }{{ }}" .

Aplicando os passos do procedimento atras descrito, obtém-se:

a) {{HHE

a) {{1 {1 {1}

¢) Avanga-se para d)
d) {2 2{2)

e) {4{2}}

f) Prosseguir para c)
¢) Avanga-se para d)
d) {4 3}

e) {12}

f) Prosseguir para c)

¢) Conclui-se que o nimero de Matula ¢ 12.

Seja Cop ="{ }{ }{{}}", entdo Matula[Cop]=12
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Notar que, mesmo que o conjunto estivesse expresso de uma forma equivalente, com a

correspondente distinta compartimentagdo { }{{}}{}, a numeracio de Matula viria a mesma.

Como a numeragdo de Matula é a mesma sse as compartimentacdes forem equivalentes,
as diferentes formas de representar o terceiro numeral de Von Neumann, atras referidas, como

GO HOAT ), como {{ G, ou como {{{}}{{{}}{}}{}}, tém sempre o

mesmo numero de Matula, que ¢ 78.

VI1.3.4 — Urisomorfismo

Como se viu, estd em vigor um principio geral de equivaléncia entre urelementos e
simbolos. Segundo este principio um simbolo pode ser visto como um urelemento e um

urelemento pode ser visto como um simbolo.

Significa isto que um urdominio finito ¢ um alfabeto e consequentemente que, numa
urexpressdo, o simbolo que representa um urelemento pode ser visto como sendo o
urelemento, pois um simbolo representa-se sempre a si proprio. Manipular um ¢ manipular o

outro.

Posto isto, considerem-se dois urdominios, ndo necessariamente distintos, YA e¢ UB,

UI’A

com a mesma urcardinalidade, ”'B‘. Seja £ uma bijeccdo entre estes urdominios,

L. WA — uB  Esta bijeccao pode ser vista de varias formas:

a) Como uma correspondéncia,
b) Como uma codificacao,
¢) Como uma transformagao,
de todo e cada elemento do conjunto YA, referido como o elemento original ou de origem,

para um unico e exclusivo elemento do conjunto UB, referido como o elemento imagem ou

de destino.
[DVI.62] Como a bijec¢ao foi baptizada por £, o elemento imagem pode ser também
referido como o elemento /- transformado, o elemento /- codificado, ou

ainda como o elemento [ -correspondente. A

[DVIL.63] Chama-se f - transformagdo, ou /- codificagdo, ao acto de substituir um

elemento pelo seu /- transformado, o seu f - codificado. A

139



[DVIL.64] Um nome alternativo para a bijeccdo f ¢ o de [ - transformada, ou /-
codigo, de YA para UYB, ou simplesmente [ - transformada, £ - codigo,
quando tanto YA como UYB estdo convenientemente pressupostos. A

[DVI.65] Dois urconjuntos distintos sdo urisomorfos sse cumprirem a totalidade das
seguintes trés condig¢des
a) As suas compartimentagdes sdo equivalentes
b) Tém a mesma urcardinalidade
¢) Se a sua urcardinalidade for nao nula, existe pelo menos uma bijecc¢ao entre
os urdominios que quando aplicada como codificagdo acarreta a igualdade dos
conjuntos. A

Notar que as anteriores condi¢des a) e b) asseguram que urconjuntos puros podem ser

urisomorfos.
[TVI.35] Um urconjunto ¢ sempre urisomorfo consigo proprio. m
[EVIL.49] Os conjuntos {ab} e {10} sdo urisomorfos, pois basta considerar a
recodificacio induzida pela bijecgio {ab}—{10}, ars1, bi>0. ¥
[EVI.50] Considere-se agora uma urNR, a urNR original, que represente um conjunto
A com urdominio YA. Considere-se também como um urdominio YB, tal que
esteja definido um /- codigo de YA para YB. Recodifique-se a urNR original

substituindo todas as ocorréncias de todos os simbolos nao chaveta pelos seus

[ - codificados, obtendo-se assim a urNR /- codificada. Chame-se B ao
conjunto definido pela urNR f - codificada. Os conjuntos A e B sdo

urisomorfos. ¥

VI.3.5 — Pseudo - polinbmio de pertenca

Ludwig Wittgenstein definiu, na cldusula seis do seu notavel Tractatus logico-
philosophicus, (Wittgenstein-2010), 0s numeros naturais enquanto expoentes de operagdes. Tal
definicdo estava relacionada com o tratamento que pretendia dar as fungdes de verdade,
enquanto entes concretos, numa atitude anti-metafisica. Esta ideia permitia desenvolver
numericamente os termos € as expressoes dos fundamentos logicos da matematica, no sentido
simbolico e ndo filosofico, da logica, tornando a teoria dos conjuntos subordinada ao conceito

de ntimero natural. O conceito de nimero natural constituia-se assim como suporte central aos
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fundamentos das concepc¢des matematicas. Os urconjuntos ndo constituem excepg¢do a tal

perspectiva que, para o caso deles, assenta na numeracao de Matula.

Como se viu, a numerag¢do de Matula estabelece uma bijeccao, fazendo corresponder a
cada nimero natural uma classe de equivaléncia das compartimentacdes. Para determinar se

dois urconjuntos puros sao ou nao o mesmo, basta comparar os seus numeros de Matula.

No entanto, existem urconjuntos que néo sio puros. E, no entanto, possivel reformular o
algoritmo de tal modo que seja possivel estabelecer uma expressdo, de indole pseudo
polinomial, de tal forma que a igualdade das expressdes s6 ocorra quando os urconjuntos
sejam urisomorfos. Esta reformulacdo, tanto quanto sabemos, ndo se encontra descrita na

literatura.

Para comecar, considere-se que o simbolo de pertenca, €, pode ser afectado por

numeros naturais. Esses numeros naturais podem afecta-lo, quer sob a forma de factores

multiplicativos, tal como em 3e, quer sob a forma de expoentes, tal como em €, podendo

até estarem em simultaneo presentes as duas formas de afectagdo, como em 3€’ . Considere-
se também que seja valido utilizar uma variante vertical do sinal mais, |, de cariz comutativo,
para reunir na mesma expressao varios destes simbolos de pertenga afectados por inteiros,
como 3€’t4€'?. Esta tltima expressio exemplifica aquilo que se considera ser um pseudo

polindmio de pertenga, pois embora pare¢ca um polindémio, o simbolo € nao ¢ entendido, nem
como uma variavel, nem como uma incdgnita, nem sequer como um elemento de um corpo
algébrico. Deve ser entendido apenas como um simbolo que pode participar em expressoes

cuja interpretacdo esteja bem definida.
[DVI.66] O pseudo polindmio de pertenga ¢ também referivel por ppp. A

Convenciona-se que, num ppp, todas as ocorréncias do simbolo de pertenga estdo

afectadas, quer por um expoente, quer por um factor multiplicativo. Por isso, relativamente ao

expoente, estipula-se que num pseudo polindmio e<>€'. Considera-se também que a

informa¢do de contexto permite sempre distinguir adequadamente entre o € enquanto

interveniente num ppp, equivalente a €', do € enquanto interveniente numa afirmagdo de

pertenca, que surge sem expoente, €?, em expressoes como Xe X , com a habitual leitura de

“pertence a”. Note-se adicionalmente que expressdes com €2 sdo validas para quaisquer
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conjuntos, enquanto que expressdes com € sO sdo validas em ppp, que por sua vez s6 podem

descrever urconjuntos.

As afectacdes por factores multiplicativos também admitem a habitual convengdo de
que o um ¢ de representagio dispensavel, de que 1€" <> €". Isto permite aceitar a pratica
usual de que, para quaisquer nimeros naturais a, be n, se admite como valida a
equivaléncia ac"{be" < (a+b)e". Por nio existir perigo de ma interpretagio, a expressio
dos ppp serd muitas vezes escrita omitindo a variante vertical no sinal mais. Assim,
equivaléncia anterior viria expressa por ae" +be" < (a+ b)en , pese embora o facto de que
o simbolo '+', sendo sempre comutativo, s6 no lado direito da equivaléncia ¢ que representa a
soma aritmética. Desta forma, admite-se que as expressdes e€tTe=2e, e

3ttt e’ te=et4e?, podem ser reescritas como €+ €=2¢€, ¢ 3?2+l +e=e+ 4.

[DVI.67] Chama-se termo polinomial, ou simplesmente termo, de um ppp a uma

expressdo do tipo n€™, onde nme N . A
[nDVI1.08] Nio fica definido o que representa n €™ quando (n¢ N)v(mg N). A

[EVL51] Néo esta definido o que representa a expressio €. ¥
[EVIL.52] Nao esta definido o que representa a expressdo Oc. ¥
[DVL.68] Num ppp, os termos polinomiais podem ser singulares, quando o factor

multiplicativo é um, ou plurais, quando o factor multiplicativo € superior a um.

A
[DVI.69] Chama-se pluralidade de um ppp a soma aritmética dos factores
multiplicativos de todos os seus termos. A

[EVL53] O ppp e+ 4€” tem pluralidade cinco e o ppp € + € tem pluralidade dois. ¥

A regra geral, para estabelecer a correspondéncia entre as urNR e pseudo polinémios de

pertenca, consiste no seguinte procedimento:

a) Determine-se o numero de Matula para a compartimentacao da urNR em anélise.

Obtém-se assim o primeiro termo do ppp.
b) Se a urNR nao possuir urelementos esta determinado o ppp € termina-se.

¢) Se a UrNR possuir urlementos, por cada um, procede-se do modo descrito de

d) até g), obtendo-se assim mais um termo singular para o ppp por cada urelemento.
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d) Escolhe-se um urelemento que ainda ndo tenha sido escolhido e substituem-se na

urNR todas as suas ocorréncias pelo singletio vazio, {{}} e as ocorréncias de todos os outros
urelementos por conjuntos vazios, { } Determina-se o nimero de Matula da
compartimentacdo Cop desta nova urNR, Matula[Cop], que passa a ser o expoente do novo
termo singular no ppp.

e) Se no ppp existirem dois termos com 0 mesmo expoente, procede-se a soma

aritmética dos seus factores multiplicativos, resultando num Unico termo plural.

f) Se ja tiverem sido escolhidos todos os urelementos, o ppp esta encontrado e termina-

se.
g) Regressa-se a d.

Notar que, num ppp, o termo de menor expoente ¢ sempre singular e representa sempre

a compartimentagao.

[DVI.70] Num ppp, o expoente de um termo também pode ser chamado ordem ou grau

desse termo. A

[DVI.71] Chama-se termo estrutural de um ppp ou simplesmente termo estrutural ao

termo de menor grau de um ppp. A
[TVI1.36] O termo estrutural ¢ sempre singular. m

[EVI.54] Considere-se o conjunto {{ab}{ac}}. Como o seu urdominio tem trés

elementos, o seu ppp tera quatro contribuicdes pelo que serd de pluralidade

quatro.

Primeira contribuicio - Cop ="{ }{}", tendo-se que Matula["{H{ 1 4

Segunda contribuigdo - urelemento a, tendo-se que eMettal U U] g1
Terceira contribui¢do - urelemento b, tendo-se que Matula["{{HER) U] 01
Quarta contribui¢do - urelemento ¢, tendo-se que Matla[E I Z 91

Opppsera €' +2& +9. W

[EVI.55] Considere-se agora o conjunto {{ab}{bc}}. Como o seu urdominio tem trés

elementos, o seu ppp tera quatro contribui¢des, pelo que sera de pluralidade

quatro.

Primeira contribuicio - Cop ="{ }{}", tendo-se que Ml ] 4

Segunda contribuigdo - urelemento a, tendo-se que Matula[ "R (] o1
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Terceira contribuicdo - urelemento b, tendo-se que eMattal LU U= 169
Quarta contribuigdo - urelemento c, tendo-se que Matlal U Z 9

O ppp sera €* +2 &’ +€'® | pelo que os conjuntos {{ab}{bc}} e {{ab}{ac}}
ndo sdo iguais mas sao urisomorfos. ¥

Notar como o termo de menor grau representa a compartimentagao € como os outros

representam a localiza¢do dos urelementos dentro da compartimentagao.

Notar também que:

[TVI.37] A pluralidade do ppp ¢ sempre 1+

oA m

Se em lugar dos urelementos a e b, estivesse 0 e 1, o ppp seria 0 mesmo. O ppp nao

depende da codificacdo particular dos urelementos.
[EVL.56] Os conjuntos {{a}{b}{a{ab}}} e {{c}{a}{c{ca}}} nio sio iguais, mas sio

urisomorfos, pois t€m o mesmo ppp como pode ser verificado. ¥

VI.4 - Simula

Foram assim desenvolvidos os conceitos de urconjunto e de ppp, que irdo permitir
definir o conceito de dupla ordenada com tolerancia e avangar para a definicdo dos tuplos

tolerantes e das suas propriedades.
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VIl — Tuplos

Vai ser agora elaborada a conceptualizacdo de um padrdo de urconjuntos que permite

lidar com a sequenciagdo tolerante dos urelementos.

VII.1 — Duplos, duplas

No que se segue ¢ considerado equivalente referir qualquer uma das formas: “duplo” ou
“dupla”. Uma dupla é sempre uma dupla ordenada, pelo que ¢ uma redundancia falar de dupla

ordenada.

[DVIIL.01] Chama-se dupla com as componentes nao nulas e distintas, ou dupla em

sentido estrito, ou simplesmente dupla estrita, a qualquer urconjunto cujo ppp
seja e+ +€’. A
[EVILOI]Opppde {{a}b} ¢ &2+’ +&0. ¥

[DVII.02] Chama-se dupla com as componentes nao nulas e iguais, ou simplesmente

dupla com as componentes iguais, a qualquer urconjunto cujo ppp seja
e+, A
[EVIL02] O pppde {{a}a} ée’ +€°. ¥
Considerando, relativamente a compartimentacdo presente, a serializacdo das
componentes como sendo efectuada de dentro para fora, vem:

[DVII.03] Chama-se dupla com apenas a primeira componente nula, ou simplesmente

dupla com a primeira componente nula, a qualquer urconjunto cujo ppp
sejac” +°. A

[EVILO3] O pppde {}a} ¢’ +°. ¥

Significa isto que a primeira componente ¢ a mais interior de todas.

[DVII.04] Chama-se dupla com apenas a segunda componente nula, ou simplesmente

dupla com a segunda componente nula, a qualquer urconjunto cujo ppp seja
e+ A

[EVILO4] O pppde {{a}} 6+ ¥
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[DVIIL.05] Chama-se dupla duplamente nula, ou simplesmente dupla nula, ao

urconjunto cujo ppp seja €2, o singletdo vazio. A
[EVILO5] O pppde {{}} é*. ¥

Qualquer dupla ¢ uma dupla em sentido lato, mas s6 aquelas que tém ppp igual a

e’ +&” +€'% ¢ que sdo duplas em sentido estrito. Considera-se pois que uma dupla em
sentido estrito também o é em sentido lato.

Obtém-se assim a seguinte lista:

Nome simples para as duplas ppp
{{ajb} dupla estrita e+e +e
{{aja} duplacom as componentes iguais e +e”
{{}a}  duplacom a primeira componente nula e+
{{a}}  duplacom a segunda componente nula e+e
{}} dupla nula =

E patente que, numa dupla, o termo estrutural do ppp ¢ sempre €. A seguinte defini¢io

reveste-se de interesse pratico.

[DVIL.06] Numa dupla estrita, o urlemento relativo a €'° é chamado de primeira

componente ¢ o urelemento relativo a € é chamado de segunda componente.
A

Como visto, ao considerar duplas em sentido lato, ¢ possivel considerar duplas para
além das duplas estritas. Todas estas duplas podem ser chamadas de duplas tolerantes, no
sentido de tolerantes a falhas, visto que continuam a ser consideradas duplas mesmo quando
falha a presenca de pelo menos um dos urlementos. Do ponto de vista da pluralidade, existem
trés casos de duplas ndo estritas, todos eles com pluralidade abaixo de trés. A pluralidade de
uma dupla ¢é trés, dois, ou mesmo um, conforme tenha as componentes distintas, iguais ou

falhe a presenca de uma componente, ou falhe mesmo a presenga de ambas.
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Relembre-se que, de acordo com as defini¢des [DVI.32-34], uma componente presente
¢ um urelemento e que uma componente ausente ¢ hada, & . Um urelemento nunca pode ser

&, mas uma componente ja pode ser .

[EVIL06] Notar que, qualquer ppp cujo termo estrutural seja € e cuja pluralidade seja

no maximo 3, nio tem necessariamente de corresponder a uma dupla, como sdo
os casos de {a{ab}} cujo ppp ¢ € + ™ +&*, de {ab{a}} cujo ppp ¢

e’ +e® +&°, de {ab{ab}} cujoppp é € +2¢€’, de {ab{}} cujo ppp ¢

e’ +2€'” ede {{ab}} cujopppé €* +2°. ¥

L

Usando vincadamente a virgula, ',', como separador auxiliar, € possivel elaborar as
seguintes defini¢cdes, em que se usam paréntesis rectos para ndo confundir com a tradicional

notagio referente a pares ordenados, (a,b).

[DVIL.07] Uma dupla estrita, {{a}b} ou {b{a}}, pode ser representada por [a, b]. Uma

dupla estrita, {{b}a} ou {a{b}}, pode ser representada por [b, a]. A

[DVIL08] Uma dupla com as componentes niu nulas e iguais, {{a}a} ou {a{a}}, pode

ser representada por [a, a]. A

[DVIL.09] Uma dupla com a primeira componente nula, {{ }a} ou {a{}}, pode ser
representada por [, a] ou por [@, a]. A

[DVII.10] Uma dupla com a segunda componente nula, {{ a}}, pode ser representada

por [a, ] ou por [a, @] A

[DVII.11] Uma dupla nula, {{ }}, pode ser representada por [, ] ou por [@,@] A

VIl.2 — Tuplos

Como visto, um duplo (ou dupla) tem duas componentes. Vai ser agora elaborada a
generalizacdo do conceito de duplo para um numero geral ne IN de componentes, um n-
tuplo, onde uma, algumas ou mesmo todas essas componentes poderdo ser eventualmente
nulas. Como ¢ sabido, tais entidades conceptuais sdo referidas por qualquer uma das seguintes
formas simplificadas equivalentes: “tuplo” ou “tupla”. Um tuplo ¢ sempre um tuplo ordenado,

pelo que ¢ uma redundéncia falar de tuplo ordenado.
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Esta generalizagdo do conceito de tuplo vai ter por base o ppp, pelo que € conveniente

comecar por tecer algumas consideragdes sobre as sequéncias de nimeros primos.

VI1.2.1 - Sobre a construcao de sequéncias de numeros primos

Como se viu, P[k ], k € N representa o k-ésimo primo.

n

——
[DVII.12] A notacao P”[l] representa P[P[---P[1]---]],com ne N,. A

Notar que o expoente N representa o nimero de repeticdes da aplicacdo de P[ ] ao

namero k. Se o expoente for nulo, isso significa que ndo foi aplicado, pelo que o niimero se

mantém inalterado. Nesta ordem de ideias:
[DVIIL.13] A notagio P° [1] representa 1. A
[EVIL07] Vem assim que P[1]=2, P*[1]=P[P[l]]=P[2]=3, P’[1]=5,
P[1]=P[P[P[P[I]]=11, P°[1]=31, ... ¥
Esta sequéncia, 1,2,3,5,11,31,127,709, --- ¢ bem conhecida e tem matricula AO0O7097
na OEIS™. Notar que os indices desta sequéncia sdo os elementos de N,, devidamente

ordenados, de tal forma que a sequéncia cumpre a convengdo P°[1]=1. Desta forma o 0-

¢simo niimero primo ¢ o um, € o primeiro ¢ o dois.
A sequéncia P"[1] tem como “semente” fundadora o numero um, 1, pois comeca em

p° [1]= 1. Uma questdo que se pode colocar é: O que acontece se a “semente” fundadora for

um outro numero natural ou nulo, em termos gerais um k € N ?
Convenciona-se que:

[DVIL14] P’[k]=k,VkeN,. A

Entio vira que o 0-ésimo termo da sequéncia sera P°[k |=k . E ter-se-a que P"[k ]

n

—
representara P[P[---P[k]---]].
E vem que:
[TVILO1] P"|P" [k ]|]=P™™ [k ] vn,me N,

P: Porinduggoem nem.m
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Se k for um dos termos de AO07097, entdo existird um tnico N € N, tal que
k =P"[1], pelo que P"[k]=P"*"[1].

Além disso, convenciona-se a seguinte involucao:

[DVIL15] P"[0]=0,VneN,. A

[SVILO01] Um convengio alternativa seria a de considerar P[0 ]=1. No entanto tal

convengdo anularia a propriedade involutiva que a definicao [DVII.15] atribui

a0 zero. ¢

[SVIIL.02] Se k nao for um dos termos de AO07097 , ¢é preciso considerar a sequéncia
das “sementes” 0, 1,4, 6, 8, 9,10, 12, ..., cuja matricula ¢ A141468, tendo-se

que:

[TVIL.02] Todo e qualquer elemento ndo nulo de A141468 origina

uma sequéncia de primos Unica. m

[TVIIL.03] Todos os primos tém uma Unica “semente” em A141468,

ou seja, todos os primos pertencem a uma € uma so sequéncia de termo

geral P" [k ], onde K é um termo, ndo nulo, de A141468 . m

¢

Sendo assim, ¢ possivel considerar que quando k =1 a sua representagdo ¢ escusada.

Surge assim a seguinte convenc¢ao de escrita simplificada:

[DVIL.16] Convenciona-se que P" =P"[1]. A

VIl.2.2 - Representacao de n-tuplos

. (n-1) . .
Como visto, um termo estrutural € [ pode ser convenientemente escrito como
(n-1) .
e’ . Assim:
[DVII.17] A condi¢do necessaria para que um urconjunto possa representar um n-tuplo,

(n-1)

¢ que o seu ppp tenha € como termo estrutural ¢ que a pluralidade seja no

maximo n+1. A

No entanto esta condi¢dao nao ¢ suficiente, pois {ab{ }}, que tem €” +2 €2 como ppp,

cumpre a condi¢do necessaria mas nao ¢ uma dupla.
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[DVII.18] Um n-tuplo também pode ser referido como um tuplo de ordem n. A

Notar que se preferiu seguir a pratica comum, em que a palavra «ordem» estd sobre-
utilizada. Assim, «ordem» enquanto “ordem de um tuplo” ndo devera ser confundida com

«ordem» enquanto “ordem de um termo num ppp”.

[SVIL.03] Constitui um problema em aberto o determinar a condigdo suficiente para que

um dado ppp, que cumpra a condi¢do necessaria, seja um tuplo. ¢

Considera-se que, se um urconjunto ¢ tuplo, entdo é-o em sentido lato ou tolerante,
sendo necessario afirmar que ¢ em sentido estrito quando se pretender salientar tal facto.
Qualquer tuplo em sentido estrito também ¢é tuplo em sentido lato, mas nem todos os tuplos

em sentido lato o sdo em sentido estrito.
[DVIIL.19] { } ¢ um 1-tuplo. Mais concretamente € o 1-tuplo vazio. A
[DVIIL.20] Qualquer conjunto ursingular ¢ um tuplo em sentido estrito. Mais
concretamente ¢ um 1-tuplo estrito. A
[DVIL.21] Uma dupla € um 2-tuplo. A
[nDVII.0O1] Nao fica definido o que ¢ o O-tuplo. A

[SVIIL.04] Notar que o facto de { } ser um 1-tuplo ¢ imposto pela definicdo baseada no

termo estrutural. A intui¢ao poderia sugerir que o O-tuplo seria &, ou seja, que
o O-tuplo seria a auséncia de tuplo. Ora, dessa forma, ndo seria um urconjunto e
portanto careceria de defini¢do de termo estrutural. Sendo assim, ¢ considerado
que a auséncia de tuplo ndo ¢ um tuplo, da mesma forma que a auséncia de
conjunto ndo ¢ um conjunto ou que a auséncia de numero nao ¢ um numero. O
bem conhecido facto de a auséncia de nimero ndo ser um niimero obriga a que,
em linguagens como o SQL, seja necessario definir e utilizar fung¢des, como

Null2Zero(), que procedem a transformacdo da auséncia para o nlimero zero. ¢
Os seguintes teoremas permitem considerar tuplos de qualquer ordem.
[TVIL.04] E um n-tuplo qualquer singletdo cujo elemento seja um (n-1)-tuplo. m

[TVIL05] E um n-tuplo qualquer urconjunto de cardinalidade dois, em que um dos

elementos seja um urelemento e o outro elemento seja um (n-1)-tuplo. m

[TVIL06] E um n-tuplo em sentido estrito qualquer urconjunto de cardinalidade dois,
em que um dos elementos seja um urelemento e o outro elemento seja um (n-1)-

tuplo em sentido estrito. m
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Ficam assim considerados como adquiridos os conceitos de dupla ordenada,
representado por [a,b ], de terno ordenado, [a,b,c ], e assim por ai em diante, sob 0 nome
genérico de n-plos ordenados, ou tuplos, ou registos.

Os tuplos sdo preferencialmente representados por letras mintsculas a negrito, latinas
ou gregas, tais como x ou T. Como visto, nos tuplos existem componentes. Intuitivamente,
as componentes podem ser vistas como os urelementos que preenchem estruturas sequenciais,
especificas e determinadas, que podem ser chamadas campos. Contrariamente ao que se passa
num conjunto genérico, em que ndo ¢ possivel falar de primeiro elemento, segundo elemento,
..., I-ésimo elemento, ..., N-ésimo elemento, ¢ possivel no caso dos tuplos falar de primeira

componente, segunda componente, ..., i-ésima componente, ..., N-ésima componente.

VI1.2.3 - Normas relativas a tuplos

E conveniente introduzir as seguintes convengdes terminologicas:

[DVIIL.22] A locucao «nao tolerante» admite NTT como sigla e a locugdo «tolerante»

admite TT como sigla. A

Estas convengdes terminologicas serdo doravante utilizadas. Além disso, em termos de
expressao grafica das expressdes simbolico-algébricas, ¢ possivel considerar um preceito
guia. Afirma esse preceito guia que a titulacdo do simbolo de uma a entidade qualquer que
lide com componentes, por um paréntesis curvo cuja concavidade aponta para cima e que

T

consequentemente o extremo aponta para baixo, '-', indicara que esse simbolo devera ser

entendido de forma NTT, ndo se considerando a possibilidade de componentes ausentes,
enquanto que a titulacdo por um paréntesis curvo cuja concavidade aponte para baixo e que

portanto o extremo aponte para cima, '-', indicard que esse simbolo devera ser entendido de

forma TT, podendo-se ter de lidar com as componenes ausentes. Finalmente, afirma também

que a titulacdo por 'o' indicara que estamos, num caso TT, a considerar apenas os ausentes €

desprezamos os presentes, enquanto que a titulagdo por 'e' indicara que estamos, num caso
b 2

TT, a considerar apenas os presentes ¢ desprezamos os ausentes.
E possivel elaborar a seguinte defini¢io
[DVII.23] Para tuplos NTT, chama-se comprimento a ordem do tuplo x, ao nimero

natural, #x € N, que indica quantos componentes tem o tuplo. A

151



Esta notagdo #x ndo deve ser simplificada para #x, pois pode haver perigo de
confusdo com a cardinalidade de um conjunto e um tuplo ¢ um conjunto de cardinalidade, no
maximo, dois.

Para tuplos TT a defini¢do correspondente, #x, ¢ menos directa. Uma forma de o fazer,

baseada nos numeros complexos, € intuir o nimero #x como um tuplo tolerante, como uma

dupla de elementos de IN,, como um numero ndo simples, como um nimero com duas

L] o

componentes, #X :[#x,#x} , onde a primeira componente corresponderia ao numero de

componentes realmente presentes em X, o preenchimento, e a segunda ao niimero de

componentes provagos, ausentes, ndo realmente presentes.

[DVII.24] O niimero de componentes presentes num tuplo TT, x, ¢ #x, e ¢ chamado

de preenchimento, comprimento real ou simplesmente comprimento. A

[DVIIL.25] O nimero de componentes ausentes num tuplo TT, x, € #x e ¢ chamado de

provago, nao preenchimento, ou comprimento imaginario. A

Os tuplos NTT podem no entanto ser vistos como casos particulares de tuplos TT em

que #oﬁx =0. Informalmente ?;fx representa o nimero de componentes nulas num tuplo. Para
tuplos TT #Oﬁx e N, , pois qualquer tuplo NTT também ¢ TT. Para tuplos TT, ;#x eN,. Para
tuplos NTT, 1.#x e N . O n-tuplo nulo é TT, sem ser NTT. Pode dizer-se que tuplos NTT sao
aqueles tuplos TT em que o nimero de componentes ausentes, # , € zero.

[TVIL.07] Tem-se que em qualquer tuplo NTT, #x=*# .
P Directamente a partir das defini¢cdes. m

[DVII.26] Para um tuplo qualquer, x, chama-se balango TT ou simplesmente
balanco, ?A#x, ao tuplo #x = {#x,#x} . A

[SVII.05] Foi escolhida a palavra «balango» porque intuitivamente admite varias
dimensdes de apreciacdo. Foi considerado que termos alternativos como

«extensao» poderiam induzir mais sugestivamente ao reducionismo

unidimensional. ¢
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[DVIIL.27] Num balango TT, por analogia com os elementos de C, a primeira

componente pode ser chamada de componente real, e a outra de imaginaria.

[DVII.28] O valor absoluto do numero de componentes, ou capacidade, ou lotacao de

#x|, € um numero natural tal que: ‘# x‘ =#x+#x,asuaordem. A

um tuplo TT,

Notar que um n-tuplo ¢ um tuplo de lotagao n.

No sentido exposto, «ordem de um tuplo» e «lotagdo de um tuplo» sdo sinénimos, cujo
interesse € pratico, da mesma forma que “ordem de um termo num ppp” e “grau de um termo
num ppp” sao sindnimos.

[nDVII.02] Nao fica definido o que se entende por «valor absoluto de um tuplo».

[DVII.29] A norma quadratica, ou norma-2, ou magnitude, do niimero de componentes

#x” v ¢ um numero real positivo tal que:
2

el (1) -

[DVIL.30] A norma-n do nimero de componentes de um tuplo TT,

de um tuplo TT,

#x

#x| ,onde nelN,

Il

n:d(gﬁx)"{;xj" a

[TVIL.O8] Tem-se que a norma-1 ¢ a lotagdo de um tuplo TT, a sua ordem, ou seja:

¢ um numero real positivo tal que: H#X

oy

#x

ey

#x

"
P Directamente a partir das defini¢des. m
Assim #{ }=[0,1], sendo zero o seu comprimento real, dos presentes, o seu
preenchimento e um o comprimento imagindrio, dos ausentes, o seu provago. Tem-se que se
#x = [n,m], entao ?;f: ne ?;X: m.
[DVIL.31] Dado um tuplo NTT x, representar-se-a por X; a sua i-ésima componente,
tendo-se que i ¢ um nimero natural tal que: 1<i<#x. A

Visto ser um conjunto, o tuplo unitario x = [x] ¢ considerado distinto do seu tmnico

componente, X, tendo-se pois X # X.
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[SVII.06] Como visto, Hx = [n, m] onde n,me N, mas tem que se ter que [#x|> 0. Isto

quer dizer que n+m >0, ou seja que ndo podem ser os dois simultaneamente
nulos. Se ambos fossem simultaneamente nulos, tal obrigaria a existéncia de um
0-tuplo, que ndo foi definido. Esta problematica reaparecera quando se

pretender tratar a concatenacao de tuplos como distinta da concatenagdo de

fiadas. Qualquer tuplo s podera ser visto como uma fiada de comprimento #s.

A~

Qualquer tuplo em que [#s|= #s sera visto como uma fiada nula, pois #5=0. 0

0-tuplo, ndo definido mas intuido como J, seria o elemento neutro da

concatenagao de tuplos. ¢

VIl.2.4 - Concatenacéao de tuplos
A concatenagao de tuplos permite obter um tuplo a partir de dois. O simbolo que a
representa € ﬂA , ou simplesmente - .
[DVIL.32] A concatenagao de dois tuplos, x = [Xl,xz,....,xn] ey= [ Yis Yoseeees ym],
representada por w =x {y € o tuplo w = [Xl,xz,---,xn,yl, yz,---,ym]. A

De acordo com esta defini¢ao, W, = X;, Wi = Y, Woom = Y -

[SVIL.07] E posivel definir uma concatenagdo -, talque w =xHy=yl-x. ¢

VII.3 - Projeccdes
Pela projeccdo, a partir de um tuplo obtém-se: ou um urelemento ou um tuplo.
[DVII.33] Define-se a projec¢io simples NTT, X; = ﬁi(x), como o meio de, dado o
tuplo NTT x, obter o urelemento X, constituinte da i-ésima componente de x,
onde o niimero i é um natural tal quel <i<#x. A

Convém definir projecc¢do para um tuplo de indices, pois i é formalmente distinto do

tuplo [i].
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[DVIL34] Define-se a projec¢do NTT, x| = zf[i](x) , como o meio de, dado o tuplo
NTT x, obter o tuplo x;; = [Xi], onde a primeira e inica componente de x|} ¢ a
i-ésima componente de X, e onde 0 numero i é um natural tal quel <i<#x. A
Além disso, tem-s que:
[DVIL.35] Tem-se que, X[i,j] = ﬁ[ijj](x), onde ﬁ[i‘j](x)= x[i]ﬂ X[j]- A
Por aplicacdo iterada da defini¢do anterior € possivel definir projeccao para qualquer
tuplo NTT de indices vélidos, isto ¢, de indices entre um e #x inclusivé, mesmo com
repeticdes.
Trate-se agora do caso tolerante.
[DVIL.36] Define-se a projecgdo simples TT, X; = 7; (x), ou projec¢ao simples, como o
meio de, dado o tuplo TT x, obter o amontoado X;, amontoado esse ou nulo ou

constituido no maximo por um urelemento e que constitui a i-ésima componente

de x, onde o nlimero i € um natural tal quel <i S‘#x‘. A

[DVIL.37] Define-se a projec¢do TT, x| = ﬁ[i](x), ou simplesmente projec¢do, como o
meio de, dado o tuplo TT x, obter o tuplo x}jj= [x;], onde a primeira e tinica

componente de x[;) ¢ a i-ésima componente de x, ¢ onde o nimero i ¢ um
natural tal que 1< s‘#x‘. A

Fica assim feita a distingdo entre projec¢do simples e projecgao, pois i # [I] embora se

tenha que [x;]= X[i]-

[DVIL38] Tem-se que, X ] :fr[i,j](x), onde 7%[ _](x): X[i] -Hx[j]. A

i.]

Por aplicacao iterada da defini¢cdo anterior ¢ possivel definir projeccao para qualquer

Iy

#X|, mesmo com repetigdes.

tuplo TT de indices validos, isto ¢, de indices entre um e

[nDVILO03] Néo fica definido o que se entende por 7; ; (x) nem por i (x). A
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VIl.4 - SUmula

Foi assim desenvolvido o conceito de dupla tolerante e de tuplo tolerante, que ird
permitir definir o conceito de produto cartesiano com tolerancia e avancar para a definicao
das operagdes tolerantes e de outras estruturas algébricas incorporando a possibilidade de

tolerancia.
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VIII - Das relacOes aos sinais

Sobre o conceito de simbolo, tal como descrito em «IIl.1.1 - Cognicdo e simbolosy,
importa recordar que ¢ primitivo, simples e elementar. Concomitantemente, a discriminagao
entre simbolos, o facto de se poderem apreender simbolos distintos, também tem de ser
considerado da mesma forma. Simbolos distintos, em qualquer acepcdo, sdo for¢osamente
separados por transi¢des intersimbodlicas, que materializam a transformagdo de um simbolo

noutro. O mesmo acontece com as expressoes simbolicas e as suas transformagoes.

Saliente-se que aquilo que determinadas entidades computacionais véem como
transi¢des, outras podem ver como simbolos, e reciprocamente. Ser simbolo, ser transicao,
depende do ponto de vista do interpretador semiotico. Tao fundamentais como os simbolos

surgem assim as transformagdes de simbolos noutros, ou de expressdes simbolicas noutras.

E este aspecto que vai aqui comegar a ser discutido.

VIIL.1 - Correspondéncias

[DVIIL.O1] Diz-se que uma dupla esta estabelecida de forma TT, ou simplesmente
estabelecida, entre dois urdominios, ndo necessariamente distintos,
identificados como o primeiro urdominio e o segundo urdominio, se a sua
primeira componente, quando presente, for também elemento do primeiro
urdominio, e se a sua segunda componente, quando presente, for também
elemento do segundo. A

Posto isto, considerem-se dois urdominios ndo necessariamente distintos: U,

identificado como o primeiro urdominio ¢ V , identificado como o segundo urdominio.

[DVIIL.02] Chama-se evento ou acto de correspondéncia entre elementos de U e V,
ou simplesmente acto de correspondéncia entre U e V a qualquer dupla
estabelecida entre os urdominios U e V, por esta ordem. A

De acordo com a definig@o anterior, € possivel concluir que:

[TVIIL.O1] Qualquer dupla T pode ser vista como um caso de correspondéncia entre

elementos de urt . m

Além disso vem que:
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[DVIIL.03] Os elementos de urt sdo chamados os intervenientes no caso de

correspondéncia. A

Notar que um interveniente ¢ um urelemento, nunca podendo ser . Um caso de
correspondéncia pode ter s6 um interveniente, ou ndo ter intervenientes, conforme as

correspondentes duplas tenham uma componente nula, ou ambas as componentes nulas.

E possivel considerar conjuntos em que todos os seus elementos sejam casos de

correspondéncia, sejam duplas.

[DVIIL.04] Chama-se acontecimento de correspondéncia, ou simplesmente
correspondéncia a um conjunto no qual todos os elementos sejam actos de

correspondéncia. A

[DVIIL.05] Chama-se correspondéncia elementar ou caso de correspondéncia a uma

correspondéncia que seja um singletdo. A

Desta forma um caso de correspondéncia € um conjunto cujo Unico elemento € um acto

de correspondéncia.

[DVIIL.06] Uma correspondéncia € dita NTT se todos os seus elementos forem duplas

NTT. A

[DVIIL.07] Uma correspondéncia ¢ dita TT se pelo menos um dos seus elementos puder

ser considerado uma dupla TT. A

Neste texto uma correspondéncia ¢ muitas vezes representada por um Unico simbolo,
que ¢ uma maisculas do alfabeto latino, preferencialmente num tipo de letra “sans-serif”,

como o Arial e nunca em italico. No caso dessa transformacdo ser NTT procurar-se-a

assinalar o simbolo com uma titulagdo pela marca '~', um duplo paréntesis curvo deitado cuja

concavidade aponta para cima, como por exemplo em T . No caso dessa transformacgao ser TT

A
"

procurar-se-a assinalar o simbolo com uma titulacdo pela marca '"', um duplo paréntesis

curvo deitado cuja concavidade aponta para baixo, como por exemplo T. Quando sobre uma

transformagdo nada for dito acerca de ser TT ou ser NTT, pressupde-se que ¢ TT. Notar a

distingdo notacional: T é um conjunto que é uma transformac¢do TT, T ¢é o uramontoado do

urdominio T .
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VIII.1.2 - Produto urcartesiano

Como referido em «II.3 - Conceitos e conhecimentos pressupostos », ¢ considerado
como conhecida com suficiente rigor a defini¢do de par ordenado, (a,b) no sentido de
Kuratowsky, (a,b)< {{a}{ab}}. E também considerado como conhecido com suficiente
rigor o que se entende por produto cartesiano entre dois conjuntos quaisquer, AxB, onde o

conjunto B ndo tem necessariamente de ser distinto do conjunto A, que tem como resultado
um conjunto de pares ordenados. Assume-se também que
(AxB=CxD)=((A=C)A(B=D)).

No entanto, neste texto ¢ considerado que as defini¢des anteriores sao insuficientes, por
varias razoes:

a) Um par, enquanto conjunto, sugere fortemente um conjunto com dois elementos. No
entanto, um par pode ser um conjunto s6 com UM elemento, como € o caso de

(a, a ) = {{a }}, consequéncia manifesta da defini¢ao considerada.

b) Seja A= {a } Como consequéncia directa da definicao, tem-se que tanto
AxA={{a}},como Ax@={{a}} o que é uma situagio onde parece que
A=0J.

¢) Ndo é muito claro como definir um terno ordenado, se como ((a,b),c), se como
(a,(b,c)), se ainda como (a,b,c). Neste ultimo caso nem sequer esta definida a
sua obtencao a partir da definicdo de Kuratowsky.

d) A definicao de um produto cartesiano iterado, como Ax B xC permite obter que tipo

de ternos ordenados? Se como é habitual em R x R x R = R*, for um terno da
forma (rl, r,, r3), entdo como compatibilizar o facto de que, por um lado, um par
ordenado ¢ definido a partir de conjunto de Kuratowsky, com o facto de que,
por outro lado, um terno ordenado é um terno ordenado e ndo tem de ser
definido a partir de conjunto algum.
Na tentativa de colmatar as insuficiéncias justamente expostas, procurou-se neste texto
formular as convenientes defini¢cdes alternativas, onde as propriedades habituais se
mantivessem e estas insuficiéncias se dissipassem.

Sendo assim, vai continuar a ser usado o conceito de caso de correspondéncia

anteriormente elaborado.
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[DVIII.08] Chama-se produto urcartesiano NTT entre os urdominios U e V , nenhum
deles vazio, por esta ordem, com simbolo U XV , ao conjunto de todas as
duplas NTT possiveis de estabelecer entre os dois urdominios tais que, em todas
elas, a primeira componente ¢ também elemento de U e a segunda componente

¢ também elemento de V. A
Notar que as componentes sdo urelementos e portanto uramontoados.

[DVIIL.09] Chama-se produto urcartesiano TT entre os urdominios U e V', por esta
ordem, com simbolo U %V , ou simplesmente produto urcartesiano, ao

conjunto de todos os casos de correspondénciaentre J ¢ V. A

Ao referir simplesmente o produto urcartesiano, sem referir se ¢ TT ou NTT, fica

convencionado de que se estd a pressupor a tolerancia, que o produto urcartesiano € o x.

O produto urcartesiano ¢ assim um conjunto de duplas ordenadas, chamado o conjunto

urcartesiano, ou simplesmente o urcartesiano.
[DVIII.10] Uma urrelaciao ¢ um subconjunto do urcartesiano. A
[TVII.02] Qualquer urrelagdo ¢ uma transformacgao. m

E com base nestas defini¢des que ¢ possivel proceder a definicdo das operacdes em
geral. Estas podem, ou ndo, ser tolerantes, conforme os conjuntos urcartesianos envolvidos
sejam, ou ndo, tolerantes. Uma introdugdo a esse procedimento é abordada no préoximo

capitulo. Antes, porém, € necessario tecer algumas consideragdes.

VIII.1.3 - Iteracdo de produtos urcartesianos

Seja A um urdominio. O produto urcartesiano so esta definido para urdominios pelo
que a sua iteragdao, sem utilizar o conceito de encapsulamento que sera apresentado mais a
frente, ndo permite considerar interpretagdes do tipo (AXA)X A nem AX(AXA). Resta
assim indicar qual a interpretagdo correcta para A X A X A , o que € feito ja de seguida.

[DVIIL.11] Define-se X A (em alternativa < A ), ou simplesmente X A (em alternativa
I I

x A'), como o conjunto de todos os 1-tuplos TT (em alternativa NTT) possiveis

de elaborar com base em elementos de A. A
Notar que x{abc}={{a }{b}{c}}={[a][b][c]} e que

2{abe)={{a}{b}c}{}}={alb]][2]}
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[DVIIL.12] Defina-se X A (em alternativa x A ) como o conjunto de todos os 2-tuplos
2 2

TT (em alternativa NTT) possiveis de elaborar com base em elementos de A .

A
Notar que >;<{abc}= {[a,a][a,b][a,c][b,a][b,b][b,c][c.a][c,b][c.c]}, e que

>;<{abc} = {[a,@][a, a][a,b][a,c]lb,@J[b,a][b,b][b,c][c,@J[c,a][c,b][c,c]l@,aJ[@,bJ[@,cJ[@,@J}.

[DVIIL.13] O conjunto de todos os tuplos NTT de comprimento n possiveis de realizar

com elementos de A sera XA, neN. A
n

[DVIIIL.14] O conjunto de todos os tuplos TT de lotagdo n possiveis de realizar com

elementos de A serd xA, neN. A
n
[nDVIIL.01] N&o fica definido o que se entende por X A (em alternativa x A ). A
0 0

Lide-se agora com urdominios possivelmente distintos. Seja agora U = {---,D,---} um
conjunto finito e ndo nulo de cardinalidade k, de elemento genérico D. Todos os elementos
de U sdo urdominios.

[DVIII.15] Dados n conjuntos pertencentes a U, ndo necessariamente distintos,

D, D,---D,, chama-se produto urcartesiano tolerante de n urdominios, ou

simplesmente N- urcartesiano, com representagdo simbolica D, %---XD,,,

simplificavel para X, ao conjunto de todos os possiveis tuplos d tais que a
n

lotacdo de todos eles € sempre n e onde, além disso, se tem em todos eles que

d,eD;, 1<i<n, onde d, 2 7,(d). A

) ~
Tem-se assim que X =D, %---% D, e que deX.
n n

VIII.2 - Sobre os Tuplos
Como se viu, seja A um urdominio. Tem-se que [@ ]= []= { }, e ¢ um dos tuplos no

—
urcartesiano definido por XA. Considere-se agora um n-urcartesiano genéricox entre N
1 n

ursimples. Os elementos deste conjunto serdo tuplos TT. A lotagdo de qualquer destes tuplos

sera justamente N. Se esses N ursimples forem sempre o mesmo ursimples, 0 mesmo alfabeto,
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o tuplo resultante poderd ser chamado de fiada. No entanto o seu comprimento pode ser no

minimo zero € no maximo N .

VIII.2.1 - Fiadas e tuplos

Sobre o conceito de sequéncia de elementos de um conjunto, ou fiada, ou string,
importa relembrar «DVIIIL.13-14», onde ¢ afirmado que = ¢ um alfabeto quando for um
ursimples, um urdominio finito, cujos elementos serdo nesse caso preferencialmente

chamados simbolos, ou caracteres.

Sem perda de generalidade, sejam a e b simbolos de um alfabeto = . As fiadas literais,

construidas com base em elementos de = sdo escritas entre aspas, como "abb". Representa-

2

se por £° o conjunto de todas as duplas em EXXZ, ou seja o conjunto de todas as fiadas de

3

comprimento dois obteniveis com elementos de = . Representa-se por 2~ o conjunto de todos

""""" " representa o conjunto de

todos os n-plos ordenados possiveis de obter com elementos de = .

Na notacdo da algebra classica tem-se que 2=2'= 29 Na especificidade da notagao

dos produtos urcartesianos ha que constatar que o conjunto =, enquanto =2 deve ser

distinguido do conjunto=Z', obtido por XZ, tendo-se pois que Z=Z'. Notar que Z' é o
1
conjunto de todos os singletdes possiveis de formar com os elementos de = . Esta distingdo ¢

1

importante, pois muitas vezes € tentador escrever = como Z, o que constitui um habitual

—

abuso de linguagem. Nesta ordem de ideias ¢ adequado distinguir os elementos de =, p. ex o

simbolo 'a', das fiadas de comprimento unitario, p. ex. "a". Ou seja 'a'#"a". Tal é o que

acontece em muitas linguagens de computador, como por exempo na linguagem C (Kernighan-

1988).

A fiada nula ¢ definida como tendo comprimento zero, pelo que ndao pode ser obtida

pelas construgdes anteriores, que sao construgdes intolerantes. Para considerar a fiada nula ¢

necessario trabalhar em termos tolerantes, pois para tuplos NTT o comprimento #x € N , ndo
admite o valor zero, tal como visto em «VIL.2.3 - Normas relativas a tuplos ». Nestes termos,
#s

qualquer fiada s pode ter o seu comprimento |s| distinto da sua lotagao, , pois podem

existir falhas na presenca de caracteres. Nesta perspectiva a fiada literal s6 pode corresponder

aos elementos presentes. Assim, embora o comprimento da fiada esteja sempre bem definido,
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em termos tolerantes a lotagdo de qualquer fiada ndo fica definida. Qualquer fiada tal que a

parte real #s seja nula pode ser considerada uma fiada nula.

0

E possivel considerar o conjunto =", cujos elementos sdo todas as fiadas de

comprimento zero, necessariamente fiadas nulas, "", pois uma fiada nula ¢ qualquer tuplo de

comprimento nulo, independentemente do seu tamanho. Isto ¢ coerente com o facto de que

"aH*HH*"bH — HabH — ""*"a"*""*"b"*"". Tal a magnltUde de uma fiada é Sempre

indeterminado, a sua lotagdo também o ¢. Por isso é costume considerar apenas o

L]
comprimento de uma fiada, |s | =#s e que a fiada nula ¢ Unica.

Como visto, para poder criar fiadas nulas foi necessario trabalhar com urcartesianos

n

tolerantes. Convenciona-se que na notacdo = o n indica o comprimento da fiada. Desta

2

forma =~ representara o conjunto de todas as fiadas de comprimento dois mas nao o conjunto

de todas as fiadas de comprimento igual ou menor que dois.

A concatenacdo de fiadas ¢ indicada por 'f', sendo a fiada nula o elemento neutro. A

m n

concatenag¢do de um elemento de =" com um elemento de =", tem como resultado um

m =1 2
% com Z', com 3

[1]

elemento de =™", com m,neN,. A unido, U, de = , com E°, e assim

por ai em diante, produz £", o conjunto de todas as fiadas finitas. O conjunto de todas as

—_+ —0 —_k
= UsR =2,

fiadas finitas e nfo nulas é representado por =" . Tem-se pois que

VIIL.2.2 - Encapsulamento

Como visto em «VIIL.1.2 - Produto urcartesiano», o produto urcartesiano sO estd
definido para urdominios pelo que a sua iteracdo ndo permite considerar interpretagdes do tipo

(AxA)xA nem Ax(AxA) masapenas Ax Ax A . Isto porque os elementos do conjunto

(A X A) ndo sdo urelementos pelo que o impedem de ser um urdominio.

E no entanto sempre possivel estabelecer uma bijeccdo entre os elementos de um
urdominio de cardinalidade apropriada e os elementos de qualquer conjunto de tuplos. Esta
bijec¢do realiza o encapsulamento, '=', dos tuplos em urelementos. Uma vez encapsulado por
urelementos, o conjunto ¢ considerado um urdominio até ser desencapsulado, pelo que ja ¢
possivel participar num produto urcartesiano. Exemplifique-se este procedimento com quatro

conjuntos ursimples, {a },{b},{c},{x}.
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Para calcular ({a}x{b})x{c} procede-se do seguinte modo:
a) Calcula-se {a }x{b} obtendo-se {{a{b}}}.

b) Encapsule-se X:~ {a{b }} Notar que o tuplo é um conjunto, que nunca pode ser um

urlemento como o X. Assim, ndo ¢ adequado escrever um sinal de igual, =, entre eles,

preferindo-se explicitar o encapsulamento por um sinal ~, que apenas sugere uma igualdade.
¢) Calcule-se {x }x{c}, pois este produto esta definido e é calculavel, obtendo-se
{1x{c 11}, Notar que sem encapsulamento, a expressio anterior viria {{a{b 1 1%{c ], que ¢
um produto que nao esta definido.
d) Desencapsule-se x~:{a{b}}. A expressio {{x{c}}} transforma-se em
{{{a{bj}{c}}}. Notar que quer {{x{c}}} quer {{{a{b}}{c]j} so singletdes, mas s a
primeira expressao ¢ que o ppp permite considerar como um tuplo.

Assim, um tuplo desencapsulado pode ja ndo ser um tuplo. Serd mais aquilo que
ituitivamente se poderia chamar de hipertuplo, um tuplo cujas componentes possam ser nao
apenas urelementos mas também tuplos e mesmo hipertuplos. Notar no entanto que do ponto

de vista formal:
[nDVIIIL.02] Nao fica definido o que ¢ um hipertuplo. A

Mais uma razao para que se evite o sinal de igual para representar o

encapsulamento/desencapsulamento.
Como exemplo adicional desta técnica, tem-se que {c }%({a}x{b}) como
encapsulamento x~{b{a }} produzira {{c{x}}}, o que apos desencapsulamento sera

{{c{{a{b}}}}}, que é um singletdo cujo tnico elemento ja é um tuplo.

VIIL.3 - Relagbes

Vao agora ser definidas as relacdes, base do modelo de dados relacional, (Codd-1970).

Seja agora U = { -, D, } um conjunto finito e ndo nulo de cardinalidade k , de

elemento genérico D. Todos os elementos de U sdo urdominios.

[DVIIL.16] Dados n conjuntos pertencentes a U , ndo necessariamente distintos,

D, D,---D,, diz-se que & ¢ uma rela¢do de grau n definida nestes k

conjuntos, se £ for um conjunto de tuplos, { T, -}, todos com a mesma
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lotacdo n e se em todos e cada um desses tuplos T a primeira componente,
quando presente, provier de D, a segunda, quando presente, provier de D,, e
assim desse modo por ai em diante (Codd-1970). A
Notar que a expressio 7;(t)eD; so estard definida se {7;(t)}={}, pelo que se tera
{z(t)}cD;, Vte& ou entio que z;(t)éD,;. De uma forma mais concisa, & serd um

subconjunto do n -urcartesiano D, %D, X---XD,, ou seja: §§(D1 xD, >”<--->”<Dn).

VIIL.3.1 - Sobre as relacOes

Em termos gerais, as relagdes de grau 1 sdo chamadas de unarias, as de grau dois de

binarias, e as de grau n de n-arias, ou de aridade n. A lotagdo de um tuplo T, #t

, € igual ao

grau da respectiva relagdo, tendo-se pois que: ‘#@ﬁr‘ =n. A cardinalidade do conjunto de tuplos

& ém, ou seja #& =m. Uma aplicacdo pratica deste facto € que muitas vezes as relagdes sdo

representadas por tabelas regulares com m linhas, onde cada tuplo ocupa uma linha, ¢ n
colunas, onde cada urdominio corresponde a uma coluna (Codd-1970). Relembre-se que uma
tabela ¢ dita regular quando todas as linhas tém o mesmo numero de colunas e todas as
colunas tém o mesmo niimero de linhas. A permuta¢do de quaisquer duas colunas distintas da
tabela que corporiza a relagdo conduz a uma relagdo diferente. Ainda ¢ possivel falar de
relacionamentos, (Codd-1970), que sdo classes de equivaléncia de relacdes. Nessas classes de
equivaléncia as relagdes s6 diferem entre si pela permutacdo de colunas nas tabelas que as

corporizam.

VII1.3.2 - ProjeccOes e aplicacbes
Seja dado um n -produto urcartesiano de D,---D, urdominios, pela ordem indicada,

nem todos necessariamente distintos, D, xD,%---xD, que, segundo «DVIIL.16», ¢ um
conjunto X de tuplos x, eseja & < X.
n n

[DVIII.17] Chama-se projecgdo de & segundo a i-ésima componente ao conjunto
IT {i}(f ) c D; que goza da propriedade

(Xi E(H{i}(f))):(ﬂxefzxi =7(x)) com1<i<n. A
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Notar que o pi maiusculo aplica-se a conjuntos de tuplos e permite obter conjuntos de

urelementos, e que o pi mindsculo aplica-se a tuplos e permite obter urelementos.
[SVIIL.01] Pode considerar-se uma notacao apoiada na forma do indice do pi. Se este
indice for tdo somente i o resultado é um uramontoado. Se for {i}, o resultado ¢
um conjunto. Se for [i] o resultado é um tuplo. 4

Convém definir aplicagdo TT. Esta definicdo serd instrumental para a futura definicdo

de operacdo binaria tolerante.

[DVIIL. 18] Chama-se aplica¢ao TT a qualquer transformagao X, cuja cardinalidade
2

~

seja #(>2<j = 1+#D,, tal que H{l}(>2<j = D, e em que exista sempre um

~

unico elemento x € >2< tal que [ |= fr[l](x). A

Uma aplicagdo TT ¢ assim uma transformagdo em que que cada elemento de D, ¢

interveniente uma unica vez ¢ em que, além disso, s6 hd um unico caso de correspondéncia

com a primeira componente nula.

VII1.3.3 - Relacgdes binarias

Embora as relagdes de qualquer aridade sejam importantes por direito proprio, as
relacdes binarias merecem classificagdes autonomas, quer pelo interesse que o seu estudo
possui, quer também pelo facto de que sdo a base para a constru¢do posterior de muitos
conceitos importantes e fundamentais, como os de funcio e de operacdo, conceitos estes que

sdo basilares ao desenvolvimento e aplicacao de qualquer teoria.
[DVIIL.19] De acordo com o exposto, uma relagao binaria R ¢ um subconjunto de um
produto 2-urcartesiano D, X D, , tendo-se RQ(D1§D2). A
Nas relagdes binarias NTT ¢ tradicional chamar contradominio, ao conjunto D,,
ficando o nome de dominio reservado para o conjunto D,, sendo a relacdo binaria
representada por D, — D,. Visto a relagdo bindria ser entendida como um conjunto de
duplas, tem-se que (D, — D,)c(D,xD,). Para representar a relagio bindria, também é

costume encontrar a notagdo equivalente XRy com xe D, AyeD,.
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VIIl.3.4 - indices e ordenacdes

Como os urdominios D; e seus urcartesianos D, x---% D, s@o conjuntos, em todos eles
¢ sempre possivel definir relagcdes de ordem total.
[DVIIIL.20] Quando num urdominio D;, ou num produto n-urcartesiano de urdominios,
D, %---D;%x---xD,,, estiver definida uma ordem total <;, dir-se-a que D;,

respectivamente D, X---[D;X---% D, , é ordenado, ou indexado, por <;. A

Muitas vezes esta ordenagdo ¢ vista como consequente de uma aplicagdo de D;, ou de

D,%---D;%x---xD,,, para um subconjunto N de Z com cardinalidade adequada.

VIIL.3.4.1 - IndexacBes: multiplas, Unicas e sequenciais

Como se verd ja no seguimento, os sinais de indole discreta sdo vistos como relacdes
indexadas. Nesta aplicacdo pratica lida-se muitas vezes com repeticdes, pelo que importa

pormenorizar a conceptualizacdo adequada para estes casos.
Seja Z um conjunto de relagdes. Para toda e qualquer relacio £eZ sdo definiveis

aplicagdes, da totalidade dos seus elementos T , para todos os elementos N num subconjunto

N de Z.
[DVIIL.21] A toda e qualquer dessas aplicagdes, v :£—> N cZ chamar-se-a “regra de
indexacdo”. A
Notar que estas aplicagdes v sdo tais que para cada Te &, existe sempre um e um so
correspondente valor neN, mas que a T distintos podera corresponder o mesmo valor

ne N, chamado de indice multiplo.

[DVIIL.22] Sendo este o caso, a aplicagdo v ¢ chamada de indexacio multipla. A

Notar também que neste caso a aplicacdo v ndo ¢ injectiva, pois tal obrigaria que a

distintos T correspondessem distintos n. No entanto, todos os elementos neN sdo imagem
de pelo menos um elemento Te€& . Esta-se assim perante a indexagdo multipla, a qual

abrange todos os elementos de &, e em que o mesmo n pode ser a imagem de diversos T .

[DVIIL.23] Quando v for tal que para cada T exista sempre um e um so

correspondente valor neZ, a aplicagdo sera bijectiva entre £ e um subconjunto
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N cZ, e sera chamada de “indexacéio unica” de £, e o nimero inteiro n,
associado a cada T , serd chamado de indice Unico, ou simplesmente indice. A

Uma regra de indexagdo v ¢ pois concretizada num conjunto { . -,{‘r, n},- . -}de conjuntos

de cardinalidade dois, podendo ser uma indexacdo multipla ou uma indexa¢do Unica. Em
todos estes conjuntos de cardinalidade dois, um dos elementos ¢ um tuplo sendo o outro um

nuimero natural.
Como facilmente se depreende, em qualquer regra de indexacdo a cardinalidade de &

nunca pode ser inferior a cardinalidade de N . Ou ¢ superior ou ¢ igual. No entanto, quando v

for uma indexacao unica, a cardinalidade de & ¢ forgosamente igual a cardinalidade de N .
Neste caso a ordem natural dos neN induz em & uma relacdo de ordem total.
[DVIIL.24] A ordenagao total de & induzida por uma indexacao unica, ¢ chamada
encadeamento de £. A
Mas nada garante que indices consecutivos sejam niimeros inteiros consecutivos.

[DVIIL.25] Se a indexagao unica for tal que indices consecutivos sejam inteiros
consecutivos, a indexa¢do sera chamada de “indexagdo sequencial”, ou

simplesmente indexacio. A

Neste caso, o encadeamento ¢ chamado de serializa¢do, ou sequencia¢do de &, e o
conjunto {r,n}, de cardinalidade dois, ¢ representada por t[n] e é chamada amostra.

Uma indexagdo permite pois definir um conjunto de amostras, ¢ representada por
{[n]}, e ¢ possivel falar na sequéncia {t[n]}. Uma amostra sera o objecto representado por
[n]. Quando, dado um certo|[n]e{t[n]}, se pretender referir apenas o respectivo t , falar-
se-4 do valor da amostra t[n]. Quando se pretender referir apenas o n, falar-se-a do indice da
amostra t[n]. Desta forma ¢ possivel falar do valor de uma amostra ¢ do indice de uma

amostra.

VII1.3.4.2 - IndexacOes simples versus indexacOes compostas

Numa indexag¢do Unica, sequencial ou ndo, ¢ possivel de acordo com a conveniéncia,
considerar o indice n fun¢dao de T, sendo tal funcao referida como a funcdo indexante, ou
alternativamente, considerar o tuplo T fun¢do de n, falando-se neste caso de uma funcao de

acesso ao valor a partir do indice.
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Em muitas situacdes de interesse pratico € até possivel considerar o indice n funcao de
apenas parte dos elementos de T, ou mesmo de um unico. Nesta tltima situagdo diz-se que a
indexacdo ¢ simples. Este Gltimo caso acontece amitde, quando a precisa origem temporal
ndo encerra interesse, € a amostragem ¢ regular. Neste caso, os instantes de amostragem,
normalmente referenciados a zero, sdo passiveis de ser bijectivados com os indices n, sendo
irrelevante para o efeito os outros elementos do tuplo que representam p. ex., intensidades

luminosas ou sonoras.

[DVIIL.26] Diz-se que a indexagao ¢ composta quando ¢ efectuada tendo por base mais

do que uma tnica componente de T . A

VIIl.4 - Sinais discretos

[DVIIL.27] Diz-se que E ¢ um sinal discreto se em todo e cada £eZ= estiver definida
pelo menos uma sequenciacdo. A

O teorema da boa ordem, (Suppes-1972) (Rubin-1967), afirma que, qualquer que seja o
conjunto, ¢ sempre possivel definir pelo menos uma boa ordem. Para qualquer conjunto finito
a boa ordem ¢ uma ordenagao total, e portanto, qualquer que seja &, é sempre possivel definir
pelo menos uma serializagao, ou sequenciagdo v . Mas ser possivel definir ndo quer dizer que
esteja definida. Por isso, ndo ¢ de mais salientar que, embora em qualquer conjunto = de

relagdes &, seja sempre possivel definir pelo menos uma serializagdo para todo e qualquer

—

dos seus elementos, para que E seja um sinal discreto todos os seus elementos tém que ter
pelo menos uma serializa¢ao definida. Pelo que um sinal discreto ndo é apenas um conjunto

de relagdes. E sim um conjunto de relagdes indexadas.

VIIl.4.1 - Sinais como relagdes indexadas

Num sinal discreto, para cada &, podem estar definidas mais do que uma serializagao,
mas apenas uma € sempre uma ¢ que ¢ considerada como primaria, ou activa, ou de
referéncia. A parte excepgdes pontuais devidamente assinaladas, a partir daqui v devera ser
sempre interpretada como sendo a indexagao activa de & .

Em consequéncia, num sinal discreto, se para um dado & estd definida apenas uma

serializagdo, esta ¢ necessariamente a de referéncia. As serializacdes nao activas sera dado o

nome de serializagdes alternativas. Por outro lado, dada uma relagdo & arbitraria, ¢ sempre
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possivel definir uma serializagdo. Pelo que para qualquer conjunto de relagdes, =, basta
definir uma ordem total nas relagdes que ainda ndo a tenham, para que = passe a ser um sinal

discreto.
Utilizando a técnica do encapsulamento, ¢ possivel falar de [§,V], onde £ ¢ uma
relacdo, e v a sua serializacdo activa. Qualquer conjunto {---,[é,v ],---}, onde cada relagdo &

¢ serializada por v, € considerado um sinal discreto. De forma equivalente, pode ser afirmado
que qualquer sinal discreto ¢ um conjunto de relagdes indexadas. Se pelo menos uma das

£eZ ndo estiver serializada, entdo = ja4 ndo poderd ser um sinal discreto, embora possa
sempre ser convertido num sinal discreto.

Um outro aspecto que convém salientar ¢ que, como se viu, numa relagdo todos os
tuplos sdo distintos, independentemente do facto de a relagdo estar, ou ndo estar, indexada.

Sendo assim, quando a relagdo estd sequenciada, a aplicagdo v :£—>NcZ ¢ bijectiva. Isto

porque numa relagdo ndo existem tuplos repetidos. Para o engenheiro defrontado com a sua
pratica tal facto pode originar perplexidades. Sendo veja-se o seguinte caso. Considere-se um
sinal continuo constante, amostrado a um determinado ritmo. Obtém-se assim aquilo que ¢
comummente referido como amostras todas com o mesmo valor, porque o sinal ¢ constante. E
apetece concluir: “Entdo se as amostras tém todas o mesmo valor, todos os tuplos t€ém o
mesmo valor, pelo que existem casos em que num sinal tém de ser considerados tuplos

repetidos, ou entdo o sinal s6 pode ter um tuplo!”.

O ponto de vista defendido no presente texto ¢ que tal ndo pode ser admitido. A
interpretacdo aqui advogada ¢ a seguinte. Para este caso, o valor de cada amostra ¢ um tuplo,
de aridade dois. O primeiro elemento do tuplo representa a amplitude de certa grandeza fisica.
E o segundo elemento representa o instante de amostragem. Por conveniéncia de
representacao, ¢ possivel usar a redundancia inerente a esta situagdo para abdicar, sem perda
de informacdo, da representagdo explicita de tuplos, e/ou elementos de tuplos. Desta forma,
conhecendo o ritmo de amostragem, todos os sinais constantes para o0s quais seja
desnecessario o conhecimento do instante de inicio, podem ser representados por um unico
valor, que nao ¢ mais do que a amplitude, invariante no tempo. A partir desta singela
representacdo e do conhecimento do ritmo de amostragem, pode o sinal ser reconstruido sem
erro. Pelo que € preciso saber distinguir entre um sinal, e uma representacao particular desse

mesmo sinal. Numa representagdo particular de um dado sinal pode parecer que existem
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tuplos repetidos, mas fica aqui expresso com exactiddao de que do ponto de vista formal, tal

nunca pode acontecer.

VIIl.4.2 - Sinais discretos unidimensionais

Em telecomunicagdes, em controlo, em medicina, em multimédia, ¢ em muitas outras
areas de actividade, as duplas que registam os dados num sinal discreto sdo vulgarmente
obtidos por amostragem, e chamadas de amostras. No entanto, noutros contextos, ja um sinal
discreto pode ndo ser obtido por amostragem nem considerado como formado por amostras.
Nos mercados financeiros em lugar do termo amostra, ¢ normal usar o termo cotagdo. Nao
obstante, como visto em «I1.4 - Pormenores da notagdo relativa a sinais discretos», € pratica
comum chamar amostras as duplas que formam um sinal discreto, mesmo que ndo sejam

obtidos por amostragem.

Por outro lado, lidando com amostras entendidas de forma tdo lata, podem ocorrer
situacdes em que nao seja adequado considerar que se esta perante um sinal discreto genuino.
Por isso, para que um sinal discreto possa ser considerado valido, ¢ necessério que obedeca as

seguintes condigdes:

e Um sinal discreto ¢ um conjunto de amostras, em que cada uma delas ¢ formada por
um valor e um indice.

e Numa amostra, existe sempre quer o valor, quer o indice.

e Um sinal discreto tem sempre um nimero finito de amostras.

e Um sinal discreto tem sempre pelo menos uma amostra.

Numa grande parte dos casos de interesse, o valor de uma amostra ¢ de indole numérica.

No caso particular dos indices representarem localizacdes, ter-se-4 um sinal discreto no
espaco, ou série espacial, ou sequéncia espacial. No caso particular dos indices representarem
instantes do tempo, ter-se-4 um sinal discreto no tempo, ou série temporal, ou sequéncia

temporal.

Nao se considera possivel existirem sinais sem amostras. Num sinal, ndo existem
indices repetidos, pois como se viu, num sinal, ndo podem existir amostras com indices
idénticos.

Em conclusdo, um sinal discreto ¢ formado por amostras, sendo cada uma destas, por
sua vez, formada por um valor e um indice, nenhum deles necessariamente numérico. Tanto

os valores como os indices sdo entendidos como ocorrendo de forma discreta, ndo continua.
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No entanto, a representacdo, quer dos valores, quer dos indices, ¢ normalmente efectuada de
forma numérica. Além disso, os valores sdo muitas vezes apresentados como provenientes de
um conjunto continuo, como os numeros reais, enquanto que os indices provém de um

conjunto numeravel, como os inteiros.

VIIl.4.2.1 - Exemplos de sinais

No caso particular de um sinal discreto unidimensional o conjunto de relagdes que o
forma tem como elementos apenas uma unica relagdo bindria, em que um dos dominios
representa o valor de uma grandeza, ¢ o outro dominio ¢ um indice, nao obrigatoriamente de

indole temporal.

Num sinal digital de dudio mono, um dos dominios ¢ o conjunto de valores possiveis de
ser obtidos a saida do conversor A/D, e o outro representa o tempo. Saliente-se aqui
novamente que ambos os dominios podem ser ordenados totalmente pela habitual relagdo <,

mas que tal s6 ¢ usado no dominio indice.

No caso habitual de um sinal de dudio estéreo, ter-se-4 uma relagdo ternaria, em que
dois dos dominios representardo o mesmo conjunto de saidas possiveis do conversor A/D, e o

terceiro representa o tempo.

Considere-se o sinal que representa as cotacdes da companhia PT (Portugal Telecom
SGPS SA), transac¢ao a transac¢do. Neste inicio de século XXI esta companhia ¢ cotada
simultanecamente em duas bolsas: NYSE e EuroNext. Em cada uma das bolsas a informacao
relativa a cada negocio consiste na cotagdo, numero de ac¢des, DataHora da transac¢do, com
granularidade ao segundo, e numero sequencial do dia. Dois negocios na mesma bolsa sdo
distintos porque nao podem ter a mesma DataHora e o mesmo nimero sequencial. Se forem
de bolsas diversas, tal ja poderd acontecer. A indexacao serd assim uma indexagdo composta,
tendo a funcdo indexante aridade dois. Tem-se assim neste exemplo que = sera o sinal que

representa a cotacdo da PT, e contera duas relagdes £, uma para cada bolsa. Cada uma das
relacdes & ¢€ serializada por uma fun¢do indexante que tem como argumentos DataHora e
nimero sequencial do dia.

Finalmente, considere-se o caso de uma imagem RGB. O sinal = representa um

mosaico regular de pixéis. Este sinal contera apenas uma relacdo &, onde cada amostra, que

contém informagao sobre os trés valores RGB e as coordenadas XYZ, representa um pixel
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individual. A relagcdo & ¢ serializada pela combinacdo adequada das coordenadas XY. A

indexacao ¢ assim composta, tendo a func¢ao de indexacdo aridade dois.

VIIL.5 - SUmula

Abordaram-se os produtos urcartesianos, as relacdes tolerantes e os sinais.

Seguidamente vai ser feito um resumo, quer das conclusdes quer das linhas de

investigagdo que podem ser prosseguidas, com o qual se termina este texto
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IX - Conclusoes

IX.1 - Aspectos finais

As decomposicdes abelianas permitem decompor um sinal em varias componentes cuja
soma integral resulta na reconstru¢do do sinal. A decomposi¢do EMD ¢é uma decomposi¢ao
abeliana empirica, ndo utiliza fungdes de base pré fixadas. A EMD foi desenvolvida para a
decomposicdo de sinais discretos que oscilam em torno de uma tendéncia mas que possuem
caracteristicas nao estacionarias. O algoritmo de decomposicido EMD ¢ intrinsecamente

discreto.

Contrariamente ao habitual, a EMD ndo tem uma definicdo analitica, mas apenas
algoritmica. Tal coloca dificuldades formais, especialmente no inicio e fim do sinal pois ai
nao estdo presentes as amostras requeridas pelo algoritmo para funcionar correctamente. Estas
dificuldades sdo motivadoras para investigacdes sobre as implicagdes formais da auséncia de
amostras no processamento de sinais. Note-se que estas dificuldades, induzidas pela presenca
das extremidades limitrofes do sinal, sdo transversais € comuns a todos os processamentos de

sinais de duragao limitada.

1X.1.1 - Caracteristicas da EMD

A motivagdo pratica para este texto surgiu pela necessidade de formalizar os problemas
encontrados na aplicagdo da EMD. Esta formalizacdo teria de provir directamente de
conceitos muito gerais ¢ basilares pois a EMD ndo tem justificagdo analitica Relembre-se que
esta decomposicdo origina varios modos oscilantes empiricos de média nula, %(t),
convencionalmente chamados IMF (Intrinsic Mode Functions), fungdes de modo intrinsecas,
que podem no entanto ser interpretadas como sinais AM/FM de portadora sinusoidal:
@)= A.(t) cos(.(¢)), cujas envolventes sdo simétricas (Ortigueira-2004). Para além de um
conjunto de IMFs, a EMD origina também um sinal residual, apelidado trend, onde se

encontra a informag¢ao de média e tendéncia.
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As IMFs sao geradas por ordem decrescente de frequéncias centrais. Além disso o
algoritmo comporta-se como um banco de filtros (Rato-2008b) (Flandrin-2004b), podendo o

resultado final ser considerado como uma decomposi¢do tempo frequéncia.

1X.1.2 - Problemas associados

Por ser uma técnica definida por um algoritmo, ¢ ndo por uma formulagdo analitica,
verifica-se que ¢ muito dependente, quer de pequenos detalhes no software efectivamente

empregue, quer de pequenos detalhes no proprio sinal.

A envolvente de um sinal discreto, ndo ¢ uma fung¢ao tnica. O niumero de IMFs nao ¢
predefinido. Basta uma pequena alteragdo no sinal para mudar este nimero. Além disso, esta
sempre presente o problema das extremidades e do mais adequado tratamento quando os
dados s3o ausentes. As consideragdes tedricas sobre este assunto conduziram ao
desenvolvimento do conceito de tolerancia, entendido enquanto «tolerancia a falha de

presenca de amostrasy», enquanto «tolerancia a ausénciay.

I1X1.3 - Desenvolvimentos tedéricos formais

Foi elaborada a defini¢ao de vizinhanga em sinais discretos, com base na qual foram
desenvolvidas as fungdes classificativas para os maximos e os minimos. As fungdes
classificativas, tal como definidas, ndo sdo tolerantes a falhas, ndo sdo tolerantes a auséncia de
um argumento. Por isso nas extremidades estas fun¢des ndo podem funcionar porque esta
ausente, ndo existe, uma das vizinhangas necessarias. Esta problematica da tolerancia esta na
raiz das consideragdes tedricas desenvolvidas posteriormente, numa perspectiva finitista -

construtivista da computagdo enquanto actividade mediada simbolicamente.

Foi realizada a apresentacdo, quer dos simbolos e sua utilizagdao, quer da auséncia de
simbolo e sua utilizacdo, enquanto suportes de toda a computagdo. Considerou-se que para
lidar correctamente com a tolerancia, consequente da auséncia de simbolo, a 16gica envolvida
devera ser a trivalente. Desta forma, sempre que for necessario trabalhar com operagdes
tolerantes em geral e igualdades tolerantes em particular, ¢ necessario considerar tal

actividade num contexto de logica trivalente.

Foi desenvolvida a defini¢cao de urconjunto, instrumental para a definicdo de operagdes

tolerantes. Para isso aplicou-se uma numera¢do de Matula modificada para definir o ppp
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(pseudo polinémio de pertenca). Com base no ppp definiu-se o conceito de dupla ordenada

com tolerancia e prosseguiu-se para a defini¢cdo dos tuplos tolerantes e das suas propriedades.

Finalmente atingiu-se a defini¢do de produto cartesiano com tolerdncia, de forma
permitir desenvolver a teoria das estruturas algébricas incorporando a possibilidade de
tolerancia. De acordo com a perspectiva desenvolvida, os sinais discretos sdo relagdes

tolerantes indexadas.

IX.2 - Perspectivas futuras

O trabalho desenvolvido e exposto neste texto encerra multiplas potencialidades futuras.

IX.2.1 - Perspectivas futuras: Quanto a EMD

O desenvolvimento do conceito operacional de extremo de um sinal discreto baseado
em funcdes de vizinhanga variavel, e ndo fixa como foi descrito, € algo que carece de trabalho
complementar. Relativamente a determina¢do das envolventes cumpre referir que sdo
possiveis diferentes algoritmos que permitam garantir a caracteristica de envolvente sem

obrigar a tangencia obrigatoria com o extremo discreto.

Relativamente a identificagdo e extraccdo das IMFs ¢ possivel explorar outras técnicas
que ndo as baseadas na anulacdo da média entre as envolventes superior e inferior. A
exploracdo dessas possibilidades, juntamente com a questdo da convergéncia teodrica do

algoritmo permite antever um rico e proficuo campo de investigacao a explorar.

IX.2.2 - Perspectivas futuras: Quanto a logica trivalente

A logica trivalente, tal como exposta, foi elaborada na perspectiva da sintese de
circuitos capazes de a executarem. Um rico campo de investigagao, que uma rapida revisao de
literatura efectuada em 2010 permitiu identificar como muito promissor tem a ver om a
simplificacdo das funcdes logicas trivalentes, nomeadamente na generalizagdo dos mapas de

Veitch - Karnaugh para variaveis trivalentes.

1X.2.3 - Perspectivas futuras: Quanto a algebra tolerante

Este texto ndo avangou para além da defini¢do de produto cartesiano tolerante e do que

¢ uma relagdo tolerante. Sendo assim e no sentido de atenuar as limitagdes deste texto, uma
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linha de investigagdo que pode ser prosseguida consiste no desenvolvimento teérico da teoria

das operagdes tolerantes.

Neste ponto duas grandes linhas de investigagdo se apresentam como muito
importantes. Uma delas ¢ o desenvolvimento das estruturas algébricas tolerantes, a outra ¢ a
concomitante teoria dos espacos vectoriais tolerantes, teoria essa que nos parece
incontornavel para lidar correctamente do ponto de vista tedrico com operagdes tolerantes
envolvendo sinais. O ndo desenvolvimento de tais teorias constitui uma limitacdo deste

trabalho.

Quanto as estruturas algébricas tolerantes, ¢ no entanto possivel sugerir algumas linhas
de investigacdao futura. Uma delas serd sobre a definicdo e propriedades do que deve ser
entendido como um grupo tolerante. Depois € possivel investigar o enlace de operacdes
tolerantes e estipular o que deve ser entendido por um anel tolerante e em que condigdes. Tais

passos sdo preparatorios para a defini¢do e desenvolvimento da conceptualizagdo do que ¢ um

r

corpo algébrico tolerante. E natural que s6 depois disso é que se estarda em condi¢des de

definir o que € um espaco vectorial tolerante e pesquisar quais as sua caracteristicas.

Como inicio desses desenvolvimentos algébricos podemos sugerir os seguintes pontos:

IX.2.3.1 - Operacgdes binarias tolerantes

O conceito de operagao binaria € bem conhecido, sendo normalmente definido a partir
do conceito de par ordenado (Hungerford-1980; Oliveira-1982). Com vista a aceder em termos
tolerantes ao dmago dos espacos vectoriais, comece-se por restabelecer, a partir do conceito

de dupla TT, o que € uma operagdo binaria tolerante.
[DIX.01] Uma operacéao binaria TT definida num urdominio S, com simbolo 6 sem
perda de generalidade, ¢ uma aplicacdo TT tal que, D,, o primeiro urdominio
corresponde ao encapsulamento do conjunto S XS, tendo-se pois D; = Sx S e
em que o segundo urdominio, D, , é o proprio conjunto S. A
Notar que a aplicacdo ¢ TT, pelo que se pode dar a auséncia do tuplo dos argumentos.
Simbolicamente, utilizando o simbolo da operacdo em notagdo infix, vem que
Vs €S, Vs, ES: (sl ész)é S. No entanto, esta notagdo infix ndo realga suficientemente o

facto de que numa operacdo bindria TT, 0 actua sobre um 2-tuplo s, o argumento (ndo

necessariamente presente), de forma a produzir um urelemento s, o resultado. Tem-se que
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s €S, pelo que spode ser a, por «DVL17». Também se tem que sé(SQS), pois a

aplicacdo ¢ TT, pelo que da mesma forma s pode ser & . Tal ndo coloca questdes a escrita da

operagdo em notacdo prefix. Em notacdo prefix a operagdo serd escrita como s = s. Esta

expressdo permite facilmente considerar o caso especifico 0Q, em que se obtém um
resultado na auséncia de argumento. Este caso especifico ¢ dificilmente representado em
notac¢ado infix, onde DOD corresponderd, em notagdo prefix, a é[ , ], que ndo ¢ confundivel
com 6.
[DIX.02] Diz-se que uma operagao binaria TT ¢ moderada, ou bem comportada, sse
em notagao prefix: 0D 2 & . No caso contrario diz-se ndo moderada, mal
comportada ou imoderada. A

Esta definicao ¢ uma particularizagao da «DIX.04». Normalmente lida-se apenas com

operacdes binarias TT moderadas.
Uma operagao bindria TT ¢ uma operacdo com dois argumentos, as componentes s, €

s, de qualquer dupla TT [s,,s, |e(S%S), ¢ um resultado s &S .

Neste tipo de operagdes ¢ possivel considerar:

a) A existéncia de um elemento neutro como sendo aquele s € S que, quando
argumento, conduz a que o resultado seja igual (no sentido =) ao outro argumento, qualquer

que seja o outro argumento.

b) A existéncia de um elemento absorvente como sendo aqueles € S que, quando
argumento, conduz a que o resultado seja igual (no sentido =) a ele proprio, qualquer que seja

0 outro argumento.

Foi assim estabelecida a defini¢do de operagdo bindria, no sentido tolerante, em que
ambos os argumentos provém do mesmo urdominio. No entanto esta obrigacdo, dos
argumentos terem de provir do mesmo urdominio, ¢ muito inibidora pois num espago
vectorial a multiplicagdo escalar, entre um escalar e um vector, actua entre elementos de

conjuntos potencialmente diferentes, os escalares e os vectores.

No sentido de aliviar a restricdo de origem dos argumentos, vai agora ser elaborado o
conceito mais abrangente de operagdo diadica TT, da qual a operagdo binaria TT ¢ um caso

particular.
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1X.2.3.2 - Operacgdes Diadicas - ODs

Para melhor formalizar a defini¢do de operacdo diadica vai ser preciso considerar trés

urdominios.
[DIX.03] Sejam X, Y e Z trés urdominios ndo necessariamente distintos. Define-se
operagao diadica, OD, de simbolo g/; sem perda de generalidade, entre X e Y,
por esta ordem, com resultados em Z como uma aplicagdo TT onde D,, o
primeiro urdominio corresponde ao encapsulamento de conjunto X XY , tendo-
se D, ® XXY eem que o segundo urdominio, D, , é o proprio conjunto Z .
A
Simbolicamente, utilizando o simbolo da opera¢do em notagdo infix, vem que
VxeX,VyeY: (x;igy)é Z . Em notagio prefix, com 1 &(X X Y) e z&Z, vem draz,
[DIX.04] Diz-se que uma OD ¢ moderada, ndo criativa ou bem comportada, sse em
notagdo prefix ;13@ 2: (. No caso contrario diz-se ndo moderada, criativa, mal
comportada ou imoderada. A
Esta definicao ¢ uma generalizagdo da DIX.02.

Consequentemente uma operacao diadica € uma operagdo com dois argumentos, as
componentes x ¢ y da dupla[x,y]e(X%Y), e um resultado z&Z . Realce-se também que

X, y € z nao sao em geral elementos de um mesmo urdominio.

1X.2.4 - Perspectivas futuras: Quanto aos espacos vectoriais e

teoria do sinal

Como justamente visto, uma das linhas de investigacao futuras ¢ a de definir o que é um

espago vectorial tolerante e pesquisar quais as sua caracteristicas.

Como inicio dessa tarefa podemos sugerir os seguintes pontos, prévios a introdugdo da

tolerancia:
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IX.2.4.1 - Espacos vectoriais simbdlicos

Seja Vum conjunto ndo vazio, sendo @ um seu elemento genérico. Seja F um
conjunto com pelo menos dois elementos, sendo ¢ um seu elemento genérico. Os conjuntos

V e F nao sdo necessariamente distintos.

[DIX.05] Chamem-se vectores aos elementos de V . Considere-se que em V estd
definida uma soma, cujo simbolo é +, chamada soma vectorial. Esta operagdo é
de tal forma que V munido desta soma vectorial é um grupo abeliano,
doravante referido simplesmente como o grupo V. Quer isto dizer que a soma
vectorial ¢ uma operacdo bindria associativa e também comutativa (abeliana),

que tem elemento neutro chamado vector nulo, representado por Oy, , € que

todos os elementos t€ém um tnico oposto, chamado simétrico de & ou negativo

de o enotado —« , ou seja, tem-se
VaeV,3 —aeV: (@ -a)= 0y =(-aTa)
9 . - V - .
Notar que um vector, &, € o0 seu simétrico, —a , ndo t€m necessariamente de ser

distintos. Por exemplo, o simétrico de 0y, € o proprio Oy, , tendo-se pois

Chamem-se escalares aos elementos de F. Considere-se que em F estdo definidas duas
operacdes: uma soma associativa e comutativa, chamada soma entre escalares,
cujo simbolo ¢ +, cujo elemento neutro ¢ 0, que € chamado de escalar nulo ou
zero, € uma multiplica¢do associativa e comutativa, chamada multiplicagado
entre escalares, de simbolo omisso e sempre pressuposta aquando da escrita
justaposta de elementos de F, cujo elemento neutro é 1, que é chamado de
escalar unitario ou um, necessariamente distinto de 0 . Estas operagdes sdo de
tal forma que F munido destas duas operagdes € um corpo, doravante referido

simplesmente como o corpo F.

Consequentemente tem-se que a multiplicacao entre escalares ¢ distributiva pela soma

entre escalares, tal como expresso por Vc;,¢,,ci€F: ¢,(cy+¢; )=cey + 63

Diz-se que esta definido um espago vectorial do grupo de vectores V sobre o corpo de
escalares [, doravante simplesmente referido como espago vectorial V ,

quando esta definido um produto a esquerda, cujo simbolo ¢ "', dos elementos
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de F por elementos de V e cujo resultado sdo vectores, forgosamente
elementos de V, produto esse chamado de multiplicagdo escalar (ndo confundir
com multiplicacdo de escalares, ou entre escalares). Esta multiplicagdo escalar ¢
sempre possivel, ou seja, tem-se VceF, VaeV, 3(c-a): (c-a)eV , de tal
forma que:

a) VeeF Va,feV: c-(aT B)=(c-a)T(c-p)

Distributividade da multiplicagao escalar pela, ou em relagdo a, soma vectorial.

b) Ve, eF VaeV: (¢e)-a=c - (c,-a)=(cc,)- a=c¢,-(¢,-a)
Associatividade comutativa da multiplicagdo de escalares e multiplicagao
escalar.
c) Ve,c,eF,VaeV: (¢ +c) a=(c-a)¥(c, a)

Distributividade entre a soma de escalares, a multiplicacdo escalar e a soma
vectorial.
d) VaeV: l.a=«,
Onde, como se viu, 1 € o elemento neutro da multiplicagdo entre escalares, da

multiplicagdo em F . Esta propriedade vincula o elemento neutro da

multiplicagdo entre escalares a ser o elemento neutro da multiplicacao escalar.
e) VaeV: 0-a =0y,

Onde 0 ¢ o elemento neutro da soma entre escalares, da soma em F . Esta
propriedade vincula o elemento nulo da multiplicagdo entre escalares a ser um
elemento anulador da multiplicagdo escalar. Notar que o elemento neutro da
soma entre escalares ¢ um elemento absorvedor, “absorvente na pratica”, na
multiplicagdo escalar. O elemento absorvente na multiplicagdo escalar ¢ o 0y,
pois vem que VceF: ¢-0y =0y . E o absorvente porque é o resultado. O zero
escalar ¢ apenas um elemento anulador, absorvedor, pois ndo pode ser resultado
da operacao. A

A definicdo que foi efectuada nao pressupde a comutatividade da multiplicacdo e ¢
valida apenas para multiplicacdo escalar a esquerda.

[nDIX.01] Nao fica definido o que se entende por multiplicagao escalar a direita, nem

que resultado teria. A
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XI1.2.4.2 - Obtencdo de um espaco vectorial a partir de um conjunto finito

gualquer

Consideremos um conjunto finito Q. Consideremos o conjunto poténcia de Q, 2, o

conjunto de todos os subconjuntos de Q.

Defina-se V =2%. Consequentemente todos os elementos de V sdo conjuntos. Para
que os elementos de V possam ser considerados vectores apenas falta definir o que se

entende por soma vectorial e que conjunto € que € o vector nulo, 0y, .

Neste conjunto V repare-se que a unido exclusiva, ou soma exclusiva, @, também
chamada diferenca simétrica, ¢ comutativa e associativa, tem o conjunto vazio como elemento
neutro e qualquer conjunto € o seu proprio inverso, pois VaeV: a @ a =3 . O conjunto V
munido desta soma constitui um grupo abeliano, pelo que os seus elementos serdo vectores
pelas razdes apontadas atras.

Assim neste caso a soma exclusiva deve ser considerada como sendo a soma vectorial.
Desta forma para Va,feV vem que a+ [ = ((a mﬁ)u(c_zmﬁ))= a® f. O elemento
neutro da unido exclusiva, o conjunto vazio, &, deverd ser considerado o vector nulo,

D =0y.

Para se poder falar do espaco vectorial V falta definir, quer F, o corpo dos escalares,

quer -, a multiplicacao escalar.

Procurando definir F, opte-se pelo minimalismo simplista. Considere-se assim que o
conjunto F s6 tem dois elementos, sendo por isso rebaptizado F,. Os referidos elementos
serdo referidos, sem perda de generalidade, como o 0 e o 1. As operacdes de soma entre
escalares,+, ¢ multiplicagdo entre escalares, sdo definidas respectivamente pelas tabelas
seguintes, onde a tabela da soma exibe o simbolo respectivo, e a da multiplicagdo cumpre a

convencionada omissdo de simbolo:

Tabela IX.1: Operacdes

+ 0 1 o0 1
0 1 0 0 0
1 1 0 1 0 1
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E possivel demonstrar que F, munido destas operagdes constitui um corpo, o corpo
(F2 .+, @) (Halmos-1974) (Pereira-2009).

Definindo a multiplicacdo escalar em concordancia com d) e €) vem que

VaeV: 0-a=0y eque VaeV: l-a=a.

Fica assim definido um espago vectorial sobre F, quando V ¢ um conjunto poténcia.

Sendo V o conjunto poténcia de um conjunto finito €2, os vectores deste espaco vectorial sd
serdo de indole numérica se o conjunto 2 o for. Se o conjunto 2 for um urconjunto, com
urdominio de indole simbodlica, ndo numérica, entdo ¢ adequado dizer que este espaco
vectorial ¢ de indole simbdlica. Até podem ser acontecimentos, no sentido da teoria das

probabilidades.

XI1.2.4.3 - O ket-espaco de um singletéao

Na abordagem anterior, primeiramente definiu-se o grupo de vectores V e so depois €
que se foi procurar um corpo de escalares. Como a abordagem foi minimalista, o corpo F era
minimo, no sentido que sé dispunha dos elementos indispensaveis para poder ser considerado
um corpo. Consequentemente, a questdo da definicdo da multiplicagdo escalar ficou facilitada,
pois cada vector, independentemente de quantos outros existissem em V, s6 poderia ser
confrontado com dois casos para a multiplica¢des escalar, o caso unitario, que transformava o
vector nele proprio, e o caso nulo, que transformava o vector no vector nulo. Estes dois casos
eram os inevitaveis, pois o corpo F s6 tinha dois escalares, necessariamente 0 1 e 0 0. Se em
F existissem mais escalares, por exemplo um c¢, distinto quer de 0 quer de 1, teria sido
necessario definir para cada elemento de V, qual era o resultado da sua multiplicacdo a

esquerda por c, resultado esse necessariamente também em V .

Vamos agora continuar a definir o grupo dos vectores a partir da manipulacao adequada
de um conjunto finito, como ¢ o caso de um singletdo. Ir-se-4 colocar novamente a questdo da
escolha do corpo escalar. Repare-se que nada obsta a que a escolha do corpo escalar possa ser

consumada previamente a defini¢do de V . Escolha-se entdo o corpo escalar.

Como visto, a abordagem minimalista motivou a adop¢do do corpo F,. Com outras

abordagens ter-se-ao outras motivagdes para a defini¢do do corpo escalar. Para a escolha do

corpo escalar, evite-se agora, quer a abordagem minimalista, quer o exotismo dos corpos nao
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numéricos. Vai assim ser escolhido um corpo numérico ndo minimalista. Sendo o corpo
numérico ¢ natural que se possam escrever equacdes algébricas descrevendo relagdes de
interesse entre os seus elementos. Essas equacgdes serao distintas e variadas em fun¢do dos
interesses motivadores da aplicacdo das técnicas matemadticas aos problemas concretos
colocados pelas necessidades existenciais dos individuos e respectivas organizacgdes. Ora,
nem todos os corpos numéricos sdo algebricamente completos, no sentido em que as solugdes
das equagoes, entre elementos desse corpo, sejam também elementos do dito corpo. Convém
portanto que o corpo seja algebricamente completo, no sentido exposto, para que as solugdes
de todas as equagdes entre escalares também sejam sempre escalares do espago vectorial
considerado. Ou seja, procura-se um corpo em que nao seja possivel a existéncia de equagdes
cujas solugdes ndo sejam escalares validos no espago vectorial a definir. E sabido, (Grillet-
1999), (Silva-1964), que o corpo dos nUmeros racionais ou dos numeros reais ndo sao
algebricamente completos e que o corpo algebricamente completo, no sentido atras referido, ¢

o corpo dos ntimeros complexos. Considere-se assim que o corpo F é o corpo C.

Vai agora proceder-se a definicdo de V, subordinada a condi¢do inescapavel do
produto escalar, ou seja, que o produto de um niimero complexo por um elemento de V tera

de ter como resultado novamente um elemento de V .

Com esse intuito considere-se um conjunto singletdo ¥ . Sem perda de generalidade,

assume-se que o elemento weW ¢ visto como um simbolo. Consideremos que V=CxW¥,

onde, como habitualmente, o simbolo x exprime o produto cartesiano. Ou seja V ¢ um
conjunto de pares ordenados, onde em cada par o primeiro elemento ¢ membro de C e o

segundo ¢ w . Tem-se assim que qualquer elemento @€V ¢ um par ordenado « = (ca, 1//),
onde ceC e yeV.

Para definir a soma vectorial em V basta considerar que sendo a=(c,,y) e
p= (c 55 l//), entdo vira que a+f = (ca +cg, l//). Esta soma ¢ comutativa e associativa, tendo
(0,) como seu elemento neutro. Ou seja (0,y)=0y neste V. O simétrico de qualquer
vector (c, l//) sera o vector (—c, l//).

E comum substituir, com vantagens, esta notacdo baseada em pares ordenados por uma

notagdo baseada em kets,

>. Convenciona-se, sem perda de generalidade, que um par

ordenado (c, 1,//) tem na expressao c| l//> uma representacao em tudo equivalente. Notar como
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c| l//> sugere um produto a esquerda pelo escalar c¢. De acordo com esta sugestdo,
convenciona-se também que o par (1, l//) admite como representacdes equivalentes quer a
expressao 1| l//> , quer a simples e expedita expressao | l//> .

A soma vectorial, que na notagdo de pares ordenados é expressa por
(c,,w)¥ (cﬁ, z//)= (Ca +cp, l//), ¢ agora expressa como c¢,, | l//> + cﬁ| 1//) = (ca + cﬂ)| l//>. )

vector nulo sera expresso por 0| 1//) , € 0 simétrico de c| 1//> sera expresso como o vector

—c| 1//> , tendo-se portanto que c| l//> F —c| l//> = (c + (—c))| 1//> = (c - c)| l//> = 0| l//> .

Uma particularidade desta notacdo com kets, é que o ket sem rétulo, > ainda €

considerado valido. E utilizado quando o singletdo, argumento do produto cartesiano
definidor de V ¢ indefinido, abstracto. Dele s6 se sabe que ¢ um singletdo. Desta forma,

embora seja considerado inapropriado escrever pares ordenados com elementos em falta, tal

como (c, ), ¢ pratico e perfeitamente admissivel escrever c| > O poder expressivo da

notagdo com kets ¢ assim mais amplo que o da notacdo baseada em pares ordenados.
Doravante vai ser preferido efectuar a exposi¢do com base na notagdo com kets, sendo

preterida a exposi¢ao baseada em pares ordenados.

Recapitulando, o corpo ja esta definido, o conjunto dos vectores ja estd definido, a soma
vectorial ja estd definida. Para que a definicdo de espaco vectorial possa ser consumada falta

definir apenas a adequada multiplicagdo escalar.
Defina-se a multiplicagdo escalar como V¢,,c,€C: ¢ ¢, | l//> =(cc, )| 1,//> =\, | 1,//> .

Veja-se como ¢ cumprida a lista a) a e) de propriedades da multiplicacdo escalar, para

Ve,c,6y,656C,Va, feV.

A propriedade a), a distributividade da multiplicacdo escalar pela, ou em relagao a,

soma vectorial, descrita por c-(a ¥ f)=(c-a)¥(c- B) vira:
e-ev)Feplw))=lecs| W) T ecs| w))=(ce, +ec ) v)
Ou equivalentemente: c- (ca +cﬂ)| l//> = (cca +ccﬁ)| l//>

A propriedade b), a associatividade comutativa da multiplicagdo de escalares e da

multiplicagdo escalar, descrita por (cc,)-a=c (¢, a)=(cye,)-a=c¢, (¢, -a) vira:

(clcz)'ca| '//>:Cl'(cz'ca| W>):Cz'(cl'ca| W>):Czclca| ‘//>
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A propriedade c), a distributividade entre a soma de escalares, a multiplicacdo escalar e
a soma vectorial, descrita por (¢, +¢,)-a=(c¢;-a)¥(c,-a) vira:
(cl +C2)'Ca| l//>:Cl'Ca| ‘//>+CZ.Ca| l//>zclca| l//>+020a| (//>

A propriedade d), que vincula o elemento neutro da multiplicagdo entre escalares a ser o

elemento neutro da multiplicagdo escalar, descrita por 1-a = o, vira:

l'ca|l//>=ca|l//>

A propriedade e), que vincula o elemento nulo da multiplica¢do entre escalares a ser um

elemento anulador da multiplicagdo escalar, descrita por 0-«a = 0Oy, , vira:

0-co|y)=0y)
Tem-se que V¢,,¢,,¢;€C: ¢ (¢, +c3)| l//>=(6‘162 +c1c3)| l//>

Definiu-se assim um espaco vectorial a partir de um singletao, apelidado de espaco
vectorial simbdlico. Este espaco vectorial admite notacao ket. Quando notado dessa forma ¢

possivel chama-lo de ket espago do simbolo y , ou simplesmente por ket espago, quando o

simbolo estiver pressuposto ou mesmo indefinido.

IX.2.5 - Perspectivas futuras: Quanto aos aspectos
estocasticos

A teoria dos sinais nem sempre ¢ deterministica, pelo que outra grande linha de
investiga¢do pode ser identificada como o desenvolvimento de uma teoria das probabilidades
tolerantes. Numa teoria desse cariz, o acontecimento elementar correspondente ao conjunto
vazio, teria uma probabilidade diferente de zero. Tal obrigaria a uma generalizacdo dos
axiomas em que assenta a corrente teoria das probabilidades nos moldes que se sugerem ja de

seguida.

IX.2.5.1 Generalizacao tolerante da axiomatica das probabilidades

Seja 2 um conjunto finito, ndo vazio, com N elementos. Represente -se por @  um

seu elemento especifico, em que o indice n ¢ um niimero natural que s6 pode assumir valores
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desde um até N, inclusive: (ne N)A(1<n<N). Todo e qualquer @weQ ¢ chamado de

resultado. O conjunto Q serd chamado de conjunto dos resultados, ou espago de resultados.

Seja agora A =2 o conjunto de todos os subconjuntos de Q. E sabido que o namero
de elementos de A ¢é 2". Identifique-se por 4, um seu elemento especifico, em que o indice
k ¢ um nimero natural que s6 pode assumir valores desde um até 2", inclusive:
(keN)Aa (1 <k< 2N). Todo e qualquer 4 € A ¢é chamado de acontecimento ou evento.

Em consequéncia tém-se os seguintes factos: Os elementos de um acontecimento
chamam-se resultados. Qualquer acontecimento ¢ um conjunto de resultados. Qualquer
conjunto de resultados ¢ um acontecimento. Se esse conjunto for um singletdo, ou seja, se
possuir um Unico elemento, um Unico resultado, o acontecimento serd chamado de
acontecimento elementar. O conjunto Q ¢ um acontecimento. O conjunto Q ¢ o Unico

acontecimento que tem como seus elementos todos os resultados @ _ .
A formulagdo classica dos axiomas da teoria das probabilidades estipula o seguinte
(Reis-2003):

[DIX.01] Considere-se que P() ¢ uma func¢do que associa a todo o evento 4 um
nimero real, compreendido no intervalo fechado [0, 1] , chamado probabilidade
de A e que satisfaz:

1) P(4)>0, VA Q

2) P(Q)=1

3) Sendo 4, e A, acontecimentos mutuamente exclusivos, 4, N 4, =, tem-se que
P(4, U 4,)=P(4)+P(4,). A

Esta formulagdo ¢ intuida a partir da seguinte analogia:

Em termos NTT, um conjunto ¢ um saco gratis com elementos comprados. O conjunto
vazio ¢ o saco vazio. O conjunto Q representa a totalidade das compras, pelo que a conta
total € o custo de Q. Cada elemento tem um preco. O custo de cada {a)} ¢ apenas o prego de
@ , pois o saco ¢ gratis. O custo de um acontecimento A4 ¢ obtido pelo somatério dos precos
dos elementos que lhe pertencem. A propor¢do do custo de A relativamente a ) representa a
sua probabilidade. Qualquer acontecimento custa no maximo tanto como €2 e no minimo

tanto quanto &, o saco vazio.
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Para intuir a formulagdo TT, considere-se a seguinte analogia, onde as diferencas

relativamente a anterior estdo salientadas pelo tipo de letra a negrito.

Em temos TT, um conjunto ¢ um saco pago com elementos comprados. O conjunto
vazio ¢ o saco vazio. O conjunto Q representa a totalidade das compras, pelo que a conta

total € o custo de Q2. Cada elemento tem um preco. O custo de cada {a)} nao ¢ apenas o preco

de @, pois o saco nao ¢ gratis. O custo de um acontecimento 4 ¢ obtido pelo somatério dos
precos dos elementos que lhe pertencem, mais o pre¢o do saco. A propor¢do do custo de A4
relativamente a () representa a sua potencialidade. Qualquer acontecimento custa no

maximo tanto como 2 e no minimo tanto quanto &, o saco vazio.

[SIX.01] Para minimizar desajustes conceptuais preferiu atribuir-se um novo nome,
potencialidade, ao conceito de probabilidade tolerante. Nomes como

eventualidades, possibilidades, porventura mais adequados, ja estdo em uso.
Pelo atrds exposto, uma generalizacdo dos axiomas para a situacdo TT devera ter em
atencdo o seguinte: enquanto que em termos NTT se pode concluir que P(@) =0, em termos
TT ter-se-a que P(@)>0. No entanto, quando se der o caso particular de P(Z)=0 (saco

gratis) os axiomas TT, e consequentemente todos os teoremas, deverdo ser equivalentes aos

classicos NTT. Dito de outra forma: as potencialidades sdo numericamente iguais as

Y

probabilidades quando IS(Q): 0. Relembre-se que & ndo ¢ um acontecimento, mas que &
jaoé.
Uma proposta de generalizagao TT para os axiomas da probabilidade vird entdo:

[DIX.02] Considere-se que f’() ¢ uma func¢do que associa a todo o evento 4 um
nimero real, compreendido no intervalo fechado [0, 1] , chamado probabilidade

tolerante ou simplesmente potencialidade de 4 ¢ que satisfaz:

1) P(4)>0, VA Q

2) P(Q)=1

3) Sendo 4, e A4, acontecimentos mutuamente exclusivos, 4, N 4, =, tem-se que
P(4, U 4,)=P(4)+P(4,)-P(D). A

Estes axiomas tém as seguintes consequéncias imediatas.
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[TIX.01]NTT: P(4)=1-P(4)
TT: P(4)=1-P(4)+P(2)
D: Tem-se que 4 ¢ A sdo sempre acontecimentos mutuamente exclusivos, AN A=,
tais que AUA=Q.
Pelo axioma 3, P(4U 4 )= P(4)+ P(4)-P(@), mas como 4L 4=Q vem que
P(Q2)=P(4)+P(4)-P(@). Pelo axioma 2, P(Q)=1, 0 que permite escrever

1=P(4)+ IA)(Z)— P(D). Assim, é possivel concluir IS(Z): 1-P(4)+P(2). m

[TIX.02] NTT: P(4,—4,)=P(4)-P(4, N 4,)
TT: P(4, — 4,)=P(4,)-P(4, " 4,)+P(D)
D: Tem-se que 4, = 4, N Q, pelo que
A =4n(4,04)
A =4 4)o(4n4,).
Ora, como @ = (4, ~ 4,) (4, ~ 4, ), os acontecimentos (4, N 4,) e (4, N 4,)
sao mutuamente exclusivos.
Aplique-se 0 axioma 3, notando que 4 — 4, = 4, N 4,. Vem entdo que
P(4,)=P((4 N 4,) (4 N 4,))=P(4 " 4,)+P(4, - 4,)-P(D), pelo que:
P(4, — 4,)=P(4)-P(4, N 4,)+P(D). m

[TIX.03] NTT: P(4, U A4,)=P(4,)+P(4,)-P(4 N 4,)
TT: P(4, U 4,)=P(4,)+P(4,)-P(4, N 4,)
D: Tem-seque A4, W A4, =4 U (A2 N Zl), pelo que
A ud, =40(4,—4),onde 4 N(4,—4)=2.
Entdo, pelo axioma 3, vem que:
IAl'(A1 ud, )= 15(A1)+ IS(A2 —A4)- IS(Q) Aplicando o teorema anterior, vem
P(4, UA,)=P(4)+P(4,)-P(4, " 4 )+ P(F)-P(D), pelo que
P(4, U A,)=P(4)+P(4)-P(4N4,) u
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A partir daqui muitos mais desenvolvimentos sdo possiveis. Todos eles se reduzirdo ao
caso classico, NTT, sempre que se der o caso particular de ﬁ(@): 0. De notar que tudo
indica que a lei de Bayes TT tenha a mesma expressdo que a NTT. Também existem

indicagdes de que, quando a variavel aleatoria é continua, a potencialidade do evento estar no

. A b
intervalo entre @ e b é P(a<x<b)= P(®)+J pdf(x)dx.

IX.3 Sumula

Encerra-se neste momento a elaboracao deste texto, texto esse que se assume dentro dos
limites e propositos adequados a uma tese de doutoramento. No entanto, encerrar este texto ¢

0 necessario ponto de partida para prosseguir com a actividade de pesquisa nesta linha.

Foi iniciado o desenvolvimento tedrico, sob o ponto de vista da tolerancia a auséncia de
dados, do tratamento de algumas situagdes recorrentes nestas técnicas empiricas € noutras
situacdes comuns de processamento de sinais. Uma dessas situagdes recorrentes ¢ referida
como o problema das extremidades, que mais ndo ¢ do que o problema pratico de pressupor

correctamente algumas caracteristicas do sinal para la da janela de observagao.

Finalmente subsiste a consciéncia de que ha muito mais trabalho por fazer do que todo

aquele que serviu de base a elaboracdo do presente texto.
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