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Abstract

This paper approaches some issues related to domain estimation in the frame of a survey. The survey
design stage is approached, emphasising that the problem should be viewed in an overall perspective.
Stress is, nevertheless, placed at the estimation stage. through the highlight of estimation methods,
with references to their uses and relative merits. A special attention is also paid to the problem of
small domain estimation, where sample size is seldom sufficient to obtain acceptable direct estimates.

Resumo

Neste artigo pretende-se apresentar algumas questdes relacionadas com a estimagdo em dominios no
ambilo de sondagens. Sdo abordadas as etapas de planecamento e desenho da sondagem. sublinhando
que o problema deve ser visto numa perspectiva global. O énfase ¢ no entanto colocado na etapa de
estimagdo, através de uma identificagio abrangente de métodos de estimagio, com referéncias s suas
aplicagdes e qualidades relativas. E dada uma atengdo especial ao problema de estimagdo em pequenos
dominios, onde a dimensdo das amostras € normalmente insuficiente para obter estimativas dircctas
de precisdo aceitavel.

Palavras chave; sondagens, dominios, pequenos dominios, estimacgio, design based, model based,
model assisted.




1. Introducio

As sondagens, inicialmente pensadas para fornecer informagio ao nivel de grandes
areas, sdo cada vez mais utilizadas para fornecer estimativas para dominios de diversa
natureza e dimensao.

A necessidade de produgdo de estimativas fiaveis para o total de varidveis de interesse
em pequenos dominios (e em particular pequenas areas) no 4mbito das sondagens tem
vindo a tornar-se mais premente nos tltimos anos. Devido a esta procura crescente de
estatisticas fiaveis ao nivel de pequenos dominios, quer pelo sector piblico quer pelo
sector privado, a estimagdo em pequenos dominios tem vindo a ganhar uma
importéncia crescente no dmbito da teoria das sondagens.

Na produgdo de tais estimativas, emerge um problema evidente, sobretudo em
dominios de muito pequena dimensdo, ja que as dimensdes amostrais no interior de tais
dominios s3o habitualmente demasiado pequenas para que se possam utilizar
estimadores directos',

Como resultado destas preocupagdes recentes, tém vindo a ser propostos varios tipos
de estimadores que combinem informagdo auxiliar com os dados da sondagem para os
dominios de estudo.

Embora este artigo se oriente fundamentalmente para os problemas de estimagio,
dever-se-a sublinhar que os problemas associados aos pequenos dominios devem ser
vistos numa perspectiva global e considerados na fase de planeamento da sondagem. O
desenho da sondagem devera assim, sempre que possivel, contemplar este fendmeno
de forma a permitir a produgdo de dados fidveis para os dominios, remetendo a
manipulag¢do do problema ao nivel da estimagio para uma solugido de tltimo recurso.

2. Abordagem sistémica

Muitas vezes, os problemas que surgem na estimagio para dominios resultam da nio
considerag@o dessas necessidades no inicio do processo de planeamento da sondagem.

De facto, ja foi referido que estes nio devem ser exclusivamente encarados como
problemas de estimacdo, sendo antes desejavel a definigdo de uma estratégia global
que envolva a preocupagdo de dar resposta a estas necessidades nas fases de
planeamento, desenho e estimagdo.

Tal passa obviamente por uma identificagao prévia de todos os dominios para os quais
se pretende obter.informagdo, sendo apenas para os dominios ndo planeados ou para

! Trata-se de estimadores desenvolvidos numa bptica design based. Uma classificacio de estimadores.
onde este conceito ¢ precisado. é apresentada no capitulo 4.
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os dominios planeados referentes a populagdes raras que se deverio desenvolver
métodos de estimagdo especiais.

Esta consideragdo motiva uma primeira classificagio dos dominios.

Dominios planeados: dominios que sio identificados na fase de planeamento da
sondagem; tipicamente, tratam-se de estratos ou grupos de estratos para os quais
podem ser planeadas as amostras desejadas.

Dominios néio planeados: dominios que ndo foram identificados na fase de
planeamento da sondagem e que podem atraversar os estratos definidos no desenho.

3. Consideracdes ao nivel do desenho

Habitualmente sdo introduzidos vérios niveis de compromisso nas varias etapas da
amostragem e da recolha de dados a fim de satisfazer restricdes teoricas e
operacionais. As estimativas para dominios deverio igualmente fazer parte deste
COMPpromisso.

Ha duas formas fundamentais de tomar em consideragdo os pequenos dominios ao
nivel do desenho: através da estratégia de alocagio e do numero de etapas
(clustering).

3.1. Estratégia de alocacio

Em geral, uma estratégia de alocagdo optima ao nivel global reparte as amostras das
unidades primarias de forma aproximadamente proporcional & sua dimensdo. A
fiabilidade das estimativas para as unidades de menor dimensio é como tal prejudicada.

Do ponto de vista da estimagdo em dominios, sera preferivel uma alocacio de
COmPpromisso, i.€., produzindo pequenas reduges nas dimensdes das amostras para as
unidades de maior dimensdo que sio transferidas para as unidades de menor dimensio.
Tal tem normalmente pouco efeito na fiabilidade dos dados ao nivel das grandes
unidades e ao nivel global, mas poder4 corresponder a ganhos muito significativos nas
unidades de menor dimensio.

3.2. Nimero de etapas

As sondagens de larga escala envolvem normalmente desenhos multietapicos, com
unidades primarias relativamente grandes, de forma a reduzir os custos envolvidos.



No entanto, a utilizagéio de desenhos com muitas etapas nio se mostra adequada para a
estimagdo em pequenos dominios, ja que nesse caso sera provavel que alguns tenham
amostras apreciaveis, enquanto que outros poderfio apresentar amostras de dimensio
muito reduzida ou mesmo nula.

Como tal, deverdo ser realizados esforgos para reduzir o grau de clustering na
amostragem. Este esfor¢o serd normalmente associado a substituicio de estratos de
grande dimens&o por varios de menor dimensdo, com o objectivo de fazer com que os
dominios contenham essencialmente estratos completos, tornando desta forma mais
estavel a dimensdo da amostra.

4. Questdes ligadas a estimacio

Nao obstante a aten¢do que devera ser dada a informacdo dos dominios nas primeiras
fases da sondagem, € a estimago que mais tem interessado os investigadores.

De facto, mesmo levando a cabo um planeamento rigoroso das necessidades ao nivel
dos dominios, existirdo sempre multiplas situagdes onde, por via da impossibilidade da
identificagio prévia de dominios de interesse ou por via da sua pequena dimensio
associada a questdes de restrigio orgamental, se torna necessario recorrer a métodos
de estimagdo especiais.

E largamente reconhecido que as estimativas directas para pequenos dominios poderdo
apresentar varidncias de dimensio inaceitavel devido as pequenas dimensdes amostrais
nos dominios. Tal conduz & necessidade de recorrer a informagio de outros dominios
relacionados, com o objectivo de obter estimativas mais precisas.

Sera entdo util comegar por apresentar uma classificagdio dos varios tipos de
estimadores disponiveis. Estes estimadores seguem uma classificagio que esta
intimamente ligada a duas escolas de pensamento dentro da estatistica que serdo daqui
por diante designadas por design based e model base .

_ Estimadores directos
o Design based . ) )
Estimadores directos modificados

e Model based Estimadores sintéticos

o Model assisted { Estimadores combinados

* Uma referéncia mais detalhada sobre este assunto pede ser encontrada em Sirndal. Swensson ¢
Wretman (1992).



Esta classificagdo segue de perto a proposta por Singh, Gambino e Mantel (1994),
pretendendo-se no entanto aqui isolar (ao contrario dos referidos autores) os
estimadores combinados relativamente & classe de estimadores mode! based.

4.1. Estimadores directos

540 estimadores que utilizam valores da variavel de estudo s6 para o periodo de tempo
de interesse e apenas para as unidades do dominio. Estes estimadores podem usar
informagdo de variaveis auxiliares dentro ou fora do dominio.

A este nivel procura-se produzir estimadores que apresentem propriedades estatisticas
interessantes do ponto de vista do desenho, e em particular o ndo enviesamento.

O estimador mais simples € o estimador z ou estimador de Horvitz-Thompson

~ _ 1 .
T, = Zre.r,, S eq. 4.1

onde

S, parte da amostra no dominio &,
7, . probabilidade de inclusdo da unidade / na amostra

Como € bem sabido, este estimador é centrado, mas podera ter elevada varidncia
devido a aleatoriedade da dimensdo da amostra no dominio. Repare-se, no entanto, na
facilidade da sua aplicagdo, ja4 que este mantém a forma habitual tal como se uma
amostra de dimensdo », fosse seleccionada directamente a partir da sub-populacio
que constitui o dominio.

No caso em que a dimensdo do dominio &, é conhecida, recorre-se ao estimador pos-
estratificado

-1
~ Z;E_gd]r' }/" Tdﬁ'

Tape = Ny——"—— =V, == eq. 4.2

-1
Zi,ﬂ,s‘, s Nd’T

Este estimador utiliza informagdo auxiliar referente a dimensic do dominio

apresentando-se como tal mais estavel e habitualinente de maior qualidade do que o
5 a A

estimador anterior”.

? Repare-se a titulo de exemplo que numa sondagem alcatoria simples a eficiéneia relativa dos
cstimadores vira: V(%d;) / Af/(lﬂ'd_ﬂﬂ) =1+(1-F,)/ (1" ;). Onde CI", ¢ o coeficiente de

variagdo da varidvel de interesse no dominio ¢ ¢ P, a dimensio relativa do dominio. A vantagem do
estimador pés-cstratificado torna-se evidenle principalmente ¢m populagdes raras



Tratando-se da estimagdo de um racio, resultam todas as respectivas propriedades,
verificando-se nomeadamente que o estimador permanece aproximadamente centrado.

No caso de uma sondagem estratificada (pés-estratificada), em que a dimensio do
dominio em cada estrato (pos-estrato) seja conhecida, tem-se um estimador pos-
estratificado alternativo

-1
A ik
)R A"

Td,sf,p:t = Zh Nh,d Z - €q. 4.3
= &

No fundo, o total do dominio em cada um dos estratos (pbs-estratos) serd estimado
separadamente,

Claro que este estimador continua a manifestar alguma instabilidade, ja que os n,,

podem ser pequenos em valor esperado, permanecendo, no entanto, aproximadamente
centrado.

Sera no entanto possivel obter estimadores de melhor qualidade, recorrendo a
informacio auxiliar (para além da dimensio dos dominios).

O recurso a informacio auxiliar torna-se alids de particular importancia neste contexto,
de forma a compensar a escassez dos dades da amostra em pequenos dominios.

Neste sentido, ¢é possivel utilizar um estimador por racio (ou quociente) semelhante em

forma ao estimador pos-estratificado, mas utilizando uma variavel auxiliar X em vez
das dimensdes dos dominios.

Tem-se assim os estimadores,

~
~

" Tar
Tu',r - rded STz €q. 4.4
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e
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# hdr

rd.:!,r - Zh Txh,u'Rh,d - Zh Txh,d ~ b eq' 4.5
xh,dr

de onde se verifica que o estimador pos-estratificado acaba por aparecer como um
caso particular do estimador por racio em que a variavel auxiliar € a variavel indicatriz
de pertenga ao dominio

A motivacio que suporta estes estimadores resulta da expectativa de uma
proporcionalidade aproximada entre a varidvel de interesse e variavel auxiliar,




Finalmente, propde-se o estimador pela regressdo. Trata-se de um estimador mais
genérico que procura ter em conta as diferengas entre as sub-populagdes dos dominios
e os valores gerados pela amostra de um vector de varidveis auxiliares. A construgio
do estimador passa pelo ajustamento de um modelo de regressio.

O estimador tem genericamente a forma

. A

Tireg = Ty +(Tm, = rxd)Bd, eq. 4.6

onde 7, é um estimador do total da varidvel de interesse no dominio, habitualmente o

estimador 7 ou o estimador pos-estratificado, e 7, tem o mesmo significado
relativamente ao vector de variaveis auxiliares.

Os f?d sdo os estimadores dos pardmetros da regressdo, obtidos a partir dos dados da
amostra de cada dominio d por

- =1
— -1__-1 ’ =t =g
Bd - [Z'E‘d Ui 71—! xi‘xr} ZJE:d Ul jrf x[y; 3 eq- 4.7

onde 0s v, sdo o0s pesos da regressao, v, o valor observado da varigvel de interesse
para o individuo / e x, o vector coluna das J varidveis auxiliares para o individuo /.

Obviamente que o estimador pela regressdo pode igualmente ser aplicado no 4mbito de
uma sondagem estratificada,

O pressuposto que est4 subjacente a este estimador consiste em considerar que a
variavel de interesse podera ser explicada através de um modelo de regressio & do
tipo

{Eg(yf):x;ﬁd o,

Ve(y,)=clu,

Este estimador apresenta propriedades estatisticas muito interessantes. Na verdade,
prova-se que ¢ aproximadamente centrado no desenho (com enviesamento
assimptoticamente nulo) independentemente da validade do modelo de regressdo linear
que estd subjacente. Por seu lado, a variincia no desenho serd tantc menor, quanto
mais a verdadeira relagio entre a variavel de interesse e as variaveis auxiliares se
aproximar da situagdo de relacdo linear perfeita sugerida pelo modelo.

Trata-se de um estimador bastante analisado na bibliografia. Uma analise detalhada
pode ser encontrada em Cassel, Sarndal eWretman (1976), Sarndal (1980,1982), Isaki
e Fuller (1982), Wright ( 1983), Sarndal, Swensson e Wretman (1992).




Se o dominioc 4 tiver uma dimensdo razoavel, o modelo gera o estimador pela
regressdo de boa qualidade. Qs problemas levantam-se quando existe um grande
numero de dominios de pequena dimensdo. Neste caso poderdo resultar estimativas
fracas para os parmetros B4, conduzindo & necessidade de recorrer a outro tipo de
estimadores, nomeadamente os indirectos analisados na secgio seguinte.

Note-se ainda que os estimadores apresentados anteriormente podem ser encarados
como casos particulares do estimador pela regressdo. Na verdade, os estimadores pos-
estratificado e por racio baseiam-se implicitamente em modelos do tipo,

() =4, E (1) =B,x, ;
o , € 2, I'éspectivamente;
I’;(yl)zo-d Vg(yj):odxi

onde x, ¢ um escalar.

4.2. Estimadores directos modificados

Estes estimadores podem usar informagdo de outros dominios quer para a variavel de
interesse, quer para as variaveis auxiliares, mantendo ainda propriedades interessantes
do ponto de vista do desenho, nomeadamente o ndo enviesamento aproximado.

Um estimador modificado pode ser encarado como um estimador directo com um
ajustamento sintético para o enviesamento do modelo. Como o ajustamento terd valor
esperado aproximadamente nulo relativamente a0 desenho, o estimador modificado &
aproximadamente centrado no desenho se o estimador directo o for,

Um exemplo para um estimador modificado, baseado no estimador pela regressio
vem,

-~

Td..rreg = %a' +(Txd - 7":xa‘)'é~ €q. 4.9

Trata-se do estimador pela regressdo para o dominio &, onde B, € substituido por um
estimador sintético

B . <1 =1 r = -1_-1 ’ 4 IO
= :ErU’ JT, x;x, Zle:U‘ ﬂ.‘, xl'][ 3 eq. .

Repare-se que B ¢ agora estimado a partir da amostra global. Q pressuposto implicito
€ o de que a relagdo linear entre a variavel de interesse e as varigveis auxiliares se faz
sentir de forma semelhante no dominio e no conjunto da populagio.



A grande vantagem reside no facto de B ser estimado com base em uma amostra de
maior dimensdo, reduzindo assim a sua variincia e tornando-se mais provavel que os
dados suportem estimativas estaveis dos parAmetros do modelo. Claro que a escolha

final depende da dimensdo da varidncia de B, relativamente & variagio dos parimetros
B, entre os varios dominios.

Este estimador corresponde a uma situagio extrema em que os pardmetros do modelo
sdo estimados com base em dados combinados de todos os dominios. Um caso
intermédio, que origina igualmente estimadores directos modificados, corresponde &
agregacdo dos dominios num numero limitado de grupos de tal forma que os
parametros do modelo sdo considerados constantes para todos os elementos de um
mesmo grupo de dominios.

Desta forma, € possivel reduzir o niimero de pardmetros a estimar (relativamente ao
estimador directo), utilizando no entanto hipoteses menos restritivas dos que as que
estdo subjacentes ao modelo Ginico para todos os dominios.

Considerando a populagio segmentada em G grupos de dominios o estimador pela
regressdo sera entdo suportade por um modelo do tipo

E(v)=xB,

I =1,...,G.
Viy)=cl &

4.3. Estimadores indirectos

Tratam-se de estimadores que utilizam informagdo relativa & variavel de estudo e as
variaveis auxiliares fora do dominio de interesse, sem qualquer referéncia as suas
propriedades de ndo enviesamento no desenho.

A estimagdo sintética baseia-se no pressuposto de que o dominio é de alguma forma
semelhante a outro dominio de maior dimensdo ou conjunto de dominios que
contenham o primeiro,

O estimador sintético tem normalmente pequena varidncia, embora possa ser altamente
enviesado se o pressuposto estiver errado.

Um estimador sintético simples vem

-1
2Ty,

=N,== eq. 4.11

g -,
2%
1ES

d.sinm

que parte do pressuposto que a meédia da variavel de interesse no dominio ¢ igual a
média no conjunto da populacio.




Um estimador sintético menos simplista e de utilizagdo mais comum € baseado na
estratificagdo ou pés-estratificagio

=]
Z‘E"'h ﬂ'-:" .yl

Td,;yn,sl,m = Zh Nh,d -1
2,
1€5,

eq. 4.12

Aqui a hipotese de base é menos restritiva. Supbe-se que em cada estrato ou pds-
estrato a media da varidvel de interesse é constante para todos os dominios. Se de
facto o critério de estratificacdo for de boa qualidade, esta hipotese poderd ser mais
aderente a realidade pois a variavel de interesse em cada estrato tenders a apresentar
um comportamento homogéneo.

Os estimadores sintéticos poderdo igualmente recorrer a informagdo auxiliar para além
das dimensdes das sub-populagdes.

Podem assim propér-se varios estimadores sintéticos por racio

~ - T
- - T
Casnr = rde =T = ) eq. 4.13
T:.:r
r = Pt = X T eq. 4.14
d synstor — n-xhdtth T noxhd % k] q' .
xhx

ou ainda uma formulagéo alternativa proposta por Singh e Tessier (1976)*
dmr = T S eq. 4.15
TI

Estes estimadores tém sido estudados por Gonzalez (1973), Gonzalez e Waksberg
(1973), Ghangurde e Singh (1977,1978), entre outros.

Situagdes hi ainda, onde é possivel dispér de informagio relativa a uma segunda
variavel auxiliar z.

" Tanio T dgysn,r COMO Ty o, - APICSENAM 0 mesmio enviesamento sintético. A escolha entre os dois
estimadores depende normalmente da correlagiio entre T. ¢ T...E possivel demonstrar que para
grandes amostras J(7, ... ) <¥V(7, . ) se p=05C, /C, onde C, ¢ C, siio os coeficientes

de variagdo de 7, e T, Tcspectivamente. Em alguns casos. quando a correlagdo entre os dois

estimadores ¢ moderada e o cocficiente de variagdo de x grande. T4 ven, SCréd preferivel.




Neste caso, um estimador sintético por récio bivariado pode vir na forma

A ~

~ T TH
z—a'.-ﬁ:l'n,rz =}/n'rm‘ "l" - +(1_}/d)rxd 7? ’ eq' 4'16

x,m 2,1

onde y, € uma escolha adequada.

Finalmente apresenta-se um estimador sintético mais genérico baseado no estimador
pela regressio

=78, eq. 4.17

Td,:yxn,reg

com

= ol
ss ~1 =] ' S |
B=[Y volwex] X ol eq. 4.18

Repare-se que esta subjacente um modelo do tipo

E.(v)=xB
If.f(yl ) = o-?'ul

Os restantes estimadores sintéticos apresentados podem mais uma vez ser encarados
como casos particulares do estimador sintético pela regressio.

Uma variante do estimador eq. 4.17 sugerida por Royal (1979), tem a forma

%d.s_b'xn,Ruy = Ziﬂdyl +(T:d - ZIEJd x;)B » €q. 4.19

onde apenas sdo estimados sinteticamente os valores da variavel de interesse fora da
amostra.

Torna-se agora claro que os estimadores directos modificados podem ser encarados
como estimadores sintéticos com um ajustamento design based para o enviesamento.

De facto, repare-se que o estimador directo modificado pela regressdo eq. 4.9 pode ser
escrito na forma i

Tdsreg = T.\’dé i (%’7 h r"dé) 4.20
eq. 4.




onde o0s ¢, representam os residuos da regressao (diferenga entre os valores reais e
valores previstos da variavel de interesse).

A quantidade " 7'e, € um estimador do erro total cometido na previsio com base
'd

no estimador sintético e pode ser encarada como um termo de ajustamento para o
enviesamento, i.e. um estimador do enviesamento do estimador sintético.

Quando a dimens3o da amostra no dominio é muito pequena, a utilizagdo deste termo
de correcgdo aumenta substancialmente a varidncia do estimador, podendo em certas
situagdes ser preferivel (de acordo com as expectativas existentes) recorrer a um
estimador sintético necessariamente enviesado, mas de menor variancia.

Usar um estimador sintético ¢ de alguma forma um jogo. Este podera ser atractivo no
caso de se verificar a expectativa de um pequeno enviesamento; no entanto esta
sempre presente um risco de ndo validade dos pressupostos que podera conduzir a
construgdo de intervalos de confianga invalidos.

Na verdade, nido se devera ignorar que um estimador sintético podera ter um
enviesamento que contribua significativamente para o seu EQM. Como tal, mesmo em
situagdes em que 0 EQM seja pequeno (mesmo que menor do que a varidncia de um
estimador design based para o mesmo parametro), a eventual existéncia de um forte
racio de enviesamento podera levar a invalidade dos intervalos de confianga que
venham a ser construidos com base na estimativa pontual e no EQM do estimador.

Em qualquer caso, a estimagdo indirecta s6 devera ter lugar quando ndo for possivel
obter estimativas design based com precisio adequada, mesmo depois da utilizacio da
informacdo auxiliar.

Embora ndo seja manifestamente objectivo deste artigo desenvolver medidas de
precisdo dos estimadores apresentados, nem métodos para a sua estimacdo, sera util
apresentar os EQM teoricos aproximados para alguns dos estimadores analisados, a
fim de clarificar os seus méritos relativos.

Para o que se segue, considera-se o enquadramento de uma sondagem aleatéria
simples realizada sobre uma populagio com D dominios, tendo sido estimado o total
da variavel de interesse para um dominio & através dos seguintes estimadores:
estimador directo pela regressio (1), estimador directo modificado pela regressio (2),
estimador sintético pela regressio (3).

Tem-se ento para os erros quadraticos médios tedricos dos 3 estimadores,

EQM(llng) = F(nz' (1+n3Y) + O(n7?)
EOM(2ng) = Fing' 1+ 071 + 0™2)
EQMQng)=Fon ' +n" 02y + K



Para o estimador directo (1) tem-se que quer a varidncia, quer o enviesamento, sio de
ordem n}', apresentando ainda uma contribuicio de 2° ordem para a varidncia de
ordem 1”

No estimador modificado (2) recorde-se que € utilizada a totalidade da amostra para
estimar os coeficientes da regressao. Aqui a variancia basica permanece de ordem n;'
e serd na generalidade dos casos praticos maior do que a varidncia basica do estimador
(1). A vantagem estd essencialmente na redugdo do enviesamento que vem de ordem
n” e da contribuigio de 2* ordem para a varidncia que € agora de ordem n'n™".

Finalmente para o estimador sintético (3), tem-se uma varidncia de ordem #~' Desta
forma, a redugdo da varidncia deste estimador, quando comparado com os outros dois,
podera ser substancial. O prego a pagar por esta redugdo de varidncia consiste no
enviesamento que ¢ agora de ordem 1. Este é de facto independente da dimensio da
amostra e so seria nulo no caso limite (improvavel na pratica) em que os pardmetros da
regressgo fossem exactamente os mesmos para o dominio e para o conjunto da
populagio.

4.4. Estimadores combinados

Um estimador combinado incorpora uma combinagio entre uma componente desigh
based ¢ uma componente model based.

Tipicamente apresenta a forma de uma média ponderada de um estimador design
based e de um estimador sintético

%d,conl = A’d%d,das + (1 =, ;i‘a')%d,.s:vn ' eq‘ 4'21

A ideia subjacente é a de equilibrar o enviesamento potencial do estimador sintético
com a instabilidade do estimador design based,

Estes estimadores poderdo ainda ser classificados segundo 3 grandes tipos, de acordo
com as possiveis abordagens para a definicio dos pesos 4,: pesos fixados 4 partida,
dependentes da dimensdo da amostra e dependentes dos dados.

A abordagem mais simples consiste em fixar os pesos a partida de acordo com as
expectativas do analista.

Tal tem a desvantagem obvia de ndo ter em conta (pelo menos objectivamente) a

informagdo disponivel e em particular a fiabilidade observada do estimador por
desenho.



De facto, para algumas amostras realizadas o estimador por desenho sera mais fiavel
do que para outras (ndo se esqueca que a dimensdo da amostra no dominio & uma
variavel aleatoria), pelo que tera sentido que o peso reflicta tal facto.

No caso em que o estimador & dependente da dimensio da amostra, tomam-se os
pesos como fungées do quociente N,IN,.

Drew, Singh e Choudhry (1982) propdem um estimador dependente da dimensio da
amostra

~

rd,.r:d.r = /?'a‘%d,r + (1 - /;:'d )%d,g-n_,- ) eq. 4.22

onde

P I se N, =6V,
d - -~

N, I8N, cc

e & € escolhido subjectivamente para controlar a contribuicio da componente

sintética.

A ideia € facil de compreender mesmo intuitivamente e torna-se mais evidente quando

se enquadra o problema no dmbito de uma sondagem aleatoria simples. Neste caso,

para 6 =1, o peso 1, vem igual a I, reduzindo-se consequentemente o estimador

combinado ao estimador design based, quando n, > E(n,), onde n, ¢ a dimensio
efectiva da amostra no dominio

De facto, sera natural que o peso atribuido & componente design based seja tanto
maior quanto maior for a dimensio efectiva da amostra. Serd atribuido um peso
consideravel & componente sintética quando a dimensZo da amostra no dominio €
muito pequena. Este peso é gradualmente transferido para o estimador design based a
medida que a referida dimensio amostral cresce, de tal forma que o estimador
combinado seja consistente. Implicitamente esta-se a considerar que o valor esperado
de n, corresponde a uma dimensio amostral suficiente para produzir estimativas
directas com um grau de precisdo aceitavel. Este raciocinio tera obviamente especial
sentido quando se trabalha com dominios planeados, caso em que as amostras poderdo
ser desenhadas de forma a que as amostras dos dominios tenham dimensdo com valor
esperado adequado.

Outro estimador de natureza semelhante € sugerido por Sérndal e Hidiroglou (1989)

Tu',::d,mg = ;r'd Td,.frcg + (1 - /]"d )Tﬂ'.sj'n,r'gg 3 eq' 4'23




onde

1 se N,zN,
= h-1
) e

Aa = (¥, /N

Uma das principais preocupagdes que devera estar associada a definigio dos pesos ¢ a
de assegurar que o enviesamento da componente sintética do estimador seja mantido
dentro de limites aceitaveis.

O estimador eq. 4.22, adaptado ao caso da regressdo, tem tido grande utilizacio
pratica, sendo habitual definir o parimetro & no intervalo [2/ 3,3/2], dependendo

obviamente do risco de enviesamento que se pretenda correr,

Para o caso do estimador combinado dependente dos dados, os pesos optimos para a
combinagdo das duas componentes depende normalmente do EQM de cada uma delas
e da sua covaridncia.

Estas quantidades sdo habitualmente desconhecidas, podendo ser derivadas
teoricamente com relativa facilidade. No entanto, a sua estimagdo com alguma
fiabilidade torna-se mais complexa, sendo facil de conceber que no caso em que a
dimensdo das amostras nos dominios ¢ insuficiente para produzir estimativas directas,
também ndo serd adequada para produzir estimativas das varidncias e enviesamentos
correspondentes.

Uma via possivel para este fim passa pela modelizagio do enviesamento da parte
sintética, conduzinde & construgdo de estimativas indirectas para estes parimetros.

Uma abordagem bem conhecida, que tem constituido de alguma forma um paradigma
para muitas das abordagens subsequentes, € devida a Fay e Herriot (1979),

Nesta abordagem, os enviesamentos dos estimadores sintéticos para os dominios sio
modelizados como efeitos aleatorios independentes com varidncia desconhecida mas
fixa, o que acaba por resultar num estimador combinado com um enviesamento
consideravelmente reduzido quando comparado com um estimador puramente
sintético.

No fundo, esta pode ser considerada como uma abordagem Bayesiana empirica
baseada no melhor previsor linear centrado (BLUP).

O estimador de Fay-Herriot aparece entdo na forma de uma combinagdo convexa de
um estimador directo e de um estimador sintético.

Suponha-se que os totais da variavel de interesse para cada um dos D dominios da

populagio estdo ligados a um vector de variaveis explicativas, através de um modelo
linear

Ty = Ty +ag, eq. 4.24

wn




onde os a,’s representam efeitos aleatorios associados aos dominios, ndo
correlacionados, com media nula e varidncia w, que se assume conhecida.

Vird em notagdo matricial
r=71.f+a. eq. 4.25

O modelo aparece assim como a soma de uma componente estrutural, 7,4, com uma
componente de dominio, a.

Considera-se uma modelizagio dos estimadores directos para os dominios
Tgy = T f+a+e, eq. 4.26

onde 7, éo vector dos estimadores directos para os D dominios e 0s £, sio os erros
da sondagem, nfo correlacionados, com média nula e varifincia v,, & r‘\(O,V) .
Assume-se igualmente que a € ndo correlacionado com ¢ .

O BLUP de 7 sob o modelo é

%FH = Ton T A(%"”‘ a %““-"") eq. 4.27
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onde
A= W) p

V =diag(v,,...,vp)
W= diag(wl,...,wD)

~

e a componente sintética 7y, = 7,5, com B a estimativa dos minimos quadrados
ponderados (WLS) de £ sob o modelo.

Para cada dominio d vira

N

asppr = T D i )
w,+ Vv, W, + v,

eq. 4.28

d.sin c
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A ideia subjacente parte do modelo especificado para o vector dos totais da variavel de
interesse nos dominios que compreende duas componentes: 7. £ e a, cujos BLUP sio

respectivamente 7_,, e A(%d,, - %W).

Curioso sera notar que a estrutura do BLUP & a mesma, independentemente de f ser
conhecido ou estimado.

Assumiu-se até agora que as matrizes de covaridncias ¥ e W sio conhecidas no
calculo do BLUP. Quando estas sio substituidas por estimativas, como ¢ habitual na
pratica, o estimador resultante é designado por EBLUP (Empirical Best Linear
Unbiased Predictor).

Quando os v, sdo pequenos, i.e. quando as dimensdes efectivas das amostras nos

dominios sdo grandes, o estimador de Fay-Herriot aproxima-se do estimador design
based, mantendo-se no entanto enviesado condicionalmente a , COm 0 enviesamento
a tender para zero & medida que os v 4 S€ tornam pequenos.

Uma protecgdo contra uma mé especificagio do modelo podera ser alcancada através
da truncagem da estimativa resultante, no caso de esta se afastar da estimativa directa
mais do que uma quantidade maltipla do desvio padrio do estimador directo.

Outras abordagens semelhantes tém sido definidas por diversos autores, em particular
Schaible (1979), Battese e Fuller (1981), Drew, Singh e Choudry(82), Battese, Harter
e Fuller (1988), Prasad e Rao (1990).

Note-se que a escolha entre uma abordagem dependente da dimensio da amostra ou
dependente dos dados podera ser condicionada por diversos factores. De facto, ndo se
podera ignorar que a abordagem dependente da dimensio da amostra nio reflecte a
informagio dada pelos valores da variavel de interesse, nio tendo em conta
(directamente) quer a precisio do estimador design based quer o possivel
enviesamento do estimador sintético. No entanto, existem igualmente vantagens obvias
que resultam da maior simplicidade deste estimador e em particular da possibilidade de
utilizagdo dos mesmos pesos para a estimagdo dos totais de todas as variaveis de
interesse, criando uma consisténcia interna que se torna manifestamente Util em
situagBes (como € habitual na pratica) em que esteja em causa a estimagio de um
grande numero de varidveis de interesse’.

* Na verdade, é possivel conceber estimadores combinados baseados nos dados. onde a consisiéncia
interna scja igualmente assegurada por via de procedimentos multivariados. Tais procedimentos ndo
cabem no Ambito da nossa andlise mas poderdo ser encontrados em Fuller ¢ Harter (1987). Fav
(1987).



5. Métodos de estima¢do baseados em séries cronologicas

Recentemente tém surgido diversos métodos especiais para estimagio em pequenos
dominios. Embora a sua analise nio constitua objectivo deste artigo, sera apresentada
pelo seu especial interesse uma generalizagio do modelo de Fay-Herriot que incorpora
informagao historica no processo de estimacfo através do recurso a modelos baseados
em séries cronoldgicas.

De facto, uma das ideias fundamentais das varias abordagens apresentadas ¢ o recurso
a informagdo auxiliar fora do dominio de estudo.

Quando existem dados historicos disponiveis, nomeadamente no ambito de uma
sondagem repetida no tempo, poderd igualmente ser vantajosa a sua Incorporagio no
processo de estimagdo. Tal tem a vantagem de tornar os pesos mais estaveis do que se
fossem exclusivamente calculados a partir dos dados da sondagem, mas podera
obviamente comprometer a comparagio das estimativas referentes a um dominio em
varios periodos de tempo.

A ideia base consiste na modelizagio da relagio entre os pardmetros do modelo ao
longo do tempo, utilizando entdo esse modelo para melhorar a eficiéncia da estimacio
no periodo de interesse.

Muitas destas abordagens passam pela generalizacdo do modelo de Fay-Herriot, onde
se permite que os pardmetros da regressio e os efeitos dos dominios evoluam de
acordo com determinados modelos cronoldgicos.

Suponha-se entdo que esta disponivel informagio na forma de estimadores directos
para os dominios, em diversos periodos de tempo 7 =1,.... 7"

Define-se 7, , o vector das estimativas directas T,. baseadas nos dados do

periodo ¢,

Considera-se igualmente que os totais do vector de varidveis auxiliares estio
disponiveis para os dominios.

Recorde-se que o modelo de Fay-Herriot utiliza informagdo dos varios dominios para
0 momento corrente / e ¢ dado pela soma de duas componentes, um previsor
(estimador) da componente estrutural do modelo subjacente e um previsor para o
efeito aleatorio de dominio .

TRy = Te B+, eq. 5.1

Estando disponivel informagdo sobre véarios periodos de lempo, sera igualmente
possivel recorrer a essa informagdo para efeitos de estimacio




Especifica-se entdao um novo modelo estrutural para as estimativas directas baseado em
séries cronoldgicas.

Para simplificagdo de notagéo, no que se segue define-se

!

a, = (f.a))
Hy = (r01).
Tem-se entfo
%dxr,{ = rl +8r 7 eq' 3.2
T =1ty +a, = Ha,. eq. 5.3

Permite-se entdo que os pardmetros da regressio, bem como os efeitos aleatorios dos
dominios sintetizados em &, evoluam no tempo de acordo com o modelo

a, =Ga,,+¢,, eq. 5.4
onde
G0 g
G! = 2 | gl = '
0 G T

Assume-se ainda que 0s &, e ¢, sdo ndo correlacionados, ¢, ¢ nio correlacionado
comos &, para s<{ eque £ ~(0,V,), 5, n(0,T,),

onde I, = diag bIoco{C,, QI} "

Assume-se habitualmente que as matrizes V,, C, e (), sdo diagonais. Um dos

pressupostos implicitos € o de que os erros da sondagem sio nio correlacionados quer
seccionalmente, quer cronologicamente.

E ainda habitual para efeitos praticos assumir que G, € uma matriz identidade, fazendo
comque f, e a, evoluam de acordo com um processo do tipo passeio aleatorio



Neste caso particular tem-se que

ﬂ;rzﬁﬂ—l'{héjﬁ j"—'l,,,,,J eq. 8:5

Wy il B, =l 0, eq. 5.6

onde ./ € o nimero de varidveis explicativas do modelo e D o nimero de dominios, e

com &£~ (0,C,), 7, n(0.0,).

Comega-se por encontrar @, o BLUP de a,, a partir do qual se obtém o estimador
optimo (BLUP) de 7, baseado em todas as estimativas até ao momento T, como
Ho8 .

A partir da teoria dos modelos lineares com efeitos aleatérios torna-se possivel obter
a, directamente a partir do conjunto dos dados completos,

No entanto, uma abordagem mais facil resulta de se reparar que os @, esto ligados ao

longo do tempo através da equagdo de transigio eq. 5.4, pelo que se torna mais
conveniente o seu calculo recursivo utilizando um filtro de Kalman.

Em ultima anélise, um filtro de Kalman & uma técnica Baysiana, no sentido em que em
cada momento 7, a distribuigdo posterior de «, considerando os dados até 7~ 1 , €

actualizada de forma a obter a distribuigdo posterior de @, considerando os dados
até f .

Claro que ndo se torna necessario seguir esta perspectiva em situacdes em que se
trabalha sob modelos lineares mistos.

De facto, representando por &,, o BLUP de a, baseado nos dados até s, s< 7 e
considerando o modelo acima apresentado, é bem sabido que o0 BLUP @, baseado no
conjunto dos dados até T, € o mesmo que o BLUP de a, baseado no Gy, € nas

ultimas 7' —s observagdes.

Por outras palavras, a informagao dos dados de periodos de tempo anteriores pode em
qualquer momento ser condensada num BLUP apropriado.

Em termos praticos, torna-se necessério estimar os parmetros do modelo até agora
considerados conhecidos (valores das matrizes C, e Q,), o que sob o modelo

apresentado pode ser conseguido de forma relativamente simples pelo método dos
momentos € portanto sem se tornar necessario assumir qualquer tipo de distribuicio
subjacente. O estimador resultante passa entdo a ser designado por EBLUP.

Para obter o EBLUP @, corre-se o filtro de Kalman com os valores iniciais de a, e
seu EQM obtidos a partir do estimador de Fay-Herriot para /=1/.




Referéncias a este modelo podem ser encontradas em Singh, Mantel e Thomas (1994).
Outras abordagens baseadas em séries cronolégicas podem ainda ser encontradas em
Pfeffermann e Burck (1990), Pfeffermann (1991), Rao e Yu (1992).

6. Consideracdes finais

Os ganhos conseguidos através das diversas técnicas para estimagio em dominios
resultam invariavelmente da utilizagio de informacio auxiliar,

A ideia basica de qualquer método de estimagdo para pequenos dominios consiste em
utilizar informagdo relativa a outros dominios, assumindo que estes estéio ligados por
via de um modelo que contem variaveis auxiliares.

Uma das primeiras tarefas do estaticista serd a procura de variaveis auxiliares que
estejam correlacionadas com a varidvel ou variaveis de interesse. Em tltima analise nio
se devera esquecer que quanto maior for essa correlagio, menor sera a variabilidade
restante para repartir entre variancia de amostragem e variincia inter-dominio.

Sempre que possivel, é desejavel a utilizacio de estimadores directos que garantam
propriedades estatisticas interessantes do ponto de vista do desenho.

Em situagSes em que ndo seja manifestamente possivel obter estimativas design based
de precisdo aceitavel, mesmo depois de se recorrer & utilizagio de informagio auxiliar,
nomeadamente em dominios de muito pequena dimensio, torna-se necessario recorrer
a outros métodos de estimagdo.

Os estimadores sintéticos constituem uma opgio possivel devido & sua relativa
facilidade de utilizagao, apresentando normalmente pequenas varidncias resultantes do
agrupamento de dados referentes a varios dominios. A sua grande desvantagem reside
no aparecimento de enviesamentos de valor desconhecido, que poderdo ser
frequentemente apreciaveis, pondo assim em causa a validade de eventuais intervalos
de confianga que venham a ser construidos com base nestes estimadores.

Outra opgdo consiste no recurso a estimadores combinados. Estes estimadores
resultam habitualmente da combinagio de uma componente design based com uma
componente sintética. Desta forma, torna-se possivel obter estimadores consistentes
que apresentam normalmente enviesamentos menores do que os associados aos
estimadores exclusivamente sintéticos.

Neste contexto tém vindo a surgir abordagens baseadas na utilizagdo de dados
historicos, juntamente com os dados seccionais.

Tem sido verificado empiricamente, nomeadamente através de simulagio de Monte
Carlo que os modelos baseados em séries cronologicas apresentam melhor
performance do que os baseados simplesmente em dados seccionais no que diz
respeito a enviesamento e EQM.



Tal facto ndo ¢ alias de estranhar. O principal problema na estimagdo em pequenos
dominios reside na escassez de dados disponiveis, resultantes da pequena dimensdo das
amostras, o que em ultima analise condiciona a qualidade dos resultados obtidos,
apesar de todos os esforcos que possam ser efectuados no desenvolvimento de
modelos aderentes a realidade.

E sobretudo no ambito de amostragem repetida no tempo que poderdo surgir
oportunidades de desenvolvimento de abordagens robustas, ja que neste contexto a
quantidade de informagéo disponivel pode aumentar substancialmente.

Nao se deverd igualmente ignorar que independentemente da abordagem seguida, na
pratica deverdo sempre ser levados a cabo diagnosticos adequados para os dados da

sondagem, antes de se optar por determinado método de estimago assistido por
modelo.
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