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Introducéao
A compreensdo do ensino e aprendizagem da Matematica pode ser analisada com base na

forma como os individuos participam numa dada cultura. A interpretacdo do que acontece na aula
de Matematica permite-nos compreender de que modo € que os alunos desenvolvem as suas crencas
e valores matematicos, tornando-os intelectualmente mais autbnomos e capazes de explicitar os
significados entretanto construidos. Estas aulas sdo regidas por normas, normas sociomatematicas,
gue assentam nos aspectos normativos de discussdes matematicas que séo especificos da actividade
matematica dos alunos (Yackel e Cobb, 1996).

Neste texto pretende-se fazer uma analise de algumas aulas de Analise Matematica leccionadas
para alunos do 1° ano do ensino superior, procurando identificar normas sociais e sociomatematicas
presentes nestas aulas. O tipo de normas encontradas tem caracteristicas especificas destas aulas e
permite inferir algumas das formas assumidas pelos conceitos imagem que os alunos manifestam na

compreensdo dos conceitos matematicos estudados (Domingos, 2003).

Normas sociais e normas sociomatematicas
Nas ultimas duas décadas tem-se destacado uma linha de investigacdo em Educacédo

Matematica que procura explicar a aprendizagem dos conceitos com base nas interaccdes que tém
lugar na sala de aula. Embora a perspectiva construtivista possa ser tomada como pano de fundo
desta abordagem, parece ser necessario recorrer a uma analise mais detalhada quando se procura
compreender e dar sentido as experiéncias que vao acontecendo na aula. Desta forma é preciso
desenvolver uma visdo interpretativa mais ampla que contemple uma perspectiva sociolégica da
actividade matematica. Os significados dos conceitos matematicos podem assim ser vistos como
sendo construidos de um modo interactivo, resultando de uma negociacdo das normas que regem a
sala de aula. Como poderemos constatar em Yackel e Cobb (1996) ou Herbel-Eisenmann (2003)
esta abordagem tem como pressupostos teorias como 0 interaccionismo simbolico e a
etnometodologia, dando um papel de relevo a construcdo interactiva dos significados e a
reflexividade. Os processos sociais e culturais sdo assim vistos como integrantes da actividade
matematica, sendo o ensino e a aprendizagem vistos como uma forma de participacdo numa cultura

e ndo com base num modelo de transmissdo de conhecimentos.



As normas sociais e as normas sociomatematicas sdo inferidas pela identificacdo de
regularidades nos padrdes de interac¢do social que se desenvolve na sala de aula. A distingdo entre
ambas nem sempre € clara apresentado por vazes diferencas bastante subtis. As normas sociais tém
um carécter mais geral, podendo considerar-se como exemplo de uma destas normas a compreensao
de que se espera que os alunos expliquem as suas solugdes e os seus modos de pensamento na
resolucdo de um dado problema ou de que quando se discute o problema os alunos devem
apresentar soluc@es diferentes das ja apresentadas. Estas normas centram-se assim nas explicacdes e
justificacdes que os alunos ddo das suas solugdes. No que se refere as normas sociomatematicas,
elas reflectem situagdes de interaccdo da aula de matemaética, caracterizadas pela compreensdo
normativa do que é considerado matematicamente diferente, matematicamente sofisticado,
matematicamente eficaz ou matematicamente elegante (Yackel e Cobb, 1996). Podemos tomar
como exemplo deste tipo de normas a compreensdo do que é considerado como uma explicacdo
matematica aceitavel na resolucdo de um problema ou o que pode ser considerado como diferenca
matematica durante a sua discussao.

Com base neste constructo tedrico pretende-se analisar algumas das interaccGes que foi
possivel observar em salas de aula com alunos do Ensino Superior, procurando identificar algumas
das normas ai presentes e caracterizando sempre que possivel o seu papel no ensino e na

aprendizagem dos conceitos estudados.

O contexto educativo
As aulas que a seguir sdo objecto de analise dizem respeito a disciplina de Analise Matematica

I, leccionadas numa instituicdo publica de ensino superior situada na regido da Grande Lisboa e
eram destinadas a alunos de Matematica, Engenharia Electrotécnica e de Ensino das Ciéncias da
Natureza, que frequentavam a disciplina pela primeira vez. Apresenta-se de seguida uma descricéo
sucinta da forma como decorreu o processo de ensino onde podemos distinguir dois tipos de aulas.
Os alunos da licenciatura em Engenharia Electrotécnica e de Computadores e do Ensino das
Ciéncias da Natureza foram alvo de uma metodologia de ensino baseada em aulas tedrico-praticas
leccionadas sempre pelo mesmo professor, enquanto que os alunos da licenciatura em Matematica
tiveram dois tipos de aulas: as aulas teoricas que funcionavam em simultaneo para todos os alunos
da licenciatura inscritos na disciplina e as aulas praticas que eram leccionadas por outro professor,
em grupos mais pequenos designados por turnos praticos. Estas aulas da licenciatura em
Matematica seguem um modelo que podemos designar por tradicional na sua organizagdo temporal,
por ser 0 mais usual para a maior parte das disciplinas propedéuticas ministradas nas instituicdes de

Ensino Superior. Em ambos os casos a disposi¢cdo dos alunos na aula segue um modelo “magistral”



encontrando-se os alunos sentados em mesas de dois, com todas as mesas dispostas em filas,
viradas para o quadro e para a secretaria do professor que se encontra junto deste.

Na abordagem em que os alunos tinham aulas tedrico-praticas o tempo disponivel para a
leccionacgdo dos temas era 0 mesmo que dispunham os alunos das restantes licenciaturas sujeitas a
organizagdo temporal tradicional. Esta metodologia de ensino baseada em aulas tedrico-praticas
teve como objectivo principal o de proporcionar uma nova experiéncia pedagoégica, tendo sido
aplicada nas licenciaturas Engenharia Electrotécnica e de Ensino das Ciéncias da Natureza. A
abordagem feita privilegiou a introducdo dos conceitos com base em exemplos concretos,
apresentando-se posteriormente a sua definicdo formal. Pelo seu caracter indutivo foi possivel
observar uma maior interaccdo entre o professor e os alunos, sendo estes bastante solicitados a
participar nas actividades propostas ao longo das aulas. Este processo foi sendo menos participado a
medida que os conceitos se vdo tornando mais abstractos, ou quando a sua escrita envolve uma
traducdo simbdlica.

Para os alunos da licenciatura em Matematica a organizacdo dos tempos lectivos segue um
método onde as aulas estdo separadas em tedricas e praticas, sendo leccionadas por professores
diferentes. Na aula teérica, que funciona para todos os alunos da licenciatura inscritos na disciplina,
0s conceitos sdo quase sempre introduzidos a partir da sua definicdo formal e propriedades, sendo
posteriormente referidos alguns exemplos concretos e contra-exemplos para ajudar na sua
compreensdo. Da mesma forma, os teoremas sdo enunciados e demonstrados, sempre que a
demonstracdo é considerada relevante para a compreensdo dos conceitos e posteriormente sao dados
alguns exemplos concretos reveladores da sua aplicabilidade. Os alunos séo solicitados pelo
professor a participar quer nas demonstracdes, quer na aplicacdo das propriedades e teoremas, mas
acabam por ter uma participacdo muito fraca, limitando-se sobretudo a transcrever tudo o que o
professor escreve no quadro. As aulas praticas funcionam em grupos mais pequenos, cerca de 27
alunos, e tém como principal objectivo aplicar os conceitos, suas propriedades e teoremas
associados, abordados na aula tedrica. Para tal é utilizado um conjunto de exercicios que tém
essencialmente por base o recurso ao calculo e as suas técnicas, procurando-se desta forma dar
significado aos conceitos tedricos aprendidos anteriormente. A metodologia utilizada nestas aulas
passa por disponibilizar um curto espaco de tempo em que os alunos podem pensar sobre o
exercicio, acabando o professor por esquematizar a sua resolu¢do no quadro. Nesta fase ha por
vezes uma grande interactividade entre o professor e os alunos que conduz essencialmente ao
esclarecimento dos procedimentos utilizados na resolucdo do problema.

Neste contexto foi feita a observacdo de aulas em cada uma das turmas, sendo os tdpicos
estudados referentes ao estudo das sucessdes, das fungdes e do calculo diferencial. Apresenta-se de



seguida alguns episodios que traduzem interaccdes observadas ao longo das aulas, procurando

identificar as normas que regem essas interaccoes.

Os dados empiricos
Nesta sec¢cdo procura-se descrever algumas das situacdes de sala de aula observadas durante o

processo de ensino e aprendizagem dos conceitos leccionados no @mbito da disciplina de Analise
Matematica I, procurando ilustrar ambas as metodologias de ensino descritas anteriormente. Serdo
apresentadas duas situacdes distintas em cada um dos contextos de ensino. A primeira situacédo diz
respeito a introducdo do conceito de sucessdo e a segunda refere-se ao estudo do conceito de
sucessao convergente. Apresenta-se de seguida a descrigdo e analise da introducdo de cada um dos

conceitos em ambas as salas de aula.

Conceito de sucesséao
No que se refere as aulas teorico-praticas para os alunos de engenharia a introdugdo do

conceito é feita com base num problema da vida real que propde estudar o crescimento de uma
populacdo de coelhos (sendo apresentado um pictograma em acetato), crescimento este que €
traduzido pela sucessdo de Fibonacci. A adesdo dos alunos ao problema é grande, comecando estes
por efectuar alguns célculos para estabelecer o que acontece nos primeiros meses que os coelhos se
vao reproduzir. Alguns alunos comecam por responder a questdes iniciais, tais como, quantos
coelhos existiriam ao fim de 6 e de 12 meses, referindo em voz alta alguns nimeros e esperando
que a professora valide as suas respostas. Outros alunos procuram determinar uma lei geral que
permita encontrar o nimero de coelhos que ha num determinado més. Os alunos recorrem a uma
diversidade de modelos, referindo sobretudo modelos lineares, quadraticos e exponenciais. Quando
os alunos tentam que a professora valide os modelos que vao enunciando ela responde que ndo ha
uma lei geral, pelo que alguns alunos voltam a tentar esquematizar o que se passa com a reproducao
nos primeiros meses. Posteriormente a professora vai mostrando uma sequéncia de ndmeros que
corresponde aos casais de coelhos que vao existir em cada més que passa, mas nenhum aluno
consegue identificar uma lei que possa traduzir essa sequéncia, acabando a professora por concluir
que o numero de casais em cada més é igual a soma dos que existiam nos dois meses anteriores.
Com a descoberta desta lei os alunos voltam a mostrar uma grande participacdo, continuando a
sequéncia que a professora tinha comecado a mostrar. Com base nesta sequéncia a professora tenta
que os alunos explicitem o seu conceito de sucessdo. Ao questiona-los sobre o que é uma sucessdo
as respostas obtidas vdo no sentido de reproduzir elementos da actividade desenvolvida

anteriormente, isto é, a sucessao é identificada com sendo uma sequéncia de elementos. Perante as



respostas dos alunos a professora escreveu a definicdo formal no quadro, uma sucessao de numeros
reais € uma aplicacdo de N em R, e procurou que estes identificassem os objectos e as imagens
como sendo os termos e as ordens, identificacdo esta que os alunos ndo conseguiram concretizar.
Foi preciso recorrer a termos gerais de sucessées, como por exemplo a sucessdo dos nUmeros pares
ou dos numeros impares, para que através do calculo de seus primeiros termos os alunos
conseguissem estabelecer essas nomenclaturas.

Nesta situacdo parece ser possivel identificar momentos de interaccdo entre os alunos e o
professor que sdo regidos por normas. Um destes momentos prende-se com o facto de os alunos no
inicio procurarem que o professor valide alguns dos valores que vado encontrando para que possam
prosseguir com o desenvolvimento da sua estratégia de resolugdo do problema. Por vezes uma nao
resposta por parte do professor faz com que o aluno ndo prossiga a estratégia iniciada, procurando
outro processo de abordar o problema ou aguardando que surja um momento em que possa fazer
essa validacdo com base nas interac¢Bes que se possam estabelecer com outros colegas. Esta é uma
norma sociomatematica, que pode ser designada como uma tendéncia para a legitimagdo, que
ocorre em varias outras situacdes na sala de aula. O aluno procura validar a cada momento
resultados intermédios para apoiar as suas conjecturas e solugbes do problema em vez de
desenvolver um esquema de raciocinio que Ihe permita validar todo o processo realizado até chegar
a solucdo encontrada, tendo depois a capacidade de produzir uma argumentacdo que explicite esse
raciocinio. Esta norma parece derivar de uma norma social, também possivel de observar no
contexto anterior, que tem por base o papel do professor enquanto autoridade que decide se 0s
argumentos apresentados estdo ou ndo conforme os significados institucionais, isto é, o0s
significados partilhados pela comunidade matematica. Esta norma pode ser designada de
conformacéo, tendo como papel principal o de verificar se um dado significado estd conforme com
aquilo que é considerado matematicamente valido. Outra norma que é possivel inferir da situacao
de sala de aula anterior estd relacionada com a abordagem que os alunos fazem da situacéo,
procurando encontrar uma expressao analitica que possa descrever todos os termos da sucessdo.
Esta norma parece ser usada como forma de introduzir uma maior sofisticagdo e elegancia ao
conteddo matematico, aproximando-se assim das estruturas matematicas que o0s alunos sao
solicitados a manipular na sua actividade matematica. Esta norma pode ser designada de
algebrizacdo, e surge em varias situagdes em que os alunos sdo solicitados a desenvolver
raciocinios que envolvem problemas descritos por palavras. O facto de o aluno realizar uma
diversidade de manipulacdes algébricas parece conferir-lhne um maior “poder matematico”
relevando outro tipo de representacOes para segundo plano. Esta abordagem tornou-se evidente
quando a professora representou a sucessdo de Fibonacci por recorréncia, fazendo com que esta



fosse aceite por todos, mesmo aqueles que até entdo continuavam a procurar uma expressao

analitica que traduzisse a sucessao.

No caso das aulas para os alunos de Matematica o conceito de sucessdo foi introduzido nas
aulas teoricas a partir da definicdo formal, apresentada em acetato. De seguida os alunos foram

questionados acerca da notacdo a utilizar mas acabaram por aguardar pela resposta do professor que

. n 1 -
deu exemplos de termos gerais de algumas sucessdes, u,=n" e v, =(-1)"*=, solicitando de
n

seguida o célculo de alguns termos destas. Os alunos ndo intervém espontaneamente, tendo o

professor indicado alguns termos de ambas as sucessdes. De seguida apresentou o termo geral de
uma sucessao definida por recorréncia, u,, , =1+u, com u, =2, calculando de seguida alguns dos

seus termos. Um aluno intervém perguntando se ndo estd a faltar na representacdo da sucessdo o

termo geral u,. O aluno procura estabelecer uma comparagdo com as sucessdes representadas
anteriormente, pressupondo que antes de indicar a expressédo do termo geral deve aparecer o u, a

anteceder o sinal de igual. O professor responder que a sucessdo estava correctamente definida
desta forma e foi indicando alguns dos seus termos. Posteriormente foram dados mais alguns
exemplos de termos gerais de sucessdes pedindo aos alunos para calcularem o0s seus primeiros
termos. Os alunos foram realizando os célculos no lugar e em siléncio participando apenas quando
solicitados a indicar os termos que tinham calculado. Na parte final da aula foram fornecidos aos
alunos os primeiros termos de algumas sucessoes, -1, 1,-1,1,-1,1,-1,1...e¢1,2,1,3,1,4, 1,5, 1,
6..., pedindo para que encontrassem 0s respectivos termos gerais. No primeiro caso houve um
aluno que conseguiu indicar o termo geral pretendido mas no segundo nenhum aluno mostrou ser
capaz de o encontrar tendo 0 mesmo sido fornecido pelo professor.

Do ponto de vista das interaccOes estas aulas apresentam caracteristicas bastante diferenciadas
das descritas anteriormente, ainda que o tema em estudo seja comum. Parece ser possivel identificar
uma norma social que é transversal a toda a aula, onde o professor € reconhecido como o detentor
do saber e os alunos apenas devem mostrar uma predisposicao para apreender os conceitos que lhe
sdo transmitidos. Esta norma social parece determinar uma outra norma sociomatematica, onde 0s
alunos devem aprender o conceito a partir da definicdo criando um conceito imagem desta e s
posteriormente devem alargar esse conceito imagem com recurso aos varios exemplos trabalhados.
Esta norma pode ser designada de particularizacdo, preconizando que 0s conceitos podem ser
introduzidos com base na sua defini¢do formal, sendo a sua compreensdo desenvolvida com base na

manipulacédo de alguns exemplos e contra exemplos.



Sucesséao convergente
Descreve-se de seguida uma situacdo de sala de aula que acontece aquando da introducdo do

conceito de sucessdo convergente. No que se refere as aulas tedrico-praticas para os alunos de
engenharia a introducdo do conceito é feita na sequéncia do estudo do conceito de infinitamente
grande. Anteriormente os alunos estudaram este conceito partindo de exemplos concretos que lhe
permitiram deduzir a sua traducdo simbdlica. No caso da sucessdo convergente a professora

comegou por fornecer aos alunos a sucesséo u, =2 pedindo para que estes calculem o seu limite.

N&o surge nenhuma resposta espontanea e alguns alunos intervém referindo que tém dificuldade no
calculo do mesmo. Um aluno questiona a professora perguntando para onde vai tender o n e depois
conclui que se trata de uma indeterminacao. Posteriormente alguns alunos conseguem responder a
questdo dizendo que o limite € 1, com o intuito de que a sua resposta seja validada, mas quando se
pede para que eles explicittm o modo como conseguiram chegar a esse valor alguns dos
procedimentos realizados partem de pressupostos falsos, nomeadamente eles argumentam que
dividem ambos os membros da fraccdo por n mas executam os calculos de forma incorrecta. A
professora pede para que os alunos indiquem os primeiros termos da sucessdo e vai fazendo a sua
representacdo esquematica na recta real com o objectivo que os alunos visualizem o comportamento
dos primeiros termos, estabelecendo assim 0 modo como estes se estdo a aproximar do valor 1.
Com base neste esquema séo estabelecidas algumas vizinhangas do ponto 1 com raios cada vez

menores, como por exemplo para n>15=u, €V,,(1). Com base nestes exemplos a professora

escreveu por extenso a definicdo no quadro, fazendo de seguida a sua traducdo simbolica.
Inicialmente fez a escrita simbolica utilizando a nocdo de vizinhanca e posteriormente traduziu essa
3

nogdo em termos de modulos como se mostra a seguir: v :n>p=|u, -1l &. Esta escrita

>0~ peN
suscitou algumas davidas, sobretudo na relacdo que ha entre a notagéo de vizinhanga e 0 médulo da
diferenca entre os termos da sucessdo e o limite, levando os alunos a questionar como se poderia
passar de uma representacdo para a outra. Com base na definicdo simbdlica anterior foi escrita a
definicdo para o caso geral tendo de seguida a professora proposto o célculo do limite da sucessao
anterior com base nesta definicdo. Para ajudar os alunos a desenvolver a prova a professora
comegou par escrever a definicdo simbolica para o caso concreto, V, 3, :n>p=|tl-like.
Alguns alunos comegam a procurar resolver o problema, mas todos eles se centram na resolugéo
algébrica da desigualdade presente no segundo membro da implicacdo. Embora este processo ja
tenha sido abordado para provar por definicdo que uma dada sucessé@o era um infinitamente grande,
os alunos continuam a centrar-se nos procedimentos algébricos sem dar qualquer relevo ao papel
dos quantificadores. Para ultrapassar esta situagdo a professora acabou por ter que esquematizar a

resolucdo no quadro, apresentando-a passo a passo e recorrendo ao questionamento permanente



para justificar cada um dos passos. A participacdo dos alunos vai pouco além dos célculos que ja
tinham efectuado anteriormente e quando se procura que eles déem significado ao papel
desempenhado pelos quantificadores apenas conseguem recorrer aos exemplos abordados aquando
do estudo do conceito de infinitamente grande atribuindo aos pardmetros o mesmo significado que
estes tinham nessa definicdo. Depois de a prova ter sido completada pela professora os alunos foram

solicitados a provar por definicdo que a sucesséo de termo geral + tendia para 0. Nesta tarefa a

participacdo dos alunos é maior, tendo a maioria comecado a resolver no seu lugar e trocando
algumas ideias com os colegas de carteira. O processo que a maioria destes alunos seguiu foi e de
estabelecer uma comparacdo com a resolucdo anterior, feita pela professora, indicando todos os
passos na mesma sequéncia. Quando alguns alunos foram questionados para explicar o modo como
fizeram a resolucdo, surgiram muitas dificuldades na explicitacdo do papel desempenhado pelos
quantificadores, sendo dado mais relevo aos processos algébricos que foram desenvolvidos.
Também no desenvolvimento desta aula foi possivel observar a existéncia de algumas normas
que parecem reger as interacgdes observadas. Uma dessas normas, tem um caracter mais geral, e
revela-se como uma necessidade para a realizacdo de célculos em vez de fazer uma discussdo do
problema com base noutros argumentos mais tedricos. Esta pode ser designada como uma norma
sociomatematica de validacdo por célculo, onde o problema apresenta um caracter matematico
desde que envolva um conjunto de calculos mais ou menos complexos. Esta norma vem fazer com
que a atencdo dos alunos néo se centre no papel desempenhado pelos quantificadores mas sim nos
procedimentos de célculo necessérios para que se possa considerar que o problema foi resolvido.
Esta norma parece induzir uma outra, onde o papel dos quantificadores ndo é considerado como
relevante. Na resolucdo de um problema de convergéncia usando a definicdo o papel dos
quantificadores € estabelecido por comparacdo com resolugdes de exemplos semelhantes sem que
dai resulte uma compreensdo efectiva da dimensdo que a definicdo preconiza. Esta norma surge
quando é preciso manipular expresses simbdlicas mais ou menos complexas e pode ser designada

como norma de comparacao simbolica.

O estudo da no¢do de sucessdo convergente para os alunos de Matematica seguiu um processo
semelhante a implementacdo do conceito de sucessdo. Foi apresentada a definicdo a partir de um
acetato, com a seguinte formulacdo: sejam u uma sucessdo e a R . Diz-se que u converge para a

(ou tende para a ou, ainda, que o limite da sucessdo é a), e representa-se por u, —a, Se
Ve>03peN:n>p=fu,—alke. Os alunos limitaram-se a copiar a mesma para 0S Seus

apontamentos. Posteriormente o professor escrever no quadro a definicdo simbolica usando a nogéo

de vizinhanca, fazendo uma representacdo esquematica na recta real do papel do &, e estabelecendo



uma comparagéo desta definicdo com a enunciada anteriormente. Os alunos transcrevem a definigao

sem colocar qualquer questdo. De seguida foi proposto que se provasse por definigdo que a sucessdo

1 . .
de termo geral —- tendia para 0. Os alunos permaneceram passivos aguardando que o professor
n

desenvolvesse a prova pretendida. A medida que o professor foi realizando a demonstracio os
alunos limitaram-se a transcreve-la para o caderno aceitando todos os passos apresentados sem
colocar qualquer davida ou questao.

Pela natureza da abordagem feita no ensino deste conceito os padrGes de interacgdo que é
possivel observar sdo em tudo semelhantes aos ja descritos anteriormente, aquando do ensino do
conceito de sucessao. Continua a ser possivel identificar a norma social que traduz a autoridade do

professor assim como a norma sociomatematica da particularizagéo.

Concluséo
O estudo das interaccOes que se estabelecem na sala de aula e a observacdo dos padrdes que

regem essas mesmas interac¢des pode revelar-se uma ferramenta poderosa para o desenvolvimento
do processo de ensino e aprendizagem da Matematica. O recurso ao quadro conceptual que analisa
estes padrbes do ponto de vista das normas sociais e sociomatematicas (Yackel e Cobb, 1996;
Herbel-Eisenmann, 2003) da-nos a possibilidade de fazer uma analise dessas praticas que permite
identificar outros tipos de normas que lhe séo caracteristicas. As aulas acima descritas apresentam
caracteristicas bastante diferenciadas o que faz com que seja possivel identificar normas diferentes
em ambas as situagfes. As normas observadas nem sempre sdo favoraveis ao desenvolvimento de
uma compreensdo relacional dos conceitos estudados. Embora ndo seja 0 objectivo deste texto
explicitar a compreensdo que os alunos manifestam sobre os conceitos é possivel encontrar em

Domingos (2003) uma analise bastante completa dos significados que os alunos construiram.
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