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REsumMmo

Esta dissertacao tem como objetivo o estudo de um Sistema de Bonus Malus sob a
perspetiva de uma carteira aberta. Neste estudo pretende evidenciar-se algumas vanta-
gens da utilizacao de técnicas de Simulacao para a obtencao de resultados importantes
para a modelacao de Sistemas de Bonus Malus. Os resultados obtidos através de técnicas
de Simulagao serdo comparados com os que se obteriam a luz da Teoria dos Vortices
Estocasticos, descrita, por exemplo, em Guerreiro et al. (2014).

Os resultados obtidos através da Teoria dos Vortices Estocasticos e através da Simula-
¢ao sao semelhantes, o que leva a concluir que a Simulagao consegue reproduzir a Teoria
dos Vortices Estocasticos. Esta dissertagao permitiu encontrar muitas vantagens da uti-
lizacao da Simulacao. Permite, por exemplo, encontrar de forma simples Intervalos de
Confianga e relaxar algumas das hipoteses consideradas na Teoria dos Vortices Estocasti-
cos representando a realidade e a volatilidade de uma carteira de seguro automovel.

Palavras-chave: Sistemas de Bonus Malus, Carteira Aberta, Simulacdo, Vortices Estocas-

ticos, Quota de Mercado, Escalas Otimas
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ABSTRACT

The aim of this dissertation is the study of a System Bonus Malus under the perspec-
tive of an open portfolio.This study is intended to evidence some advantages of using
Simulation techniques to obtain significant Systems Bonus Malus results. The results
obtained using Simulation techniques will be compared with the one’s that would be
obtained using Stochastic Vortices Theory described in Guerreiro et al. (2014).

The obtained results from Simulation and Stochastic Vortices Theory are similiar,
which leads to the conclusion that the Simulation can reproduce the Stochastic Vortices
Theory. This dissertation allowed to find many advantages of using Simulation, such as
easily find Confidence Intervals and relax some hypothesis considered in Stochastic Vor-

tices Theory, representing the reality and volatility of an automobile insurance portfolio.

Keywords: Bonus Malus Systems, Open Portfolio, Simulation, Stochastic Vortices, Market
Share, Optimal Bonus Scales
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CariTUuLO

INTRODUCAO

Com o aumento da circulacao automoével, e consequente elevado numero de apolices
de seguro automovel, existe uma maior rotatividade dos segurados em busca de melho-
res prémios. Esse crescimento da rotatividade deve-se também a alteragdes no mercado
segurador como, por exemplo, a facilidade de contratagao/anulacao de apdlices e ao sur-

gimento de plataformas online que facilitam todo este processo.

No ano em que uma apdlice entra em vigor esta é inserida numa classe tarifaria onde se
reinem segurados com caracteristicas semelhantes. Nesse ano é-lhe cobrado um prémio,
designado como prémio a priori, baseado em algumas caracteristicas possiveis de serem

observadas tais como a idade, anos de carta e zona de residéncia do segurado.

Existem, no entanto, algumas caracteristicas que nao sao observaveis no momento em
que uma apolice da entrada como a destreza ao volante, a agressividade na conducao, a
rapidez de reflexos ou o conhecimento do cédigo da estrada. Desta forma, nem sempre
os segurados colocados numa mesma classe tarifaria representam o mesmo risco para a
seguradora e torna-se necessario, em anuidades futuras, a correcao do prémio cobrado,
tendo em conta a sinistralidade passada, utilizando para isso mecanismos de tarifacao a

posteriori.

Os Sistemas de Bonus Malus (SBM) sao um mecanismo de tarifacao a posteriori, uti-
lizado apenas nos seguros automoéveis, que visa corrigir o prémio de um segurado, re-
duzindo-o em caso de baixa sinistralidade e aumentando-o em caso de sinistralidade
elevada. Desta forma, a longo prazo, cada segurado paga um prémio correspondente a

sua frequéncia de sinistralidade.

Um SBM caracteriza-se por um vetor de prémios a cobrar em cada classe tarifaria,
uma classe de entrada onde se considera que sao colocadas todas as novas apolices e
por um conjunto de regras de transicao que ditam a classe tarifaria onde um segurado

sera colocado na anuidade seguinte com base nos sinistros declarados a Seguradora na



CAPITULO 1. INTRODUCAO

anuidade anterior.

Ao nao considerar a entrada e saida de segurados e definir uma classe de entrada
fixa, os modelos tradicionais para SBM podem revelar-se pouco realistas em alguns mer-
cados onde a rotatividade possa ser elevada. De forma, a ultrapassar estas limitagoes,
Guerreiro (2001) e Guerreiro e Mexia (2004) sugeriram uma nova abordagem para a mo-
delacao de SBM, baseada na Teoria dos Vortices Estocasticos. Em Guerreiro e Mexia (2008),
Guerreiro et al. (2010), Guerreiro et al. (2012) e Guerreiro et al. (2014) é possivel encon-
trar versoes mais recentes desta abordagem, considerada mais realista, uma vez que todos
0s anos entram novos segurados para as Seguradoras e também, por diversos motivos,
muitos anulam a sua apolice.

Outros autores também se focaram nas limitagdes dos modelos tradicionais para SBM,
como é o caso de Centeno e Andrade e Silva (2001).

Esta dissertacao tem como objetivo o estudo de um SBM sob a perspetiva de uma
carteira aberta. Neste estudo pretende evidenciar-se algumas vantagens da utilizagao de
técnicas de Simulagao para a obtencao de resultados importantes para a modelacao de
Sistemas de Bonus Malus. Os resultados obtidos através de técnicas de Simulagao foram
comparados com os que se obteriam a luz da Teoria dos Vortices Estocasticos, descrita,
por exemplo, em Guerreiro et al. (2014).

Foram determinadas as escalas 6timas de prémios de Norberg (1976), Borgan et
al. (1981), Gilde e Sundt (1989) e Andrade e Silva (1991) para os modelos considerados,
de modo a proceder a sua comparagao e analise.

Por fim, foi testada uma distribuicao diferente para o nimero de segurados a entrar
para o sistema em cada ano 7, com a finalidade de estudar o impacto que uma alteracao
no modelo de entradas pode causar no sistema. Para isso, efetuou-se uma simulagao desta
nova carteira de seguro automoével e comparou-se com os resultados obtidos anterior-

mente utilizando a Teoria dos Vortices Estocasticos.

Esta dissertagao encontra-se dividida em cinco capitulos:

* No Capitulo 2 faz-se uma introdu¢ao aos SBM e a Teoria dos Vortices Estocasticos
e apresenta-se quatro escalas 6timas de prémios, conforme referido anteriormente.
Sao apresentados alguns modelos que possam ser adequados para a distribuicao
do numero de sinistros, com vista a encontrar uma distribuicao de probabilidade
que seja representativa da sinistralidade observada na carteira de responsabilidade
civil automoével da Seguradora utilizada, que permitira estimar as probabilidades

de transicao entre classes do SBM.

* O Capitulo 3 aborda conceitos relacionados com a Simulagao, utilizados para repli-

car a realidade de uma carteira de Seguro de Responsabilidade Civil Automovel.

* No ultimo capitulo sao aplicados os conceitos apresentados aos dados de uma Segu-

radora Portuguesa e sao apresentados alguns comentarios e conclusoes.
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Concluir que a Simulagao consegue reproduzir a realidade permite estudar, de forma
simples, varios cenarios que se desejem analisar e prever a situagao em que a Seguradora
se encontrara num futuro proximo ou longinquo, sob reserva dos pressupostos do modelo
de simula¢ao se manterem adequados.

Todos os resultados referentes a Simulag¢oes foram obtidos recorrendo a programacao

em Java.






CariTUuLO

SisTEMAS DE BoNUs MALUS

2.1 Tarifacao a priori e Tarifacao a posteriori

Na constru¢ao de uma estrutura tarifaria é necessario identificar as causas que in-
fluenciam o risco. No caso da estrutura tarifaria do Ramo Automovel é usual utilizar-se
diversas variaveis de classificagao para agrupar riscos semelhantes em diversos grupos de

tarifacao. Alguns exemplos dessas variaveis podem ser visualizados na Tabela 2.1.

Tabela 2.1: Exemplos de Variaveis de Classificacao utilizadas no Ramo Automével

Veiculo Segurado
* Cilindrada do Veiculo * Idade do Segurado
* PoténciadoVeiculo + AnosdeCartadoSegurado
* Ano de Registo do Veiculo * Zona de Residéncia
* Tipode Combustivel  « SexodoSegurado
* Nuamero de Lugares do Veiculo * Pessoal/Coletivo

A intencao da Seguradora ao agrupar riscos semelhantes que paguem prémios idénti-
cos, nao é completamente satisfeita uma vez que existem outras caracteristicas, algumas
nao observaveis, que sao importantes na quantificacao do risco. Exemplos dessas caracte-

risticas podem ser visualizados na Tabela 2.2.

Tabela 2.2: Exemplos de caracteristicas que nao sao facilmente observaveis

Caracteristicas nao observaveis

e Destreza ao volante

* Conhecimento do co6digo da estrada
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Estas caracteristicas nao sao observaveis aquando da criacao da apdlice e, por isso, o
prémio cobrado pode nao representar o verdadeiro risco que o segurado representa para a
Seguradora. Torna-se necessario, em anuidades futuras, proceder a corregao deste prémio
tendo em conta a sinistralidade passada, utilizando para isso mecanismos de tarifacao
a posteriori. Estes mecanismos sao importantes tanto para a Seguradora como para o
segurado visto que o segurado pretende pagar um prémio justo consoante o risco que
representa para a Seguradora e esta pretende ser devidamente remunerada por assumir a

cobertura de determinado risco.

2.2 O que é um Sistema de Bonus Malus?

Os SBM sao mecanismos de tarifagao a posteriori que funcionam da seguinte forma:
em caso de baixa sinistralidade o segurado vé o seu prémio reduzido enquanto o vera
ser agravado, caso contrario. Os segurados, de forma a evitarem um agravamento do seu
prémio, tendem a conduzir de forma mais prudente, o que leva a uma redu¢ao do numero
de sinistros e dos custos associados aos mesmos. Com este mecanismo, a longo prazo,
cada segurado paga um prémio correspondente a sua frequéncia de sinistralidade.

As Seguradoras Portuguesas, e a grande generalidade das Seguradoras Europeias,
apenas tém em conta o numero de sinistros participados na ultima anuidade na aplicagao
dos SBM, nao tendo em conta a gravidade dos mesmos, ou seja, um segurado que apenas
deu um sinistro mas de custo elevado, pode ser menos penalizado que um segurado que

deu mais sinistros mas de menor custo associado.
Um SBM tem as seguintes caracteristicas:
* Todas as apdlices tém a mesma duracao, geralmente um ano;

* O sistema encontra-se dividido em s classes onde estao distribuidas as apdlices em

vigor;
* A classe para onde um segurado transita na anuidade seguinte depende apenas:
— Da classe onde se encontrava na anuidade anterior;
- Do ntmero de sinistros declarados a Seguradora na ultima anuidade.

Para caracterizar um SBM com s classes basta conhecer os seguintes elementos:

* A escala de prémios b= (by,b,,...,bs) onde b; representa a percentagem do prémio

puro a pagar pelos segurados que se encontram na classe i, i =1,2,...,s;

* A classe de entrada iy que, como o nome indica, € a classe onde, se considera que,

todos os novos segurados sao colocados;
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* As regras de transicao do sistema, T, que, apds conhecido o nimero de sinistros
reportados no periodo anterior, ditam a classe para a qual um segurado transita no

inicio do periodo seguinte.

As regras de transi¢ao devem ser claras e completas e podem ser representadas através
de uma matriz
T= [Tij]sxs

onde para cada par ordenado (i, ), T;; € o conjunto dos numeros inteiros r tais que uma
apolice transita da classe i para a classe j no fim do periodo se reportar r sinistros nesse
periodo.

Para que um conjunto de regras de transicao seja completo, T deve ser tal que:

S
* UT;j=No;
i1

* TiNTy; =0, Vj=j, ije{l,2. s}

Outra forma de definir as regras de transicao € através de transformacgoes t;;(k), i, =
1,2,...,s, ke N, onde:

1 se k sinistros originam a transi¢ao da classe i para a classe j (2.1)

0 caso contrario

Ao definir as regras de transicao através de transformacdes t;;(k) deve-se garantir que
para cada par (i, k) existe um e um so0 j tal que ¢;;(k) = 1 pois se tal nao acontecesse nao

seria claro para que classe o segurado transitaria no periodo seguinte.

2.3 Uma abordagem para o Sistema de Bonus Malus

O modelo proposto para SBM apresentado na seccao 2.2 nao considera entradas nem
saidas de segurados da carteira e considera que inicialmente todos os segurados se encon-
tram na classe de entrada.

Na realidade todos sabemos que muitos segurados abandonam a sua Seguradora por
diversas razoes como melhores condi¢oes oferecidas por outras Seguradoras, desconten-
tamento com os servigos prestados pela Seguradora atual ou promogodes efetuadas por
outras Seguradoras e que, com o aumento da circulacao automoével, todos os anos entram
novos segurados para a carteira. Considerar que a classe de entrada é a mesma para todos
0s novos segurados também nao é muito realista uma vez que a Seguradora tem acesso
ao Certificado de Tarifagao onde pode adequar a classe de entrada ao nimero de sinistros
reportados a Seguradora anterior.

Desta forma, o modelo de SBM apresentado anteriormente pode nao ser o mais ade-

quado de um ponto de vista pratico tendo sido proposta em Guerreiro (2001) uma teoria
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alternativa, a Teoria dos Vortices Estocasticos. Como referido anteriormente, outros auto-
res também se focaram nas limita¢cdes dos modelos tradicionais para SBM, como € o caso
de Centeno e Andrade e Silva (2001).

2.3.1 Os Vortices Estocasticos

Considere-se, daqui por diante, que uma populacao aberta é uma populagao para a
qual se admite entradas e saidas. Segundo Guerreiro et al. (2014), se se considerar uma
populagao aberta dividida num numero finito de sub-populag¢oes, estamos perante um
vortice estocastico se a proporcao de individuos em cada sub-populacao estabilizar a
longo prazo, apesar das entradas, transi¢oes e saidas.

Uma vez que nesta dissertagao serao aplicados conhecimentos tedricos de SBM e
de Simulacao a uma carteira de Seguro Automodvel de uma Seguradora Portuguesa, a
carteira de apolices representara a populacao e as classes do sistema representarao as
sub-populacgoes.

Este modelo considera que todos os anos entram elementos para a populagao e que,
ao fim de um intervalo de tempo finito, estes transitarao para um estado absorvente final
que representa a saida desse elemento da populagao. Desta forma, um SBM continua bem

representado mesmo utilizando uma carteira aberta.

2.3.2 Matrizes de Probabilidades de Transicao

Associada a matriz das Regras de Transi¢ao, apresentada na secgao 2.2, define-se uma

matriz designada por matriz de Probabilidades de Transi¢ao, definida por:

Pralif) =) ped) tij(k) = Py(Zs s =1 Zs=1)  ij=1,...,5
k=0
onde

* px(A) - probabilidade de um segurado, com frequéncia de sinistralidade A, originar

k sinistros numa anuidade;

* Zs, - variavel aleatoria que representa a classe do sistema em que uma determinada

apdlice se encontra no periodo #;
* t;j(k) - definida como em (2.1).

A matriz Pt ) = [pr.(i,j)] é a matriz de probabilidades de transi¢ao num passo, para
uma dada frequéncia de sinistralidade A, em conformidade com as regras de transigao T.

Seja qq,) o vetor que contém as probabilidades, para as s classes do sistema, de um
segurado abandonar a Seguradora, para uma dada uma frequéncia de sinistralidade A.

Consideremos entdao uma matriz de Transi¢ao com s + 1 estados onde o estado s+ 1

representa a saida de um segurado da carteira.
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A matriz de Probabilidades de Transi¢do, considerando uma carteira aberta, é definida

da seguinte forma:

Kix qi0
P — ’ ’
A [ 0 1

Uma vez que, no final de cada anuidade, um segurado ou permanece na carteira, numa
das s classes possiveis, ou abandona a Seguradora, cada linha da matriz Py ) tera de somar

um. Assim, cada elemento da matriz K, , é dado por:

kia(i,j)=prali,j) (1=gia(j)  i,j=1,...,s.

2.3.3 O Numero de Sinistros - O Processo de Poisson Misto

Consideremos que o Processo de Poisson Misto se adequa a realidade do Numero de
Sinistros originados numa carteira de seguro automoével.

Este é um modelo que se adequa frequentemente a realidade de uma carteira de
seguro automodvel, uma vez que se considera que o risco pode diferir de apdlice para
apolice.

Seja N(t) o numero de sinistros declarados em [0, t] por um segurado retirado ao acaso
da carteira. Se se considerar um processo de Poisson Misto {N(t),t > 0} para representar a

distribuicao do namero de sinistros tem-se:

N(t)~P(At), A~U(N)

onde a variavel aleat6ria A é designada por Variavel de Estrutura e U(A) por Distribuigao

de Estrutura, e verifica-se:

1. N(0) = 0 - no momento inicial ainda nao foi declarado nenhum sinistro;

2. E[N(t)] =t E[A] - o nimero médio de sinistros declarados num periodo de tempo t

€ proporcional ao valor esperado da distribui¢ao de estrutura;

3. Var[N(t)] = t E[A] + t> Var[A] - a variancia do nimero de sinistros declarados é
superior ao seu valor esperado;

4. P[N(t+s)—N(t)=k] = J e"\tTd U(A) - a probabilidade de ocorréncia de um
O .

sinistro é igual quando se consideram intervalos de tempo de igual amplitude.

A partir de 4. conclui-se que P[N(t) = k] = J’+°° e’u(/\k—t')ku(/\)d/\, uma vez que 0s
incrementos sao estacionarios. ’ .

Diversos estudos revelam que varias distribui¢coes podem ser utilizadas como distri-
buicoes de estrutura para modelar o Numero de Sinistros. A escolha dessa distribui¢ao

ira refletir o grau de heterogeneidade da carteira.
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As distribui¢oes de estrutura mais usuais sao a distribui¢ao Gama e a distribuic¢ao
Inversa Gaussiana embora a distribuicao LogNormal também possa representar uma es-

colha adequada. Nesta dissertagao sera considerado o Modelo Poisson-Gama.

O Modelo Poisson-Gama

Quando se considera que a distribuigcao de estrutura tem distribuicao Gamal(a, )
encontramo-nos perante um modelo Poisson-Gama. A fun¢ao densidade da variavel alea-
toria A é dada por:

1

up(A) = mﬁ e P 1>0,a>0, >0

[o¢]
onde I'(a) = f e *x*1dx, e o valor esperado e vari4ncia sio dados, respetivamente, por:
0

. E[A]:g

=

* Var[A] = %.

Como, neste caso, N(t) ~ P(At), com A ~ Gama(e, ), a funcao de probabilidade de
N(t) é dada por:

C(eMAnk 1 ey e, [atk=1\( B\ ¢ k
funthy= [ et tan= () () ()

de onde se conclui que N(t) ~ BN (a, %)

Como o periodo da carteira automovel é, geralmente, um ano, fazendo t = 1 no item 2.

e 3. da secc¢ao 2.3.3 obtém-se:

+ EIN]=F[A]= 5

e Var[N]= RN Iy U
Var[N] = E[A] + Var[A] A ﬁ( ; )

O Estimador de Maxima Verosimilhanga (EMV), &, para a é obtido resolvendo a equa-
¢do (2.2) e [3, o EMV para f3, encontra-se na equagao (2.3) e podem ser consultados, por

exemplo, em Lemaire (1995).

Em (1+ + ! ) (142 (2.2)
n — —_— | = n n — .
a a+k—1 k a

k:O kZO
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2.3.4 As Entradas no Sistema - Modelo Assimptotico

Diversos cenarios se podem colocar na modelagao do niimero de novas apdlices que
entram na carteira em cada ano 7, i € IN. Seguindo Guerreiro et al. (2014), adotar-se-a
como um possivel modelo de entradas um modelo assimptoético para o qual se assume

que:
* As entradas na carteira ocorrem todas no inicio de cada anuidade.
* O namero médio de entradas de apolices no sistema é dado por:
9, =1(1-¢°), ieN, 7eR, 6eR" (2.4)

onde 7 representa o limite superior para o numero de segurados que entrardo anu-

almente para a carteira.

s

* Sendo E; o numero de segurados a entrar para o sistema no ano i, (E{,E,...,E,) é
uma sequéncia de variaveis aleatorias independentes com distribuicao Poisson com

parametro 9;, isto €, E; ~ P(9;).

Este modelo adequa-se facilmente as entradas no sistema, uma vez que caso nao
existisse um limite superior para o naumero de entradas, a longo prazo, a Seguradora
dominaria todo o mercado.

Outras solugdes podem ser adoptadas, desde que garantida a convergéncia do modelo
de Vortices Estocasticos, como é o caso do modelo proposto em Esquivel et al. (2014).
Nesse artigo os autores estudam em detalhe as condi¢oes de convergéncia do modelo, em

funcao da modelacao das entradas no sistema.

2.3.5 Estimadores de Maxima Verosimilhanca para o Modelo Assimptotico

Consideremos (Eq,E,,...,E,) uma amostra de vetores independentes com distribuicao
Poisson onde ElT = (Ei1, Ei, ..., Eis) e Ejj representa o numero de novas apolices que foram
alocadas a classe jnoanoi,comj=1,2,...,5, i € N.

Seja ¢ = (cy,cy,...,¢;) 0 vetor com as probabilidades de alocagdo em cada classe j,
constante para todooanoi,comj=1,2,...,5, i € N.

—61')

Se considerarmos 9;; = 7(1 — ¢ “)cj, 0 numero médio de novas apolices alocadas a

classe j no ano 7, temos, ver Guerreiro et al. (2014),
Eij ~ :P(SZ]) = ?(Si(:]'), 1€IN, ] =1,2,...,s.
A funcgao log-verosimilhanga para uma amostra (e, ey,...,e,) é dada por:
n S n n S
Io(8;¢) = - zng(eijQ - Zsi + ZZeij[log(Si) +log(c))]- (2.5)
i=1 j=1 i=1 i=1 j=1

Os Estimadores de Méaxima Verosimilhanca (EMV) (%, ) para (7,0) podem ser obtidos a
2.

partir da expressao (2.5) e encontram-se no sistema (2.6).
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A E..
T =
n
Y (1-e?)
i=1 (2.6)
n 5 n ie Si
A —-01 __
T e = ZE,. X [
i=1 i=1
n S S
com E,, = ZZEij eE;, = ZE’]

° (2.7)

n
com E.] = ZE”
i=1

Para mais detalhes acerca da obtencao dos estimadores pode consultar-se Guerreiro
et al. (2014).

2.3.6 A Distribuicao Limite

A probabilidade de um segurado, com frequéncia de sinistralidade A, se encontrar
na classe j, numa perspetiva de longo prazo, é dada pela distribui¢ao limite do modelo,
habitualmente representada por 7t7 ;(j).

Segundo Guerreiro et al. (2014), no caso de a carteira ter crescimento assimptético,
isto é, se o numero de novas apodlices esperadas na carteira no periodo i for dado por
(2.4), e se os segurados forem alocados nas classes de acordo com o vetor ¢ entao, numa

perspetiva de longo prazo, temos:
T ; T T -1
S = m 9 =1c (I-Ky )

onde S:n?\ representa o numero esperado de segurados nas diversas classes do sistema
passados m anos, para uma certa frequéncia de sinistralidade A, e I representa a matriz
identidade de dimensao s x s.

A distribuicao limite para a classe j, dada uma frequéncia de sinistralidade A, pode

ser obtida através da expressao (2.8)

T(OO,/\(]) = 5,—1 ] = 1; 2;---75- (28)

Tendo em conta que A é o resultado de uma variavel aleatéria A ~ U(A), a distribui¢ao

limite para uma apolice retirada ao acaso da carteira é dada pela expressao (2.9)

noo(j):J; Teor(j) AUN), j=1,2,...,5. (2.9)
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O calculo dos integrais indicados necessita, em muitas situac¢oes, de métodos numé-
ricos pelo que pode optar-se pela discretizagao da distribuigao de estrutura, obtendo-se
uma distribuicao aproximada. Neste caso, a distribui¢ao limite para uma apolice retirada

ao acaso da carteira é dada pela expressao (2.10)

Tooli) = ) Teon(f)uy j=1,2,0005 (2.10)
A

com ug o vetor das probabilidades da distribui¢ao U(A) discretizada.

2.3.7 A Evolugao do Prémio Médio

Seja b = (by,b,,...,bs) a escala de prémios do SBM. Conforme mencionado na sec¢ao
2.2, b; nao representa o prémio a pagar mas sim um fator multiplicativo a aplicar ao
prémio determinado pela tarifagao a priori. Naturalmente, o Prémio Médio da carteira re-
presenta também um fator multiplicativo a aplicar ao prémio determinado pela tarifacao
a priori.

O Prémio Médio da carteira, numa perspetiva de longo prazo, pode ser determinado

a partir da expressao (2.11):

PE =) b(j) meolj). (2.11)
j=1

Para se calcular o Prémio Médio da carteira num determinado periodo m, é necessario
obter a percentagem de apdlices em cada classe do SBM ao fim de m anos. A distribui-
cao das apdlices pelas classes do SBM, ao fim de m anos, para uma certa frequéncia de
sinistralidade A, é dada pela expressao (2.12)

)
Ta(j) = =22, j=1,2,...,5, meN. (2.12)
Ty
X 9,0)
j=1
Para o caso de uma carteira com crescimento assimptotico, 9, 5( j) sera determinado

através da expressao (2.13)

m
900 =) 8 Ky (2.13)
i=1

onde Kt\”_i representa a matriz de probabilidades de transi¢cao em m —i passos.

Tendo em conta, novamente, que A é o resultado de uma variavel aleatéria A ~ U(A), a
distribuigdo para uma apdlice retirada ao acaso da carteira no ano m é dada pela expressao
(2.14):

() :L () AU(A). (2.14)
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Conforme mencionado anteriormente, pode optar-se pela discretizagao da distribui-
¢ao de estrutura para o calculo dos integrais indicados e, neste caso, a distribuicao de

uma apolice retirada ao acaso da carteira no ano m é dada pela expressao (2.15):

T(m(j) = an,/\<]) ui! ] = 1121---15- (215)
A

O Prémio Médio da carteira, no ano m, pode ser determinado a partir da expressao
(2.16):

S

PE,, =) b(j) ;). (2.16)

=1

Desta forma, é possivel estudar a evolugao do Prémio Médio ao longo dos anos.

2.3.8 As Escalas Otimas de Prémios

A determinacao dos prémios a cobrar aos segurados exige a maior atenc¢ao por parte
de qualquer Seguradora, isto porque os fatores multiplicativos a aplicar tém de ser de-
terminados de modo a que nao s6 o sistema concebido seja adequado, mas também a
proporcionar estabilidade financeira. Um sistema adequado é aquele que tende a apli-
car prémios justos a cada segurado e equilibrados em termos de risco assumido pela
Seguradora.

Nas ultimas décadas muitos autores tém tentado desenvolver modelos para deter-
minar a escala 6tima de prémios para um dado SBM. Sao exemplo disso os trabalhos
de Norberg (1976), Borgan et al. (1981), Gilde e Sundt (1989), Andrade e Silva (1991),
Denuit e Dhaene (2000) e mais recentemente, por exemplo, Tan et al. (2015). Embora o
objetivo desta dissertagdo nao seja auxiliar a Seguradora na escolha de uma escala 6tima
de prémios, serao apresentados os modelos mais utilizados, juntamente com as respetivas
medidas de eficiéncia, de modo a que, no futuro, possa ser feita uma comparagao entre

as diferentes escalas de prémios.

2.3.8.1 A Escala de Norberg

A escala proposta por Norberg (1976) utiliza uma abordagem préxima a da Teoria da
Credibilidade, e é construida com base na distribuicdo estacionaria da carteira.

Sejam S, as indemnizagoes agregadas relativas a um segurado no n-ésimo periodo da
sua apoOlice. Suponha-se que, conhecida a frequéncia de sinistralidade A, S,,, n € IN, sao
variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas.

Segundo Norberg (1976), o prémio a cobrar corresponde ao Prémio Puro de Credibili-

dade para o periodo 7, baseado em Zg ,,, e € dado por:

Vn(ZS,n) = E[E[SnM] | ZS,n]~
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Seja b,(Zs ;) um estimador para o prémio a cobrar E[S,|A]. O objetivo da Escala de
Norberg ¢ minimizar o Erro Quadratico Médio do estimador b, (Zs ,), ou seja, minimizar
(2.17):

Q,(5) = EI[E[S,IA] - b, (Zs ,]2] = LW[E[SMMJ b, (Zs,)I2 dU(Y) =
o s (2.17)
= | DB bGP P au)
=1

onde p(snz\(]) =P[Zs, =j| A] é a probabilidade de um certo segurado, com frequéncia de

sinistralidade A, se encontrar na classe j no periodo .

Un(Zs ;) € 0 estimador que minimiza (2.17) e a demonstragao deste resultado pode ser
consultada em Norberg (1976).

O prémio 6timo de cada classe j seria entao dado por b,(j) = E[E[S,|A] | Zs,, =], j =
1,2,...,s, que depende de n, contrariando portanto a hipdtese de que os prémios sao
independentes do instante .

Com vista a resolver o problema, Norberg propds que se minimizasse o valor limite
de Q,(S), uma vez que assumida a estacionaridade da carteira os prémios ja nao variam.

Desta forma, o novo objetivo é minimizar (2.18)
Qo(S) = E[[E[SIA] - b(Z7)]?] (2.18)

com S* uma variavel aleatéria identicamente distribuida a S,, e b(Z1) = E[E[S,|A] | Z1] =
E[E[S*A]] Z7].
Derivando Qy(S) em ordem a br(j) e igualando a zero, paracada j =1, 2,...,s obtém-se

a escala 6tima de prémios de Norberg:

o EIS A () dUA)
br(j) = () , j=1,2,...,s.

Considerando que S, depende de A apenas através da distribuicdo do namero de

sinistros e que o custo médio dos sinistros é igual a uma unidade monetaria entao
E[S*|A] = E[X] E[N|A] = E[N|A] = A, uma vez que N segue uma distribuicao de Pois-
son. Neste caso, a escala 6tima de prémios proposta por Norberg pode ser obtida a partir
de (2.19)

o0 . d
bT(j):jo An;;x; ) i=1,2,...s (2.19)

O seguinte teorema, que pode ser consultado em Norberg (1976) e em Centeno (2003),

permite medir a eficiéncia associada a esta escala de prémios.

Teorema 2.3.1 (Medida de Eficiéncia de Norberg) Sejam S e S dois SBM com regras de
transicdo T e T, respetivamente, e escalas de prémios calculadas de acordo com (2.19). T é mais
eficiente que T e, portanto, Qy(S) < Qo((S)) se e sé se e(T) > e(T), com
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CAPITULO 2. SISTEMAS DE BONUS MALUS

e(T) = E[b% (1)) = ) _b3(j) 7er(j)
j=1

Esta medida de eficiéncia nao tem interpretacao por si propria, pelo que deve ser
utilizada quando se pretende comparar dois SBM.

Esta escala foi alvo de algumas criticas pois nos casos em que a convergéncia do
SBM para a estacionaridade é lenta, os prémios cobrados a cada apdlice nao representam
adequadamente o risco que cada segurado representa para a Seguradora. Os segurados
com baixa frequéncia de sinistralidade poderao pagar prémios elevados durante muito
tempo e os segurados com elevada frequéncia de sinistralidade poderao pagar prémios
demasiado baixos. Outra critica apresentada prende-se com o facto de a escala de prémios
assim obtida nao garantir que a ordenagao dos mesmos esteja de acordo com a propensao
a sinistralidade, isto é, um segurado com maior frequéncia de sinistralidade pode pagar

um prémio inferior ao de outro segurado com menor frequéncia de sinistralidade.

2.3.8.2 A Escala de Borgan, Hoem e Norberg

A Escala de Borgan, Hoem e Norberg, proposta em Borgan et al. (1981), ndo é obtida
exclusivamente com base na distribui¢ao estacionaria da carteira, ao contrario da Escala
de Norberg (1976). Neste modelo os autores sugerem a introducao de um sistema de
ponderadores nao negativos {w,, : n € Ny}, cuja soma seja a unidade, em que w, representa
o0 peso a atribuir a distribuicao estacionaria e w,, n € IN o peso a atribuir ao periodo #.

Os autores colocam como objetivo minimizar (2.20)

$=i%%6) J‘Z (ST b0 p
n=0

NG AUy (2.20)

U)/-\
»v

considerando p(s(?z\(j) =nr(j), j=12,...,s
Derivando Q(S) em ordem a b(j) e igualando a zero, para cada j =1, 2,...,s obtém-se

a escala 6tima de prémios de Borgan, Hoem e Norberg;:

Zw& [S.IA] py'y(j) dU(A)

bB(j) =2
) 250/

i=1,2,...s (2.21)

com ps(j)= ) _wi | A AUV,

n=0 0
Borgan et al. (1981) propoe dois cenarios diferentes para a escolha do conjunto de

ponderadores:

, . . 1 ..
¢ 1° cenario: Considerar w, = i v" = w,_; v, com v = 1 Neste cenario, o peso
i+

atribuido aos diferentes anos diminui com o avan¢o dos mesmos.
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2.3. UMA ABORDAGEM PARA O SISTEMA DE BONUS MALUS

* 2° cenario: Definir uma variavel aleatéria que reflita a antiguidade de cada ap6-
lice na carteira. O conjunto dos ponderadores corresponde a probabilidade de uma
apolice da carteira ter n anos de vigéncia, assumindo que esta distribuicao é inde-

pendente do ano de calendario.

Note-se que se se considerar wy =1 e w, = 0, Yn € IN, obtém-se a Escala de Norberg,
pelo que esta é um caso particular da Escala de Borgan, Hoem e Norberg.
O seguinte teorema pode ser consultado em Borgan et al. (1981) e em Centeno (2003),

e permite medir a eficiéncia associada a esta escala de prémios.

Teorema 2.3.2 (Medida de Eficiéncia de Borgan et al.) Sejam S e S dois SBM com regras
de transicdo T e T, respetivamente, e escalas de prémios calculadas de acordo com (2.21). T é
mais eficiente que T e, portanto, Q(S) < Q((S)) se e 56 se e(T) > e(T), com

s
e(T) = ) [65() ps(j)-
j=1
Tal como a medida de eficiéncia de Norberg, esta medida de eficiéncia nao tem inter-
pretagao por si propria, pelo que deve ser utilizada quando se pretende comparar dois
SBM.
Esta escala também nao garante que a ordenacao da escala de prémios esteja de acordo

com a propensao a sinistralidade e essa foi a critica apresentada a mesma.

2.3.8.3 A Escala de Gilde e Sundt

Tal como ja foi referido, as duas escalas anteriores nao garantem que a ordenacao da
escala de prémios esteja de acordo com a propensao a sinistralidade, por isso, a escala
proposta por Gilde e Sundt (1989) vem dar resposta a critica dos dois modelos anteriores.
Através da linearizagao da escala 6tima, os autores garantem uma evolugao regular dos
prémios entre as classes e de acordo com a propensao a sinistralidade, isto é, a medida
que o risco associado a uma classe aumenta, o prémio a pagar é também superior.

O objetivo da Escala de Gilde e Sundt é minimizar (2.20) sujeito as restri¢oes (2.22)

b(j)=k+m.j, j=1,2,...,s. (2.22)

Os EMV para (k,m) podem ser obtidos a partir da expressao (2.20) e encontram-se no
sistema (2.23).

k= ZbB j) ps(j mZ]Ps

Z]bB() s() - (Z]Ps()](ZbB() ()] (2.23)

2
L j? Ps(j)—[;jps(j)]
j=

j=1
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CAPITULO 2. SISTEMAS DE BONUS MALUS

Para mais detalhes acerca da obtengao destes estimadores pode consultar-se, por exem-
plo, Gilde e Sundt (1989) ou Centeno (2003).

Nesta escala, a diferenca entre o prémio de duas classes consecutivas é constante e
igual a m.

Gilde e Sundt (1989) propoe o calculo do quociente

onde e(T) é a eficiéncia da escala de Borgan, Hoem e Norberg ou da escala de Norberg
e e(T) a eficiéncia da escala de Gilde, para avaliar a perda de eficiéncia ocorrida por
se escolher a Escala de Gilde em detrimento de uma das outras escalas apresentadas
anteriormente.

Se o quociente se aproximar da unidade, pode afirmar-se que a perda de eficiéncia
nao ¢é significativa e as restri¢oes podem ser introduzidas no modelo sem que haja perda

de qualidade nas estimativas obtidas.

2.3.8.4 A Escala de Andrade e Silva

A escala proposta em Andrade e Silva (1988) e Andrade e Silva (1991), a semelhanca
da Escala de Gilde, pretende solucionar as limitagdes dos modelos de Norberg (1976) e
Borgan et al. (1981).

O objetivo da Escala de Andrade e Silva é minimizar (2.20) sujeito as restri¢oes (2.24)

b(j)=a.bl, j=1,2,...,s. (2.24)

Os EMV para (a,b) podem ser determinados a partir de (2.25) e de (2.26)

leb]- b5(j) ps )
£

a=—r7 (2.25)
X b% ps(j)
j=1
ala) j0¥ " ps(j)=) j bt 65(j) ps(i)l=o. (2.26)
j=1 j=1

Substituindo a expressao (2.25) em (2.26) obtém-se:

[ZWB i) ps(j ][Zfb”ps ] [Zb%s ][Z]b]bB(J)Ps(j)]

j=1
Se as classes do SBM estiverem ordenadas de acordo com a propensao a sinistralidade,
o valor de b devera ser superior a um, pois desta forma os prémios evoluirao de acordo
com a propensao a sinistralidade.
O ponto de estacionaridade que se obtiver sera certamente um minimizante, ja que

aQ( ) <0em b=1 e os valores admissiveis supoem b > 1.
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Uma vez determinada a solu¢ao de b, substituindo em (2.25), obtém-se facilmente o
valor de a e, consequentemente, a escala 6tima de prémios.
Andrade e Silva (1991) propde, a semelhanca de Gilde e Sundt (1989), a analise do
quociente
e(T)
oT)
onde e(T) é a eficiéncia da escala de Borgan, Hoem e Norberg ou da escala de Norberg e
e(T) a eficiéncia da escala de Andrade e Silva, para avaliar a perda de eficiéncia ocorrida
por se optar pela Escala de Andrade e Silva em detrimento da escala de Borgan, Hoem e

Norberg ou da escala de Norberg.

Toda a exposicao apresentada até este ponto refere-se ao modelo de Vortices Esto-
casticos. Como o objetivo desta dissertacao é a apresentacao de algumas vantagens da
utilizagao da Simulagao para a obtencgao de resultados importantes de SBM, no capitulo

seguinte sera apresentado o modelo de Simulagao e 0 modo como sera implementado.
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CariTUuLO

SiIMULACAO

3.1 O que é aSimulacao?

A Simulagao pode ser definida como: "representacao, através de um modelo fisico
ou matematico, de um fenémeno complexo, do comportamento de um aparelho ou da
evolucdo de um sistema, com fins de estudo, medi¢ao ou ensaio" (Oliveira (1996)). Isto é,
quando um fenémeno é de tal forma complexo imita-se o seu comportamento, recorrendo

a um modelo fisico ou matematico, de forma a investigar os seus efeitos.

A Tabela 3.1 representa as vantagens e desvantagens da utilizagao de um Modelo de

Simulacao em vez de um Modelo Analitico, como refere van der Aalst e Voorhoeve (2000).

Tabela 3.1: Vantagens e desvantagens da utilizacao de um Modelo de Simulacao vs Modelo
Analitico

Vantagens da utilizacao de um Modelo de Simulacao vs Modelo Analitico

* A Simulacao é flexivel. Qualquer situa¢ao, mesmo que complexa, pode ser estu-
dada recorrendo a Simulacao.

¢ A Simulagao é facil de ser entendida.

Desvantagens da utilizacao de um Modelo de Simulagao vs Modelo Analitico

* De forma a serem obtidos resultados fidveis, um estudo de simulacao pode se
tornar muito demorado.

¢ A Simulacdo nao oferece demonstracoes.

Nesta dissertacao utilizar-se-a a Simulacao para estudar o comportamento de uma

carteira de seguro automovel para a qual sdo permitidas entradas e saidas de segurados.
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3.2 O Modelo de Simulagao

Na Figura 3.1 encontra-se representado um fluxograma do modelo de Simulagao,
de modo a explicar melhor a forma como este foi implementado. Neste fluxograma, o
indice p representa o numero de Simulag¢oes realizadas. A determinac¢ao do namero de
Simulag¢oes necessarias sera apresentada mais adiante.

Em cada Simula¢ao, comeca-se por definir a variavel N1, que representa o nimero
total de segurados da carteira, e inicializa-la em zero, uma vez que se optou por considerar
que no ano inicial a carteira nao possui segurados.

Apos este passo pode percorrer-se os diversos anos de Simulacgao, representados pelo
indice 7 no fluxograma. Em cada ano de Simulagao, comega-se por gerar o nimero de
segurados que entram para a carteira nesse ano, representado por N;, a partir de uma
variavel aleatdria com a distribuicao de entradas assumida, por exemplo, a distribuicao
Poisson de parametro 9; definida de acordo com o que foi apresentado no capitulo 2.

Para cada um dos novos segurados gerar-se-a a respetiva classe de entrada, ¢y, de
acordo com as probabilidades de alocagao consideradas. Caso nao se trate da primeira
anuidade, juntar-se-ao estes segurados aos ja existentes na carteira desde que se encon-
trem na mesma classe.

Para todos os segurados da carteira simular-se-a o niamero de sinistros declarados
na corrente anuidade, n,,, recorrendo a uma variavel aleatéria com distribuicao Poisson-
Gama.

Sabendo a classe onde cada segurado se encontra e o numero de sinistros que cada
um declarou nesta anuidade, é ainda necessario determinar quais os segurados que per-
manecem ha carteira e, para estes segurados, a classe para a qual transitarao na anuidade
seguinte. Para isso, é necessario gerar um numero aleatdrio auxiliar, a partir de uma va-
riavel aleatéria com distribuicao Uniforme[0, 1], representado por r,, no fluxograma, que
em conjunto com a probabilidade de anulagao da classe em que o segurado se encontra
ditara se o segurado abandona ou nao a carteira.

Por fim, caso o segurado abandone a carteira, o nimero total de segurados sera redu-
zido numa unidade; caso contrario, é definida a classe para onde o segurado transitara na
anuidade seguinte com base na matriz das Regras de Transi¢do e no numero de sinistros
que o segurado declarou a Seguradora na presente anuidade.

ApOs estes passos € possivel calcular os resultados de SBM desejados e compara-los

com os obtidos no modelo de Vortices Estocasticos.

Nesta dissertacao pretende-se estudar a evolucao de uma carteira de seguro automovel,
e, por isso, é necessario decidir quantos anos serao considerados no estudo. Apos algumas
tentativas, foram considerados 50 anos, uma vez que para este valor os resultados obtidos
ja eram semelhantes aos obtidos com o modelo de Vortices Estocasticos.

Como os resultados obtidos ja se encontravam de acordo com o pretendido, o proximo

passo foi escolher quantas Simulacdes se pretendiam realizar. Este passo é importante
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3.2. O MODELO DE SIMULACAO

pois quanto mais Simulagoes se realizarem mais precisos serao os resultados. Em contra-
partida, como ja foi mencionado anteriormente, um estudo de simula¢ao pode revelar-se
muito demorado se, por exemplo, o nimero de Simulagoes realizadas for muito elevado.
Assim, foram realizadas apenas cem Simulacoes devido a dificuldades computacionais
e, desta forma, os resultados do modelo de Simulagao apresentados no capitulo seguinte
sao resultado da média destas simulacGes.

Uma vez que nao foi possivel computacionalmente o calculo de alguns integrais refe-
ridos no capitulo 2, no modelo de Vortices Estocasticos optou-se por discretizar a distri-
buicao de estrutura. Assim, na primeira parte desta dissertacao, uma vez que se pretende
validar o modelo de Simulacao, recorrer-se-a também a discretizagao da distribuicdo de
estrutura. Na segunda parte, como na Simulagao nao ha necessidade de calcular esses
integrais, determinar-se-ao os resultados pretendidos sem recorrer a discretizagao da dis-
tribuicao de estrutura. Adicionalmente, estudar-se-ao trés cenarios em que se considera
uma distribuicao diferente para o modelo de entradas. O estudo tedrico destes cenarios
seria certamente muito mais complexo de ser realizado.

O modelo de simulacao foi programado em Java, tendo sido validados os geradores
das distribuic¢oes utilizadas através do teste do Qui-Quadrado. Os resultados desse teste

encontram-se na Tabela 3.2.

Tabela 3.2: Resultados dos testes de ajustamento

Distribuicao gl X2,;0‘95 Qui-Quadrado Decisao

8
__ Uniforme 9 16919 7.4436  Nao Rejeitar
___Poisson 7 14.067 = 12.003 ~ Nao Rejeitar
Gama 6 12.592 7.8702 Nao Rejeitar

No préximo capitulo serao aplicados os conhecimentos adquiridos nos capitulos 2 e 3

a uma carteira de Seguro Automovel.
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Figura 3.1: Modelo de Simulacao
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CaprPiTULO

A S1MULAGAO E 0s SISTEMAS DE BoNus MaLus

Ao longo deste capitulo serao aplicados os conhecimentos dos capitulos anteriores a
uma carteira de Seguro Automovel. Sera utilizado um SBM de uma Seguradora Portu-
guesa bem como todos os dados relativos a carteira de responsabilidade civil automével
a data de 2006.

4.1 Caso de Estudo: As Caracteristicas da Seguradora

4.1.1 Caracteristicas do Sistema de Bonus Malus

* Numero de Classes: 20 classes;
* Ordenacao das Classes: De acordo com a propensao a sinistralidade;
e Classe de Entrada: Classe 10;

* Regras de Transicao:

— Por cada anuidade sem sinistros, descida de uma classe;

— Pelo primeiro sinistro declarado numa anuidade, com responsabilidade do

segurado, mesmo que parcial, subida de duas classes;

— Por cada um dos restantes sinistros declarados durante uma anuidade, com

responsabilidade do segurado, mesmo que parcial, subida de cinco classes.

4.1.2 Classes do Sistema de Bonus Malus

Conforme mencionado anteriormente, o SBM da Seguradora é composto por 20 clas-
ses: 10 de classes de agravamento, 9 classes de desconto e 1 classe sem desconto nem
agravamento. Na Tabela 4.1 podem ser observados os descontos e agravamentos atribui-

dos em cada classe, na escala em vigor na seguradora.
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Tabela 4.1: Classes do SBM

Classe Desconto Classe Agravamento

1 50% 11 10%
2 45% 12 20%
G w1 ame

4 35% 14 40%
5 30% 15  55%
6 25% 16  70%
7 20% 17 85%
8 15% 18 100%
9 10% 19 125%
10 0% 20 150%

4.1.3 Vetor dos Prémios

O vetor dos prémios do SBM em questao esta representado em (4.1) e foi obtido de

acordo com os descontos e agravamentos presentes na Tabela 4.1.
b’ = [50 5560 657075808590100110120130140155170 185200 225 250] (4.1)

4.1.4 Matriz de Regras de Transicao

De acordo com as Regras de Transicao descritas anteriormente, a Matriz de Regras de

Transicao do SBM encontra-se definida em (4.2).
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O SBM desta Seguradora pode ser considerado como uma Cadeia de Markov e pode

ser representado pelo grafo da Figura 4.1.
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Figura 4.1: Representagao da Cadeia de Markov

Analisando a matriz representada em (4.2) e a Figura 4.1 pode verificar-se que esta
cadeia é uma cadeia irredutivel pois apenas admite uma classe de comunicacao e é ape-

riddica, uma vez que todos os seus estados apresentam periodo igual a 1.

4.1.5 O Numero de Sinistros

Na Tabela 4.2 é possivel observar a distribui¢ao do numero de sinistros declarados a

Seguradora no ano 2006.

Tabela 4.2: Distribuicao observada do namero de sinistros - Ano 2006

Numero de Sinistros Numero de Apolices

0 191.449
R T 12170
2 913
R s
,,,,,,, SR
R R EEEEEEE
R

Total 204.623

Analisando a Tabela 4.2, verifica-se que grande parte dos segurados nao declarou
sinistros a Seguradora durante a anuidade, pelo que a distribui¢ao do nimero de sinistros
¢é assimétrica a direita. O valor esperado e a variancia do numero de sinistros encontram-

se em (4.3) e (4.4), respetivamente.
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E(N) = 0,0698064 (4.3)

Var(N) = 0,0770146. (4.4)

4.1.5.1 A Distribuicao do Numero de Sinistros

Com base nos dados da Tabela 4.2, e utilizando os Estimadores de Maxima Verosimi-
lhan¢a determinados na secgao 2.3.3, obtiveram-se as estimativas apresentadas na Tabela
4.3 para os parametros das distribui¢oes consideradas.

Efetuou-se, em simultaneo, um teste a distribuicao de Poisson, onde se considerou que
o parametro A é igual para todos os segurados da carteira. Esta hipdtese corresponderia a
considerar que o numero de sinistros seguiria um Processo de Poisson Homogéneo, o que

raramente se verifica numa carteira de Seguro Automével.

Tabela 4.3: Distribuicdo observada do namero de sinistros - Ano 2006

Distribuicao Poisson Distribuicao Poisson-Gama
a=0,695826
p=9,96793

1=0,0698064

Aplicando o teste de Qui-Quadrado, fazendo os agrupamentos necessarios, obteve-se
os seguintes resultados quanto ao ajustamento da distribuicao Poisson e da distribuigao

Poisson-Gama, apresentados nas Tabelas 4.4 e 4.5, respetivamente.

Tabela 4.4: Numero de sinistros observados e ajustados - Modelo de Poisson

0 Pi €i
0 191.449 0,932574 190.826,0896

>2 1004 0,0023260 475,9524432
Total 204.623 1 204.623

O valor obtido para a estatistica do x?, para o caso em que se considera a distribui-
2

O: —E:)?
cao Poisson, foi ngs = Z% = 687,313. Como ngs > X%;o.% = 3,841 rejeita-se,
i=0 i

claramente, a um nivel de significancia de 5%, a hipotese de o nimero de sinistros ser
proveniente de uma distribui¢ao Poisson. Este resultado ja era de esperar, conforme ante-

riormente referido.
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Tabela 4.5: Numero de Sinistros Observados e Ajustados - Distribui¢ao Poisson-Gama

1 0; Pi €
0 191.449 0,935642 191.453,873

2913 000458893  939,0006234
>3 91  0,000410616 84,02146938
Total 204.623 1 204.623

Para o caso em que se considera a distribuigdo Poisson-Gama, o valor obtido para
3

O; - E;)?
a estatistica do x? foi ngs = Z% =1,34642. Como ngs < X%;0.95 = 3,841 nao
i=0 !

se rejeita, a um nivel de significancia de 5%, a hipotese de o niimero de sinistros ser
proveniente de uma distribui¢ao Poisson-Gama.

Na Tabela 4.6 apresenta-se um resumo dos resultados obtidos.

Tabela 4.6: Resultados dos testes de ajustamento

Distribuicao gl Xg21;0.95 Qui-Quadrado p-value Decisao
__ _Poisson 1 3841 687,313 564711x10°1"  Rejeitar
Poisson-Gama 1 3,841 1,34642 0,718135 Nao Rejeitar

Assim, no que se segue, considerar-se-a que a variavel aleatéria representativa do
Numero de Sinistros declarados a Seguradora segue uma distribuicao Poisson-Gama com
parametros @ = 0,695826 e f =9,96793.

4.1.6 As Probabilidades de Alocacao

Consideremos, daqui por diante, que o vetor de probabilidades de alocagao, &, é cons-
tante, isto é, o vetor é independente do ano e da frequéncia de sinistralidade do segurado,
A. As probabilidades apresentadas na Tabela 4.7 foram obtidas em Guerreiro et al. (2014)

e estimadas pelos autores.

Tabela 4.7: Probabilidades de Alocacao as classes do Sistema

Classe 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
c(j) 0,35250,05950,1655 0,0654 0,2003 0,0135 0,0124 0,0089 0,0274 0,0637

Classe 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
c(j)  0,00030,0002 0,0001 8x107°4x107>2x10>3x107°3x1024x107°2x107°

E possivel observar na Tabela 4.7 que, apesar da classe de entrada definida no SBM ser
a Classe 10, apenas 6% dos novos segurados sdo colocados nessa classe. E de notar ainda

que a maioria dos segurados entram no sistema diretamente para a Classe 1, a classe
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com maior desconto, e uma grande parte entra nas Classes 3 e 5. Pode ainda verificar-se
que a probabilidade de um novo segurado ser colocado em qualquer uma das classes de

agravamento ¢ muito baixa.

4.1.7 As Probabilidades de Anulagao

Consideremos, no que se segue, o vetor de probabilidades de anulacao, q, estimado

em Guerreiro et al. (2014) e apresentado na Tabela 4.8.

Tabela 4.8: Probabilidades de Anulacao

Classe 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
q(j) 0,1043 0,1275 0,1542 0,1833 0,2248 0,2179 0,2473 0,2350 0,2375 0,4533

Classe 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
q(j) 0,3909 0,4718 0,5621 0,5964 0,5703 0,7353 0,9487 0,4815 0,7364 0,8276

Analisando a Tabela 4.8 verifica-se que as classes com desconto possuem probabili-
dades de saida relativamente baixas, enquanto que as classes com agravamento possuem
probabilidades de saida bastante elevadas. Isto pode dever-se ao facto de um segurado
se sentir satisfeito na Seguradora enquanto se encontrar nas classes em que o prémio
cobrado é mais baixo, ao passo que se o prémio cobrado for elevado o segurado procura

novas Seguradoras, a fim de tentar diminuir o prémio a pagar.

4.1.8 As Entradas no Sistema

Para implementar o modelo proposto para SBM em carteiras abertas, é necessario
efetuar um ajustamento as entradas no sistema para garantir que este verifica a condigao
de existéncia de distribuigao limite (ver Esquivel et al. (2014)).

Na Tabela 4.9 apresentam-se as entradas de novas apolices na carteira de 1997 até
2007, fornecidos em Guerreiro et al. (2014). A partir desses dados sera ajustado um
Modelo de Ajustamento Assimptdtico, para o qual se garante a existéncia de distribui¢ao

limite para o modelo de Vortices Estocasticos (ver Guerreiro et al. (2014)).

Tabela 4.9: Numero de Novas Apolices (1997 a 2007)

Anoi 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007
Apolices 4.107 9.607 15.829 22.443 29.216 34.770 39.686 32.588 46.692 49.283 44.996

Utilizando os Estimadores de Maxima Verosimilhanga apresentados na sec¢ao 2.3.5

obteve-se:
7=113.792,49

A (4.5)
0=0,053217

e, portanto, o modelo adotado para o nimero médio de entradas anuais de apdlices para

a carteira é dado por:
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9, =113.792,49(1 — ¢ %0532171) i e N

e pode ser observado na Figura 4.2.
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Figura 4.2: Numero de novas apolices no sistema por ano

No mercado portugués e para a dimensao da seguradora em causa, o EMV obtido

para 7 pode ser considerado pouco realista. Uma alternativa, apresentada em Guerreiro

et al. (2014), seria escolher um valor de 7 adequado a longo prazo, fixa-lo e estimar o

de acordo com essa suposicao. Nesta dissertacao, optou-se por utilizar as estimativas de

maxima verosimilhanca.

4.2 A Teoria dos Vortices Estocasticos - Resultados

Ao longo desta seccao serao apresentados os resultados obtidos utilizando a Teoria

dos Vortices Estocasticos, descrita em Guerreiro et al. (2014).

4.2.1 A Distribuicao Limite

Associada a Matriz das Regras de Transi¢ao definida em (4.2) apresenta-se a seguinte
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onde .
e )

pi= , 1€y,

i!
uma vez que se considerou que o numero de sinistros segue uma distribui¢ao Poisson-
Gama.

Seja K ) a matriz de dimensao 20x20 que contém as probabilidades de transicao num
passo entre as diversas classes do SBM, tendo em conta as probabilidades de anulagao
definidas anteriormente. Os elementos da matriz K ) sdo obtidos a partir dos elementos

da matriz (4.6) da seguinte forma:

ka(i ) =pralij) 1=q1a()),  ij=1...,20

Uma vez que nao foi possivel proceder ao calculo dos integrais presentes em (2.9)
recorrendo a um software, optou-se por discretizar a distribuicao de estrutura utilizando
o Método do Arredondamento a Unidade Mais Proxima, que pode ser consultado, por
exemplo, em Centeno (2003)).

Na Figura 4.3 esta representada a fun¢ao densidade de probabilidade da distribui¢ao
Gama(a, ) com a = 0,695826 e f =9,96793.

250
200

150

05

0.2 0.4 0.6 0.8 10

Figura 4.3: Fun¢ao Densidade de Probabilidade da Distribui¢ao Gama

Analisando a Figura 4.3 é possivel observar que a probabilidade de extrair um nimero
superior a um a partir da distribuicao Gama(0,695826;9,96793) é bastante reduzida.

Como o valor do seguinte integral

1
j up(A)dA
0

é igual a 0,999983, para a distribuicao Gama em estudo, optou-se por se discretizar a
distribuicao de estrutura até 1 com um passo h = 0.01.

Os resultados da discretizagao da distribui¢ao Gama para A €]0,1] encontram-se na
Tabela A.1.
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Na Tabela 4.10 encontram-se os resultados obtidos para a distribui¢ao limite consi-
derando o modelo de Vortices Estocasticos. Estes resultados foram obtidos utilizando a
expressao (2.8) seguida da expressao (2.10), uma vez que se optou pela discretizagao da
distribuicao de estrutura.

Tabela 4.10: Distribui¢ao Limite da Carteira - Teoria dos Vortices Estocasticos

Classe Vortices Estocasticos

1 0687968
2 0,073563

R 0,085414
4 0,043598
5 0,042841
6 0,015288
7 0,015860
R 0011206
9 0,010178
10« 0,010364
1 0,001356
12 0,000932
13 0,000491
14 0,000309
15 0,000211
16 0,000127
17 0,000119
18 0,000057
19 0,000039
20« 0,000081

Na Figura 4.4 encontra-se uma representacao da Distribuicao Limite obtida conside-

rando o modelo de Vortices Estocasticos.

Densidade
0.08 - 4
0.06 -
—e— SBM
0.04 -
0.02 -
7%—0—« Classes

5 10 15 20

Figura 4.4: Distribuicao limite obtida - modelo de Vortices Estocasticos - Sem Classe 1
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Analisando a Tabela 4.10 e a Figura 4.4, é possivel observar que, a longo prazo, se
estima que a maioria das apolices se encontre nas classes de bonus. Nas cinco classes
que garantem maior desconto estima-se que, a longo prazo, se situem mais de 90% das
apolices.

Estes resultados ja eram de esperar, uma vez que ao considerar para a distribuicao
de estrutura a distribui¢do Gama com a = 0,695826 e = 9,96793 é pouco provavel
um segurado ter uma frequéncia de sinistralidade elevada e, consequentemente, originar
muitos sinistros. Como a maioria das apolices que se encontram nas classes de agrava-
mento pertencem a segurados com elevada frequéncia de sinistralidade fica explicada a
concentragao de apolices nas classes com descontos.

E, também, possivel observar que a distribuicao das apélices pelas classes, a longo
prazo, nao é decrescente. Os picos mais acentuados sao justificados pela magnitude das

probabilidades de alocacao e de anulagao em cada uma das classes.

4.2.2 A Evolucao da Percentagem de Apdlices

Na Figura 4.5 encontra-se representada a evolucao da percentagem de apolices nas
Classes 1,5,10e 15.

% dos Segurados % dos Segurados
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(a) Classe 1 (b) Classe 5
% dos Segurados % dos Segurados
Q
0030f ¢ 0.00020F I
. ~
0025F |
% 0.00015 |- .‘
00200 \_““ —e— SBM .‘,
0015 oooo0f |
0010F Pt *— SBM
0.00005 -/
0005
s s s s L Ano s s s s L Ano
10 20 30 4 50 10 20 30 ) 50
(c) Classe 10 (d) Classe 15

Figura 4.5: Evolucgao da percentagem de apolices - Classe 1,5, 10 e 15

Como era de esperar, a percentagem de apodlices na Classe 1 vai aumentando ao longo
dos anos até estabilizar. Tal acontece devido ao facto de muitos dos novos segurados

entrarem diretamente para esta classe e, uma vez que é a classe com maior desconto, ser
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reduzida a probabilidade de anulagdo. Para além disso, ao considerar para distribuigao de
estrutura a distribuicao Gama com a = 0,695826 e f = 9,96793, que reflete que a carteira
€ maioritariamente composta por segurados com baixas frequéncias de sinistralidade, as
apolices tém tendéncia a concentrar-se nas classes com descontos e, por isso, € natural o
comportamento observado.

Na Classe 5, a diferenca entre as probabilidades de anulacao e de alocagao é bastante
reduzida mas pode ser uma das causas do decréscimo da percentagem de apolices. Para
além disso, a transicao de segurados para outras classes é também uma das razdes desse
comportamento pois se os segurados transitam maioritariamente para a Classe 1, as
restantes classes ficam, obrigatoriamente, com menos segurados.

Como se pode verificar na Tabela 4.8, quase 50% das apdlices que se encontram na
Classe 10 sao anuladas e, apesar de ser a classe de entrada, apenas 6% dos novos se-
gurados sao la alocados, como se pode observar na Tabela 4.7, o que pode justificar o
comportamento observado.

Da analise da evolugao da distribuigao das apolices pelas classes do Sistema foi pos-
sivel verificar que, no modelo de Vortices Estocasticos, a carteira da Seguradora atinge a
estacionaridade ao fim de 242 anos. Na realidade, considerar que uma carteira s6 atinge a
estacionaridade ao fim de um longo prazo nao é um beneficio, uma vez que a Seguradora
podera estar a estimar incorretamente os seus prémios 6timos devido a distribui¢ao dos

segurados pelas classes nao coincidir com a distribuicao utilizada.

4.2.3 A Evolucao do Prémio Médio

Na Figura 4.6 encontra-se representada a evoluc¢ao do prémio médio ao longo de 50

anos.
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Figura 4.6: Evolucao do Prémio Médio ao longo de 50 anos, em percentagem do Prémio
Puro

35



CAPITULO 4. A SIMULACAO E OS SISTEMAS DE BONUS MALUS

Através da analise da Figura 4.6, é possivel observar que, embora segundo o modelo
de Vortices Estocasticos o Prémio Médio estabilize passados aproximadamente 25 anos,

em 50 anos o prémio estacionario ainda nao foi atingido.

Ao fim de 50 anos o Prémio Médio é de 55,3733% enquanto que, em condic¢des de
estacionaridade, isto é, ao fim de 242 anos, o Prémio Médio é de 55,2069%, segundo o

modelo de Vortices Estocasticos.

No primeiro ano, o Prémio Médio ronda os 63% em vez dos 100% que se obteria se
a entrada dos novos segurados fosse feita apenas por uma classe do sistema, como se

ilustrou na Tabela 4.7.

4.2.4 A Evolugao do Prémio Total

A anélise do prémio total é importante, em conjunto com uma estimativa das despesas
em cada ano, a fim de analisar a solvéncia da Seguradora bem como a adequabilidade
dos prémios e escala em vigor. A importancia desta analise prende-se com o facto de
uma analise do prémio médio da carteira nao permitir prever situagoes financeiras menos

favoraveis.

A evolugao do prémio total ao longo de 50 anos, considerando um Prémio Puro médio

de 250 unidades monetarias (u.m.), encontra-se representada na Figura 4.7.
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Figura 4.7: Evolugao do Prémio Total ao longo de 50 anos

Embora se verifique uma tendéncia crescente do prémio total nada se pode concluir
pois caso as despesas associadas aos sinistros e a despesas com funcionarios e logisticas

sejam superiores, a Seguradora podera entrar em insolvéncia.

A avaliagao da probabilidade de ruina numa carteira de seguro automével é também
influenciada pelo facto de se considerar uma carteira aberta em detrimento dos modelos
usuais de SBM, conforme ilustrado em Silva (2014) e Afonso et al. (2016).
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4.2.5 As Escalas Otimas de Prémios

Nesta seccao serao apresentados os resultados obtidos para as escalas 6timas de pré-

mios apresentadas no capitulo 2, considerando o modelo de Vortices Estocasticos.

4.2.5.1 A Escala de Norberg

A escala 6tima de prémios proposta por Norberg (1976) é facilmente obtida utilizando
os resultados da sec¢ao 4.2.1 para a distribuigao limite.
Na Tabela 4.11 encontram-se os resultados alcancados para a escala 6tima de Norberg

para o modelo de Vortices Estocasticos.

Tabela 4.11: Escala Otima de Norberg - Teoria dos Vértices Estocésticos

Classe Vortices Estocasticos

1 53,38
2 81,92
IR

4 87,98
s e

6 104,88
7 10446
8 11409
9 99,66
o oo

11 204,71
12 221,08
13 25991
14 27593
sy

16 301,88
17 31449
18 33508
s e

20 396,13

Na Figura 4.8 encontra-se uma representagao da escala de Norberg obtida conside-

rando o modelo de Vortices Estocasticos.
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Figura 4.8: Escala de Norberg - Resultados

Através da analise da Figura 4.8 e da Tabela 4.11 é possivel constatar que a Escala de
Norberg nao se encontra ordenada de acordo com a propensao a sinistralidade e que as
Classes 6 a 8 apresentam estimativas para a percentagem do prémio puro a cobrar que
nao sao coerentes com classes de desconto.

A uma apolice que se encontre na Classe 10 sera cobrado um prémio que corresponde
a 100% do prémio puro enquanto que a uma apdlice que se encontre na Classe 11, a classe
imediatamente a seguir, sera cobrado um prémio 100% superior ao cobrado na Classe 10.
Desta forma, podera levantar-se a seguinte questao: sera que o aumento da frequéncia de
sinistralidade da Classe 10 para a Classe 11 justifica o aumento tao acentuado do prémio

a pagar? Esta escala pode nao ser a mais adequada.

4.2.5.2 A Escala de Borgan, Hoem e Norberg

Seguindo o primeiro cenario sugerido em Borgan et al. (1981), assumindo-se um
horizonte de 20 anos de permanéncia na carteira e fixando i = 0,05, considere-se os

seguintes ponderadores:

:wk—l
1.05’
w,=0, k=0Vk>20

20
S
k=0

Na Tabela 4.12 encontram-se os resultados obtidos, considerando o modelo de Vortices

wy kel2,...,20)

(4.7)

Estocasticos, para a distribuicao ponderada, ps(j), utilizando os ponderadores definidos
em (4.7).

Tabela 4.12: Distribui¢ao Ponderada - Teoria dos Vortices Estocasticos

Classe Vortices Estocasticos

1 0,50702
2 0,08986
3 0,12167
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4 0,07346
5 009335
6 002123
7 002757
8 001555
9 002050
10 002618
T 000143
12 000107
13 0,00038
BV 0,00025
s 0,00015
16 000011
7 0,00010
BT 0,00004
BT 0,00003
20 0,00006

Na Figura 4.9 é possivel comparar os resultados obtidos para a distribuicao ponderada e

para a distribuigao limite.
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Figura 4.9: Comparagao entre as Distribui¢oes Limite e Ponderada

Por questoes de escala e, consequente, melhor analise da Figura 4.9, foram ocultados
os resultados obtidos referentes a Classe 1.

Analisando a Figura anterior é possivel observar que a distribuicao ponderada es-
tima uma maior propor¢ao de apoélices nas primeiras onze classes do sistema quando
comparada com a distribui¢ao limite. Consequentemente, a proporcao de apdlices nas
restantes classes do sistema é inferior. Ambas as distribui¢oes consideram que a maioria
das apolices se encontra na Classe 1 do sistema.

Definidos os ponderadores e determinada a distribui¢ao ponderada, torna-se possivel

a aplicacao de (2.21) de forma a obter a escala 6tima de prémios de Borgan et al. (1981).
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Na Tabela 4.13 encontram-se os resultados obtidos para a escala 6tima de Borgan
considerando o modelo de Vortices Estocasticos.

Tabela 4.13: Escala Otima de Borgan et al. - Teoria dos Vértices Estocasticos

Classe Vortices Estocasticos

1 78,00
2 92,47
3 10089
R 9517
5 97,69
6 11025
71780
8 11393
9 10081
10 10000
o 22424
12 243280
13 30481
BV 1
15 35394
16 35416
17 8727
18 391,28
19 a8
20 47578

Na Figura 4.10 encontra-se uma representacao dos prémios obtidos para a Escala de
Borgan considerando o modelo de Vértices Estocésticos.

Prémio
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Figura 4.10: Escala de Borgan - Resultados
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4.2. A TEORIA DOS VORTICES ESTOCASTICOS - RESULTADOS

Através da analise das Figuras 4.10 e das Tabelas 4.13, é possivel verificar que o
comportamento da escala de Borgan é semelhante ao da escala de Norberg, mantendo-se
as mesmas incongruéncias com os prémios a cobrar nas Classes 6, 7 e 8, que, de acordo

com as regras de transicao, deveriam ser classes de desconto.

4.2.5.3 A Escala de Gilde e Sundt

A escala de Gilde e Sundt apresentada em seguida foi obtida linearizando a escala
6tima de Borgan, Hoem e Norberg, considerando o modelo de Vértices Estocasticos.
Na Tabela 4.14 encontram-se os resultados obtidos para a escala 6tima de Gilde e

Sundt obtida por aplicagao de (2.22) apds determinacgao de k e m (ver capitulo 2).

Tabela 4.14: Escala Otima de Gilde e Sundt - Teoria dos Vortices Estocasticos

Classe Vortices Estocasticos

1 65,13
2 69,00
3 72,88
4 76,75
s T 80,63
e 84,50
7 88,38
s 9225
9 96,13
10 10000
11 10388
12 107,750
13 111,62
14 11550
15 11937
16 12325
17 12712
18 131,00
19 13487
20 13875

Na Figura 4.11 encontra-se uma representacao dos prémios obtidos para a escala de

Gilde e Sundt considerando o modelo de Vortices Estocasticos.
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CAPITULO 4. A SIMULACAO E OS SISTEMAS DE BONUS MALUS

Prémio
140 -
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100 —
80 —
60 —
40 —

20}

Figura 4.11: Escala de Gilde - Resultados

Mais a frente nesta dissertacao sera feita uma comparacao entre os prémios obtidos

para as diversas escalas.

4.2.5.4 A Escala de Andrade e Silva

A semelhanca da escala de Gilde e Sundst, a escala de Andrade e Silva apresentada em
seguida foi obtida com base na escala 6tima de Borgan, Hoem e Norberg.
Na Tabela 4.15 encontram-se os resultados obtidos para a escala 6tima de Andrade e

Silva obtida por aplicacao de (2.24) apds determinacao de a e b (ver capitulo 2).

Tabela 4.15: Escala Otima de Andrade e Silva - Teoria dos Vortices Estocasticos

Classe Vortices Estocasticos

1 64,17
2 67,41
3 7082
R 7440
5 7816
e 82,10
7 86,25
8 90,61
9 9519
10 10000
110505
12 11036
13 11594
14 121800
1512795
16 13442
17 421



4.2. A TEORIA DOS VORTICES ESTOCASTICOS - RESULTADOS

18 148,34
19 155,84
20 163,71

Na Figura 4.12 encontra-se uma representacao dos prémios obtidos para a escala de

Andrade e Silva considerando o modelo de Vortices Estocasticos.

Prémio
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Figura 4.12: Escala de Andrade e Silva - Resultados

4.2.5.5 Analise das Escalas Otimas de Prémios

A Figura 4.13 permite comparar a escala comercial da Seguradora com as quatro

escalas 6timas de prémios estudadas anteriormente.

Prémio

—e—Escalade Norberg

400 L —m—Escalade Borgan

[  —eEscaadeGilde

t —4—Escalade Andrade e Silva
300 -

Escala Comercial

100}

Figura 4.13: Comparagao das Escalas de Prémios

A escala de Borgan et al. (1981) é a escala que propoe prémios mais elevados, indepen-
dentemente da classe do sistema em que os segurados se encontrem, seguida da escala de
Norberg (1976). A escala de Gilde e Sundt (1989) apresenta prémios bastante préoximos
aos da escala de Andrade e Silva (1991). A escala comercial, embora préxima das escalas
de Gilde e Sundt (1989) e Andrade e Silva (1991), penaliza mais os segurados das classes

mais altas e bonifica mais os segurados das classes mais baixas.
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CAPITULO 4. A SIMULACAO E OS SISTEMAS DE BONUS MALUS

De modo a optar pela escala que tornaria o SBM mais eficiente, é necessario determinar
as medidas de eficiéncia conforme mencionado no capitulo 2. Uma vez que o objetivo
desta dissertacdao nao € a escolha de uma escala 6tima, deixa-se para mais tarde a analise

deste tema.

Na proxima secgao serao apresentados os resultados do modelo de Simulagao, quando
aplicado aos pressupostos do modelo de Vortices Estocasticos, de modo a validar o mesmo,
isto é, pretende-se mostrar que um modelo de Simulagao é capaz de reproduzir o modelo

de Vortices Estocasticos gerando resultados semelhantes.

4.3 O Modelo de Simula¢ao - Validacao

Tal como mencionado anteriormente, nesta seccao serao apresentados os resultados
do modelo de Simulagao quando aplicado aos pressupostos do modelo de Vortices Esto-
casticos. A semelhanca do modelo de Vértices Estocasticos recorrer-se-a a discretizacao
da distribuicao de estrutura até um com um passo h = 0,01, utilizando o Método do
Arrendondamento a Unidade Mais Proxima. Desta forma, a frequéncia de sinistralidade
de um segurado apenas pode assumir cem valores em vez de assumir qualquer valor no

suporte da distribuicao Gama considerada.

4.3.1 A Distribuicao Limite

A distribuicao limite é determinada calculando a percentagem de segurados em cada
classe da carteira no ano 50, valor determinado no capitulo 3. Na Tabela B.1 encontra-se
a distribuicao limite obtida para o modelo de Simulacao em que se consideram todos os
pressupostos do modelo de Vortices Estocasticos.

Na Figura 4.14 encontra-se uma comparagao entre as distribui¢oes limite obtidas

considerando os modelos de Vortices Estocasticos e de Simulacao.

Densidade

0.08 -
—=e— SIM ¢/ Dis.

0.06 -
r —a— SBM

Classes

Figura 4.14: Comparacao entre as distribui¢oes limite obtidas - SBM e Simulagao
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4.3. O MODELO DE SIMULACAO - VALIDACAO

Comparando os resultados obtidos através dos dois modelos é possivel constatar que
os valores obtidos através do modelo de Simulagao sao, em geral, superiores. No entanto,
os resultados sao muito semelhantes.

E de notar que a distribuigao limite obtida considerando o modelo de Vértices Esto-
casticos foi atingida ao fim de 242 anos enquanto que o modelo de Simulag¢ao, em apenas

50 anos, obtém resultados semelhantes.

4.3.2 A Evolugao da Percentagem de Apolices

Através da Figura 4.15 é possivel comparar a evolugao da percentagem de apolices nas
Classes 1, 5,10 e 15 obtida considerando o modelo de Vortices Estocasticos e considerando

o modelo de Simulacao.

% dos Segurados % dos Segurados
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—=e— SIM ¢/ Dis.
0020k 0.00010 -

00150 0.00005 |4
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(c) Classe 10 (d) Classe 15

Figura 4.15: Evolugao da percentagem de apolices - Classe 1, 5, 10 e 15 - Vortices Estocas-
ticos vs Simulag¢ao (com discretizacao)

A percentagem de apolices nas Classes 1, 5,10 e 15 ao longo dos anos, obtida conside-
rando o modelo de Simulagao, é bastante proxima das percentagens obtidas considerando

o modelo de Vortices Estocasticos.

4.3.3 A Evolugao do Prémio Médio

Na Figura 4.16 é possivel comparar a evolug¢ao do prémio médio ao longo de 50 anos
obtido anteriormente através do modelo de Vortices Estocasticos com o obtido através do

modelo de Simulacao.
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CAPITULO 4. A SIMULACAO E OS SISTEMAS DE BONUS MALUS
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Figura 4.16: Evolucao do Prémio Médio ao longo de 50 anos, em percentagem do Prémio
Puro - Vortices Estocasticos vs Simulacao (com discretizacao)

Através da analise da Figura 4.16, é possivel observar que o prémio médio obtido
através do modelo de Simulagao apresenta um comportamento semelhante ao obtido
anteriormente considerando o modelo de Vértices Estocasticos.

Conforme mencionado anteriormente, o Prémio Médio, ao fim de 242 anos, conside-
rando o modelo de Vortices Estocasticos é de 55,2069%. Ao fim de 50 anos, considerando
o modelo de Simulagao, o prémio médio é de 55,3748%, um valor préximo ao obtido para

o modelo de Vortices Estocasticos.

4.3.4 A Evolucao do Prémio Total

Considere-se um Prémio Puro médio de 250 u.m.. Na Figura 4.17 é possivel comparar
a evolugao do prémio total ao longo de 50 anos obtido anteriormente com a evolugao

obtida através do modelo de Simulacao.
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Figura 4.17: Evolucao do Prémio Total ao longo de 50 anos - Vortices Estocasticos vs
Simulagao (com discretizacao)
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4.3. O MODELO DE SIMULACAO - VALIDACAO

Observando a Figura 4.17 constata-se, novamente, que os resultados obtidos para o
modelo de Simulacao sao bastante semelhantes aos obtidos para o modelo de Vortices

Estocasticos, tal como era pretendido.

4.3.5 As Escalas Otimas de Prémios

Nesta seccao serdao apresentados os resultados obtidos para as escalas 6timas de pré-
mios apresentadas no capitulo 2, considerando o modelo de Simulagao aplicado aos pres-
supostos usados no modelo de Vortices Estocasticos.

Na Tabela 4.16 encontram-se os resultados obtidos para a diferentes escalas através

do modelo de Simulacao.

Tabela 4.16: Escala Otima de Norberg - modelo de Simulagao (com discretizagao)

Classe Escala de Escala de Escala de Gilde Escala de
Norberg Borgan e Sundt Andrade e Silva
1 54,64 74,03 61,28 60,23
R 82,50 8953 6558 6372
. 91,59 9905 69,88 67,41
s 88,22 9285 7418 7132
5 01,43  9%77 7849 7545
6 10512 107,74 82,79 7982
7 104,63 107,06 87,00 84,45
R 11412 111,43 901,40 89,34
T 99,63 9946 95,70 9452
10 100,00 100,00 100,00 100,00
T 20636 218,44 10430 10580
12 22329 237,05 10861 111,93
13 26412 298,47 11291 118,41
VN 280,05 31027 1721 12528
s 300,06 34375 121,51 132,54
16 306,25 342,75 12582 140,22
VAR 31936 359,55 13012 148,34
s 339,40 382,12 13442 156,94
BT 366,95 4482 13872 166,03
20 40370 461,80 14303 175,66

Na Tabela 4.16, as escalas 6timas de prémios foram obtidas de forma analoga as
obtidas na seccao 4.2.5.
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CAPITULO 4. A SIMULACAO E OS SISTEMAS DE BONUS MALUS

Na Figura 4.18 encontra-se uma comparagao entre os prémios obtidos para a diferen-

tes escalas considerando os modelos de Vortices Estocasticos e de Simulacao.

Prémio Prémio
400
400 -
300 -
300+

200 - —e— SIM ¢/ Disc. —=e— SIM ¢/ Disc.
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100 -
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. L . - Classes . L L - Classes
5 10 15 20 5 10 15 20

(a) Escala de Norberg (b) Escala de Borgan
Prémio Prémio
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120 150
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80 100
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60

—a— SBM —a— SBM

20+

; ; : = Classes ; ; : = Classes
5 10 15 20 5 10 15 20

(c) Escala de Gilde e Sundt (d) Escala de Andrade e Silva

Figura 4.18: Comparacao entre as diferentes escalas - Vortices Estocasticos vs Simulagao
(com discretizacao)

Observando a Figura 4.18 constata-se que, para a escala de Norberg e Borgan, os
resultados obtidos para o modelo de Simulagao sdo bastante semelhantes aos obtidos
para o modelo de Vortices Estocasticos. Constata-se também que as maiores discrepancias
ocorrem nas classes onde sdo cobrados prémios mais elevados.

Para a escala de Gilde e Sundt e Andrade e Silva, é possivel verificar que os prémios
obtidos através do modelo de Simulagao sao inferiores aos obtidos através do modelo de
Vortices Estocasticos para as primeiras 10 classes do sistema. Nas restantes 10 classes,
verifica-se o oposto. Embora tenham sido verificadas as discrepancias mencionadas, estas
nao sao significativas e, por isso, os prémios obtidos considerando o modelo de Simulagao

sao semelhantes aos obtidos anteriormente.

4.3.5.1 Analise das Escalas Otimas de Prémios

A Figura 4.19 permite comparar a escala comercial da Seguradora com as quatro

escalas 6timas de prémios estudadas anteriormente.
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4.4. O MODELO DE SIMULACAO - ESTUDO DE NOVOS CENARIOS

Prémio
—e—Escalade Norberg

400 L —m—Escalade Borgan
—e—EscaladeGilde

—4—Escalade Andrade e Silva
Escala Comercial

300f

200

Figura 4.19: Comparacao das Escalas de Prémios obtidas através do modelo de Simulagao

Uma vez que todas as escalas apresentaram resultados semelhantes aos obtidos através
do modelo de Vortices Estocasticos, as conclusoes retiradas da Figura 4.19 sao analogas

as retiradas na seccao 4.2.

Os resultados obtidos validam o modelo de Simula¢ao quando aplicado aos pressu-

postos do modelo de Vortices Estocasticos.

Na proxima secgao serao apresentados os resultados do modelo de Simulagao em
que se consideram alguns cenarios diferentes dos considerados no modelo de Vortices

Estocasticos.

4.4 O Modelo de Simulagao - Estudo de Novos Cenarios

Nesta seccao serao apresentados os resultados do modelo de Simulagao, abordando
novos cenarios que nao sao considerados no modelo de Vortices Estocasticos. Assim, esta
seccao divide-se em 2 partes: na primeira serao apresentados os resultados do modelo de
Simulagao quando se relaxa a necessidade de discretizar a distribuicao de estrutura, tal
como referido no capitulo 3, e serao determinados os valores maximo e minimo obtidos
para alguns resultados importantes de SBM; na segunda parte serao considerados trés
cenarios diferentes para as entradas no sistema, analisando o impacto que essa alteracao

no modelo de entrada pode causar.

4.4.1 O Modelo de Simulagao sem Recurso a Discretizacao
4.4.1.1 A Distribuicao Limite

A distribuicao limite, tal como para o modelo anterior, é determinada calculando a
percentagem de segurados em cada classe da carteira no ano 50.

Na Figura 4.20 encontra-se uma comparacao entre as distribui¢oes limite obtidas
considerando os modelos de Vortices Estocasticos e de Simulacao. Os valores obtidos

podem ser consultados na Tabela C.1, no apéndice C.
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Densidade
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Figura 4.20: Comparagao entre as Distribui¢oes Limites obtidas - SBM e Simulagao (sem
discretizacao)

Através da analise da Figura 4.20, é possivel observar que este novo modelo de Simu-
lagdo apresenta resultados ainda mais semelhantes aos obtidos no modelo de Vortices
Estocasticos, quando comparado com o modelo de Simulagao anterior.

Uma vantagem da Simulagao é permitir, facilmente, a obten¢ao dos valores maximos
e minimos para a distribui¢ao limite. Os valores obtidos podem ser consultados na tabela
C.2, no apéndice C.

Na Figura 4.21 encontra-se uma comparagao entre as amplitudes dos resultados ob-

tidos para cada classe do sistema, considerando os modelos de Simulagao com e sem

discretizacao.
Amplitude IC
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t —&— SIM s/ Dis.
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0.0005 [

Classes

5 10 15 20

Figura 4.21: Comparacao entre as Amplitudes obtidas para cada classe

Através da analise da Figura 4.21, é possivel observar que, a excecao da Classe 6, a
amplitude dos resultados obtidos através do modelo de Simulacao em que se recorre a
discretizagao é sempre inferior a amplitude dos valores obtidos sem recorrer a mesma.
Tal pode dever-se ao facto de, na Simulagao em que nao se recorre a discretizagao da dis-
tribuicao de estrutura, haver uma maior variabilidade das frequéncias de sinistralidade,
uma vez que estas frequéncias podem tomar qualquer valor no suporte da distribuicao

Gama.
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4.4. O MODELO DE SIMULACAO - ESTUDO DE NOVOS CENARIOS

4.4.1.2 A Evolugao da Percentagem de Apolices
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Figura 4.22: Evolugao da percentagem de apolices - Classe 1, 5, 10 e 15 - Vortices Estocas-
ticos vs Simulacao (sem discretizacao)

Através da Figura 4.22 é possivel comparar a evolugao da percentagem de apolices nas
Classes 1,5,10e 15 obtida considerando o modelo de Vortices Estocasticos e considerando

o modelo de Simulagao em estudo.

Embora o comportamento observado seja semelhante, existem algumas discrepancias
nos valores obtidos. Por exemplo, neste modelo de Simulagao a percentagem de segura-
dos na primeira classe é ligeiramente superior a obtida através do modelo de Vértices
Estocasticos. Em contrapartida, a percentagem de segurados na Classe 15 obtida através
do modelo de Simulacao é inferior a obtida através do modelo de Vortices Estocasticos.
Estes resultados podem dever-se ao facto de nos modelos anteriores se considerar que
existem sempre segurados com cada uma das frequéncias de sinistralidade consideradas
na discretizacao da distribuicao de estrutura, enquanto que neste modelo de Simulacao
nao existe essa obrigatoriedade, uma vez que sao retiradas ao acaso. Assim, como a pro-
babilidade de obter frequéncias de sinistralidade elevadas é reduzida, podem ser poucas
as apdlices que se posicionam nas classes mais elevadas em comparagao com os modelos

anteriores.
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CAPITULO 4. A SIMULACAO E OS SISTEMAS DE BONUS MALUS

4.4.1.3 A Evolugao do Prémio Médio

Na Figura 4.23 é possivel comparar a evolugao do prémio médio ao longo de 50 anos
obtido anteriormente através do modelo de Vértices Estocasticos com o obtido através do

modelo de Simulagao em que nao se considera a discretizagao.
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Figura 4.23: Evolugao do Prémio Médio ao longo de 50 anos, em percentagem do Prémio
Puro - Vértices Estocasticos vs Simula¢ao (sem discretizagao)

Através da analise da Figura 4.23, é possivel observar que, para quase todos os anos
de estudo, o prémio médio obtido através do modelo de Simulag¢ao sem recurso a discreti-
zagao ¢ inferior ao prémio médio obtido para o modelo de Vortices Estocasticos.

Esse resultado ja seria de esperar, uma vez que na sec¢ao anterior se verificou que
a percentagem de apodlices nas classes com agravamento no modelo de Simulagao sem

recurso a discretizacdo é inferior aos restantes modelos estudados.

4.4.1.4 A Evoluc¢ao do Prémio Total

Considere-se, novamente, um Prémio Puro médio de 250 u.m.. Na Figura 4.24 observa-
se a evolugao do prémio total ao longo de 50 anos obtido anteriormente, com a evolugao
obtida através do modelo de Simula¢ao em estudo. Novamente os resultados obtidos para
o modelo de Simulagao sao bastante semelhantes aos obtidos para o modelo de Vortices
Estocasticos.

No apéndice D encontra-se a tabela D.1 onde sao apresentados os valores maximo e
minimo obtidos para o prémio total ao longo de 50 anos para o modelo de Simulagao com

ou sem recurso a discretizacao.
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Figura 4.24: Evolugao do Prémio Total ao longo de 50 anos - Vortices Estocasticos vs
Simulacao (sem discretizacdo)

Na Figura 4.25 encontra-se uma comparacao entre as amplitudes dos resultados obti-

dos para cada um dos 50 anos.
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Figura 4.25: Comparacao entre as Amplitudes obtidas para cada ano

Observa-se que, geralmente, que as amplitudes obtidas através do modelo de Simula-

¢ao em que se recorre a discretizacao sao inferiores as amplitudes obtidas sem recorrer a

mesma, tal como j tinha sido constatado anteriormente.

4.4.1.5 As Escalas Otimas de Prémios

Nesta seccao serao apresentados os resultados obtidos para as escalas 6timas de pré-

mios apresentadas no capitulo 2, considerando o modelo de Simulagao em que nao se

discretiza a distribuicao de estrutura.
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CAPITULO 4. A SIMULACAO E OS SISTEMAS DE BONUS MALUS

4.4.1.5.1 A Escala de Norberg Para o caso em que nao se considera a discretizagdo da
distribuicao de estrutura, a escala 6tima de prémios proposta por Norberg (1976) pode ser
determinada através da resolucao do problema (4.8). A utiliza¢ao do problema (4.8) para
a determinacgao da escala de Norberg prende-se com o facto de se pretender minimizar
(2.18) e, neste modelo, ndo se possuir as informagoes necessarias para cada frequéncia de

sinistralidade.

Minimizar Zle]- - bjl
j
Sujeitoa b; > € em que € suficientemente proximo de 0
j
LA;
ej = l|—| (frequéncia média da classe j)
J
/\5 = 0 caso o segurado i nao se encontre na classe j

Os prémios obtidos para a escala de Norberg considerando o modelo de Simulagao
sem discretiza¢do encontram-se na tabela C.3.

Na Figura 4.26 encontra-se uma comparacao entre os prémios obtidos para a escala
de Norberg considerando o modelo de Vortices Estocasticos e o modelo de Simulagao em
que nao se considera a discretizagao da distribuicao de estrutura.

Prémio

400 -

300 -

200L —&— SIM g/ Disc.

—=— SBM

100

‘ ‘ ‘ L Classes
Figura 4.26: Escala de Norberg - Vortices Estocasticos vs Simulacao (sem discretizacao)

Através da Figura 4.26 é possivel verificar que a partir da Classe 11, a escala de Nor-
berg obtida através deste modelo de Simulagao apresenta prémios superiores aos obtidos
anteriormente.

Na Figura 4.27 e na Tabela C.4 encontram-se representados os valores maximo e

minimo obtidos para as escalas de Norberg conseguidas através de Simulagao.
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Prémio Prémio

400 e 500
—e— Lim. Inf. ) / —e— Lim. Inf. -
- p
P = LimSwp. e - 40F = Lim. Sup. M
3001 J/H/ u
[ /

3000 —e— Média

100 (-
F 100

D anad SR o

I I I L Class I I I L Classes
5 10 15 20 5 10 15 20

(a) Simula¢ao com Discretizacao (b) Simulag¢ao sem Discretizagao

Figura 4.27: Amplitude dos resultados obtidos para a Escala de Norberg

Através da analise da Figura 4.27 e da Tabela C.4, é possivel concluir que a variabili-
dade associada aos modelos de Simulacao da escala de Norberg a partir da Classe 11 é
grande. E de notar, novamente, que a variabilidade associada ao modelo de Simulagio sem
recorrer a discretizacao da distribuicao de estrutura é superior a variabilidade associada

ao modelo de Simulagao com discretizagao.

4.4.1.5.2 A Escala de Borgan, Hoem e Norberg Apo6s definidos os ponderadores e de-
terminada a distribuicao ponderada, para o caso em que nao se considera a discretizacao
da distribuicao de estrutura, a escala 6tima de prémios proposta por Borgan et al. (1981)
pode ser determinada através do problema de minimizacao (4.9) em que cada Q,(S) se

obtém de forma analoga a (4.8).

Minimizar wq Ql (S) + "WQQz(S) +...+ U/onzo(S) (49)

Na Tabela C.5 encontram-se os prémios obtidos para a escala de Borgan, Hoem e
Norberg através do modelo de Simulagao sem discretizagao.

Na Figura 4.28 encontra-se uma comparacao entre os prémios obtidos para a escala de
Borgan, Hoem e Norberg considerando o modelo de Vortices Estocasticos e considerando
este modelo de Simulacao.

Prémio
500 -

400 -

74

—e— SIM g/ Disc.

300 -

200 -
—=— SBM

Figura 4.28: Escala de Borgan - Vortices Estocasticos vs Simulacao (sem discretizacao)
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Da analise da Figura 4.28, uma conclusao analoga a da Escala de Norberg pode ser
retirada.

Na Figura 4.29 e na Tabela C.6 encontram-se representados os valores maximo e

minimo obtidos para as escalas de Borgan obtidas através de Simulagao.

Prémio Prémio
500 » 700 m

r —e— Lim. Inf. ‘/ —e— Lim. Inf. } /N
¥ 600 —
400[- ~
r —=— Lim. Sup. / —=— Lim. Sup.
b P 500 e
AT < 7
- Vd

—e— Média / ~

300 r —e— Média a0k y s

o _
-4 o e 1/.
200 300 - /}///://./././
[ 200 =
100F
L 100 MLP‘
‘ ‘ ‘ L Class ‘ ‘ ‘ L Classes
5 10 15 20 5 10 15 20
(a) Simula¢ao com Discretizacao (b) Simula¢ao sem Discretizagao

Figura 4.29: Amplitude dos resultados obtidos para a Escala de Borgan

Conclusoes analogas as da Escala de Norberg podem ser retiradas.

4.4.1.5.3 AEscalade Gilde e Sundt A escala de Gilde e Sundt apresentada em seguida

foi obtida linearizando a respetiva escala 6tima de Borgan, Hoem e Norberg.

Os resultados obtidos para a escala 6tima de Gilde e Sundt encontram-se na Tabela
C.7 do apéndice C.

Na Figura 4.30 encontra-se uma comparagao entre os prémios obtidos para a escala
de Gilde e Sundt considerando o modelo de Vortices Estocasticos e considerando este
modelo de Simulagao.

Prémio
140
120
100 F
8of
i —e— SIM 5/ Dist.
60
40F

20f

Figura 4.30: Escala de Gilde - Vortices Estocasticos vs Simula¢ao (sem discretizacao)

Na Figura 4.31 e na Tabela C.8 encontram-se representados os valores maximo e

minimo obtidos para as escalas de Gilde e Sundt obtidas através de Simulacao.
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Prémio Prémio
140l 1a0F
120F 1200
100]- 1000
—e— Lim. Inf. —eo— Lim. Inf.
80
—=— Lim. Sup. —=— Lim. Sup.
60 60 &
—e— Média —e— Média
40 40
20+ 20+
. L L - Classes L L L - Classes
5 10 15 20 5 10 15 20
(a) Simula¢ao com Discretizacao (b) Simulag¢ao sem Discretizagao

Figura 4.31: Amplitude dos resultados obtidos para a Escala de Gilde

E de observar, através da Figura 4.30 que, embora no modelo de Voértices Estocasticos
o prémio correspondente a Classe 1 do sistema seja superior ao considerado no modelo
de Simulacao, o declive da reta do modelo de Vortices Estocasticos € inferior ao declive da
reta do modelo de Simulagao. Observando a Figura 4.31 conclui-se que para esta escala
nao existe grande variabilidade dos prémios obtidos.

4.4.1.5.4 A Escala de Andrade e Silva A semelhanca da escala de Gilde e Sundt, a
escala de Andrade e Silva apresentada em seguida foi obtida com base na respetiva escala
6tima de Borgan, Hoem e Norberg.

Os resultados obtidos para a escala 6tima de Andrade e Silva, considerando o modelo
de Simulagao em que nao se discretiza a distribuigao de estrutura, encontram-se na Tabela
Cc.9.

Na Figura 4.32 encontra-se uma comparagao entre os prémios obtidos para a Escala
de Andrade e Silva considerando o modelo de Vortices Estocasticos e considerando este

modelo de Simulacao.

Prémio
150 -
100 -
r —e— SIM ¢/ Disc.
r —=— SBM
50+
L L L L L L L L L L L L L L L L C|m
5 10 15 20

Figura 4.32: Escala de Andrade e Silva - Vortices Estocasticos vs Simulagao (sem discreti-
7agao)
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Na Figura 4.33 e na Tabela C.10 encontram-se representados os valores maximo e

minimo obtidos para as escalas de Andrade e Silva obtidas através de Simulagao.
Prémio Prémio

150 150l

—e— Lim. Inf.
100 1000
—=— Lim. Sup.

—e— Média 2
50 5ol

L L L L~ Classes L L L - Classes
5 10 15 20 5 10 15 20

(a) Simula¢ao com Discretizacao (b) Simulag¢ao sem Discretizagao

Figura 4.33: Amplitude dos resultados obtidos para a Escala de Andrade e Silva

O modelo de Vortices Estocasticos prevé um prémio superior para as classes mais bai-
xas e um prémio inferior para as classes mais altas quando comparado com os resultados

obtidos através do modelo de Simulacao. Nao existe grande variabilidade para esta escala.

4.4.1.5.5 Analise das Escalas Otimas de Prémios A Figura 4.34 permite comparar
a escala comercial da Seguradora com as quatro escalas 6timas de prémios estudadas

considerando este modelo de Simulacao.

Prémio
500 -
8 —e—Escala de Norberg
—m—Escalade Borgan
—e—Escaade Gilde
—&—Escalade Andrade e Silva

300 r Escala Comercial

400

100}

L L 1 Classes
5 10 15 20

Figura 4.34: Comparacao das Escalas de Prémios - modelo de Simulagao (sem discretiza-
¢ao)

Uma vez que as diferencas obtidas para as escalas nao sao muito significativas, con-
siderando o modelo de Simulacao em estudo, as conclusoes retiradas da Figura 4.34 sao
analogas as retiradas na seccao 4.2 e 4.3.
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4.4.2 O Modelo de Simulacao com Entradas Geomeétrica

Com vista a estudar o impacto que uma alteragao no modelo de entradas apresen-
tado na sec¢do 2.3.4 pode causar no sistema, considerou-se a hipdtese de o niumero de
segurados a entrar para o sistema no ano i seguia uma distribuicao Geométrica.

A Simulacao foi efetuada com recurso a discretizacao da distribuicao de estrutura,
uma vez que no estudo anterior apresentou resultados mais préoximos do modelo de
Vortices Estocasticos.

Os resultados obtidos e uma analise dos mesmos serao apresentados em seguida.
4.4.2.1 As Entradas no Sistema

Seja X a variavel aleatéria que representa o numero de insucessos até a obtengao de
um sucesso e p a probabilidade de ocorrer um sucesso. X tem distribuicao Geométrica
com parametro p, isto é, X ~ G(p).

No contexto desta dissertacao, pretende-se obter o nimero de segurados a entrar para
o sistema no i através de uma variavel aleatéria Geométrica com parametro correspon-
dente a quota de mercado desse ano e do numero total de apdlices no mercado Segurador.

Na Tabela 4.17 apresenta-se o numero total de apdlices no mercado de 1997 a 2015.

Tabela 4.17: Numero Total de Apodlices (1997 a 2015) - Fonte: Estimativa elaborada pelo
autor

Anoi Numero de Apolices

1997 5.500.000
1998 4.750.000
1999 4.500.000
2000 4.200.000
2001 3.815.000
2002 6.954.000
2003 5.650.000
2004 4.140.066
2005 4.786.009
2006 3.907.107
2007 5.044.864
2008 5.071.144
2009 5.209.111
2010 4.770.898
2011 4.689.545
2012 4.521.352
2013 4.596.623
2014 5.484.422
2015 6.344.733

Ajustando um Modelo de Ajustamento Assimptoético, por forma a prever o nimero
total de segurados no mercado Segurador nos anos seguintes, com 7 = 7.500.000 fixo,
obteve-se 6 = 0,688933 e, portanto, 0 modelo adotado para o namero total de apélices no

mercado Segurador é dado por (4.10).
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9; = 7.500.000(1 — ¢ 688933) j e N (4.10)

e pode ser observado na Figura 4.35.

ul

8x10° -
°
6x10° -
L [ L]
oo ®
L [ ] ° [ ] ® o o ®
4x10° * . * .
2x10°8 -
O L L L L | L L L L | L L L L | L L L L | L L L L | Ano
0 5 10 15 20 25

Figura 4.35: Numero de segurados no mercado Segurador por ano

Na Tabela 4.18 apresenta-se as quotas de mercado da Seguradora de 1997 a 2015.

Tabela 4.18: Quota de Mercado da Seguradora (1997 a 2015)

Anoi Quotade Mercado

1997 0,0007
1998 0,0020
1999 0,0035
2000 0,0053
2001 0,0077
2002 0,0050
2003 0,0070
2004 0,0080
2005 0,0110
2006 0,0120
2007 0,0120
2008 0,0100
2009 0,0100
2010 0,0090
2011 0,0070
2012 0,0050
2013 0,0050
2014 0,0050
2015 0,0070

Considerar-se-ao trés cenarios diferentes para o modelo da quota de mercado da

Seguradora. Os trés cenarios sao:

 Cenario Positivo: Crescimento Assimptético com assimptota em 7 = 0,02
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* Cenario Moderado: Crescimento Assimptotico com assimptota em 7 = 0,011

* Cenario Negativo: Decrescimento Exponencial com assimptota em 0,002

4.4.2.1.1 Cenario Positivo Ajustando um Modelo de Ajustamento Assimptoético, por

forma a prever a quota de mercado dos anos seguintes, com t = 0,02 fixo, obteve-se

5=0,193893 e, portanto, o modelo adotado para a quota de mercado é dado por (4.11).

8;=0,02(1- 19389 jeN

e pode ser observado na Figura 4.36.
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Figura 4.36: Quota de Mercado por ano - Cenario Positivo

4.4.2.2 Cenario Moderado

(4.11)

Ajustando um Modelo de Ajustamento Assimptoético, por forma a prever a quota de

mercado dos anos seguintes, com 7 = 0,011 fixo, obteve-se 6 = 0,379886 e, portanto, o

modelo adotado para a quota de mercado é dado por (4.12).

9;=0,011(1—¢03798861) ;N

e pode ser observado na Figura 4.37.
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Figura 4.37: Quota de Mercado por ano - Cenario Moderado
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4.4.2.2.1 Cenario Negativo Ajustando um Modelo Exponencial do tipo 9; = 0.r' +
0,002, por forma a prever a quota de mercado dos anos seguintes, com assimptota em
0,002, obteve-se 6 = 0,007618 e # = 0,843304 e, portanto, o modelo adotado para a quota
de mercado é dado por (4.13).

9, =0,007618x0,843304' + 0,002, ieN (4.13)

e pode ser observado na Figura 4.38.
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Figura 4.38: Quota de Mercado por ano - Cenario Negativo

4.4.2.3 A Distribuicao Limite
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(c) Cenario Negativo
Figura 4.39: Comparagao entre as Distribui¢oes Limites obtidas - Poisson e Geométrica
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Na Figura 4.39 encontra-se uma comparagao entre as distribui¢oes limite obtidas con-
siderando para o modelo de entradas a distribuicao Poisson e considerando a distribui¢ao
Geométrica. E possivel concluir que, para o caso em que se considera um cenério positivo
ou um cenario moderado, a distribuicado limite encontrada é bastante semelhante a obtida
através do modelo de Vortices Estocasticos.

Para o caso em que se considera um cenario negativo, o comportamento da distribuicao
limite encontrada é semelhante ao comportamento da distribuicao limite obtida através
do modelo de Vortices Estocasticos mas apresenta valores ligeiramente inferiores. Tal

acontecimento pode dever-se ao decréscimo da quota de mercado.

4.4.2.4 A Evolugao da Percentagem de Apodlices

Nas Figuras 4.40, 4.41 e 4.42 encontra-se uma comparagao entre a evolugao da per-
centagem de apolices nas Classes 1, 5, 10 e 15 considerando para o modelo de entradas a

distribuicao Poisson e considerando a distribui¢ao Geométrica.
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Figura 4.40: Evolucao da percentagem de apolices - Classe 1, 5, 10 e 15 - Poisson e Geo-
meétrica - Cenario Positivo

Observando a Figura 4.40 conclui-se que, considerando um cenario positivo, a evo-
lu¢ao da percentagem de apolices, quando se admite a distribuicao Geométrica para
o modelo de entradas, nao apresenta um comportamento semelhante ao obtido para a
distribuicao Poisson. Embora o comportamento nao seja semelhante, a longo prazo, a dis-

tribuicao das apolices é idéntica pelo que se pode concluir que uma alteracao no modelo
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de entradas, a longo prazo, nao causa impacto na distribuicao das apdlices pelas classes

do sistema, tendo, no entanto impacto a médio prazo.
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Figura 4.41: Evolugao da percentagem de apolices - Classe 1, 5, 10 e 15 - Poisson e Geo-
- Cenario Moderado
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Figura 4.42: Evolugao da percentagem de apolices - Classe 1, 5, 10 e 15 - Poisson e Geo-
- Cenario Negativo
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Observando as Figuras 4.41 e 4.42, que representam a evolugao da percentagem de
apolices nas Classes 1, 5, 10 e 15 considerando um cenario moderado e um cenario nega-

tivo, respetivamente, é possivel retirar uma conclusao analoga a do cenario positivo.

4.4.2.5 A Evolugao do Prémio Médio

Na Figura 4.43 encontra-se uma comparagao entre a evolugao do prémio médio ao
longo de 50 anos considerando para o modelo de entradas a distribui¢ao Poisson e consi-

derando a distribuicao Geométrica.
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(c) Cenario Negativo
Figura 4.43: Evolugao do Prémio Médio - Poisson e Geométrica

As irregularidades encontradas entre o ano 10 e o ano 20 sao explicadas pelo compor-
tamento irregular da quota de mercado nesses anos. Ao fim de 50 anos o prémio médio
observado para o cenario positivo e moderado é préximo do observado para o caso em que
se considera a distribui¢ao Poisson. Quanto ao cenario negativo, o prémio médio obtido,

a longo prazo, é ligeiramente inferior ao observado com a distribui¢ao Poisson, refletindo

o decréscimo da quota de mercado.
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4.4.2.6 A Evolucao do Prémio Total

Na Figura 4.44 encontra-se uma comparagao entre a evolugao do prémio total ao longo
de 50 anos considerando para o modelo de entradas a distribuigao Poisson e considerando
a distribuicao Geomeétrica. Para o calculo do prémio total foi considerado um prémio puro

meédio de 250 u.m. e a escala de prémios da Seguradora.
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Figura 4.44: Evolugao do Prémio Total - Poisson e Geométrica

Embora a percentagem de apolices em cada classe, a longo prazo, seja semelhante
para o caso em que se considera a distribui¢ao Poisson e para o caso em que se considera
a distribuicao Geométrica tal nao acontece com o prémio total da carteira. Este resultado
ja seria de esperar uma vez que uma percentagem semelhante nao implica um ntmero de
segurados em cada classe semelhante, e este tltimo influencia o prémio total da carteira.

No cenario negativo, com a tendéncia decrescente do prémio total da carteira existe

um maior risco da seguradora entrar em insolvéncia.

4.4.2.7 As Escalas Otimas de Prémios

Foram analisadas as escalas 6timas de prémios para o caso em que se considera a
distribui¢ao Geométrica para as entradas no sistema no entanto, devido a parenca dos

resultados com os ja apresentados optou-se por omitir os mesmos.
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No apéndice E apresentam-se as amplitudes obtidas para o modelo em que se consi-

dera a distribuicao Geométrica para o modelo de entradas.

4.5 Consideracoes Finais

4.5.1 O Modelo de Simulagao (com e sem discretizacao)

A distribuicao limite, a evolucao do prémio médio e a evolugao do prémio total da
carteira obtidos através do modelo de Vortices Estocasticos sao semelhantes aos obtidos
através do modelo de Simulacao independentemente de se ter considerado ou nao a
discretizacao.

A evolugao das Classes 1, 5 e 10 tem um comportamento semelhante nos modelos
analisados. Ja para a Classe 15, uma vez que é uma classe onde se esperam poucos segu-
rados, o comportamento do modelo de Simulagao onde nao se considerou a discretizacao
da distribui¢ao de estrutura é diferente do esperado pelo modelo de Vortices Estocasticos.

A amplitude dos resultados obtidos para o modelo de Simulagao sem recorrer a discre-
tizacao é sempre superior a amplitude dos resultados obtidos para o modelo de Simulagao
com recurso a discretizacao. Tal facto deve-se a utilizacao de apenas cem pontos da distri-
buicao Gama na Simula¢ao com recurso a discretizacao enquanto que na outra Simulacao
é considerado todo o suporte da distribui¢ao Gama.

Na anélise das Escalas de Prémios Otimas obtidas conclui-se que as maiores discre-
pancias encontram-se nas classes mais altas do sistema, as classes onde sao esperadas
menos apdlices.

Apesar dos resultados obtidos para o modelo de Simulacao onde se considera a dis-
cretizacao da distribuicao de estrutura serem mais préximos do modelo de Vortices Esto-
casticos, o modelo em que nao se considera a discretizacao é mais realista e representa a

volatilidade de uma carteira automovel.

4.5.2 O Modelo de Simulacao com Entradas Geométricas

Considerando um cenario positivo, a distribuicao limite obtida através do modelo
de Vortices Estocasticos, isto ¢, considerando a distribuicao Poisson para o modelo de
entradas, é semelhante a distribuicao limite obtida simulando uma carteira de seguro
automovel em que se considera a distribuigdo Geométrica para o modelo de entradas.

A evolucao da percentagem de apdlices e a evolugao do prémio médio embora apre-
sentem um comportamento distinto do obtido com a distribuigao Poisson, a longo prazo
convergem para valores semelhantes. O prémio total da carteira observado para este cena-
rio tem tendéncia a ser superior ao prémio total de uma carteira com entradas Poisson, tal
deve-se ao otimismo na previsao da evolugao da quota de mercado. Na analise das Escalas
Otimas de Prémios conclui-se que esta visdo otimista nao provoca muitas altera¢des nas
escalas 6timas de prémios de Norberg e Borgan, Hoem e Norberg, ao contrario do que

acontece com as escalas de Gilde e Sundt e Andrade e Silva.
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CAPITULO 4. A SIMULACAO E OS SISTEMAS DE BONUS MALUS

Considerando um cenario moderadamente otimista, as conclusoes retiradas para a
distribuicao limite, para a evolucao do prémio médio e para a evolugao da percentagem
de apdlices sao idénticas as de um cenario positivo. O prémio total da carteira observado
para este cenario é inferior ao observado com o modelo de Vértices Estocasticos. As
conclusoes retiradas da analise das escalas 6timas de prémios obtidas sao idénticas as
obtidas considerando um cenario positivo.

Ao considerar uma visao pessimista, apenas a escala 6tima de Borgan, Hoem e Norberg

apresenta resultados semelhantes aos obtidos considerando a distribuicao Poisson.
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CariTUuLO

CoNCLUSAO

O objetivo desta dissertacao era estudar um SBM sob a perspetiva de uma carteira
aberta e evidenciar algumas vantagens da utilizacao de técnicas de Simulacao para a

obtencao de resultados importantes para a modelagao de SBM.

Os resultados obtidos permitiram concluir que existe uma grande semelhanga entre os
valores estimados e os simulados. No entanto, é necessario ter em conta os pressupostos
assumidos, pois quanto mais pressupostos utilizados na simula¢ao forem comuns aos
assumidos no modelo de Vortices Estocasticos resultados mais semelhantes se obterao.
Nesta dissertacao foi considerado, em todos os modelos, que o modelo Poisson-Gama
era o que mais se adequava para a modelacao do numero de sinistros mas, numa das
Simulagdes, nao se discretizou a distribuicao de estrutura, uma vez que na Simulagao
nao ha essa necessidade. Ambas as Simulag¢oes apresentaram, em geral, bons resultados e,
por isso, ficou demonstrado que a Simulagao consegue reproduzir o modelo de Vortices
Estocasticos e ainda permite estudar alguns cenarios nao considerados nesse modelo, de

forma simples.

Ao considerar outra distribuicao para o modelo de entradas concluiu-se que nao existe
grande impacto a longo prazo, ou seja, os resultados obtidos, apesar de apresentarem um
comportamento diferente, a longo prazo convergiram para os resultados obtidos com o

modelo de Vortices Estocasticos.

Nesta dissertacao optou-se por nao se indicar a melhor das escalas 6timas, uma vez
que nao era o foco deste projeto e teria de se ter em conta outros aspetos que nao foram

abordados.

Nem todos os softwares matematicos se revelaram adequados para simular uma car-
teira com um grande volume de apolices, uma vez que cada corrida se revelou muito

demorada e se pretendiam realizar cem corridas a fim de obter resultados mais precisos.
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CAPITULO 5. CONCLUSAO

Com esta dissertagao foram encontradas diversas vantagens da utilizagao da simula-
¢ao para recriar a realidade tais como: encontrar, de forma simples, os valores maximo e
minimo obtidos para a distribuicao anual da carteira, para o prémio total anual e para as
escalas de prémios; nao utilizar apenas valores médios nos calculos efetuados permitindo
representar melhor a realidade e prever situagoes financeiras menos favoraveis; relaxar
algumas hipoteses consideradas no modelo de Vortices Estocasticos e determinar o seu
impacto; estimar o niamero de sinistros futuro da carteira e de cada segurado.

Como trabalho futuro, este estudo poderia ser estendido tendo em conta a severidade
dos sinistros na aplicagao dos SBM. Esta abordagem seria mais complexa do ponto de

vista matematico mas é menos usual pelo que seria interessante o seu estudo.
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APENDICE

Di1SCRETIZAGCAO DA DISTRIBUIGAO DE ESTRUTURA

Tabela A.1: Discretizacdo da Distribuicao de Estrutura

A ufl\ A ufi\ A u‘){ A ufl\
0,01 0,2763795 0,26 0,0042853 0,51 0,0002889 0,76 0,0000212

0,25 0,0047913 0,50 0,0003211 0,75 0,0000235 1,00 0,0000183
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APENDICE

RESULTADOS DO MODELO DE SIMULACAO (com

DISCRETIZAGCAO)

B.1 Distribuicao Limite da Carteira

Tabela B.1: Distribui¢ao Limite da Carteira - modelo de Simulagao (com discretiza¢ao)

Simulagao recorrendo a

Classe
Discretizacao
1 0,679071
R 0,074993
3 0087149
4T 0,045210
s 0,044660
e 0015764
7 0016418
8 0011535
9 0010615
100 0,010833
T 0,001377
12T 0,000945
13 0,000489
B VN 0,000309
15 0,000210
e 0,000127
T2 0,000119



APENDICE B. RESULTADOS DO MODELO DE SIMULACAO (COM
DISCRETIZACAO)

18 0,000057
19 0,000038
20 0,000081
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APENDICE

RESULTADOS DO MODELO DE SIMULAGAO (SEM

DISCRETIZAGCAO)

C.1 Distribuicao Limite da Carteira

Na Tabela C.1 apresentam-se os resultados obtidos para a distribuigao limite obtida
através do modelo de Simulac¢ao em que nao se considera a discretizagao da distribuigao

de estrutura.

Tabela C.1: Distribui¢ao Limite da Carteira - modelo de Simulagao (sem discretizagao)

Simulag¢ao sem recorrer a

Classe
Discretizacao
1 0,689106
R 0,073255
I 0,084227
4T 0,044145
5 0,043428
6 0015162
7 0015761
s 0,011004
9 0010276
0T 0,010496
T 0,001195
12 0,000802
13 0,000402
RV Y 0,000249
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APENDICE C. RESULTADOS DO MODELO DE SIMULACAO (SEM
DISCRETIZACAO)

15 0,000168

16 0,000100
V2 0,000093
18 0,000043
9T 0,000029
200 0,000058

Na Tabela C.2 apresenta-se a amplitude dos resultados obtidos para o modelo de
Simulagao aplicado aos pressupostos do modelo de Vortices Estocasticos e para o modelo
de Simulagao em que nao se discretiza a distribuicao de estrutura.

Tabela C.2: Amplitude dos resultados obtidos para a Distribui¢ao Limite da Carteira -

modelo de Simulacao

Simulacao recorrendo a Simulagao sem recorrer a
Discretizacao Discretizacao
Classe  Lm(j) Tloo(]) Urt(]) L1t (j) Tloo(]) Umnte())

0,678080 0,679071 0,679928  0,687609 0,689106  0,690414

20 0,000078 0,000081 0,000088  0,000031 0,000058  0,000076

Ly (j) e Uy_(j) representam o limite inferior e superior obtidos para a distribuigao

limite da classe j, com j =1,2,...,20, respetivamente.
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C.2. ESCALA DE NORBERG

C.2 Escala de Norberg

Na Tabela C.3 encontram-se os resultados obtidos para a escala 6tima de Norberg

considerando o modelo de Simulagao em que nao se discretiza a distribui¢ao de estrutura.

Tabela C.3: Escala Otima de Norberg - modelo de Simulagio (sem discretizagao)

Simulacao sem recorrer a
Classe

Discretizagao

—_
(€]
&
=
@)

2 86,26

B T 9559
T 90,44
s T 93,16
6 10711
7 10605
8 11545
R 99,91
10 10000
11 21530
12 23276
13 27657
14 29435
15 31476
16 32490
17 33604
18 35875
19 38678
20 42852

Na Tabela C.4 encontra-se representada a amplitude dos resultados obtidos para as

Escalas de Norberg obtidas através de Simulacao.

Tabela C.4: Amplitude dos resultados obtidos para a Escala de Norberg - Simula¢ao

Simulac¢ao recorrendo a Simulacao sem recorrer a
Discretizacao Discretizacao
Classe Lbr(j)  br(j) Ubr(j) Lbr(j)  br(j) Ubr(j)
1 54,37 54,64 55,03 54,85 56,46 58,48
2 8205 8250 8310 83,75 86,26 88,75
3 91,06 91,59 9241 93,10 9559 99,25



APENDICE C. RESULTADOS DO MODELO DE SIMULACAO (SEM
DISCRETIZACAO)

4 8759 88,22 88,85 87,35 90,44 92,89
5 90,83 91,43 9204 90,03 93,16 9,58
6 10436 10512 10596 103,61 107,11 11054
7 103,74 10462 10552 102,85 106,05 109,41
8 113,00 11412 11552 109,42 11545 119,53
9 9872 9963 100,73 9576 99,91 10470
10 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
11 203,07 20636 209,78 197,07 21530 227,25
12 22035 223,29 227,77 216,16 232,76 251,94
13 259,08 26412 269,20 243,43 27657 299,65
14 271,33 280,05 286,35 272,17 29435 31932
15 291,51 300,06 307,92 273,39 31476 358,98
16 298,58 306,25 313,12 281,83 324,90 378,27
17 309,08 31936 32681 286,74 336,04 410,00
18 31413 33940 354,83 280,80 358,75 - 455,28
19 347,09 36695 377,69 293,04 38678 47895
20 377,48 403,70 41898 353,88 42852 513,99

C.3 Escala de Borgan, Hoem e Norberg

Na Tabela C.5 encontram-se os resultados obtidos para a escala 6tima de Borgan
para o modelo de Simulacao em que nao se considera a discretiza¢ao da distribuicao de

estrutura.

Tabela C.5: Escala Otima de Borgan et al. - modelo de Simulagao (sem discretizagao)

Simulacao sem recorrer a
Classe

Discretizacao

—
N
&
=]
IN]

2 88,11

B T 98,06
T 91,60
s 95,72
6 10617
7T 10597
s 10970
R 98,95
10 10000
11 21908



C.3. ESCALA DE BORGAN, HOEM E NORBERG

12 240,44

13 31038
14 32375
1536694
16 36850
w7 40927
18 44368
1948854
20 50411

Na Tabela C.6 encontra-se representada a amplitude dos resultados obtidos para as
Escalas de Borgan obtidas através de Simulacao sem recorrer a discretizacao.

Tabela C.6: Amplitude dos resultados obtidos para a Escala de Borgan et al. - Simulagao

Simulacao recorrendo a Simulacao sem recorrer a
Discretizagao Discretizagao
Classe Lb%(j)  bB()) UbB() LbB(j)  bP(j) UbB(;)
54,37 54,64 55,03 72,08 73,07 74,00
2 8205 8250 8310 86,98 88,11 89,85
3 9,06 91,59 9241 9,76 98,06 99,56
4 8759 8822 8885 90,46 91,60 92,72
5 9083 91,43 92,04 9439 9572 97,8
6 10436 10512 10596 103,38 10617 108,15
7 103,74 10462 10552 103,69 10597 10854
8 113,00 11412 11552 106,11 10970 112,76
9 9872 9963 100,73 97,58 98,95 100,62
10 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
11 20307 20636 209,78 206,26 219,08 233,09
12 22035 223,29 227,77 227,30 240,44 254,98
13 259,08 26412 269,20 266,42 31038 36445
14 271,33 280,05 286,35 283,71 323,75 379,35
15 291,51 300,06 307,92 296,14 366,94 446,84
16 298,58 306,25 313,12 309,66 36850 455,52
17 309,08 31936 32681 330,55 40927 610,35
18 31413 339,40 354,83 333,96 443,68 620,02
19 347,09 36695 377,69 335,90 488,54 690,36
20 377,48 403,70 41898 386,97 50411 636,11
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APENDICE C. RESULTADOS DO MODELO DE SIMULACAO (SEM
DISCRETIZACAO)

C.4 Escala de Gilde

Na Tabela C.7 encontram-se os resultados obtidos para a escala 6tima de Gilde e
Sundt.

Tabela C.7: Escala Otima de Gilde e Sundt - modelo de Simulacao (sem discretizacio)

Simulacao sem recorrer a
Classe

Discretizacao

—_
(@)
e
co
N

2 65,22

D 69,57
oy 73,92
s T 7826
e T 82,61
B 2 86,96
s 91,31
R 9565
10 10000
1 10435
12 10869
13 11304
14 11739
15 121,74
16 12608
17 13043
s T 13a78
19 13913
20 T a4y

Na Tabela C.8 encontra-se representada a amplitude dos resultados obtidos para as

Escalas de Gilde e Sundt obtidas por Simulagao sem recorrer a discretizagao.

Tabela C.8: Amplitude dos resultados obtidos para a Escala de Gilde e Sundt - Simulagao

Simulac¢ao recorrendo a Simulacao sem recorrer a
Discretizacao Discretizacao
Classe Lbg(j)  ba(j) Ubg(j) Lbe(j)  bolj) Ubg(j)
1 61,05 61,28 61,46 59,99 60,87 61,60
2 6538 6558 6574 6444 6522 6586
3 6970 6988 7002 68,88 6957 7013



C.5. ESCALA DE ANDRADE E SILVA

4 74,03 74,18 74,31 73,33 73,92 74,40
5 7836 7849 7859 77,77 7826 78,66
6 8269 8279 8287 82,22 82,61 82,93
7 8702 8709 8715 86,66 8696 87,20
8 91,34 91,39  9l44 oL11 91,31 91,47
9 9567 9570 9572 95,55 9565 9573
10 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
11 10428 10430 104,33 10427 10435 10445
12 10856 108,61 108,66 108,53 108,69 108,89
13 11285 11291 112,98 112,80 113,04 113,34
14 117,13 1721 117,31 117,07 117,39 117,78
15 12141 121,51 121,64 121,34 121,74 122,23
16 12569 12582 12597 12560 126,08 126,67
17 12998 13012 13030 129,87 130,43 131,12
18 13426 13442 134,62 134,14 13478 13556
19 13854 13872 138,95 138,40 139,13 140,01
20 142,82 143,03 143,28 142,67 143,47 14445

C.5 Escala de Andrade e Silva

Na Tabela C.9 encontram-se os resultados obtidos para a escala 6tima de Andrade e

Silva.

Tabela C.9: Escala Otima de Andrade e Silva - modelo de Simulacao (sem discretizagao)

Simulacao sem recorrer a
Classe

Discretizagao

[u—
()]
N
B
(e)

2 62,94

B T 66,69
oy 70,66
s 7487
e T 7933
B 8406
s 89,07
N 9438
10 10000
11 1059
12 11227



APENDICE C. RESULTADOS DO MODELO DE SIMULACAO (SEM
DISCRETIZACAO)

13 118,96

e 12605
15 13356
16 14152
17 14995
18 15889
19 16836
20 17839

Na tabela C.10 encontra-se representada a amplitude dos resultados obtidos para as

Escalas de Andrade e Silva obtidas por Simulacao.

Tabela C.10: Amplitude dos resultados obtidos para a Escala de Andrade e Silva - Simula-

cao
Simulacao recorrendo a Simulacao sem recorrer a
Discretizagao Discretizagao
Classe Lbs(j)  ba(j) Uba)) Lba()  balj) Ubaj)
59,98 60,23 60,42 58,33 59,40 60,23
2 6348 6372 6390 61,93 62,94 63,72
3 6719 6741 6758 6575 66,69 67,42
4 712 7132 7147 69,81 70,66 7132
5 7528 7545 7558 7412 7487 7546
6 7967 7982 7993 78,69 7933 7983
7 8433 8445 8454 83,55 84,06 84,45
8 8926 8934 8941 88,71 89,07 89,35
9 9448 9452 9455 94,19 9438 94,52
10 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
11 10576 10580 10584 10579 10596 106,17
12 111,85 111,93 112,03 111,92 112,27 112,73
13 11829 11841 118,58 118,41 11896 119,69
14 12510 12528 12551 125,27 126,05 127,08
15 13231 13254 132,85 132,53 13356 13492
16 139,92 140,22 140,61 14021 14152 14325
17 147,98 14834 148,83 148,33 149,95 152,09
18 15650 15694 157,53 156,93 158,89 161,48
19 16552 166,03 166,73 166,02 16836 171,45
20 17505 17566 176,48 17564 17839 182,04

84



APENDICE

AMPLITUDES PARA A EvorLucAo po PrREmMmio ToTaL

Tabela D.1: Amplitudes obtidas para a Evolucao do Prémio Total - Simulacao

Simulagao recorrendo Simulagao sem recorrer

a Discretizagao a Discretizagao

Ano LP.Tot.(j) P.Tot.(j) UP.Tot.(j) LP.Tot.(j) P.Tot.(j) UP.Tot.(j)
890562,50 930532,12 962100,00 902325,00 934088,63 960975,00

—_



APENDICE D. AMPLITUDES PARA A EVOLUCAO DO PREMIO TOTAL

50 106252129,9 106515006,8 106754625,6 106306937,5 106532772,0 106831850,0
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APENDICE

AMPLITUDES OBTIDAS - MODELO DE ENTRADAS

coM DisTRIBUICAO GEOMETRICA

A Distribuicao Limite

Prémio Prémio
0.08 0.08 -
0.06 —e— Lim.Inf. 006 —e— Lim.Inf.
—=— Lim.Sup. —=— Lim.Sup.
0.04 0041

0.02- 0.02
#—s—a—&—&—& Classes . L #—8—e—o o Classes
5 10 15 20 5 10 15 20
(a) Cenario Positivo (b) Cenario Moderado
Prémio

0.08

0.06 -

0.04

0.02

(c) Cenario Negativo

Figura E.1: Amplitude dos resultados obtidos para a Distribuicao Limite
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APENDICE E. AMPLITUDES OBTIDAS - MODELO DE ENTRADAS COM
DISTRIBUICAO GEOMETRICA

A Evolucao do Prémio Total

Prémio

14x10°%
1.2x10°
1.0x10°
8.0x107 [
6.0x107 |-
4.0x107 |

2.0x107 |

—e— Lim.Inf.

—=— Lim.Sup.

—e— Média

- Classes

I I I I
10 20 30 40 50

(a) Cenario Positivo

Prémio
3.5x107 |
3.0x107 |
25x107 £
20%107
15x107
1.0x107 |

5.0x10° b

Prémio

8x107 -

6x107 -

4x10"

2x107 -

—e— Lim.nf.

—=— Lim.Sup.

—e— Média

- Classes

I
10

I I I
20 30 40 50

(b) Cenario Moderado

—e— Lim.nf.
—=— Lim.Sup.

—e— Média

— Classes

10 20

30

40

(c) Cenario Negativo

50

Figura E.2: Intervalos de Confianga para o Prémio Total ao longo de 50 anos
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A Escala de Norberg

Prémio Prémio

200+

100 -

L L L -~ Classes . L . -~ Classes
5 10 15 20 5 10 15 20

—e— Lim.Inf.

—=— Lim.Sup.

—e— Média

L L L -~ Classes
5 10 15 20

(c) Cenario Negativo

Figura E.3: Intervalos de Confianca para a Escala Otima de Prémios de Norberg
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APENDICE E. AMPLITUDES OBTIDAS - MODELO DE ENTRADAS COM
DISTRIBUICAO GEOMETRICA

A Escala de Borgan, Hoem e Norberg

Prémio Prémio

200+

100 -

. . L L Classes . L . L Classes
5 10 15 20 5 10 15 20

(a) Cenario Positivo (b) Cenario Moderado

Prémio

—eo— Lim.nf.

200 -
—=— Lim.Sup.

100
—e— Média

. . . - Classes
5 10 15 20

(c) Cenario Negativo

Figura E.4: Amplitude dos resultados obtidos para a Escala Otima de Prémios de Borgan,
Hoem e Norberg
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A Escala de Gilde e Sundt

Prémio Prémio
140+ 140+
120 120F
100 - 100 -
80 . 80 .
—eo— Lim.nf. —e— Lim.nf.
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a0k
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5 10 15 20 5 10 15 20
s . P ;.
(a) Cenario Positivo (b) Cenario Moderado

Prémio

140 -

120

100 -

—eo— Lim.Inf.
—=— Lim.Sup.
a0k
201 —— Média
. L L -~ Classes
5 10 15 20

(c) Cenario Negativo

Figura E.5: Amplitude dos resultados obtidos para a Escala Otima de Prémios de Gilde e
Sundt
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APENDICE E. AMPLITUDES OBTIDAS - MODELO DE ENTRADAS COM
DISTRIBUICAO GEOMETRICA

A Escala de Andrade e Silva

Prémio Prémio
150 - 150
100 - 100+
—eo— Lim.nf. —e— Lim.nf.
—=— Lim.Sup. —=— Lim.Sup.
50 50l
—— Média —— Média
. . L L Classes . L . L Classes
5 10 15 20 5 10 15 20
(a) Cenario Positivo (b) Cenario Moderado
Prémio
150
100p —e— Lim.Inf
—=— Lim.Sup.
501
—e— Média
. . . - Classes
5 10 15 20

(c) Cenario Negativo

Figura E.6: Amplitude dos resultados obtidos para a Escala Otima de Prémios de Andrade
e Silva
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