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“Para ser grande, sé inteiro: nada

Teu exagera ou exclui
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Assim em cada lago a lua toda

Brilha, porque alta vive.”

Ricardo Reis






RESUMO

As tecnologias, nomeadamente a calculadora gréafica e o computador, tém uma grande impor-
téncia para a matematica e, aliadas a propostas e tarefas adequadas, sdo uma mais-valia para o pro-
cesso da aprendizagem desta ciéncia.

O tema desta dissertagcdo respeita a0 modo como os conceitos de funcéo, nomeadamente da
funcéo de crescimento, séo apreendidos pelos alunos de uma turma de 12.° ano do Ensino Profissional
na area de Gestdo e Programacao de Sistemas Informaticos. A investigacdo pretendeu perceber a
evolucao do processo de reificacdo de conceitos de fung¢do, em particular da funcéo de crescimento,
mediado pelo uso do computador e pela calculadora gréfica, e ainda caracterizar as aprendizagens dos
conceitos de fungbes de crescimento assim conseguidas. Para tal realizaram-se trés estudos de caso
com trés alunos dessa turma seguindo uma metodologia qualitativa de indole interpretativa, com vista
a descrever, interpretar e compreender o raciocinio dos alunos. Analisou-se o comportamento dos alu-
nos ao ser-lhes solicitada a realizacéo de tarefas utilizando o computador, nomeadamente o software
GeoGebra, e/ou a calculadora gréfica.

Os resultados sugerem que o uso de tecnologias no processo da aprendizagem permite o de-
senvolvimento da capacidade de trabalhar fun¢gBes na generalidade e em particular das fun¢des de
crescimento, contribuindo para uma gradual transicao de concec¢des operacionais para concecdes es-
truturais.

Em relacéo aos trés estudos de caso, verificou-se que dois alunos mostraram maior desenvoltura
na utilizacéo da tecnologia, tendo desenvolvido processos de instrumentalizacdo mais eficazes, o ter-
ceiro aluno também demonstrou ser capaz de utilizar a tecnologia, em beneficio da aprendizagem da
matematica.

Conclui-se por fim que o uso da tecnologia aliado a tarefas de diferente natureza otimiza a com-
preenséo, por parte dos alunos, dos conceitos que se pretendem estudar, contudo, o curso de techo-

logia ajudou no processo de reificacao.

Palavas chave: fungdes de crescimento, tecnologia, tarefas, representacdo matematica.
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ABSTRACT

Technologies, namely graphing calculators and computers, are of great importance for mathe-
matics and, combined with appropriate proposals and tasks, are an asset to the process of learning this
science.

The theme of this dissertation concerns the way in which the concepts of function, namely the
growth function, are learned by the students of a 12th grade class of Professional Education in the area
of Management and Programming of Computer Systems. The research aimed to understand the evolu-
tion of the process of reification of function concepts, in particular the growth function, mediated by the
use of the computer and the graphing calculator, and also to characterize the learning of the concepts
of growth functions thus achieved. To this end, three case studies from this class were carried out fol-
lowing a qualitative methodology of interpretative nature, in order to describe, interpret and understand
the students' reasoning. The behavior of the students was analyzed when asked to perform tasks using
the computer, namely the GeoGebra software, and/or the graphing calculator.

The results suggest that the use of technologies in the learning process allows the development
of the ability to work functions in general and in particular growth functions, contributing to a gradual
transition from operational to structural conceptions.

In relation to the three case studies, it was observed that two students showed greater resource-
fulness in using technology, having developed more effective instrumentation processes, the third stu-
dent also demonstrated some ability to use technology with the main benefit of learning mathematics.

Finally, it is possible to conclude that the use of technology combined with tasks of different nature
optimizes the students' understanding of the concepts that are intended to be studied, however, the

technology course helped with the reification process.

Keywords: growth functions, technology, tasks, mathematical representation.
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1 INTRODUCAO

Com este estudo pretende-se analisar como o uso das tecnologias, homeadamente o computador e
a calculadora grafica, facilitam a aprendizagem dos conceitos relativos a funcdo de crescimento (Fungao
exponencial de base superior a um e Fungéo logaritmica de base a), em modelo continuo néo linear, proposto no
12.° ano de nivel secundario do curso de Gestdo e Programacéo de Sistemas Informaticos no Programa
oficial do Médulo A9 — Func¢des de Crescimento - do Ensino Profissional.

Pretende-se compreender as diferentes representa¢des dos objetos mateméaticos envolvidos, com-
plementando com o “papel e lapis” normalmente utilizados e averiguar a capacidade dos alunos para explo-
rar os varios processos de resolucdo de uma determinada tarefa utilizando como ferramentas o GeoGebra
no Computador e a Calculadora Gréfica.

Segundo varios autores, existem inimeras dificuldades com que os alunos se deparam no estudo das
funcdes. Para Sfard (1991) um dos principais obstaculos tem a ver com o facto de os alunos identificarem o
conceito de funcdo com uma das suas representacdes. A este proposito, Domingos (1998) refere: “ser ver-
dade” (p. 34) e Ponte (1992) acrescenta que “A maioria dos alunos chega ao Ensino Secundario com muitas
dificuldades no pensamento abstrato. Para muitos, lidar com graficos cartesianos e expressoes algébricas
nao é uma tarefa facil” (p. 6).

A manipulacéo habil de expressBes mateméaticas néo significa, necessariamente, a compreenséo do
significado matematico, o reconhecimento de padrdes e estruturas ou a capacidade de interpretar os resul-
tados (Goldin & Shteingold, 2001). Deve ser promovida nos alunos a ideia de trabalharem as diversas formas
de representacgdo de ideias matematicas.

Assim sendo, o papel do professor passa por articular a informagéao obtida através das mdltiplas re-
presentacfes (Rocha 2020) e observar a capacidade que os alunos tém em relacionar, conciliar e aproveitar
esta abordagem para o desenvolvimento de procedimentos algébricos (Coulombe & Berenson, 2001; Frien-
dlander & Tabach, 2001).

Com exercicios/tarefas adequadas e de diferente natureza, as tecnologias sao ferramentas essenci-
ais para ajudar os alunos nas diferentes representacdes de um objeto mateméatico e em particular nas fun-
¢bes de crescimento. Domingos (1998), a propésito de um estudo com alunos do 10° ano, sugere que 0
computador e a calculadora gréafica sao essenciais para desenvolver nos alunos a capacidade de distinguir
a mesma funcdo nas suas diferentes formas de representacdo. Segundo o NCTM (2007), “A tecnologia
enriquece a extensao e a qualidade das investigagfes ao fornecer um meio de visualizar nog6es Matemati-

cas sob multiplas perspetivas” (p. 27).



1.1 Contexto do trabalho de investigagcéao

Em 2022/2023 fui professora de mateméatica na area da grande Lisboa de uma turma do Ensino Pro-
fissional (doravante designado por EP) do 12.° ano do curso de Gestéo e Programacao de Sistemas Infor-
maticos. A escola oferece varios cursos profissionais, com uma forte ligagdo ao sector empresarial local e
regional. O ensino profissional promove a aprendizagem estimulando o desenvolvimento para o exercicio
de uma profissao.

A minha pratica letiva teve inicio no més de setembro de 2022 e o programa do 12.° ano do EP de
Matematica consiste na aprendizagem nos mdédulos A7, A8, A9 e Al0, e cada mddulo totaliza vinte e sete
blocos de sessenta minutos.

Nesta turma os contetdos programéticos foram na totalidade cumpridos, a organizacéo das ativida-
des letivas, seguiram uma metodologia de trabalho enquadrada nos principios da Escola e Projeto Educa-
tivo. Tive oportunidade de colaborar em todas as atividades: Reunifes de Departamento, Grupo, Conselhos
de Turma, e Projetos da Escola, de participar na elaboragdo das planificagbes de materiais e estratégias
promotoras do interesse e, consequentemente, facilitadoras da aprendizagem. Ao longo do ano foi mantida
total %colaboragdo com os colegas do Conselho de Turma de forma a estar bem informada quanto a reali-
dade escolar e extraescolar dos alunos.

Na turma onde foi feito o projeto de investigacdo, também foi mantida total colabora¢do com o que foi
pedido pela equipa EMAEI (Equipa Multidisciplinar de Apoio a Educacéo Inclusiva), de modo a ter particular

atencgéo aos alunos com RTP (alunos com Relatério Técnico Pedagogico).

1.1.1 O ensino profissional — breve apresentacao

Os cursos profissionais sdo um dos percursos do nivel secundario de educacéo, caracterizados por
uma forte ligagdo ao mundo profissional. E uma politica publica de educag&o com trinta e trés anos em
Portugal (desde 1989). A concretizacdo deste percurso ocorreu apés a extingdo do ensino, que vigorou entre
1976 e1985, e desenvolveu-se em vérias fases: entre 1986 e 2005 concretiza-se a institucionalizacdo do
sistema educativo, a criacdo das escolas profissionais (na dependéncia do Fundo Social Europeu - apoiada
por um projeto especifico para o incremento do Ensino Profissional), tendo-se desde 2005 até a atualidade
assistido a generalizagdo do ensino profissional.

Com o alargamento da escolaridade obrigatéria até aos dezoito anos com a habilitacdo minima do
12.° ano, assiste-se a um maior interesse nesta tipologia de ensino que valoriza o desenvolvimento de com-
peténcias para o exercicio de uma profisséo, privilegia as ofertas formativas que correspondem as necessi-
dades de trabalho locais e regionais e prepara o acesso a formacdes pds-secundarias ou ao ensino superior,
caso seja a vontade dos alunos.

O Conselho Nacional da Educacédo (CNE) publicou em 2021 um documento extensivo sobre o Ensino
Profissional no ambito da andlise do Estado da Educagéo. Na pagina 89 deste documento podemos ler que:

Decreto — lei n° 26/89, de 21 de janeiro, estabeleceu a criacdo das escolas profissionais e posteri-
ormente o decreto — lei n°® 4/98, de 8 de janeiro, veio estabelecer o regime de criacdo, organizagado
e funcionamento das escolas e dos cursos profissionais nas escolas secundarias publicas.



Atualmente os cursos profissionais estdo consignados no decreto — lei n® 55/2018, de 6 de julho e
séo regulamentados pela portaria n® 235 — A/ 2018, de 23 agosto. Os cursos profissionais constituem
uma oferta educativa para a qualificacéo profissional dos alunos e dao importancia a sua insercao
no mundo do trabalho ou se o desejarem, o prosseguimento dos estudos (decreto — lei n® 55/ 2018,
de 6 julho).

Sao cursos de dupla certificacao, visto que conferem diploma de conclusdo do ensino secundario, a
par de certificacdo profissional de nivel 4 de qualificacdo pela ANQEP (Agéncia Nacional para a Qualificacdo
e o Ensino Profissional).

Nos cursos profissionais as areas de educacgdo e formagao sdo inUmeras e incluem areas como a
agricultura, silvicultura e pescas, artes, ciéncias empresariais, engenharia e técnicas afins, industrias trans-
formadoras, informética, protecdo do ambiente, salde e servigos pessoais.

Tendo uma estrutura modular, cada curso organiza-se por diversos mddulos e Unidades de Formacéo
de Curta Duragéo (UFCD) na componente de formacao tecnoldgica.

Independentemente da area de formagédo, os cursos profissionais tém as mesmas componentes —
geral, cientifica e tecnoldgica e integram obrigatoriamente a formacao em contexto de trabalho nesta Ultima.

A avaliagdo dos alunos inclui uma Prova de Aptiddo Profissional (PAP), na qual é apresentado um
projeto que dé conta das competéncias e dos saberes desenvolvidos ao longo da formacéo.

Os cursos profissionais organizam-se de acordo com os perfis profissionais e os referenciais de for-
macao do Catalogo Nacional de Qualificacdes, sendo todos os cursos criados por portaria.

Os cursos profissionais decorrem ao longo de trés anos letivos, sendo que os alunos tém em média
cerca de mil horas do curriculo, agrupadas em horarios semanais de trinta horas de aulas que podem ainda
ser completados por horas de formacao em contexto de trabalho. Esta formacao, ou estagio, pode ocorrer
no final do 12.° ano ou ao longo de dois ou mesmo dos trés anos em que decorre 0 Curso.

A certificacdo de 12.° ano dependente da conclusédo, com aproveitamento, de todos os médulos de
todas as disciplinas e de todas as UFCD que integram a matriz curricular do curso, da conclusdo da Forma-
¢do em Contexto de Trabalho (estdgio) com a duracdo de seiscentas horas e da aprovacdo da Prova de
Aptidao Profissional, sendo entdo emitido ao aluno um diploma de dupla certificagéo.

1.1.2 O Ensino profissional em numeros

O estudo de 2021 do CNE revelou que no ano 2020/2021, os cursos profissionais representaram a
maior oferta formativa e educativa do ensino secundario, com um total de 2303 cursos em 713 estabeleci-
mentos de educacéao e ensino, distribuidos pelo territorio nacional.

Em 2021/2022 a regiao Norte apresentou 0 nimero mais elevado de cursos profissionais com 32,7%
da oferta. Seguiu-se a regido centro 25,4% e a Area Metropolitana de Lisboa com 24,5%.

No Continente observa-se que existia mais oferta de cursos profissionais no litoral e nas zonas urba-
nas com mais populac&o, destacando a Area Metropolitana de Lisboa com 565 cursos profissionais, corres-
pondente a 22,8 % desta oferta a nivel nacional.

A Area Metropolitana do Porto, com 327 ofertas, ou seja 14,2%. Bastante inferior em ofertas s&o as

regibes do Algarve, de Coimbra e as regides Autbnomas.



Neste estudo destacam-se os 10 cursos com maior oferta - em 2020/2021 os cursos com maior fre-
guéncia e cobertura do territério foram o de Técnico/a de Gestédo e o de Programacao de Sistemas Informa-
ticos - que representam 6,7% da oferta total e existem em 18 regides.

Os cursos de Técnico(a) de Restaurante / Bar e de Técnico(a) de Cozinha/Pastelaria, com uma re-
presentacdo de 5,3% e de 5% respetivamente, foram oferta em todas as regides do territério Nacional. De
referir ainda que, com excecao do curso de Técnico(a) de Comunicacdo — Marketing, Relacdes-Publicas e
Publicidade, os cursos acima enumerados surgem na lista dos 10 cursos com mais alunos matriculados.

Genericamente, mais de metade dos cursos disponibilizados para a frequéncia do ensino secundario
sdo cursos profissionais 51,4%, enquanto os cursos cientificos — humanisticos representam cerca de 40%
da oferta (CNE, 2021, p. 177).

Apresentam-se os resultados gerais obtidos pelo estudo (CNE, 2021, p. 96):
Tabela 1-1

Conclusdes (n° e %) e idade média de concluséo (n°) por oferta de educacéo e formacao em Portugal (2020/2021)

Oferta de educacédo e formacéo Conclusbes Idade Média
N° %
Cursos cientifico- humanistico 5910 89,1 17,3
Cursos com planos préprios 1112 97,1 17,3
Cursos artisticos especializados 802 89,8 17,5
Cursos profissionais 28972 83,0 18,1

Nota: Retirado de CNE (p.96).

Algumas das conclusdes deste estudo que se afiguram mais pertinentes para este trabalho de inves-
tigacéo séo:

1. A renovacgédo do parque informatico em 2020/2021, sendo os computadores portateis os mais
utilizados;

2. O ndmero médio de alunos por computador com ligagéo a internet tem vindo a descer em todos
0s niveis de ensino, sendo significativamente mais baixo no ensino publico do que no privado
em 2020/2021;

3. O nivel de proficiéncia dos docentes em competéncias digitais é baixo, particularmente nos
dominios do ensino e aprendizagem, avaliagdo e promocao da competéncia digital dos apren-
dentes. (CNE, p. 260).



1.1.3 A Matematica no ensino profissional

O programa de matematica do Ensino Profissional do 10.° ao 12.° ano é dividido nos seguintes mo-

dulos, com carga horaria variavel:

Médulo Al — Geometria; Médulo A2 — Fungdes Polinomiais; M6dulo A3 — Estatistica; Médulo A4 — Funcdes
Periddicas; Médulo A5 — Fungdes Racionais; Médulo A6 — Taxa de Variacdo; Médulo A7 — Probabilidade;
Mddulo A8 — Modelos Discretos; Mddulo A9 — Fungdes de Crescimento; Médulo A10 — Otimizag&o.

1.1.4 Conteldos e objetivos do estudo de funcdes

Do programa oficial do Médulo A9 — Fun¢des de crescimento — e porque é neste ambito que a inves-

tigacd@o decorre, importa conhecer as competéncias mateméticas que todos os alunos devem desenvolver,

designadamente: (Neves, 1998, p. 4)

Aptidao para fazer e investigar matematica recorrendo a modelacéo com uso de tecnologias;
A aptiddo para elaborar, analisar e descrever modelos para fendémenos reais utilizando mode-
los de crescimento continuos néo lineares;

A aptidéo para representar rela¢des funcionais de varios modos e passar de uns tipos de re-
presentagdo para outros, usando regras verbais, tabelas, graficos e expressdes algébricas e
recorrendo nomeadamente a tecnologia gréfica;

Capacidade de comunicar oralmente e por escrito as situagcfes probleméticas e os seus resul-
tados;

Aptiddo para usar equacgdes e inequacdes como meio de representar situagdes problematicas
e para resolver equacdes, inequagdes, assim como para realizar procedimentos algébricos;
Capacidade de apresentar de forma clara, organizada e com aspeto grafico cuidado os traba-
Ihos escritos, individuais ou de grupo, quer sejam pequenos relatérios, monografias, etc.;
Sensibilidade para entender o uso de fun¢cdes como modelos mateméticos de situagbes do
mundo real, em particular nos casos que traduzem situacdes enquadraveis em modelos conti-
nuos néo lineares das func¢des de crescimento;

A capacidade de usar uma heuristica para a resolugdo de problemas.

Os objetivos de aprendizagem deste médulo sdo o desenvolvimento, por parte dos alunos, dos se-

guintes aspetos:

Reconhecer e dar exemplos de situagBes em que 0os modelos exponenciais sejam bons mode-
los quer para o observado quer para o esperado;

Usar as regras das exponenciais e as calculadoras graficas ou um computador para encontrar
valores ou gréaficos que respondam a possiveis mudangas nos parametros;

Interpretar uma funcéo e predizer a forma do seu gréfico;

Descrever as regularidades e diferencas entre padrdes lineares, quadraticos, exponenciais, lo-
garitmicos e logisticos;

Obter formas equivalentes de expressfes exponenciais;

@

Definir o nimero de Neper “e” e o logaritmo natural;
Resolver equacgdes simples usando exponenciais e logaritmos (no contexto de resolucédo de

problemas);



¢ Resolver, pelo método gréafico, inequacgdes simples usando as fungdes exponenciais, logaritmi-
cas e logisticas (no contexto de resolucao de problemas);

¢ Resolver problemas simples e de aplicacdo usando diferentes funcdes de crescimento em mo-
delo continuo néo linear.

1.2 MotivacOes pessoais e pertinéncia do estudo

A minha prética letiva no ensino da matemética foi sempre ao nivel do 3.° Ciclo do Ensino Basico e
do Ensino Secundario. Ao longo do tempo verifiquei que nestes dois ciclos de ensino os alunos revelavam
vérias dificuldades em relacé@o ao estudo das Funcdes Reais de Varidvel Real. Muitas vezes quando lhes
era pedido para explorarem tarefas de diferente natureza, revelavam sistematicamente dificuldades diver-
sas.

A motivacdo para o estudo que agora se apresenta ganhou corpo na sequéncia da consulta de algu-
mas teses de mestrado que apontavam sugestdes de investigagdo posterior, nomeadamente relativas ao
uso do sofware GeoGebra e da calculadora gréfica e a sua influéncia no estudo das fungBes nas suas mais
variadas representacdes. A estas pistas aliou-se o facto de facilmente se perceber que os alunos atualmente
sdo muito diferentes dos alunos de ha vinte ou mesmo dez anos atras. Os alunos de hoje ja nasceram num
ambiente “digital”’, rodeados de ferramentas digitais e sdo utilizadores habituais das mais variadas tecnolo-
gias, que vao desde o telemovel, com acesso a um mundo de informacéo, a dispositivos como calculadoras
gréaficas, até a computadores ou teleméveis com software matematico como o GeoGebra. Faz entdo todo o
sentido a utilizacdo deste tipo de recursos em contexto de sala de aula, ndo s6 porque facilitam diversas
exploragdes, mas também porque permitem — potencialmente - um melhor desenvolvimento da aprendiza-
gem dos conhecimentos mateméticos.

Assim sendo, ao longo deste projeto de investigacdo analisa-se a forma como o uso da tecnologia
em ambiente de sala de aula, nomeadamente a calculadora grafica e o sofware GeoGebra, séo instrumentos
potenciadores, facilitadores e motivadores da aprendizagem do estudo das fun¢des em geral e dos modelos

continuos nao lineares em particular.

1.3 Objetivos e Questdes de Investigacédo

Para dar cumprimento a compreensao da influéncia da tecnologia no processo da aprendizagem de
alguns tipos de fun¢des, colocam-se as seguintes questdes, as quais se vai tentar obter resposta com este
projeto de investigacgéo:

1. Qual o papel da tecnologia na interpretacdo do conceito de funcdo e em particular da funcéo

exponencial e da fun¢éo logaritmica?

2. Em que medida o uso da tecnologia favorece a reificacdo dos conceitos?

3. Como se caracterizam as aprendizagens das funcdes de crescimento (exponenciais e logaritmi-

cas) mediados pelo uso de tecnologia?



Pretende-se com esta Investigacdo contribuir para uma melhor compreensdo de como os alunos do
12.° ano do Ensino Profissional, que realizam o seu percurso escolar do 10.° ao 12.° ano feito através de
moédulos aos quais, em todos os mddulos é obrigatério classificacdo positiva, interpretam o conceito de
funcdo, nomeadamente das funcfes de crescimento, nos modelos continuos néo lineares — exponencial e
logaritmico e caracterizar de que forma esses conceitos sao apreendidos com recurso ao computador e/ou
a calculadora gréfica.

Assim sendo vai-se desenvolver um estudo onde o uso da tecnologia surge como uma ferramenta

imprescindivel do processo de aprendizagem da matematica.

1.4 Organizacédo da dissertacado

Este trabalho esta dividido em cinco capitulos: o primeiro descreve a relevancia, a contextualizagao,
0s objetivos e as questdes desta investigacdo; no capitulo dois € feita uma revisédo de literatura dos temas
relevantes para este estudo, nomeadamente das teorias relativas ao desenvolvimento e compreensao de
representacdes diferentes no estudo das funcdes; no capitulo trés descreve-se a metodologia utilizada, de
natureza qualitativa, o contexto do estudo e a selegdo dos alunos participantes, bem como as técnicas de
recolha de dados; no capitulo quatro procede-se a analise dos dados recolhidos, fazendo-se uma descri¢cao
pormenorizada do desempenho dos alunos na realizacéo das tarefas propostas; por fim, no quinto capitulo,
sdo apresentadas as conclusdes do estudo em relagdo aos casos apresentados e as consideragdes finais
em relacdo ao uso das tecnologias para o estudo das varias fun¢des propostas, deixando algumas suges-

tbes para trabalhos futuros.



2 SUSTENTACAO TEORICA

Surge oportuna uma breve resenha da histéria e da didatica da Matematica, designadamente no que
respeita a implementacao de tarefas de diferente natureza relacionadas com as representagdes das fun¢des
e do modo como a tecnologia tem vindo a desempenhar um papel muito relevante na aprendizagem da
Matematica.

Desta resenha surgem como significativas a teoria de reificacdo de Anna Sfard e a Teoria dos registos

de representagfes semidticas de Raymond Duval.

2.1 Um olhar sobre a Histéria das Funcdes

A didatica da matematica é uma area de estudo que se dedica a investigar e desenvolver estratégias
e métodos para o ensino da matemética. A didatica da matemética faz o planeamento, a organizagéo e
execucao de préticas pedagdgicas que irdo facilitar a aprendizagem pelos alunos dos contetdos matemati-
cos. Engloba e identifica as melhores maneiras de explicar os conceitos mateméaticos, promove o desenvol-
vimento do raciocinio légico e habilidade para resolugédo de problemas. Os avang¢os nesta area permitem ao
professor explorar diferentes abordagens de ensino, diferentes materiais manipulativos, problemas reais,

jogos, tecnologias digitais e outras estratégias que favoregcam a compreenséo dos contetdos. (Neves,1998).

O tema tratado nesta investigac@o — Fungéo - € um conceito de extrema importancia na Matematica
atual, e que ganhou expressao como objeto de estudo nos finais do século XVII, com o aparecimento do
Célculo Infinitesimal, ocupando cada vez mais um papel de destaque nos curriculos atuais.

A nocdo de funcao esta presente no curriculo portugués da Matemética em todos os anos de escola-
ridade, do 7.° ao 12.° ano, assim como na generalidade dos programas de unidades curriculares ao nivel do
ensino superior que envolvam Matematica. De facto, o conceito de funcdo tem hoje um papel central na
Matematica, mas nem sempre foi assim!

Historicamente a origem do Célculo esta ligada ao estudo das secg¢des cénicas por Apollonius Per-
gaeus, no século Il a.C. Apesar das manifestagdes implicitas do conceito de fungdo remontarem ao século
Il a.C., foi Leibnitz quem, em 1692, introduziu a “fun¢éo”. Leibniz diz, por exemplo, que a “tangente é uma

fungdo da curva”. (Neves, 1998, p. 8).

A primeira definicao formal de fun¢éo surgiu no século XVIIl, em 1718 pela m&o de Johann Bernoulli
gue diz, sem mais explicacdes, “chamamos fungao de uma variavel a uma quantidade composta de uma
qualquer forma por essa variavel e constantes” (Kleiner, 2012, p.105).

Durante a primeira metade do século XVIII da-se um distanciamento progressivo da Analise a sua
origem geomeétrica, processo este que conduziu a substituicdo do conceito de variavel aplicado a objetos

geomeétricos pelo conceito de funcdo como férmula algébrica. Foi neste contexto que Euler escreveu



‘Introduction in Analysin Infinitourum”, o primeiro trabalho onde o conceito de fungao assume um papel cen-
tral e tem por base uma abordagem algébrica. De referir que no volume | desta obra ndo ha uma Unica figura
ou desenho, 0 que naturalmente ndo acontecia quando a abordagem geométrica imperava.

Para Euler e seus contemporaneos da primeira metade do século XVIII, a variavel independente tinha
de tomar todos os valores sobre todos os nimeros reais com excecao dos pontos isolados. A funcdo tam-
bém era descrita por uma Unica expressao analitica. Euler, da-lhe sentido ao explicitar expressfes analiticas
admissiveis. Estas incluem as operacdes de adi¢cdo e multiplicacdo, mas também de exponenciagéo, radi-
ciacao, logaritmo, seno e cosseno.

Na segunda metade do século XVIII foi o préprio Euler que, introduzindo uma nocao de continuidade,
alterou o conceito de fungdo anteriormente prevalecente.

O conceito de fungado continua introduzido por Euler, aparentemente tdo “simples”, € na verdade de-
safiante... A definicdo de continuidade que hoje conhecemos nao foi formulada antes do século XIX, cerca
de 150 anos apds a invencao do Calculo por Newton e Leibnitz. Nesta altura j& se consideravam funcdes
definidas por séries (somas infinitas de outras fungées), derivacéo e integracao.

Por volta de 1821, Cauchy define continuidade essencialmente como nés a entendemos hoje, contudo
usando a linguagem de infinitesimais prevalecendo a época. A formulag&o atual foi introduzida, na década
de 50 do século XIX, por Weirstrass.

Para melhor perceber a histéria do conceito de funcéo temos também de mencionar Fourier. Ele de-
dicou-se ao estudo de problemas fisicos, por exemplo, a propagacéo de calor, tendo publicado um trabalho
neste dominio - Teoria do calor - hoje denominada por série de Fourier. A ideia de representar fung8es por
séries trigonométricas ja tinha sido experimentada por varios matematicos, nomeadamente por Euler, e essa
representacdo era conhecida para algumas funcdes, mas ndo para todas. A relevancia do trabalho e em
particular das séries de Fourier € inegavel, porém a afirmagé&o de que qualquer fung&o definida num intervalo
se pode representar por uma série de Fourier ndo é valida para a no¢éo de funcéo dos nossos dias. (Neves,
Maria et al. 1998).

Dirichelet foi um dos vultos incontornaveis da primeira metade do século XIX, que contribuiu para a
evolucéo do conceito de fungéo. Foi um dos primeiros a considerar fungfes definidas sobre intervalos de
nameros reais, e ndo apenas sobre o conjunto dos nimeros reais no seu todo. Mas, mais importante, adotou
o conceito de fungdo como uma correspondéncia arbitraria e trabalhou-o dessa forma, e ndo como uma
expressdo analitica. Para Dirichelet, “y é fungdo de uma variavel x, definida no intervalo a < x < b, e para
cada valor de x nesse intervalo existe um valor definido para a variavel y, independentemente da forma sob
a qual essa correspondéncia é estabelecida. “(Kleiner, 2012, p.114). Na segunda metade do século XIX,
Dedekind generalizou a definicdo de Dirichelet a funcdes definidas entre conjuntos arbitrario, conceito que
se tornou dominante durante o século XX.

Nicolas Bourbaki foi o pseudonimo adotado por um grupo de matematicos ex-alunos da Ecole Nor-
male Supérieure — PSL, que se propuseram publicar uma série de compéndios versando sobre varias areas
da matematica e que sdo genericamente designados por Eléments de Mathématique.

Foi em 1939 que Bourbaki, num desses compéndios intitulado Theorie des Emsembles (Teoria de

Conjuntos), definiu fungdo como subconjunto de um produto cartesiano:
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Sejam E e F conjuntos, distintos ou ndo. Uma relacdo entre um elemento x variavel em E e um
elemento y variavel em F diz-se uma relagdo funcional em y se, para cada x pertencente a E, existe
um Unico y em F que esta nessa relacdo com x. Designamos por funcéo a operagdo que dessa
forma associa a cada elemento x de E o elemento y de F que estd em relagdo com x. Dizemos que
vy é o valor da funcdo no elemento x, e que a funcdo é determinada pela relacédo funcional dada.
Duas relagfes funcionais equivalentes determinam a mesma fung&o. (Bourbaki, 1968, p. 351).

O Conceito de funcdo dos nossos dias assenta assim ha no¢do de conjunto, desenvolvida por Cantor
na ultima metade do século XIX e conhecida por teoria informal de conjuntos, que teve continuidade, ja no
século XX, na teoria axiomatica de conjuntos de Zermelo-Fraenquel.

Atualmente o paradigma nas escolas passa, sempre que possivel, por trabalhar a expresséo analitica
da funcdo, mas inequivocamente e sem surpresa, o que fazemos € “interpretar uma fungdo como uma cor-
respondéncia univoca de um conjunto num outro” (Canavarro et al., 2021, p. 27). As varias formas de re-
presentacdo de fungdes, diagramas, tabelas, expressdes analiticas e graficos — permitem perceber a abran-
géncia do conceito.

As fungdes de crescimento estdo presentes em diversos contextos e areas da Matemética e surgiram
historicamente a partir da necessidade de descrever e compreender como certos fenémenos ou quantidades
variam ao longo do tempo, do espaco ou de acordo com outras variaveis. As fun¢ées de crescimento, como
as exponenciais e as logaritmicas, foram sendo desenvolvidas e formalizadas ao longo da histéria, com
contribuicbes significativas de matematicos como Leonardo Fibonacci, John Napier, Pierre-Simon Laplace,
entre outros. Elas desempenham um papel fundamental tanto na modelagem, quanto em aplicagdes praticas
nas ciéncias e nas engenharias. O estudo das fun¢Bes de crescimento permite-nos compreender a evolucao
e 0 comportamento de sistemas dindmicos e é uma ferramenta muito importante nas mais diversas areas
como, economia, fisica, biologia...

Hoje, na era das novas tecnologias e com o aparecimento de calculadoras cada vez mais rapidas e
economicamente acessiveis, deixou de fazer sentido uma tabela de logaritmos ou uma régua de calculo
para desenvolver calculos mais ou menos complexos.

Porém, o estudo da funcgao logaritmica e da sua inversa, a fungdo exponencial, continua a ser uma
area importante no ensino da Matemética pela simples razao de que as variagdes exponencial e logaritmica

sao partes vitais da natureza e da analise (Neves, 1998).

2.2 A Tecnologia na Aprendizagem da Matematica

2.2.1 O papel datecnologia

A sociedade de hoje esta em constante mudanca: o trabalho requer novas competéncias, os proble-
mas sdo complexos e envolvem conhecimentos altamente especializados, a inteligéncia artificial € j& uma
realidade que alimenta expetativas em &reas como a medicina ou a exploragéo espacial, que (re)confirma
a natureza do trabalho, mas que simultaneamente suscita muitas questfes éticas (CNE, p. 315). A prépria

Comisséo Europeia e os estudos da OCDE tém vindo a alertar para este novo paradigma mundial - o mundo
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é digital e as tecnologias digitais estdo presentes na vida pessoal, profissional e comunitaria. O digital é
enunciado como a nova literacia, no quadro das tendéncias que estéo a transformar a educacéo.

Os jovens parecem cada vez mais conhecedores e habilidosos em relacdo as competéncias digitais
do que as geracgdes anteriores, 93% dos postos de trabalho na Europa requerem a utilizacdo de um com-
putador e praticamente ndo existem empregos onde ndo sejam necessarias, pelo menos, competéncias
digitais elementares (Comisséo Europeia, 2017).

A inaptiddo para usar a tecnologia digital pode excluir jovens e adultos do trabalho e ser um fator de
excluséo social atendendo ao modo como 0s instrumentos e os espagos digitais tém vindo a assumir um
papel maior na vida privada dos individuos (OCDE, 2022).

As novas geragOes sdo diferentes comparando com as criangas nascidas antes de 2010, a geracéo
alfa que frequenta atualmente a educacao primaria, com a geragdo Z, os nativos digitais, nascidos a partir
da segunda metade dos anos 90, evidenciam que 0s mais novos sao mais visuais, tém janelas de concen-
tracdo cada vez menores, reagem e compreendem muito mais a narrativa visual dos contetdos do que a
narrativa que acompanha as imagens. Provavelmente, também aprendem de maneira diferente. A atencdo
a estas diferencas influencia por exemplo, a escolha de recursos e implica a sua diversificacdo (CNE, 2021,
p. 325).

A revisdo de literatura segue a mesma tendéncia: Ponte (2000) enfatiza que “Hoje em dia, as tecno-
logias de informacédo e comunicacdo representam uma for¢a determinante do processo de mudanca social,
surgindo como a trave-mestra de um novo tipo de sociedade, a sociedade de informagao” (p.64). Desta
forma, a Escola tem de analisar de que forma o uso das TIC (Tecnologias de Informag&do e Comunicacao)
podem contribuir para a melhoria do processo da Aprendizagem.

Oliveira e Domingos (2008) referem que o uso de software na Matemética escolar € uma recomen-
dacdo curricular bastante importante, tanto nacional como internacionalmente, e contribui significativamente
para promover conceitos, explorar e relacionar diversas representacdes, investigar propriedades e relacdes
Matematicas, auxiliar os processos de modelagéo etc; acrescentam ainda que, se por um lado as tecnolo-
gias fazem parte do nosso quotidiano, por outro ha necessidade de se continuar a investir nesta area.

Laborde (2000) considera que menosprezar as novas tecnologias numa sociedade cada vez mais
tecnoldgica seria mais um motivo para os alunos acreditarem que a Matematica é antiquada e nada tem a
ver com o mundo real. Esta autora enfatiza a ideia de que as ferramentas tecnoldgicas matematicas irdo
permitir aos alunos visualizar fendmenos matematicos, fazer conexdes, realizar experiéncias, ou seja, fazer
Matematica como esta é feita pelos especialistas.

As orientac¢des internacionais para a disciplina recomendam o recurso a tecnologia em aula, sendo
disso exemplo a relevancia dada pela NCTM (2007) ao recurso as tecnologias, em particular aos computa-
dores, para o ensino da Matematica. Um dos aspetos mais importantes € a oportunidade de visualizar obje-
tos matematicos, ja que “(...) o poder grafico das ferramentas tecnolégicas possibilita o acesso a modelos
visuais que séo poderosos, mas que muitos alunos séo incapazes ou ndo estdo dispostos a realizar de

modo independente” (p. 27).
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Oliveira e Domingos (2008) dizem-nos que os professores tém ao seu dispor uma variedade enorme
de softwares, pelo que prop6em uma avaliagao de pros e contras, tendo em conta o que se pretende numa
determinada aprendizagem.

Esta avaliacdo deu origem a uma categorizacdo, que apresentaram, tal como Valente (1993), de
forma sumariada:

e Os tutoriais: o computador desempenha o papel do professor — Ensino Assistido por Computa-
dor.

e Modalidade de exercicios e praticas: exercicios eletrénicos que os alunos devem resolver,
onde se apela a memorizacao e a repeticao de procedimentos (rever e consolidar os contetdos
e procedimentos trabalhados na sala de aula).

e Jogos educacionais: de uma forma ludica e com alguma liberdade, os alunos exploram deter-
minados conteddos.

e Simuladores: estes recursos digitais destacam-se pela possibilidade de criar modelos dinami-
cos de fendmenos do mundo real e que vao permitir a exploracdo de diferentes situacdes.

Os softwares como por exemplo o GeoGebra podem ser classificados como simuladores, ja que o
aluno podera construir objetos que modelem objetos reais ou matematicos, alterar esses mesmos objetos e
analisar as caracteristicas e propriedades, permitindo que cada vez mais jovens tenham a experiéncia do
gue é fazer matematica.

Se pretendemos conhecer o papel que a techologia desempenha no ensino, as vantagens que traz a
sala de aula e as aprendizagens e a forma como o uso da tecnologia é encarada pela sociedade, é impor-
tante referir que Domingos (2008) diz-nos que, quando se coloca a questdo se é (til usar a tecnologia em
sala de aula, a resposta é obviamente que sim. Para este investigador, o destaque dado pelo estado, no-
meadamente nas Grandes Op¢bes do Plano de 2017, é prova da necessidade de mudanca, sendo que é
determinado “o refor¢o da utilizacdo das TIC no ambito do curriculo, tendo em vista a apreensédo, desde
cedo, de praticas de aprendizagem baseadas nas novas tecnologias” (DR 28/12/2016, p. 4846).

Toda o corpo de investigagdo existente sinaliza que o uso da tecnologia introduz melhorias na apren-
dizagem em geral e na Matemética em particular: investigadores em educac¢do matemética como Goos &
Bennison (2008) tém estudado o papel da tecnologia no ensino da matemética; autores como Demana &
Waits, (2001), Hennessy et al., (2001) ou Ruthven (1990) realcaram a capacidade de as tecnologias digitais
permitirem multiplas representacdes e relagfes entre as mesmas. Nesta era digital, os alunos do ensino
béasico e secundario tém uma destreza natural para as tecnologias, constitui uma mais-valia na aprendiza-

gem da Matematica (Powers & Blubaught, 2005).

2.2.2 Tecnologia Grafica

O GeoGebra é um software de Matematica dinamica, concebido por Markus Hohenwarter e Judith
Preiner e pode ser utilizado em qualquer grau de ensino para o ensino e aprendizagem da Matematica.
O GeoGebra combina a facilidade de utilizagdo de um software de geometria dinAmica com alguns

recursos de um sistema CAS (Computer Algebra System), que permite manipulacdo simbdlica de
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expressdes e uma folha de célculo. E possivel trabalhar em simultaneo com trés janelas/folhas diferentes:
grafica, algébrica e numérica, além da folha de célculo.

Estas caracteristicas, aliadas ao facto de todos os alunos terem computador e do GeoGebra ser de
acesso publico gratuito, determinaram a escolha deste software GeoGebra para a realizacédo desta investi-
gacdo. Para (Paiva, 2018), na resolucdo de tarefas onde os alunos trabalham colaborativamente com re-
curso a um ambiente de geometria dindmica (GeoGebra) tem grande importancia como os alunos constroem
diferentes significados matematicos.

A Calculadora grafica € uma ferramenta essencial para promover as multiplas representacdes das
funcgbes de crescimento. Uma das principais caracteristicas desta ferramenta é que permite ligar expressdes
a gréaficos, pelo que os alunos podem obter um feedback visual praticamente imediato que ilustra varios
aspetos do mesmo objeto. Assim, o professor poderd utilizar esta ferramenta para articular o contacto e
promover a relagédo entre as diferentes representagfes de uma determinada fungéo (Ponte, 2006; Rocha,
2016).

A calculadora realiza o trabalho mecanico e permite analisar mais exemplos e mais formas de repre-
sentacdo do que € possivel manualmente (Ponte, 2006). A facilidade e rapidez possibilita a observacdo de
muitos casos para uma determinada situagdo e também vai permitir, segundo Rocha (2015) “experimentar
diferentes relagbes mateméticas, refletindo sobre elas enquanto procuram identificar regularidades e formar
conjeturas” (p.327). No mesmo sentido aponta o NCTM (2007), relevando que desta forma a calculadora
servira de apoio a investigagfes levadas a cabo pelos alunos.

Mas existe ainda muito caminho a percorrer se pretendemos usar todas as potencialidades destas
ferramentas. Atendendo as duas representagdes, grafica e algébrica, Ruthven (1990) defende que o uso
regular da calculadora permite estabelecer rela¢des entre estas duas representacdes, mas é necessario
avaliar devidamente o tipo de aprendizagem envolvida, pois, tal como defende Ponte (2006), compreender
essas representacdes sem uma aprendizagem prévia pode conduzir a interpreta¢des ndo correspondentes
a realidade. A propésito desta analise critica, Rocha (2020) exemplifica que é fundamental escolher uma
janela de visualizacdo adequada pois existe uma complexidade envolvida no ajustamento dessa janela de
visualizacé@o para observar as principais caracteristicas do grafico, argumentando que € necessario um do-
minio matematico suficiente para utilizar esta abordagem. Também Leinhardt et al. (1990) alertam para a
falta de espirito critico dos alunos perante os graficos produzidos pela calculadora, um aspeto muito rele-

vante a ser atentamente analisado pelo professor.

2.3 As tarefas de diferente natureza em sala de aula

2.3.1 O papel das tarefas

O processo de aprendizagem da Matemética tem uma natureza complexa, nele intervindo inimeros
fatores. A propria dindmica em sala de aula € um jogo complexo de mdltiplas variaveis, seja pelas inerentes
ao contexto escolar, aos professores, aos alunos, aos pais, ou seja, € uma dinamica que extravasa a sala
de aula e se estende a toda a comunidade escolar. Partindo do principio de que a gestéo curricular e o plano

anual de atividades de uma escola deverdo ter em consideracdo a dindmica acima descrita, Ponte (2005),
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diz-nos que o desenvolvimento de tarefas com caracteristicas diferentes e as estratégias que o professor
utiliza para as colocar em pratica sao dois dos elementos principais para a (re)constru¢gao de um curriculo.

Ponte (2005) considera diversos tipos de tarefas matematicas, sendo que os exercicios, problemas e
as atividades de exploracao serdo objetos de interesse particular. Um problema matematico pressupde o
desconhecimento antecipado de um método de resolucdo (NCTM, 2007). No exercicio garante-se um pro-
cesso imediato para o resolver e o aluno ao conhecer esse processo é capaz de o aplicar, caso contrario é
um problema (Ponte, 2005). No entanto para implementar com sucesso um problema em sala de aula é
necessario procurar um equilibrio de forma a evitar um problema demasiado dificil, que possa levar o aluno
a desistir rapidamente, ou um problema demasiado acessivel que possa ser classificado como um exercicio
(Ponte, 2005).

As tarefas poderéo ser de diferente natureza: as tarefas de caracter fechado, que séo de dois tipos,
e as tarefas de caracter aberto. Nas tarefas de caracter fechado — de uma Unica resposta - temos os exer-
cicios que sdo de curta duracdo, que procuram a consolidacdo dos conhecimentos, e os problemas, de
duracao média, que visam a aplicacao criativa dos conhecimentos adquiridos (Ponte, 2006).

J& relativamente as tarefas de caracter aberto, também designadas de tarefas de exploracéo, (Ponte,
2005, 2016) diz que visam a construcado de novos conceitos através de um trabalho que ndo exija muito
planeamento, ou seja, pressupdem que o aluno consiga comecar, de imediato, a desenvolver a atividade.
Para Oliveira et al. (1989), o professor desempenha um papel fundamental com a coloca¢éo de questdes,
com as interagBes que promove e, em especial, ao encorajar os alunos a discutir e a explicar o trabalho que

desenvolvem.

2.3.2 Implementacéao de tarefas de diferente natureza

Tal como ja referido, sdo variados os fatores que contribuem para as diferentes dinamicas das aulas
de matematica, visto serem variados os contextos escolares, sociais e pessoais em que 0s professores e
os alunos estdo envolvidos, pelo que, tal como referem Chrisistiansen & Walter (1996), a abordagem ado-
tada pelo professor, assim como a sele¢éo de tarefas, séo fatores decisivos para a percecdo da matematica
por parte dos alunos.

Segurado e Pedro (1989) indicam um modelo de estrutura de aula com vista a implementacdo de

tarefas de exploragéo, utilizado e revisto por varios outros autores, € que segue 0S seguintes passos:

1. Introducdo datarefa: Para Ponte (2006), na introducéo da tarefa e quando ha um ponto de partida
ou uma questéo bem definida é que os alunos iniciam o processo de interpretacdo da situacéo e
definem a estratégia a adotar.

2. Realizagéo da tarefa: Pires (2011) propde que, na resolucdo da tarefa, o professor pode fazer
um “questionamento sistematico aos alunos, em tom de desafio, que prolongue e aprofunde ex-
ploragdes e permita a formulagdo de conjeturas”. Nesta interagdo os alunos devem ter alguma
liberdade para poderem reconstruir conceitos, representacdes e procedimentos matematicos

para desenvolverem e compreenderem a matemética (Ponte, 2016).
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3. Apresentagdo e discussao resultante dessa apresentacdo: Stein et al. (2008) apresentam um
“modelo de cinco praticas”: a) antecipar a formar como os alunos vao encarar e resolver a tarefa;
b) monitorizar atentamente as abordagens seguidas durante a resolucéo; c) selecionar estrate-
gicamente os alunos para partilhar o trabalho efetuado, para obter contribuicées variadas e uma
discussao rica; d) sequenciar a ordem pela qual esses alunos partilham o trabalho e por Gltimo o
ponto e) estabelecer conexdes entre as ideias e estratégias que foram apresentadas. Ainda a
este respeito, Oliveira et al. (1989), remetem para o professor o papel de moderar a discusséo,
iniciar e dirigir o discurso, envolver cada um dos alunos, manter o interesse pelo assunto, colocar
guestdes esclarecedoras ou estimulantes e aceitar mais propostas para além daquelas forneci-

das pelos alunos habitualmente participativos.
Domingos e Vieira (2012) referem que:

A tecnologia pode ser uma ferramenta muito Gtil e, quando utilizada de modo adequado, pode ser

bastante eficaz na aprendizagem da Matematica ao permitir que os alunos se envolvam mais na

sua aprendizagem, proporcionando experiéncias diversificadas de acordo com o seu nivel de co-
nhecimento e maturidade intelectual (Domingos e Vieira, 2012, p. 372).

Ponte (2000) refere que as tecnologias de informacao e comunicacao (TIC) sdo bastante importantes

em disciplinas como a Matemaética, visto que vao ajudar a realizar atividades de investiga¢cédo, de modelacao,

de exploracao, entre outras.

2.4 As representacdes no estudo das funcdes

As tarefas criteriosamente selecionadas sdo um fator decisivo no processo da aprendizagem e na
dindmica na aula de matematica. A selecao rigorosa de tarefas vai ajudar a compreender as diferentes
representagdes matematicas inerentes ao estudo das fun¢des de crescimento.

Os “Principios e Normas para a Matematica Escolar” explanados no documento do NCTM de 2007
recomenda que os alunos se apropriem desde o inicio da aprendizagem da algebra de diversas represen-
tacBes. Por conseguinte, realga-se a importancia de incentivar os professores a adotarem préticas que vao
permitir articular as diferentes representacdes (Rocha, 2016). Ao identificar uma determinada representacéo
abstrata e dificil de compreender, podemos relaciona-la com uma representagao concreta e “legivel” de
forma a fornecer um feedback concreto e, consequentemente, uma compreensdo mais profunda (Kaput,
1989; Rocha, 2015).

As ligacdes estabelecidas entre as diferentes representacdes desenvolvem no individuo o entendi-
mento, bem como as varias perspetivas de um determinado conceito (Even, 1998).

Para Goldin e Shteingold (2001) existem dois tipos de representacéo: a representacio externa e a
representacdo interna. Na representagéo externa consideram-se as representagdes que conseguimos co-
municar aos outros, como é o caso dos desenhos, dos esquemas, dos rascunhos geométricos ou das equa-

¢cOes. As representacdes internas referem-se as imagens criadas individualmente para descrever processos
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e objetos matematicos, assim como as estratégias utilizadas na resolucao de problemas ou até a apeténcia
para a matematica.

Friedland & Tabach (2001) consideram quatro tipos de representacdes — verbal, numérica, grafica e
algébrica. Nenhuma representacéo pode ser compreendida individualmente (Goldin & Shteingold, 2001) e,
em conjunto, tém o potencial de valorizar e tornar eficiente o processo de aprendizagem da algebra
(Friedlander & Tabach, 2001).

A representacao verbal surge na introducéo de um determinado assunto ou questdo e na interpreta-
¢ao final dos resultados obtidos. Por um lado, a representacado verbal cria um ambiente natural para a com-
preensdo do contexto (se este existir) e para a comunica¢éo da solucdo do mesmo. Por outro lado, pode
suscitar ambiguidades e associagfes irrelevantes ou enganosas. Por ser menos universal e depender de
um estilo pessoal, pode constituir um obstaculo a comunicacéo matematica (Friedland e Tabach, 2001).

A representacdo numérica aparece no inicio do estudo da algebra. Na fase inicial da resolugdo de
uma determinada questéo recorre-se a esta representa¢cdo, mas ao proporcionar uma visdo muito particular,
pode ocultar aspetos importantes ou outras solu¢des (Friedland & Tabach, 2001). Estes mesmos autores,
ao contrario de outros autores (Brown & Mehilos, 2010; Cuoco, 2001), ndo distinguem a representacéo
tabular da representacdo numérica (Rocha, 2016). Brown & Mehilos (2010) argumentam que a tabela, ao
gerar uma listagem de inUmeros exemplos completos, permite aos alunos encarar a variavel como um nu-
mero que varia (Bell & Janvier, 1981) e que resulta na varia¢éo do valor das expressdes algébricas, diferindo
assim da representagédo numeérica.

A representacéo algébrica é concisa, geral e efetiva, em particular no reconhecimento de padrées e
modelos matematicos. Este tipo de representagéo afigura-se Util visto ser, em grande parte das vezes, o
Unico método para justificar ou demonstrar determinadas afirmac¢des. No entanto, o uso sistemético e ex-
clusivo de simbolos algébricos (em qualquer nivel de aprendizagem) pode ocultar ou obstruir o significado
matematico ou a natureza dos objetos representados e, assim, gerar dificuldades na interpretacdo dos re-
sultados obtidos (Friedland & Tabach ,2001).

A representacéo gréafica caracteriza-se por produzir uma visao clara de uma funcao real de variavel
real. Por serem apelativos e intuitivos, os graficos sao indispensaveis para o desenvolvimento de uma abor-
dagem visual. No entanto, a representacao gréfica pode carecer de alguma precisao e ser influenciada por
fatores externos (como a escala). O contexto de um problema pode também influenciar a representacao
gréafica de uma funcédo, em particular o dominio da mesma (Friedlander & Tabach, 2001; Rocha, 2016).

No ambito do estudo e aprendizagem das funcdes parte-se do conceito de utilizar um sistema simbo-
lico para expandir e compreender outro, o que faz com que este tema sirva para promover o contacto com

as mdltiplas representacfes (Leinhardt et al.,1990).
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2.5 Teoria de Reificacao de Anna Sfard

A teoria de reificagdo de Anna Sfard diz-nos que os conceitos matematicos sao apreendidos de duas
formas fundamentalmente diferentes: estruturalmente como objetos e operacionalmente como processos
(Sfard, 1991, 1992; Sfard e Linchevski, 1994). Sfard (1991) defende que, apesar de aparentemente incom-
pativeis, estas duas abordagens séo na realidade complementares. As duas abordagens sao igualmente
necessarias e mutuamente dependentes.

Sfard (1991) observa que: “como na sua inacessibilidade a Matematica parece ultrapassar todas as
outras disciplinas cientificas, tem de haver alguma coisa realmente especial e Unica no tipo de pensamento
envolvido na construgdo do universo matematico” (p. 2). Assim, para Sfard hd uma questéo fundamental a
ser colocada: “Como € que a abstracdo Matemética difere dos outros tipos de abstracdo na sua natureza,
na forma como se desenvolve e nas suas fungbes e aplicagdes?” (Sfard, 1991, p. 2).

Na busca da resposta a questéo colocada, Sfard postula que existe uma teoria unificada que envolve
a Filosofia e a Psicologia da Matematica e considera de igual modo o “pensamento matematico” enquanto
processo e a “Matematica pensada” como produto. A autora elabora uma perspetiva que considera de na-
tureza ontolégica-psicolégica combinada, uma vez que tenta abordar em simultaneo a “natureza das enti-
dades Matematicas” - aspeto ontolégico — quando estas sao “compreendidas pelo individuo cognoscente” —
perspetiva psicologica (Sfard, 1991, p. 248)

Baseando-se em exemplos histéricos e em algumas teorias cognitivas, Sfard defende que a concecao
operacional é normalmente o primeiro passo na aquisicdo de novas no¢des Matematicas. Analisando os
estadios da formacéo dos conceitos, Sfard conclui que a transicdo do modo operacional para os objetos
abstratos é um processo longo e dificil, que engloba trés fases, a saber: a fase de interiorizagéo, a de con-
densacéo e a de reificagcéo (Sfard,1991).

E frequente em Matematica ouvir-se “Existe uma fungéo tal que...” tal como em ciéncias se parte do
principio da existéncia sobre certas particulas. Sfard (1991) considera que, ao contrario do que acontece
com as outras ciéncias, as constru¢cdes mateméticas avancadas sao totalmente inacessiveis aos nossos
sentidos e apenas podem ser vistas com os olhos da mente.

Quando fazemos o gréafico de uma fungdo ou escrevemos um nimero estamos a dizer que estas sdo
algumas das muitas representacdes possiveis dessa entidade abstrata que ndo pode ser vista ou tocada. A
capacidade de alguém conseguir ver estes objetos invisiveis parece ser uma componente essencial para a
compreensdo da Matematica, enquanto a falta dessa capacidade é praticamente impermeavel a muitas
“‘mentes bem formadas” (Sfard, 1991, p.3).

A autora refere que o que prevalece na Matemética atual € uma concec¢édo estrutural que assenta na
capacidade de ver uma entidade Matematica como um objeto, ou seja, de o referir como se fosse algo real
— uma estrutura estatica que existe no espaco e no tempo.

O conceito de funcdo pode, por exemplo, ser apresentado ndo apenas como um conjunto de pares
ordenados, mas também como um processo computacional ou como um método de obter um sistema a

partir de outro.
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A simetria pode aparecer como uma propriedade estatica de uma figura geométrica (concegéo estru-
tural) mas também como uma espécie de transformacao (concecao operacional). Este tipo de abordagem
refere-se essencialmente a processos, algoritmos e acdes refletindo uma concecéo operacional da nocéo
(Sfard, 1991).

Apesar de existirem diferencas entre as duas concec¢des, Sfard considera que elas ndo sdo mutua-
mente exclusivas. Ha varios exemplos de conceitos que podem ser definidos — e, portanto, concebidos -
estrutural ou operacionalmente.

No mesmo sentido aponta Domingos (2003): “Interpretar um conceito como um processo implica en-
card-lo como uma entidade potencial que se manifesta através de uma sequéncia de agdes” (Domingos,
2003, p.4), ou seja, estamos ha presenca de uma dualidade processual, j& que o objeto pode ser percebido
em varios tipos de representacdes simbdlicas e também nas descri¢cdes verbais ou definicdes dos conceitos
(Sfard, 1991, 1992; Sfard & Linchevski, 1994)

A Tabela 2-1 apresenta alguns exemplos de no¢des Mateméticas onde se evidencia a dualidade de

concecdes processo — objeto.

Tabela 2-1

Exemplos de nog6es Mateméticas e dualidade de concecdes

Concecéo estrutural Concecéo operacional

Funcéo Conjunto de pares ordenados (Bourbarki, | Processo computacional ou um método
1934). bem definido de obter um sistema a partir
de outro (Skemp, 1971).

Simetria | Propriedade de uma figura geométrica. Transformac&o de uma figura Geométrica.

Numero | Propriedade de um conjunto ou a classe | 0 ou qualquer nimero que resulte da adi-
natural de todos os conjuntos com a mesma car- | ¢do de um com um numero natural (con-
dinalidade finita. tar).

Numero | Par de inteiros (um elemento de um con- | Divis&o de inteiros.
racional | junto de pares especialmente definidos).

Circunfe- | O conjunto de todos os pontos equidistan- | Rotacdo de um compasso em torno de um
réncia tes de um dado ponto. ponto fixo.

Nota: Adaptado de Martinho (2018, p. 20)

O programa de computador, por outro lado, corresponde a uma concecao operacional, pois apresenta

a funcdo como uma sequéncia de acdes. A representacdo algébrica por seu lado parece permitir as duas
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abordagens: a operacional — enquanto descricado concisa de alguns calculos — e a estrutural — enquanto
relacéo estéatica entre duas grandezas (Sfard, 1991).

Sfard (1991) argumenta que essa abordagem visual para ideias abstratas as torna mais tangiveis e,
portanto, mais manipulaveis como objetos reais, preservando a sua identidade e significado quando obser-
vadas de diferentes pontos de vista e em contextos diferentes.

Na Tabela 2-2 séo apresentadas as caracteristicas principais das duas abordagens.

Tabela 2-2

Principais caracteristicas das abordagens Operacional e Estrutural

Concecéao operacional Concecéao estrutural

Caracteristicas gerais A entidade Matemética € con-
cebida como um produto de
certo processo ou é identifi-
cada com o préprio processo.

Representacdes internas Apoiadas por representacdes Apoiadas por imagem visual.
verbais.
O seu lugar no desenvolvi- | Desenvolve-se na primeira Desenvolve-se a partir da conce-
mento de conceitos fase da formag&o do conceito. | ¢éo operacional.
O seu papel nos processos | E necessaria, mas néo sufici- Facilita todos os processos cogni-
cognitivos ente para uma eficaz aprendi- | tivos (aprendizagem, resolucdo
zagem e resolucdo de proble- | de problemas, etc.)
mas.

Nota: Adaptado de Martinho (2018, p. 20)

Para Sfard (1991) o processo de formagéo de conceitos matematicos surge em trés fases de estrutu-
racéo: interiorizacéo, condensacao e reificacao.

Na primeira fase — interiorizagdo — o aluno familiariza-se com os processos que, eventualmente, vao
dar origem ao novo conceito. No caso do estudo das funcdes, o aluno estabelece contacto com certos
processos que sao realizados sobre objetos matematicos ja conhecidos, por exemplo, a manipulagéo de
expressodes algébricas. Nesta etapa, o aluno aprende a no¢do de variavel e adquire a capacidade de, usando
a expressao analitica, determinar valores da variavel dependente.

A segunda etapa — condensacao — é a fase em que o aluno adquire a compreensédo de sequéncias
de processos, que podem ser longos e complicados, fazendo emergir entidades autbnomas mais faceis de
manejar. O aluno desenvolve a capacidade de pensar sobre um dado processo como um todo, em termos
de input — output, sem necessidade de atender ao que medeia os dois estados (inicial e final). E 0 momento
“oficial” de nascimento do novo conceito (Sfard,1991). No estudo de funcbes, a evolucdo do aluno nesta

fase pode ser observada pela facilidade com que ele alterna entre as diferentes representacdes, e segundo
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a autora, o aluno estara apto para investigar fungdes, representa-las graficamente e efetuar diversas ope-
rag6es com fungdes.

A fase da condensacéo prolonga-se enquanto a nova entidade permanecer firmemente ligada a um
determinado processo.

A Ultima etapa — reificacdo — acontece quando, subitamente, o aluno consegue ver uma nova entidade
Matematica como um objeto completo e autébnomo, com significado préprio, um membro particular de uma
certa categoria, uma estrutura estatica e permanente com caracteristicas préprias, um todo integrado ja
afastado dos processos que lhe deram origem. Neste caso, diz-se que o conceito foi reificado. Esta Ultima
fase é algo que acontece de forma instantanea, € “uma mudancga ontolégica — uma subita capacidade de

ver algo familiar numa perspetiva completamente nova” (Sfard, 1991, p.19).

No caso das fung¢bes, pode dizer-se que o conceito de funcéo foi reificado quando o aluno tiver cons-
ciéncia das diversas representa¢fes que uma funcao pode assumir e conseguir passar facilmente de uma
representacdo para outra, quando for capaz de resolver equagdes funcionais (onde as ‘incognitas’ sao fun-
¢Oes: equacdes diferenciais, equacdes com parametros, etc.), quando revelar “capacidade de falar acerca
de propriedades gerais de diferentes processos realizados com fun¢des” (Sfard,1991, p. 14) (como compo-
sicao ou inversao) e pelo derradeiro reconhecimento de que os calculos podem ser feitos utilizando “papel
e lapis” e /Jou com recurso as tecnologias.

Algumas das dificuldades dos alunos em relacdo ao conceito de funcéo, reveladoras da sua néao rei-
ficacdo, séo:

1. Um grande ndmero de alunos concebe a fungdo como um processo e nao como uma constru-
¢ao estatica; os alunos associam funcdo a processos de calculo, (Sfard, 1987, 1989);

2. Afuncéo constante € também uma fonte de dificuldades: parece estar implicito, no pensamento
dos alunos que “uma mudanga na variavel independente deve ser seguida por uma mudanca
na varidvel dependente — dimenséo dindmica do conceito)”;

3. Relutancia por parte dos alunos em aceitar “correspondéncias arbitrarias” como fung¢des; a mai-
oria dos alunos tende a considerar como verdadeiras afirmagdes do tipo: “Toda a fungéo ex-
pressa uma certa regularidade” e “Toda a fungao expressa uma certa regularidade”;

4. Tendéncia para identificar o conceito como uma das suas representacdes (Sfard, 1992).

Sfard (1991) defende que para se estimular o pensamento estrutural é importante:
1. Favorecer a compreensdo dos processos subjacentes aos conceitos matematicos por parte
dos alunos (crucial para a compreensdo dos proprios conceitos);
N&o subestimar a competéncia de executar algoritmos;
3. Utilizar representa¢cfes adequadas quando se pretende que surja uma nova identidade abs-
trata, por exemplo, tabelas, simbolos e graficos, as quais, por serem representacdes estaticas
e integrativas, podem ter um efeito estimulante para a reificacdo das funcoes;

4. Promover a discussdo sobre a natureza das entidades Matematicas.
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Sfard (1992) refere ainda dois fatores que considera cruciais para o processo de reificacdo: o tempo
e a motivacao. A reificacdo de conceitos matematicos é em geral um processo longo, pelo que para o aluno
alcancar a reificacéo é necessario tempo e motivagao.

2.6 Teoria dos Registos de Representacbes Semidticas
(Representacdo Semidtica de Raymond Duval)

A Teoria dos Registos de Representagédo Semiética de Raymond Duval ajuda a compreender os pro-
blemas que os variados sistemas e as diferentes representacdes podem trazer aos mdltiplos raciocinios
desenvolvidos pelo aluno na construcdo dos objetos mateméticos.

Raymond Duval, filésofo e psicélogo francés nascido em 1937, foi o responsével pelo desenvolvi-
mento da Teoria dos Registos de Representacdo Semidtica, onde procura analisar a influéncia das repre-
sentacdes dos objetos matematicos no processo da aprendizagem em Matemética. De acordo com esta
teoria, numa atividade de ensino, pode-se representar um objeto matematico utilizando os registos de re-
presentagdo semiodtica, que podem ser definidos como:

“(...) produgdes constituidas pelo emprego de signos pertencentes a um sistema de representagbes
0s quais tém as suas dificuldades préprias de significado e funcionamento.” (Duval, 1993, p.3.).

“Uma figura geométrica, um enunciado em linguagem natural, uma expresséao algébrica, ou um grafico
sdo representagdes semioticas que revelam diferentes sistemas semidticos”. (Duval, 1993, p. 3)%.

Assim, pode entender-se a Teoria de Registos de Representacdes Semioticas como sendo o emprego
de signos (gréficos, figuras, formulas e escrita), pertencentes a um sistema de representagéo constituido de
significado e funcionamento, segundo o qual a constru¢c&o do conhecimento acontece mediante a converséao
estabelecida entre duas ou mais formas distintas de registo de representagéo.

Nas atividades Matematicas um objeto pode ser representado utilizando multiplos registos de repre-
sentagdo e, de acordo com Duval, é a converséo das varias representacées manifestadas sobre um objeto
de estudo que possibilita a construcao do conhecimento.

Para Duval a mudancga de registo constitui-se como condi¢do necesséria ao processo de aprendiza-
gem. Para este autor € absolutamente necessaria a interagdo entre as diferentes representacdes do objeto
matematico para a formacéo do conceito.

Duval acredita que a compreensao Matematica assenta na distingao entre objeto e a sua representa-
¢do semidtica e qualquer confusdo entre eles implicara, a curto ou a longo prazo, uma perda de compreen-
s&o. E, pois, muito importante, o uso de representacdes semiéticas no processo de estudo dos objetos
matematicos, uma vez que todo o pensamento matematico € expresso através de registos que devem ser
explorados de modo a possibilitar a construgcdo do conhecimento.

Numa primeira fase, o professor deve explicitar 0 objeto matematico a estudar, quais os registos de
representacdo semidtica inerentes a atividade proposta e trabalhar as representagfes de transformacao

semiobtica.

"Traduc&o livre do original
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Na preparacdo de uma atividade, o professor deve ter em conta que ndo basta disponibilizar ao aluno
um conjunto de tarefas para que se verifique a aprendizagem de um determinado conceito matematico.
Mesmo que o aluno resolva as tarefas propostas, se nao tiver trabalhado os diferentes registos de repre-
sentacdo semibdtica, ndo estara ainda consciente do tratamento dado ao objeto matematico estudado.

Para que o aluno possa desenvolver, com consciéncia, o estudo sobre um determinado conceito ma-
tematico, tem de trabalhar diferentes registos de representacdo semiética em meios que favorecam o de-
senvolvimento de conversdes entre os multiplos registos.

Durante o processo de estudo dos objetos matematicos deve ser dado énfase a duas transformacdes
de representacdo semidtica que s&o radicalmente diferentes: os tratamentos e as conversdes. Segundo
Duval (1993), os tratamentos séo transformag¢8es dentro de um mesmo registo, por exemplo, efetuar célcu-
los ficando estritamente no mesmo sistema de escrita ou representagdo. As conversdes séo transformacges
de representacdes que consistem em mudar de registo conservando os mesmos objetos denotados, por
exemplo, passar da escrita algébrica de uma equacado a sua representacdo grafica. Como exemplos de
conversodes de registos de representacao semittica em fun¢des de crescimento podem considerar-se pas-

sagens do registo geométrico para o numérico e do registo geométrico para o grafico.
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3 OPCOES METODOLOGICAS

Pretende-se estudar o desempenho dos alunos na realizacdo de tarefas de diferente natureza no
ambito do estudo de fungBes de crescimento numa turma do Ensino Profissional.

Para Da Silva & Meneses (2005), a definicdo dos instrumentos de recolha de dados depende dos
objetivos da investigacao e do que sera investigado e deve proporcionar uma interagéo entre o investigador,
0 sujeito e o objeto da pesquisa. Tendo em conta o contexto e objetivos desta investigacdo, a metodologia
adotada foi a investigagdo qualitativa. Este capitulo apresenta a fundamentagéo tedrica subjacente a meto-

dologia adotada e aos instrumentos metodolégicos utilizados.

3.1 Metodologia de investigacao qualitativa

Um estudo de natureza investigativa deve basear-se numa metodologia qualitativa quando pretende
aprofundar e analisar os comportamentos e atitudes evidenciados pelos sujeitos. A investigacdo qualitativa
€ utilizada para descrever o que é observado num determinado contexto, e o investigador constréi (ou gera)
conhecimento, hipéteses e teoria fundamentada através de dados recolhidos em campo (Johnson & Chris-
tensen, 2014).

Bogdan e Bicklen (1994) afirmam que “os investigadores qualitativos que interessam-se mais pelo
processo do que simplesmente pelos resultados ou produtos” (p. 49), ou seja, centram-se no sujeito e esta-
belecem “estratégias e procedimentos que Ihes permitam considerar as experiéncias do ponto de vista do
informador” (p. 51). Em suma, a analise qualitativa vai incidir primordialmente na evolug¢éo do estudo e nao
propriamente dos resultados ou conclus@es do estudo em si. Ou seja, da-se primazia a opinido, a reacao
OU ao que o sujeito possa ter sentido.

A investigagdo qualitativa caracteriza-se entédo pela sua subjetividade, pelo que é necessario ter aten-

¢ao para que o observador consiga registar os acontecimentos abstraindo-se da sua visdo pessoal.

O investigador passa uma quantidade de tempo consideravel no mundo empirico recolhendo labo-
riosamente e revendo grandes quantidades de dados. Os dados carregam o peso de qualquer in-
terpretagdo, deste modo, o investigador tem constantemente de confrontar as suas opiniées pro-
prias e preconceitos com eles. (...) Os dados recolhidos proporcionam uma descricdo muito mais
detalhada dos acontecimentos do que mesmo a mente mais criativamente preconceituosa poderia
ter construido, antes do estudo ser efetuado. Adicionalmente, o objetivo principal do investigador é
o de construir conhecimento néo o de dar opinides sobre determinado contexto. (Bogdan & Bicklen,
1994, p. 67).

Outro aspeto a ter em conta na metodologia qualitativa é a presenca do investigador poder induzir no
sujeito alteracdes do seu comportamento, fendmeno que a comunidade cientifica chama de “efeito do ob-
servador’. Uma forma de ultrapassar esta situacéo consiste no investigador lidar com o sujeito da forma
mais natural possivel tentando criar um ambiente relaxante e confiavel.

Como os investigadores qualitativos estdo interessados no modo como as pessoas normalmente se

comportam e pensam nos seus ambientes naturais, Bogdan & Bicklen (1994) enfatizam que estes devem
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tentar “agir de modo que as atividades que ocorram na sua presenca ndo sejam significativamente diferentes

daquilo que se passa na sua auséncia”’. (Bogdan & Bicklen, 1994, p. 68).

Bogdan & Bicklen (1994) caracterizam a investigacdo qualitativa da seguinte forma:

O investigador é o instrumento principal e o ambiente natural como fonte direta de recolha de
dados é privilegiado: O investigador qualitativo ndo procura interferir no ambiente natural de um
determinado contexto;

E descritiva. Além da descricdo pormenorizada dos dados observados, o investigador também
deve observar e relatar o meio envolvente (espaco fisico, relacdes entre pessoas, emocdes,
etc.), ja que todos os aspetos do meio ambiente podem interagir, influenciando os aspetos ob-
servados;

Caracteriza-se pelo processo que desenvolve, mais do que pelos resultados. Pretende-se saber
como aconteceu, porque aconteceu, 0 que motivou, muito mais do que simplesmente chegar a
conclusdes. Os dados consistem, na sua maioria, em transcricbes de entrevistas, notas de
campo, fotografias, videos, documentos pessoais, memorandos e outros registos oficiais. O in-
vestigador tenta perceber as multiplas dimensdes do contexto a estudar, sejam elas o tipo de
pessoas num grupo, as suas formas de pensar ou interagir, ou o tipo de normas e acordos exis-
tentes;

Obijetividade/subjetividade. O investigador tende a ser indutivo, sugestivo. Este aspeto devera
ser levado em consideracéo — o investigador agindo com essa consciéncia devera fazer um es-
for¢o para manter a maior objetividade possivel. O investigador recolhe dados ou provas que nao
procuram necessariamente confirmar ou inferir hipoteses. O investigador procura diferentes pers-
petivas dos participantes no estudo para compreender a dindmica interna das situagdes, sendo
estabelecidos procedimentos e estratégias que permitam conhecer as experiéncias do ponto de
vista dos participantes.

Bogdan e Bicklen (1994) referem ainda principios éticos que o investigador deve seguir, refor¢cados
por Aires (2015):

As identidades dos sujeitos devem ser protegidas, de forma a ndo causar nenhum transtorno ou
prejuizo aos participantes. Além disso, o investigador ndo pode revelar a terceiros a informacéo
recolhida para que a mesma ndo seja usada, futuramente de forma politica ou pessoal;

Os sujeitos devem ser tratados respeitosamente e na maioria das situacfes devem ser informa-
dos sobre os objetivos da investigacéo; consideram-se ilicitas as praticas como o registo de con-
versas e imagens com gravadores escondidos, ou qualquer mentira aos sujeitos;

Ao negociar a autorizacdo para fazer um estudo, o investigador deve ser claro e explicito com
todos os intervenientes relativamente aos termos do acordo e deve respeitar o mesmo até con-
cluséo do estudo;

O Investigador deve ser auténtico quando escrever os resultados. Mesmo que as conclusdes
obtidas véo contra as posi¢des ideoldgicas do investigador, este deve manter a fidelidade dos
dados obtidos.
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3.2 Estudo de caso

Sao inlmeros os autores que destacam o estudo de caso como sendo um dos métodos mais comuns
na investigagéo qualitativa (Aires, 2015; Bogdan & Biklen,1994; Bryant, 2002)
Para Ponte (2006):
(...) um estudo de caso visa conhecer uma entidade bem definida como uma pessoa, uma institui-
¢do, um curso, uma disciplina, um sistema educativo, uma politica ou qualquer outra unidade social.
O seu objetivo é compreender em profundidade o “como” e os “porqués” desta entidade, evidenci-
ando a sua identidade e caracteristicas prdprias, nomeadamente nos aspetos que interessam ao
pesquisador. (Ponte, 2006, p. 2).

O estudo de caso é uma modalidade de investiga¢do Unica e um dos seus pontos fortes & poder
estabelecer relagbes causa — efeito, uma vez que os efeitos vao ser observados em contextos reais. Neste
sentido, as propriedades do estudo de caso para Ponte (2006) ser&o:

1. Baseia-se em trabalho de campo e/ou analise documental e vai apoiar-se numa variedade de
fontes tais como entrevistas, observacgdes, documentos, artefactos, entre outras;

2. Nao é uma investigacdo experimental: o investigador ndo pretende modificar a situa¢do, mas
sim tentar compreendé-la;

3. Osresultados podem ser apresentados de diversas maneiras, no entanto assume com frequén-
cia a forma de narrativa, com o objetivo de contar uma histéria que acrescente algo significativo
ao conhecimento existente e seja, tanto quanto possivel, interessante e esclarecedora.

Segundo Ponte (2006), uma das criticas que diversas vezes é dirigida a esta metodologia qualitativa
€ ndo permitir comparar ou aferir semelhangas e/ou diferencas com outros estudos - ndo tem fundamento
visto que “o objetivo deste tipo de pesquisa ndo é esse, mas sim produzir conhecimento acerca de objetos
muito particulares” e que poderé fazer sentido “formular hipéteses de trabalho a testar em novas investiga-
¢des” (p.16).

Na implementacao desta metodologia, o investigador devera ao méaximo aprofundar o fendmeno em
estudo, realizando uma analise descritiva e detalhada no desenvolvimento da pesquisa, pois o objetivo fun-
damental é a melhor compreenséao possivel de um caso especifico.

Coutinho e Chaves (2002) identificam as seguintes caracteristicas no estudo de caso e a primeira
tarefa do investigador devera ser definir claramente se:

» E um caso sobre ‘algo’ especifico.

e Decorre em ambiente natural.

e Utiliza diversas fontes de recolha de dados tais como: observacdes diretas e indiretas, entrevis-
tas, questiondrios, narrativas, registos audio e video, diarios, cartas, documentos, etc.

O estudo de caso baseia-se principalmente na selecdo pelo investigador de uma amostra sobre a

qual incide o caso ou o sujeito. Os individuos deverao ser escrupulosamente escolhidos consoante as ques-
tbes e 0s objetivos definidos previamente em relacao a esses mesmos sujeitos.

Segundo Aires (2015, p.22) na aplicacdo desta metodologia a selecdo da amostra € um momento
determinante para o estudo: a investigacdo qualitativa procura a maxima variacao, pelo que os sujeitos que

a constituem ndo séo escolhidos ao acaso, mas sim a partir de critérios bastante especificos e tendo em
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conta as varias modalidades de estudos de caso, que, segundo Aires (2015), séo distinguiveis pelas carac-
teristicas e procedimentos adotados:

e Estudos de caso ao longo do tempo: acompanham um fenémeno, sujeito ou situacdo a partir de
diferentes perspetivas culturais;

e Estudos de caso observacionais: recorrem a observagéo participante e podem servir para estu-
dar diversas tematicas;

e Estudos de comunidades: estudam e compreendem uma determinada comunidade educativa,
como escolas, instituicbes ou agrupamentos;

e Estudos micro — etnograficos: desenvolvem a investigagdo em pequenas unidades organizativas
ou numa atividade especifica;

e Estudos de casos multiplos: estudam dois ou mais sujeitos, situa¢des ou fendémenos. O investi-
gador pode adotar diferentes modalidades como estudos de caso sucessivos, estudos de apro-
fundamento sobre um caso e estudos comparativos;

e Estudos multi-situacionais: desenvolvem uma teoria, exigindo a exploracéo de muitas situages
e sujeitos.

Na elaboracdo de um estudo de caso deve ser claro quem serdo 0s participantes, quantos seréo, as

suas caracteristicas (como a idade ou o género) e de que forma serdo selecionados para integrarem o
estudo (Johnson & Christensen, 2014), de forma a obter o maximo de informacéo possivel (Aires, 2015).
Na recolha de dados, sédo varios os instrumentos ao dispor de um investigador para maximizar a
informacé&o recolhida e tornar mais eficiente a sua analise, pelo que a sua escolha vai sempre depender da
metodologia adotada e do objetivo do estudo. Neste trabalho de investigacao, foi utilizada uma metodologia

gualitativa e para estudo de caso, foram escolhidos alunos com diferentes niveis de desempenho.

3.3 Técnicas de recolhas de dados

A selecdo das técnicas a utilizar durante o processo de pesquisa constitui uma etapa que o investi-
gador ndo pode minimizar, pois desta depende a concretiza¢do dos objetivos do trabalho de campo. A se-
melhanca do que acontece com as restantes etapas, esta tem também “um caracter aberto e interativo”
(Aires, 2015, p.24). Segundo Aires (2015), a selecéo das técnicas a utilizar durante o trabalho de campo
depende de varias etapas que ndo devem ser menosprezadas. As técnicas estdo divididas em técnicas
diretas (ou interativas) e técnicas indiretas (ou ndo interativas). Entre as técnicas diretas encontramos a
observacdo participante, as entrevistas qualitativas e as histérias de vida. Nas técnicas indiretas temos os
documentos oficiais (como os registos, documentos internos, dossiers ou registos pessoais) e documentos
pessoais (como os diarios, cartas ou autobiografias).

Para Marchesan e Ramos (2012), “a validade de uma investigagéo esta diretamente relacionada a
gualidade dos dados utilizados, porque a discusséo dos resultados se assenta sobre as informacdes cole-

tadas” (p. 459), o que parece concordar com Aires.
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Neste trabalho de investigagdo foram utilizadas técnicas de observacao participante, as entrevistas
qualitativas e as historias de vida. Nas técnicas indiretas foram utilizados os documentos oficiais (como os

registos, documentos internos e registos pessoais).

3.3.1 Observacao

A observagdo é um método de recolha de dados que procura apresentar uma descricdo detalhada
das atividades das pessoas, comportamentos, acées e um conjunto de intera¢des interpessoais e progres-
S0s organizacionais como um todo do que é possivel observar na condicdo humana.

Quinn (2002) refere que é preciso adotar métodos de observacao cuja preparacdo seja rigorosa e
disciplinada, visto que, ao observar-se o mesmo objeto ou situacéo, devido aos interesses, preconceitos e
experiéncias das pessoas que sao todas diferentes, as perce¢des também sdo diferentes.

A observacao esta centrada na perspetiva do observador que assiste presencialmente ao fenédmeno
em estudo. A observacdo pode ser participante, caso o investigador interaja diretamente influenciando o
meio envolvente, ou ndo participante, se o investigador ndo participa no facto. O observador também pode
assumir uma atitude sistematica ao definir os fenémenos que quer observar, ou assistemética, quando opta
por uma observacéao livre sem controlo previamente planeado (Da Silva & Meneses, 2005).

Para Olabuenaga (1996) a observacao deve ser:

1. orientada em fung¢&o de um objetivo de investigagdo, que devera ser definido previamente;
2. planificada por fases, aspetos, lugares e pessoas;

3. controlada e relacionada com outros aspetos tedricos e explicacdes profundas;

4. averacidade, objetividade, fiabilidade e precisdo a que é submetida.

Patton (2002) diz-nos ainda que devemos prestar aten¢cdo ao objeto do estudo, tirar apontamentos
de forma discreta e disciplinada, separar o que é trivial do que é relevante, usar métodos rigorosos para
validar os resultados e por fim relatar as vantagens, assim como as limitages, na perspetiva do investigador.

Tal como a maioria dos métodos, a observacdo apresenta vantagens e acarreta desvantagens, as
guais devem ser tomadas em consideracéo quando da sua utilizagdo. As vantagens sdo, genericamente:

e capacidade de descrever e conhecer em primeira méo o cendrio do estudo, as atividades e as
pessoas que participam nessa atividade, estudando as dinamicas e inter-rela¢cdes dos grupos;

e obter informaces relativas a questdes sobre as quais as pessoas ndo estariam dispostas a falar
nas entrevistas (Aires, 2015; Patton, 2002).

J& as desvantagens prendem-se com 0s seguintes aspetos:

e alguns fendbmenos sao tdo profundos que a observagcdo ndo sera suficiente para os explicar;
muitos fenomenos dependem de diversos fatores, a observacao pode ficar dependente de uma
reflexdo mais aprofundada e como a observacdo depende do agente observador, os dados re-
colhidos podem ser enviesados por uma convic¢ao ou algum mecanismo emocional desenvol-
vido pelo investigador (Olabuenaga, 2012).

Esta investigacéo foi planificada por fases, a investigadora escolheu criteriosamente as tarefas
e 0s alunos que participam neste estudo, estudando as dindmicas e inter-relagdes dos grupos e
teve atencgdo aos alunos que devido a fatores varios tiveram diferentes desempenho, nomeada-
mente o aluno seguido pela EMAIE.
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3.3.2 Questionério

O questionario € um documento escrito constituido por um conjunto de questdes que foram previa-
mente formuladas, ou mais detalhadamente, segundo Da Silva & Menezes (2005):

Questionario é uma série ordenada de perguntas que devem ser respondidas por escrito pelo infor-
mante. O questionario deve ser objetivo, limitado em extenséo e estar acompanhado de instrucdes.
As instrucdes devem esclarecer o propdésito da sua aplicacao, ressaltar a importancia da colabora-
¢do do informante e facilitar o preenchimento. (Da Silva & Menezes, 2005, p.33).

Nas pesquisas qualitativas os questionarios sdo um instrumento de recolha de dados que permite
obter informacéo que era impossivel obter com simples observacéo. Nao é “buscar evidéncias que compro-
vem hipoteses previamente definidas e sim, formular teorias a partir da analise dos dados coletados” (Mar-
chesan & Ramos, 2012, p.459).

Na elaboragéo de um questionario a linguagem utilizada deve ser clara e objetiva para evitar interpre-
tacOes subjetivas. Marchesan & Ramos (2012) descrevem os aspetos a ter em conta quando se elabora um
guestionario:

1. Definicao dos objetivos e das questdes da pesquisa;

2. Esclarecimento sobre o tema da pesquisa,

3. Atipologia, ou seja, a forma de organizar as perguntas (ordenacéo, estruturacdo e apresenta-
¢ao).

Segundo Da Silva & Meneses (2005), a estrutura das perguntas pode ser aberta, fechada ou mista
(fechada, mas com uma série de respostas possiveis). Convém ter atengdo que as perguntas abertas per-
mitem uma infinidade de respostas, enquanto as perguntas fechadas trardo alternativas especificas para
gue o informante (sujeito) escolha uma delas.

No que respeita a quantidade de perguntas, Chaer et al. (2011) referem que:

“O pesquisador devera formular questdes em nliimero suficiente para ter acesso as respostas para as
perguntas formuladas, mas também em nlimero que néo seja grande a ponto de desestimular a participacao
do investigado.” (p. 263). Em relacéo a esta investigacdo, foi utilizado um questionario para saber as dificul-
dades em relagdo ao uso da tecnologia e conceitos ja apreendidos nos médulos anteriores em relagéo ao
tema Funcdo. No uso da tecnologia os alunos mostraram confianga, visto estarem numa area de estudos
em que diariamente é utilizado o computador, mas em relagédo ao conceito de Funcao os alunos ja nao se

recordavam de quase nada e foi necessario fazer a revisao do tema.

3.3.3 Entrevista

Uma entrevista € uma conversa entre o investigador (ou alguém que trabalha com o investigador) e
0 sujeito objeto do estudo (investigado ou participante no estudo). Consoante o objetivo e as caracteristicas
da investigacao, a entrevista pode ser individual ou em grupo. Para Aires (2015) a entrevista é definida da

seguinte forma:
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A entrevista implica sempre um processo de comunica¢cdo em que ambos o0s atores (entrevistador
e entrevistado) podem influenciar-se mutuamente, seja consciente ou inconscientemente. Por isso,
longe de constituir um intercambio social espontaneo compreende um processo um tanto artificial e
artificioso, através do qual o investigador cria uma situacdo concreta (a entrevista). A entrevista
compreende assim, o desenvolvimento de uma interacéo criadora e captadora de significados em
gue as caracteristicas pessoais do entrevistador e do entrevistado influenciam decisivamente o
curso da mesma. (Aires, 2015, p. 29).

O objetivo da entrevista é perceber o que 0 sujeito pensa, sabe ou consegue fazer em relacdo a

determinado assunto:

Em investigacdo qualitativa, as entrevistas podem ser utilizadas de duas formas. Podem constituir
a estratégia dominante para a recolha de dados ou podem ser utilizadas em conjunto com a obser-
vacao participante, analise de documentos e outras técnicas. Em todas estas situagfes, a entrevista
€ utilizada para recolher dados descritivos na linguagem do préprio sujeito, permitindo ao investiga-
dor desenvolver intuitivamente uma ideia sobre a maneira como 0s sujeitos interpretam aspetos do
mundo. (Bogdan & Biklen, 1994, p. 134).

O investigador deve previamente determinar o tipo de entrevista que mais se adequa ao objeto que
se pretende estudar, definindo o seu grau de estruturacéo - fechada ou estruturada, aberta ou ndo estrutu-
rada, e ainda relativamente aberta (semiestruturada).

Na entrevista estruturada as questfes sdo previamente definidas e tem como vantagem o ser mais
facilmente categorizavel, ndo permitindo ao entrevistador explorar novas vertentes que surjam no decorrer
da mesma. Na entrevista ndo estruturada o sujeito tem um discurso livre, 0 que vai permitir ao entrevistador

registar informag8es, mas néo intervir no decorrer das mesmas.

Mesmo quando se utiliza um guido, as entrevistas qualitativas oferecem ao entrevistador uma am-
plitude de temas consideravel, que lhe permite levantar uma série de topicos e oferecem ao sujeito
a oportunidade de moldar o seu conteudo. (...) No outro extremo do continuo estruturado/nao, es-
truturado situa-se a entrevista muito aberta. Neste caso, 0 entrevistador encoraja o sujeito a falar
sobre uma area de interesse em seguida, explora-a mais aprofundadamente, retomando os tépicos
e 0s temas que o respondente iniciou. (Bogdan & Biklen, 1994, p. 135).

Na entrevista semiestruturada e estando previamente definidas perguntas-diretoras, consegue-se
aprofundar as respostas dadas pelo sujeito no decorrer da conversa e até levantar novas questdes. Bogdan
& Biklen (1994) referem que esta forma de estrutura da entrevista tem a vantagem de permitir a comparacao
entre os VAarios sujeitos, mas ndo permite conhecer a forma como os sujeitos estruturariam o tema sem a
influéncia do investigador. Nesta investigagéo foi utilizada a entrevista aberta, a investigadora encorajou o

sujeito a falar sobre as tarefas realizadas e encorajou 0s sujeitos a falarem sobre o seu desempenho.

3.3.4 Recolha documental

Podemos dividir os documentos em duas categorias (Yin, 2003):
1. Documentos pessoais: sdo narragdes produzidas pelos sujeitos que descrevem as proprias
acOes, experiéncias ou crengas.
2. Documentos ndo pessoais ou oficiais: fornecem informacg@es sobre as organizacdes, a aplica-
¢do da autoridade, o poder das instituicBes educativas, estilos de lideranca, a forma de comu-

nicacdo com os diferentes atores da comunidade educativa, etc. Nesta investigacdo, foram
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utilizados documentos pessoais e oficiais, nos quais a investigadora se baseou para trabalhar

o desempenho dos alunos alvo de estudo.

3.4 Procedimentos metodoldgicos adotados

O trabalho de investigacdo que agora se apresenta seguiu uma metodologia qualitativa, desenvolvida
com base em trés estudos de caso de alunos criteriosamente selecionados entre os dezanove alunos de
uma turma do Ensino Profissional na area de Gestao e Programacédo de Sistemas Informaticos do 12.° ano
da zona da Grande Lisboa. Tal como ja referido, este estudo pretende aferir como o uso da tecnologia
favorece a aprendizagem do estudo de fun¢des mais particularmente o estudo de fun¢des de crescimento.

Relembram-se as questdes as quais se pretende dar resposta:

1. Qual o papel da tecnologia na interpretacdo do conceito de fungdo, nomeadamente de fungéo
de crescimento exponencial e logaritmica?
Em que medida o uso da tecnologia favorece a reificagéo dos conceitos de Funcao?
Como se caracterizam as aprendizagens dos conceitos exponenciais e logaritmicos mediados
pelo uso de tecnologia?

A investigagdo desenvolveu-se em trés etapas. Na primeira etapa foi sugerido aos alunos que preen-
chessem um questionério individual, em simultdneo e sem intervenc¢do da investigadora para se recolher 0s
seguintes dados:

e Percurso escolar;

¢ Opcéo pelo Ensino Profissional,

¢ Nivel e tipo de utilizacdo da tecnologia;

¢ Conhecimentos empiricos e no¢des tedricas relativas ao estudo de fungdes reais de variavel real.
Na segunda etapa apresentou-se aos alunos, individualmente, um conjunto de tarefas de natureza

abstrata, geométrica e algébrica, procurando analisar os seguintes aspetos:

¢ Primeira reacdo ao depararem-se com tarefas desta natureza;

e O desenvolvimento do raciocinio abstrato necessario a realizacdo das mesmas;

¢ Principais dificuldades observadas.

Sobre o conceito de funcdo e as suas representacdes, a intervencéo da investigadora limitou-se a

compreensédo do processo de raciocinio desenvolvido pelo aluno. S6 quando o investigador verificou no
aluno dificuldade para prosseguir com a realizacdo da tarefa de forma autbnoma, é que a investigadora
disponibilizou apoio para permitir o desbloqueio da situacéo.

A terceira etapa consistiu na entrevista ao aluno, realizada em trés momentos - pré — sessdo de
trabalho, durante a sessédo de trabalho e pés — sesséo de trabalho - em que se procurou aferir como decor-

rera a execucao das tarefas apresentadas.

3.4.1 Processo de Selecao de Participantes

Os critérios na escolha dos alunos foram cuidadosamente analisados tendo em vista 0s objetivos e

as questdes da investigacao: observar e analisar o0 pensamento dos alunos do 12.° ano de uma turma do

30



Ensino Profissional na resolucéo de tarefas diversificadas relativas ao estudo das fungdes de crescimento,

recorrendo ao uso da tecnologia.

3.4.1.1 Analise e Descricdo da Amostra

3.4.1.1.1 Aturma

A turma escolhida para o estudo frequentava o0 12.° ano do curso de Gestdo e Programacao de Sis-
temas Informaticos do EP, sendo constituida por dezanove alunos. No 12.° ano os alunos tém de ter classi-
ficagdo positiva nos quatro modulos de matematica: A7, A8, A9 e A10. Seis alunos da turma tinham o médulo
A6 (do 10° ano) em atraso. Foi disponibilizada a informac&o do desempenho escolar (avaliagdo) dos alunos
desta turma até ao médulo A7. A Informagéo consta do processo de cada aluno e foi consultada pela inves-
tigadora. No caso concreto a Escola onde foi realizada a investigacao € utilizado o Inovar e neste programa,
os professores do Conselho de Turma tém acesso a todo o histérico pessoal e académico do aluno.

A Turma era constituida por 17 rapazes e 2 raparigas e a maioria dos alunos estavam juntos desde o
10° ano. A turma revelou-se bastante coesa apesar de agitada e as duas raparigas estavam bem integra-
das. Estiveram juntos os trés anos em que decorreu o curso de Gestdo e Programacdo de Sistemas
Informéticos do EP. Era frequente encontrar a turma no péatio ou a jogar matraquilhos no Bar dos alunos.
O ambiente entre os alunos era bom, provavelmente resultado de serem vérias as disciplinas que, desde
0 10° ano, estimularam o trabalho a pares ou em grupos mais alargados. Embora agitada, a turma néo
tinha problemas de indisciplina, o que favoreceu o processo da aprendizagem. O maior problema da

turma era a assiduidade, pontualidade e existiam focos de desmotivacdo por parte de alguns alunos.

3.4.1.1.2 Os alunos

Os alunos mostraram-se sempre bastante colaborantes, disponibilizando-se para participar no estudo
em hordrio extraescolar caso necessario. Quando se iniciou esta investigacdo, os médulos A7 e A8 ja ha-
viam sido lecionados pela investigadora, o que permitiu um melhor conhecimento, apesar do alvo de estudo
ser 0 modulo A9 — fung8es de crescimento.

Os alunos nao tinham manual em formato papel, mas podiam aceder ao mesmo em formato digital,
também n&o dispunham de calculadora gréfica, mas podia ser requisitada na biblioteca, onde existia em
namero suficiente para todos. Todos os alunos tinham computador e como era necessario noutras discipli-
nas para a elaboracédo de trabalhos, este recurso esteve sempre presente e disponivel nas aulas de mate-

matica.

3.4.1.2 Escolha dos Participantes

A escolha dos alunos teve em conta trés fatores principais:
e Alunos com diferentes niveis de desempenho;
e A classificacao obtida nos médulos anteriores do 12.°, A7 (Probabilidades) e A8 (Modelos Dis-
cretos);
¢ A classificacdo obtida nos médulos anteriores (10.° e 11.°) em que foram estudadas as funcdes.
A aplicacdo destes critérios resultou na escolha de trés alunos para estudo de caso, cujos nomes

ficticios sdo Joana, Pedro e Luis, e que de seguida se apresentam.

31



e Joana: Dos trés alunos escolhidos, a Joana é quem apresenta maiores dificuldades na disciplina
de matematica. E uma aluna muito empenhada, trabalhadora, assidua e pontual, sem retencées
no seu percurso escolar. Resolve muitos exercicios, apresenta davidas e empenha-se na reali-
zacdo de todas as tarefas propostas, contudo tentava memorizar os exercicios que resolvia, re-
velando dificuldades em perceber situacdes novas.

e Pedro: E um aluno bastante empenhado, sempre gostou de informéatica. Frequentou durante
dois anos o ensino geral do curso de ciéncias e tecnologia, mas dificuldades em Matemética e
Fisico-Quimica fizeram com que ingressasse no Ensino Profissional na area de Informatica. Pre-
tende fazer o exame de Matemética A ou Matematica B no final do ano letivo. O Conselho de
Turma deu indicacdo de que o Pedro era muito intuitivo com o computador, o que se confirmou
com o decorrer da prética letiva. Conseguia compreender com facilidade os conteudos, fazer
generalizagfes, resolver problemas de modelacdo matematica, utilizando tanto o computador
como a calculadora gréfica.

e Luis: Aluno seguido pela psic6loga, beneficiando de aulas de apoio e de tempo extra para reali-
zar os testes. O relatdrio psicolégico que o aluno apresentou, descreve um quadro compativel
com Transtorno de Espectro Autistico Leve (Sindrome de Asperger). De entre os trés participan-
tes era 0 mais timido e tinha vergonha de expor duvidas. O Luis teve sempre mais facilidade em
resolver os conteudos, utilizando a tecnologia. Quando ao longo do ano os contetdos eram leci-
onados com suporte no “papel e lapis” o aluno perdia a motivagao.

3.4.2 Estratégia de Recolha de Dados

A recolha de dados desenvolveu-se no ambito da atividade letiva. No decorrer dos dois primeiros
madulos de vinte e sete horas cada, foi realizada observacao em ambiente natural -sala de aula - e foi sendo
registada a informacao pertinente com os objetivos propostos, nomeadamente:

e Motivagao e participagdo na aula;
e Atencao aos conteldos lecionados;
¢ Realizacéo dos trabalhos de casa;
¢ Reqgistos dos contetidos no caderno diério;
e Capacidade de elaborar raciocinios em matematica.
A recolha de dados foi efetuada através da observagéo participante e ndo participante, da recolha

documental do material produzido pelos alunos durante a implementacéo das tarefas e de entrevistas semi-
estruturadas.

Enquanto os alunos resolviam as tarefas, a observacgéo foi maioritariamente ndo participante para o
investigador conseguir identificar as dificuldades consoante fossem surgindo. SO se recorreu & observacéo
participante quando surgiam questdes que fossem impeditivas de os alunos continuarem a resolver a tarefa

proposta.
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3.4.2.1 Entrevista semiestruturada

As entrevistas semiestruturadas serviram o propdsito de conduzir uma entrevista guiada por algumas
guestdes principais, mas dando alguma liberdade ao entrevistado para poder dar respostas ou informacdes.

Estas entrevistas decorreram em janeiro de 2023, apds terem sido realizadas as tarefas em sala de aula.

3.4.2.2 Recolha documental

Para a recolha documental foi considerado o que os alunos realizaram durante a resolucdo das tare-
fas. As tarefas foram realizadas nos dias dezassete e dezanove de janeiro. No inicio da tarefa os alunos
trabalharam individualmente e foi registado pelos alunos toda a atividade ao longo da resolugéo da tarefa

proposta.

3.4.2.3 Sessoes de Trabalho

A recolha de dados ocorreu em quatro sessfes de trabalho: duas aulas em janeiro, com a duragéo
de noventa minutos cada uma, tendo as outras duas sessoes sido realizadas posteriormente, com a duragéo
de quarenta e cinco minutos cada, para realizar as entrevistas.

A primeira sessédo de trabalho decorreu no dia dezassete de janeiro, com inicio as 9h45m, tendo sido
realizada a tarefa “Explorar parametros” que pode ser consultada em Anexo 1. A segunda sesséao de traba-
Iho decorreu durante a aula de vinte e seis de janeiro, onde foi realizada a segunda tarefa que se encontra
no Anexo 2. A terceira e quartas sessdes de trabalho, dedicadas a implementacéo da tarefa de Modelacao
matematica (Anexo 3) e arealizac¢éo das entrevistas, foram realizadas em janeiro durante o horéario dedicado

ao Apoio da Matematica. Todas as sessdes decorreram numa sala de aula da escola.

3.4.3 Os Recursos

Foram lecionadas por semana cinco horas de matematica e as aulas desenrolaram-se em duas salas
de aula diferentes: quatro horas, divididas em dois blocos de duas horas cada, que tiveram lugar numa sala
de aula com mesas de dois lugares, todas orientadas para o quadro e para a mesa do professor, situados
no mesmo plano; a hora restante foi lecionada no laboratério de fisica, onde existiam mesas para grupos de
quatro pessoas. Ambas as salas dispunham de projetor video e computador para o professor, sendo que o0s
alunos traziam sempre o computador para a aula pois necessitavam dele para mais do que uma disciplina.

Os recursos utilizados foram os seguintes:

e Manual do médulo em versao digital;

¢ Bibliografia existente na biblioteca;

e Calculadora Gréfica;

e Computador e projetor de video;

 Fichas de trabalho eiou guides de trabalho;

e Plataformas de e-learning: “Moodle” e/ou “Teams”.

3.4.3.1 As aulas

A unidade de ensino A9 foi iniciada em 5 de dezembro de 2022 e terminou em 6 de fevereiro de 2023.

A sua estrutura define vinte e sete blocos, de sessenta minutos cada, organizados a cada semana em dois
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blocos de cento e vinte minutos, calendarizado as segundas e sextas-feiras, e um bloco de sessenta minutos
as tergas-feiras, ou seja, por semana de cinco blocos.

As tarefas foram realizadas individualmente, o que foi possivel tendo em conta a organizacao espacial
das salas disponibilizadas.

Houve aulas em que foram feitas revisGes e outras em que se realizaram varias atividades de conso-
lidacdo de conhecimentos. Para isso os alunos utilizavam o computador e resolviam a tarefa individual-

mente. No final a tarefa era enviada para o e-mail escolar do professor/investigador.

3.4.4 Tarefas

As tarefas selecionadas caracterizam-se por envolverem o uso de diversas representa¢cfes: em pri-
meiro lugar, por apelarem a familiarizacdo com uma dada representacao inicial; em segundo lugar, por pro-
moveram a traducéo entre diversas representacdes, algebricas e graficas ao longo da resolucao; por ultimo,
concedem a liberdade de recorrer a uma ou mais representacfes para responder as questdes (Gafanhoto
& Canavarro, 2014).

Os exercicios, tarefas e exemplos foram cuidadosamente escolhidos, de modo que a sua diversidade
fosse a maior possivel e os objetivos também séo distintos. A sequéncia foi pensada de modo a testar a
aprendizagem dos alunos, assim como a evolugdo na resolucao dos mesmos. Os primeiros exercicios sao
diretos e os seguintes vao evoluindo para um maior grau de complexidade.

A escolha das tarefas teve sempre presente promover o sucesso educativo de todos os alunos, visto
gue existiam alunos com RTP, elaborado pela EMAIE, e a sua realizagdo contou com a aprovagéo prévia
dos pais e/ou Encarregados de Educacéo.

Foi entdo escolhida uma sequéncia de trés tarefas co aprendizagem para tentar dar resposta as ques-
tdes de investigacdo. A primeira tarefa teve um caracter exploratério; a segunda tarefa consistiu na apre-
sentacdo de uma equacgéo que podia ser resolvida pelo método algébrico ou recorrendo a tecnologia, ja na
terceira tarefa a resolugdo de um problema que consistia na aplicagao das fun¢gfes exponenciais e logarit-

micas na modelacgéo de situacdes reais.

3.4.4.1 Implementacéo das tarefas

Tanto na escolha como na implementagéo das tarefas, foi sempre considerado o enquadramento e
as orientagfes para o programa de Matematica A extensiveis ao programa de Matematica do Ensino Pro-
fissional.

Previamente a implementacao das tarefas foi feita uma breve revisdo dos médulos A2, A4 e A5 com
a finalidade de relembrar os conceitos de fungdo, dominio, contradominio, zeros, monotonia e assintotas,
visto os alunos do Ensino Profissional realizarem a avaliacdo por modulos e ndo terem presentes estes
conceitos.

Posteriormente introduziu-se o conceito de funcéo de crescimento nos modelos continuos néo linea-
res: exponencial, logaritmico e logistico.

As tarefas propostas foram realizadas em aula e divididas em trés momentos:
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1. Introdugéo da tarefa;
2. Desenvolvimento da atividade, realizada individualmente ou a pares;
3. Apresentacao e discussédo dos resultados, momento em que formalizaram os conceitos traba-

lhados.
Tarefas 1:
Analisar as propriedades das fun¢des exponenciais:
1. flx) = 2* glx) = 3* h(x)= 10*

1.1 As funcdes exponenciais serdo monétonas?
1.2 Qual serd o seu dominio? E o seu contradominio? O grafico das funcfes exponenciais tera

assintotas?

2. Considere agora as funcdes definidas por:

fO) =e* gx) =e*? h(x)=e*?

As fungBes exponenciais serdo monétonas? Qual serd o seu contradominio? O gréfico das fungbes
exponenciais tera assintotas? Partindo do grafico da fungdo f, descreva como pode obter o gréfico das

fungbes g (x) e h (x).

3.Considere agora as funcdes definidas por:
Sejam agora as func¢des
f(x) = log(x) g(x) = log(x+3)
h(x) = log (x —3)

Tendo em conta o ponto 1, diga tudo o que pode concluir sobre estas fun¢des?

Tarefa 2:
Resolva as seguintes equacdes utilizando métodos analiticos e recorrendo ao uso de tecnologia (cal-
culadora grafica ou computador).
log(x?) = log (2x)
4e* + 3 =403

Tarefa 3: Resolver problemas envolvendo fun¢ées de crescimento; construir modelos de situacfes
ligadas ao mundo real; recorrendo a calculadora grafica e ao computador, saber determinar a interse¢éo de

duas fungdes.
Aplicacéo das fungBes exponenciais e logaritmicas na modelagéo de situagdes reais.
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O uso de fungBes exponenciais e de fun¢des logaritmicas como modelos de matematicos de situa-
¢Bes do mundo real é muito frequente. Por forma a compreender melhor a sua aplicacédo, apresentam-se
seguidamente a seguinte tarefa:

A altura das plantas

Admita que a altura h, em metros, das plantas de uma dada espécie é dada em fungdo do tempo t
(t = 1), em meses, por:

h(t) = 0,32 + 0,89 In(t) (In designa logaritmo de base e)

1. Uma planta tem 50 cm de altura. Quantas meses tem a planta? Apresente a resposta arredondada
as décimas.

2. Mostre que, para qualquer valor de t, h(3t) — h(t) é constante. Determine um valor aproximado as
centésimas e interprete esse valor no contexto do problema.

Os meios necessarios para a realizacdo das tarefas propostas estiveram sempre acessiveis: o0 com-
putador era ferramenta sempre presente, nestas tarefas os alunos foram avisados previamente para requi-

sitarem na biblioteca a calculadora gréfica, caso seja necessario.
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4 APRESENTACAO E ANALISE DOS DADOS

Os participantes pertencem todos a uma turma do 12.° ano do ensino profissional. Os homes utiliza-
dos séo ficticios de modo a preservar a identidade dos participantes. Os nomes utilizados sédo a Joana, o
Pedro e o Luis. Os alunos estudados ao longo deste capitulo vao ser identificados através das iniciais do
seu nome, nomeadamente por “J”, “P” e “L”. A investigadora vai ser identificada pela letra “I”.

As tarefas realizadas - tarefa 1, tarefa 2 e tarefa 3 ja foram explanadas no capitulo anterior e encon-
tram-se nos anexos 1, 2 e 3 respetivamente.

As tarefas foram realizadas individualmente pelos alunos.

Apresentam-se agora os resultados obtidos para proceder a andlise dos dados recolhidos nas tarefas
propostas aos alunos e analisar como 0s conceitos de funcdo e funcé@o de crescimento sdo apreendidos
utilizando tecnologia, nomeadamente o software GeoGebra no computador e/ou a calculadora grafica. Re-
lembra-se novamente as questdes a serem trabalhadas neste trabalho de investigagcéo as quais se vai tentar
obter resposta:

1 Qual o papel da tecnologia na interpretagédo do conceito de fungéo e em particular da fungéo-
exponencial e da fun¢édo logaritmica?

2. Em que medida o uso da tecnologia favorece a reificagdo dos conceitos?

3. Como se caracterizam as aprendizagens das func¢des de crescimento (exponenciais e loga

ritmicas) mediados pelo uso de tecnologia?

4.1 Estudo de Caso: Joana

A primeira tarefa foi analisar as propriedades das funcdes exponenciais e consistiu ha resolucao de
trés exercicios. No primeiro exercicio pedia-se para analisar as propriedades das fun¢gfes exponenciais:

1. f(x) =2 gkx) = 3* h(x)= 10*

1.1 As fungdes exponenciais serdo monétonas?

1.2 Qual serd o seu dominio? E o seu contradominio? O grafico das funcfes exponenciais tera
assintotas?

A Joana comecou por utilizar o computador pessoal, no qual ja estava instalado o software GeoGe-
bra. Foi sugerida a configuragdo da folha grafica e a Joana revelou o dominio de alguns processos no que
se refere a utilizacdo do GeoGebra. A aluna também tinha consigo a calculadora grafica que havia sido

previamente requisitada na biblioteca escolar.
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A aluna estava sentada sozinha na secretaria e confidenciou a investigadora que embora a turma
tivesse 19 alunos, ficava sempre sozinha, mesmo nas outras disciplinas. S6 quando era necesséario fazer
trabalhos a pares ou em grupo é que se juntava aos restantes elementos da turma.

A Joana confidenciou a investigadora que gostou bastante do primeiro exercicio, onde foram explo-
radas varias funcdes de crescimento. Foi uma tarefa que a motivou para entender certos conceitos como
monotonia, dominio, contradominio e assintotas.

A Joana enviou via email para a investigadora, os graficos obtidos do exercicio 1 da Tarefa 1, figura

4.1, referindo que a azul é a funcé@o h(x) = 10*, a vermelho é a funcdo g(x) = 3* e a verde é a funcdo

f(x) = 2%

Figura 4.1
Funcdes de crescimento de base maior que 1
3
2
-3 -2 -1 0 1 2 3
-1

Nota: Fonte propria

A investigadora referiu que a aluna devia legendar cada funcdo pois nem sempre podemos ter acesso
a gréaficos onde se visualizam as cores.

A Joana referiu que as trés funcfes estavam sempre a crescer e que intersetavam o eixo das orde-
nadas no ponto (0,1).

A aluna verificou pela anélise dos gréaficos que o dominio das trés fungdes € R e que o contradominio
também é R. A investigadora pediu a Joana para verificar se alguma fungéo intersetava o eixo das abcissas
em algum ponto, ao qual a aluna respondeu que as trés fun¢bes estavam acima deste eixo, mas ndo con-
seguiu determinar que era R*. Verifica-se assim que ela tem dificuldade em identificar o contradominio de
uma fungdo, mesmo quando parece compreender 0 seu comportamento grafico. A aluna referiu que as trés
funcdes nado tinham assintotas verticais nem obliquas e que as trés fun¢des tinham uma assintota horizontal
no eixo do Ox mas ndo conseguiu determinar qual a equagédo dessa assintota. A investigadora pediu para
a aluna resolver este exercicio nao recorrendo a tecnologia, mas a aluna disse que dava muito trabalho pois
tinha de fazer funcédo a funcdo e juntar todos os pontinhos que fosse obtendo. Esta abordagem parece
indicar a necessidade de criar uma representacéo tabelar para depois poder fazer a representacdo desses

pontos num referencial unindo-os. Em resumo, a Joana identifica com facilidade o dominio, mas revelou
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dificuldades em determinar o contradominio e as assintotas das fun¢des de crescimento apresentadas pela
ferramenta utilizada. Ela denota alguma sensibilidade para uma eventual representagéo tabelar, mas consi-
dera que tal abordagem é muito dificil de desenvolver e de representar. Nota-se que conseguiu interiorizar
alguns dos conceitos em estudo, quando suportados em graficos, mas apenas 0s conceitos mais elemen-
tares, como o caso do dominio ou ponto de intersecao.

Quando questionada acerca do trabalho desenvolvido a Joana mostrou alguma satisfacédo acerca da

compreenséo dos conceitos envolvidos na representacéo gréafica.

I: O que achaste da primeira tarefa?

J: Gostei bastante desta tarefa, quando a professora deu uma aula de revisdo sobre varios conceitos
como o que era uma fun¢do, o dominio de uma funcéo, a monotonia, o contradominio e as assintotas néo
percebi muito bem, mas agora que fui metendo as fun¢g8es no computador (GeoGebra), j& consegui entender
melhor os conceitos que me séo propostos.

I: Achas que o uso do computador facilita a aprendizagem da matéria a estudar?

J: Sim, consigo visualizar melhor a matéria e compreendo melhor o que me é pedido.

I: E porqgue néo utilizaste a calculadora gréafica?

J. Porque estou mais habituada a utilizar o computador, como todos os alunos da turma tém de trazer
computador para a escola por causa das aulas de programacédo estamos mais habituados ao uso dessa
ferramenta. Muitas vezes se nao requisitarmos a tempo a calculadora, a escola nédo dispde para todos os

alunos.

Segundo ela a visualizagédo das propriedades no gréafico foram uma ajuda para a sua compreensao,
ainda que ndo consiga explicar alguns desses conceitos verbalmente.

A Joana fez individualmente um relatério completo da tarefa proposta. Considerou que tira melhor
conclusdes usando o computador pois pode pintar todas as funcdes de diferentes cores e assim estudar
melhor cada uma delas e o écran é maior. Também utilizou a folha de calculo para determinar algumas

imagens e usou a lupa para melhor ver o dominio e o contradominio.

I: Se ndo tivesses o computador sabias resolver a tarefa?
J: N&o, s6 se tivesse uma folha de célculo e a cada x tentava chegar a uma imagem e depois juntava

todos os pontinhos obtidos. Era assim, ndo era?

A aluna revela aqui alguns tracos do conceito de fungéo, ainda que de forma dispersa. Resolveu
individualmente a tarefa e a investigadora ficou satisfeita com a motivacdo demonstrada pela aluna. Retirou
as conclusfes necessarias do que lhe havia sido proposto, ainda que com ajuda, e formulou conjeturas

sobre o0 que observou no computador.

No segundo exercicio pedia-se para analisar as propriedades das fungdes exponenciais f(x) = e*

gx) = e*% h(x) = e**?2 nomeadamente como se obtinha as fungdes g e h através da fungéo f.
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A investigadora pediu para a aluna resolver este exercicio ndo recorrendo a tecnologia, mas nova-
mente verificou que a aluna se mostrava mais motivada em utilizar a tecnologia. Conseguiu através do

software GeoGebra obter a representacao grafica da figura 4.2.

Figura 4.2
Translacéo de fungdes de crescimento

E BB

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3

-1

Nota: Fonte propria

A Joana referiu verbalmente a investigadora que a funcdo a cor verde é a fungdof(x) = e* ,afuncéo
a vermelho é a fungdo g(x) = e* 2 e a fungéo azul é h(x) = e**? . Nota-se que conseguiu interiorizar
alguns dos conceitos em estudo, quando suportados em graficos, mas apenas os conceitos mais elemen-
tares, como o caso do dominio e do contradominio e a aluna conseguiu referir que as trés fun¢des cresciam
e que o dominio delas € R. Em relagdo a se os gréaficos das fun¢des exponenciais tém assintotas, a Joana
referiu que as trés tém uma assintota horizontal de equagéo y = 0 (eixo Ox). A aluna ndo conseguiu referir
o conceito de limite de uma funcéo relacionado ao estudo das fungdes. Em relagdo a questdo que pedia
para ‘partindo do grafico da fungéo f, descreva como pode obter o grafico das funcdes g (x) e h(x)’, a
Joana referiu que o gréafico vermelho se movia para a direita em relag@o ao grafico verde e o gréfico azul
movia-se para a esquerda em relagéo ao gréfico verde.

A aluna ndo conseguiu associar esse movimento a uma translacdo associada a um vetor, assim como
as unidades da deslocacdo. Em resumo a Joana identificou os graficos de forma elementar o que permite
afirmar que a aluna se encontra numa fase inicial de interiorizacdo do conceito. Pode-se concluir que utili-
zando o GeoGebra e podendo visualizar, em simultaneo trés graficos cartesianos, permitiu & Joana perceber
as alteracdes nos graficos, embora sem conseguir formalizar a translacéo associada a um vetor. Verifica-se
assim que o uso da tecnologia Ihe permitiu tirar conclusdes necessarias face ao que lhe havia sido proposto
e formulou conjeturas sobre o que observou no computador. A investigadora denotou algum avango no

desempenho da aluna.
No exercicio 3 da tarefa 1 foi pedido a aluna a representacédo gréafica das seguintes fungdes:

i(x) = log (x); j(x) = log (x+3) e k(x) = log (x — 3), tendo sido pedido a aluna o que se podia

concluir sobre estas funcdes?
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A Joana comecou por fazer a representacao grafica recorrendo ao software GeoGebra, como se ilus-

tra na figura 4.3, abaixo.

Figura 4.3
Translacao da fungéo logaritmo

Nota: Fonte propria

Ela associou a funcdo f(x) = log (x) & cor verde, o vermelho a g(x) = log (x + 3) e a cor azul a
funcdo h(x) = log (x — 3). A Joana referiu a investigadora que estas fungdes estavam ao contrario do que
foi feito nos exercicios anteriores da tarefa 1, mas ndo conseguiu referir-se ao conceito de fun¢éo inversa.

A Joana referiu novamente que sem ter usado a tecnologia, nomeadamente o software GeoGebra no
computador muito dificilmente tinha conseguido passar da representacéo algébrica para a representacao
gréfica.

A aluna referiu que as trés fun¢des eram crescentes e o seu contradominio era R. Referiu ainda que
a funcéo azul se obtinha através da funcao verde andando trés pontos para a direita e a fungédo vermelha
obtinha-se através da fun¢éo verde andando trés pontos para a esquerda. Mais uma vez ndo conseguiu
associar este deslocamento a uma translacido associada a um vetor. Durante esta atividade, a Joana foi
revelando uma gradual destreza na utilizagdo do GeoGebra e usando esta ferramenta em beneficio das
suas aprendizagens. Em resumo a Joana identificou de forma elementar os diferentes gréficos que permite
afirmar que a aluna se encontra numa fase inicial de interiorizacdo do conceito. Pode-se concluir que utili-
zando o GeoGebra e podendo visualizar, em simultaneo trés graficos cartesianos, permitiu a Joana perce-
ber, embora sem conseguir dar o nome “translagéo associada a um vetor que o uso da tecnologia lhe per-

mitiu conjeturar e tirar algumas conclusdes para responder ao que lhe havia sido proposto.

Quanto a tarefa 2: Resolva as seguintes equacdes utilizando métodos analiticos e recorrendo ao uso

de tecnologia (calculadora gréafica ou computador).
log(x?) = log (2x)

4e* +3 =403

A aluna teve grandes dificuldades em resolver as equacdes pelo método algébrico.
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I: O que estas a achar da tarefa 2?

J: Nao estou a conseguir resolver as equagodes a “papel e lapis”, sempre tive dificuldades em resolver
equacdes desde o 7.° ano.

I: Mas eu dei exemplos de como se resolviam equacdes utilizando a exponencial e os logaritmos.

J: Eu sei, mas néo entend.i.

I: Tenta resolver este exercicio utilizando uma ferramenta (o computador ou a calculadora grafica) e

depois escreve um relatério sobre as conclusdes.

A aluna mostra ndo dominar a componente algébrica na resolucdo de equacdes argumentando que
as atividades desenvolvidas anteriormente n&o tinham sido compreendidas e, portanto, denotando uma
fraca interiorizagcao dos conceitos. Comecou por fazer a representacao grafica das fungdes envolvidas na
primeira equacdo, figura 4.4 e procurou responder as questdes colocadas a partir da visualizacéo dos gra-

ficos obtidos.

Figura 4.4
Resolucdo de equacgdes (ponto de intersecao)

2

Nota: Fonte propria

A aluna comecou por nao perceber o dominio da funcao logaritmo e disse a investigadora que a
funcéo log(x?) representada pela cor verde, tinha duas formas e ela ndo entendia porqué. A investigadora
lembrou a Joana que dominio de uma fungéo logaritmica é sempre R, visto que nédo existe log(0) e log(n°®
negativo). A investigadora disse a Joana para meter na calculadora log (0) e log(n® negativo) ao que a aluna
respondeu: d4 sempre erro! A investigadora lembrou que neste caso o dominio € R\{0} visto que os nUmeros
negativos também pertencem ao dominio, na medida em que qualquer nimero real elevado ao quadrado é

sempre um ndmero positivo.
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A Joana disse que ndo sabia resolver a equacdo no GeoGebra e a investigadora sugeriu para usar a
calculadora grafica. A Investigadora verificou que a Joana conseguia fazer conjeturas cada vez de forma

mais positiva a medida que avancava na resolucdo das tarefas.

J: utilizamos a calculadora com a janela de visualizacdo onde meto o dominio e o contradominio
certo?

I: J& representaste o primeiro membro e o segundo membro na calculadora gréafica, o que achas que
€ resolver a equagao?

J: E o ponto de interse¢&o? Lembro-me de ter feito isso com o professor de matematica do ano pas-
sado. Vou tentar descobrir como se obtém?

I: Tudo o que concluires, escreve um pequeno relatério.

J: Esta bem, ja estou a perceber melhor a matéria.

Em geral a Joana nao revela dificuldades utilizando a tecnologia em converter registos algébricos em
registos gréficos, e perceber que a resolucdo de uma equacgéo pode ser dada, recorrendo ao ponto de
intersecao das func¢des que compdem os dois membros como esté representado na figura 4.5, mas como
ndo consegue resolver as equacdes pelo método algébrico, pode-se concluir que com esta abordagem a
resolucdo de equacdes ainda esta em fase de interiorizagdo e a necessitar de uma abordagem processual

mais profunda.

Figura 4.5
Resolugdo de equagdes com a calculadora gréfica: fungéo logaritmica

Nota: Fonte propria

Desta forma a Joana mostra ser capar de resolver a equacao dada em termos graficos, determinando
o ponto de intersecao correspondente a solugdo da equacéo. Esta abordagem, essencialmente grafica é a

forma que ela reificou para a resolucdo de equacoes.
A investigadora pediu a Joana resolver a equacado seguinte: 4e* + 3 = 403.

A Joana verificou que Y = 403, recorrendo ao GeoGebra, era muito dificil de encontrar pois estava

num lugar muito acima no eixo dos YY.
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Utilizou a calculadora grafica, pois na Janela de visualizacé@o podia escolher a melhor janela de visu-
alizagéo, Figura 4.6.

Figura 4.6
Resolugdo de equacgdes com a calculadora grafica: fungédo exponencial

Nota: Fonte propria

Conseguiu visualizar o ponto de interse¢do dos 2 gréaficos e resolver a equacao e verificou que o
ponto de intersecdo era a solu¢do pedida. A Investigadora concluiu que a tecnologia, nomeadamente o
GeoGebra e a calculadora grafica motivaram a aluna para a aprendizagem dos conceitos a serem estuda-

dos. A resolucgédo gréfica de equacdes parece ser um dos tépicos que a Joana ja conseguiu reificar.

Em relacdo a terceira tarefa: Aplicacdo das funcdes exponenciais e logaritmicas na modelagéo de

situacdes reais foi proposta a seguinte tarefa:

A altura das plantas

Admita que a altura h, em metros, das plantas de uma dada espécie é dada em funcao do tempo t
(t = 1), em meses, por:

h(t) = 0,32 4+ 0,89 In(t) (In designa logaritmo de base e)

1. Uma planta tem 50 cm de altura. Quantas meses tem a planta? Apresente a resposta arredondada
as décimas.

2. Mostre que, para qualquer valor de t, h(3t) — h(t) é constante. Determine um valor aproximado as
centésimas e interprete esse valor no contexto do problema.

A aluna comecou por tentar interpretar o que lhe era pedido, utilizando a calculadora gréfica, e ajus-
tando a janela de visualizagao de forma a tentar resolver o que lhe era pedido e obteve o seguinte gréfico:
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Figura 4.7
Tarefa de modelacéo

Nota: Fonte prépria

A Joana utilizou novamente a tecnologia, nomeadamente a calculadora gréafica. Verificou que o t
correspondia ao x do eixo das abcissas e converteu 50 cm = 0.5m.

Ajustou novamente a janela de visualizacéo e procurou o ponto de interse¢do. Assim constata-se que
ela consegue resolver as equagfes por processos graficos sempre que tal Ihe é permitido. A tecnologia
surge aqui como uma ferramenta fundamental para ela mostrar as suas competéncias na resolucdo de
problemas. A Joana ndo fez a alinea 2 porque ndo demonstrou consolidacdo dos conceitos necessarios
para a resolucdo da mesma. Evidenciou-se a importancia de consolidar conceitos de geometria. A Joana
parece melhorar o seu desempenho e compreensdo com base na resolugdo de tarefas graficas desta natu-

reza.

I: Gostas de resolver problemas em matematica?

J: Nao gostava muito porque a maioria das vezes ndo percebia o que me era pedido, nem para que
servia. Mas como nesta tarefa foi dado um exemplo parecido com a tarefa 2, entendi melhor o que me era
pedido.

I: Consideras que o recurso a resolucé@o de problemas é benéfico para desenvolver o raciocinio ma-
tematico?

J: Sim, gostei bastante desta tarefa.

Com estas tarefas a Joana revelou um reforgo positivo em relacdo a matematica, denotando uma

melhor compreensao dos conceitos abordados pela via gréfica.
I: Como é que o0s usos destas ferramentas te ajudaram na resolucao das tarefas

J: Tenho mais dificuldade em usar a calculadora grafica, mas acho que sem estas ferramentas era

muito dificil visualizar o que me era pedido. Também vi que a calculadora grafica € muito Gtil para exercicios
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em que o dominio e o contradominio das fungdes sdo valores muito grandes ou muito pequenos pois no
GeoGebra néo consigo fazer essas escalas.

Neste processo de resolucdo é interessante notar que a Joana precisa de combinar a utilizacao de
diferentes ferramentas para resolver determinadas situacdes especificas. Esta abordagem mostra que nao
tem um dominio mais aprofundado de nenhuma das ferramentas, mas que consegue usar as duas em
simultaneo.

4.1.1 Consideragdes finais

A Joana, embora tendo feito as tarefas sozinha, conseguiu na maioria dos casos justificar e explicar
as suas conclusdes, embora a um nivel de interiorizag@o dos conceitos. A sua maior dificuldade foi resolver
equagles pelo método algébrico, pelo que acabou por recorrer a tecnologia. Cada vez que superava uma
tarefa, mostrava mais motivagao para resolver novos exercicios propostos.

Na primeira tarefa teve dificuldades em entender alguns conceitos como contradominio de uma fun-
¢ao, funcdo logaritmica como inversa da fungcé@o exponencial e translagBes de fun¢des associadas a um
vetor.

Em relacdo as assintotas teve alguma dificuldade com a definicdo de assintota e confundiu algumas
vezes assintota horizontal com vertical.

A sua maior dificuldade foi resolver equacdes pelo método algébrico, pelo que acabou por recorrer a
tecnologia. Verificou que o uso da tecnologia € uma mais-valia no processo da aprendizagem da matematica
e que ha tarefas em que o uso do computador é mais facil do que o uso da calculadora gréafica e vice-versa.
Revelou dificuldades na tarefa 3 ao nivel da interpretagdo da resolucéo de problemas.

Pode-se concluir que a Joana recorreu a propriedades conhecidas e que o uso da tecnologia foi fun-

damental para desempenhar as tarefas propostas.

4.2 Estudo de Caso: Luis

O Luis é seguido pela psicéloga, beneficiando de aulas de apoio e de tempo extra para realizar os
testes. O relatério psicologico que o aluno apresentou descreve um quadro compativel com Transtorno de
Espectro Autistico Leve (Sindrome de Asperger). O aluno gosta de frequentar as aulas, relacionando-se
bem com os seus colegas. Esta a frequentar o 12.° ano pela primeira vez, e manifesta alguma lentidao na
execucdo das atividades escolares, apresentando-se, no entanto, consciente das suas dificuldades. Apre-
senta alguma ansiedade perante situacdes novas e duvida das suas capacidades, principalmente nos mo-
mentos de avaliacdo. Muitas vezes afirma ter jA compreendido os contelidos, embora tal ndo se venha a
confirmar.

De entre os trés participantes era o mais timido e tinha vergonha de expor davidas. O Luis teve sem-
pre mais facilidade em resolver as tarefas propostas, utilizando a tecnologia. Quando ao longo do ano os

contelidos eram lecionados usando “papel e lapis” o aluno perdia a motivagéo.
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A primeira tarefa foi analisar as propriedades das fungBes exponenciais e consistiu na resolugédo de

trés exercicios. No primeiro exercicio pedia-se para analisar as propriedades das fung8es exponenciais:

1. flx) = 2* glx) = 3* h(x)= 10*
1.1 As fungdes exponenciais serdo monétonas?
1.2 Qual sera o seu dominio? E o seu contradominio? O grafico das funcfes exponenciais tera

assintotas?

O Luis comecou por utilizar o computador pessoal, no qual ja estava instalado o software GeoGebra.
Foi sugerida a configuracdo da folha gréafica e este aluno revelou excelente dominio de alguns processos
no que se refere a utilizacdo do GeoGebra. O aluno também tinha consigo a calculadora gréfica e era o
Unico aluno da turma que tinha essa ferramenta sem ser necessario requisitar na biblioteca da escola.

Visualizou o seguinte grafico na calculadora:

Figura 4.8

Funcéo de crescimento de base superior a um

@ flx=10
@  temtol = “y= 107 H 4
O ao=7 H s
¢ teato2 = “y=3" H 2
% A
b /%r
@  tewiod = y=2" HE L
s T ® 5 =4 bl o T z 3 ]
_ A = Intersetar(f, EixeOy, (0, 1))
=01
B = Intersetar(f, EixcOx, (—5.84, 0)) ¥
=7
+ a ”
S

Nota: Fonte propria

Em relagéo a tarefa 1, no primeiro exercicio o aluno desempenhou a tarefa com alguma facilidade.
Em relag@o ao dominio da funcao, verificou que nas trés funcdes pedidas é R. Quanto ao contradominio, foi

verificando que as trés fun¢Bes nunca intersetavam o eixo das abcissas.

I: Qual é o contradominio das trés funcbes?
L: Como nunca é zero e nunca esta abaixo do eixo dos XX, é sempre positivo
I: ou seja?

L: Rt

47



O Luis verificou que as trés fungBes eram sempre positivas, mas confundiu assintota vertical com
assintota horizontal, tendo dito que como como as trés funcdes nunca tocavam no eixo das abcissas 0x,

tinham uma assintota vertical x = 0.

O aluno revela aqui alguns tracos do conceito de fun¢éo, mas mais consolidados do que a sua colega
Joana. Resolveu individualmente a tarefa e a investigadora ficou satisfeita com a motivacdo demonstrada
pelo aluno visto ter sido referido pela equipa da EMAIE que o aluno se encontrava desmotivado em relagéo
a escola no geral e em particular a disciplina de matematica. Retirou as conclusdes que as fungdes estuda-
das eram monétonas crescentes. O dominio € R e o contradominio R +, mas ndo conseguiu determinar
guais as assintotas das funcdes estudas.

No segundo exercicio pediu-se ao aluno para analisar as propriedades das funcdes exponenciais
f(x) = e* g(x) = e*% h(x) = e**? nomeadamente como se obtinha as fungbes g e h através da
funcdo f. A investigadora pediu para o aluno resolver este exercicio nao recorrendo a tecnologia, mas no-
vamente verificou que o aluno se mostrava reticente em utilizar "papel e lapis" e preferia utilizar a tecnologia.

Passou a representacao gréfica das figuras, como se ilustra na figura 4.9:

Figura 4.9
Translacdo de fungbes de crescimento

2 GeolGebra Classico
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Nota: Fonte propria

Em relacdo ao exercicio 2 da Tarefa 1, o Luis verificou que as trés funcbes estudadas tinham o mesmo
dominio e 0 mesmo contradominio que no exercicio anterior, o que levou a investigadora a concluir que
estes conceitos tinham ficado aprendidos com a resolu¢ao do que no exercicio anterior foi proposto. O aluno

referiu que a fungdo a vermelho se descocava duas unidades para a direita em relagcao a equacao a verde
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e equacdo a azul se deslocava duas unidades para a esquerda em relacdo & equacgéo a verde. Verificou no
GeoGebra que as coordenadas do ponto A séo (0, 1); e as coordenadas do ponto D sdo (2,1). Revelando
alguma autonomia foi pesquisar no motor de busca Google o significado e respondeu que as fun¢des obtidas
eram resultado de uma translagcao associada ao vetor (2,0) e (-2,0) respetivamente. O Luis mostra assim
gue consegue caracterizar as fungdes em estudo e visualiza que os graficos sofrem deslocagdes relativa-
mente a um deles. Consegue pesquisar e classificar essas deslocacdes. Parece que neste caso o Luis esta
numa fase de condensacao destas caracteristicas, desempenho este que é proporcionado pela representa-
cdo gréfica potencializada pela tecnologia.

No exercicio 3 da tarefa 1 foi pedido ao aluno a representagéo grafica das funcdes abaixo:
i(x) = log (x) j(x) = log (x + 3)
k(x) = log (x — 3).

O Luis comecou por fazer a representacgédo grafica das trés func¢des, figura 4.10:

Figura 4.10

Translacdo da fungéo logaritmica
7 GeolGebra Classico ] x
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D = Intersetar(f, EixcOy, (0, —6)) : &

Nota: Fonte propria

Através da andlise dos graficos obtidos, o Luis disse que estas fun¢cBes estavam ao contrario das
funcdes estudadas no exercicio anterior, mas néo relacionou a fungéo logaritmica como a funcéo inversa
da funcdo exponencial, ou seja, ndo formulou conjeturas sobre as fung¢des a estudar e as anteriormente
representadas. Verifica-se assim que ele preserva algumas imagens mentais dos graficos que vai obtendo,
mas néo sente a curiosidade para os tracar em simultaneo e os comparar.

Também néo conseguiu referir que o dominio das 3 fungdes estudadas era sempre diferente. Conseguiu
verbalmente referir as translacdes obtidas em relacao a fungéo i(x).

Referiu que gosta de trabalhar com o GeoGebra visto que ao escrever na forma algébrica a fungéo
no computador, este rapidamente faz o estudo grafico onde ele facilmente pode responder ao que lhe é
pedido.
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Em relacéo a esta tarefa a investigadora verificou que o aluno embora tenha conseguido obter os
graficos pedidos das 3 fungdes, ndo conseguiu em relacdo a funcao logaritmica dizer qual era o dominio, o
contradominio e a existéncia de assintotas e que a funcéo logaritmica é a funcao inversa da funcao expo-
nencial o que leva a investigadora a concluir que estes conceitos ndo estéo reificados e quando séo identi-
ficados tém por base a visualizacao

Quanto a translagédo das fungdes em relagéo a funcao i(x), a investigadora conclui que o uso da
tecnologia favoreceu a consolidacéo deste conceito.

Em relagédo a tarefa 2, onde foi pedido o estudo da equacéo 4e* + 3 = 403 o Luis verificou que podia
usar as duas fungdes y = 4e* + 3 e y = 403 e fazer o ponto de intersegdo das duas fungdes.

Recorreu ao GeoGebra mas verificou que ndo encontrava o 403 no eixo das ordenadas e foi tentar
com y = 4 como se pode verificar na figura 4.11 abaixo:

Figura 4.11

Resolucdo de equacbes com exponencial

P U]

Nota: Fonte propria

Embora tendo uma solu¢éo diferente pois o que foi pedido € o ponto de intersecdo y = 4e* +3 ey =

403 o Luis percebeu que alterando a reta horizontal y = 4e* + 3 para y = 403 obtinha a solugdo pretendida,

ou seja, o Luis j& forma conjeturas com bastante facilidade e comeca a ter cada vez melhor desempenho
nos conceitos a estudar.

Com as dificuldades de representagéo grafica de ambos os membros da equacdo no GeoGebra, 0

Luis questionou a investigadora:

L: Professora, ndo consigo achar o 403, como posso fazer?

I: Usa a calculadora gréafica e tenta ajustar a janela de visualizagdo de modo que possas resolver o
exercicio.

L: Ja consegui

I: Tenta resolver o exercicio sem recorrer ao uso da tecnologia.

L: A professora ja explicou como se resolvem equacg8es com exponenciais, mas para mim é muito
dificil, mas vou tentar.
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O Luis pediu a investigadora se podia utilizar a calculadora grafica pois verbalmente disse que o ponto
de intersecdo que iria visualizar na janela da calculadora grafica seria a resolucdo da tarefa proposta e
chegou a seguinte representacao gréfica, figura 4.12.

Figura 4.12

Resolucdo de equacgdes na calculadora grafica: funcéo logaritmica

Nota: Fonte propria

O aluno mostrou alguma destreza em formular conjeturas e em resolver tarefas. Nesta tarefa o aluno
teve um desempenho bastante positivo e 0 uso da tecnologia foi fundamental para a sua resolugdo. Sem o
uso da tecnologia, o Luis teria perdido o interesse e a desmotivacdo em relacdo a disciplina seria maior. A
abordagem do Luis foi essencialmente grafica e foi desta forma que o Luis reificou a resolugdo de equagdes.
Em relacé@o ao segundo exercicio da tarefa 2, em que foi proposto a resolucdo da seguinte equacao,

log(x?) = log (2x).
O Luis pediu a investigadora se podia utilizar a calculadora gréfica pois verbalmente disse que o ponto

de intersecao que iria visualizar na janela da calculadora gréaficaseria a resolucéo da tarefa proposta.

O Luis realizou o que sugeriu pedido tendo obtido o seguinte gréfico:

Figura 4.13

Resolugdo de equacgdes na calculadora grafica: funcéo exponencial

Nota: Fonte prépria
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A investigadora concluiu que em relacéo a tarefa 2, o uso da tecnologia foi importante para a resolu-
cdo datarefa, pois sempre que foi pedido ao aluno para resolver equacdes pelo método algébrico, ele perdia
o0 interesse e a motivacdo. Com o recurso a representacao grafica e a visualizacdo das solugdes mostrou
ter um bom desempenho, com os conceitos em estudo a apresentar caracteristicas de reificagdo.

Em relacéo a terceira tarefa: Aplicacao das funcdes exponenciais e logaritmicas na modelacédo de
situagOes reais, foi solicitada a sua resolugéo.

A altura das plantas

Admita que a altura h, em metros, das plantas de uma dada espécie é dada em funcao do tempo t
(t = 1), em meses, por:

h(t) = 0,32 + 0,89 In(t) (In designa logaritmo de base e)
1. Uma planta tem 50 cm de altura. Quantas meses tem a planta? Apresente a resposta arredondada as
décimas.

2. Mostre que, para qualquer valor de t, h(3t) — h(t) é constante. Determine um valor aproximado as cen-
tésimas e interprete esse valor no contexto do problema.

O Luis comegou por tragar o grafico das funcdes envolvidas, figura 4.14:

Figura 4.14

Tarefa de modelacao

£2 Geoliobea Clissic

L @3 LN Q

@ f(x) = 0.32 +0.89 In(x) N

o Il s

800 = 0x+05

A = Intersetar(f, 5, (1.2, 0.5))
= (122 05)

@  hix) = 0.324 089 Inf3x)

B = Ponto(f)

= (3.13) @ B B 3
5 6 5 1 3 2 1 o 1 2 3 4 3 5 7 [

€ = Ponto(h)

= (3.228) ®

i = SegmentodeReta(C. B)

= 088

+ Entrada...

Nota: Fonte propria

ApOs o tragcado dos graficos conseguiu interpretar a solugéo e identificar o ponto de intersecéo de
ambos. O aluno parece ja estar interiorizado com o procedimento conseguindo mesmo apresentar as coor-
denadas do ponto de intersegao, conforme se observa na janela algébrica do GeoGebra que consta no lado
esquerdo da figura 4.14.

Seguidamente conseguiu determinar o segmento [CB], onde C e B representam os pontos de inter-
secdo do segmento com ambas as fungdes, correspondendo a disténcia entre as imagens das duas funcdes

e obtendo o valor de 0,98. De seguida deslocou 0 segmento para a direita e para a esquerda e verificou que
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esta distancia se mantinha inalterada, constatando assim que o crescimento simulado pelas duas fungfes
se mantinha sempre o mesmo.

Verificamos assim que o Luis consegue obter uma resposta para o problema proposta a partir da
abordagem gréafica que o software lhe facilita. Podemos inferir que nesta fase ele se encontra num processo

de condensacao dos conceitos, tendo os conceitos mais elementares sido ja reificados.

4.2.1 Considerac0es finais

A utilizacdo do GeoGebra na tarefa 1 permitiu que o Luis desenvolvesse processos gerais de identi-
ficac@o de propriedades da familia de fungdes de crescimento. Na representacé@o gréafica, conseguiu dar
significado a essas propriedades. Revelou facilidade em passar da representagdo algébrica para a repre-
sentagdo grafica e o uso da tecnologia revelou-se imprescindivel para o desenvolvimento do processo de
aprendizagem do conceito de fungdo em geral e do conceito de fungdo de crescimento em particular.

No que diz respeito a resolucdo de problemas de modelagéo, o Luiz revelou alguma tendéncia a
utilizar s6 umas representacdes semibticas, dando em geral, preferéncia as representagdes graficas, pare-
cendo ter desenvolvido alguma fluidez nas conversfes entre a representacao algébrica para a representa-
¢do grafica. Aparentemente, o Luis considerou que a utilizacdo desse sistema de representacdo semidtica
favorece a compreenséo das propriedades relevantes a resolugédo de problemas utilizando as fungdes de
crescimento.

Em relacdo a resolugcéo de equagbes exponenciais, o Luiz privilegiou a representacao grafica, pare-
cendo sentir-se confortavel nos tratamentos dentro deste registo de representacdo, onde, em geral, apre-

sentou bons desempenhos.

4.3 Estudo de Caso: Pedro

O Pedro € um aluno bastante empenhado, sempre gostou de informéatica. Frequentou durante dois
anos o ensino geral do curso de ciéncias e tecnologia, mas dificuldades em Matematica e Fisico-Quimica
fizeram com que ingressasse no Ensino Profissional na area de Informatica. Pretende fazer o exame de
Matematica A ou Matematica B no final do ano letivo. O Conselho de Turma deu indicacéo de que o Pedro
era muito intuitivo com o computador, o que se confirmou com o decorrer da pratica letiva. Conseguia com-
preender com facilidade os conteldos, fazer generalizacfes, resolver problemas de modelacdo matematica,
utilizando tanto o computador como a calculadora gréfica. Quando realizou todas as tarefas pedidas pela
investigadora, escreveu em Word em cada tarefa o que Ihe era pedido, tendo dito a investigadora que assim

podia estudar o exercicio a posterior.

Em relacdo ao exercicio 1 da primeira tarefa, foi pedido ao aluno que estudasse as funcées represen-

tadas na figura 4.15.
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Figura 4.15

Funcédo exponencial de base superior a um

-8 -7 -6 -5

-1 Propriedades das funcdes exponenciais
2 1. As fungdes exponenciais seriio monotonas?
_a|  2.Qual seré o seu contradominio?

) 3. O grifico das funcdes exponenciais tera assintotas ?

-5

Nota: Fonte propria

O Pedro conseguiu elaborar o gréafico das varias fungdes pedidas, utilizando o software GeoGebra e
e acrescentou as questfes que eram apresentadas na tarefa.

Conseguiu depois de visualizar os gréaficos referir que as fungbes de crescimento f, g e h séo cres-
centes e referiu que quanto maior era 0 nimero que estava na base das fungdes estudadas mais perto a
‘forma’ da funcdo estava do eixo das ordenadas.

O Pedro consegue discutir as diferengas dos varios graficos e reconhece o crescimento das funcées
pictoricamente. O papel da tecnologia foi fundamental para traduzir as varias funcfes da forma algébrica
para a forma grafica. Reconheceu que todas as func¢des intersetavam o eixo Oy no ponto de coordenadas
(0,1) e que nunca intersetavam o eixo Ox.

Referiu que as trés fun¢des so tinham uma assintota no eixo Ox pois ndo tinham nenhum ponto em
comum com esse eixo. Esta abordagem é essencialmente pictoérica sem que ele tenha dado uma justificacao
algébrica para tal. Quando a investigadora pediu para ele referir qual seria a reta que definia essa fungéo, o

aluno respondeu x = 0, ndo denotando qualquer reflex@o sobre a afirmacdo que produzira.
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O aluno lembrava-se que o dominio de uma funcéo se via no eixo das XX e o contradominio da funcéo

via-se no eixo dos YY. Conseguiu responder que o dominio de todas as funcdes é R e o contradominio é R*

O aluno referiu que as trés funces eram continuas pois lembrava-se que ao desenhar as fungoes,
elas tinham um traco continuo, ou seja, se as desenhasse a méo nunca levantava o lapis do papel. Mais
uma vez ele usa a abordagem pictorica, baseado na representacéo gréfica, para concluir sobre a continui-
dade das fun¢Bes em estudo. Verificou-se assim que este aluno apresenta uma grande amplitude nos co-
nhecimentos manifestados. Ha alguns conceitos que parecem ter ja sido reificados enquanto que outros
parecem estar na fase da interiorizacdo. Todas as conclusdes que ele tira sdo essencialmente baseadas na
visualizacé@o que a ferramenta gréfica lhe proporciona.

A investigadora concluiu que este aluno tinha varios conceitos reificados.

Em relacdo ao exercicio 2 da tarefa 1, o Pedro obteve os seguintes gréficos utilizando o software
GeoGebra:

Figura 4.16

Funcé&o exponencial de base superior a um

5

h(.SC) = 2:r+2
4

-8 -7 -6 -5 —-4 -3 —2 1 0 1 2 3 4 5 6 T 8

1 Estudar fungdes exponenciais:

Considere as fungées f, g e h representadas:
1.Indique o dominio e o contradominio de f.

i 2. Escreva uma equacéao da assintota do grafico de f.

3. Partindo do grafico da funcéo f, descreva como po

Nota: Fonte propria

Ao resolver esta tarefa, e depois da resolucéo da tarefa anterior, o Pedro domina o computador, no-
meadamente o software GeoGebra e conseguiu facilmente obter o grafico destas trés funcdes. Ao visualizar
o gréfico obtido das trés funcdes, o Pedro facilmente percebeu que o dominio das trés funcdes € R e 0

contradominio das trés funcdes é R*, a semelhanca do gue tinha sido feito anteriormente.
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O Pedro referiu que ainda se lembrava que a reta horizontal y = 0 era a equacao da assintota hori-
zontal.

Na interpretacao dos gréficos tracados referiu que o grafico da funcéo g era igual ao da fungéo f mas
essa funcéo deslocava-se dois nimeros para a direita e o grafico da fungédo h era obtido deslocando a
funcdo duas unidades para a esquerda. O aluno referiu que se lembrava da Matematica A que esse deslo-
camento se chamava de translacéo associada a um vetor. Pode-se concluir que nesta abordagem o Pedro
ja se encontra na fase de condensacao dos conceitos em estudo.

Para a resolucédo do exercicio 3 da tarefa 1 o Pedro comecou por representar graficamente as funcées
dadas (figura 4.17).

Figura 4.17

Translacdo da fungéo logaritmica

Propriedades da fungéo logaritmica: 4

1. Qual é a coordenada do ponto de intersegéo do grafico de f, g e h com o eixo Ox?
3

2.Qual o dominio, o contradominio, o sentido de variagéo e a equagdo da assintota do grafico das fungdes f, g e h?
2

3. Partindo do grafico fe f, descreve como podes obter o grafico das fungdes g e h?

) g(x)=log(x+3)

e SEmaEE X)= log(x) h(x)= log(x+3)

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 2 3 4 5 6 7

Nota: Fonte propria

Em relacdo a estas funcdes, a investigadora verificou que o Pedro facilmente conseguia obter o gra-
fico das fungdes utilizando o computador.
Através a visualizagdo, facilmente referiu que as trés funcdes intersetavam o eixo Ox no ponto de coorde-
nadas (1,0), o contradominio é R e as trés fungfes sdo crescentes. O Pedro ndo conseguiu dizer qual o

dominio das trés fungdes.
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Desta forma pode inferir-se que o seu dominio dos conceitos depende da complexidade dos mesmos.
Perante conceitos mais complexos o Pedro manifesta uma compreenséo instrumental ao nivel da interiori-
zacdo, mesmo suportado na visualizagdo que a tecnologia lhe permite. Esta constatagdo mostra que ha
necessidade de trabalhar, em simultaneo, diferentes representacdes dos conceitos e ndo apenas de uma
delas.

Como na tarefa anterior ja tinham sido feitas revisdes sobre assintotas, o Pedro referiu que tinha uma
assintota vertical de equacéo x = 0 (0 que s6 era verdadeiro para a funcdo Y = log(x) e que ndo existiam
mais assintotas). As trés fungdes eram continuas. A funcdo h (x) € obtida através da funcéo f deslocando a
funcdo trés unidades para a direita e que a fungdo g(x) € obtida através da fungéo f(X) deslocando esta
funcdo para a esquerda. Nesta tarefa o aluno ja referiu que eram translacées associadas a um vetor. Mais
uma vez mostra alguma irregularidade nas respostas dadas e na analise que faz de cada um dos conceitos
envolvidos.

Em relacdo a tarefa 2, o Pedro utilizou varios registos semidticos e comegou por resolver as equagées,
tendo utilizado a calculadora grafica com uma janela de visualizagdo adequada para verificagao dos resul-

tados obtidos anteriormente, como se pode verificar na figura 4.18:

Figura 4.18

Resolver equacdes

Nota: Fonte propria

Na resolucéo de equacdes utilizando exponencias e logaritmos, tem as concecgdes estruturais interi-
orizadas. Pode assim concluir-se que o conceito de equacao foi reificado.

Em relacéo a terceira tarefa: Aplicacdo das fungdes exponenciais e logaritmicas na modelacao de
situacdes reais, foi solicitada a resolu¢édo da seguinte tarefa:

A altura das plantas
Admita que a altura h, em metros, das plantas de uma dada espécie é dada em funcéo do tempo t

(t = 1), em meses, por:
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h(t) = 0,32 4+ 0,89 In(t) (In designa logaritmo de base e)
1. Uma planta tem 50 cm de altura. Quantas meses tem a planta? Apresente a resposta arredondada as
décimas.
2. Mostre que, para qualquer valor de t, h(3t) — h(t) é constante. Determine um valor aproximado as cen-
tésimas e interprete esse valor no contexto do problema.

O Pedro recorreu mais uma vez ao computador e tracou os graficos da funcdo de crescimento da

planta e da altura da planta que era dada (figura 4.19).

Figura 4.19
Resolucédo de equacgbes logaritmicas
¥ GenGebra Classico - a X
B 4P 00 & N[ Q=
@  flx) = 0.32+0.89 In{x) W @
@ elx) = 0x+05
A = Intersetar(f, g, (1.22, 0.5)) T
= (1.22,05)
@ y032:08n(x) : A
[ :
@ u2cs ; [ros2:0m umia)
+ | Entrada. " (1.2, 0.5]
g y=0.5 A
H
@
i Q
= i

Nota: Fonte propria
Em seguida resolveu a segunda parte da tarefa proposta tendo obtido o grafico em baixo (figura 4.20):

Figura 4.20

Tarefa de modelacao

2 GeoGebra Cléssico = a X
RN 3 . —
oo s LD @0 & N ] @ Q =
A = Ponto(Eixo0:
nto(Eixo0x) o~ A 2
= (10,0) ®
B - (10,6) "
h = SegmentodeReta(A, B)
@
=6 4
€ = Intersetar(f, h, (10, 2.37))
@
= (10,237) 2
D = Intersetar(g, h, (10, 3.35))
@
= (10.335) S — A
i = SegmentodeReta(C, D)
@
= 098 z
@ v 032:080In(x) : g Q
4
@  y=032:059n(3x) H Q
+  Entrada

Nota: Fonte propria
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As conclusdes obtidas pelo Pedro podem-se observar na janela algébrica do GeoGebra.

Apos o tragcado dos graficos conseguiu interpretar a solucéo, identificando no ponto de intersegdo de
ambos. Este procedimento parece ja estar interiorizado conseguindo mesmo apresentar as coordenadas do
ponto de intersecdo. Apods ter concluido esta parte da tarefa passou a segunda parte e procedeu de forma
semelhante: tracou os graficos das funcdes dadas e fez a sua intersecdo com o segmento de reta vertical
[AB]. Seguidamente conseguiu determinar o segmento [CB], onde C e B representam os pontos de interse-
¢do do segmento com ambas as funcdes, correspondendo a distancia entre as imagens das duas funcdes
e obtendo o valor de 0,98. De seguida deslocou o0 segmento para a direita e para a esquerda e verificou que
esta distancia se mantinha inalterada, constatando assim que o crescimento simulado pelas duas fungées
se mantinha sempre o mesmo.

Verificamos assim que o Pedro consegue obter uma resposta para o problema proposta a partir da
abordagem gréfica que o software lhe facilita. Podemos inferir que nesta fase ele se encontra num processo
de condensacé&o dos conceitos, tendo 0s conceitos mais elementares sido ja reificados.

Neste processo de resolucdo o Pedro demonstra ter um dominio aprofundado das ferramentas tec-

nolégicas tendo conseguido realizar a tarefa de modela¢do com sucesso.

4.3.1 Considerac0es finais

A utilizacdo do GeoGebra nas tarefas 1 permitiram que o Pedro desenvolvesse processos gerais de
identificacao de propriedades da familia de fung8es de crescimento. Na representacéo grafica, conseguiu
dar significado a essas propriedades. Revelou facilidade em passar do método algébrico para o método
grafico e vice-versa e 0 uso da tecnologia revelou-se uma forma de verificar se o raciocinio estava correto
em relacdo ao processo de aprendizagem do conceito de fungdo em geral e do conceito de fungéo de
crescimento em particular. Quando a investigadora pediu para resolver as equacgdes pelo método algébrico,
o Pedro foi 0 Unico dos alunos que desempenhou com sucesso o que lhe foi proposto

No que diz respeito a resolucédo de problemas de modelacéo, o Pedro revelou que consegue utilizar
as duas representacdes semioticas, dando em geral, preferéncia as representa¢8es gréficas, parecendo ter
desenvolvido alguma fluidez nas convers@es entre a representacao algébrica para a representacéo grafica.

O Pedro revelou bons conhecimentos no uso da tecnologia, revelando encontrar-se numa fase avan-
¢ada de instrumentalizacédo do artefacto. Com o dialogo que o aluno foi mantendo com a investigadora e
registado por ela em notas, verifica-se que o aluno utiliza procedimentos operacionais interiorizados pois
consegue baseando-se em diferentes sistemas de representacdo semiética os diversos conceitos pedidos.
Em relagéo a resolucédo de equacgdes o uso da tecnologia permitiu ao aluno validar os resultados obtidos
pelo método grafico

Por tudo o que foi exposto este aluno encontra-se na fase de condensacao.
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5 CONCLUSOES

O ensino sera, porventura, a mais nobre das fungfes docentes, ja que o processo da aprendizagem
da matematica é uma via de sentido duplo: ensinamos a aprender e aprendemos a ensinar. Mas para que
este processo possa desenvolver-se com comprometimento de todos os envolvidos, ndo podemos escamo-
tear as dificuldades e obstaculos, nomeadamente as regras e padrdes institucionais, o contexto socioeco-
némico e as expetativas.

Num mundo cada vez mais tecnolégico, e sabendo que a tecnologia tornou o mundo mais pequeno
€ aproximou 0s povos, esta podera ser a forma de cativar os alunos para contelidos programaticos tradici-
onalmente encarados como mais abstratos.

Neste capitulo apresentam-se as conclusfes obtidas a partir dos dados recolhidos e analisados e
propde-se uma reflexdo sobre a forma como decorreu o processo de aprendizagem.

As conclusdes estdo organizadas de acordo com as questdes de investigacdo colocadas:

1. Qual o papel da tecnologia na interpretacdo do conceito de funcéo exponencial e logaritmica?

2.  Em que medida o uso da tecnologia favorece a reificagéo dos conceitos de fungcéo?

3. Como se caracterizam as aprendizagens dos conceitos exponenciais e logaritmicos mediados

pelo uso de tecnologia?

5.1 Resposta as questdes de investigacao

No que respeita a primeira questéo, relativa ao papel do software GeoGebra e da calculadora grafica
na conversao entre varias representacfes semioticas, pode-se considerar que todos revelaram progressos
na capacidade de analisar situagBes matematicas através das diferentes representacdes, sejam verbais,
numeéricas, algébricas, geométricas ou graficas.

O Pedro e o Luis mostraram maior capacidade a converter diferentes representacdes de um mesmo
objeto matematico e a estabelecer conexdes entre as mesmas.

No que se refere a fungdes reais de variavel da familia exponencial e logaritmo, foi visivel a importan-
cia do GeoGebra para trabalhar a influéncia dos parametros na representacéo de elementos destas familias,
sendo suficiente para que os alunos partindo da representagéo da funcéo exponencial ou funcao logaritmica,
e para trabalhar outras da mesma familia efetuassem conversées entre diferentes registos de representa-
¢Oes, também se verificou que no que se refere a situages de modelacdo também foi fundamental o acesso
as representacdes graficas, que por vezes foram coordenadas com relagdes geométricas, como é 0 caso
da questao 2.

Nas aulas, a manipulacdo dindmica proporcionada pelo uso do GeoGebra no computador permitiu
desenvolver um bom nivel de compreenséo ao converter registos de representagéo algébrica em registos
de representacgéo grafica. Em situagdes onde o uso do GeoGebra nédo favorecia as representacdes preten-

didas os alunos foram capazes de recorrer a calculadora grafica para resolver os desafios propostos.
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Em resumo, a utilizacdo do GeoGebra no computador e da calculadora grafica permitiram uma forte
ligacdo entre as diferentes representacdes semioticas, proporcionando abordagens mistas e integradas,
melhorando significativamente a capacidade de conversdo entre as referidas representacdes, o que, de
acordo com Duval (1993), é condicao absolutamente necessaria para a formacédo de conceitos matematicos.

Relativamente a segunda questéo - evolucao do processo de reificacdo — o recurso as ferramentas
tecnologicas indicadas permitiu aos alunos objetivar o conceito de fungédo, dominio, contradominio, funcao
exponencial, fungéo logaritmica, o que, patamar a patamar, conseguiu favorecer a condensacao e reificagcao
destes conceitos.

Pela andlise dos dados recolhidos nos casos consegue-se perceber que os trés alunos tém de forma
suficiente estruturado o trabalho com os vérios tipos de funcédo - exponencial, logaritmica - o que Ihes per-
mitiu modelar a situacdo apresentada na tarefa 3, podendo considerar-se estes conceitos reificados a um
nivel da instrumentalizagdo em relacdo ao Luis e ao Pedro

No que se refere ao trabalho com fun¢bes, Sfard (1991) defende que uma das dificuldades dos alunos
se prende com a dualidade processo/ objeto, considerando necessario que estes desenvolvam uma visdo
orientada para o objeto, de modo a conseguirem compreender, por exemplo, transformacdes e operagdes
com fungoes.

Em termos das transformacfes de fun¢des exponenciais € possivel inferir, da analise dos dados re-
colhidos, que sdo ou ndo invariantes em relagéo a translagoes.

Conclui-se assim que, a utilizacdo do GeoGebra pode ser determinante na evolucdo do processo de
reificacdo de conceitos ligados ao estudo de fungdes, nomeadamente em relagdo as funcdes de cresci-
mento.

No que se refere as aprendizagens dos conceitos estudados, utilizando as ferramentas tecnolégicas,
refira-se em primeiro lugar que, a presenca da tecnologia permitiu centrar o processo nos alunos, a partir
da realizagdo de tarefas.

Apesar de os alunos terem sempre ao seu dispor o computador, observou-se que eles ndo conse-
guem desenvolver os tratamentos algébricos previstos pelas metas curriculares relativas ao dominio “Fun-
¢ao de crescimento”.

Analisando, por exemplo, os processos utilizados na resolucdo de problemas, constata-se que 0s
alunos privilegiaram as representagfes gréaficas e raramente conseguem trabalhar a forma algébrica.

Constatou-se ainda que, as representacdes graficas validam o processo obtido, mas se lhes é pedido
a validacao pelo método algébrico os alunos denotam grandes dificuldades.

Na tarefa 3, os alunos foram confrontados com um problema que, apesar de apresentado de forma
segmentada e orientada, os obrigou a trabalhar num nivel cognitivo mais exigente. Neste caso particular, a
presenca da tecnologia, onde os alunos podiam explorar a situacdo com que eram confrontados, funcionou
ndo s6 como fator de motivagdo como ajudou a desbloquear algumas situagdes de maior dificuldade.

Relativamente aos processos utilizados na resolugcédo de equagfes, constata-se que os trés alunos
utilizam quase sempre a representacao gréafica, apresentando desempenhos positivos e bastante semelhan-

tes, tendo sido esses processos estruturados e interiorizados em aula, podendo concluir-se que o conceito
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de equacao exponencial se encontra num processo de reificagdo tendo varios conceitos sido ja condensa-
dos, sendo o Pedro o que obteve melhor desempenho.
O uso do computador e da calculadora gréfica, teve uma ajuda preciosa para uma melhor compreen-

séo dos objetos matematicos em estudo, tornando as aprendizagens mais significativas.

5.2 Consideracdes finais

O Computador, utilizando o software GeoGebra e a calculadora grafica apresentam caracteristicas
gue permitem uma utilizagdo intuitiva, uma vez que quando os alunos utilizavam essa tecnologia os alunos
envolviam-se na resolucdo das tarefas e eram as poucas vezes em que estes alunos pediam ao professor
esclarecimento de davidas relacionadas com o uso da tecnologia. Quanto mais diversificada for a utilizacéo
da tecnologia, mais o aluno a vai integrando na sua atividade, tornando-se com o tempo cada vez mais
eficaz.

Em relacéo aos casos, verificou-se que o Pedro e o Luis mostraram maior desenvoltura na utilizagédo
da tecnologia, tendo desenvolvido processos de instrumentalizagdo mais eficazes, a Joana e também de-
monstrou ser capaz de utilizar a tecnologia, em beneficio da aprendizagem da matematica

A tecnologia como o computador e a calculadora grafica, nomeadamente o software GeoGebra pode
também desempenhar um papel importante no que se refere ao estabelecimento de conexdes entre as
representacdes algébrica e gréfica.

Em resumo os resultados do estudo revelaram lacunas na aplicacdo e compreensdo dos conceitos
matematicos, as conclusdes retiradas sugerem que os alunos do 12.° ano tém conceitos- definicdo de fun-
¢ao categorizados em definicdo enviesada da definicdo de Dirichlet-Bourbaki, funcdo como equacdo mate-
matica e funcdo como representacao grafica. Neste modelo, a compreensao do conceito de fungdo apre-
senta predominéncia da influéncia das imagens e representacées mentais individuais e dos exemplos de
fungbes conhecidos. No contexto da Teoria da reificagcdo de Sfard, os alunos do 12.° ano demonstram ter

uma concecao de fungéo ao nivel dos procedimentos, apresentando-se ainda na fase de interiorizagéo.

62



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Aires, L. (2015). Paradigma qualitativo e praticas de investigagdo educacional. Universidade Aberta
Amado, J. (2014). Manual de investigacdo qualitativa em educac¢&o. Universidade de Coimbra.

Bell, A., & Janvier, C. (1981). The interpretation of graphs representing situations. For the Learning of Mathe-
matics, 2(1), 34-42.

Bodgan, R., & Biklen, S (1994). Investigacdo qualitativa em educacdo: uma introducéo a teoria e aos méto-
dos. Porto Editora.

Bourbaki, N. (1968). Theory of Sets. Hermann e Addison- Wesley (original 1939, em francés, pelos mesmos
autores).

Bryant, I. (2002). Action research and reflective practice. In D. Scott & R. Usher (Eds.), Understanding edu-
cation research (pp. 114-127). Routledge.Brown, S., & Mehilos, M. (2010). Using tables to bridge
arithmetic and algebra. Mathematics Teaching in the Middle School, 15(9), 532-538.

Brown, S., & Mehilos, M. (2010). Using tables to bridge arithmetic and algebra. Mathematics Theaching in
the Middle School, 15(9), 532-538.

Canavarro, A. P., Oliveira, H., & Menezes, L. (2012). Préticas de ensino exploratério da matemética: o caso
de célia. In L. Santos (Ed.), Investigacdo em Educacdo Matemética 2012: Préticas de ensino da Ma-
tematica (pp. 255 — 266). SPIEM.

Canavarro, A. P., Albugquerque, C., Mestre, C., Gomes, D., Santos, E., Santos, L., Brunheira, L., Vicente, M.,
Gouveia, M.J., Correia, P., Marques, P.M. & Espadeiro, R. G. (2021). Aprendizagens Essenciais de
Matematica- 7° ano do Ensino Béasico. DGE.

Canavarro, A.P., Albuquerque, C., Mestre, C., Gomes, D., Santos, E., Santos, L., Brunheira, L., Vicente, M.,
Gouveia, M. J., Correia, P., Marques, P.M.& Espadeiro, R. G.(2021). Aprendizagens Essenciais: Arti-
culagdo como perfil do aluno. Ensino Basico. DGE. https://www.dge.mec.pt/noticias/aprendizagens -
essenciais -de- matematica.

Carvalho e Silva, J., Canavarro, A.P., Albuguerque, C., Mestre, C., Martins, H., Almiro, J., Santoa, L., Seabra,
0., & Correia, P. (2020). Recomendaces para a melhoria das aprendizagens dos alunos em Mate-
mética (p. 345). Dire¢cdo Geral da Educacédo — Ministério da Educacao.

Carvalho e Silva, J., Rodrigues, A., Domingos, A., Albuquerque, C., Cruchinho, C., Martins, H., Almiro, J.,
Gabriel, L., Graga Martins, M.E., Santos, T., Filipe, N., Correia, P., Espadeiro, R.G., & Carreira,
S.(2023). Aprendizagens Essenciais de Matematica do do Ensino Secundario. Dire¢do Geral daEdu-
cacgdo — Ministério da Educagéo. http:// www.dge.mec.pt/aprendizagens-essenciais-ensino-secunda-
rio.

Christiansen, B., & Walther, G. (1986). Task and activity. In B. Christiansen, G. Howson & M.Otte (Eds.),
Perspectives on Mathematics Education (pp. 243 -307). Springer.

Cuoco, A. (2001). Preface. In A. Cuoco & F. R. Curcio (Eds.), The roles of representation in school mathe-
matics (pp. ix-xiii). NCTM

Coulombe, W., & Berenson, S. (2001). Representations of patterns and functions: tools for learning. In A.
Cuoco & F. Curcio (Eds.), The roles of representation in school mathematics (pp. 166—172). NCTM.

Demana, F., & Waits, B. K. (2001). Waits, B.K., & Demana, F.D. (2000). Calculators in Mathematics Teaching
and Learning: Past, Present, and Future. Part 2: Technology and the Mathematics Classroom.

63


https://www.dge.mec.pt/noticias/aprendizagens
http://www.dge.mec.pt/aprendizagens-essenciais-ensino-secundário
http://www.dge.mec.pt/aprendizagens-essenciais-ensino-secundário

In M. J. Burke & F. R. Curcio (Eds.), Learning Mathematics for a New Century: 2000 Yearbook.
NCTM.

DGE (2017). Perfil dos alunos a saida da escolaridade Obrigatéria. ME. https://dge.mec.pt/sites/default/fi-
les/Curriculo/Projeto _Autonomia_e Flexibilidade/ perfil_dos_alunos.pdf

Domingos, A. (1998). O papel da tecnologia na aprendizagem da Matematica. Um exemplo com recurso ao
GeoGebra. Revista em Educacdo Matematica.

Domingos, A. (2003). Compreenséao de conceitos matematicos avancados — A Matematica no inicio do su-
perior. Tese de doutoramento. Lisboa: Faculdade de Ciéncias e Tecnologia — Universidade Nova de
Lisboa.

Drijvers, P., & Doorman, M. (1996). The graphics calculator in mathematics education. Journal of Mathemat-
ical Behavior, 15 (4), 425 — 440.

Duval, R. (1993) Registres de représentation sémiotique e fonctionnement cognitif da lapensée. Annales de
didactique et de sciences cognitives, v5.

Domingos, A. (s/d). A tecnologia na escola...sim porque... Editorial da APM.

Euler, L. (1989). Inroduction in Analysin Infinitorium, Vols. 1 e 2, traducao para inglés por J. Blanton, Spinger
(original de 1748).

Fernandes, D. (2022). Avaliar e aprender numa cultura de inovagao pedagdgica. Leya Educacéo.

Fernandes, D., Miguéns, M., Lobo, A., Rodrigues, A., Sérgio, A., Dias, A., Gregorio, C., Gongalves, C., Faria,
E., Procépio, M., & Perdigéo, R. (2022). Estado da Educacédo 2021 (1* ed.). Conselho Nacional de
Educacéo. https://www. chedu.pt/contente/EE2021/EE2021-Web_site.pdf

Friedlander, A., & Tabach, M. (2001). Promoting multiple representations in algebra. In A. Cuoco & F. Curcio
(Eds.), The roles of representation in Scholl mathematics (pp. 173 — 185). NCTM.

Gafanhoto, A., & Canavarro, A. P. (2014). A adaptacdo das tarefas mateméticas: como promover o0 uso de
multiplas representagdes. In J. P. Ponte (Ed.), Atas do Encontro de Investigacdo em Educacédo Mate-
maética (pp. 121 — 134). SPIEM

Gimeno, J. S. (2000). O curriculo- uma reflexdo sobre a pratica. Artmed.

Goos, M., & Bennison, A. (2008). Surveying the technology landscape: Teachers’ use of technology in sec-
ondary mathematics classrooms. Mathematics Education Research Journal, 20(3), 102—-130.

Goldin, G., & Kaput J. (1996). A Join perspective on the idea of representation in learning and doing mathe-
matics. Theories of Mathematical Learning, 409 -442.

Goldin, G., & Shteingold, N. (2001). Systems of representations and development of mathematical concepts.
In A. Cuoco & F. Curcio (Eds.), The roles of representation in school mathematics (pp. 1 -23) .NCTM.

Hennessy, S., Fung, P., & Scanlon, E. (2001). The role of the graphic calculator in mediating graphing activ-
ity. International Journal of Mathematical Education in Science and Technology, 32(2), 267—290.

Johnson, R. B., & Christensen, L. (2014). Educational research quantitative, qualitative and mixed ap-
proaches. Sage publications.

Kaput, J. (1989). Information technologies and affect in mathematical experience. In D. B. McLeod & V. M.
Adams (Eds.), Affect and mathematical problem solving (pp. 89 — 103). Spriger.

Kaput, J. (1992). Technology and mathematics education. In D. Grouws (Ed.), Handbook of research on
mathematics teaching and learning (pp. 515 — 556). Springer.

Kleiner, 1. (2012). Excursions in the History of Mathematics. Birkhauser.

Laborde, C. (2000). Why techonology is indispensable today in the teaching and learning of mathenatics?
Em Contribution to the T3 World-Wide conference in Tokyo. Disponivel em http://bit.ly/2dNH18h

64


https://dge.mec.pt/sites/default/files/Curriculo/Projeto_Autonomia_e%20Flexibilidade/%20perfil_dos_alunos.pdf
https://dge.mec.pt/sites/default/files/Curriculo/Projeto_Autonomia_e%20Flexibilidade/%20perfil_dos_alunos.pdf
https://www/
http://bit.ly/2dNH18h

Laborde, C. (2002). Working in small groups: a learning situation? In R. Biehler, R. W. Scholz, R. Strasser,
& B. Winkelmann (Eds.), Didactics of mathematics as a scientific discipline (pp. 147 -158). Kluwer
Academic Publishers.

Leinhardt, G., Zaslavsky, O., & Stein, M. K. (1990). Functions, graphs, and graphing: tasks, learning and
teaching. Review of Educational Research, 60 (1), 1 -64.

Ministério da Educacéo e Ciéncia (2014). Programa e Metas Curriculares, Matematica A. Lisboa.

Nacional Council of Teachers of Mathematics [NCTM]. Principios e normas para a Matematica escolar. Lis-
boa: Associacao de Professores de Matematica.

Neves, A., Pereira, C., Santos, F., Godinho, R. e Pereira, T. (2010). Avaliagdo Externa do Impacto da Ex-
panséo dos Cursos Profissionais no Sistema Nacional de Qualificages. IESE. ANQ

Neves, M.A., Pereira, A., Matematica A9 - Ensino Profissional Nivel 3. Porto Editora.
Neves, M.A.F., Faria, M.L.M., Exercicios, Matematica 12.° ano — 2.2 Parte. Porto Editora.
CNE, 2021. O Estado da Educacéo. https://www.cnedu.pt/pt/noticias/cne/1874-estado-da-educacao-2021

OECD. (2018). PISA 2021 Mathematics Framework  (DRAFT). OECD Publishing.
https://www.oecd.org/pisa/sitedocument/PISA-2021-mathematics -framework.pdf

Olabuenaga, J.I.R. (2002). Metodologia de la investigacion cualitativa. Universidad de Deusto.

Oliveira, H., Segurado, M. I., & Pedro, J. (1989). Tarefas de investigagdo em matematica: histérisa da sala
de aula. In Encontro de Investigagdo em Educacao Matematica. APM.

Oliveira, H., & Domingos, A. (2008). Software no ensino e aprendizagem da Matematica: algumas ideias
para discussdo. Em A. P. Canavarro, D. Moreira & M. |. Rocha (Eds.), Tecnologias e educacdo Mate-
matica (pp. 98 -109). Lisboa: SEM — SPCE.

Patton, M. Q. (2002). Qualitative research & evaluation methods. Library of Congress Cataloging.

Ponte, J. P. (1992). The history of the concept of function and some educational implications. Mathematics
Educator, ( vol 3, n,2 pp3-8 Sum 1992).

Ponte, J. P. (1994). O estudo de caso na investigacdo em educacdo matematica. Quadrante, 3 (1), 3 -18.

Ponte, J. P. (2000). Tecnologias de informagéo e comunicagéo na formacdo de professores: que desafios.
Revista Iberoamericana de Educacion, 24, 63-90.

Ponte, J. P. (2005). Gestao curricular em matematica. In GTI (Ed.), O professor e o desenvolvimento curri-
cular (pp. 11 — 34). APM.

Ponte, J. P. (2006). Estudos de caso em Educagdo Matemética, Bolema, 25 105 — 132

Ponte, J. P. (2006). Numeros e algebra no curriculo escolar. In I. Vale, T. Pimentel, A. Barbosa, L. Fonseca,
L. Santos, & P. Canavarro (Eds.), NUmeros e algebra na aprendizagem da Matematica e na formacao
de professores (pp. 5-27). SEM -SPCE.

Ponte, J. P. (2016). O que nos diz a investigacao em didatica da matematica? In M. H. Martinho T. Ferreira,
A.R., V.|, & H. Guimarées (Eds), Atas do XXVII Seminario em Investigacdo em Educa¢cdo Matema-
tica (pp.5 — 19). APM

Powers, R., & Blubaught, W. (2005). Technology in mathematics education: preparing teachers for the future.
Contemporaty Issues in Technology and Teacher Education, 5(3), (pp. 254 -270).

Rocha, H. (2002). A utilizacdo que os alunos fazem da calculadora gréafica nas aulas de Matematica. Qua-
drante, 1l (2), (pp. 3 -27).

Rocha, H. (2015). Mdltiplas abordagens, multiplas representagfes: um contributo para incrementar a rele-
vancia da representacéo algébrica. In L. Santos (Ed.). Investigacdo em Educagdo Matematica 2015
— Representagdes matematicas (pp. 327 — 339). SPIEM.

Rocha, H. (2016). Teachear srepresentational fluency in a contexto of technology use. Teaching Mathemat-
ics and Its Applications, 35 (2), (pp. 53 -64).

65


https://www.oecd.org/pisa/sitedocument/PISA-2021-mathematics%20-framework.pdf

Rocha, H. (2020). Using tasks to develop pre — servisse teachear’s knowledge for teaching mathematics
with digital technology ZDM- Mathematics Education, 52 (7), 1381 -1396.

Rodrigues, A.S.C. (2015). A matematica no ensino profissional. Os programas e as representacdes dos
professores. Tese de doutoramento. UBI

Rodrigues, A. (2015). A Matematica no ensino profissional. Os programas e as representacdes dos profes-
sores. (Tese de Doutoramento, Universidade da Beira Interior).

Rodrigues, A. (2018). Ensino profissional: educar para o futuro. In A. Caseiro, A. Domingos, J. M. Matos, F.
L. Santos, M. Almeida, P. Teixeira & R. Machado (Eds), Atas do XXIX Seminario de Investigacdo em
Educacdo Matematica (pp. 8-18). Lisboa: APM.

Ruthven, K. (1990). The influence of graphic calculator use on translation from graphic to symbolic forms.
Educational Studies in Mathematics, 21(5), 431-450.

Sfard, A. (1987). Two conceptions of mathematical notions: Operational and structural. Em J. C. Bergeron,
N. Herscovics e C. Kieran (Eds.), Proceedings of the Eleventh International Conference Psychology
of Mathematics Education. PME-XI (Vol. 3, pp.162-169). Montreal.

Sfard, A. (1989). Transition from operational to structural conception: the notion of function revisited. Em G.
Vergnaud, J. Rogalski e M. Artigue (Eds.), Actes de la 13 éme Conference Internationale Psychology
of Mathematics Education (Vol.3, pp. 151-158). Paris, France.

Sfard, A. (1991). On the dual nature of mathematical conceptions: Reflections on processes and objects a
diferente sides of the same coin. Educational Studies in Mathematics. 22, 1-36.

Sfard, A. (1992). Operational origins of mathematical objets and the quandary of the quandary of rification —
The case of function. Em G. Harel e E. Dubinsky (Eds.), The concept of function (pp. 59-84). Wash-
ington, EUA: Mathematical Association of America.

Sfard, A., Linchevsky, L. (1994). The gains and the pitfalls of reification: The case of algebra. Educational
Studies in Mathematic., 26, 191-228.

Silva, J., Rodrigues, A., Domingos., Albuquerque, C., Cruchinho, C., Martins, E., Martins, H., Almiro, J.,
Gabriel, L., Santos, M., Filipe, N., Correia, P., Espadeiro, R., &Carreira. Aprendizagens Essenciais de
Matematica A- 10° ano do Ensino Secundério .DGE

World Economic Forum. (2018). The future of jobs report 2018. Center for the NEW economy and Society.
Yin, R.K. (2003). Case study research: designs and methods. Sage

66



ANEXOS

67



Anexo 1. Tarefa l

Tendo em contaas PROPRIEDADES DAS FUNCOES EXPONENCIAIS

Funcao Exponencial f (x) =a*

h

e

R L

KL
TN22MIIZ
IOurOHD
NEEI=ET0

Analisar as propriedades das fun¢fes exponenciais:
4. As funcgdes exponenciais serdo monétonas?
5. Qual serd o seu dominio? E o seu contradominio? O gréfico das fun¢des exponenciais tera assin-
totas?
Considere agora as funcdes definidas por:
flx) = 2% gx) = 3* h(x)= 10*
fe) =e* gx) =e*? h(x)=e"?
As funcdes exponenciais serdo mondétonas? Qual sera o seu contradominio? O gréafico das fungbes
exponenciais terd assintotas?
Indique o dominio e o contradominio das funcdes f, g, h e escreva uma equacgéo da assintota do

grafico das fungdes anteriores e partindo do grafico da funcgéo f, descreva como pode obter o grafico das

funcdes g (x) e h (x).
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CURIOSIDADE:

Consideraagora f :(X) = a*, com O<a<1

Observa que se O<ax< 1, nem todas as propriedades se verificam.Neste caso

e Afuncgédo é estritamente decrescente

¢ lim @' =+

X —>—0

e lim a" =0

X —>+ 0

LITHOOW
®nina=-4
Hnav=d
#ar1=1
ﬁm a=-?

1.5 =
V5E1=?
Hress

Dé exemplos e faca o estudo de fungdes dadas no exemplo da figura anterior.

FUNCAO LOGARITMICA

Consideremos a fungéo exponencial

f(x)=¢"

Yi=g"H
u

n=n V=1

Sendo f(x) uma funcéo exponencial é injetiva logo admite inversa.

A funcédo inversa da funcéo f(x) representa-se porf_1

cgi I . R
e os graficos de fe de f = sd0 simétricos relativamente a

reta de equacdoy = X .
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Sejam agora as funcdes

i(x) =log (x)  j(x) =log (x+3)
k(x) = log (x-3)

O que pode concluir sobre estas fun¢des?



Anexo 2. Tarefa 2

Resolva as seguintes equacdes utilizando métodos analiticos e recorrendo ao uso de tecnologia

(calculadora grafica ou computador).

log(x?) = log (2x)
4e* 4+ 3 =403



Anexo 3. Tarefa 3

Aplicacao das fungdes exponenciais e logaritmicas na modelagao de situagdes reais.

O uso de fungdes exponenciais e de fungodes logaritmicas como modelos de matematicos de si-
tuacoes do mundo real € muito frequente. Por forma a compreender melhor a sua aplicagao, apresen-
tam-se seguidamente a seguinte tarefa:

A altura das plantas

Admita que a altura h, em metros, das plantas de uma dada espécie é dada em funcdo do tempo
t (t = 1), em meses, por:

h(t) = 0,32+0,89 In(t) (In designa logaritmo de base €)

1. Uma planta tem 50 cm de altura. Quantas meses tem a planta? Apresente a resposta arredon-
dada as décimas.

2. Mostre que, para qualquer valor de t, h(3t)-h(t) € constante. Determine um valor aproximado as

centésimas e interprete esse valor no contexto do problema.
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