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Resumo

Neste trabalho propomos um novo tipo de modelo, que designamos por modelo
com aninhamento em escada estruturado. Este modelo tem por base o modelo com
aninhamento em escada e, tal como este, apresenta vantagens face ao aninhamento
equilibrado. Permite grande economia no nimero de observacoes utilizadas e uma
distribui¢ao mais uniforme da informacao pelos varios factores. Com este novo tipo
de modelo podemos construir novos modelos, também em escada, mais complexos
do que os existentes até agora.

No aninhamento em escada a cada degrau do modelo corresponde um factor.
Generalizamos a teoria destes modelos introduzindo a possibilidade de se desagregar
cada um dos factores intervenientes, passando os degraus a terem submodelos com
estrutura ortogonal.

Para estudar o aninhamento em escada estruturado, propomos duas estruturas
algébricas que, apesar de diferentes, possibilitam obter os mesmos estimadores dos
parametros relevantes. Algebras de Jordan comutativas sao utilizadas para expri-
mir essas estruturas. Usando as matrizes da base principal, das algebras a que se
associam os modelos, a estimacao vai ter por base a relacao entre as componentes de
variancia candnicas e as usuais. Para além do aninhamento em escada estruturado,
apresentamos também modelos obtidos cruzando varios desses aninhamentos.

Palavras chave: aninhamento em escada e em escada estruturado, componentes

de variancia, algebras de Jordan comutativas.
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Abstract

In this paper we propose a new type of model, that we call structured stair nesting
model. This model is based on the stair nesting model and, like this one, has
advantages over the balanced nesting. It allows great economy in the number of
observations used and distributes the amount of information more evenly across the
different factors. With this new type of model we can construct new models, also
in stair, more complex than the ones existing so far.

In stair nesting each step corresponds to a factor. We generalize the theory of
these models by introducing the ability to break down each factor, putting on each
step submodels with orthogonal structure.

To study structured stair nesting models, we propose two algebraic structures
which, although different, allow to obtain the same estimators for the relevant para-
meters. Commutative Jordan algebras are used to express these structures. Using
the principal basis, of the algebra associated to the models, the estimation will be
based on the relationship between the canonical variance components and the usual
ones. Apart from structured stair nesting models, we also present models obtained
by crossing several of these nestings.

Keywords: stair nesting and structured stair nesting, variance components,

commutative Jordan algebras.
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Notacao

Y. : vector coluna com n componentes

1, : vector constituido por n componentes iguais a 1
0,, : vector constituido por n componentes iguais a 0
dim(S) : dimensao do subespago S

S+ : complemento ortogonal do subespaco S

Xs : projecgao ortogonal do vector x no subespaco S
x -y : produto interno entre os vectores X e y

|Ix|| : norma do vector x

A, : matriz com n linhas e m colunas ou do tipo n x m
A : transposta da matriz A

A~!: inversa da matriz A

A" : inversa de Moore-Penrose da matriz A

D (A4, ---,A,) : matriz diagonal por blocos

t . . . ~ s
[x1---X,]" : matriz cujas linhas sdo constituidas pelos vectors xi, - - -
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[AL ... AL]": matriz cujas linhas sio constituidas pelas submatrizes Ay, - - -

J, : matriz de ordem n com todas as componentes iguais a 1
I, : matriz identidade de ordem n

0,,xm : matrix nula do tipo n x m

|A| : determinante da matriz A

car (A) : caracteristica da matriz A

tr (A) : trago da matriz A

R (A) : espago gerado pela matriz A

Ely] : valor esperado do vector aleatério y

COV [y| : matriz de covariancia do vector aleatério y

COV [x,y] : matriz de covariancia cruzada dos vectores aleatérios x e y

y ~ (p; V) : vector aleatério y com vector médio p e matriz de covarianciaV

N(p; V) @ distribuicao normal com vector médio p e matriz de covariancia V

X2 @ distribuicao qui-quadrado central com n graus de liberdade

Tpn : quantil de probabilidade p para 2

Fom ¢ distribuicao F de Snedecor central com n e m graus de liberdade

fpnm © quantil de probabilidade p de F,, ,,
® : produto de Kronecker
* : produto de Kronecker restrito

X : produto cartesiano
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Capitulo 1

Introducao

No delineamento experimental de uma dada experiéncia, é usual ser analisado mais
do que um factor, podendo originar varios modelos, dependendo estes da relacao

existente entre os diferentes factores.

Um dos modelos utilizados é o aninhamento. Quando se tem um modelo com
aninhamento de varios factores, significa que para cada nivel do 1° factor sao consi-
derados os niveis do 2° factor, para cada nivel do 2° factor sao considerados os niveis
do 3° factor e assim sucessivamente. Diz-se que o 1° factor aninha o 2°, o 2° aninha
0 3° e assim por diante, existindo uma relacao de hierarquia entre os factores. Os
niveis do factor aninhado nao sao os mesmos em todos os niveis do factor que ani-
nha (factor principal), pelo que o factor aninhado nao pode ser considerado sem que
seja indicado qual o nivel do factor principal em que ele estd aninhado. Quando se
muda o nivel de um factor, mudam-se também os niveis do outro factor, nao sendo
possivel testar efeitos de interaccao. O aninhamento mais usual é o aninhamento
equilibrado. Neste tipo de aninhamento, em todos os niveis do factor principal é
considerado o mesmo nimero de niveis do factor aninhado. Nos modelos com ani-
nhamento equilibrado o nimero de tratamentos é geralmente elevado, pois ¢ dado

pelo produto do nimero de niveis para cada factor.



2 CAPITULO 1. INTRODUCAO

Os modelos com aninhamento em escada sao uma boa alternativa a utilizagao
dos modelos com aninhamento equilibrado, ver [Fernandes et al., 2012], pois per-
mitem economizar grandemente no nimero de observacgoes, ji que o numero de
tratamentos é a soma do nimero de niveis dos factores, em vez do seu produto.
Nestes modelos os niveis do 1° factor sao combinados com um tnico nivel para cada
um dos factores seguintes, depois um tnico nivel do 1° factor é combinado com
os niveis do 2° factor e com um unico nivel para cada um dos factores seguintes
e assim sucessivamente. Os modelos com aninhamento em escada foram introdu-
zidos por [Cox and Solomon, 2003], e a estrutura algébrica para estes modelos foi
proposta por [Fernandes et al., 2010], dando origem a trabalhos mais recentes como

[Fernandes et al., 2011], [Fernandes et al., 2012] e [Fernandes et al., 2014].

No aninhamento em escada, a cada degrau do modelo corresponde um factor.
Neste trabalho vamos apresentar um desenvolvimento natural destes modelos, em
que por degrau se podem considerar varios factores. Iremos estender a teoria dos
aninhamentos em escada, de forma a incluir a possibilidade de se desagregar cada
um dos factores intervenientes, passando os degraus do modelo a terem submodelos

com estruturas ortogonais.

Além do aninhamento em escada estruturado, estudaremos os modelos obtidos
cruzando varios desses aninhamentos. O cruzamento é outra das relacoes utilizadas
na construcao de modelos. No cruzamento, todos os niveis de cada factor envol-
vido, sao combinados com todos os niveis dos outros factores. Assim, o nimero de
tratamentos ¢ o nimero de todas as combinagoes possiveis dos niveis dos factores,

podendo ser testados os efeitos de todos os factores e das interagoes entre eles.

No estudo, do aninhamento em escada e cruzamento, vao ser utilizadas algebras
de Jordan comutativas e operagoes binarias entre as bases principais dessas algebras.
O produto de Kronecker e o produto de Kronecker restrito estao associados aos mo-

delos com cruzamento e aninhamento, respectivamente, e foram introduzidos por



[Fonseca et al., 2006]. No caso do aninhamento em escada, foi introduzida uma
nova operacao entre algebras de Jordan, ver [Fernandes et al., 2010], designada por
produto cartesiano. As algebras de Jordan comutativas sao espacos lineares, cons-
tituidos por matrizes simétricas que comutam e que contém os quadrados das suas
matrizes. Cada algebra de Jordan comutativa tem uma base tinica, a base princi-
pal, constituida por matrizes de projeccao ortogonal mutuamente ortogonais, ver
[Seely, 1971}, o que permite uma apresentacao unificada dos modelos ortogonais.

Usaremos um modelo de efeitos aleatdrios

y =) X(h)B(h) (1.1)

h=0
onde as matrizes X(h), h =0,--- ,w, sdo designadas por matrizes de incidéncia e os
vectores B3(h), h =1,--- ,w, correspondem aos efeitos dos factores e das interagoes.
Admitiremos ainda que, 3(0) é fixo e que os vectores dos efeitos, B(h), h =1, -+, w,

sao aleatérios e independentes com vectores médios nulos e com matrizes de co-
variancia 0%(h)I.p), h = 1,--- ,w, em que ¢(h) = car (X(h)), h =1,--- ,w. Este
modelo vai pertencer a classe dos modelos ortogonais ou com estrutura ortogonal.

Um modelo diz-se ortogonal quando as matrizes

M(h) = X(B)X'(h), h=1,--- u

comutam, ou seja, quando

M(R)M(R') = M(F)M(h) , h,h' =1, ,u.

Iremos ver que, o facto dessas matrizes comutarem, vai permitir concluir que
pertencem a uma algebra de Jordan comutativa, que é gerada por elas, e como tal

vai ser possivel escrever a matriz de covariancia do modelo (1.1) na forma
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COV(y) =) _~(k)Q(k)
k=1
em que as matrizes Q(k), k = 1,--- ,m, constituem a base principal da dlgebra
de Jordan comutativa a que o modelo estd associado. As v(k), k = 1,--- ,m, tém

o nome de componentes de variancia candnicas. A estimacao das componentes de
variancia iniciais, o%(h), h = 1,- -+, w, é feita com base na relagao entre (k) e o%(h).
Veremos também que, admitindo a normalidade do modelo, vamos obter estatisticas
suficientes.

O presente trabalho inclui ja observacoes e consideracoes que resultaram da
publicacao de alguns resultados em revista, assim como da sua apresentacao em
conferéncias. A este respeito ver [Monteiro et al., 2012], [Monteiro et al., 2013],
[Monteiro and Mexia, 2013] e [Mexia and Monteiro, 2014].

Relativamente a organizacao, esta tese é constituida por 6 capitulos. No capitulo
seguinte, capitulo 2, serao apresentados alguns resultados preliminares, impres-
cindiveis no trabalho que vamos desenvolver. Neste capitulo destacam-se as algebras
de Jordan comutativas, dada a sua importancia na teoria a desenvolver nos capitulos
seguintes.

No capitulo 3 vai ser estudado o aninhamento em escada, uma vez que este
modelo estd na base do aninhamento em escada estruturado. Além da abordagem
usual, que designamos por global, apresentar-se-4 também uma nova abordagem que
designamos por degrau a degrau. Esta abordagem permite simplificar a perspectiva
com que analisamos os degraus do modelo. A ideia principal é dividir um modelo
complexo, em varios modelos mais simples. Para exprimir a estrutura algébrica do
aninhamento em escada, serd usada a algebra de Jordan comutativa a que o modelo
esta associado.

O capitulo 4 sera a parte principal deste trabalho e centrar-se-4 no modelo com

aninhamento em escada estruturado. A estrutura algébrica deste modelo vai ser



introduzida recorrendo a abordagem degrau a degrau, ja apresentada no capitulo
3, seguindo-se a abordagem global. A anélise do modelo sera feita recorrendo as
algebras de Jordan comutativas. As duas abordagens, apesar de originarem dife-
rentes estruturas para o modelo, permitem obter os mesmos estimadores para os
parametros de interesse. Sera ainda apresentado um exemplo de aplicacao resolvido
pelas duas abordagens.

O cruzamento de modelos com aninhamento em escada estruturado sera abor-
dado no capitulo 5. Comecaremos por estabelecer resultados gerais para o cruza-
mento de modelos e depois vamos particularizar para o caso dos aninhamentos em
escada estruturados. Neste capitulo recorremos a abordagem global, ja considerada
no capitulo anterior. Como estes modelos sao bastante gerais, vamos apresentar
ainda um exemplo de aplicacgao.

No tltimo capitulo serao apresentadas as conclusoes do trabalho e as perspectivas

para trabalhos futuros.
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Capitulo 2

Resultados Preliminares

2.1 Bases Ortonormadas e Projeccoes Ortogonais

Definicao 2.1.1. Sejam vy, v, -+, v, vectores de um espago vectorial £ sobre um
corpo K. Um vector x € £ € combinagdao linear dos vectores vi,Vva,--- ,V, Se
existirem escalares oy, ag, -+, o, € K tais que

p
X = ZO&I‘VZ'. (2].1)
=1

Definicao 2.1.2. Seja €& um espago vectorial sobre K. Os vectores vi,va, -+ ,v, € £

sao linearmente independentes se

p
Zaivi:0:>a1:0@:~~:ap:0. (2.1.2)
i=1

Definicao 2.1.3. Seja £ um espaco vectorial sobre K. Diz-se que o0s vectores

V1, Vg, -,V 8ao geradores do espaco e escreve-se
£ =< Vi,Vg, -+, Vp > (213)

se um qualquer vector de £ se pode escrever como combinagao linear dos vectores

Vi, Vg, -, Vy.
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Se os elementos de um espaco vectorial forem matrizes define-se também espago

gerado por uma matriz.

Definicao 2.1.4. O espaco gerado por uma matriz A é definido como o espaco
gerado pelas colunas da matriz e € designado por espaco imagem de A. O espaco

imagem de A € um espago vectorial representado por R(A), em que
R(A)={v:v=Auucf}. (2.1.4)

Sempre que o niumero de vectores que gera um espaco vectorial é finito o espago
diz-se finitamente gerado.

Define-se agora base de um espaco vectorial como

Definicao 2.1.5. Seja € um espaco vectorial finitamente gerado. O conjunto

{v1,va, -+, v, } € uma base se :
1. {v1,va, -, v} € um conjunto de vectores linearmente independentes;
2. {v1,va, -+, v} € um conjunto de geradores de E.

Corolario 2.1.1. Se £ € um espago vectorial finitamente gerado entao todas as suas

bases tém o mesmo numero de vectores.

Definicao 2.1.6. Seja € € um espago vectorial finitamente gerado. O numero de

vectores de qualquer base de £ designa-se por dimensao.

Os espacos vectoriais, no que se segue, sao todos de dimensao finita sobre o corpo

dos reais.

Definicao 2.1.7. Seja £ um espaco vectorial real. Chama-se produto interno em
E a toda a aplicagao que a cada par de vectores (x,y) € € x & faz correspon-
der o numero real X -y verificando as sequintes condicoes, para quaisquer vectores

x,y,z € & e para qualquer o € R,
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1. X y=y- X,
2. (x+y) z=x-z2+Yy- 2z
3. (ax) -y =a(x-y);
4. x-x2>20ex-x=0 seesosex=0¢.

Para R", espaco vectorial de dimensao n sobre o corpo dos reais, é usual definir-
t

t
se o produto interno entre os vectores x = [ Ty o T ] ey = [ Y1 Yn

como

Xy =x'y = ijyj.
j=1

Definigao 2.1.8. Seja Eum espaco euclidiano e x € £. Chama-se norma associada

ao produto interno definido em &€ ao niumero

Il = v x.

Para x € R”, a norma definida para o produto interno usual é dada por

Il = Vacx = /a + a3 + a3

Definicao 2.1.9. Sejam x ey dois vectores de um espacgo euclidiano £. Os vectores

X ey dizem-se vectores ortogonais se x -y =0.

Definicao 2.1.10. Um conjunto de vectores {vy,va,--- , vy} diz-se ortogonal se os
seus elementos sao ortogonais dois a dois. Se, além de ortogonais dois a dois, todos

0s vectores tém norma igual a 1 entao o conjunto {vi,va, -+, vy} diz-se ortonor-

mado.

Definigao 2.1.11. Se as linhas (ou colunas) de uma matriz B, de ordem k, formam

um conjunto ortonormado de vectores entao



10 CAPITULO 2. RESULTADOS PRELIMINARES

BB'=B'B =1,
e diz-se que B € uma matriz ortogonal.

Definicao 2.1.12. Uma base de um espago vectorial £ diz-se ortonormada se o

conjunto de vectores que a constituem for ortonormado.

Para um espago euclidiano £ de dimensao finita, com excepcao do {0}, é sempre
possivel obter uma base ortonormada de £. O processo de ortogonalizacao de Gram-
Schmidt permite obter uma base ortonormada de £ partindo de uma qualquer base
de £.

Sendo & um subconjunto nao vazio do espaco vectorial £, se § ainda é um espago

vectorial entao S diz-se um subespaco vectorial de £.

Definicao 2.1.13. Seja & um subespaco vectorial de £. Diz-se que um elemento de
E € ortogonal a S se € ortogonal a todos os elementos de S. O conjunto dos vectores

ortogonais a S diz-se o complemento ortogonal de S e representa-se por
St={xec&:x-y=0, VyeS}.
Podemos entao estabelecer os seguintes teoremas

Teorema 2.1.1. Se § ¢ um subespago vectorial de £ entao o complemento ortogonal

de S, S*, também ¢é um subespaco vectorial de E.

Teorema 2.1.2. Seja S um subespaco vectorial de £. Entio & = S B S*, com
H representando a soma directa ortogonal de subespacos vectoriais, isto €, qualquer

vector x € € pode escrever-se de maneira unica na forma
X=Xs+Xs. comxXs€S exgL €ST.

Os vectores xs e xg1 dizem-se, respectivamente, as projeccoes ortogonais do

vector x sobre os subespacos S e S*.
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2.2 Matriz de Projeccao Ortogonal e Matriz
Simétrica

A projeccao ortogonal de um vector x num subespaco vectorial S pode ser repre-

sentada também na forma matricial.

Teorema 2.2.1. Suponha-se que as linhas da matriz A formam uma base ortonor-
mada para o espago vectorial S, o qual é um subespaco de £. Se x € £, a projeccao

ortogonal de x sobre S é dada por

x5 = A'Ax.
Tem-se entao a definicao

Definigao 2.2.1. A matriz Q(S) = A'A € a matriz de projecg¢io ortogonal sobre
S.

Com base no exposto e de acordo com (2.1.4) tem-se que R(Q(S)) = S.

Note-se que, apesar de um espaco vectorial S nao ter apenas uma base ortonor-
mada, a matriz de projeccao ortogonal sobre esse espaco, construida a partir de uma
qualquer base, é unica.

Segue-se a proposi¢ao

Proposicao 2.2.1. Uma matriz é matriz de projec¢ao ortogonal se e so se for

idempotente e simétrica.

Definicao 2.2.2. Sejam Qi e Qo duas matrizes de projeccao ortogonal de ordem

k. Quando
Q:1Q2 = Opxi

as matrizes dizem-se mutuamente ortogonais.
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Tem-se ainda,

Proposicao 2.2.2. Dois subespagos sao ortogonais se e so se as matrizes de pro-

jeccao ortogonal que os geram também o forem.

As familias de matrizes de projeccao ortogonal mutuamente ortogonais vao ter,
neste trabalho, um papel crucial.

Considere-se agora M uma matriz de ordem n. Os valores préprios da matriz M
obtém-se calculando as raizes de |M — AI|. A multiplicidade algébrica dos valores
proprios serda dada pela multiplicidade dessas raizes. Se \; é um valor préprio de
M e Mx = \;x, x # 0, entao x é vector proprio de M associado ao valor préprio
Ai,i = 1,--- k. Os vectores proprios associados a A; geram o subespaco préprio
associado ao valor préprio A;,7 =1, , k. A dimensao desses subespacgos proprios

¢ a multiplicidade geométrica dos valores proprios.

Definicao 2.2.3. Uma matriz quadrada M diz-se ser uma matriz simétrica se
M’ = M. (2.2.1)

Se M for uma matriz simétrica, tem-se que a multiplicidade algébrica e a multi-

plicidade geométrica dos valores proprios da matriz M sao iguais.

Definicao 2.2.4. Qualquer matriz quadrada que possa ser transformada numa ma-
triz diagonal, através da multiplicagcao por uma matriz reqular e pela sua inversa,
diz-se ser uma matriz diagonalizavel. A matriz que a diagonaliza designa-se por

matriz diagonalizadora.

Se M ¢é uma matriz simétrica, de ordem n, entao existe uma matriz diagonaliza-

dora ortogonal

P=|z - Zn]t (22.2)
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tal que
PMP' = DMLy, Aeln,)- (2.2.3)
Entao D(ML,,, -+, Aeln,) ¢ uma matriz diagonal, cujos elementos principais sao
os diferentes valores préprios da matriz M, A, --- , Ay com multiplicidades
my, -, Mg,

respectivamente, tal que m; + --- + my = n. As linhas da matriz P, que sao os
vectores proprios ortonormados correspondentes a cada um dos valores proprios de
M, formam uma base ortonormada para o respectivo subespaco préprio.

Sejam

Ala"' 7A-k:

as matrizes cujas linhas sao constituidas pelos vectores préprios ortonormados asso-

ciados aos diferentes valores proprios da matriz M, entao

p:[Ag Az]t (2.2.4)

e as matrizes de projeccao ortogonal sobre os subespacos gerados pelos vectores

préprios associados a \;, sao dadas por

sendo estas matrizes mutuamente ortogonais.

Escrever M como combinacao linear das matrizes de projecgao ortogonal, ou seja,
das matrizes Q;, é bastante importante no estudo que se segue. Sejam Ay, -, \x 0s
diferentes valores proprios associados a matriz M, com multiplicidades mq, - - - , ms,

respectivamente, tal que m; + - - - + my = n, entao
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M = P'DNL,, A\l )P

M, -+ 0 A,
= [Atl Ali‘;}
0 - ML, | | Ax
k k
7j=1 J=1

Por outro lado, a matriz M também se pode escrever como combinagao linear dos
vectores proprios ortonormados correspondentes a cada um dos seus valores proprios.
Sendo z1, - - - , z, todos os vectores proprios associados aos valores proprios da matriz

M, por (2.2.3), tem-se que

M = P'DA\, -, AP

BN ——

= ) Nzl (2.2.6)
=1

Dado um conjunto de matrizes, se além de simétricas também comutam entre
si, entao o resultado seguinte garante que sao diagonalizédveis pela mesma matriz

ortogonal, ou seja, tém a mesma diagonalizadora ortogonal.

Teorema 2.2.2. Sejam My, --- , My matrizes simétricas de ordem n. Entao existe
uma matriz ortogonal P, tal que PM;P? € uma matriz diagonal para cada i se e s

se MM, = M;M,; para todos os pares (i,j).
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2.3 Matriz Inversa de Moore-Penrose

Em estatistica, muitas vezes surge a necessidade de inverter uma matriz que nao é
quadrada, ou que nao é regular. A inversa de Moore-Penrose, ver [Pollock, 1979],
define que qualquer que seja a matriz W, quadrada ou nao, existe uma e uma sé

matriz W que satisfaz as condicoes seguintes:

[ WWHW = W
WHWWH = W+
(WWH) = WW+

| (WHW) = WW

A matriz W que satisfaz as condi¢oes anteriores é matriz inversa de Moore-Penrose
de W.

No caso de W ser regular, tem-se que

WH=w1
Se W for uma matriz simétrica entao tem-se que
<W+)t — (Wt)Jr — W+,

pelo que a sua inversa de Moore-Penrose também o sera.
Se as linhas de uma matriz W formarem uma base ortonormada entao tem-se
que a sua inversa de Moore-Penrose ¢ igual & matriz transposta, ou seja, W = W,

Seja agora Q uma matriz de projeccao ortogonal. Como

QQQ=Q°Q=QQ=Q*=Q

(QQ)'=Q'Q'=QQ,
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entao verificam-se as condigoes da matriz inversa de Moore-Penrose. Assim, tem-se
que se Q for uma matriz de projecgao ortogonal, entao a inversa de Moore-Penrose
é a prépria matriz, ou seja, QT = Q.

Se M for uma matriz simétrica, como M = P!D(\{,--- | \,)P e as linhas da

matriz P formam uma base ortonormada, entao

Mt =PDA, -+, AP

onde

XYM A0,i=1,---,n
N = ‘ 7 . (2.3.1)
0 , =0,i=1,---,n.

A matriz de projeccao ortogonal sobre o espago gerado pela matriz X, Q = R(X),

ver [Mexia, 1995], é dada por
Q(0) = Q(X) = X(X'X)*X! = XX+

onde

X+ — (XtX)+Xt

o que reduz o problema de obter a inversa de Moore-Penrose apenas para matrizes

que sejam simétricas.

2.4 Produto de Kronecker entre Matrizes

Nesta sec¢ao apresentamos o produto de Kronecker, bem como alguns resultados que

serao uteis. Mais informacgao sobre este produto pode ser encontrada, por exemplo,

em [Schott, 1997], [Rao and Rao, 1998] e [Steeb and Hardy, 2011].
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Definigao 2.4.1. Dadas as matrizes A, s = [a;;] € Buxy, 0 respectivo produto de

Kronecker serd uma matriz do tipo ru X sv dada por

(lllB CL15B
A®B=

CLHB s CLTSB

Este produto, apesar de nao ser comutativo, verifica

ABRC)=(A®B)®C

sendo uma operacao associativa.
Seja 1, o vector coluna n x 1 em que todas as componentes sao iguais a 1 e

J, = 1,1'. Entdo

J,J, =Jum.

Os resultados seguintes apresentam propriedades do produto de Kronecker que

resultam, na sua maioria, da aplicacao imediata da definicao anterior.
Teorema 2.4.1. Sejam A, B e C matrizes quaisquer. Entdo
1. A+B) e C=AxC+B®C, com A e B matrizes do mesmo tipo
2 AB+C)=AB+A®C, com B e C matrizes do mesmo tipo.

Teorema 2.4.2. Sejam A e B matrizes quaisquer e o e [ escalares quaisquer.

Entao
I.a®A=ARQa=acA

2. (@A) ® (fB) = af (A ®B).
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Teorema 2.4.3. Sejam a e b vectores quaisquer. Entdo
ab'=a®@b'=b'®a.
Teorema 2.4.4. Sejam A e B matrizes quaisquer. Entao
(A®B) = Al @B
Em particular tem-se,
Corolario 2.4.1. Se A e B forem matrizes simétricas quaisquer tem-se que
(A®B) = A®B,
pelo que o produto de Kronecker de matrizes simétricas ainda € uma matriz simétrica.

O resultado seguinte combina o produto de Kronecker com o produto usual entre

matrizes,

Teorema 2.4.5. Se os produtos usuais entre matrizes A1B1 e AsBy estao definidos

tem-se

(A1 ® Ay) (B; ® By) = (A1B) ® (A2By)
e vem que
Corolario 2.4.2. Se A e B forem matrizes idempotentes quaisquer entao
(A®B)’=A®B,

pelo que o produto de Kronecker de matrizes idempotentes ainda é uma matriz idem-

potente.
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Proposicao 2.4.1. Sejam Q(A) e Q(B) matrizes de projeccao ortogonal sobre
R(A) e R(B), respectivamente. Entao

QA®B)=Q(A)®Q(B)

¢ a matriz de projec¢ao ortogonal sobre R(A ® B).

Teorema 2.4.6. Sejam A e B matrizes quaisquer. Entao

car(A ® B) = car(A) x car(B).

2.5 Algebras de Jordan Comutativas

O objectivo desta seccao é introduzir as algebras de Jordan comutativas constituidas
por matrizes simétricas. Apresentam-se os conceitos e resultados mais importantes,

bem como as operagoes bindrias sobre estas algebras.

2.5.1 Definicao e Conceitos Fundamentais

As algebras de Jordan foram introduzidas por [Jordan et al., 1934], na reformulagao
algébrica para mecanica quantica. Mais tarde, em [Seely, 1970a] foram redescobertas
e usadas em Inferéncia Estatistica Linear. A linha de investigacao iniciada por Seely,
originou desenvolvimentos relevantes nesta érea , ver [Seely, 1970b], [Seely, 1971],
[Seely, 1977], [Seely and Zyskind, 1971]. Mais recentemente essas estruturas tém
sido utilizadas nos mais diversos trabalhos, ver [Zmyslony and Drygas, 1992],
[VanLeeuwen et al., 1998], [VanLeeuwen et al., 1999], [Fonseca et al., 2007],
[Fonseca et al., 2008] e [Carvalho et al., 2015].

De forma a evitar questoes para além dos objectivos deste trabalho, as dlgebras de

Jordan comutativas que vamos considerar sao constituidas por matrizes simétricas.
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As algebras de Jordan comutativas sao espagos lineares constituidos por matrizes
simétricas, que comutam, e que contém os quadrados das suas matrizes.

Vamos considerar que as matrizes que constituem as algebras de Jordan comu-
tativas sao matrizes reais de ordem n.

[Seely, 1971] mostrou que, cada algebra de Jordan comutativa A tem uma tnica
base {Q1, -+, Qu}, constituida por matrizes de projecgao ortogonal mutuamente
ortogonais. Esta base designa-se por base principal e representa-se por bp(A). Inver-
samente, cada familia de matrizes de projeccao ortogonal mutuamente ortogonais é
base principal de uma Aalgebra de Jordan comutativa. Seja
Q={Qi,-,Qn} =bp(A).

Diz-se que uma &lgebra de Jordan comutativa A é completa se

e vem que Z;nzl gj =n com g; = car(Q;), j =1,--- ,m. Caso a algebra de Jordan
comutativa nao seja completa tem-se Z;n:l g; < n, mas se juntarmos a sua base

principal a matriz

Qni =1, - > Q
j=1

entao a algebra de Jordan comutativa passa a ser completa e designa-se por algebra
de Jordan comutativa completada de A.

Dada uma matriz M € A tem-se que
M=) 5Q,= ) bQ
j=1 JEC(M)

com C(M) = {j : b; # 0}.
Como as matrizes Q;, 7 = 1,--- ,m, sao matrizes de projeccao ortogonal entao

Q;r = Qj, e vem que, para uma matriz M € A a matriz inversa de Moore-Penrose
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de M ¢é
+

Mf=| > 5Q| = > b'QeA

JjEC(M) JEC(MT)
com C(M*) = C(M). Assim sendo, as élgebras de Jordan comutativas contém as
inversas de Moore-Penrose das suas matrizes.
SejaM € A, e vv; = R(Q;),j =1,---,m, como os \/; sdo mutuamente orto-
gonais, entao o espaco imagem da matriz M pode ser escrito como soma directa

ortogonal, H, dos subespacos imagem das matrizes da base principal, ou seja,

= Y bRQ)= H v, (2.5.1)

jeC(M
jecmn JeC(

€ veln

car(M) = dim(R(M)) = Z dim(V;)

JEC(M)
= Z car(Q;) = Z gj- (2.5.2)
jeCc(M) jecm)

Tem-se ainda que, para M € A, a matriz de projeccao ortogonal sobre o espaco

gerado pela matriz M é

QM) = Q(RM))=MM"

= > bQ Z b;'Q;

jeC(M) jec(M

= Z Q,. (2.5.3)

jeC(M

Considere-se agora Q € A uma matriz de projeccao ortogonal. Como Q é matriz
de projeccao ortogonal entdo Q vai ser idempotente, ou seja, Q = Q2. Por outro
lado, uma vez que as matrizes Q;, j = 1,--- ,m, também sao matrizes idempotentes

e mutuamente ortogonais, entao
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m 2
Q? = (Z ijj) =(01Q1+ -+ Q) (11 Q1+ -+ + 0 Qi)

Jj=1
m

— Z bQ; (2.5.4)
j=1

€ vell que

Q=Q & ) hQ,=> hQ,
P =1

& b=bjsb=0Vb=1j=1--m (2.5.5)

Assim, sendo

Q=) q (2.5.6)

jeC(Q)
com C(Q) = {j;b; # 0}, ou seja, cada matriz de projecgao ortogonal que pertenca
a uma algebra de Jordan comutativa sera dada pela soma de todas, ou de uma parte
das matrizes da sua base principal.
Usando (2.5.2) e (2.5.6), tem-se que, se a matriz Q € A for uma matriz de
projecgao ortogonal com car(Q) = 1 entdao Q € bp(A).

Uma algebra de Jordan comutativa A diz-se regular se %J n € A. Se A for uma

algebra de Jordan comutativa regular %J n € A e como %Jn é matriz de projecgao

ortogonal e car (1Jn) = 1 entao %Jn € bp(A). Entao tem-se ainda que se Q; = %Jn

n
a algebra de Jordan comutativa A é regular.

E facil verificar que dlgebra de Jordan comutativa A(s) com base principal

{%JS,KS}, onde K, = I, — 1J,, ¢ uma &lgebra de Jordan comutativa regular e

s
completa. Tem-se que Ky = T:T, com T, uma matriz do tipo (s — 1) X s, que

1
se obtém retirando a 1* linha igual a —1% de uma matriz ortogonal de ordem s.
s

NG
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Os vectores que constituem as linhas da matriz T, sao vectores de contrastes, mu-
tuamente ortogonais e de norma 1.
Sendo A; uma matriz cujos vectores linha constituem uma base ortonormada

para o espaco V; = R(Q;), j =1,--- ,m, entdo tem-se

Q; = AjA, o =1,.m
A]A-; = Ig] y j = 1’ PP 7m (2'5'7)
AjAé-/:Onggj/ aj%j/ , j,j/:L... ,m,
\
onde
g; = car(Q;) = car(A;) = dim(V;), j=1,--- ,m. (258)

Sendo @ = bp(A) = {Qi,---,Q,} entdo, usando as matrizes A; definidas

anteriormente, podemos escrever

Tem-se ainda que se uma algebra de Jordan comutativa for regular entao A, = \/%12

Seja agora M € A uma matriz regular. Entao

M= > bQ
JjeCM)
com C'(M) = {j : b; # 0} e car(M) = n. Usando (2.5.2), car(M) = >_ .. 95 Pelo
que > .com 9 = n e entdo C(M) = {1,--- ,m}. Tem-se assim que 7", Q; =1,
logo A é completa. Assim sendo, se uma algebra de Jordan comutativa contém
matrizes regulares entao é completa. O reciproco também se verifica, ou seja, se A
é completa Z;nzl Q, =1, € A Como I, é uma matriz regular entao A contém

matrizes regulares.
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Relembremos agora que para M = Z;”Zl ,;,Q, matriz simétrica, existe uma ma-

triz P, diagonalizadora ortogonal, tal que
PMP' = D(l1,,,- - ,by1,.)

onde D(biI,,---,bn1,,) é uma matriz diagonal, cujos elementos principais,
bi,- -+, by, sao os valores préprios da matriz M, com multiplicidades gy, , gpm,
respectivamente. As linhas da matriz P, que sdo os vectores proprios ortonormados
correspondentes a cada um dos valores préprios de M, formam uma base ortonor-
mada para o respectivo subespago proprio.

Por outro lado, se A for uma algebra de Jordan comutativa completa, entao A

contém matrizes regulares. Se M = Z;n:l ;Q; for uma dessas matrizes regulares

entao b; #0, 7 =1,--- ,m e vem que
M| = [P'D(bi,,, - by, )P| = [ 7. (2.5.9)
j=1
Se M ¢ regular tem-se ainda que
M~ =>"b'Q;.
j=1
Seja M = {Mj,--- ,M,} uma familia de matrizes da élgebra de Jordan comu-
tativa A. Nesse caso tem-se
M; =) b:;Q,i=1-,w (2.5.10)
j=1
AmatrizB = [b; ], i =1,--- ,w, j =1,--- ,m designa-se por matriz de transicao

entre M e Q, M \ Q. Esta matriz é invertivel se e s6 se w = m = dim(A) e nesse

caso para B~! = [b*"] vem que

Q=> My, £=1,--,m (2.5.11)

h=1
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e M serd uma base para A.

Comecemos por relembrar que as matrizes de uma familia

M:{Mlv'” 7Mw}

de matrizes simétricas comutam se e sé se essas matrizes forem diagonalizaveis pela

mesma matriz ortogonal P. Entao temos que
M CV(P),

com V(P) a familia das matrizes simétricas diagonalizdveis por P. Como V(P) é
uma algebra de Jordan comutativa, entao a familia M esta contida numa algebra de
Jordan comutativa se e so se as suas matrizes comutarem. Uma vez que a interseccao
de algebras de Jordan comutativas ainda é uma algebra de Jordan comutativa, se as
matrizes de M comutam, entao existe a mais pequena algebra de Jordan comutativa
contendo M. Essa élgebra de Jordan comutativa é gerada por M e representa-se
por A(M). Vejamos como obter a bp(A(M)).

Se a matriz diagonalizadora ortogonal das matrizes My, --- ,M,, for P, os vec-
tores linha da matriz P, zq, - - - , z,, serao os vectores proprios associados aos valores
préprios das matrizes de M.

Ja vimos que, se A\j1, -+, A\ip, ¢ = 1,- -+, w, sao os valores proprios da matriz M;

entao

n
M, = g )\wzjzj
=1
em que
t . .
Nig=2z;Mzj, i=1,--,w,j=1,--,n
Podemos considerar uma relagao de equivaléncia, na familia dos vectores préprios,

em que dois vectores proprios estao relacionados, sempre que estejam associados a

valores proprios idénticos para todas as matrizes de M.
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Defina-se entdo em {zj, - ,2z,} a relacao de equivaléncia 7 em que z,7z, se e
SO se
t t .
z, Mz, =z,M;z,, 1 =1,--- ,w,
ou seja, quando z, e zp, h # {, h,¢{ =1,--- n, estiverem associados a valores

proéprios idénticos para todas as matrizes de M.

As classes de equivaléncia definidas por 7 podem ser de dois tipos. A classe de
equivaléncia 7 é do primeiro tipo se os seus vectores proprios estiverem associados
a um valor proprio nao nulo para pelo menos uma das matrizes de M. Além do
primeiro tipo, existe um segundo tipo de classe de equivaléncia 7, cujos vectores
estao associados aos valores proprios nulos para todas as matrizes de M. Esta classe
de equivaléncia, se existir é apenas uma. O nimero de classes associadas ao primeiro
tipo serd o indice proprio de M e o cardinal de cada classe serd o nimero das suas
matrizes.

Sejam Cy,---,C,, os conjuntos de indices dos zq, - - - , z, pertencentes as classes

de equivaléncia associadas ao primeiro tipo, as matrizes

Qj:ZZiZ}Z’?j:l’”' ,m

ieC;
sao matrizes de projeccao ortogonal mutuamente ortogonais, que constituem a base
principal de uma édlgebra de Jordan comutativa, A(Q) com @ = {Qu, -+, Qu}. Se
A;, j=1,---,m, forem as matriz cujas linhas sao os vectores préprios pertencentes

a classe j entao

Qj:Az-Aj,j:l,---,m.

Podemos entao estabelecer o seguinte resultado
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Proposigao 2.5.1. Para M = {My,--- , My} ¢ Q@ = bp(A(Q)) = {Qu, -, Qn}

tem-se que

AM) = A(Q).

2.5.2 Operacgoes Binarias sobre Algebras de Jordan Comu-
tativas

Vamos agora considerar operacoes bindrias sobre as bases principais das algebras

de Jordan comutativas. Veremos mais a frente exemplos de como estas operacgoes,

utilizadas em conjunto, permitem a construgao de modelos complexos a partir de

modelos mais simples.

Comecemos por definir o produto de Kronecker entre L familias de matrizes

quaisquer

Definicao 2.5.1. Dadas as familias de matrizes

Ul ={Uip(0) , i) =1,--- ,h(O} , £=1,--- L

a familia

SN

U= {Ui Ui =QUig(t) i=1,-- h= Hh(z)} (2.5.12)

com 0s indices
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O produto de Kronecker, ®, é a operacao utilizada para construir modelos obti-
dos por cruzamento e foi introduzida por [Fonseca et al., 2006]. Nestes modelos, os
tratamentos serao as combinacoes dos tratamentos dos modelos iniciais. Se os mo-
delos iniciais estiverem associados as dlgebras de Jordan comutativas A(1) e A(2), o

modelo obtido por cruzamento vai estar associado a algebra de Jordan comutativa
A(l) ® A(2).

Segue-se

Proposicao 2.5.2. Sendo A({), { = 1,2, dlgebras de Jordan comutativas com bases
principais Q(€) = {Q1(£), -+, Qm(£)}, com £ = 1,2, entdo

A=A(1) ® A(2)
serd algebra de Jordan comutativa com a base principal

Q=Q(1)®Q(2)

constituida pelas matrizes

Qi =Qn(1)®Qi(2),i(l)=1,--- ,m(0), L=1,2

para os indices
i=01)—1)m(2)+i2),i=1,--- ,m, m=m(l) x m(2).

Proposigao 2.5.3. Sendo A(1) e A(2) dlgebras de Jordan comutativas regulares,

constituidas por matrizes de ordem n(1) e n(2), como

1 1 1

T @ = Ly Tan © pyde € A)® € AR)

entio A(1) ® A(2) é uma dlgebra de Jordan comutativa regular.

|
[

=
&

Tem-se ainda
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Proposigao 2.5.4. Sendo A(1) e A(2) dlgebras de Jordan comutativas completas,

constituidas por matrizes de ordem n(1) e n(2), como

alt m(1) m(2)
Z Z Q) @Qix2) = | > Qo) |e| D Q@)
i(1)=1 i(2)=1

i(1)=14i(2)=1

= L ® Ly = Lne
entao A(1) ® A(2) € uma dlgebra de Jordan comutativa completa.

Como o produto de Kronecker de matrizes goza da propriedade associativa,

verifica-se que, ver [Fonseca et al., 2006],

A1) ® (A(2) ® A(3)) = (A(1) ® A(2)) ® A(3).

Esta propriedade é muito 1til quando pretendemos cruzar mais do que dois
modelos.

A segunda operagao sobre algebras de Jordan comutativas é o produto de Kro-
necker restrito, x, e é util nos modelos com aninhamento. Tal como o produto de
Kronecker, também esta operagao foi introduzida por [Fonseca et al., 2006]. Nos
modelos com aninhamento cada tratamento de um modelo aninha todos os trata-
mentos do outro modelo. Neste modelos diz-se que o primeiro modelo aninha o
segundo. Se os modelos iniciais estiverem associados as algebras de Jordan comuta-
tivas A(1) e A(2), o modelo obtido por aninhamento vai estar associado a algebra

de Jordan comutativa A(1) * A(2).

Proposicao 2.5.5. Sejam A({), ¢ = 1,2, dlgebras de Jordan comutativas completas
e regulares com bases principais Q) = {Qu({), -+, Qup(l)} com

Q. (¢) = % n(e) € Z g) 1 Q ( )= L. Entao

A= A1)« A©2)



30 CAPITULO 2. RESULTADOS PRELIMINARES

serd algebra de Jordan comutativa com a base principal

1 1
Q= {Q1(1)®MJM2), . Qm(l)(1)®@Jn@)}u{ln(l)@QQ(Q)a s L) ®Qum2)(2) }

Tem-se ainda, ver [Fonseca et al., 2006],

A1) % (A(2) % A(3)) = (A(L) * A(2)) % A(3).

Outra aplicacao para esta operacao é a utilizacao de réplicas. Seja A a algebra
de Jordan comutativa associada a um modelo em que cada tratamento s6 tem uma
observagao. Se num modelo cada tratamento tem r observacgoes entao este modelo
estd associado a dlgebra de Jordan comutativa A*A(r), em que A(r) é uma algebra
de Jordan comutativa com base principal {%JT,IT — %Jr}. A dlgebra de Jordan
comutativa A(r) é completa e regular, sendo a tnica dlgebra de Jordan comutativa
constituida por matrizes r X r, em que a base principal é constituida por essas
matrizes. A élgebra de Jordan comutativa A(r) é a élgebra associada ao modelo
usual para amostras de dimensao r e observacoes independentes e identicamente
distribuidas, com distribui¢ao normal.

A terceira operacao bindria foi introduzida em [Fernandes et al., 2010] e é uti-
lizada para os modelos com aninhamento em escada. Esta operagao vai originar
matrizes diagonais por blocos, ou seja, matrizes diagonais cujos elementos na dia-

gonal sao eles proprios matrizes.

Definigao 2.5.2. Seja D (W(1),---, W(u)) uma matriz diagonal por blocos, com
blocos principais W(1),--- W (u), e A(1),--- , A(u) dlgebras de Jordan comutati-

vas. O produto cartesiano das dlgebras de Jordan comutativas A(1),---, A(u) €
X A(l) = {D(M(1),--- ,M(u)) : M(h) € A(h) , h=1,---,u}.

Estabelecemos entao
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Proposicao 2.5.6. Sendo A(h), h = 1,2, dlgebras de Jordan comutativas, cons-

tituidas por matrizes de ordem n(h), com bases principais

Q(h) = {Ql(h)7 T an(h)(h)} , h=1,2

entao

A= X Ah)

h=1

serd uma dlgebra de Jordan comutativa com base principal

2
Q = h>:<1Q(h) = {D(Q1(1), 0n@2)xn()),** » D(Qm)(1); On(2)xn(2)) } U
U {D(0n1)xn1), Q1(2)), -+ D(0n1)xn(1), Qm(2)(2))}- (2.5.14)
Se os modelos iniciais estiverem associados as algebras de Jordan comutativas

A(1) e A(2), o modelo obtido por aninhamento em escada, com dois degraus, vai

estar associado a élgebra de Jordan comutativa A(1) X A(2).
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2.6 Estatisticas Suficientes e Completas e Estima-

dores UMVUE

O objectivo desta subseccao é apresentar algumas definicoes e teoremas sobre es-
timacgao pontual, com vista a obtencao de estatisticas suficientes e completas. Estas
estatisticas sao de grande importancia na obtengao de Estimadores Centrados de
Variancia Uniformente Minima (UMVUE - Uniformly Minimum Variance Unbiased
Estimator). A obtencao desses estimadores é feita através da utilizacao do Teorema
de Blackwell-Lehmann-Scheffé. Um estudo mais aprofundado, sobre os contetidos
desta secgao, pode encontrar-se em [Fraser, 1957], [Silvey, 1975], [Lehmann, 1997] e
[Lehmann and Casella, 1998].

Considere-se um parametro que caracteriza certa populagao. Assumindo que
esse parametro é desconhecido, pretende-se estimar o seu valor a partir de uma
amostra da populagao. Comecemos entao por definir o conjunto constituido por
todas as amostras possiveis de serem seleccionadas. Este conjunto designa-se por
espaco amostral e pode ser representado por £. Se as amostras tiverem dimensao n,
é usual o espaco amostral ser representado por &,. Cada amostra de dimensao n é

t
constituida por n observacoes e representa-se pelo vector x = [ Ty - Xn ] . Este

vector ¢ considerado como uma realizagao do vector aleatério X = [ X, - X, ]t
com P(X €¢,) =1.

A funcao distribuigao de X representa-se por F(x]|0) = P(X < x|0), a funcao
densidade (probabilidade) no caso continuo (discreto) por f(x|0) e @ representa
um parametro vectorial desconhecido. Note-se que dado um parametro inicial, uma
qualquer funcao desse parametro é considerada também um parametro. O espaco
onde o parametro toma valores representa-se por © e designa-se por espago pa-
ramétrico. Nos modelos que se irao estudar, os parametros considerados sao o valor

médio e as componentes de variancia.
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Dada uma amostra X, para estimar um parametro 6 é necessario condensar a

informacao contida na amostra. Para isso definem-se estatisticas.

Definigao 2.6.1. Uma estatistica T(X) € uma varidvel ou um vector aleatorio (de
dimensdo u < n) que € fun¢ao da amostra X e que ndao envolve qualquer parametro

desconhecido.

Interessa considerar estatisticas que condensem os dados da amostra mas sem
perder informagao sobre o parametro. Uma estatistica suficiente, T(X), é uma
estatistica que contém toda a informacao relevante acerca do parametro, pelo que
dada a estatistica suficiente , a amostra X nao traz nenhuma informagao adicional

sobre o parametro.

Definicao 2.6.2. Seja X uma amostra cujas componentes tém funcgao densidade a
pertencer a familia P = {f(.10),0 € ©}. A estatistica T(X) € suficiente para 0
(ou para familia P) se a fun¢io densidade de X condicionada por T(X) =t ndo

depender de 0, ou seja, se

ST =t,0) = f(x|T =t).
O teorema seguinte é muito importante pois fornece um critério de suficiéncia.

Teorema 2.6.1. (Teorema da Factorizag¢do) Seja X uma amostra cujas com-
ponentes tém fungdo densidade a pertencer a familia P = {f(.|0),0 € ©}. A
estatistica T(x) € suficiente para @ se e sd se existirem duas fun¢des nao negativas

g e h tais que

f(x|0) = g(T(x), 8)h(x)

onde h nao depende do parametro 6.
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A fungao que depende do parametro, g(T(x),8), em geral depende dos valores
amostrais apenas para alguma fungao T (x), a qual é a estatistica suficiente. Pelo que
este teorema descreve também um algoritmo para calcular estatisticas suficientes. As
estatisticas suficientes tém propriedades interessantes relacionadas com estimadores

centrados.

Definicao 2.6.3. Qualquer estatistica que assume valores em © designa-se por es-

timador do parametro 6.

Para cada amostra, o estimador fornece uma aproximacao ao verdadeiro valor
) s
do parametro, valor esse que se designa por estimativa. Para estimar um mesmo
)
parametro podem utilizar-se diferentes estimadores, pelo que é conveniente esco-
lher o estimador que tem as “melhores” propriedades. Entre essas propriedades

encontram-se as de centralidade, variancia minima e suficiéncia.

Defini¢ao 2.6.4. Seja (*(X) um estimador de €(0). Diz-se que (*(X) é um esti-

mador centrado, ou nao enviesado, para (@) se

E[*(X)] = £(6) VO € ©.

Caso o estimador seja enviesado tem-se que o enviesamento egpx) € dado por

eer(x) = L (X)) = £(6).

Um estimador pontual é em geral utilizado na construcao de um estimador in-
tervalar, pelo que quanto menor for a variancia do estimador, maior serda a sua
eficiéncia, na medida em que através dele é possivel construir, para um determinado
grau de confianca, um intervalo com menor amplitude. Assim, além de centrado,

também é conveniente um estimador ter variancia minima.
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Definicao 2.6.5. Seja (*(X) um estimador de ((0). Diz-se que (*(X) € estimador

centrado de variancia uniformente minima, UMVUE, se

e (*(X) for centrado

o V(*(X)|0) < V(£H(X)|0) onde £1(X) € qualquer outro estimador centrado.

O teorema seguinte mostra que é possivel melhorar um estimador centrado

através do uso de estatisticas suficientes.
Teorema 2.6.2. (Teorema Rao-Blackwell) Seja (*(X) um estimador centrado

de £(8), com L(.) uma fungdo limitada. Dada a estatistica suficiente T(X), para

0(t) = E[(*(X)|T(X) = t)]

tem-se que,
. Z(t) ¢ fungao da estatistica suficiente T(X) =t mas nao de 6;
o Z(t) ¢ um estimador centrado de £(0);
o V(Z|9) <V (¢*|0), para qualquer 6.

Assim, é sempre possivel melhorar um estimador centrado, reduzindo a sua
variancia. Para que a redugao na variancia seja méaxima, ou seja, para obter es-

timadores UMVUE, é necessario que a estatistica, além de suficiente, seja completa.

Definicao 2.6.6. A estatistica T € completa para @ € © se, para qualquer fun¢ao
,

VO € O : E[t*(T)6] = 0= V0 € ©: P[(*(T) = 0/6] = 1.

Usando a nogao de estimador centrado tem-se ainda uma definigao alternativa.



36 CAPITULO 2. RESULTADOS PRELIMINARES

Definicao 2.6.7. A estatistica T € completa para 6 se, para qualquer funcao £*, o
unico estimador centrado de 0, que é uma funcao de T, € a func¢ao identicamente

nula, isto €,

E[*(T)]=0= P[*(T)=0] = 1.

Sendo assim, se uma estatistica T é completa entao quaisquer duas fungoes dessa
estatistica com o mesmo valor médio, para todo o parametro @ € ©, sao idénticas
com probabilidade 1.

Juntando os conceitos de estatistica suficiente, completa e estimador centrado

temos o teorema seguinte

Teorema 2.6.3. (Teorema Backwell-Lehmann-Sheffé) Se T(X) for uma es-

tatistica suficiente e completa, e existir um estimador centrado ¢* para €(0), entdo

((t) = E["(X)|T(X) = t]
¢ um UMVUE de ((0).

Assim, um estimador centrado funcao de uma estatistica suficiente e completa
é, pelo teorema 2.6.3, um estimador UMVUE.

Tem-se ainda

Proposicao 2.6.1. Se f(x|0) pertencente a familia exponencial s-paramétrica, ou

seja,

f(x]0) = c(8)h(x)eXi=1 OTi) (2.6.1)

onde ¢ e q; sao fungoes do parametro @ = (0y,--- ,0;), e se espaco paramétrico ©
contém um rectangulo de dimensao s, ou o produto cartesiano de s intervalos nao

degenerados, entio a estatistica T(x) = [T1(x) - -- Ts(x)]" € suficiente e completa.



Capitulo 3

Aninhamento em Escada

3.1 Introducao

Nos modelos com aninhamento equilibrado, o elevado ntimero de observagoes ne-
cessarias para se efectuar uma experiéncia pode fazer com que a sua realizacao seja
economicamente inviavel. Além disso, o numero de graus de liberdade nao se dis-
tribui igualmente pelos varios factores, tendo-se poucos graus de liberdade para os
primeiros factores. Com o objectivo de ultrapassar as desvantagens do aninhamento
equilibrado, [Cox and Solomon, 2003] apresentaram um novo tipo de aninhamento,
o aninhamento em escada.

No aninhamento em escada, se considerarmos u factores, teremos u degraus e
cada degrau corresponde a um dos factores do modelo. O 1ltimo degrau pode
reflectir as réplicas. Se considerarmos a(1),--- ,a(u) niveis activos para cada um
dos factores, no 1° degrau apenas o 1° factor tem vérios niveis, a(1), cada um
deles aninhando um tnico nivel para cada um dos restantes u — 1 factores. No
2° degrau, temos um tnico nivel do 1° factor, combinado com a(2) niveis do 2°
factor e com um tnico nivel para cada um dos restantes u — 2 factores. Tem-se

entao que no h-ésimo degrau sé existem ramificagoes para o h-ésimo factor, ou seja,

37



38 CAPITULO 3. ANINHAMENTO EM ESCADA

cada um dos primeiros h — 1 factores tem apenas um nivel, combinado com a(h)
niveis para o h-ésimo factor e com um 1nico nivel para cada um dos restantes u — h
factores. Este tipo de combinacgao, dos varios niveis dos diversos factores, faz com
que o numero de tratamentos, n, seja a soma dos niveis activos em cada degrau.
Assim, no aninhamento em escada o nimero de tratamentos é >, _, a(h) enquanto

no aninhamento equilibrado ¢ [],_, a(h).

Em relacao ao numero de niveis dos factores, os dois modelos tém necessaria-
mente diferencas. Para o h-ésimo factor, h = 1,---,u, existem
h . , . . .

c(h) = (u—h) + > ", a(i) niveis no aninhamento em escada, enquanto no ani-

nhamento equilibrado existem ¢(h) = ]I, a(i) niveis.

Relativamente aos graus de liberdade, iremos ver que quando em escada, o ani-
nhamento tem g(h) = a(h) —1 graus de liberdade para cada um dos seus h factores.
Sem utilizar a escada verifica-se que os graus de liberdade nao estao distribuidos de
forma tao equilibrada pois g(h) = (a(h) — 1) szol a(i).

Na figura 3.1.1 apresenta-se a estrutura de um aninhamento equilibrado com

)
u = 3 factores

a(1) = 4 niveis activos para o 1° factor
a(2) = 3 niveis activos para o 2° factor

a(3) = 2 niveis activos para o 3° factor,

n = 24 tratamentos
¢(1) = 4 niveis para o 1° factor

¢(2) = 12 niveis para o 2° factor

¢(3) = 24 niveis para o 3° factor
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g(1) = 3 graus de liberdade para o 1° factor
g(2) = 8 graus de liberdade para o 2° factor
g(3) = 12 graus de liberdade para o 3° factor.

AAAN

Figura 3.1.1: Modelo com aninhamento equilibrado

Como alternativa a utilizacao do modelo anterior, na figura 3.1.2 apresenta-se
um modelo com aninhamento em escada, com o mesmo numero de factores e com o

mesmo numero de niveis activos por factor.

%%%%% ITHTA

Figura 3.1.2: Modelo com aninhamento em escada
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Neste modelo tém-se
u = 3 factores ou degraus

a(1) = 4 niveis activos para o 1° factor

a(2) = 3 niveis activos para o 2° factor

a(3) = 2 niveis activos para o 3° factor,

n = 9 tratamentos
¢(1) = 6 niveis para o 1° factor

¢(2) = 8 niveis para o 2° factor

¢(3) =9 niveis para o 3° factor

g(1) = 3 graus de liberdade para o 1° factor
g(2) = 2 graus de liberdade para o 2° factor
g(3) = 1 graus de liberdade para o 3° factor.

O aninhamento em escada nao representa uma parte do aninhamento equilibrado,
mas sim um novo modelo. As figuras 3.1.3 e 3.1.4 apresentam os tratamentos para

cada um dos modelos anteriores.

R | [
o o0 /4\ ¢
. . . . I\ I
! ¢

A B B
T T e

oooof

—

Figura 3.1.3: Modelo com aninhamento em escada (9 tratamentos)
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‘sa"\'==§?

R 1

r ot n
A AAAAAAAA"rH
> » *® » ® xR *® *® x

e Tratamentos aninhamento equilibrado

» Tratamentos aninhamento escada

Figura 3.1.4: Modelo com aninhamento em escada (9 tratamentos) versus modelo

com aninhamento equilibrado (24 tratamentos)

Relativamente a estrutura algébrica, o aninhamento em escada estd associado ao
produto cartesiano de algebras de Jordan comutativas, como iremos ver na seccao
seguinte. Nessa seccao o aninhamento em escada é apresentado na forma usual,
ou seja, como um “todo”. Designe-se esse modelo e algebra correspondente, por
aninhamento em escada global e algebra global, respectivamente.

Embora na literatura existente ser habitual usar o produto cartesiano de dlgebras
de Jordan para a algebra global, iremos propor outra abordagem na seccao 3.3, deste
capitulo. Nessa seccao, iremos considerar o aninhamento em escada nao como um
“todo” mas sim degrau a degrau. Esta abordagem proporciona a possibilidade de
[44 2

ver” o aninhamento em escada de outra perspectiva. Ao interpretar o modelo

degrau a degrau este simplifica-se. Esta simplificagao é de interesse no capitulo 4.
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3.2 Modelo global

3.2.1 Estrutura Algébrica

O modelo de efeitos aleatérios para o aninhamento em escada é dado por

Yo=Y X(h)B(h) (3.2.1)

em que as matrizes de incidéncia, X (h), do tipo n x ¢(h), sdo matrizes diagonais por

blocos dadas por

X(h) =D (Ia(1)> e ;Ia(h)> 1a(h+1), ce ,1a(u)) y h = 1, e U — 1 (322>

X(u) = D (Ia(l); s ,Ia(u)> .

Admite-se que B(0) = 1,u, com pu representando o valor médio geral e que os
vectores dos efeitos, 3(h), h =1,--- ,u, sao aleatérios e independentes com vectores

médios nulos e com matrizes de covariancia o?(h)I.py, h =1,- -+, u, ou seja,

B(h) ~ (Ocny; o (W)Lewy) , h=1,--- ,u. (3.2.3)

Quando se pretende introduzir réplicas, é usual considerar-se ainda que

Bu) =e
o2(u) = o (3.2.4)
X(u) =1I,.
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Para o modelo (3.2.1) o vector médio é dado por

e a matriz de covariancia é

Vv

u

= F

ZX(h)ﬁ(h)]

S

= 1,u (3.2.5)

CcCOov

" COV [X(1)A(h)

> X(h)COV [B(h)] X'(h)

h=0

> (W)X (n)X!(h). (3.2.6)

Podemos entao escrever y ~ (u; V) em que

com

p=1,p

V=Y, 02 (h)M(h)

M(h) = X(W)X'(h), h=1,--- ,u. (3.2.7)
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Seja M = {M(h) = X(h)X*(h), h=1,--- ,u} a familia constituida pelas ma-

trizes

Como para h # b/

M(h)M(R) = M(K)YM(R) , bl =1, ,u

tem-se que as matrizes da familia M comutam, pelo que M C A (M), sendo A (M)

a menor &lgebra de Jordan comutativa que contém M, ver [Fonseca et al., 2003].

O aninhamento em escada estd associado a algebra de Jordan comutativa

A=A(M)= X A(a(h)), ver proposicao 2.5.6, cuja base principal é
h=1

Q=1tp(A) ={Qh), 1=1,2, h=1,--- u} (3.2.9)

co1m

Qi(h)=D <0a(1)><a,(1); “e ,ﬁJa(h),Oa(hﬂ)xa(hH), “e 70a(u)><a(u)) Jh=1,--u

Qz(h) = D (0u(1yxa(), - -+ > Ka(n), Oaths1)xathst)s - -+ > Oawyxaw)) =1, u
(3.2.10)

Escrevendo as matrizes de M como combinacgao linear das matrizes de ) obtém-

se, parah=1,--- ju—1,
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:1 ) k=h+1 )
= Y Qi)+ D ak)Qi(k)+ > Qalk) (3.2.11)
k=1 k=h+1 k=1
Note-se que

h=1

pelo que a algebra A (M) é completa.

Tem-se ainda,

com

Ai(h) = (04 Oy s Loy Oagninys Oy |+ o= 1w
AZ(h) = [O(a(h)—l)xa(1)7 cee 7Ta(h)7 s 70(a(h)—1)><a(u)] , h = 17 Cee LU
(3.2.14)

Note-se que
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0.01)
Ou(n—1)
1
A (h)Af(h) = sz 7"'702 — 7—13 702 a"'aOt ;1ah
1( ) 1( ) (1) (h—1) a(h) (h) (h+1) a(u) a(h) (h)
Ou(hs1)
)
1 1
= 1, Loy =1 3.2.15
a(h) “" \Jah) " (3.2.15)
(&
0u(1)x(a(n)-1)
Oa(h—1)x(a(h)—1)
As(h)AL(R) = [O@m)-1)xa(t), > Tagnys -+ Oa(h)—1)xa(w)] T

Oa(h+1)x(a(h)-1)

04 (u)x (a(h)-1)

— t _ t
- Ta(h)Ta(h) - [Ta(h)](a(h)fl)xa(h) [Ta(h)]a(h)x(a(h)fl)

= Ln-1- (3.2.16)
Tem-se ainda
1 , h=1,--- u,l=1
ge(h) = car (Ag(h)) = car(Qq(h)) =
alh)—1 , h=1, Ju, b= 2.
(3.2.17)

Se considerarmos
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Ql(h) - ﬁ‘]a(h) ; h = 17 , U
(3.2.18)
Al(h> - i(h) Z(h) ) h 1a y U
(&
QQ(h) = Ka(h) s h = 1, , U
(3.2.19)

podemos ainda escrever

.

Qi(h)=D <0a(1)><a(1)7 - Qu(h), Oughi 1y athi)s - >0a(u)><a(u)> =1, u

Qo(h) =D (Oa(l)xa(l)a' ,Qy(h),0 a(h+ D) xa(h+1)s " Oa(wyxa(w) | R =1,--+ ,u.

com

(3.2.22)

Estes resultados serao importantes na seccao seguinte.
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Retomando (3.2.6) e usando (3.2.11) e (3.2.12) podemos reescrever a matriz V

obtendo

u

Vo= ) oh) (Z Qi (k) + Qo(k)] + Y a(k)Qu(k)

h=1 k=1 k=h+1

= Y nm)Quh) + > 7(h)Qa(h)
h=1 h=1

)

(3.2.23)

onde as componentes de variancia candnicas, v¢(h), £ = 1,2, sdo dadas por

y(h) = Y2y alk)o?(k) + Y4y 02(k) . h=1--,u
Yo(h) = p_, o*(k) , h=1--- u.

Obtém-se entao

V=3 WMh) = 33 () Qulh).

h=1 (=1

Seja agora B a matriz de transicao M \ Q. Por (3.2.11) tem-se

B = [B{|B,]
1 a@2) -+ a(k) a(k+1) -+ a(w)|l 0 --- 0
= |1 1 1 a(k+1) alu) |1 1 1
I 1 1 1 1 1 111 1

Considerando agora

(3.2.24)

(3.2.25)

(3.2.26)
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Y= @) ) ) e a(w)
. (3.2.27)
o? = [ a%(1) o*(u)
tem-se
~ = B'o?. (3.2.28)

Além disso, se considerarmos ainda

t
v = [ Y1 Y2 ]
t
M= [71(1) e m(u) ] (3.2.29)
t
Vo= (1) ) ]
\
entao
v, = Bio?
~=B'o? & (3.2.30)

Como B, é horizontalmente livre, sendo os seus vectores linha linearmente inde-

pendentes, os vectores coluna de B} também o sao e entao

Y1 = Bﬁ (Bg)il Y2

~=B'o? & B (3.2.31)
o= (B}) 7,

Uma vez que
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1 -1 0 O 0
0 1 -1 0 0
_ 1 -1 0
(BY) ™ = , (3.2.32)
0
1 -1
0 cov cee e 01
entao resolvendo a 2* equagao de (3.2.31) obtém-se
o(h) = 72(h) = 2(h+1), h=1, u—1
(3.2.33)
0?(u) = 72(u)
Assim, estimando 7»(h), h = 1,---,u, conseguimos também estimar o?(h),

h=1,- ,u.

3.2.2 Estimacgao

Vamos agora ver como estimar as componentes de variancia canénicas 7a(h),
h=1,---,u.

Comecemos por considerar

foh) = Auh)y, 0=1,2, h=1 -, (3.2.34)

Como

Engh)] = E[Adh)y] = Adh)E[y] = Au(h)p (3.2.35)
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COV i, (h)] = COV [A(h)y] = A(h)COV [y] Al(h)
= Ah) (ZZ%(j)Aﬁ(j)Am) Al(h)

j=1 i=1
= Ye(h)Ao(h)AL(h)Ag(h)Ay(h)
= Ye(h)y,ny, (3.2.36)
pOdel’IlOS escrever
Mo(h) ~ (Me(h);ve(Wgy) , €=1,2, h=1,--- ,u, (3.2.37)
Ccom
1,(h) = Ay(h)p . (=12, h=1,---,u
(3.2.38)

gu(h) = car(Ag(h) . (=12 h=1,u,

Tem-se ainda que

E ()] = As(h)E [y] = As(h)pt = 0y . h=1,--- . (3.2.39)

Usando (3.2.39) podemos escrever ainda

My(h) ~ (Ogyny; V2(M)gyy) s h=1,-+ ,u. (3.2.40)
Além disso, os vectores 1,(h) s@o tais que para h # h', h,h' = 1,--- u, se tem

que

COV [ny(h);my(h)] = COV [Ax(h)y; Ax(h)y] =

= Ay(h) (ZZ%(])AHJ)AKJ)) A5(R)

=1 i=1

= (12(h)As(h)AL(R)Ay(h)) AL(R)

= O0gy(h)xga(h')- (3.2.41)
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Como

COV [7y(h)] = E[@s(h) — E (@y(h))) (@s(h) — E (712(h)))']
= B [m,(h)ms(h)], (3.2.42)

usando (3.2.40) tem-se
E [ny(h)ns(h)] = v (W)ym , k=1, ,u.
Sendo

S(h) = |y (W)II* = My (h)ia(h) . h=1,--+ ,u, (3.2.43)

entao

E[S(h)] = E[my(h)y(h)] = tr (E [my(h)no(h)]) = E (tr [73(h)(h)])
= E (tr [ma(h)ny(h)]) = tr (B [Ao(h)iy(h)]) = tr (COV [i,(h))])

= tr (n(M)uw) = 12(u)g(h). (3.2.44)
Como
E[S(h)] =ra(h)ga(h), h=1,--- ,u (3.2.45)
entao
~ [As(u)y]”
h) = —1,--u 3.2.46
Ya(h) 5(h) ( )
é um estimador centrado para ya(h), h=1,--+ ,u.

Assim, por (3.2.33), obtém-se os estimadores para as componentes de variancia

niciais
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(3.2.47)

Pode acontecer a estimacao anterior originar valores negativos para as compo-
nentes de variancia. Esta possibilidade ja foi estudada por varios autores, veja-se
por exemplo [Nelder, 1954]. Caso 62(h) <0, h =1,--- ,u, assume-se que o>(h) serd

muito pequena ou mesmo nula.

3.2.3 Normalidade

Nesta seccao vamos assumir que o modelo tem distribuicao normal. Considerem-se

entao os vectores B3(h), h = 1,--- ,u, independentes e tais que
B(h) ~ N (0cpny; 0> (R)Ly) » h=1,-++ (3.2.48)

Com base no pressuposto anterior tem-se y ~ N (u; V) com

p=1,pu

o (3.2.49)

V=2 o1 21 ve(h)Qu(h)

e ainda
ﬁ?(h) ~ N (OQQ(h);/y?(h)Igz(h)) y h=1,---,u. (3250)
Por outro lado, como A = X A(a(h)) é completa, ver (3.2.12), entao
h=1
Vo= 3 X (e(h) T Qu(h)

(3.2.51)

VI =TT T (e(h)™ ™.

Assim,
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(y—w)'V'i(y—p

Como
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[(Ae(h) (y — ) |I)?
Zl Ye(h)

|As(h)y — Ag(h)p|?
Zl Ye(h)

o |[77(R) — my (B
Z; Ye(h)

— [[7:(h) — m (W]
; n(h) — 72(h)

+

(3.2.52)

17, (h) = (WP = [7,(h) — ()] [0, (h) — 1, (R)]

= Hﬁ1(h)”2 - [ﬁl(h)]t"h(h) - [nl(h)]t’ﬁl(h) + H7h(h)HZ

= |l (R)I> = 2y (h)) 71, (R) + |Iny (R)]?,

entao

(3.2.53)
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u u

= Viy—p = > Mm@ =2 )] (W) 7,(h) +

+ a7 (WP + ) [a(h

h=1

(3.2.54)

Assim, podemos escrever

1
(27)2| V]2

—1(y-m)'V i (y—p)

g

n(ylp, V) =

o= [y b 1 M7 ()22 S5 b ()] () ()2 b ()~ s ()]

gp(h)

(2 ) Hh 1Hz 1[%( )]z

X %[Zh L2 (]S ()]

— il A WP+ b (W] i ()] () + 25— [~ 292 (] TS (h)

eXhoi =2 ()] ny (W12

gg(h)

(2) 2 [Tz TTecy bre(h)] 2

(3.2.55)

Aplicando o teorema da factorizacao, teorema (2.6.1), tem-se que

T(y) = (IO [ @)%, 72:(1), - 0y (w), S (1), -+, S (u)

é uma estatistica suficiente para o parametro

0= (71(1)7 T >’71(u)7’r]1(1)7' o 7"1(“)772(1)7”' 772(u))'
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De acordo com o teorema de Rao-Blackwell, teorema (2.6.2), os estimadores
a%(h) e 3a(h), h=1,--- ,u sdo funcoes de estatisticas suficientes.

Em cada um dos h degraus, h = 1,--- ,u, tem-se que (1) = - -+ = p(u) = u pelo
que o espaco paramétrico nao é aberto, nao sendo possivel, ver proposi¢ao (2.6.1),
deduzir que a estatistica anterior é completa.

A existéncia de estimadores UMVUE é pois um problema em aberto para os

modelos com aninhamento em escada.

Inferéncia para v,(h)

Os vectores my(h), h = 1,- -+, u, sdo independentes pois a sua fungao distribuigao
conjunta ¢ normal e as matrizes de covariancia cruzadas sao nulas. Entao as somas
de quadrados S(h), h = 1,--- ,u, também s@o independentes. Usando (3.2.17) e

(3.2.50) podemos escrever

M5(h) ~ N (0qy—1;72(R)Lany—1) , h=1,--+,u (3.2.56)

pelo que

S(h) = [[na(R)||* ~ 72(h)Xc2z(h)—1 s h=1,-u (3.2.57)

Tem-se entao que os intervalos de confianga para 73(h) de nivel 1 — ¢ sdo dados

por
S(h S(h .
1. (h) ; (h) , no caso bilateral
_xl—%,a(h)fl T4 a(h)—-1
[ _S(h) :
2. 10; - o1 | 1O caso unilateral esquerdo
q,a -

3. g — S(}zi) -5 400 [, no caso unilateral direito
L —q,a -
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em que 7, 4 representa o quantil de probabilidade p para Xﬁ. Utilizando os intervalos

anteriores podemos testar, por dualidade, para um nivel ¢, as hipéteses
H()’h . ’YQ(h) = 72’()(}1) s h = 1, e, U (3258)
Esta hipétese é rejeitada quando vy0(h), h =1,--- ,u, nao pertence ao intervalo de

confianga bilateral [unilateral esquerdo, unilateral direito] de nivel 1 — g.

y2(h)
72(h+1)

Inferéncia para

Como os S(h), h=1,--- ,u — 1, sdo independentes e
S(h) ~v2(h)Xamy 1 h=1,- u—1 (3.2.59)

podemos escrever

b _laht D) -1S() ()
P @)~ DS(h+ 1) ye(h+ 1

)fa(h)—l,a(h+1)—1 ) h/ - 17 e ,U - ]-

(3.2.60)
- . h , -
Entao os intervalos de confianga para 7;7(2,5 +)1), h=1,---,u—1, denivel 1 —q sao
dados por
F F .
1. hohtl : Puht] , no caso bilateral
fl—%,a(h)—l,a(}H—l)—l f%,a(h)—l,a(h+1)—1

9 [A. Froni1

) m}, no caso unilateral esquerdo
L q,a —1l,a(h+1)—

[ F
3‘ h,h+1

Fratm a1 +00 [, no caso direito

em que f,4 . representa o quantil de probabilidade p para F,,. Considere-se

agora que

Ya(h)

hih+1) = —

Ch=1,,u—1. (3.2.61)
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Utilizando os intervalos anteriores podemos testar, por dualidade, para um nivel
q, as hipdteses

’Yz(h>
Hyp: —————
o Y2(h+1)

Esta hipétese é rejeitada quando yo9(h;h + 1), h = 1,--- ,u nao pertence ao

=yohsh+1), h=1,--- ju. (3.2.62)

intervalo de confianga bilateral [unilateral esquerdo, unilateral direito] de nivel 1 —gq.

Neste modelo, as hipéteses de interesse serao

Hy(h): 0%(h) =0 Hy(h):0*(h)>0,h=1,--- u—1. (3.2.63)
Se para o factor h, h = 1,--- ,u — 1, rejeitarmos Hy(h) entdo é porque existe
evidéncia estatistica para considerar que o factor h, h =1,--- ,u—1, é significativo.

Uma vez que

0*(h) = 72(h) =22(h+1), h=1,--- ,u—1

(3.2.64)
0?(u) = 72 (u),
as hipoteses anteriores também se podem escrever como
ou ainda
72(h) 72(h)
Hy(h): ————=1 H{(h): ———>1,h=1,--- ,u. 3.2.66
W S T v B

Quaisquer destes dois testes estao incluidos nos testes inicialmente apresentados.

3.3 Modelo degrau a degrau

3.3.1 Estrutura Algébrica

O objectivo desta seccao € introduzir o aninhamento em escada nao como um “todo”,

mas numa perspectiva de degrau a degrau.
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De forma a apresentarmos o aninhamento em escada degrau a degrau, comecemos

por considerar que o modelo (3.2.1) vai ser fraccionado da seguinte forma

y = [yt(l) o ytu) (3.3.1)

em que y(h) representa o submodelo no degrau h, h = 1,--- ,u. A ideia é decompor

o modelo inicial em submodelos, um por cada degrau.

Como
Lo 11 8. ]
Lu(h-1) Bh_1(h)
X<h)ﬂ(h) = Ia(h) ﬁh(h‘)
Lant1) Bri1(h)
I Law | [ Bulh) ]
Bi(h)
Bh_1(h)
= Br(h) s h=1,-u, (3.3.2)
Br1(h)Lans1)
| Bu(h)la(u) ]

entao
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B1(0)1ar) + D24y Ba(0)
B2(0)1a2) + Ba(1)ag2) + D5y Ba(f)

u :

y=> X(h)B(h) = L . (3.3.3)
h=0 Br(0)Lawy + 20—y Be(O)Law) + 2y Br(0)
L Bu(oﬂa(U) + ZZS 671(@111(10 + ﬁu(u) ]
Passamos a ter em cada um dos h degraus, h = 1,--- ,u, um submodelo dado
por
h—1 u
y(h) =Y Bu(OLagny + > LawBu(0) , h=1,-++ ,u. (3.3.4)
=0 (=h
Assume-se que 55(0), h = 1,--- ,u, sdo fixos e os restantes subvectores sao
independentes com
Br(l) ~ (0;5%(¢)) , h=1,---,u , £=1,--- h—1
(3.3.5)

ﬁh(@”(oa(h);az(ﬁ)la(h)) , h=1,---,u , £=h,--  u.

Em vez de um tnico modelo com u factores podemos considerar que passamos
a ter u submodelos, em que cada submodelo tem um factor.

Assim, para o h-ésimo submodelo, h = 1,---,u, podemos considerar
Xl(h) =1,m e XQ(h) = I, sendo que as matrizes Ml(h) =Jom e Mg(h) =L
comutam. As matrizes M;(h) e Ma(h) pertencem entdo & dlgebra de Jordan comu-

tativa com base principal

o (e)) ={ @@} = { st K} B30)

que além de ser completa é também regular. Tem-se ainda
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SIS

bp

(A(a(h))) = {A1(h), As(h)} = { 0 1Z(h)’Ta(h)} :

Note-se que

V(h) = COV[y(h)]

h—1 u
= Z UQ(E)Ja(h) + Z 02(€)Ia(h)
(=1 {=h

= a(W)Qu(h) + ax(h) Qs (M)
com as componentes de variancia candnicas
ar(h) = a(h) 3oy 0*(0) + o4, 02(0)

az(h) = ZZf:h a(0).

Tem-se entao que

61

(3.3.7)

(3.3.8)

(3.3.9)

(3.3.10)

(3.3.11)

pelo que a relacao entre as componentes de variancia iniciais e as canodnicas, é a

mesma que no modelo global, ou seja, que em (3.2.33).
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3.3.2 Estimacao

Vejamos agora que apesar da abordagem ser diferente, obtemos os mesmos estima-
dores para as componentes de variancia canénicas que em (3.2.46).

Uma vez que

Y(h) ~ (1a(h)M;V(h)) s h=1--u (3'3'12)

podemos escrever

AQ(h)Y(h> ~ (AQ(h)y’a(h); aQ(h)I§2(h)> yh=1,-- u (3313>

Como

AQ(h)I‘l’a(h) =0. ) h = L u
92(0) (3.3.14)
92(h):g2(h) ) hzla y U,
podemos ainda escrever
As(h)y(h) ~ (0g,m); 2(MIgyy) s h=1,--- ,u. (3.3.15)

Utilizando o mesmo procedimento, que permitiu encontrar (3.2.46), obtém-se os

estimadores centrados

_ As(h)y ()]

as(h ,h=1,--- u 3.3.16
A g2(h) ( )
para as componentes de variancia canonicas.
Uma vez que
Ax(h)y(h) = Ay(h)y , h=1,--- ,u (3.3.17)

chegamos a conclusao pretendida.
Como se obtiveram os mesmo estimadores que na seccao anterior, os resultados

sobre inferéncia atras apresentados continuam a ser aplicaveis.



Capitulo 4

Aninhamento em Escada

Estruturado

4.1 Introducao

O objectivo deste capitulo é apresentar a teoria dos modelos com aninhamento em
escada estruturado.

No aninhamento em escada, apresentado no capitulo anterior, cada degrau cor-
responde a um factor do modelo. E possivel que um degrau corresponda a mais do
que um factor? Sim, os modelos com aninhamento em escada estruturado permitem
tornar esta possibilidade numa realidade.

A cada degrau podemos associar um submodelo com estrutura ortogonal, ob-
tendo assim um modelo com aninhamento em escada estruturado, ver figura 4.1.1.

O aninhamento em escada estruturado permite a construgao de modelos mais
complexos, uma vez que nos da a possibilidade de aumentar o niimero de factores
analisados, para um mesmo nimero de tratamentos. O nimero de factores analisa-
dos deixa de ser o nimero de degraus do modelo, passando a ser a soma do nimero

de factores dos vérios degraus.

63
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1 Factor 1 Factor
-—
1 Factor 1 Submodelo-varios factores
1 Factor 1 Factor
-— f -—
Aninhamento em escada Aninhamento em escada estruturado

Figura 4.1.1: Modelo com aninhamento em escada versus modelo com aninhamento

estruturado

O exemplo da figura 4.1.2 apresenta a estrutura de um aninhamento em escada

com

)
u = 3 factores ou degraus

a(1) = 3 niveis activos para o 1° factor
(2) = 2 niveis activos para o 2° factor

a(2)
a(3) = 4 niveis activos para o 3° factor.

Figura 4.1.2: Modelo com aninhamento em escada

Na figura 4.1.3 apresenta-se uma possibilidade para o aninhamento em escada
estruturado, que com o mesmo nimero de tratamentos permite analisar mais um
factor. O 1ltimo factor, que tem 4 niveis, é substituido por dois factores, cada um

com dois niveis que se cruzam.
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/\

S & o o
¢ o oo

Figura 4.1.3: Modelo com aninhamento em escada estruturado

Tal como a estrutura algébrica dos modelos com aninhamento em escada, também
a estrutura algébrica dos modelos com aninhamento em escada estruturado assenta
em algebras de Jordan comutativas. No modelo com aninhamento em escada, asso-
ciada ao i—ésimo factor temos a dlgebra de Jordan comutativa A(a(i)). As matrizes

que constituem esta algebra sao
1 1 .
mJa(i) = mla(l)lg(z) , 1= 17 )

K. = Lug) — ﬁJa(z) , i=1,-++ u.

O aninhamento em escada estruturado proporciona, a interessante possibilidade
de substituir A(a(7)), i = 1,--- ,u, por outra algebra considerando uma outra es-
trutura para os submodelos associados aos degraus.

No exemplo da figura 4.1.3 substituimos a dlgebra de Jordan comutativa A(a(3)),
antes associada ao 3° degrau, pela algebra de Jordan comutativa com base principal

constituida pelas matrizes
%J2 ® %JQ
%Jz ® K

K ® %Jg

K; ® K.
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Com a possibilidade de introduzir em cada degrau um novo submodelo, este novo
tipo de modelo torna-se bastante mais geral do que o anterior, que apenas permite
um factor por degrau. Desta generalizacao resulta, naturalmente, uma estrutura
algébrica com um nivel de complexidade mais elevado. Uma nova abordagem relativa
a utilizacao do vector das observacoes, nao como habitualmente, mas dividido em
subvectores, fez com que o modelo se tornasse mais “manejavel”. Como este modelo
¢ bastante geral, na subsecgao 4.2.4, apresenta-se um exemplo de aplicacao de um
modelo com aninhamento em escada estruturado. O exemplo que iremos utilizar
¢ o apresentado na figura 4.1.3. Neste exemplo, existem 3 degraus e num deles
tem-se um submodelo com cruzamento de factores. E nosso objectivo que este
exemplo possa testemunhar que o aninhamento em escada estruturado, apesar de
muito mais geral, pode ser utilizado com a mesma “simplicidade” que o aninhamento
em escada tradicional. Assim, o aninhamento em escada estruturado pode ser uma

boa alternativa face aos restantes aninhamentos.

4.2 Modelo Degrau a Degrau

4.2.1 Estrutura Algébrica

Seguindo [Monteiro et al., 2013], seja u o nimero de degraus, a(h) o numero de
niveis activos , ou ramifica¢oes, no h-ésimo degrau e n = >, _, a(h) o nimero de
tratamentos total. Seja ainda w(h) o nimero de matrizes de incidéncia do h-ésimo
degrau.

O modelo de efeitos aleatdrios com aninhamento em escada estruturado é

y =>_ X(h)B(h), (4.2.1)

com as matrizes de incidéncia X(h), h =0,--- ,u, definidas por
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X(0) = D (Laqys La@)s+* » Laqw))

X(h)=D (Iau),"' Loy, | Xa(h), - Xy (R) | Laghgny, - ,1a(u))

(4.2.2)
e vectores dos efeitos 3(h), h =0, - ,u, dados por
B(0) = [51(0),-- -, B.(0)]'
B(h) = [ﬂi<h>, B (B), | Bi(h) -+ Bugy(h)|  Basa(h), - ,mh)] .
(4.2.3)

As matrizes

X;(h),h=1,- u,i=1,--- ,wh)

sao do tipo a(h) X ¢;(h) e representam as matrizes de incidéncia do submoldelo que

estd no h-ésimo degrau, com

o numero de niveis do #-ésimo factor do h-ésimo degrau.

Admite-se que B(0) = 1,u, com pu representando o valor médio geral e que os

vectores dos efeitos, B(h), h =1,--- ,u, sdo aleatérios e independentes tais que
B(h) ~ (0cy; 0®(WLw) » h=1,---,u (4.2.4)
onde
h—1 w(h)
c(h) =Y al)+) a(h)+u—h, h=1-- u (4.2.5)
1=1 i=1

Os subvectores

Bi(h), h=1,--,u,i=1,-- wh), (4.2.6)
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sao aleatodrios e representam os efeitos do submoldelo que estda no h-ésimo degrau.

O vector médio para o modelo (4.2.1) é p = 1,4 e a matriz de covariancia é

dada por V.= D (V(1),---

para cada um dos submodelos correspondentes aos degraus.

Como

= | W x;(h)B;(h)

o vector

Loh—1)

Bi(h)

Br-1(h)

Bri1(h)Lans1)

Bu(h) ]-a(u)

entdo o modelo (4.2.1) vem

Xi(h), -

X (h)

Loni)

1a(u) ]

,V(u)), com V(h), h =1,---  u, matriz de covariancia

Bi(n)

IBh—l (h)
Bi(h)
Bw(h) (h)
Braa(

=
~—

Pu(h)

(4.2.7)
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w(1) .

&@hm+2$m&m+éﬂ@

j=1

w(2) , .

@@Mwwmm@+;&®@®+émw

w(k) .

MWM+ZWMM+;$®@W+iﬂM)

J {=k+1

). .
Xj(“)ﬁj (u)

u—1 w(u
ﬁu(o)la(u) + ezlﬁu(g)la(u) + Z
— j=

1

(4.2.8)

Considerando subvectores, o modelo (4.2.1) pode ser escrito da forma seguinte

y(1)
y=1 |, (4.2.9)
y(u)
em que cada subvector
h—1 w(h) . u
y(h) = Br(0)Lagny + D Ba(O) Loy + D Xi(W)B; (M) + Y LawBu(f)  h=1.--+ .u
1=¢ j=1 t=h+1
(4.2.10)
representa o submodelo do h-ésimo degrau, h =1,--- ,u.
Admite-se que 51(0),-- -, £.(0) sdo fixos e os restantes subvectores aleatérios sao

independentes tais que
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Br(l) ~ (0;02(¢)) h=1,-,u, =1, ,h—1

/8]1,(6) ~ <0a(h);02(£)1a(h)) h = 17 U, £:h+17 , U (4211)

2

B,(h) ~ (ocj(h);ffjm)lcj(h)) h=T . =L u(h)

com
w(h) 9
dj(h) =o*(h)
j=1
e
cj(h) = car (X](h)) yh=1,- u,j=1,--- w(h).
Os submodelos y(h), h =1, -+, u, sd@o independentes com vectores médios
h—1 w(h) ) ] u
p(h) = E|Ba(0) Loy + Y Bu(Olagny + D X;(0)B;(A) + > TunBu(f)
=1 j=1 (=h+1
= lymp, h=1---,u (4.2.12)
e matrizes de covariancia
h—1 w(h) . u
V(h) = COV [Bu(0)lany + > Bu(OLamy + Y X (0)B;(h) + D T Bu(0)
=1 j=1 t=h+1
h—1 w(h) 9 ) ¢ u
= > POLa iy + Y5 WX (WX, (R) + Y o (OLa
/=1 7=1 {=h+1
h—1 w(h) 9 u
= ZUQ(K)JG(]%) + Z U](h)M](h‘) + Z 02(£)Ia(h) ) h = 17 ) U,
=1 j=1 (=h+1
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com
. . 0 t
M;(h) =X;(R)X;(h), h=1,--+ u, j=1,-- w(h). (4.2.14)
Assumimos que, em cada degrau h, h = 1,--- u, as matrizes (4.2.14) sao tais
que
M, (h)Mj(h) = My (B)M;(R) , 5,5 = 1,--- ,w(h). (4.2.15)

Uma vez que em cada submodelo as matrizes (4.2.14) comutam, entao a familia

M(h) = {Ml(h),--- s M (h }  h= (4.2.16)

gera uma algebra de Jordan comutativa A( (h)), h=1,--+ ,u, com base principal

) = bp (A<a<h>>) . {cizl(h), - ,Qm(h)m)} Chelew (42.17)

M;(B) = > b u(M)Quh), =1, w(h), h=1,--- ,u (4.2.18)
Dado

. (4.2.19)
Z;nz(}ll) Qk(h) = Ia(h) , h = 1, RN 7}

a algebra anterior é regular e completa.
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Tem-se ainda

| = (atam)) = {Astn)o A | (42.20)
com
- . t .
Qi(h) = Ap(h)Ak(h), h=1,--- ju, k=1,--- m(h) (4.2.21)
e
Ai(h) L g b=t (4.2.22)
— , =1,---,u. L.
' a(h) alh)
Note-se que, também as matrizes M (h), h =1, -+ u, do modelo inicial, (4.2.1),

comutam. Uma vez que
M(h) = X(h)X'(h)

= D (Ia(1)7"' Loy, | Xa(h), - Xy (R) | Laghgny, - 71a(u)) X

[t Lt 1t

b (Ia(l)’ e >Ia(h*1)7 X (h>7 T 7Xw(h)(h) ) 1Z(h+1)’ B 1Z(U)>
w(h) .

= D[ I, - 7Ia(h—1)azMi<h)7Ja(h+1)a e Ja) (4.2.23)
=1

entao, sem perda de generalidade, para h < ¢ com h,{ =1,--- ,u,
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M(R)M() = D | Iy, Laay ZMz a(ht1) s Ja@s 5 Jag) | X
X D | Iy, -1 ZMz a1y, 5 Ja)
w(h) w(l) .
= D Iau),---,ZMl o JaLag e Jae ) Mi(0),
=1

(4.2.24)
Como
w® w(€) m(l) )
Ja) Y M) = T D Y bir(0)Qi(0)
i=1 i=1 k=1
w() m(L) )
= (0)Ja(eQy(€)
i=1 k=1
w(£) m(L) ] ]
= Z Z bik(0)a(0)Q;(€)Qy(€)
i=1 k=1
w(l) . w(e)
= D bian(Da(D)Qy () = bia(0)Tuq (4.2.25)
i=1 i=1
e, por calculos semelhantes,
w(f) w(f)

ZNL, a(t) = Zb“ (4.2.26)

entdo as matrizes J, ) e Z;“”:(? M;(0), £ =1,--- ,u, comutam.
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Assim, tem-se que
M(h)M(£) = M()M(h), h,t=1,--+ ,u. (4.2.27)

Esta comutagao faz com que seja gerada uma algebra de Jordan comutativa associ-

ada ao modelo.

Retomando agora (4.2.13) e usando (4.2.18), podemos escrever

h—1 ] m(h) w(h) 9 . m(h) «u
V(h) = a(h)d o (O)Quh) + > > 6,;(Mbis(h)Qu(h) + > > a*(0)Qu(h)
=1 k=1 j=1 k=1 ¢=h+1
h—1 m(h) wh) (h) u
— ) SO M + Y Q) S 6 M) + S Q) S 63(0)
=1 k=1 j=1 k=1 t=h+1

k=2 j=1 t=h+1
m(h) . )

= Z%(h)Qk(h)
k=1

(4.2.28)
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com as componentes de variancia canénicas, Yo(h), £ = 1,2, h =1,--- ,u, definidas
por

. _ w .2 u

Y1(h) = a(h) S0 a2(0) + X80 6, (Wbja(h) + i 0?(0) . h=1,-,u

N w . 2 u

Yi(h) = S0 65 (Mbja(h) + S0 02(0) . h=1,u, k=2, m(h).

(4.2.29)
Fazendo
"
j=1

podemos ainda escrever

u

Ye(h) =(h)+ Y o*(0), h=1, u, k=2, m(h). (4.2.31)
{=h+1

Assim, tem-se

(k)
V() =3 Au(h)Qu(h), (4.2.32)

onde, para h=1,--- ,u,

() = alh) Sl () + S0 6 (b () + S 02(0)

Ve(h) = (h) + s 0%(0) (4.2.33)

L2

L w(h) = 3200 6 ()b (h).

Seja B(h) = [brx(h)] a matriz de transigao de M(h) \Q(h) , com
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Como

entao

podemos escrever

em que

oi(h)
o?(h) = ,h=1,---,u
o3 (h)
com ,
o2(h) =0,(h) =0 ., h=1,

(4.2.34)

(4.2.35)

(4.2.36)

(4.2.37)

(4.2.38)

(4.2.39)

(4.2.40)
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’71(h>
~(h) = ,h=1,---,u (4.2.41)
Y2(h)
71<h):'71(h> ) hzlu y U
(4.2.42)
Yo(h) = [ra(h) Yy ()], h=1,
entao

v1(h) = btzl(h)o'g(h) sy h=1,--- u

~v(h) = B'(h)o?(h) < (4.2.43)
72(h) = BEQ(h)U'g(h) ) h = 17 e, U

Para que as componentes de o2(h) determinem a matriz de covariancia de y(h),
as matrizes da familia (4.2.16) tém que ser linearmente independentes, o que significa

que By (h) tem que ser horizontalmente livre e entao

71(h>:b§1(h)0'§(h) , h=1,,u

(4.2.44)
o3(h) = By(h)Tv,(h) , h=1u,

com * indicando a inversa de Moore Penrose. Assim, tanto os vectores o2(h) como
o0s 7, (h) podem ser estimados a partir de v,(h).

Considerando

Y2 (h) = :  h=1,--,u (4.2.45)
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entao

WQ(h)
Y2(h) = :
Y(hy ()

'-72<h) - Z?:h—&-l a?(0)

RECIOED YN ()

= Ya(h) — ( > 02(6)) Tongy-1y, h=1,---,u.  (4.2.46)
¢

=h+1

As componentes de variancia

Goh), h=1,-u, k=2 m(h), (4.2.47)

o5 (h) = (B, ()" (’le(h) - ( > UW)) 1<m<h)1>) yh=1--u, (4248)

(=h+1
onde
o*()=1'¢2(l), h=1,---,u, L=h+1,--,u (4.2.49)
Caso algum degrau h', b’ =1, .-+, u, tenha um tnico factor a expressao (4.2.48)
vem
2 ) v
o* (W) = 0,(h) = Ta(l) = Y o*(0). (4.2.50)

e=h'+1
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4.2.2 Estimacao

79

Por forma a estimar as componentes de variancia anteriores, é necessario comecar

por estimar as componentes de Yg(h), h =1,--- ,u.

Considerando os vectores

":lk(h):Ak(hb’(h)a h=1- u, k=1,--- 7m(h>

e usando (4.2.12) e (4.2.28) podemos escrever

entao

Além disso, os vectores (4.2.51) s@o tais que, para k # k', se tem

(4.2.51)

(4.2.52)

(4.2.53)

(4.2.54)
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COV i) in(h)| = COV | Anthly(h): Aw(hy(n)]

_ Aﬁm(g%mmﬂAmﬂﬂ&mg{Ammy

_ (mmm(m {Am]t&w) Av(n)

- ng(h)ng/(h)v

(4.2.55)

com

h=1,u, kk =2 m).

Seja

Utilizando agora o mesmo procedimento, que permitiu encontrar (3.2.46), obtém-

se os estimadores centrados

_ IAhy (1)

Vi (h) ch=1,- u, k=2--- m(h). (4.2.57)

Assim,

Yuh), h=1, u, k=2, ,m(h) (4.2.58)

Yi(h), h=1,--- u, k=2,--- ,m(h) (4.2.59)



4.2. MODELO DEGRAU A DEGRAU

através do qual se obtém estimadores centrados para

Considerando
- As(h)y (h)]2

~ Ya(u) 2(h)

Yo(h) = : = : s h=1,-u,
o A (n) (R)y(R)]|?
Vm(w) (u) Im(ny(R)

entao
Y2(h)
Yo(h) = :
| %ﬁﬂh}(h)

Ya(h) = ipir 7 (0)

T(wy(h) = X1 G2(0)

= Ya(h) — ( Z 52(@) lonny-1), h=1,--- ,u.

l=h+1

Os estimadores para as componentes de variancia

para o h-ésimo degrau, h = 1,--- , u, obtém-se através de

52(h) = (Bly(h))* (*‘m(h) - ( ) &“2@)) 1<m(h)1)> |

{=h+1

onde

81

(4.2.60)

(4.2.61)

(4.2.62)

(4.2.63)

(4.2.64)
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a*(0)=102(), h=1,---,u, L=h+1,--,u (4.2.65)

Caso algum degrau h', b’ =1, .-+, u, tenha um tnico factor a expressao (4.2.64)

vem
~ ~ u

F() = 6y(0) = () — 3 o2(0) (4.2.66)

e=h'+1

4.2.3 Normalidade

Na analise efectuada anteriormente nada foi assumido quanto a distribuicao do mo-
delo. Se assumirmos agora a normalidade podemos provar que os estimadores ante-
riormente obtidos, além de centrados sao fungoes de estatisticas suficientes.

Consideremos
,B(h) ~ N (Oc(h) ; O'Q(h)Ic(h)) 5 h = 1, e, UL (4267)

Com base no pressuposto anterior tem-se

y(h) ~ N (u(h); V(R)) , h=1,--- ,u, (4.2.68)

com

(4.2.69)
V() =X 3 mQuh) , h=1,--- ,u

As componentes de variancia canénicas, Vx(h), estdo definidas em (4.2.29).

Fazendo
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tem-se
ﬂk(h) NN <ng(h); %(h)ng(h)> s h = 1, e, U, k= 2, s ,m(h)
gk(h):ca'r’(Ak(h)) , h=1,--- u , k=2, m(h).
(4.2.71)
Como as élgebras de Jordan comutativas A(a(h)), h =1,--- ,u, sdo completas
entao
[V(h)]il = le(’;) . ! Qk(h) , h=1--,u
T (4.2.72)
VR =TT (Grm)® o h=1,
Além disso, para h=1,--- ,u,
m(h)
y(h) — (W) V()] y(h) —pm(h)] = > ﬁHAk(h) y(h) = p(h)] |I?
= ——1M.(h) — M (R)|?
;; Ye(h) ' '
_ ) =mm® & [ (B
N Y1(h) =2 Vi(h)
_ ) =@, S S
Y1(h) =2 Vi(h)
(4.2.73)
Como
it ()~ )2 = ) — 2 [ (0)] ) + i ()
(4.2.74)

entao
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() — b)) [V () — k)] =[]

(||"~71(h)||2 -2 ["-71(h)]t51(h) +

X

(h) .
+ m®I?) + 3 [d)] - silh).

(4.2.75)
Assim, podemos escrever
1 1 t —1
n(y(W)|p(h), V(R) = —— e shW-r®I VW] () -a(h)]
(y(h)|p(h), V(h)) SENOE
4[] ncore-2ine] i) s [nn] inoor
- |71(h) M1 (R)]|2=2|71(R) n1(h)| M (h)+|71(h) |771(h)|}
N a(h) rm(h) 2 95 (h)
(2m) 2 [T () ™2
-1
;{ k) {"vk(h)] sk(h)]
X e —

~ t~

. {_2&1@)] T+ [%(h)] - [?'71(’1)} )+ ["vk(h)] s

. [_2»;1(}1)] B (|71 (R)|2

X )
a(h) m(h) 9i(h)
(2m) % T (u(R)) ™
(4.2.76)
Para cada um dos h degraus, h = 1,--- ,u, aplicando o teorema da factorizacao,

teorema 2.6.1, tem-se que

T(y(h)) = (Hm(m, 12250 (h). 2 () -+ S <h>)
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é uma estatistica suficiente para o parametro

6(h) = (F1(R). My (R), Fa(h), -+ T (1))

Além disso, como a distribuicao normal pertence a familia exponencial, se o
espago paramétrico do degrau contiver abertos, entao a estatistica é suficiente e
completa, proposicao 2.6.1. Nesse caso, aplicando o teorema 2.6.3, tem-se que em

cada um dos h degraus, os estimadores

(k) , h=1,---,u , k=2, m(h) (4.2.77)

sao, dentro da familia dos estimadores que se obtém dos vectores de observagoes dos
degraus, UMVUE.

Raciocinando como no capitulo anterior, tém-se estatisticas suficientes para o
aninhamento em escada estruturado nao se conseguindo estabelecer no entanto es-
tatisticas completas.

Os vectores M(h), h = 1,--- ,u, k = 2,--- ,m(h), sdo independentes pois a
sua funcao distribuigdao conjunta é normal e as matrizes de covariancia cruzadas sao
nulas. Tem-se entdo que os vectores Sg(h), h=1,--- u, k=2,--- /m(h), também

sao independentes. Usando (4.2.71) tem-se

Sk(h) ~ ’.Yk(h)xzk(h) ,h=1,---,u, k=2,---,m(h). (4.2.78)

Como os Sg(h), h=1,--+ ju, k=2,--- ;m(h), sdo independentes e a sua fungao

de distribui¢ao é dada por (4.2.78) podemos escrever
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g (W)Se(R)  Fu(h)
gk<h)Sk+1 (h)

. F!]k(h)7gk+1(h) ) h = 17 ,U,k = 2, ,m<h) (4279)
Ves1(h)

4.2.4 Exemplo de Aplicacao

De forma a exemplificar a teoria anterior, voltamos ao exemplo apresentado no inicio
deste capitulo. Considere-se o modelo de efeitos aleatérios, com aninhamento em
escada estruturado apresentado na figura seguinte. Neste modelo temos 3 degraus
e 4 factores. O primeiro degrau tem o factor A com trés niveis, que tem aninhado o
factor B com dois niveis no segundo degrau e este aninha ainda, no terceiro degrau,
um submodelo com cruzamento dos factores C e D, cada um com dois niveis. O

cruzamento serda abordado mais a frente no capitulo seguinte.

Figura 4.2.1: Modelo com aninhamento em escada estruturado, com 3 degraus e 4

factores

As componentes de variancia sao

e

(4.2.80)
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Vejamos como obter estimadores para essas componentes.

Este modelo tem n = 9 tratamentos sendo o niimero de niveis em cada degrau

Considere-se que o vector de observacgoes ¢ dado por

n
Y2
Y3 r 7

B 7 Y11
Y(1> Ya

Yo=|y@ | =| | ] | com y@)=

B 7 Y21
Y(3> Ys

oz (4.2.81)

Y22
Y - -

Ys

Yo

No degrau h = 3 tem-se o cruzamento dos factores C e D, pelo que as matrizes

de incidéncia, X;(3), j = 1,2,3, 4, sio
Xi3) =101, =1,
X2(3) =L®1,

(4.2.82)
X3(3) =11

X4(3) =Ll =1

\

t

Com Mj(3) = Xj(3)Xj(3), j=1,2,3,4, tém-se as matrizes
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(4.2.83)

A base principal da algebra de Jordan comutativa a que se associa o submodelo

neste degrau é

Q) = (A ) - {@..0,0.0.0.00)]. (12.84)

com

(

Ql(?’) =11, ®3Jy =104
Qz(?’) = %Jz ® Ky = %Jg@ (12 — %Jz) = %J2®12 _ leJ4

Q(3) = Ko ® 1 = (L= 1) @ 0o = L 0 3, — 13,

\ Q4(3) =K ® Ky = (I2 - %JQ) ® (IQ - %J2> =1, - %J2 ® Iy — %IQ ® Ja + %J4.
(4.2.85)

Tem-se ainda

{cﬁg(g,)] : = bp? (A<a<3))) — {A1<3), As(3), As(3), A4(3)} : (4.2.86)
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com

Ai3) = S1b® 15 = 31
As(3) = 5150 T,

As(3) =Ty, ® Ty

Podemos agora escrever

Ml(S) = 4Q1(3) + 0Q2(3) + 0Q3(3) + OQ4(3)
M2(3) = 2Q1(3) + 0Q2(3> + 2Q3<3) + 0Q4(3)

M3(3) = 2Q1(3) + 2Q2(3> + 0Q3<3) + 0Q4(3)

M3(4) = 1Q1(3) + 1Q2<3> + 1Q3<3) + 1Q4(3)7

\

obtendo-se a matriz de transicao

89

(4.2.87)

(4.2.88)

(4.2.89)

(4.2.90)
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b11(3)
b21 (3) B22 (3)

(BLy(3))

Aplicando (4.2.64), tem-se

73(3)

03

o

S NI

(@) O N

(B55(3))"72(3).

(410 0 0|
210 2

020 (4.2.91)
202 0 0
1111
_1
2
—1 (4.2.92)
1

(4.2.93)

pelo que para as componentes de variancia do degrau h = 3 obtemos os estimadores

com

2 (4.2.94)

Y(3) = [[A:B)y3)?, k =2,3,4. (4.2.95)
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No degrau h = 2, tem-se um factor com dois niveis pelo que as matrizes de

incidéncia sao

Xi(2) =1,
X1(2) =1,
Mi(2) =Js
M;i(2) =1,

Tem-se ainda que

Q,(2) = 1J,
Q(2) =L — 3J,
{Q@)F =t (@) = { A2 A}

(4.2.96)

(4.2.97)

(4.2.98)

(4.2.99)

(4.2.100)

(4.2.101)

Usando (4.2.66), o estimador para a componente de variancia do factor do

degrau 2 é
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72(B) = 7(2) = 72(2) — 7%(3), (4.2.102)
<oy T2y (2)]
Vo(2) = @) -1 (4.2.103)

e 0%(3) ja calculado em (4.2.94).
De forma muito semelhante obtém-se que o estimador para a componente de

variancia do factor do degrau h =1 é

G*(A) = 3%(1) = 12(1) — (32(2) + 72(3)) (4.2.104)
$(1) = ”'ar(?’ly)—(i)r (4.2.105)

e os estimadores dos degraus anteriores dados por (4.2.94) e (4.2.102).
E agora possivel calcular os estimadores para as componentes de variancia do

modelo da figura (4.2.1), para qualquer vector de observagoes y definido em (4.2.81).

4.3 Modelo Global

De forma a utilizar a abordagem global para o aninhamento em escada estruturado,
foi necessdrio redefinir as matrizes (4.2.2) e os vectores dos efeitos (4.2.3). As al-
teragoes permitem que o aninhamento em escada estruturado possa ser tratado como
um todo e originaram um modelo diferente do anterior. No entanto, como iremos
ver, conseguem-se obter os mesmos estimadores para as componentes de variancia

que com o modelo estruturado degrau a degrau.
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4.3.1 Estrutura Algébrica

93

Seja u o numero de degraus, a(h) o numero de niveis do h-ésimo degrau e

n =Y ,_,a(h) o nimero de tratamentos total.

O modelo de efeitos aleatérios com aninhamento em escada estruturado é dado

por

com

onde, para h=1,--+ ,u,i=1,--- jw(h),

Xi(h) =D <Ia(1)7 o L)y Xa(R), Lagngnys -

;

B(0) = [B1(0), -+, Bu(0)]

B(h) = [BL(h), Bl ()] Ch=1,.-

t t

Bz(h) = 02(1)7"' 702(h71)7/3i(h)a07"' 70 ) h = 17

\

Note-se que, para h =1, ju, i = 1,--- ,w(h), se tem

Mi(h) = Xi(h)X:(h)

t

= D (Ia(1)7"' a1y, Xa(R) X (R), Jahsy, - 7Ja(u)> -

) ]-a(u)) )

(4.3.1)

(4.3.2)

(4.3.3)

(4.3.5)
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O modelo (4.3.1) pode ainda escrever-se como

= p+ Y Y Xi(h)B,(h). (4.3.6)
O vector médio do modelo é dado por

p=Ely]=1.u (4.3.7)

e a matriz de covariancia é

V=COVly|=> Y X;(h)COV [B,(h)] Xi(h). (4.3.8)

Como

B,(h) ~ (0@(@; dj(h)Ici(h)) =1 u, =1, w(h), es(h) = car (Xi(h))
(4.3.9)

entao

L2

COV [B;(h)] =D (Oau)xamr“ , Oa(h—1)xa(h—1); 7 () e (n), 0, - - ,0) . (4.3.10)

Assim,
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\ Z Z D (Ia(1)7 U ’Ia(h—1)7 Xl(h>7 1a(h+1); Tty 1a(u)> X
h=1 1

_2
x D (Oa(l)xa(l)a o+, 0g(h—1)xa(h—1): T3 (M) L, (n), 0, - - - ,0> X

Lt
Ia(1)> Ia(2) tee 7Ia(h71)7 Xl(h), ]—Z(h-t,-l)a T 1ta(u)>

. 2 t

= D (Oa(l)xa(l)a o Xi(h)oy ()X (R), - - aOa(u)Xa(u)>

h=1 =1

u w h) 9 .

= D (Oa(l)xa(l)a 5,04 (h)M%(h)7 T aOa(u)Xa(u))

h=1 i=1

(4.3.11)
com
. . . t

Tal como na secgao 4.2.1, assumimos que as matrizes anteriores comutam e que

m(h)
Mi(h) = > bir(M)Qu(h) , h=1,+ u, i =1, w(h) (4.3.13)
k=1
com Qk(h), h=1,---, u, matrizes que pertencem a base principal

Q) , h=1,-,u, h=1,--- u (4.3.14)

definida em (4.2.17).

Seja
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M(h) = X(h)X!(h)

t

= [Xa(h) -+ Xy (B)] [XG(R) -+ X ()]

w(h)
= M;(h)
i=1
w(h) .
= D (Ia(l)u T 7Mz<h)a Ja(h—&-l)’ T 7Ja(u)> ) (4315>
i=1
entao, sem perda de generalidade, para h < £ com h,{ =1,---  u,

w(h)
M(R)M(() = ZD (Ia(l)a“' ager), MG(R), -+ Jagey, - - - 7Ja(u)) X
=1

w(f)
X Z D (Ia(1)7 e 7Ia(h)7 e ’Ml(€)7 Ja(@+l)7 e 7Ja(u)>

— M(O)M(h). (4.3.16)

Conclui-se que as matrizes M(h), h = 1,---  u, do modelo global comutam.
Sendo a base principal da dlgebra de Jordan comutativa global a que se associa este
modelo, (), definida como

u .

Q(h), (4.3.17)

1—

Q=

h

em que X representa o produto cartesiano de algebras de Jordan comutativas, ver

proposic¢ao 2.5.6. As matrizes que constituem () sdo as matrizes diagonais por blocos

Qx(h),h=1,--- u , k=1,--- ;m(h), dadas por
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Qi(h) =D (Oa(l)xa(l)a o 0g(h—1)xa(h—1)> Qi (1), Oa(ht1)xa(hs1)s - 7Oa(u)><a(u))
(4.3.18)

Tem-se ainda

Q: = >uf {Q(h)} % (4.3.19)

constituida pelas matrizes

Ai(h) = |:Ofl(1)a e vofz(h—lyAl(h)aOZ(h-i—l)v'" 7OZ(u):| yh=1,,u (4320

e
Ay (h) = [ng(h)xa(1)> “ Oy, xath-1)s Ak(R), Ogyyxanrnys ++  Ogu(hyxatu | -
(4.3.21)
com
() = car (Au()) B =1 k=2 ), (43.22)
Usando (4.3.13) tem-se
u w(h) 5 MM .
vV = Z Z D Oa(l)xa(l)a 04 (h) Z bl,k<h)Qk(h)7 T Oa(u)xa(u)
h=1 i=1 k=1
u w(h) m(h) 9 _
= D (Oa(l)xa(l)> w0 (h)bik(h)Qy(R), - - - a(u)xa(u))
h=1 i=1 k=1
u_w)m) _
= a; (h)bz k(h/>D (Oa(l)xa(l)v Tty Qk(h>7 o a(u)><a u))
h=1 i=1 k=1
(4.3.23)
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Por (4.3.18) vem

u_ m(h)wh)
V= ; (h)biy.(h)Qu(h). (4.3.24)
h=1 k=1 i=1
Entao
u m(h)
h=1 k=1

ap(h) =Y 0, (Wbix(h) , h=1,--+ u, k=1 m(h). (4.3.26)

Note-se que

pelo que a algebra () ¢ completa.

Considere-se agora

a = B'o? (4.3.27)

com
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a(l) ay(h)
o = e a(h)= : , h=1,---,u
a(u) Oém(h)(h)
(4.3.28)
2
o?(1) ay(h)
o? = e o?(h) = : , h=1--u
2
L a?(u) Uw(h)(h)
A matriz de transicao é
By B Bi.
By, By - Bo,
B=[Byl=| = ° ? (4.3.29)
Bul Bu2 Buu
com
B;; =1 B(i) L i= (4.3.30)
1w(z)]—:n(j) = Jw(i)xm(j) 5 i > jv
sendo a sua transposta
Bu]" [Ba' B
B! [Byl” -+ [Bul
g || .12] Bz Bl | (4.3.31)
| [BIU]t [B2U]t {Buu]t ]

Entao pode escrever-se

a=B'o? s ah) = By a?(1)+- -+ Bl o)+ -+ Bu a*(u), (4.3.32)
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ou

a(h) =Y Ballo*(0), h=1
Considere-se .
any = | 1
az(h)
[ ca(h) = [ on(h) } Ch=1,
Oég(h)
oz (h) = : , h=1,
L Oém(h)(h)
o2(h) = ai(h)
o3(h)
(2 =[aum)] . n=1,
,(h)
U;(h) = : ) h = 17
\ Gy (1)

Se considerarmos que a matriz

B*

ij’zjjzl’...’u

(4.3.33)

(4.3.34)

(4.3.35)

(4.3.36)

(4.3.37)
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¢ uma matriz que se obtém retirando a 1* linha e a 1* coluna da matriz B;;, entao

podemos escrever

az(h) =) [Byllo2(), h=1,-,u (4.3.38)

Usando (4.3.30), tem-se

u

az(h) =B (W) o3(h) + > *(O)Lnm-1, h=1,---u (4.3.39)
(=h+1
Se as matrizes [B*(h)], h = 1,--- ,u, forem horizontalmente livres entao

{=h+1
€
w®)
()= 6,(0) =1l 05(0) , L=h+1-- u, (4.3.41)
=2

pelo que a relacao entre as componentes de variancia iniciais e as canodnicas, é a
mesma que no modelo degrau a degrau.
Note-se que, se existir algum degrau A’ em que existe apenas um factor, a ex-
pressao anterior é dada por
u

P = Gy(H) = an(W) = 3 0*(0), K =1, . (4.3.42)

{=h'+1
4.3.2 Estimacao

Vejamos agora que, apesar de tanto o modelo como a abordagem serem diferentes da
secgao anterior, obtemos os mesmos estimadores para as componentes de variancia

candnicas que em (4.2.57).
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Counsiderando os vectores

e usando (4.3.7) e (4.3.25) podemos escrever

Ne(h) = Ax(h)p L h=1,-,u , k=1,--,m(h) (4.3.44)
L gk(h) = car (Ak(h)) ’ h = 17 yu oy k= 27 7m(h>
Como

entao
ﬁk(h) ~ <0gk(h)7 ak(h)]:gk(h)) s h=1u, k=2 7m(h) (4346)

Utilizando agora o mesmo procedimento, que permitiu encontrar (3.2.46), obtém-

se os estimadores centrados

AP

ar(h ch=1,-- u, k=2 m(h). 4.3.47
Assim, ag(h), h=1,-+ ju, k =2,--- ,m(h), é um estimador centrado de ay,(h),
h=1,--- u, k=2--- m(h), através do qual se obtém estimadores centrados para

2
O-(h) 602(h>7 h=1-- u j=1,-- 7w(h’)

J

Uma vez que

As(h)y(h) = As(h)y , h=1,--- ,u (4.3.48)

esta formulagdo conduz as mesmas estatisticas que a anterior, em que se utiliza o

modelo degrau a degrau.
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4.3.3 Exemplo de Aplicacao

Nesta subsec¢ao vamos voltar ao exemplo da subseccao 4.2.4. O procedimento que
vamos agora utilizar é o do modelo global. Relembramos que, as componentes de

variancia que pretendemos estimar sao

(
(B)
o2(C) (4.3.49)
(D)
(

De forma a calcular as matrizes de incidéncia para o modelo global vamos utilizar
as matrizes ja definidas na seccao 4.2.4. Assim sendo, obtém-se as matrizes de
incidéncia
X(1) = D (I3, 15, 14)

X(2) =D (13,15, 14)
X1(3) =D (137 127 12 ® 12)

(4.3.50)
X2(3) = D (I3, I, I, ® 1)

X3(3) =D (137 :[2) 12 ® IQ)

X4(3) =D (13,1, I, ® 1),

bem como as respectivas matrizes
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M(0) = D (J3,J2,J4)

M(1) = D (I3,J5,J4)

M(2) = D (I, I, J4)

M, (3) = D (I, Iz, J2 ® J») (4.3.51)
M;(3) =D (I3, I, I, ® Jy)

M;(3) =D (I3, 1, Jo @ I)

My(3) =D (I3, I, I, ® I,).

Também para as matrizes que constituem a algebra de Jordan comutativa, a que
o modelo global estd associado, utilizamos as matrizes ja calculadas na secgao 4.2.4.

Seja @ a base principal para o modelo global. Entao

Q = {Q1(1>7 Q2(1>7 Q1(2)7 Q2(2)7 Q1(3>7 Q2(3>7 Q3(3>7 Q4<3>} (4352>

com

Q1(1) = D (3J3, 02x2, 04x4)
Q2(1) = D (K3, 0252, 04x4)
Q1(2) = D (0343, 3J2, 0454)

Q2<2) =D (03><37 K2a 04><4)

(4.3.53)
Q1(3) = D (0343, 0242, 372 ® 3J2)
Q2(3) = D (0343, 02x2, 332 ® K»)
Qs3(3) = D (03x3, 022, Ko ® 3J5)
Q4(3) = D (0343, 092, Ko @ Ky) .
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Tem-se ainda

|(§‘)—‘

com

= {A1<1)7 A2(1)7 A1(2>7 A2(2)7 A1(3)7 A2<3)7 A3(3)7 A4(3>}

A(2) = [057

Ai(1) = [ 514,05, 0]

A2(1) = [T3702><2702><4]

A2(2) = [057 T2a Ofl]

105
(4.3.54)
/3
2514, 0]
] (4.3.55)
05,04, 115 @ L1t
_057 Ogv \/LQ]-Z ® T2:|
_037 Ogv T2 ® \/Lilé}

A4(3) = [05,05, Ty ® Ty
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01(1) = car (A,(1)) = 1
g2(1) = car (Ay(1)) =2
91(2) = car (A4(2)) =1
92(2) = car (A5(2)) =1
(4.3.56)
91(3) = car (A1(3)) =1

92(3) = car (A5(3)) =1

93(3) = car (A3(3)) =1

94(3) = car (A4(3)) = 1.

Podemos agora escrever

M(1) = Qi (1) + Qa(1) +2Qu(2) + 0Q2(2) + 4Qu(3) + 0Q2(3) + 0Qs(3) + 0Qa(3)
M(2) = Qu(1) + Qa(1) + Qu(2) + Q2(2) +4Qu(3) + 0Q2(3) + 0Qs5(3) + 0Q4(3)
M;(3) = Qu(1) + Qa(1) + Qu(2) + Q2(2) +4Qu(3) + 0Q2(3) + 0Qs(3) + 0Q4(3)
M(3) = Qi(1) + Qa(1) + Qu(2) + Q2(2) + 2Qu(3) + 0Q2(3) +2Q3(3) + 0Qu4(3)

M;(3) = Qu(1) + Qa(1) + Qu(2) + Q2(2) +2Qu(3) + 2Q2(3) + 0Q3(3) + 0Q4(3)

M, (3) = Qi(1) + Q2(1) + Q1(2) + Q2(2) + Q1 (3) + Q2(3) + Qs(3) + Qa(3)
(4.3.57)

\

pelo que a matriz de transicao é
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Com

tem-se

Aplicando (4.3.40) para h = 3 tem-se

52(3) = (B*(3)]") " @(3)

-1 112
1 1|1
B13
By | = 1 1|1
B., 1 1|1
1 1|1
1 111
0 20
B*3)=12 0 0
11
0 3
(B =]1L o0
0 0

107
400 0
40 00
4000 (4.3.58)
2020
2200
1111

(4.3.59)
1
2
. (4.3.60)
1

(4.3.61)

pelo que os estimadores para as componentes de variancia dos factores do degrau

h = 3 sao as componentes do vector

com

’O‘.’Q

’0‘.“2

’52

(©)
(D)

(CD)

a2(3) — a,(3)

as(3) — au(3)

2
(4.3.62)
2

aa(3)
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a(3) = Ayl k=2,3,4. (4.3.63)

Usando (4.3.42), os estimadores para as componentes de variancia dos factores

dos degraus h = 2 e h = 1 sao, respectivamente,

52(B) = 6,(2) = aa(2) — 5%(3), com Gp(2) = L2220

92(2)
~ (4.3.64)
~ . ~ ~ —~ 2
72(A) = 6,(1) = @a(1) — Ti, 3%(1), com (1) = A2,
onde
w(h) ~5
5*(h) =Y &,(h) = Lyw-153(h) , h=2,3. (4.3.65)
=2

Tal como anteriormente, este exemplo com o modelo global, mostra como calcular
os estimadores para as componentes de variancia do modelo da figura (4.2.1), para

qualquer vector de observagoes y definido em (4.2.81).



Capitulo 5

Cruzamento de Aninhamentos em

Escada Estruturados

O algoritmo que vamos apresentar na seccao 5.1 deste capitulo é geral e aplica-se
ao cruzamento de quaisquer modelos. E de f4cil aplicagao, sendo que a dificuldade
de analise resulta dos modelos em si e nao do seu cruzamento.

Na seccao 5.2 apresenta-se o caso particular do cruzamento de dois modelos
com aninhamento em escada estruturados. Consideram-se os dois modelos definidos
de acordo com o modelo global e apresenta-se ainda um exemplo de aplicagao do
cruzamento de dois modelos definidos com esta abordagem.

Resultante da existéncia de degraus, a que podem corresponder diferentes sub-
modelos, o cruzamento pode ser definido a custa do cruzamento dos degraus dos
diferentes modelos. Apesar de este tema ainda se encontrar em fase de desen-
volvimento, apresentam-se ja resultados referentes a utilizagao do cruzamento das

algebras dos varios degraus.

109
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5.1 Resultados Gerais para o Cruzamento

Considerem-se dois modelos quaisquer e considere-se ainda que a cada modelo £,

¢ =1,2, correspondem as familias

(

M) = {Mi(0), -, My (0)}
Q(0) = bw (A(0) = {Qu(0), -+, Qun(0) } (5.1.1)

Qx(0) = {Av(0), , Aun(0)}

\

e a matriz de transicao B(?).
Quando se cruzam os dois modelos obtém-se, segundo [Mexia et al., 2010], um

novo modelo com as familias

Q=Q(1)®Q©2) (5.1.2)

de acordo com a definigao 2.5.1, e a matriz de transicao

B =B(1) ® B(2). (5.1.3)

Admite-se também que, havendo n(1) e n(2) tratamentos nos dois modelos, no
modelo obtido por cruzamento, os tratamentos estao ordenados de acordo com os

indices

onde

r=1,---,n,n=n(l) xn(2) (5.1.5)
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Assim, é directo construirem-se as familias de matrizes necessarias a estimacao.
Quando se cruzam nao dois, mas sim L modelos o modelo do cruzamento passa

a ter as familias

( L
M = Qu(0)
=1
L
! Q=@ (5.1.6)
=1
L
1 1
Q2 = K)Q=(0)
=1
e a matriz de transicao
L
B = (X)B(0). (5.1.7)
=1
Sendo n(¢), £ =1,---, L, o nimero de tratamentos em cada um dos ¢ modelos,

tem-se que os tratamentos do modelo obtido por cruzamento estao ordenados de

acordo com os Indices

YR, KO =1, n(0), =1, ,L (5.1.8)

k=1 ,n, n=]]n). (5.1.9)

L
(=1

Tal como anteriormente, é directo construirem-se as familias de matrizes ne-

cessarias a estimacao.

5.2 Cruzamento de Modelos Globais

O objectivo desta secgao é apresentar o cruzamento de modelos com aninhamento

em escada estruturado, considerando que cada modelo estd definido de acordo com
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a abordagem global. De acordo com a sec¢ao anterior, o cruzamento de modelos as-
senta no produto de Kronecker entre as familias correspondentes aos varios modelos
que se cruzam.

No caso dos modelos com aninhamento em escada estruturado, utilizando a abor-
dagem do modelo global, o cruzamento ¢é aplicacao directa dos resultados apresen-
tados na seccao 4.3. Por forma a simplificar a aplicacao dos resultados para o
cruzamento, a notagao que vamos utilizar é a da seccao anterior. Nesta notagao nao
se utiliza a informagao por degrau.

Considerem-se dois modelos globais com aninhamento em escada estruturado.
Cruzando os dois modelos obtém-se as familias M, @Q e Q%.

A familia M é constituida pelas matrizes

com

e cada uma das matrizes

¢ uma matriz diagonal por blocos.

A familia @ ¢ constituida pelas matrizes

com

(=12, k({)=1,--- ,m({), m=m(l) x m(2)

e cada uma das matrizes
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¢ uma matriz diagonal por blocos, com todos os blocos nulos com excepcao de um.

. qe AL o .
Tem-se ainda a familia ()2 constituida pelas matrizes

com

(=12, k({)=1,--- ,m(l), m=m(l) x m(2)

e cada uma das matrizes

A0, 0=1,2, k() =1, . m(0) (5.2.6)

é uma matriz linha por blocos, com todos os blocos nulos com excepc¢ao de um.

A matriz de transicao do cruzamento é

B = B(1)® B(2). (5.2.7)

Considerando agora que, para ¢ = 1,2,

o?(t) = [o2() % (0)]

(5.2.8)

t

Y(O) = [1(0) - Yy (0)]

tem-se que

~(l) =B (O)a?(l),  =1,2. (5.2.9)

Para o cruzamento dos dois modelos, considerando

o?=0%1)®0%(2)
(5.2.10)

v=~(1)®~(2)

e B a matriz definida em (5.2.7), podemos escrever
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~ = B'o?, (5.2.11)
onde
o?2=1o? , i=1, , W
(5.2.12)
Y= h/k] ) k = 17 , M
e

02 = 02y (1) x 0%, (2) , i = (i(1) — Dw(2) +i(2)

(5.2.13)
Ve = (1) X @) (2), k= (k(1) — 1)m(2) + k(2).
Se a matriz B for horizontalmente livre entao
2 _ t1+
o? = [B']"~. (5.2.14)
A estimacdo das componentes de variancia iniciais, o2, 1 = 1,--- ,w, é feita da

forma habitual ja apresentada nos capitulos anteriores, comecando por se estimarem
as componentes de variancia canoénicas, v, k=1,--- ,m.

Admitindo

Ay ~ (g mlg) s k=1, ,m, (5.2.15)

com gy = car(Ayg), tem-se o estimador centrado

A 2
5= AT e (5.2.16)
9k
onde
C={k=1--,m:E[Ayy] =04}. (5.2.17)

De modo a obter o vector dos tratamentos, do cruzamento dos dois modelos,

considera-se que para cada tratamento do 1° modelo se tem um subvector com
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os tratamentos do 2° modelo. Sendo n(¢), £ = 1,2, o nimero de tratamentos do

{—ésimo modelo, podemos escrever o vector das observacoes como
Y11
Y1,n(2)
Y21

Yn()n(2) = : = ' (5.2.18)
Y2,n(2)

Yn(1),1

Yn(1),n(2)

onde y;; representa a observacao em que se cruza o tratamento ¢ do 1° modelo com
tratamento j do 2° modelo, i =1,--- ;n(l), j =1,--- ,n(2).

Note-se que, serd necessdrio alterar ainda a matriz e os vectores em (5.2.14)
de forma a ficarem coerentes com as respectivas componentes de variancia, veja-se

(5.2.53), no exemplo de aplicacao da subseccao seguinte.

5.2.1 Exemplo de Aplicagao

Considere-se o cruzamento de dois modelos com aninhamento em escada estru-
turado, conforme figura 5.2.1. A abordagem utilizada é a da seccao anterior e
considera-se que os factores sao de efeitos aleatérios.

No modelo 1 tem-se um aninhamento com dois degraus. O primeiro degrau tem
o factor A com trés niveis, que aninha no segundo degrau um submodelo com o
cruzamento dos factores B e C, cada um com dois niveis. Este modelo tem n(1) =7

tratamentos. No modelo 2, também se tem um aninhamento com dois degraus. No
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Modelo 1 Modelo 2

Figura 5.2.1: Cruzamento de dois modelos com aninhamento em escada estruturado

primeiro degrau tem-se um submodelo com cruzamento de dois factores D e E. O
factor D tem dois niveis e o factor E tem trés. Este submodelo aninha no segundo
degrau o factor F com dois niveis. Este modelo tem n(2) = 8 tratamentos.

Caso o cruzamento considerado fosse de modelos com aninhamento equilibrado
teriam-se (3 X 4 x 6 x 2) = 144 tratamentos. Neste caso, o cruzamento de aninha-
mentos em escada, tem n = (7 x 8) = 56 tratamentos. A figura 5.2.2 apresenta os

efeitos para os varios modelos.

Modelo 1 Modelo 2
Média
A D, E, DE
B, C, BC ® | F
u, A B C BC & u, D E DE F

| -
....................................................................................

# A B C BC D E DE F AD AE ADE AF BD
BE BDE BF CD CE CDE CF BCD BCE BCDE BCF

Figura 5.2.2: Efeitos para os varios modelos
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As familias X (¢), £ = 1,2, sao

Xl(l) == D (].37 14)

X5(1) = D (I3, 1,)

X3(1) = D (I3, 1, ® 1) (5.2.20)
Xy(1) =D (I3, 1, ® 1,)

X5(1) =D (I3,I, ® I,)

X(2) = {X1(2), X2(2), X3(2), X4(2), X5(2)} (5.2.21)
X, (2) = D (16, 12)

X,(2) = D (1, ® I3, 1)

X;3(2) = D (I, ® 13, 1,) (5.2.22)
X4(2) = D (I, ® I3, 1,)

X5(2) = D (I, L) .

Com

M) (€) = X ()X (), £=1,2, () =1,--- .5
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, as familias M (¢), ¢ = 1,2, sdo

com

com

\

M(1) = {My(1), Ma(1), Ms(1), Ma(1), M5(1)}

M, (1) = D (J3,J4)
M (1) = D (I3,Jy4)
M;(1) = D (I, J ® L)
M,(1) =D (I3, I, ® Js)

M5(1) == D (13, :[2 ® Ig)

M(2) = {My(2), M(2), M5(2), M4(2), M5(2)}

As familias Q(£), £ = 1,2, sao

(5.2.23)

(5.2.24)

(5.2.25)

(5.2.26)
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Q(l) = {Q1(1)> Q2(1)> Q3(1)7 Q4(1)7 Q5(1)7 Qﬁ(l)}

com
[ Qu(1) = D (235,04.4)
Q2(1) = D (K3, 0454)
Q3(1) = D (0343, 3J2 ® 3J5)
Q4(1) = D (0343, 3J> ® Ko»)
Q5(1) = D (0343, Ko ® 1J5)
Qs(1) = D (03x3, K> ® K»)
e (
Q(2) ={Qu(2), Q2(2), Qs(2), Qu(2), Q5(2), Qs(2)}
com

Qi(2) = D (335 ® 3J3,02x2)
Q:2(2) = D (135 ® K3, 05x2)
Q;(2) = D (Ks ® 133, 02x2)
Q4(2) = D (Ky @ K3, 09,2)

Qs(2) = D (0sx6, 3J2)

Q6(2) = D (06x6, Ks) .

119

(5.2.27)

(5.2.28)

(5.2.29)

(5.2.30)
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Tém-se ainda as familias Q% (¢), £ =1,2, dadas por

com

com

D=

A1) = [ £515,04)

A (1) = [T3, 02x4]

Ay(l) = |03, 1@ Ty

As(1) = _og, T, ® 515

Ag(1) = [05, T> ® Ty

7

7

A3(2) = T2 ® 715,04

A4(2) = [Ty ® T, 09,2]
As(2) = [0}, 14

Ag(2) = [0§, Ty].

)
)

A1(2) = [F1© F15.04

As(2) = | 515 ® T3, 095

)

Q%(l) - {Al(l)a A2(1)7 A3(1)7 A4(1)7 A5(1)7 A6<1)}

As(1) = [0}, 514 ® J51b]

Q7(2) = {A1(2), A2(2), A3(2), A4(2)As5(2), Ag(2)}

)
)

(5.2.31)

(5.2.32)

(5.2.33)

(5.2.34)
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Tome-se
% 0 &
— 1 1 2 2
T, = [ L } e Ty=| 7 (5.2.35)
V6 NCERYS
Sendo
gk(g)(g) = CaT(Ak(g)(f)) s f = 1,2 s k(f) = 1, ce ,6,
tém-se
4 (
gi(1) =1 91(2) =1
92(1) =2 92(2) =2
g3(1) =1 93(2) =1
e (5.2.36)
9a(1) =1 9a(2) =2
g5(1) =1 95(2) =1
gs(1) =1 96(2) =1
\ \
Com a matriz de transicao
304000
114000
Bl)=|{112200 (5.2.37)
1120 20
111111

podemos escrever
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_ " i _ _
s 72(1)
72(1) )
05(1)
B By | 02
= o3(1) (5.2.38)
Y4(1)
oz (1)
75(1) o2(1)
| 76(1) | -
Com a matriz de transicao
| 6 000 20 ]
220020
B(2)=|303020 (5.2.39)
111120
i 111111 |
podemos escrever
_ o i _ _
i Ezi 7(2)
03(2)
73(2) o Bt(2) )
= o2(2) (5.2.40)
74(2) )
~5(2) 01(2)
o2(2
i Y6(2) | B ) N

. - 1 .
Quando cruzamos os dois modelos obtemos as familias M, Q e Q2 definidas,

respectivamente, como

=

= M(1) ® M(2) = {M; = My (1) ® My (2) 1 (1), i(2) = 1+ .5}, (5.2.41)

com indices

i=((1) = 1) x5+i(2),i=1,---,25,
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ver tabela 5.2.1,

Q=0Q(1)®Q(2) = {Qr = Quy(1) ® Que)(2) : k(1),k(2) = 1,---

com indices

ver tabelas 5.2.2 € 5.2.3, e

Q= Q*(1)2Q*(2) = {Ax = Ay (1) ® Ax(2) k(1) k(2) =1,

com indices

k= k(1) —1)x6+k(2), k=1,--- 36,

ver tabelas 5.2.4 ¢ 5.2.5.

Tém-se ainda os graus de liberdade

ver tabelas 5.2.6 ¢ 5.2.7.

A matriz de transicao do cruzamento é dada por

[ 3B(2) 0B(2) 4B(2) 0B(2) 0B(2

B(2) B(2) 4B(2) 0B(2) 0B(2

Bay.is =B(1)®B(2) = | B(2) B(2) 2B(2) 2B(2) 0B(2
B(2) B(2) 2B(2) 0B(2) 2B(2

| B2) B(2) B(2) B2 B()

123

6} (5.2.42)

,6} (5.2.43)

6 (5.2.44)
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Considerando
o? = [0} 03]’
. (5.2.46)
tem-se que
~ = Blo? (5.2.47)
Considere-se que o vector de observacoes é dado por
Y11
| Y18 |
Y2,1
Y56 = ' : (5.2.48)
| Y28 |
Y11
L | Y7 |
Como
Aky ~ (ng;'Ykng) 5 kel
C={k:E[Ay] =0y} (5.2.49)

gr = car (Ay) , ke,

\

entao tem-se o estimador centrado
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A 2
5= AT e (5.2.50)

gk

Como nao se estimam as componentes de variancia canénicas 7y, vs, Y13, V17 € a

componente de variancia inicial o2 = 0, entao em vez de (5.2.47) tem-se

5, = (B,)!a? (5.2.51)
Ccom

Y=, keC
(5.2.52)

~92 ~ ~9 1t
o, =033

e B, a matriz que se obtém retirando da matriz B as colunas relativas
a Y1,7%s, 713, 717 bem como a 1* linha. Se a matriz B, for horizontalmente livre
entao

&’ =[(B.)1]"7,. (5.2.53)

*

E agora possivel calcular estimadores centrados que sao solucao dos sistema (5.2.53),

para um qualquer vector y, definido em (5.2.48).
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Tabela 5.2.1: Matrizes da familia M

i(1) [ i(2) | @ M; Efeitos
11 |1 D (35,3, @ D (35, 35) "
1| 22| DU@;I)@DJoL,d) E
1 3 13 D (J3,J4) @ D (I, ® J3,J5) D
1| 4 4| DIJ)®DIoI,d) DE
115 |5 D (J3,3,) ® D (I, 1) F
2 | 1 |6 D(13,3,) ® D (35, 35) A
2 | 2 | 7| D@,J)®DJo®L,l,) AE
2 3 |8 D (I3,J4) @ D (I, ® J3,J5) AD

2 | 49| D(@,d)®D(I,®I;J,) | ADE
2 | 5 |10 D(I15,3,) ® D (I, 1) AF
11| D(I5,J,®L)® D (I Js) C

12| D(I3,J,9L)® D (J,®15,3,) | CE
13| D(I3,J,90L)® D (I, ®Js5,J,) | CD
14| D(13,3,®L)®D (I, ®1;,J,) | CDE
15|  D(I3,J, L) ® D (I, 1) CF

w W w w W
Ot = W N =

16| DI, 1, ®Jy) ® D (Jg, o) B

17| D(I5,I,®J,) ® D(J, ®15,J5) | BE
18| D(I3,I, ® J,) @ D (1, ® J5,J5) | BD
19| D(I3,I,®Js) @ D (I, ®13,J5) | BDE
20| D(I5,1,®J5) @ D (I, 1) BF

= R e e e
T = W NN =

21| D15 LoL)® D (JgJs) BC
22 | D(I5,1,®L)® D (J,®15,J,) | BCE
23| D(I3, 1,9 L)® D (I, ®Js5,J5) | BCD
24 | D(I;,,®1,) ® D(I,®13,J,) | BCDE
2% |  D(I5L®I)®D(I1,) BCF

(& S L S L N &2 N G
Tt = W NN =
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Tabela 5.2.2: Matrizes da familia Q

K1) | k@) | Q.
1 I [ 1]Qi=Q(1)®Qi(2) =D (3J3,044) @ D (3J2 @ 3J3,0252)
1 2 |2 Qe=Qi(1)®Qa22) =D (3J3,044) ® D (33> @ K3, 0255)
1 3 13 ]Qs=Qui(1)®Qs(2) =D (5J3,04x4) ® D (Ko ® 3J3,02y2)
1 4 14| Qi=Qi(1)®Qu(2) =D (3$J3,0404) ® D (Ks @ K3, 02)
1 5 |5 | Qs=Qu(1) ® Qs(2) = D (35J5,04xa) ® D (O, 3J2)
1 6 | 6| Qs=Qui(l)®Qs(2) =D (3J3,04x4) @ D (0gs, Ko)
2 1|7 ]1Qr=Qx1) ®Qu(2) = D (Ks,04x4) © D (532 ® §J3,0252)
2 2 |8 | Qs=Qul) ®Qu(2) = D (K3, 04x4) ® D (5J2 @ Ks, 0252)
2 3191 Qo=0Qa1)®Qs(2) =D (Ks,0404) ® D (Ks ® 5J3,022)
2 4 110 | Quo = Qa(1) ® Qu(2) = D (K3, 04x4) ® D (Ky @ K3, 092)
2 | 5 11| Qu=Qs(1)®Qs(2) = D(Ks,04xs) @ D (Ogxg, 335)
2 6 |12 ] Q2 =Q2(1) ® Qs(2) = D (K3, 0454) ® D (066, K2)
3 1 13| Qi3 =Q3(1) ®Qi(2) = D (03x3,3J2® 1J5) @ D (3], ® 53, 022)
3 2 | 14| Quu = Qs(1) ® Q2(2) = D (0343, 3J2 ® 3J5) ® D (33, @ K3, 0242)
3 3 115 | Qis =Qs(1) ® Q3(2) = D (033, 32 ® 3J2) ® D (Ky ® $J3,0242)
3 4 116 | Qe =Q3(1) ® Qu(2) = D (0343, 32 ® 3J2) ® D (K ® K3, 022)
3 5 |17 | Qur = Qs(1) ® Q5(2) = D (03x3, 5372 @ 5J2) @ D (0, 5J2)
3 6 | 18| Qs =Qs(1) ® Qs(2) = D (0343, 23> ® 1J5) ® D (0px6, K2)
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Tabela 5.2.3: Matrizes da familia @ (Continuagao da tabela anterior)
k(1) | k(2) | k Qx

4 1|19 Quo=Qu(1) ® Qi(2) = D (0313, 512 © K3) @ D (332 ® $J3, 02x2)
4 2 20| Qo =Qu(l) ®Qa(2) = D (0343,23, @ K) @ D (135 ® K3, 02x2)
4 3 21| Qu =Qu(1) ® Qs(2) = D (0343,3J ® K) ® D (Ky @ 3J3, 02x2)
4 4 122 Qe =Qu1)®Qu?2) =D (0543,1J: ® Ks) ® D (K2 ® K3, 022)
4 5 23| Qs =Qu(1) ®Qs5(2) = D (0343, 572 © K3) @ D (Ogs, 3J2)
4 6 | 24| Qo= Qu(1) ®Qg(2) = D (0353, 3> @ Ks) ® D (0656, Ko)
3] 1 25| Qs =Qs5(1) ®Qu(2) = D (033, Ko ® §J2) @ D (5J2 ® 33, 02x2)
5 2 26| Qo =Qs(1) ® Qa(2) = D (0343, Kz ® 3J2) ® D (5J2 ® Ks, 0x2)
) 3127 | Qo =Qs(1) ® Qs(2) = D (0343, Ko ® 1J5) @ D (K ® 373, 0x2)
d 4 128 Qus=Qs5(1) ® Qu(2) = D (03,3, Ky ® 5J2) ® D (K, ® K3, 02,2)
5 5 129 | Quo=Qs5(1) ®Qs(2) = D (0343, Ko ® 1J5) ® D (0646, 3J2)
5 | 6 |30 Qs =Qs(1) ®Qs(2) =D (0313, Kz ® 1J5) ® D (0, Ko)
6 1 31| Qs =Qs(1) ®Qu(2) = D (0343, Ky @ K3) @ D (332 ® 175, 02x2)
6 2 32| Qs =Q4(1) ®Qa(2) = D (0343, Ky ® K») ® D (33, @ K3, 022)
6 3 133 | Qs =Q4(1) ®Q3(2) = D (0343, Ky ® Ks) ® D (Ky ® £J3,022)
6 4 134 ] Qs =Q6(1) ® Qu(2) = D (0343, Ko @ Ks) ® D (Ky ® K3, 0542)
6 5 135 | Qa5 =Qs(1) ® Qs(2) = D (0353, Ko ® Kp) ® D (Ogxs, 3J2)
6 6 | 36| Qs = Qo(1) ® Qs(2) = D (0353, Kz ® Ks) ® D (Ogxs, Ko)
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Tabela 5.2.4: Matrizes da familia Q%
k) | k2) | K A,
L A=A eAR) = 510 e [ L1k %1{3},0;}
L2 2 A= A @ As(2) = | 5515,00] @ [ 514 © Ty, 000
L33 A=A @ A(2) = | 515,00] @ [Ty @ 415, 04]
1 4 4 A4 :A1(1)®A4(2> — \/Lg]_g,OZ ® [T2®T3,02X2]
L5 |5 A= A1) ®As(2) = | 515,04 @ [0}, 1)
2 | 1 | 7| Ar=A1)®A(2) = [Ty, 00x4] ® [%17;@%15,0;]
2 2 As = Ay(1) ® Ay(2) = [T3,0004] ® [\%15 ® T3, 02><2]
2 | 3 | 9| Ag=Ay(1)®As(2) = [T3, 0x4] ® [Tg ® L1, og]
2 4 110 [ Ay = Ay(l) ® Ay(2) = [T3, 02x4] ® [Ty ® T3, 02x2]
2 | 5 11| An = As(1) @ As(2) = [T3, 00] @ |0, 2514
2 6 12 A12 - A2(1) ® A6<2) — [Tg, 02><4] ® [Og, Tg]
301 13| A=A © A2) = |05 1t e 1 @ [flhe \%1}3,03]
3 2 14 A14 == Ag(l) ® A2<2) - -Og, \/Lilg ® %1%_ ® _\/Lilé ® T3, 02><2:|
31 3 15| A= As(1)® Ay(2) = [0}, H1h @ Ll @ [ To e \%1@,0@]
3 4 116 | Ay = Az(1) ® Ay(2) = |05, \%13 ® \/Lgltz ® [Ty ® T3, 022
30105 17| A= A1) ® Ay(2) = |05, 15 ® 513 @ [0f, %1@}
3 6 |18 | A= A3(1)® Ag(2) = |0}, %1; ® %13 ® [0, T
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Tabela 5.2.5: Matrizes da familia Q% (Continuagao da tabela anterior)

k) | k) | & A,
1119 Ap= A e AQ) = [0 Fle T e | Flke \%13,03]
4] 2 |20 | A=A ®A2) = |05, L1 Ty| 0 | L1t T3,02X2]
43|20 An = A1) B A2) = |05, 10 T & | To® 515, 04|
4 4 22 A22 == A4<1) ® A4(2) == Og, 7515 ® T2 ® [TQ ® Tg, 02><2]

L] 5 23] A= Au(1) ® A5(2) = |04, H15 @ T @ |0, 1]

51 1|25 An = A1) @A) = (05 The 1| © [flhe \%13,03]
51 2|26 Aw = As(1)® Ax(2) = [0, T2 @ 1] @ | H1h e T3,02X2]
58|27 | A= A1) 8 A4(2) = 05, Ty ® lb| @ [The %1@,03]

5 4 28 A28 - A5<1) ® A4(2) - _O-Lt)), T2 ® \/L»]_t_ ® [TQ ® Tg, 02><2]
505 |29 A= As(1)®Ax(2) = (05, To® 1b] @ og,%lg}

5 6 30 A30 - A5(1) ® A6(2) - Og,TQ ® \}»1t ® [Oé,Tg]

6 | 1 ]81] An = A1) ®A2) = [05. T, © T @ [ 514 ® 1, og]

6 | 2 |32|An=As1)®Ax2) =[05, T 0Ty ® | L1 T, om]

6 | 3 |33] Ap=Ag(1)®As(2) =05, Ty ® T ® [Ty ® L1, ot]

6 4 34 A34 - A6<1) ® A4(2) [0 T2 ® Tg} ® [TQ ® Tg, 02><2]

6 | 5 |35 Ags = Ag(1) ® As(2) = [04, T, ® To] @ [0}, L14)

6 6 36 A36 — A6<1) ® A6(2) [03, T2 ® Tg} ® [Oé, TQ]
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Tabela 5.2.6: Graus de liberdade do cruzamento
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Tabela 5.2.7: Graus de liberdade do cruzamento (Continuagao da tabela anterior)
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5.3 Cruzamento de Modelos Degrau a Degrau

Vamos ver agora que a estimacao das componentes de variancia candnicas pode ser
feita sem recorrer as algebras globais de cada modelo que vamos cruzar. Como as
matrizes que constituem estas dlgebras sao diagonais por blocos, com apenas um
bloco principal nao nulo, e o facto da operacao que é usada entre elas ser produto
de Kronecker, permitem uma abordagem diferente da anterior. Em vez do cruza-
mento das algebras globais de cada um dos modelos com aninhamento em escada
estruturado, vamos ver que é possivel cruzar as algebras degrau a degrau. Para isso
comecemos por alterar a notagao anteriormente utilizada de forma a permitir usar
a informagcao sobre os degraus.

Considerem-se L modelos com aninhamento em escada estruturado. Represen-
tando por A, a algebra de Jordan comutativa correspondente ao {—ésimo modelo,
¢=1,--- L, epor Ay adlgebra de Jordan comutativa correspondente ao h—ésimo
degrau do /— ésimo modelo, ¢ = 1,--- L, h =1,---  u,, tem-se que a algebra de

Jordan comutativa para o modelo resultante do cruzamento é

L up
A=) L>:<1Az,h} : (5.3.1)
/=1

Sendo

Q@,h = {Qé,h,lv"' 7Q€,h,m2,h ,A=1,--- L, h=1,--- 7“@}

= {Qf,h,k7€:17”'7[/7 hzla"'7u57 kzla 7m€,h}
(5.3.2)

as bases principais para as algebras A,;,, as bases principais das &lgebras

Ay, 0=1,--- L, sa0
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Qéz {Qﬁ,h,k:D(Oa'” 707Q£,h,k’07"' 70)a hzlv T k:L 7m€,h}
(5.3.3)

conforme figura 5.3.1.

Qé,l = {Qe,l,la' ’ '7Q£,1,m“}

Qg,h[ = {Ql,hl,la : ”’Ql,h[,mlm }

‘ Q[s“z = {Qf,u[,lﬂ' : -’QZ,“[,mLul }

L J

i
Qz = {Qe,l,l""’Q’f’“f’mW }

Figura 5.3.1: ¢-ésimo modelo com aninhamento em escada estruturado - bases prin-

cipais das algebras de Jordan comutativas

As matrizes que constituem a base (), sao matrizes diagonais por blocos, com

todos os blocos principais nulos a excepgao de um. Esse bloco nao nulo é uma matriz

de Qﬁ,h-

Face ao exposto vem que a base principal da algebra A é

L
Q: {®D<0’~.~ 707Q£,h,k707"' 70), h:1,~.. 7uf7 k:17"' 7m£7h}. (534)
/=1
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Tem-se ainda

&S |

L
Q :{® {0 ---OAZ,h,kO ... 0 ,h:l,...’uﬁ’ ]{;:17...7m£7h}. (5‘3‘5)
/=1

A figura 5.3.2 apresenta as varias bases principais, bem como as relagoes entre

elas.

I_—{Qup Q]lm“} - ---® ;LJ:{QLIIS QleU}
I ‘Q_ {thlla 7él,h1,ml.hl}®' - ®- |Q_ {QLhLl’ ' ’éL,hL’mLAhL}

|Qlu1 {Ql 1> .-’Ql’ul’ml.ul} ®---®° \%L = {QL’HL’I’...’QL’HL*mL,uL}
J

\ J
f |

0, = {Ql,l,l"“’Ql,ul,m,_UI} ® - & QL = {QL,I,I’”"QL,uL,mL‘“L}

{®Q“‘e Kene * h,=1--u,k,, =1""’m£,u£}

£=1

Figura 5.3.2: Cruzamento de L  modelos com aninhamento em es-

cada estruturado - bases principais das dlgebras de Jordan comutativas

Para calcular os estimadores para as componentes de variancia candnicas, ver
(5.2.16), usando o cruzamento das dlgebras correspondentes aos varios degraus, é

necessario redefinir o vector dos tratamentos dado em (5.2.18).



136 CAPITULO 5. CRUZAMENTO

Sendo ng, £ = 1,2, o nimero de tratamentos do modelo ¢, o vector das ob-

servagoes € dado por

Y11

| Y1,na
Y21
Y1 .

Viing = : = ' , (5.3.6)
_y2,n2

Yni

Yna,1

Yni,na

onde y;; representa a observacao em que se cruza o tratamento ¢ do 1° modelo com

tratamento j do 2° modelo, 1 =1,--- ;ny,j=1,--- ,no.

Por outro lado, cruzando cada degrau do 1° modelo com cada degrau do 2°
modelo, obtém-se um subvector. Seja y, n, 0 subvector assim obtido, hy =1, -+, uy,
¢ =1,2. O vector yp, p, ¢ constituido pelos tratamentos que resultam do cruzamento

dos tratamentos dos degraus hy e hy. Assim, pode escrever-se
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Yi1

Yi2 rr 7T 7
Y11

NART
Y1 na

Y21 B 7
Y21

Yo,2 .

Yring = : = ' : (5.3.7)

Y2 nqy

Y2,us - . -
ynl,l

Yui 1 .

Yi,2
Yni,no

L Yul,ug ]

O vector yp, n, representa o cruzamento do degrau h; do 1° modelo com o degrau
hy do 2° modelo, hy =1, jup, £ =1,2.

Como, para

l= 1727 h’ez 17 y Ug k@,h( = ]-7 y M hy (538)

cada matriz de @; ¢ da forma

Q@,hz,k(yhz = D(07 ) Oa nyhz7k[7hea 07 T 70) (539)

Ag,h[,k‘g,hz =10---0 Ag,hg,k‘g’he 0---0 (5310)

entao
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A2 ho ko, Y1
(Alzhl,kl,hl ® A2>h27k2,h2) y = Al,hh’ﬁ,hl

A27h27k2,h2 Yni

= (Al,hhkzl,hl ® A2,h2,k2,h2> Yhiho-

(5.3.11)

O cruzamento das &lgebras dos degraus, na estimacao das componentes de
variancia canonicas, é de grande importancia no cruzamento de modelos com ani-
nhamento em escada estruturado degrau a degrau. A possibilidade de cruzar os
submodelos dos degraus, em vez dos modelos em escada globais, esta em fase de

estudo, fazendo parte dos trabalhos que iremos desenvolver no futuro.



Capitulo 6

Consideracoes Finais e

Perspectivas Futuras

Os aninhamentos em escada permitem uma grande redugao na dimensao das ex-
periéncias, sendo o nimero de tratamentos dado pela soma dos niveis dos varios
factores em cada degrau, com vantagens evidentes em termos materiais, técnicos e
economicos. Tém ainda a vantagem de distribuir os graus de liberdade de forma mais
equilibrada entre os vérios factores. Havendo u factores com a(1),--- ,a(u) niveis,
vimos que os graus de liberdade para o h—ésimo factor sdo dados por g(h) = a(h)—1,
face aos g(h) = (a(h) — 1) H?;é a(7) do aninhamento equilibrado.

No nosso tratamento do aninhamento em escada, introduzimos uma abordagem
degrau a degrau que facilita os célculos. Esta perspectiva contribuiu para o desen-
volvimento da teoria dos aninhamentos, pois permitiu a introducao de um novo tipo
aninhamento em escada.

Apresentdamos a construgao desse novo modelo em escada, que designdmos por
modelo com aninhamento em escada estruturado. A limitacao de, no aninhamento
em escada, so ser possivel ter um factor por degrau foi ultrapassada com este novo

modelo. Foram apresentadas duas estruturas algébricas para definir este modelo

139
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de acordo com as abordagens utilizadas, abordagem global e abordagem degrau
a degrau. Mostramos que, apesar de diferentes, os estimadores obtidos para os
parametros relevantes sao iguais. Foi provado que estes estimadores sao centrados
e fungoes de estatisticas suficientes, nao sendo no entanto resolvida a obtengao de
estatisticas completas.

A construcao dos modelos teve por base as operagoes bindrias entre as bases
principais das algebras de Jordan comutativas a que os modelos iniciais estavam
associadas. Estas operacoes permitem simplificar a andlise dos modelos. Ficou
assim comprovada, mais uma vez, a utilidade das algebras de Jordan comutativas
constituidas por matrizes simétricas.

Por outro lado o cruzamento de modelos permitiu considerar modelos mais com-
plexos. Esta possibilidade levou-nos a estudar o cruzamento de aninhamentos em
escada estruturados.

Os exemplos de aplicagao apresentados, quer para o aninhamento em escada es-
truturado quer para o cruzamento destes modelos, permitiram mostrar que a técnica
utilizada é “manejavel” e computacionalmente vantajosa.

Relativamente a perspectivas de trabalho futuro, durante a realizacao desta
tese, varias questoes foram surgindo e alterando o rumo da investigacao. Algu-
mas solucoes encontradas fizeram surgir novas perguntas e diversas duvidas ficaram

por esclarecer. As nossas ideias passam por:

e analisar o aninhamento em escada estruturado perante a existéncia de réplicas
e existindo réplicas, estudar a possibilidade dos submodelos terem nimero de

réplicas diferente,

e desenvolver a inferéncia, dos aninhamentos em escada estruturados, cons-
truindo regioes de confianga para os parametros e testando hipdteses sobre

OS mMesmos,
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continuar o estudo do cruzamento de modelos com aninhamento em escada
estruturado, mas com a abordagem degrau a degrau, como se apresentou na

seccao 5.3,
verificar a existéncia de estatisticas completas nestes planos,
considerar, em vez de aleatorio, que o modelo a analisar é misto,

analisar a eventualidade de os submodelos nos degraus nao serem ortogonais.
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