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Resumo

Neste trabalho desenvolve-se, implementa-se e valida-se um elemento finito de barra baseado
na Teoria Generalizada de Vigas, capaz de caracterizar eficazmente o comportamento fisica-
mente nao-linear global de vigas mistas aco-betdo. O elemento finito considera os seguintes
efeitos: (i) shear lag, (ii) deformagao por esfor¢o transverso da alma do perfil de ago, (iii)
fendilhagao e comportamento nao-linear & compressao do betao e (iv) plastificagao do perfil
e da armadura. A eficacia computacional do elemento proposto resulta da introdugao de
hipoteses simplificativas especificas, relativas aos campos de tensao e deformagao, as quais
permitem reduzir o namero de graus de liberdade sem perda de precisao e, simultaneamente,
utilizar leis constitutivas simples e de facil implementacao. Os exemplos de aplicagdo mostram
que o elemento proposto conduz a resultados muito semelhantes aos obtidos com modelos de
elementos finitos de casca e/ou de volume, muito embora o nimero de graus de liberdade
e o tempo de calculo sejam significativamente inferiores. Para além disso, mostra-se que a
anélise das fungoes de amplitude modais da GBT permite extrair conclusoes tinicas ao nivel
do comportamento estrutural das vigas mistas.

Palavras chave:

e Vigas mistas aco-betao.
e Teoria generalizada de vigas.

Analises fisicamente nao-lineares.

Shear lag.

Fendilhacao.






Abstract

A physically non-linear finite element for steel-concrete composite beams

This work concerns the development, implementation and validation of a beam finite element
which is based on the Generalized Beam Theory and is capable of characterizing efficiently the
physically non-linear global behaviour of steel-concrete composite beams. In particular, the
element allows the consideration of the following effects: (i) shear lag, (ii) shear deformation
of the steel beam web, (iii) concrete cracking and non-linear behaviour under compression
and (iv) plastification of the steel beam and reinforcement. The computational efficiency of
the element stems from the introduction of specific assumptions concerning the stress and
strain fields, which make it possible to reduce the number of DOFs without loss of accuracy
and, simultaneously, to use constitutive laws which are simple and easy to implement. The
examples presented in this work show that the proposed element leads to results which are very
similar to those obtained with shell/volume finite element models, even though the number of
DOFs and the computation times are significantly smaller. In addition, it is shown that the
analysis of the GBT mode amplitude functions makes it possible to extract unique conclusions
concerning the structural behaviour of composite beams.

Keywords:

e Steel-concrete composite beams.

Generalized beam theory.

Physically non-linear analyses.

Cross-section deformation.

Shear lag.

Cracking
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacgao

A solugdo mais correntemente adotada para vigas mistas ago-betao consiste numa laje de
betdo armado ligada a uma série de vigas de ago em I, dispostas paralelamente (Calado e
Santos, 2010). Na anélise e dimensionamento deste tipo de soluc¢ao, é fundamental ter em
conta alguns efeitos particulares, nomeadamente os efeitos de shear lag (distribui¢do nao-
uniforme de tensoes em banzos largos por efeito da deformacgao por corte — ver, por exemplo,
Reissner, 1946) e da fendilhagao do betao.

Para ter em conta estes efeitos, o Eurocodigo 4 (CEN, 2004) prescreve a utilizagao de
modelos de anélise global em que a rigidez de flexdo das barras é calculada tendo em conta
larguras efetivas para o banzo de betao e o estado fendilhado/nao-fendilhado. Estes modelos
sao algo complexos, dado que envolvem barras com rigidez variavel e requerem a determinacao
(exata ou aproximada) das zonas fendilhadas. Em alternativa, poder-se-ia recorrer a elementos
finitos que permitissem considerar os efeitos supracitados de forma automatica mas, conforme
se verd, isso requer a utilizagdo de elementos de casca e/ou de volume s6 ao alcance de
programas muito especializados e sofisticados. Para além disso, os modelos resultantes sao
necessariamente muito exigentes em termos do esfor¢o computacional e, portanto, sao em
geral invidveis para utilizagao corrente em gabinetes de Projeto.

A Teoria Generalizada de Vigas (doravante designada por GBT, da designagao em lingua
inglesa, Generalised Beam Theory), é uma teoria de barras prisméticas de parede fina que
permite considerar a deformagao arbitraria da secgao através do recurso aos chamados “modos
de deformagao”. Embora esta teoria seja apresentada no Capitulo 2, é de referir que, em
virtude da sua natureza “modal”, tem vindo a afirmar-se como uma alternativa extremamente
vantajosa face aos métodos tradicionais de andlise de barras de parede fina (faixas finitas e
elementos finitos de casca). Infelizmente, a aplicagdo da GBT a analise de estruturas mistas
ago-betao é bastante recente (Gongalves e Camotim, 2010; Amaral, 2011) e esta por enquanto
restrita ao caso elastico linear. No entanto, é de referir que nestes trabalhos foram obtidos
resultados extremamente promissores, revelando que a GBT tem um grande potencial de
aplicagao nesta area.

1.2 Objetivos

O primeiro e principal objetivo deste trabalho consiste em desenvolver, implementar e validar
um elemento finito baseado na GBT, capaz de caracterizar eficazmente o comportamento



Capitulo 1. Introducgao

fisicamente nao-linear global de vigas mistas aco-betao. Em particular, pretende-se que o
elemento finito seja capaz de contabilizar os seguintes efeitos: (1) shear lag, (2) deformagao
por esfor¢o transverso da alma do perfil de aco, (3) fendilhagao e comportamento nao-linear
a compressao do betdo e (4) plastificacio do perfil e da armadura. E de notar que néo existe
atualmente nenhum elemento finito de barra com estas caracteristicas.

O segundo objetivo consiste em desenvolver, de raiz, um programa em MATLAB (The
MathWorks, 2010) que permita efetuar analises ndo-lineares com o elemento finito proposto e
mostrar visualmente os resultados obtidos. Este programa devera ser adaptavel para futura
incorporagao de novas funcionalidades, tais como a contabilizacdo da distor¢ao da seccao e da
flexibilidade da conexao de corte, entre outras.

Finalmente, pretende-se contribuir para divulgar a GBT e demonstrar que os elementos
finitos baseados nesta teoria oferecem varias vantagens relativamente aos elementos finitos
“convencionais” utilizados para analisar estruturas de parede fina (elementos de casca e de
volume).

1.3 Organizagao da Dissertacao

A Dissertacao desenvolve-se ao longo de quatro Capitulos, o primeiro dos quais é a presente
introducao.

No segundo Capitulo apresentam-se os fundamentos da GBT. Sao apresentadas e descritas
as hipoteses simplificativas e as equacoes fundamentais. Para além disso, apresenta-se o
elemento finito que serviu de base ao elemento formulado na presente Dissertacao.

O terceiro capitulo corresponde a desenvolvimentos originais. Comeca-se por particula-
rizar e especializar o elemento finito do capitulo anterior para vigas mistas ago-betdo com
comportamento fisicamente nao-linear. Sao descritos os modelos constitutivos a utilizar, no-
meadamente os modelos para o aco e o betdao. De seguida, sdo discutidas algumas particu-
laridades da implementacao numérica em MATLAB. Neste Capitulo sdo ainda apresentados
seis exemplos de validagdo. O primeiro exemplo foca o efeito de shear lag em vigas simples-
mente apoiadas com material eldstico. No segundo exemplo estuda-se a precisao do elemento
finito proposto na determinacao do comprimento da zona fendilhada de uma viga encastrada-
apoiada. O terceiro exemplo pretende mostrar que o elemento permite obter bons resultados
quando ocorre fendilhagdo generalizada. O quarto exemplo diz respeito ao efeito de shear
lag em vigas continuas, tendo em conta a fendilhacao do betao. O quinto exemplo ilustra a
precisao do elemento quando se considera o comportamento nao-linear do ago e betao, sem
efeito de shear lag. O sexto e sétimo exemplos consideram todos os efeitos em simultaneo
(ndo-linearidade fisica e shear lag).

Finalmente, o quarto e ultimo capitulo apresenta as principais conclusoes do trabalho e
os desenvolvimentos futuros.

1.4 Publicacoes

O trabalho realizado deu origem ao artigo intitulado “Non-linear analysis of steel-concrete
composite beams”, que sera apresentado e publicado nas Atas da “11th. World Congress on
Computational Mechanics”, a ter lugar em Barcelona, de 20 a 25 de Julho de 2014.



Capitulo 2

Fundamentos da Teoria Generalizada
de Vigas

2.1 Introducao

Tal como foi referido no Capitulo anterior, neste trabalho propoe-se um elemento finito para
vigas mistas ago-betao baseado na GBT. Assim, apresenta-se neste Capitulo uma breve revisao
dos aspetos fundamentais desta teoria e do elemento finito proposto por Gongalves e Camotim
(2011, 2012), o qual constitui a base do elemento desenvolvido no presente trabalho.

A GBT é uma teoria para barras prisméaticas com seccao de parede fina que permite con-
siderar a deformacao da secgdo. Foi inicialmente proposta e desenvolvida por R. Schardt e
colaboradores, durante a segunda metade do século XX — uma lista das publicagoes deste
grupo de investigacao esta disponivel em http://vtb.info/, sendo de referir que o livro de
Schardt (1989) constitui a principal referéncia bibliografica na area. Mais recentemente, a
GBT tem vindo a ser desenvolvida por outros autores, nomeadamente pelo grupo de investi-
gagao liderado por D. Camotim (ver, por exemplo, Camotim et al., 2004, 2006, 2010).

Na GBT, o campo de deslocamentos de uma barra é definido através de uma combinagao
linear de “modos de deformagao” da secg@o transversal, os quais correspondem aos modos
classicos da teoria das pecas lineares (extensao axial, duas flexdes em torno dos eixos principais
de flexao e torgao em torno do centro de corte) e ainda a modos que contabilizam a deformagao
no plano da secgao e/ou o seu empenamento. A titulo de exemplo, apresentam-se na figura 2.1
os modos de deformagao de duas pontes mistas ago-betdo. No primeiro caso (a), os primeiros
quatro modos correspondem aos modos classicos da teoria das pecas lineares e os restantes
envolvem empenamento, flexdo transversal e deformacao por corte das vérias paredes. O
segundo caso (b) corresponde a simplificacdo de simetria de uma sec¢ao do tipo “bi-viga”,
pelo que apenas os dois primeiros modos coincidem com os modos classicos (extensao e flexao
segundo o eixo horizontal), o modo 3 é distorcional e o modo 4 reflete a deformacao da alma
do perfil por esforgo transverso (tal como o modo 8 da sec¢ao com dois caixoes).

A natureza modal da GBT oferece algumas vantagens significativas face aos métodos mais
tradicionais de anélise de barras de parede fina (o método das faixas finitas e o método dos
elementos finitos de casca), nomeadamente: (i) a analise da participagdo modal na solugao
do problema em causa permite aferir a importéancia relativa dos varios modos e, consequen-
temente, extrair com grande facilidade conclusoes relativas ao comportamento estrutural e
(ii) em muitos casos é possivel efetuar andlises com um nimero extremamente reduzido de
graus de liberdade (modos de deformagao) sem que isso afete a precisao da solugao, o que é
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conseguido através da introducao de hipéteses simplificativas relativas aos campos de tensoes
e/ou deformagoes (tal como sera visto no Capitulo 3).

A titulo de exemplo, a figura 2.2 mostra a configuracdo deformada de uma barra com
secgao em “hat”, simplesmente apoiada de vao L, e a respetiva decomposi¢ao modal da GBT.
No grafico na parte inferior da figura representam-se os valores das “fungoes de amplitude”, ¢,
de cada modo ao longo do eixo da barra: a letra F' esta associada ao modo de flexao, a letra
D ao modo de distorc¢ao, a letra 7" ao modo de torcao e as letras LP ao modo local de placa.
Conforme se pode observar, a solucao fornecida pela GBT permite facilmente identificar a
importancia relativa dos varios modos de deformacao.

2.2 Notacgao

Para permitir uma melhor leitura do texto que se segue, estabelece-se desde ja a notagao
utilizada para representar as diversas grandezas e as operagoes entre elas. Esta notagao segue
a utilizada noutros trabalhos (Gongalves et al., 2010; Gongalves e Camotim 2011, 2012).

Vetores e matrizes sao representados por letras em negrito itdlico. Tal representacao
engloba grandezas tensoriais (de 1* e 2% ordem), cujas componentes sdo agrupadas sob a
forma de vetores ou matrizes, para permitir uma facil implementacao numérica das expressoes
relevantes (as quais envolvem assim operagoes matriciais). Designa-se por ||a|| a norma do
vetor a e por A a transposta da matriz A.

As grandezas escalares indicam-se por letras em itdlico e esta notagao aplica-se também as
componentes de matrizes e vetores. Contudo, frequentemente, estas componentes sao também
matrizes e/ou vetores, sendo nesse caso representadas como tal.

As derivadas parciais sao representadas através de uma virgula em indice inferior, seguida
da variavel em relacao a qual se esta a derivar (e.g., se a = a(x,y, 2), entdo a , = da/Jx).

Como sera visto na secgao 2.3 algumas grandezas podem ser divididas numa parcela de
membrana e numa parcela de flexdo. Os termos de membrana sdo assinalados em indice
superior pela letra M e os termos de flexao pela letra F'. Uma variagao virtual é representada
por 0 e uma variagao incremental /iterativa (no contexto do método de Newton-Raphson) por
A. Caso nédo seja necessério especificar a natureza da variacdo, utiliza-se um d.

2.3 Equacgoes fundamentais

De acordo com a notagao habitual da GBT, o campo de deslocamentos de cada parede é dado
pelo vetor

Uz
U(z,y,z) = |Uy|, (2.1)
U:

onde Uy, Uy, U, designam as componentes do deslocamento segundo cada um dos eixos locais
da parede (z,y, z), os quais sdo indicados na figura 2.3.

Na hipotese dos pequenos deslocamentos, as componentes do tensor de deformagao sao
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Figura 2.1: Modos de deformagao de secgoes de pontes mistas ago-betdao: (a) secgdo com
dois caixdes, (b) secgao “bi-viga” com simplificagdo de simetria — apenas metade da secgao
transversal é representada. Extraido de Gongalves e Camotim (2010).
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Hezao Local de placa

L. P.

0 0.25 0.5 0,75 1

z/L

Figura 2.2: Configuracao deformada de uma barra com seccao em “hat” e respetiva decom-
posi¢ao modal (extraido de Gongalves, 2014)

Figura 2.3: Secgao arbitraria de parede fina com eixos locais de cada parede (adaptado de
Gongalves e Camotim, 2011)
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Figura 2.4: Tlustracao da hipotese de Kirchhoff (neste caso w , < 0)

dadas por
Exx = U:Jc,aca (2.2)
yy = Uyys (2.3)
€22 = Uz,Za (2.4)
Yoy = Vyz = Ux,y + Uy,a:a (2.5)
Yoz = Yz = Uz,z + Uz,xa (26)
Vyz = Yoy = Uy + Uy 2, (2.7)
as quais se podem agrupar sob uma forma matricial, ou seja,
e(x,y,2) = %Tx Eyy ng . (2.8)
Yzx Yzy c
2 2 2z

Tendo em conta que as paredes sdo finas, é possivel utilizar a hipotese de Kirchhoff, que
corresponde a admitir que as fibras normais ao plano médio da laje permanecem indeforméaveis
e perpendiculares ao plano médio da laje apos deformacao, tem-se

€22 = Yoz = Vyz = 0, (29)

e a eliminacao destas componentes permite escrever o tensor de deformacao na seguinte forma
vetorial

gacx
e(x,y,z) = |Ezxz | - (210)
/Ya:y
Em virtude de se ter adotado a hipotese de Kirchhoff, é possivel escrever o deslocamento
de um ponto genérico P da parede em funcao apenas do deslocamento do plano médio da
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dy"é U,
=l S
B84

Membrana Flexao

Figura 2.5: Parcela de membrana u e de flexdo —zw , de U, (adaptado de Schardt,1989)

respetiva parede. Esta afirmacao é demonstrada na figura 2.4, relativa ao plano zz: desig-
nando por u,w as componentes do deslocamento do plano médio da parede segundo z, z,
respetivamente, o deslocamento do ponto P, situado & cota z, pode ser escrito como

UP =u—2w,, (2.11)

T

Ul = w. (2.12)
Efetuando o mesmo raciocinio para o plano perpendicular obtém-se

U; =V —Z Wy, (2.13)

onde v é a componente do deslocamento do plano médio da parede segundo y. Assim, o
campo de deslocamentos (2.1) é definido como

U—z Wy
U(z,y,z) = [v—zwy| . (2.14)
w

Note-se que as componentes U, e U, podem ser divididas numa parcela de membrana (de-
pendente de u e v) e numa parcela de flexdo (dependente de —zw, e —zw,) — a figura 2.5
ilustra esta subdivisao para o caso particular de U,.

Tal como j4 foi brevemente referido na secgao 2.1, na descricao cineméatica da GBT o campo
de deslocamentos é definido através de uma combinacéo linear de “modos de deformacao” da
seccao transversal, cujas amplitudes ao longo do eixo da barra sdo dados pelas respetivas
fungoes de amplitude. Tendo em conta que apenas os deslocamentos u, v, w necessitam ser
definidos, tem-se

N
u(w,y) =D ur(y)er() = u'p, (2.15)
k;l
k;l
k=1



2.3. Equacgoes fundamentais

onde g, Uk, W sao funcoes em y e representam as componentes do modo de deformacao k
(u,v,w sao as suas formas vetoriais) e pg, ¢k, ¥ sdo as respetivas fungoes de amplitude (em
x, sendo as formas vetoriais dadas por ¢, ¢, ). Naturalmente, todos os vetores tém dimensao
igual ao namero de modos de deformagao (V).

O problema da determinagao dos modos de deformagao (i.e., das fungdes uy, Uk, W) para
seccoes de geometria poligonal arbitraria tem sido objeto de analise em variados trabalhos
(ver, por exemplo, Schardt, 1989; Dinis et al., 2006; Gongalves et al., 2010). Como o presente
trabalho aborda um problema muito especifico, que apenas requer a determinagao de alguns
modos de deformagao, este assunto é apenas brevemente abordado no Capitulo 3, com aplica-
¢ao direta aos casos a estudar. Contudo, deve referir-se que os modos de deformagao podem
ser obtidos, rapidamente e eficazmente, utilizando o programa frecware GBTUL, o qual esta
disponivel em http://www.civil.ist.utl.pt/gbt /.

Na maioria das analises da GBT é admitida como vélida a hipétese de Vlasov, segundo a
qual as distor¢des de membrana no plano médio sao nulas, ou seja, 'y% = 0. Desenvolvendo
o termo 'y% tendo em conta as expressoes anteriores, tem-se

ﬂk(?J)@k(@) + (Z @k(y)%(ff))
1 k=1

k= Y T
=D kg (Y)en@) + Y 0(y)dpa(@). (2.18)
k=1 k=1

Para que esta expressao se anule, é necessario que se verifiquem simultaneamente as seguintes
condicoes

Assim, para que ’y% = 0, é necessério que as componentes # e v de cada modo estejam
relacionadas e que as respetivas fungoes de amplitude também estejam relacionadas.

A existéncia de deslocamentos ¥ numa seccdo transversal promove deslocamentos w, de
forma a respeitar as condig¢oes de compatibilidade — por exemplo, se duas paredes formam
um angulo de 90° entre si, na aresta comum os deslocamentos v de uma parede tém de ser
iguais aos deslocamentos w da outra e vice-versa. Conclui-se entdo que, para nao violar a
compatibilidade, as fun¢oes de amplitude de U e w tém necessariamente de respeitar

{uk,y(y) = —Tk(y), (2.19)

Or(x) = (x). (2.20)
Assim, em vez das equagoes (2.15)—(2.17), pode escrever-se antes

u(z,y) = a'¢,, (2.21)

v(z,y) = ', (2.22)

w(z,y) = w'e. (2.23)

Para facilitar a escrita das equagoes subsequentes e a sua implementacao numérica, tendo
em conta (2.21)-(2.23), escreve-se agora (2.14) como

Ut = =0t | 0. (220
Ev(y) = Ef (v) + 2E((y), (2.25)
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onde as matrizes auxiliares EY e Ef dizem respeito as componentes de membrana (M) e

flexdo (F'), sendo definidas como

at(y) 0 w'(y)
Efy) =|v'(y) 0 |, Efy)=—|w,y 0 |. (2.26)
wi(y) 0 0 0

¢(x)
e(x,y,2) =eM +el =E.(y) | pulz) |, (2.27)
¢7xx(x)
=.(y) = EM(y) + B (), (2.28)

onde as matrizes auxiliares para os termos de membrana e flexao sdo dadas por

0 0 u'(y)
=M (y) = |0, (y) 0 0 |, (2:29)
0 (uyly)+o(y) O
0 0 w'(y)
Ef(y) = - |20',(y) O 0 |. (2.30)
0 ﬂ)fy(y) 0

Admitindo que as paredes estao submetidas a um estado plano de tensao, com 0,, = 0., =
oy, = 0, as componentes nao-nulas do tensor das tensoes podem ser agrupadas no vetor

Ozx
o(z,y,2) = |oyl| - (2.31)
Ty

A forma incremental geral das relagdes constitutivas é escrita como
do = Cyde, (2.32)

onde C} é o operador constitutivo tangente para estados planos de tensao, cujas componentes
dependem da lei material utilizada (ver Capitulo 3), e as variagoes de o e € possuem as
componentes definidas por (2.31) e (2.10).

Admitindo que existem apenas cargas f' = [f; fy f-] aplicadas na superficie média das
paredes, utilizando o Principio dos Trabalhos Virtuais, as equagbes de equilibrio sao dadas
por

IWint + OWegt = — / seto dV + / SU'f dQ =0, (2.33)
1% Q

onde V e Q designam o volume e a superficie média da barra, respetivamente. Tendo em
conta as equagoes (2.27) e (2.24), obtém-se

6VVint + 5Wext =0
t

o /v = (y) ;%i{%) o dV + /Q (E?f (v) [ﬁggﬂ)tf 0 =0.  (2.34)
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1
0,14 1
0,12 1 2
0,6 ¢ 0,10 1
0,08 1
0;4 T 0,06 {
0ol 0,04 1
0,02 1
x
0 ——— T
0 01 02 08 04 05 06 07 08 09 1,0 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1,0 17
1
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0,6 - ]15’ -0,06 1 114
-0,08 +
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T
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0 01 02 03 04 05 06 07 08 0,9 1,0

Figura 2.6: Funcoes de interpolagao de Hermite

A resolugao das equagoes (2.34) pelo método de Newton-Raphson requer a sua linearizagao
na “dire¢ao” de uma variagao incremental /iterativa A. Tendo em conta (2.32) e notando que
0A¢ = 0, obtém-se imediatamente

t

S(x) A¢()
AWt + ASWoat = / Sbo(z) | ELy)CiEy) | Apa(z) | dV
V66 2a(2) A ()
50() 1 imat, A7
+/Q [M),z(x)] (BY (v)) AF d. (2.35)

Esta expressao sera utilizada na secgao 2.4 para a formulacao do elemento finito proposto.

2.4 Formulagao de um elemento finito

Nesta secgao descreve-se o elemento finito obtido por Gongalves e Camotim (2011, 2012).
Este elemento é obtido através da interpolagao das fungoes de amplitude, segundo a forma

¢(z) = ¥(x)d (2.36)

onde o vetor-coluna ¢ ja foi introduzido, a matriz W contém as fungdes de interpolacao e o
vetor d engloba as incognitas do problema (valores nodais das fungoes de amplitude e das
suas derivadas).

Tendo em conta que surge uma primeira derivada em ordem a x na componente U, (ver
Eq. (2.14)), a compatibilidade exige que as fun¢oes de interpolagio sejam de classe C'! para

11



Capitulo 2. Fundamentos da Teoria Generalizada de Vigas

1
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Figura 2.7: Fungoes de interpolacao de Lagrange

os modos com w # 0. Tal requisito permite satisfazer também (2.21). Para estes modos sao
utilizadas funcoes de interpolagao ctuibicas de Hermite, as quais sao definidas como

H, :2(%)3—3@)2“, (2.37)
et () 3) =
Hy = —2 (%)3 +3 (%)2 (2.39)

m- (- 6)) =

onde [ designa o comprimento do elemento finito. Estas funcoes estao representadas nos
graficos da figura 2.6. Recorrendo a estas func¢oes, podemos aproximar as func¢oées de amplitude
do modo k através de

Para os modos com deslocamentos axiais apenas (ou “modos de empenamento’, uj #
0,7 = 0 e w; = 0), a fungdo de amplitude surge derivada em ordem a x (ver (2.21)). Para
estes modos nao se exige continuidade das fung¢ées mas sim continuidade da primeira derivada.
Caso se utilizasse fungoes de Hermite, a fungao de amplitude seria dada por

(z)k,x(x) = Hl,x(z)k(o) + HQ,x¢k,x(O) + H3,a:¢k(l) + H4,a:(z)k,z(l)- (242)
Neste caso note-se que Hy ; = 6%2— p=—Hs,= 6%2— 17> belo que as fungoes utilizadas sao

linearmente dependentes. Para contornar esta situa¢ao (para os modos com deslocamentos
axiais apenas), sao usadas fungoes lineares e quadraticas que equivalem aos polinémios de
Lagrange (ver figura 2.7). Estas fungoes sdo dadas por

X

F o (2.43)

= 1 —
Py = % (2.44)

=4 (‘;" - (:l”)z> . (2.45)
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Assim, a aproximagao de ¢ () por estas funcoes é dada por

Ohp(T) = F108,2(0) + F30r.2(1/2) + Fadp (1) (2.46)

Juntando as fungoes de interpolagao utilizadas, tem-se um elemento finito de trés nos,
onde o primeiro n6 (x = 0) esté relacionado com Fi, H; e Ha, o segundo no (x = %) diz
respeito apenas a fungdo Fj e o terceiro n6 (z = [) esta associado a Fy, H3 e Hy.

Considerando um total de N modos onde os primeiros N,, sao modos de empenamento
(ou warping na designacdo em lingua inglesa), a matriz ¥ possui dimensao N x (4N — Ny,)
e organiza-se da seguinte forma

o [ P(F)| 0| o0
0 H,

f'IQ 0 ﬁ4

P(Fy) | P(F) 0
0 Hs

0 ] , (2.47)

onde A designa uma matriz diagonal que contém na sua diagonal a func¢do A e com dimensao
igual ao nimero de modos de deformagao associados.

A expressao P(A) representa a primitiva da fungdo A em relacdo a x e a necessidade
da sua introduc@o deve-se ao facto de (2.21) envolver primeiras derivadas (em funcao de ).
Assim, o vetor d possui 4N — N,, entradas e é dado por

¢1,x<0)

(Z)N,;c(o)

éN+1,2(0)

¢4N—]\./'w,$(0)

¢N+1,x(0)

an—na(0)

¢1,z(l/2>
: (2.48)

¢N,w.(l/2>

¢1,x(l)

ona(l)

ON+1,2(1)

v o ()

¢N+1,x(l)

_¢4N—J.Vw 2(0) ]
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Para obter as expressoes finais para a implementacdao do elemento finito, tendo em conta
(2.36), basta substituir, em (2.34) e (2.35),

5¢p = Wéd, (2.49)
A¢p = TAd, (2.50)
6 =W ,4d, (2.51)
A¢, =T, Ad, (2.52)
0G0 = W 4204, (2.53)
Ao =¥ o Ad. (2.54)

Assim, o trabalho virtual (2.34) é dado por
t

v v’ ¢
—5d/ U, | BElodV +6d [lIl } () fdo=o. (2.55)
1% q:l o Q > L

)

Nesta expressao, é possivel identificar o vetor das for(;as internas @,

Q= / Elo dV, (2.56)

F = /[ ] fdQ (2.57)

O vetor das forgas desequilibradas g obtém-se através da subtragdo @ — F', sendo dado
por

e o vetor das forcas externas F,

t

v v t
g:/ v, | Elo dV—/ [ ] (=) f a0 (2.58)
\4 v Q lII,z
A linearizagao do trabalho virtual (2.35) conduz agora a
v v t A
—5dt/ U, | BELC,E. | P, | dVAd+ 5df/ [‘P ] (=) Af ao, (2.59)
|4 . Q T

sendo possivel identificar a matriz de rigidez tangente K; e o vetor das forgas exteriores
incrementais, ou seja,
t

U v

K, = / \Ifﬁx ELC/E. |V, | aV, (2.60)
L Voo

AF = /[ ] )" AF d. (2.61)

Em Gongalves e Camotim (2011,2012) utilizou-se o elemento finito descrito para analisar
barras de parede fina com material elastoplastico. Nesses trabalhos mostrou-se que se obtém
resultados muito precisos com poucos modos de deformacdo e que, em geral, é suficiente
efetuar integragoes numéricas com 3 pontos de integracao em = e y, em cada parede. Na
integragdo em z é necesséario considerar mais do que 2 pontos sempre que a deformacao de
flexao (i.e., deformagao variavel na espessura) afete significativamente a resposta estrutural.
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Capitulo 3

Aplicacao a analise fisicamente
nao-linear de vigas mistas

3.1 Introducao

Como foi referido no Capitulo 1, a GBT foi ja aplicada para estudar o comportamento de
vigas mistas aco-betao, considerando que os materiais exibem um comportamento elastico
linear (Gongalves e Camotim, 2010; Amaral, 2011). Em particular, nestes trabalhos, a GBT
foi utilizada para efetuar analises (i) lineares (estaticas), (ii) de vibragao (frequéncias naturais
e modos de vibragao) e (iii) de estabilidade (determinagdo de momentos criticos relativos a
encurvadura lateral do banzo inferior, em zonas de momento negativo), considerando os efeitos
do shear lag, da distor¢ao da secgao e da flexibilidade da conexao de corte entre os banzos de
betao e o perfil de ago. No presente Capitulo, a formulagao da GBT apresentada no Capitulo
2 é particularizada para vigas mistas ago-betdao com comportamento fisicamente nao-linear,
tendo em conta os efeitos de shear lag. Na seccao 3.2 discutem-se as hipdteses simplificativas
assumidas e os modos de deformacao utilizados. As leis constitutivas para o ago e betao
aplicadas nos exemplos estudados sao apresentadas na secgao 3.3. Os detalhes relacionados
com a implementacao da formulacao em MATLAB sao abordados na sec¢ao 3.4. Finalmente,
na secgao 3.5, sao apresentados varios exemplos de aplicagao. Para efeitos de validagao, sao
utilizados resultados de ensaios experimentais (Ansourian, 1982) e resultados obtidos com
modelos de elementos finitos convencionais, utilizando os programas ADINA (Bathe, 2014) e
ATENA (Cervenka, 2013). Em particular, sdo analisados os seguintes exemplos de aplicagao:

1. Na sec¢ao 3.5.1 estuda-se o efeito de shear lag em vigas simplesmente apoiadas sujeitas
a momento positivo (betdo & compressao), assumindo que todos os materiais exibem
um comportamento elastico.

2. Na secgao 3.5.2 investiga-se a influéncia do niimero de elementos finitos na determinagao
do comprimento da zona fendilhada de uma viga encastrada-apoiada, assumindo que
todos os materiais tém comportamento elastico e que nao ocorrem efeitos de shear lag
(banzos “curtos”).

3. Na secgao 3.5.3 considera-se mais uma vez o efeito de shear lag em vigas simplesmente
apoiadas, mas agora sujeitas a cargas ascendentes, o que causa a fendilhagao generali-

zada do betao.
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4. Na secgao 3.5.4 analisa-se uma viga encastrada-apoiada sujeita a uma carga uniforme-
mente distribuida. Para além dos efeitos de shear lag, considera-se a fendilhagao do
betao (embora admitindo materiais elasticos) e a variagao da rigidez de corte no betao
por efeito da fendilhagao.

5. Na secgao 3.5.5 efetuam-se comparagoes com resultados experimentais de Ansourian
(1982) e numéricos (Pi et al. 2006). E introduzido o comportamento nio-linear do
betao a compressao (para além da fendilhagao) e do ago (plasticidade). Neste caso nao
ocorrem fenémenos de shear lag.

6. Finalmente, nas secgbes 3.5.6 e 3.5.7, consideram-se os efeitos fisicamente nao-lineares
e de shear lag.

3.2 Hipoteses simplificativas adicionais e modos de
deformacao

De forma a evitar a utilizagao de modelos constitutivos muito complexos, consideram-se hi-
poteses simplificativas adicionais as introduzidas no Capitulo 2, nomeadamente ao nivel das
tensoes e deformagoes. Em particular: (1) as paredes sdo consideradas indeforméveis segundo
Yy (6% = 55; = 0), (2) a rotacao das paredes no plano da sec¢ao é desprezada (%{% =0)e
(3) a deformagao por corte de membrana (7% = () é apenas permitida na alma do perfil
metalico e na laje de betao (por shear lag). Estas simplificagdes, que equivalem a introdugao
de “constrangimentos cinematicos”, resultam na limitagao do nimero de modos de deformagao
admissiveis e, consequentemente, na diminuicao do niimero de graus de liberdade necessarios
para descrever a configuracao da viga, sem que tal afete significativamente a precisao dos
resultados.

Como foi visto no Capitulo 2, a GBT assume que as paredes constituintes da secgao
estdao sujeitas a um estado plano de tensdao. No presente caso, em virtude das hipoteses
simplificativas adicionais adotadas relativamente ao campo de deformacao, impoe-se oy, = 0.
Estas hipoteses permitem escrever

Ozx
o(zyz)=10 |. (3.1)
Oy

A consideracao de g,y = 0y, = 0 ¢ naturalmente inconsistente para v # 0, mas tal nao afeta
significativamente os resultados obtidos (ver secgao 3.5). No caso da armadura na laje de
betao, tem-se ainda 0., = 0, em virtude do seu funcionamento uniaxial.

Admite-se que a seccao transversal da viga mista é composta por um perfil de aco com
seccao em I e uma laje de betdo armado, tal como representado na figura 3.1. Admite-se
ainda que a secgao é constante ao longo de cada elemento finito. Para efeitos de modelagao, a
secgao ¢ reduzida a linha média das paredes e discretizada de acordo com a figura 3.2 (note-se
os eixos locais de cada parede): as paredes 1 e 2 correspondem a laje de betao (com separagao
entre elas no eixo da alma do perfil), as paredes 3, 4 e 5 correspondem ao perfil de ago e as
paredes 6 e 7 4 armadura de aco (com separacdo entre elas no eixo da alma do perfil). E
importante salientar que se admite que nao existe escorregamento entre a armadura e o betao.

Os modos de deformagao utilizados nas anélises refletem os efeitos que se pretendem
modelar, nomeadamente: a flexao (reta), a deformacao por esforgo transverso na alma do
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Figura 3.1: Secgao-tipo de uma viga mista ago-betao (adaptado de Amaral, 2011)
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Figura 3.2: Discretizac¢ao da secgao-tipo (adaptado de Amaral, 2011)

perfil e a deformacao por shear lag no banzo de betdo. Assim, em geral, consideraram-se
os seguintes modos: extensao axial, flexdo (Euler-Bernoulli), modos de shear lag e modo de
empenamento associado a flexdo. A utilizagao de modos de outras naturezas (e.g., envolvendo
a flex@o transversal, a extensao das paredes no plano da secc¢ao transversal, etc.) melhoraria
naturalmente a precisao da solugao, mas por outro lado tornaria necesséario considerar mais
componentes de tensao e deformacao (logo leis constitutivas mais complexas) e mais graus
de liberdade. De seguida descrevem-se e calculam-se os modos de deformagao utilizados. A
sua representacao é obtida através de um programa desenvolvido em MATLAB, considerando
uma fungao de amplitude linear, ou seja, ¢ = x.

Em primeiro lugar, considere-se o modo de extensao axial, o qual é representado na figura
3.3. Este modo refere-se a um deslocamento unitério da secgao segundo z, tratando-se por-
tanto de um deslocamento de corpo rigido. Note-se que este modo é fundamental no contexto
da modelacao de vigas mistas, dado que permite a correcao da posicao da linha neutra devido
aos efeitos de shear lag e fendilhagdo do betéao.
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— 1

Figura 3.3: Modo de deformagao de extensao axial

Figura 3.4: Modo de flexao pura

O modo de flexao é dado pela Teoria de Euler-Bernoulli, considerando que o betao nao esta
fendilhado (ver figura 3.4). Este modo permite caracterizar o efeito global da flexao na viga
(o principal efeito registado nos exemplos de aplicagao). Para a determinagao das respetivas
fungoes de u, v e w em todas as paredes, é necessario obter a posi¢do da linha neutra eléstica,

a qual é dada por
> Eidi yi

(2
YN = B4 (3:2)
J
onde E;, A; e y; sdo, respetivamente, o modulo de elasticidade a area e a posi¢ao do centroide
do material ¢ relativamente a um eixo de referéncia. Adotando para referéncia a linha média
da laje de betao, tem-se para as paredes 1 e 2

u(y) =Yy, 0(y) =0, w(y)=-1 (3.3)
Para a parede 3 (banzo superior do perfil) tem-se

W) = Vix — %, wly) =0, fy) =1 (34)

A alma do perfil (parede 4) exibe empenamento linear, ou seja,

_ h _ _
w(y) =Yin =5 —y, oy) =1, w(y) =0 (3.5)
e note-se que, de acordo com a primeira equagao de (2.19), tem-se 'y% = 0 nesta parede, o que
estd de acordo com a Teoria de Euler-Bernoulli. Finalmente, para o banzo inferior (parede
5), obtém-se
h

a(y) = —5‘3 —hy + YN, O(y) =0, w(y)=-1. (3.6)
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L=
=
L=
=

Figura 3.5: Modos de shear lag linear

o=

Figura 3.6: Modos de shear lag quadratico

Os modos de shear lag correspondem a um empenamento nao-uniforme na laje de betao
apenas, pelo que v = w = 0 em todas as paredes e u = 0 nas paredes 3 a 5. Em geral, foram
considerados modos com andamento linear e quadratico. Para um andamento linear, foram
considerados deslocamentos unitarios na extremidade, conforme representado na figura 3.5.
A expressao que define o modo na parede 1 é

a(y) =1- 2, (3.7)
aly)=1- . (3.8)

u(y) =y(b1 —y), (3.9)
u(y) = y(b2 — y), (3.10)

para as paredes 1 e 2, respetivamente. Estes modos estao representados na figura 3.6, sendo
possivel observar que o empenamento é nulo nas extremidades das paredes.

Deve salientar-se que nao existe qualquer dificuldade em considerar mais modos de shear
lag, nomeadamente modos de grau superior. Contudo, conforme se verd mais a frente, os
resultados obtidos com os modos lineares e quadraticos revelaram-se suficientemente satisfa-
torios.

Para problemas que exibem simetria em relacdo ao plano da alma do perfil, ndo existe
qualquer vantagem em considerar modos individuais para cada parede, sendo nesse caso con-
siderados os modos “combinados” representados na figura 3.7.

Finalmente, o modo de empenamento associado a flexao (ver figura 3.8) foi utilizado para
permitir contabilizar a deformagado por corte da alma do perfil. Este modo exibe apenas
deslocamentos longitudinais, os quais coincidem com os do modo de flexao. Note-se que nao
existe formalmente diferenca em considerar para este modo os deslocamentos longitudinais ou
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Figura 3.7: Modos de shear lag para problemas com simetria

Figura 3.8: Modo de Empenamento de flexao

os deslocamentos no plano da seccao do modo de flexdo, dado que ambas as vias conduzem a
mesma deformagao por corte (constante na alma). Alias, note-se que o deslocamento vertical
da secgao (de “corpo rigido”) pode ser reproduzido combinando os modos de flexdo e do
empenamento de flexdo de modo a eliminar os deslocamentos axiais.

Para as paredes 1 e 2 obtém-se as seguintes expressoes

u(y) =Yrn, o(y)=0, w(y)=0. (3.11)
Para a parede 3 tem-se
_ he _
aly) =Yin — 5 (y) =0, @(y)=0. (3.12)
Para a parede 4,
_ he _ _
uy)=Yin -5 —y, v(y)=0, w(y)=0 (3.13)
e, finalmente, para a parede 5,
he _ _
u(y) = =5 —hw+ YN, 0(y) =0, w(y)=0. (3.14)

Agrupando os modos em vetores, para implementacao computacional, tem-se para a com-
ponente @ (admite-se que as paredes 6 e 7 coincidem com as paredes 1 e 2),

parede 1: @t = [1 1— % 0 ylbi—y) 0 Yin YLN} ,

parede 2: @' = [1 0 1-— % 0 ylb2—y) Yn Yin],

parede 3: @l = [1 00 0 0 Yrn-— % YN — %} ,

parede d: w'=[1 0 0 0 0 Vin—le—y Yin—T—y], (3.15)
parede 5: @' =[1 0 0 0 0 Yry—1lc—h, Yiy—"l&—hy,

parede 6: ' = [1 1— % 0 ybi—y) 0 Yon Yin],

parede : ' =1 0 1—-% 0 y(b2—y) Yin Yin],
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3.3. Modelos Constitutivos

onde as componentes dizem respeito aos seguintes modos: (1) axial, (2-3) shear lag linear,
(4-5) shear lag quadrético, (6) empenamento de flexao e (7) flexdo. Note-se que, por uma
questao de conveniéncia de implementacao computacional, em primeiro lugar sao colocados
os modos que apenas envolvem deslocamentos axiais, para os quais se utilizam funcoes de
interpolagao de Lagrange (recordar a organizacao da matriz ¥, da secgao 2.4).

Para a componente v tem-se

parede 1: 8'=[0 0 0 0 0 0 0],

parede 2: 2" =[0 0 0 0 0 0 0],

parede 3: o' =[0 0 0 0 0 0 0],

parede 4: o*=[0 0 0 0 0 0 1], (3.16)
parede 5: o* =[0 0 0 0 0 0 0],

paredeG:T)t:[O 00000 0],

parede 7: o' =[0 0 0 0 0 0 0

e, para a componente w,

paredel:ﬂ)t—[() 0 00 0O —1],

parede 2: w' [O 000 00O —1]7

parede 3: w’ [0 000 00O —1],

parede 4: w'=1[0 0 0 0 0 0 0], (3.17)
parede 5: w'=[0 0 0 0 0 0 —1],

parede 6: w'=[0 0 0 0 0 0 —1],

parede : w'=1[0 0 0 0 0 0 —1].

3.3 Modelos Constitutivos

3.3.1 Modelo constitutivo para o ago

Para o ago adotou-se uma lei constitutiva simples, do tipo elastico-perfeitamente plastico (ver
figura 3.9), a semelhanca de trabalhos anteriores (Gongalves e Camotim, 2011, 2012 e Freitas,
2011). Em particular, o comportamento em regime elastico corresponde ao do material de St.
Venant-Kirchhoff e o comportamento pléastico utiliza o critério de cedéncia de Mises-Hencky
com lei de escoamento associada.

Tendo em conta as hipoteses simplificativas introduzidas, considera-se (i) um estado de
tensdo uniaxial nas armaduras e nos banzos do perfil e (ii) um estado de tensao com o4, 04y #
0 na alma do perfil. O primeiro caso (uniaxial) é bastante simples e a sua implementagao
nao oferece dificuldades. O mesmo nao se pode afirmar relativamente ao segundo caso, mas
apenas houve que adaptar a linguagem do MATLAB as rotinas existentes. Muito embora
a explicagdo detalhada do modelo constitutivo adotado na alma esteja fora do ambito do
presente trabalho, é de referir que o operador constitutivo para o caso elastico ¢ dado por

&

0 0
c=|0 0 0}, (3.18)
0 0

Q
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Jy

Jy

Figura 3.9: Lei uniaxial elastica-perfeitamente plastica

onde FE e G sao os modulos de elasticidade e distorgao, respetivamente, e o critério de cedéncia
escreve-se como
2 2 _
02y + 305, — f,=0 (3.19)

onde f, ¢ a tensao de cedéncia uniaxial. Em 3.4 sao fornecidos mais alguns detalhes relativos
& implementacao deste modelo constitutivo. Em particular, sdo referidos os aspetos relacio-
nados com a determinacao das tensoes apds cada iteracao e com a determinagao do operador
constitutivo tangente (Cp).

Finalmente, salienta-se que esta lei constitutiva para o ago esté obviamente implementada
nos programas ADINA e ATENA, pelo que sera utilizada nos respetivos modelos de elementos
finitos.

3.3.2 Modelos constitutivos para o betao
3.3.2.1 Modelo implementado

No caso do betao, tal como na alma do perfil, considera-se um estado de tensao com o, 04y 7#
0. Para evitar a utilizagdo de uma lei constitutiva multiaxial, recorreu-se & introdugao de
hipoteses simplificativas adicionais. Em particular, em virtude da natureza dos problemas
estudados, é de esperar que a tensdo normal longitudinal o, seja preponderante. Assim,
adota-se uma lei constitutiva que é essencialmente uniaxial, sendo a influéncia das tensées de
corte o, considerada apenas de forma simplificada. Em particular, deve salientar-se que se
admite sempre que as fendas se desenvolvem apenas segundo planos paralelos a yz.

A relagao entre o, € £, € ndo-linear, admitindo-se que o betdo nao resiste a tragdo e que
a resposta & compressao ¢ descrita por (Saenz, 1964)

E. ez

2

oc/ec Ec

(3.20)

Ogx =

onde E. é o moédulo de elasticidade do betao (tangente na origem), o, é a tensao de compressao
maxima em provetes cilindricos, €. é a deformacao associada 8 maxima tensdo de compressao
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xrr

Tempo

(b)

Figura 3.10: (a) Evolucao das tensdes no betao quando ocorre a sequéncia de deformacao (b)

e todos os valores na expressao devem ser introduzidos em moédulo. Deve salientar-se que
esta expressao ¢é utilizada neste trabalho apenas porque corresponde & utilizada por outros
autores num dos exemplos apresentados na secgao 3.5. Como € logico, com o elemento finito
proposto, nao existe qualquer dificuldade em implementar qualquer outra lei uniaxial.

A lei uniaxial (3.20) nao estabelece completamente o comportamento do material, nome-
adamente quando ocorrem cargas/descargas e fendilhagao. O grafico de cima da figura 3.10
ilustra a evolugao das tensdes quando ocorre o historial de deformacao indicado na parte de
baixo da figura:

e Instantes 1 a 2: Ae,, > 0, causando fendilhagao (o4, = 0);
e Instantes 2 a 3: Ae,, < 0, fechando as fendas e introduzindo compressao (o4, < 0);
e Instantes 3 a 4: Ae,, > 0, provocando uma descarga eléastica (declive E.) até atingir

Ozz = 0;
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e Instantes 4’ a 4: Ae,, > 0, causando nova fendilhacao;

e Instantes 4 a 5: Ae,, < 0, fechando as fendas e introduzindo novamente compressao até
atingir a tensdo maxima o, (note-se que a evolugao das tensoes ¢ linear no trogo 4’-3);

e Instantes 5 a 6: Ag,, < 0, a tensao no betao decresce.

O modulo tangente é obtido derivando a expressao (3.20), o que fornece

_ Aoy _ _(6213) — 6%) E, 63 O'g

Cdege (€2, Oct €pp €o(Be € — 20.) + €2 0.)2
Esta expressao é utilizada na matriz constitutiva tangente, C.

Relativamente as tensoes tangenciais, caso o betdo nao se encontre fendilhado, admite-se
uma relacao elastica dada por

E; (3.21)

Ogy = Gc Yy (322)

onde G. = E./2(1 + v.) é o modulo de distor¢ao elastico do betao e v, é o coeficiente de
Poisson. Caso o betao se encontre fendilhado, as tensoes sao corrigidas para

Oxy = BG. Yy (323)

onde 8 é um fator de reducao da rigidez (0 < 8 < 1) semelhante ao shear retention factor
normalmente utilizado nos modelos classicos de fenda fixa distribuida (ver por exemplo, Rots
e Blaauwendraad, 1989). Os estados de tensao antes e apos a formagao de uma fenda estao
ilustrados na figura 3.11.

Assim, a matriz constitutiva tangente é dada por

E, 0 0
c,=10 0 0|, (3.24)
0 0 AG.

sendo que se considera 8 = 1 caso nao ocorra fendilhacao.

3.3.2.2 Modelos do ADINA e ATENA utilizados

No caso dos programas ADINA e ATENA, foram utilizados modelos constitutivos de fenda
fixa distribuida. No ADINA, a lei constitutiva uniaxial para o betdo (material CONCRETE,
ver figura 3.12) é semelhante a utilizada no elemento finito da GBT (ver figura 3.10). No
entanto, contabiliza adequadamente estados de tensdao multiaxiais e permite a definicao do
comportamento a tragdo. Para o ramo comprimido, a lei uniaxial é dada por

o _ () ()

— = S = (3.25)
C 13 13 £
1+A<a)+3(a) +C(;)
com
D = €u/Ecs (3.26)
FE. 3 2\ F, 3 2
Ee o (3 _9p2)Ee _ (253 _3p2 11
A Ea (p Z;)ES (2p° — 3p )7 (3.27)
(p?> —2p+1)p
E
B=(2=-3)-24 3.28
( ES > ) ( )
E.
—(2a_5<)1a 2
c ( E8>+ , (3.29)
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Estado nao fendilhado

Oyy =0
_\ Oxy = G{Yﬂ:y

Figura 3.11: Estados de tensao antes e apds a formagao de uma fenda

Ot

Eu Ec /k c

Figura 3.12: Lei constitutiva uniaxial para o betao no programa ADINA, (Bathe 2014).
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Figura 3.13: Lei constitutiva uniaxial para o betao no programa ATENA, (Cervenka, 2013).

onde Ey = o./e. e E, = 0,/e,. Para € < g,, admite-se que a relagdo ¢ linear até atingir
tensao nula, com declive dado por (o —0¢) /(g4 —€.). As descargas sao sempre elasticas, com
declive E,. E ainda de referir que neste modelo constitutivo é possivel especificar um fator de
reducdo da rigidez de corte para a zona fendilhada. No entanto, caso a resisténcia a tragao
seja considerada, a lei assume que a redugao da rigidez é linear até o,, = 0, valor a partir do
qual se atinge a reducao especificada.

Nos modelos realizados com o programa ATENA utilizam-se elementos finitos de casca
em estado plano de tensdao, com a lei constitutiva CC3DNonLinCementitious2, sendo esta
a lei recomendada nos manuais do programa (Cervenka, 2013). Trata-se de um modelo de
fenda distribuida, que pode ser fixa ou rodada (foi escolhido um modelo de fenda fixa por
recomendagcao dos autores do programa). Para além disso, é possivel considerar a armadura
distribuida, o que é extremamente conveniente do ponto de vista computacional. A lei do
material CC3DNonLinCementitious2 é ilustrada na figura 3.13.

3.4 Implementacao em MATLAB

O elemento finito proposto foi implementado em MATLAB (Mathworks, 2010). Em particu-
lar, foram desenvolvidas as seguintes rotinas:

(i) Programa de controle, o qual procede a aplicacao de incrementos de carga, com reso-
lucao iterativa das equacoes de equilibrio em cada incremento pelo método de Newton-
Raphson;

(ii) Determinacao da matriz de rigidez tangente e dos vetores das forgas internas, externas
e desequilibradas;

(iii) Determinagao de tensdes em regime fisicamente nao-linear;
(iv) Visualizador de resultados.

De seguida aborda-se cada uma destas rotinas, as quais sdo apresentadas no Anexo A. Rela-
tivamente as rotinas ja existentes (Gongalves e Camotim, 2011, 2012 e Freitas, 2011), estas
nao serao apresentadas.
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Deslocamento

! . . >

Figura 3.14: Método de Newton-Raphson para sistemas com um grau de liberdade

3.4.1 Programa de controle

O programa de controle permite a determinacao das trajetérias de equilibrio, executando
todas as demais rotinas. Estabelecem-se os incrementos de carga e, para cada um deles,
executa-se o processo iterativo (Newton-Raphson). Em caso de convergéncia, as variaveis
relevantes (deslocamentos, deformagoes, deformagdes plasticas, etc.) sdo atualizadas.

A estratégia incremental-iterativa é normalmente ilustrada recorrendo a um grafico do
tipo do representado na figura 3.14, relativo a um sistema com um grau de liberdade (a
generalizagao para mais graus de liberdade envolve a utiliza¢do de matrizes e vetores). Nesta
figura, AF é o incremento de carga (neste caso AF = F dado que F = 0 no inicio do
incremento), o indice indica o nimero da iteracdo, K, ¢ a rigidez tangente, d é o deslocamento,
Q é a forca interna e g = Q — I é a forga desequilibrada a qual é utilizada na iteragdo seguinte
para obter uma nova estimativa da configuracao de equilibrio.

Para sistemas com varios graus de liberdade, o incremento de deslocamento na iteragao
1+ 1 é obtido através de

Adi1 = (K74 (—g:) (3.30)

A convergéncia é atingida quando a norma do vetor das forcas desequilibradas atinge um valor
reduzido em relagao as forcas aplicadas, i.e.,

llgll < 0.00L][F], (3.31)

onde os vetores g e F sado dados pelas equagoes (2.58) e (2.61), eliminando os graus de
liberdade restringidos (condigdes de fronteira cineméaticas).
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3.4.2 Determinacao de matrizes/vetores

A matriz de rigidez tangente do elemento finito possui: 4N — N,, colunas e 4N — N,, linhas
(recordar a notagao introduzida no Capitulo 2) e os vetores das forcas internas/ externas/
desequilibradas tém igualmente 4N — N,, linhas. A montagem da matriz e dos vetores glo-
bais esta ilustrada na figura 3.15, para trés elementos finitos, onde se indica as funcoes de
aproximagao utilizadas em cada grau de liberdade (de acordo com a sequéncia estabelecida
no Capitulo 2). Note-se que o nimero de linhas (e colunas, no caso da matriz de rigidez) é
igual a 2Nn, + 2N — N,,.

A determinagao da matriz de rigidez e do vetor das forgas internas é efetuada com recurso
a integracao numérica, utilizando a regra de quadratura de Gauss. A numeragao escolhida
para os pontos de integracao é ilustrada na figura 3.16, para dois elementos finitos e uma
secgao transversal com duas paredes (neste exemplo, utilizaram-se trés pontos de integracao
segundo y e apenas dois pontos segundo z e z).

Para atingir uma melhor eficiéncia computacional, a integracdo deve ter em conta a na-
tureza especifica da aproximagdo do campo de deslocamentos da GBT (i.e., os modos de
deformagao sao apenas fungao de y e as fungoes de aproximagdo sdo apenas fungao de x).
Assim, antes do inicio da processo incremental, as matrizes (2.26) sdo pré-calculadas para
cada posigao dos pontos de integragdo (segundo y) e a matriz (2.47) e suas derivadas sao
pré-calculadas para cada ponto de integracao segundo x. Em cada iteragao, a integragao é
efetuada em primeiro lugar segundo z, o que nao requer a determinacao de novas matrizes
(2.26) e (2.47)), e somente depois segundo y e = (0 que apenas requer a recuperacao das
matrizes ja pré-calculadas.

A introducao das condigoes de fronteira cinematicas é efetuada eliminando os graus de
liberdade correspondentes da matriz de rigidez e dos vetores das forgas. Nos exemplos apre-
sentados na secgao 3.5 foram considerados os seguintes apoios:

e Apoio simples — neste caso é necessério eliminar os graus de liberdade associados as
fungoes Hy (no caso de um apoio em = = 0) e/ou Hj (no caso de um apoio em = = 1)
do modo de flexao.

e Encastramento — torna-se necesséario eliminar todos dos graus de liberdade associados
ao no, ou seja, Fy, Hy, Hy (x =0) ou Fy, Hy, Hy (z =1).

e Encastramento deslizante (num plano vertical) - o encastramento deslizante requer a
eliminagao dos graus de liberdade de rotagao induzidos pela flexdo (Hg para = = 0, Hy
para x = [) e os deslocamentos axiais dos modos de empenamento (F} para x = 0, Fy
para x = [).

3.4.3 Determinacgao de tensoes em regime fisicamente nao-linear

Em geral, em problemas fisicamente nao-lineares (como é o caso dos problemas abordados
neste trabalho), é necessario guardar e atualizar em cada incremento/iteragdo um certo ni-
mero de parametros que descrevem a historia de tensoes e deformagoes (em cada ponto de
integragao).

Para o betao, sao guardadas os seguintes parametros:

e tensao longitudinal (0,,) no inicio do incremento;

e deformagao longitudinal correspondente a abertura de fendas.
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Figura 3.16: Numeracao dos pontos de integragao para (i) dois elementos finitos (ii) duas
paredes (iii) dois pontos de integragao segundo = (iv) trés pontos de integragao segundo y e
(v) dois pontos de integragao segundo z

No final de cada iteragao, a tensao longitudinal é determinada com base nestes parametros e
na deformagao total, recorrendo a relagao constitutiva apresentada na sec¢ao 3.3. No entanto,
os pardmetros s6 sao atualizados caso haja convergéncia da solugao.

No caso da armadura e dos banzos do perfil de ago o processo é semelhante, muito embora
a deformagao correspondente & abertura de fendas nao exista, naturalmente. No caso da
alma do perfil, a qual esta sujeita a um estado de tensao com 04,0,y 7# 0, 0 procedimento
é significativamente mais complexo, nao tendo sido objeto de estudo neste trabalho. Para o
efeito foram traduzidas para a linguagem do MATLAB rotinas desenvolvidas em trabalhos
anteriores (Gongalves e Camotim, 2011; 2012) — as tensoes sao determinadas em cada ite-
ragao recorrendo ao chamado “algoritmo de retorno de Euler a retaguarda” e Cy, utilizado
para calcular a matriz de rigidez tangente, corresponde ao operador constitutivo tangente
consistente.

3.4.4 Visualizador de resultados

A representacao de resultados compreende duas fases:

e Representagao da configuragdo indeformada da estrutura,
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Figura 3.17: Aplicagao correta (& esquerda) e incorreta (& direita) da matriz “Faces”

e Representagao da configuragao deformada da estrutura e de outros resultados (tensoes
em regime elastico, deslocamentos, etc.).

O visualizador de resultados foi desenvolvido com recurso & fungéo patch do MATLAB, a
qual permite desenhar poligonos tridimensionais com cor, utilizando as “propriedades” Vertices
e Faces — na figura 3.17 ilustra-se a sintaxe correta/incorreta de Faces, tendo como entrada
uma matriz Vertices.

As propriedades secundéarias da fungao patch permitem atribuir cores:

(i) EdgeColor define a cor da linha que delimita o poligono;
(ii) FaceColor define a cor a usar na face do poligono;

(iii) FaceVertexCData associa a cada vértice do poligono um escalar (variavel a representar);
os valores da aresta do poligono sao interpolados através dos valores de cada vértice
utilizando o comando interp.

Finalmente, utiliza-se o comando colorbar para representar uma barra de cores, indicando
os valores associados. A figura 3.18 mostra um exemplo da utilizagdo do colorbar. Resta referir
que a representacao simultdnea das configuragoes indeformada e deformada é conseguida
através do comando hold.

Para permitir a representacao rapida das func¢oes de amplitude de cada modo, foi desen-
volvida uma rotina em MATLAB que exporta os resultados para o Excel. No entanto, para
permitir uma melhor compreensao dos efeitos relativos dos varios modos de shear lag, a ro-
tina procede & alteracdo da escala dos modos quadraticos, dado que as fungoes utilizadas nao
exibem amplitude unitaria (ao contrario dos modos de shear lag lineares — recordar secgao
3.2). Assim, os modos quadraticos sao multiplicados pelo inverso da sua amplitude méxima,

b2 /4.
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15
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Figura 3.18: Exemplo de utilizagdo do comando colorbar

3.5 Aplicacoes

3.5.1 Exemplo 1 — shear lag elastico em vigas simplesmente apoiadas

Com este primeiro exemplo pretende-se demonstrar a eficiéncia do elemento proposto na
determinagao de tensdes normais longitudinais (0,,), em regime elastico e devidas ao efeito
de shear lag. Sao analisadas duas vigas simplesmente apoiadas, com seis e oito metros de vao,
solicitadas por duas cargas verticais uniformemente distribuidas de 1 kN/m, aplicadas no plano
da alma dos perfis — a figura 3.19(a) mostra a posi¢ao das cargas, a geometria da secgao e
as propriedades (elasticas) dos materiais. Devido & dupla simetria do problema (transversal e
longitudinal), foi modelado apenas um quarto da viga (metade da secgao transversal e metade
do comprimento da viga), utilizando as condigdes de apoio apropriadas.

Para efeitos de validagao, os resultados obtidos com o elemento finito proposto sao compa-
rados com os obtidos com um modelo de elementos finitos de casca de quatro nos (ADINA),
o qual é representado na figura 3.19(d) e envolve cerca de 3400 graus de liberdade. Neste mo-
delo, a ligacao entre a laje de betao e o perfil é conseguida através da utilizacao de elementos
rigidos (rigid links) entre os nos da laje de betao e do banzo superior do perfil metalico.

No caso do elemento finito proposto, séo utilizados todos os modos de deformacéo apre-
sentados na sec¢ao 3.2 os quais se representam na 3.19(c) para a secgdo em causa (a geometria
referida a linha média das paredes ¢ indicada na figura 3.19(b)): modo axial, modo de flexao,
modo de empenamento de flexao e modos de shear lag. Note-se que os banzos de betao da
secgao simplificada nao sao simétricos, razao pela qual houve que considerar modos de shear
lag independentes para cada um deles. Sao considerados apenas 8 elementos finitos, o que
corresponde a apenas 112 graus de liberdade.
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Figura 3.19: Exemplo 1: (a) geometria da sec¢ao transversal, carga e parametros materiais,
(b) secgao discretizada, (¢) modos de deformagao e (d) modelo de elementos finitos de casca
(ADINA).
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Tabela 3.1: Deslocamento vertical para o vao de 6 metros

’ ‘ GBT ‘ ADINA ‘ Diferenca relativa ‘
’ Deslocamento ‘ 1,32 x 107 ‘ 1,31 x 107° ‘ 0,47 % ‘

Tabela 3.2: Deslocamento vertical para o vao de 8 metros

’ ‘ GBT ‘ ADINA ‘ Diferenca relativa ‘
| Deslocamento | 3,52 x 107° | 3,54 x 107 | 0,62 % \

As tabelas 3.1 e 3.2 permitem comparar os deslocamentos a meio-vao obtidos com o
elemento finito proposto e os modelos de elementos de casca. Conforme se pode constatar,
em ambos os casos a diferenca é extremamente pequena.

A figura 3.20(a) mostra as configuragoes deformadas obtidas com o elemento finito pro-
posto e as distribuigoes de o, (tensao normal longitudinal) na laje de betdao. Observa-se que
o efeito de shear lag é mais pronunciado para o menor vao, o que se deve ao facto de a defor-
mabilidade por corte se tornar mais relevante & medida que o vao diminui. Note-se que o efeito
dos banzos desiguais é claramente visivel na figura (distribui¢do de tensdes nao simétrica),
sendo o efeito de shear lag mais pronunciado no banzo mais largo (mais deforméavel).

Os graficos da figura 3.21(a) mostram as distribui¢oes de o, na laje de betao, na secgao
de meio-vao, obtidas com a GBT e o modelo de elementos de casca. E de salientar-se que
se obtém uma excelente concordancia entre os dois modelos, apesar de o modelo proposto
envolver um nimero de graus de liberdade muito inferior. Ainda assim, regista-se uma ligeira
diferenca para y = 0, particularmente para L = 6 m. Foi investigado se estas diferengas
diminuem com a introdugao de mais modos de shear lag (sinusoidais, com 2 ou mais semi-
ondas em cada banzo), tendo-se concluido que os resultados nao se alteram significativamente.
Estes graficos permitem mais uma vez observar que o efeito de shear lag é mais pronunciado
para o menor vao e que a distribuicao de tensdes nao é simétrica.

Finalmente, os graficos da figura 3.21(b) mostram as fungoes de amplitude modais da
GBT para 0 < x < L/2 (apoio — meio-vao), e permitem avaliar a importancia relativa dos
diferentes modos. Em particular, estes resultados permitem extrair as seguintes conclusoes:

(i) O modo de flexdo é naturalmente preponderante, exibindo um méximo a meio-vao e um
minimo no apoio (amplitude nula).

(ii) O modo de empenamento de flexao traduz o efeito da deformagao por esforgo transverso
na alma e corresponde a segunda maior participagao. Note-se que, naturalmente, tendo
em conta o diagrama de esforgo transverso, a influéncia deste modo é maior para o
menor vao, é maxima nos apoios e é nula a meio-vao.

(iii) Os modos de shear lag exibem um andamento semelhante ao do modo de empenamento
de flexao, o que se deve ao facto de traduzirem também um efeito de deformacao por
corte. De entre os modos de shear lag, os correspondentes a fungoes lineares (SL1 e
SL2) sdo os que mais influéncia tém. Note-se que a participagdo dos modos SL2 e
SL4 relativos ao banzo de betao da direita, é superior a dos modos SL1 e SL3, o que
estd em acordo com a observagao feita anteriormente relativamente ao efeito dos banzos
desiguais.

(iv) O modo axial tem participa¢do nao-nula e semelhante a dos modos de shear lag, em
virtude de a posi¢ao da linha neutra em flexao se alterar devido ao efeito de shear lag.
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Figura 3.20: Exemplo 1: configuragoes deformadas e distribui¢ao das tensoes normais longi-

tudinais na laje de betao.
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Figura 3.21: Exemplo 1: (a) tensdes normais longitudinais na laje de betao, a meio-vao, e (b)
fungoes de amplitude modais da GBT para 0 < x < L/2.

3.5.2 Exemplo 2 — fendilhacao

Neste exemplo estuda-se a precisao do elemento finito proposto na determinacao do compri-
mento da zona fendilhada de uma viga encastrada-apoiada, sujeita a uma carga uniformemente
distribuida de 1 kN/m e nao suscetivel aos efeitos de shear lag. Admite-se que os materiais
exibem um comportamento elastico linear, muito embora o betdo nao possua resisténcia a
tragao. A figura 3.22 mostra a geometria do problema e as propriedades dos materiais, bem
como os modos de deformagao utilizados (recorde-se que nao se esté a considerar o efeito de
shear lag).

Para efeitos de comparacao, procede-se a determinacao do comprimento de fendilhagao
pela resolucao analitica do problema (hiperestéatico) pelo Método das Forgas. Designe-se
por L; o comprimento da zona nao fendilhada, por (EI); a rigidez de flexdo da secgao nao
fendilhada e por Ly e (EI)9 os respetivos valores para a zona fendilhada. Naturalmente, a
transi¢ao entre zonas corresponde a alteracao do sinal do momento fletor. Sem fendilhagao, a
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Figura 3.22: Exemplo 2: (a) geometria da secgao transversal, carga aplicada e propriedades
dos materiais, (b) modos de deformagao utilizados e (c) condigoes de apoio, notagao, vao,
carga aplicada e diagrama de momento fletor.

Tabela 3.3: Rigidez de flexao da seccao fendilhada e nao-fendilhada

’ EIn&o fendilhado ‘ 179078 X 106 ‘
’ EIfendilhado ‘ 87878 X 105 ‘

transigao encontra-se a uma distancia igual a 5/8 do vao, contada a partir do encastramento.
A ocorréncia de fendilhagdo conduz a uma perda de rigidez na zona de momentos negativos
e, consequentemente, a que a transi¢ao ocorra mais perto do encastramento.

A rigidez de flexao da secgao fendilhada nao considera a contribui¢ao do betéo e a rigidez
nao-fendilhada é obtida considerando a totalidade da secgao. Sendo a determinagdo destes
valores algo trivial, nao serd apresentada, mas os resultados sao fornecidos na tabela 3.3.

Aplicando o Método das Forgas & resolugao do problema, com o sistema base dado na figura
3.23, onde a reagao vertical no apoio da esquerda corresponde & incégnita hiperestatica, tendo
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Figura 3.23: Exemplo 2: sistema Base com as forgas exteriores e respetivo diagrama de

momento fletor.
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Figura 3.24: Exemplo 2: sistema Base com carga unitaria e respetivo diagrama de momento

fletor.

em conta as figuras 3.23 e 3.24, tem-se

0=d X + ds,
1 Ly ) 1 Li+Lo )
di = / x“ dx + / x* dx,
(ED1 Jo (ED)2 Jr,

1 Ly _ .2 1 Li+Ly _ .2
doy = / v T dr + / —mx dz.
)1 Jo

(EI 2 (ED)s J;, 2

A solugao é

3(ELL (L} — (L1 + L2)*) — ELLY)

S(Efl (sz — (Ll —+ L2)3) — EIQL‘Z’Y
2

M =MX + M=~ + Xz

X =

e o comprimento de fendilhagdo L é obtido a partir da condigao
M(z=L;) =0,

o que conduz a L1 = 6,452 m e Ly = 1,548 m.

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

Por uma questao de consisténcia com o método analitico utilizado, as anélises com o
elemento finito proposto consideram apenas os modos de deformacao de flexdao e axial (ver
figura 3.22) — recorde-se que o modo axial é necessério para corrigir a posigao da linha neutra,
dado que o modo de flexdo é calculado admitindo que a secgao nao se encontra fendilhada.
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Figura 3.25: Exemplo 2: comprimento da zona nao fendilhada em func¢ao do ntimero de
elementos finitos.

Os resultados obtidos sdo apresentados na figura 3.25. No caso da GBT, foram efetuadas
anélises com um, trés, sete, dez e vinte elementos finitos. Como se pode observar, os resulta-
dos convergem para a solugao analitica, sendo os resultados muito precisos a partir dos dez
elementos finitos. No entanto, é também de salientar que os resultados com menos do que
trés elementos sdo pouco satisfatorios.

3.5.3 Exemplo 3 — fendilhacao generalizada e comparacao com elementos
finitos convencionais

Este exemplo pretende mostrar que o elemento finito proposto permite obter bons resultados
quando ocorre fendilhag@o generalizada e que o mesmo nao acontece num modelo de elementos
finitos convencionais, por dificuldade de convergéncia. Para tal, considerou-se a viga ilustrada
na figura 3.26(a), simplesmente apoiada e sujeita a uma carga uniformemente distribuida
ascendente, causando momento negativo em toda a viga e, consequentemente, fendilhagao em
toda a sua extensao.

Para efeitos de comparacgao, recorreu-se a um modelo de elementos finitos convencionais,
utilizando o programa ADINA (ver figura 3.26(c)). Este programa nao permite a utiliza¢ao
de elementos de casca com o material CONCRETE e a consideracao de armadura distribuida
pelo que foi necessario utilizar elementos 3D Solid (elemento de volume de oito nds) para o
betdao e elementos truss (de treli¢a) para cada vardo de armadura. Tal como no exemplo 3.5.1,
o perfil é modelado com elementos finitos de casca. Para além disso, de modo a permitir uma
adequada transferéncia do fluxo de corte na ligagdo laje-perfil, houve que incluir elementos
de casca no banzo superior do perfil (tipo “conetores”), de ago com 3 ¢m de espessura, como
mostra a figura 3.26(c). Finalmente, para mitigar problemas relacionados com a falta de
convergéncia da solugdo, foi necessario incluir no modelo armadura transversal (para além
da longitudinal) em ambas as faces da laje. Naturalmente, trata-se de um modelo bastante
complexo o qual nao permite atingir patamares de carga moderados a elevados, devido ao
efeito da fendilhacao generalizada. Por exemplo, foi necessario considerar uma resisténcia a
tragao de 10 kPa de modo a que fosse possivel obter uma trajetéria de equilibrio minimamente
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Figura 3.26: Exemplo 3: (a) geometria da secgao transversal, carga, propriedades do material

e sec¢ao reduzida a linha média, (b) modos de deformacao e (¢) modelo de elementos finitos
casca/ solid / truss.
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(a) () (c)

Figura 3.27: Exemplo 3: modos sinusoidais com (a) uma semi-onda (b) duas semi-ondas e (c)
trés semi-ondas em cada banzo.

satisfatoria.

No caso da GBT, considera-se que a resisténcia do betao & tragdo é nula e foi apenas
considerada uma camada de armadura (concentrando a totalidade da area de ago). Os modos
incluidos na andlise sdo apresentados na figura 3.26(b), totalizando apenas 5 modos: axial,
flexdo, empenamento de flexdo e modos de shear lag simétricos lineares e quadraticos. Foram
ainda considerados modos de shear lag sinusoidais, com vérias semi-ondas, mas os resultados
nao sofreram uma alteragao relevante, pelo que nao sao apresentados. Estes modos sinusoidais
sao apresentados na figura 3.27.

Os resultados obtidos sao ilustrados na figura 3.28. O grafico (a) mostra a distribuigao de
tensoes normais longitudinais (0,,) na armadura, para sec¢ao de meio-vao (sem simplificagoes
de simetria) e para o nivel maximo de carga obtido no ADINA (0,653 kN/m). No caso do
modelo de elementos finitos convencionais (ADINA), a tens@o representada corresponde a
média da obtida para a armadura superior e inferior. O grafico (b) da mesma figura mostra a
evolugao do deslocamento vertical do meio-vao, em fungdo da carga aplicada. Estes resultados
permitem extrair as seguintes conclusoes:

(i) Relativamente a distribuigao de tensoes (grafico (a)), observa-se que os resultados ob-
tidos com os dois modelos sao bastante préximos. No entanto, o modelo de elementos
finitos convencionais conduz a um andamento sensivelmente mais “irregular” do que o
obtido com o elemento finito proposto — alids, a solucao fornecida com o elemento
proposto praticamente nao evidencia efeitos de shear lag.

(ii) O gréafico carga-deslocamento mostra claramente que o modelo de elementos convencio-
nais exibe uma rigidez inicial um pouco maior do que o modelo com o elemento finito da
GBT. Naturalmente, tal deve-se ao facto de ter sido utilizada uma resisténcia a tragao
do betao no primeiro caso. No entanto, note-se que nos dois dltimos pontos da curva
os resultados convergem com os da GBT, em virtude da fendilhagao generalizada. Deve
salientar-se que o modelo da GBT exibe rigidez constante a partir do momento em que
ocorre fendilhacdo, dado que se admite que os materiais exibem um comportamento
elastico (embora o betdo nao possua resisténcia a tragao).

3.5.4 Exemplo 4 — shear lag com fendilhagao numa viga
encastrada-apoiada

Este exemplo inclui a fendilhagdo do betao, muito embora o comportamento deste material a
compressao seja considerado elastico linear. Estuda-se o comportamento de uma viga apoiada-
encastrada, com um vao de 8 metros, sujeita a uma carga uniformemente distribuida de 1
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Figura 3.28: Exemplo 3: (a) distribuigao de tensdes normais longitudinais na armadura, na
secgao de meio-vao (sem simplificagoes de simetria), e (b) grafico carga-deslocamento

kN/m (descendente), aplicada no plano da alma do perfil. Para além disso, investiga-se a
influéncia do factor de redugao da rigidez de corte (3). A geometria da secgao e as propriedades
dos materiais sao indicados na figura 3.29(a).

No caso da GBT, foram utilizados novamente todos os modos de deformagao, ou seja (ver
figura 3.29)(b): axial, flexdo, empenamento de flexdo e modos de shear lag simétricos lineares
e quadraticos. Foram analisados dois modelos, um com 8 elementos (111 graus de liberdade)
e outro com 64 elementos (895 graus de liberdade). Para além disso, foram considerados dois
valores para o factor de redugao da rigidez, B =1e 8 =1/3.

Para efeitos de comparacao de resultados, foi utilizado o modelo de elementos finitos
convencionais (ADINA) que se mostra na figura 3.29(c), bastante semelhante ao utilizado no
exemplo anterior. E de salientar que neste modelo foi necessario aumentar a espessura das
chapas da conexa@o ago-betdo até 3 c¢m, para mitigar os problemas de falta de convergéncia.
No ADINA foi utilizado o valor pré-definido do fator de redugéo de corte, 0,5.

A tabela 3.4 indica o valor do deslocamento vertical a meio-vao obtido com os vérios
modelos, e permite extrair as seguintes conclusoes:
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Figura 3.29: Exemplo 4: (a) geometria da secc¢ao transversal, carga, propriedades do material
e secgao reduzida a linha média, (b) modos de deformacao e (¢) modelo de elementos finitos

casca/ solid / truss.

Tabela 3.4: Exemplo 4: deslocamento vertical do meio-vao
GBT, 8 EF GBT, 64 EF ADINA
f=10 [ B=1/3 B=10 [ B=1/3 [ “3"=05
2,296 x 107° | 2,304 x 107" [ 2,331 x 107° | 2,332 x 107" [ 2,183 x 1077 |

(i) Os deslocamentos obtidos com o elemento finito proposto nao sdo praticamente afetados
pela variagao do fator de redugao de rigidez de corte — regista-se uma variagdo nos
valores inferior a 0,4%. Por outro lado, nao se justifica utilizar mais do que 8 elementos
finitos, dado que a consideragdao de 64 elementos conduz a deslocamentos apenas cerca

de 1,5% superiores.

(ii) O modelo de elementos finitos convencionais (ADINA) é sensivelmente mais rigido,
fornecendo um deslocamento inferior ao obtido com o elemento proposto em cerca de
5,5 a 7,0%, para 8 e 64 elementos, respetivamente.

Os resultados obtidos pela GBT sao detalhados nas figuras 3.30 e 3.31:

(i) A figura 3.30 (a—b) mostra a configuragao deformada da viga e a distribuigao das tensoes
normais longitudinais (o, ) na laje de betao, para o modelo com 8 elementos finitos e 5 =
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1. Observa-se que, devido & fendilhacao do betao, a zona adjacente ao encastramento
exibe tensoes nulas. Note-se ainda que, muito embora a largura da laje de betao seja
bastante reduzida, regista-se o efeito de shear lag.

(ii) O grafico 3.31 (c) ilustra a distribuigdo de tensdes na laje, na secgdo de meio-vao.
Representam-se os resultados obtidos com a GBT (ambas as discretizagoes e ambos
os valores de 3, sendo que as curvas sao virtualmente invariantes com () e o modelo
de elementos finitos convencionais. Muito embora a distribui¢ao seja qualitativamente
semelhante, sendo possivel observar claramente os efeitos de shear lag, regista-se uma
diferenca ligeira entre os valores obtidos com os diferentes modelos, com o modelo de
elementos finitos convencionais a fornecer as tensoes mais elevadas.

(iii) Os graficos 3.31 (d-g) permitem observar o andamento das fungoes de amplitude modal
para ambas as discretizagoes analisadas. Tal como no exemplo 3.5.1, observa-se que
o modo de flexao tem uma participagdo preponderante, muito embora a deformacao
por corte da alma (modo de empenamento de flexdo) também tenha um papel signi-
ficativo, particularmente junto aos apoios, onde ultrapassa a participacao do modo de
flexdo. Quanto aos modos de shear lag, conclui-se que os modos lineares sdo 0s que mais
influéncia tém. Muito embora os resultados com 64 elementos finitos nao sejam signifi-
cativamente diferentes dos obtidos com 8 elementos, apenas no primeiro caso se obtém
andamentos mais regulares do modo de empenamento, na zona do encastramento. Fi-
nalmente, é de salientar que, como seria de esperar, a redugao do fator 8 produz um
ligeiro aumento da participagao dos modos de shear lag (ver gréaficos da direita) na zona
do encastramento, nomeadamente do modo linear.

3.5.5 Exemplo 5 — material elastoplastico

Este exemplo tem como objetivo avaliar a precisao do elemento finito proposto quando se
considera o comportamento nao-linear dos materiais, sem influéncia de shear lag. Para tal,
analisam-se duas vigas mistas ensaiadas por Ansourian (1982), nomeadamente as vigas CTB1
e CTB4. Os resultados experimentais de Ansourian (1982) sdo comparados com os obtidos
(i) com uma modelag¢ao com o elemento finito proposto, (ii) com modelos de elementos finitos
convencionais (ADINA) e (iii) por Pi et al. (2006), utilizando elementos finitos de barra.

Para os modelos com o elemento proposto, foram adotadas as leis constitutivas nao-lineares
para o ago e betao descritas na sec¢ao 3.3 — é de referir que a expressao (3.20) corresponde
precisamente a utilizada por Pi et al. (2006). Devido a inexisténcia de deformagao por corte,
apenas se incluiram nas analises os modos de deformagao axial e flexao.

Pelo facto de ndo ocorrerem efeitos de shear lag, utilizou-se um modelo plano de elementos
finitos convencionais (ADINA), utilizando elementos em estado plano de tensao cuja espessura
corresponde a dimensao de cada parede na diregao perpendicular ao plano (e.g., os elementos
correspondentes a laje de betao possuem uma espessura igual & largura da laje; os elementos
da alma do perfil possuem uma espessura igual a espessura da alma). Esta simplifica¢ao
permite uma economia significativa em termos do nimero de graus de liberdade. Em ambas
as vigas recorreu-se a incremento de deslocamento (em vez de forga), o que permite em geral
minimizar os problemas de convergéncia.
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Figura 3.30: Exemplo 4: (a—b) configuragao deformada e distribui¢ao das tensdes normais
longitudinais na laje de betao, na superficie média.
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Figura 3.31: Exemplo 4: (a) distribuicao de tensoes na laje, na seccao de meio-vao e (b-e)
fungoes de amplitude modais ao longo do comprimento da viga, para discretizagdes com 8/64
elementos finitos.
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3.5.5.1 Viga CTB1

A geometria, propriedades dos materiais e o carregamento da viga CTBI1 estao representados
na figura 3.32(a). Como se pode observar, trata-se de uma viga continua de vaos desequi-
librados, onde atua uma carga pontual a meio do vao mais curto. A secg@o transversal é
composta por um perfil IPE200 e uma laje de betao, com 10 cm de altura e 80 cm de lar-
gura. Adotaram-se a propriedades dos materiais fornecidas por Pi et al. (2006). A armadura
considerada no plano médio consiste na soma da armadura superior com a inferior.

A figura 3.32(b) mostra o modelo de elementos finitos convencionais (ADINA), que cor-
responde a cerca de 1000 graus de liberdade.

Os modos de deformacao utilizados na analise com o elemento finito proposto sao apre-
sentados na figura 3.32(c). Neste caso consideraram-se 18 elementos, o que corresponde a 71
graus de liberdade (apos eliminagao dos graus de liberdade associados a condigdes de fron-
teira). Andlises preliminares revelaram que, para obter resultados satisfatorios, sdo necessérios
5 pontos de integragao segundo z (na espessura), na laje de betao.

Os resultados obtidos sao apresentados na figura 3.33. Em (a) é apresentada a configuragao
deformada para a carga ultima, tanto em perspetiva (esquerda) como em algado (direita). A
figura (b) ilustra o andamento das fungoes de amplitude modais, ao longo da viga. Na figura
(c) é apresentada a evolugao do deslocamento vertical central do vao de 4 metros, em fungao
da carga. Através da analise destes resultados, é possivel retirar as seguintes conclusoes:

(i) Através de uma analise da configuracao deformada em algado (figura 3.33 (a) a di-
reita), ¢ possivel observar a formagao de uma rétula plastica na zona de aplicagao da
carga. Apesar de nao ser visivel na figura, verifica-se também a formacao de uma ro-
tula pléastica na secgao do apoio de continuidade (a sua visualiza¢do requer aumentar
consideravelmente o fator de escala).

(ii) Relativamente ao grafico (b), a func¢do de amplitude do modo de flexdo permite observar
mais uma vez a formagao da rotula plastica no vao da esquerda. A participagao do modo
axial é relativamente pequena, mas este modo é fundamental para corrigir a posicao da
linha neutra face a plastificagao/fendilhacao da secgao. Note-se que este modo tem uma
participagao maior no vao da direita, o qual esta sujeito a momento negativo.

(iii) O grafico (c¢) mostra que existe uma coincidéncia quase perfeita entre os varios re-
sultados, com a excegao do modelo de elementos finitos convencionais (ADINA). Em
particular, em relagao aos resultados experimentais, a GBT subestima o valor da carga
tltima em apenas 2,6 % (recorde-se que apenas se implementou incremento de carga).
No caso do modelo 2D, a carga tltima é subestimada em cerca de 18 %, o que mos-
tra mais uma vez as dificuldades de convergéncia associadas aos modelos de elementos
finitos convencionais.

3.5.5.2 Viga CTB4

A viga CTB4 é continua, com dois vaos iguais e sujeitos a cargas aplicadas a meio-vao. Devido
a simetria longitudinal, foi modelado apenas um vao, o que corresponde a uma viga encastrada-
apoiada. A figura 3.34 mostra (a) a geometria da viga, o carregamento e as propriedades dos
materiais, (b) o modelo de elementos finitos convencionais 2D (o qual é semelhante ao da viga
CTB1) e (c) os modos de deformagao utilizados com o elemento finito proposto. Novamente, a
armadura considerada no plano médio consiste na soma da armadura superior com a inferior.
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Figura 3.32: Viga CTBI1: (a) carregamento, geometria e propriedades dos materiais; (b)
modelo de elementos finitos convencionais (ADINA) e (c) modos de deformagao da GBT
utilizados na analise.

O modelo de elementos finitos convencionais envolve cerca de 1400 graus de liberdade e o
modelo de elementos finito da GBT envolve apenas 63 graus de liberdade ap6s eliminacao de
condigdes de fronteira (16 elementos). E de salientar que se verificou ser necesséario utilizar
apenas um ponto de integragdo na espessura.

Os resultados obtidos sao apresentados na figura 3.35. Para além da configuragao defor-
mada da viga obtida com os elementos finitos propostos (a) (em perspetiva e em algado),
mostram-se as fungoes de amplitude modais (b) e o grafico carga-deslocamento até ao colapso
(c). Analisando estes resultados é possivel retirar as seguintes conclusoes:

(i) Tanto as configuragdes deformadas (a) como o grafico de amplitudes modais (b) mostram
a formacao de rotulas plasticas na zona do encastramento e na zona do meio vao.

(ii) Tal como no caso anterior (viga CTB1), o grafico (b) permite concluir que o modo de
flexao é preponderante e que o modo axial tem uma amplitude muito reduzida mas nao
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Figura 3.33: Viga CTBI: (a) configuracao deformada da viga em perspetiva (esquerda) e em
alcado (direita) para a carga ultima; (b) grafico das fungées de amplitude dos modos e (¢)
grafico carga-deslocamento.
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na analise.
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Figura 3.35: Viga CTB4: (a) configuragao deformada da viga em perspetiva (esquerda) e em
algado (direita) para a carga tltima; (b) grafico das fun¢oes de amplitude dos modos e (c)
grafico carga-deslocamento.

nula, em virtude da necessidade de corrigir a posi¢ao da linha neutra por plastificacao
e fendilhagao da seccgao.

(iii) O grafico (c¢) mostra que existe uma coincidéncia quase perfeita entre os varios re-
sultados, com a exce¢do mais uma vez do modelo de elementos finitos convencionais
(ADINA). Em relagao aos resultados experimentais, a GBT subestima o valor da carga
ultima em 5 % e o modelo 2D, apesar de fornecer resultados algo “irregulares”, conduz
a uma carga ultima apenas 6,5 % inferior.
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3.5.6 Exemplo 6 — material elastoplastico incluindo deformacao por corte

Neste exemplo investiga-se a precisao do elemento finito proposto num problema que envolve
todos os fenomenos anteriormente estudados, com o colapso envolvendo interacao esforgo
transverso-momento fletor. Em particular, analisa-se o comportamento da viga encastrada-
apoiada do exemplo 3.5.4, com os pardmetros materiais, geometria e carregamento indicados
na figura 3.36(a).

Devido & elevada complexidade dos fendémenos intervenientes, nao foi possivel obter resul-
tados satisfatorios com o ADINA, razao pela qual se recorreu ao programa ATENA (Cervenka,
2013). Foi utilizado o modelo representado na figura 3.37(b), de elementos finitos de casca
(e brick em zonas de intersecgao), os quais permitem incluir armadura de uma forma auto-
matica, no seu volume (armadura distribuida). Note-se que, devido & simetria do problema,
apenas foi modelada metade da secgdo transversal, o que permite reduzir consideravelmente
o tempo de célculo (de mais de 48 horas para apenas 20). Ainda assim, o modelo envolve
mais de 8000 graus de liberdade. A carga é aplicada no banzo inferior do perfil metalico, para
evitar a concentracao de tensdes no betao.

No caso do elemento finito proposto, foi utilizada uma discretizacao com 8 elementos de
igual comprimento, variando o ntamero de graus de liberdade consoante o nimero de modos
incluidos na anéalise. A primeira analise ndo considerou a deformacao por corte da alma
do perfil e do banzo de betdo, o que quer dizer que apenas incluiu os modos axial e flexao
(31 graus de liberdade descontando condigoes de fronteira cinematicas). A segunda anélise
considerou todos os modos apresentados na figura 3.36(c), o que corresponde a 111 graus de
liberdade. Note-se que a inclusdao do modo de empenamento de flexao obriga a considerar na
alma do perfil um material elastoplastico com duas componentes de tensdo nao nulas (o,
€ Ogy), i.e., um estado de tensao nao uniaxial. Tal obriga a utilizar as rotinas relativas ao
algoritmo de retorno de Euler a retaguarda e ao calculo do operador tangente consistente.
Neste exemplo considerou-se § = 1 e, & semelhanca do exemplo anterior, foi necessério adotar
5 pontos de Gauss para a integragao na espessura. Finalmente, é de referir que as anélises
com o elemento finito proposto demoraram apenas 1 minuto (aproximadamente).

Os resultados obtidos sdo apresentados na figura 3.37, nomeadamente: (a) a configura-
¢ao deformada da estrutura associada & carga de colapso (580 kN/m), (b) o grafico carga-
deslocamento, (c) as configuragoes deformadas no colapso dadas por ambos os modelos de
elementos finitos (GBT com todos os modos de deformagao a esquerda, elementos finitos con-
vencionais a direita) e (d) as fung¢oes de amplitude modais da GBT. A partir destes resultados
é possivel concluir o seguinte:

(i) O grafico carga-deslocamento mostra que os resultados da GBT com deformagao por
corte (todos os modos) sdo praticamente coincidentes com os obtidos com modelo de
elementos convencionais até um deslocamento de cerca de 0,045 ¢m. A partir deste
valor regista-se um decréscimo acentuado da carga no segundo modelo, o qual nao é
obtido com a GBT.

(ii) A anéalise com o elemento proposto, sem considerar a deformagao por corte, conduz a
resultados que sobrestimam significativamente a carga de colapso (em cerca de 25 %). A
andlise das fungdes de amplitude modal (figura (c)) permite concluir que tal ndo se deve
ao efeito de shear lag mas sim & deformacgao por esforco transverso na alma, em virtude
da grande participacao do modo de empenamento de flexdao na zona do encastramento.
Assim, a inclusao deste modo na anélise é fundamental para obter resultados corretos.
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Figura 3.36: Exemplo 6: (a) carregamento, geometria e propriedades dos materiais; (b) modelo

de elementos finitos convencionais (ATENA) e (¢) modos de deformagao da GBT utilizados
na analise.
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Figura 3.37: Exemplo 6: (a) configuracao deformada no colapso e carga aplicada, (b) grafico
carga-deslocamento, (c¢) configuragoes deformadas no colapso obtidas com os modelos de ele-
mentos da GBT (& esquerda) e convencionais (ATENA, a direita) e (d) fungoes de amplitude

modais da GBT.

(iii) As deformadas no colapso obtidas com os dois modelos de elementos finitos (figura
(c)) sdo bastante semelhantes, registando deformagoes consideréveis no encastramento,

envolvendo a deformagao por corte na alma.

(iv) Para além do que foi referido no ponto (ii), os graficos (c) permitem observar que o
modo axial tem uma participagao significativa ao longo da viga, para correcao das forcas
axiais introduzidas principalmente pela plastificacao e fendilhacao. Os modos de shear
lag tém participagdes muito reduzidas, sendo no entanto o linear aquele que regista a

maior participagao.

3.5.7 Exemplo 7 — material elastoplastico e shear lag

Finalmente, analisa-se o efeito conjunto do esmagamento e fendilhacao do betao, da plasti-
ficagdo do perfil e de shear lag. Considera-se a viga simplesmente apoiada representada na
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Figura 3.38: Exemplo 7: (a) carregamento, geometria e propriedades dos materiais; (b) modelo
de elementos finitos convencionais (ATENA).

figura 3.38, que contém todos os parametros relevantes.

Com o elemento finito proposto, utilizou-se uma discretizagdo com 8 elementos de igual
comprimento e duas combinagoes de modos de deformacao: (i) apenas axial, flexdo e empe-
namento da flexao (48 graus de liberdade) e (ii) todos os modos (i.e., incluindo dois modos de
shear lag — lineares e quadraticos —, 112 graus de liberdade). Para além disso, considerou-se
B =1, 5 (10) pontos de Gauss para a integra¢ao na espessura (largura). Tal como no caso
anterior, as analises sdo bastante rapidas, nao excedendo 1 minuto.

Para efeitos de comparagao, recorre-se a um modelo de elementos finitos convencionais
semelhante ao do exemplo anterior (ATENA). O modelo esta representado na figura 3.38 (b)
e considera a dupla simetria do problema. Ainda assim, o tempo de célculo é de aproxima-
damente 7 horas e envolve mais de 6000 graus de liberdade.

O grafico da figura 3.39 (a) mostra a evolugao do deslocamento vertical a meio-vao com
a carga aplicada, obtida com as trés analises efetuadas (duas com o elemento finito proposto
e uma com elementos convencionais). Observa-se que, apesar de o trogo inicial dos trés
modelos ser praticamente coincidente, os resultados divergem a medida que os deslocamentos
aumentam, com o modelo de elementos convencionais a conduzir a cargas sensivelmente mais
reduzidas. Por outro lado, regista-se que a inclusao dos modos de shear lag na analise produz
apenas uma ligeira influéncia na curva. Estas diferengas sao analisadas em detalhe de seguida.

Para investigar melhor as diferencas obtidas nas duas anélises com o elemento proposto
(i.e., analises com/sem modos de shear lag), apresentam-se nas figuras 3.39(b)-3.41 as dis-
tribuigoes de deformagoes longitudinais (e4;) no plano médio da laje de betao, para (i) 100
kEN/m, ainda na fase elastica (figura 3.39(b)), e (ii) para varios niveis de carga e com escala
de cores constante (figuras 3.40 e 3.41). Em contraste com o grafico da figura 3.39, observa-se
agora que as diferencas entre as duas analises sao significativas, sendo claro o efeito de shear
lag, mesmo para além da fase elastica (carga superior a 200 kN/m). Note-se que, com o efeito
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Figura 3.39: Exemplo 7: (a) grafico carga-deslocamento, (b) deformagao longitudinal da laje
de betao no plano médio, para uma carga de 100 kN/m, sem modos de shear lag (& esquerda)
e com modos de shear lag (a direita).

de shear lag, em fases avancadas do deslocamento, observa-se uma reducao das deformacoes
na zona do meio-vao, o que se deve a uma variagao da posicao da linha neutra na laje de
betao ao longo do comprimento e da seccao transversal.

Finalmente, nas figuras 3.42 e 3.43 comparam-se as distribuic¢oes de €., na face superior da
laje e as configuragoes deformadas, obtidas com o modelo de elementos finitos convencionais
e 0 modelo de elementos finitos da GBT (com modos de shear lag). Estes resultados mostram
que, apesar de existir uma concordéncia relativamente boa, o elemento proposto nao consegue
capturar (i) a concentragao de deformagoes no apoio, na conexao ago-betao, bem como (ii) a
deformagao (flex@o) transversal da laje — recorde-se que o elemento proposto nao considera
estes dois tipos de deformacao.
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Figura 3.40: Exemplo 7: deformagcao longitudinal da laje de betdo no plano médio, para 100

kEN/m e 300 kN/m, com escala de cores constante.

57



linear de vigas mistas

ao-

alise fisicamente n

N

a0 a an

Capitulo 3. Aplicag

/A
//a Aammmmmmmn

by uvoys op
sopoU UL0))

;mmnmmmm )

| ‘“~w
N/
vn-mmm

by uvoys op
50pOW WG

g/ /s
i

w/NY 067

Figura 3.41: Exemplo 7: deformagao longitudinal da laje de betao no plano médio, para 400
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Figura 3.42: Exemplo 7: distribuigbes de €,, na face superior da laje e configuracoes deforma-
das fornecidas pelo modelo de elementos finitos convencionais e o modelo de elementos finitos
da GBT, para um deslocamento de 0,0087 m e um deslocamento de 0.0139 m.
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Figura 3.43: Exemplo 7: distribuigbes de €,, na face superior da laje e configuracoes deforma-
das fornecidas pelo modelo de elementos finitos convencionais e o modelo de elementos finitos
da GBT, para um deslocamento de 0,0171 m e um deslocamento de 0.0274 m.
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Conclusoes e desenvolvimentos futuros

4.1 Conclusoes

Neste trabalho foi desenvolvido e implementado um elemento finito baseado na GBT, capaz
de caracterizar eficazmente o comportamento fisicamente nao-linear global de vigas mistas
ago-betao. Em particular, o elemento finito considera os seguintes efeitos: (1) (shear lag), (2)
deformagao por esforgo transverso da alma do perfil de ago, (3) fendilhagao e comportamento
nao-linear a compressao do betao e (4) plastificagao do perfil e da armadura.

A eficacia computacional do elemento finito proposto resulta da adogao de hipoteses sim-
plificativas relativas ao campo de tensoes e deformagoes, as quais permitem (i) reduzir o
namero de modos de deformagao (graus de liberdade) necessarios para atingir resultados
precisos e, simultaneamente, (ii) utilizar leis constitutivas relativamente simples e de facil
implementacao.

Os exemplos de aplicagdo apresentados na secgao 3.5 mostram que o elemento finito pro-
posto conduz a resultados muito semelhantes aos obtidos com modelos de elementos finitos
convencionais (de casca e/ou de volume), muito embora o namero de graus de liberdade e o
tempo de célculo sejam significativamente inferiores. Para além disso, sendo baseado na GBT,
o elemento finito proposto utiliza uma descri¢ao cineméatica baseada em modos de deformacao
com “significado estrutural”, o que faz com que a anélise das func¢bes de amplitude modais
resultantes permita extrair conclusoes tnicas ao nivel do comportamento estrutural.

Em particular, os exemplos apresentados permitem extrair as seguintes conclusoes:

(i) O primeiro exemplo abordou o efeito de shear lag elastico em vigas simplesmente apoi-
adas com banzos desiguais. Mostrou-se que o elemento finito permite obter resultados
excelentes com a consideragao de apenas quatro modos de shear lag (lineares e quadréa-
ticos em cada banzo).

(ii) No segundo exemplo estudou-se a precisao do elemento finito na determinagao do com-
primento da zona fendilhada de uma viga encastrada-apoiada, sujeita a uma carga
uniformemente distribuida e nao suscetivel aos efeitos de shear lag. Os resultados
revelaram-se muito precisos com apenas dez elementos, embora sendo aceitéaveis com
trés elementos.

(iii) O terceiro exemplo mostrou que o elemento proposto permite obter bons resultados
quando os efeitos de shear lag sdo combinados com fendilhacao generalizada, um caso
que levanta sérios problemas de convergéncia no caso de elementos finitos convencionais.
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(iv) No quarto exemplo estudou-se os efeitos da fendilhacdo e de shear lag numa viga
apoiada-encastrada, sujeita a uma carga uniformemente distribuida. Os resultados
mostraram-se em excelente concordancia com os obtidos com elementos convencionais.
Observou-se que o fator de redugao da rigidez de corte por fendilhagdo (5) nao tem
influéncia significativa nos resultados, muito embora a sua reduc¢ao cause um aumento
da participacao dos modos de shear lag.

(v) O quinto exemplo teve como objetivo avaliar a precisao do elemento proposto quando
se considera o comportamento nao-linear dos materiais, sem influéncia de shear lag.
Analisaram-se duas vigas mistas ensaiadas por Ansourian (1982), as quais foram também
analisadas por Pi et al. (2006), utilizando elementos finitos de barra. Em ambos os casos
foi possivel obter excelentes resultados.

(vi) O sexto exemplo investigou a precisao do elemento proposto num problema que envolve
todos os fenémenos anteriormente estudados (muito embora o efeito de shear lag nao
seja significativo). Neste caso, para efeitos de comparagao, foi necesséario recorrer a
um modelo de elementos finitos analisado com o programa ATENA (Cervenka, 2013).
Mais uma vez os resultados estdo em excelente concordincia, muito embora neste caso
o colapso envolva uma interagdo complexa entre flexao da seccao e o esforgo transverso
na alma do perfil.

(vii) O sétimo e tultimo exemplo analisou o efeito combinado do esmagamento e fendilhagao
do betao, da plastificagdo do perfil e de shear lag. Neste caso o colapso ocorre com flexao
transversal da laje, no vao, e deformagao localizada na conexao ago-betao, na zona do
apoio. Apesar de estes efeitos ndo serem incluidos no elemento proposto, os resultados
obtidos sao relativamente satisfatorios.

4.2 Desenvolvimentos futuros

O trabalho realizado constitui apenas um passo no sentido do desenvolvimento e implemen-
tagdo de elementos finitos de barra especializados para efetuar analises nao-lineares de vigas
mistas ago-betao. Os principais desenvolvimento futuros sdo apresentados de seguida.

Em primeiro lugar, o programa desenvolvido em MATLAB devera ser melhorado para
facilitar os processos de introdugdo de dados e tratamento de resultados, e.g. através do
desenvolvimento de um interface grafico. A arquitetura do programa devera também ser
revista, com o objetivo de permitir a implementagao futura de novas funcionalidades e de
novas formulagoes do elemento finito. Em particular, os desenvolvimentos devem contemplar:

1. a representagao de grandezas que sao conhecidas apenas ao nivel dos pontos de integra-
¢a0, como € o caso de tensoes e deformacoes plasticas;

2. a implementagao de métodos mais apropriados para a resolucao de problemas nao-
lineares, como o método do comprimento de arco, sem os quais nao é possivel obter
trajetérias de equilibrio poés-pico.

Relativamente ao desenvolvimento de novas capacidades para o elemento finito, sugere-se
a consideragao dos seguintes efeitos:

1. os efeitos diferidos do betao, os quais sao particularmente relevantes para estruturas
sujeitas a cargas permanentes elevadas;
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2. os efeitos geometricamente nao-lineares, sem os quais nao é possivel ter em conta a
encurvadura lateral do banzo inferior de vigas mistas sujeitas a momento negativo;

3. o efeito da flexibilidade da conexao de corte, o que permitira analisar vigas com conexao
parcial;

4. a flex@o transversal da laje de betao, para permitir a analise integrada da laje e da viga
mista, sendo que tal requereré a utilizagao de leis constitutivas significativamente mais
complexas.
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