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Resumo

Nesta tese desenvolvem-se, implementam-se (através do método dos elementos finitos)
e validam-se formulagoes da Teoria Generalizada de Vigas (ou GBT, da sua designacao
em lingua inglesa Generalized Beam Theory) para modelar rigorosamente e eficientemente
o comportamento linear e geometricamente nao-linear de barras de parede fina curvas
e/ou pré-torcidas. Demonstra-se que os elementos finitos de barra propostos constituem
uma alternativa viavel face a modelos de elementos finitos de casca, uma vez que per-
mitem uma melhor interpretacao do comportamento estrutural e envolvem um esforgo
computacional mais reduzido.

O trabalho foi desenvolvido em duas fases. Em primeiro lugar desenvolveu-se uma
extensao da GBT classica (para barras retas) para o estudo de barras de eixo circular. Esta
formulacao permite (i) analisar qualquer tipo de seccao transversal (com paredes retas), o
que requereu desenvolver procedimentos para a determinagao dos modos de deformacgao
da seccao que dependem do raio de curvatura, e (ii) recuperar as equagoes das teorias
classicas de Winkler e de Vlasov. Foram desenvolvidos dois elementos finitos, um de
compatibilidade e um misto. O elemento misto permite eliminar os fenémenos de locking
presentes no elemento de compatibilidade.

Em segundo lugar desenvolveu-se uma formulacao geometricamente exata para barras
de parede fina de seccao deforméavel e configura¢ao inicial arbitraria. Esta contribuicao
permite estudar problemas em que a configuragao inicial da barra pode ser curva e/ou
torcida e envolvendo grandes deslocamentos, rotacdes finitas e deformacdo da secgao
transversal.

Os exemplos numéricos apresentados ao longo da tese demonstram que as formu-
lagoes desenvolvidas fornecem resultados muito precisos com um reduzido nimero de

graus de liberdade (elementos finitos e modos de deformacgao).

Palavras-chave: Barras de eixo curvo e pré-torcido. Barras de parede fina. Teoria Genera-
lizada de Vigas (GBT). Deformagao da secgao transversal. Rotagoes finitas. Formulagoes

geometricamente exatas.
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Abstract

Generalised Beam Theory formulations for thin-walled bars with
curved axis

In this thesis, Generalised Beam Theory-based (GBT) formulations are developed, imple-
mented (through the finite element method) and validated, aiming at modelling, rigo-
rously and efficiently, the linear and geometrically non-linear behaviour of pre-curved
and/or pre-twisted thin-walled bars. It is shown that the proposed finite elements consti-
tute a reliable alternative to shell finite element models, as they allow a better interpreta-
tion of the structural behaviour and involve a reduced computational effort.

This work was developed in two phases. First, an extension of the classic GBT (for
straight bars) was developed to study the linear behaviour of bars with circular axis. This
formulation (i) allows for the analysis of any type of cross-section (with straight walls),
a task that required developing procedures to calculate the cross-section deformation
modes that are dependent on the curvature radius, and (ii) recovers the classic equations
of the Winkler and Vlasov theories. A displacement-based and a mixed displacement-
strain-based finite element were developed. The mixed element is capable of eliminating
all locking phenomena which arise in the displacement-based one.

Second, a geometrically exact formulation was developed for thin-walled bars with
deformable cross-section and arbitrary initial configurations. This contribution allows
studying problems where the initial configuration of the bar is curved and/or twisted
and involving large displacements, finite rotations, and cross-section deformation.

The numerical examples shown throughout the thesis show that the proposed formu-
lations lead to very accurate results using a reduced number of degrees-of-freedom (finite

elements and deformation modes).

Keywords: Curved and twisted bars. Thin-walled bars. Generalised Beam Theory (GBT).

Cross-section deformation. Finite rotations. Geometrically exact formulations.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Consideragoes gerais

Nas ultimas décadas tem-se assistido, no setor da construcao de edificios, pontes e es-
truturas de grande vao, a crescente adogao de pecas lineares curvas. Inicialmente, estas
formas eram compostas por uma série de segmentos retos (Ziemian, 2010, Capitulo 9),
nao constituindo, portanto, uma estrutura realmente curva. A crescente popularidade
na utilizacao de barras curvas deve-se, nao s6 aos avangos tecnologicos nos métodos de
fabricacao deste tipo de pecas (Topkaya, 2004), mas também a sua qualidade estética,
oferecendo a possibilidade de projetos mais criativos e inovadores.

A titulo de exemplo, nas Figuras 1.1 e 1.2 mostra-se a Helix Bridge, em Singapura, que
reflete os avangos significativos que tém vindo a ser alcancados na area da modelagao
e construcao de estruturas constituidas por barras curvas. A ponte consiste num tabu-
leiro suportado por duas hélices opostas (de didmetros distintos) fabricadas em tubos
circulares de aco inoxidavel, perfazendo um vao de 280 metros.

Outro exemplo que permite testemunhar a complexidade estrutural que hoje em dia

Figura 1.1: Helix Bridge, Singapura (fonte: www.arup.com/projects/helix-bridge).
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Figura 1.2: Helix Bridge, Singapura: vista do tabuleiro (fonte: www.arup.com/projects/
helix-bridge).

Figura 1.3: Lachlan’s Line Bridge, Sydney, Australia (fonte: www.arup.com/projects/
lachlans-1line-bridge-sydney).

¢ possivel atingir, tanto ao nivel da modelacao computacional como da fabricacao, é a
Lachlan’s Line Bridge, em Sydney, Australia (ver Figuras 1.3-1.5). Esta ponte pedonal tem
um vao de 170 metros e possui uma forma helicoidal complexa irregular de diametro

variavel constituida por tubos de seccao transversal quadrada.

Hoje em dia, o fabrico de pegas curvas de ago laminado a quente pode ser efetuado por
meio de rolos de dobragem ou por um processo de indugao. Até muito recentemente, o
processo de dobragem por rolos (ver Figuras 1.6 e 1.7) ndo permitia aplicar curvaturas em
torno do eixo de maior inércia de barras com secgao transversal em I, dado que facilmente
se excedia a resisténcia a encurvadura da alma. Esta dificuldade foi resolvida em meados
da década de 70 do século XX, com a introdugao de rolos adicionais nos equipamentos de
dobragem (King e Brown, 2001). O processo de dobragem por indugao foi introduzido na
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Figura 1.4: Lachlan’s Line Bridge: vista aérea (fonte: www.kistudio.com.au/project/
lachlans-1line-pedestrian-cycle-bridge).

Figura 1.5: Lachlan’s Line Bridge: vista do tabuleiro (fonte: www.landcom.com.au/
places/lachlans-line-at-macquarie-park).

década de 60 do século XX (Barnshaw, 2018) e consiste em fazer passar a barra por um
anel que aquece a seccao transversal, através de uma corrente elétrica, possibilitando a
sua dobragem. Muito embora este processo seja mais dispendioso, permite atingir raios
de curvatura mais reduzidos e curvar barras com secgao transversal mais esbelta (King e

Brown, 2001). Na Figura 1.8 mostra-se a dobragem por indu¢ao de um tubo circular.

Naturalmente, a analise estrutural de elementos estruturais curvos é significativa-
mente mais complexa do que a dos seus congéneres retos. O facto dos elementos curvos
serem constituidos frequentemente por sec¢oes transversais de parede fina constitui uma
dificuldade acrescida. Em primeiro lugar, nas pegas curvas regista-se um acoplamento

entre esfor¢os, tanto no caso plano (esforco axial e flexao) como no caso tridimensional
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Figura 1.6: Dobragem por rolos de uma barra com secgao em I em torno do eixo
de maior inércia (fonte: www.cmrp.com/blog/industry-news/celebrated-architect-
jeanne-gang-visits-a-metal-working-factory-2.html).

Figura 1.7: Dobragem por rolos de uma barra com sec¢ao em C num forma helicoidal
(fonte: www.greinerindustries.com/services/rolling-forming/).

Figura 1.8: Dobragem por indu¢ao de um tubo circular (Barnshaw, 2018).
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(flexao e torcao). Em segundo lugar, as sec¢oes de parede fina sao extremamente defor-
maveis, tanto no seu plano (deformacao local “de placa” e distorcional) como para fora
deste (deformacao associada ao empenamento) e, portanto, a sua capacidade resistente é
significativamente afetada pela ocorréncia de fendmenos geometricamente nao-lineares.

A modelagao computacional de barras de parede fina é geralmente feita com recurso
a modelos de elementos finitos de casca. Para além de envolverem um numero significa-
tivo de graus de liberdade, estes modelos sao computacionalmente mais exigentes e nao
fornecem grandezas calculadas ao nivel da secgao transversal, nomeadamente esforgos
e correspondentes deformacdes generalizadas, os quais possuem um maior significado
estrutural e sao fundamentais para os projetistas. Em alternativa, é possivel recorrer ao
método das faixas finitas (Cheung e Cheung, 1971), mas este pode ser encarado como um
caso particular do método dos elementos finitos em que a solucao exata na diregao longitu-
dinal é conhecida ou bem aproximada com poucas fungoes, pelo que possui naturalmente
limitacoes.

Em alternativa aos elementos finitos de casca e ao método das faixas finitas, é possivel
utilizar uma teoria de barras que permita incluir a deformagao da seccgao transversal, como
€ o caso da Teoria Generalizada de Vigas (ou GBT, da sua designacao em lingua inglesa
Generalized Beam Theory. Esta abordagem com elementos de barra possui duas vantagens
fundamentais: (i) a descricao cinematica é baseada em “modos de deformagao” da seccao
transversal, o que permite obter esforcos e deformagoes generalizados, constituido assim
uma ferramenta clarificadora para projetistas e investigadores, e (ii) envolve em geral
um numero muito reduzido de graus de liberdade, permitindo obter resultados muito

precisos com esfor¢co computacional relativamente baixo.

1.2 Objetivos

Esta tese tem como objetivo principal o desenvolvimento, implementacao e validagao de
formulagdes baseadas na GBT, capazes de caracterizar rigorosamente e eficientemente
o comportamento linear e geometricamente nao-linear de barras de parede fina com
configuracao inicial curva e/ou pré-torcida. Mais concretamente, os objetivos centrais do

trabalho sao os seguintes:

1. Desenvolver uma formulac¢ao linear (geometricamente e fisicamente) da GBT para
barras de eixo circular, procurando a sua implementagao numeérica através do mé-

todo dos elementos finitos.

2. No contexto das barras de eixo circular, estabelecer um procedimento sistematizado

para a determinacao dos modos de deformacao da GBT.

3. Desenvolver uma formulagao geometricamente exata de forma a permitir estudar
problemas envolvendo barras pré-curvas e/ou pré-torcidas sujeitas a grandes deslo-

camentos e rotacoes finitas, bem como a deformacao da sec¢ao transversal.
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1.3 Organizacao da tese

A tese encontra-se dividida em cinco Capitulos, o primeiro dos quais é a presente Intro-
dugao.

No Capitulo 2 apresentam-se alguns conceitos fundamentais para o desenvolvimento
das formulacoes desenvolvidas nos Capitulos subsequentes, procurando promover a au-
tossuficiéncia do texto. Para além de se descrever a notacao adotada, apresentam-se al-
guns fundamentos matematicos relacionados com (i) derivadas direcionais, (ii) algebra
tensorial e (iii) rotagdes finitas e infinitesimais. Por fim, é feita uma introducao a Teoria

Generalizada de Vigas para barras retas (a GBT “classica”).

No Capitulo 3 desenvolve-se uma formulagao fisicamente e geometricamente linear
para barras de parede fina de eixo circular. Comeca-se por fazer uma revisao breve da lite-
ratura, apontando os desenvolvimentos e contribui¢Oes principais nesta area. As equagoes
fundamentais sao obtidas recorrendo a coordenadas cilindricas e utilizando a descricao
cinematica usual da GBT, mostrando-se posteriormente que as hipoteses da GBT clas-
sica podem também ser aplicadas no caso circular, o que apresenta enormes vantagens
do ponto de vista da eficiéncia computacional. Demonstra-se que as teorias classicas de
Winkler e Vlasov podem ser recuperadas a partir da formulagao proposta considerando
apenas os modos de “corpo rigido” (extensao axial, duas flexoes em torno dos eixos prin-
cipais de inércia e tor¢ao). Desenvolvem-se duas abordagens para a determinagao dos
modos de deformagao para barras de eixo circular. Com base no trabalho desenvolvido,
sao formulados dois elementos finitos: um de compatibilidade e um misto. Demonstra-
se que o elemento misto possui uma capacidade preditiva superior a do elemento de
compatibilidade. Mostra-se que, para além do ja conhecido efeito de retencao (locking na
designacao em lingua inglesa) de membrana (resultante do acoplamento entre o esfor¢o
axial e o momento fletor), naturalmente existente em barras de eixo curvo, existem varias
outras fontes de locking. Os exemplos numéricos apresentados demonstram a precisao e

eficiéncia computacional de ambos os elementos desenvolvidos.

No Capitulo 4 propde-se uma formulacao geometricamente exata para barras de pa-
rede fina com seccdo transversal deformavel e configuracao inicial arbitraria. Este traba-
lho baseia-se no desenvolvido por Gongalves et al. (2010a), onde a descrigao cinematica
permite a ocorréncia de grandes deslocamentos, rotacdes finitas e deformacao da secgao.
Inicialmente é feita uma breve revisao da literatura sobre este topico. A formulacao é
desenvolvida adotando algumas hipdteses simplificativas relativamente a deformacao de
flexao (nao é cometida nenhuma aproximacao relativamente aos termos de membrana)
e a deformacio da seccdo é contabilizada através dos modos de deformacio da GBT. E
de referir que, nesta formulacao, o empenamento secundario associado a tor¢ao constitui
um grau de liberdade independente, o que permite reduzir significativamente o esforco
computacional face ao da formulagao de Gongalves et al. (2010a), uma vez que nao € ne-
cessario calcular as derivadas e variacdes da curvatura de torcao. A consideragao de uma

configuragao inicial curva nao é uma tarefa trivial, sendo necessario recorrer a alguma
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manipula¢ao algébrica para simplificar todas as equag¢des necessarias a implementagao
numérica. Desenvolve-se um elemento finito com base na aproximagao dos parametros
cinematicos independentes através de polinémios ctbicos de Hermite e efetua-se a sua
implementacao. A validacao é realizada através de uma série de exemplos numéricos, os
quais permitem concluir que o elemento proposto é extremamente preciso mesmo em
problemas envolvendo configuragoes iniciais complexas, grandes deslocamentos, rotagoes
finitas e deformacao da seccgao.

Finalmente, no Capitulo 5, é feito um resumo das conclusoes principais do trabalho
desenvolvido e sao apresentados alguns desenvolvimentos futuros que se consideram

relevantes na sequéncia das formulac¢des desenvolvidas.

1.4 Publicacoes

O trabalho desenvolvido no ambito desta tese encontra-se parcialmente publicado em
revistas cientificas internacionais e em atas de conferéncias, prevendo-se a publicacao do
restante trabalho a curto prazo (foi recentemente submetido, para uma revista internaci-
onal, o trabalho relativo ao Capitulo 4).

As contribui¢oes desenvolvidas no Capitulo 3 encontram-se totalmente publicadas,
nomeadamente a formulacao linear para barras de eixo circular (Peres et al., 2016a,b,
2018b), o procedimento proposto para a determina¢ao dos modos de deformagao (Peres
et al., 2018a,c,d) e a formulacao do elemento finito misto (Peres et al., 2020a).

A formulagao geometricamente exata desenvolvida no Capitulo 4 esta parcialmente
publicada em Peres et al. (2020b).

Refere-se ainda que ao autor foram atribuidos os seguintes prémios:

» Wei-Wen Yu Outstanding Student Scholars Award, atribuido pelo Wei-Wen Yu Center
for Cold-Formed Steel Structures, Missouri University of Science and Technology,
em novembro de 2018, para estudantes que se encontram a realizar investigacao no
campo das estruturas de a¢o enformado a frio e que participaram e apresentaram
uma comunicacao na “Wei-Wen Yu International Conference on Cold-Formed Steel

Structures”.

* Sarada M. and Raju A. Vinnakota Award, atribuido pelo Structural Stability Research
Council, Estados Unidos, em abril de 2020, pelo artigo Peres et al. (2020b).






Capitulo 2

Conceitos Fundamentais

2.1 Introducao

Este Capitulo tem como objetivo a exposi¢ao nao exaustiva de alguns conceitos que se
consideram fundamentais para o desenvolvimento das formulagdes apresentadas nos
Capitulos 3 e 4. Pretende-se que este Capitulo sirva como auxiliar para uma melhor
compreensao da tese sem que seja necessaria a consulta de outros textos. Por outro lado,
dado que este Capitulo nao constitui uma contribuicao original, serao sempre indicadas
referéncias que contenham uma abordagem mais detalhada dos temas apresentados.

Na Seccao 2.2 comega-se por introduzir a notacao utilizada ao longo do texto. Em
seguida é introduzido o conceito de derivada direcional (Seccao 2.3) e sao apresentados
alguns conceitos de algebra tensorial (Seccao 2.4).

Na Seccgao 2.5 é feita uma abordagem sucinta acerca do tratamento matematico das ro-
tacoes finitas e infinitesimais, dada a sua importancia para a formula¢ao geometricamente
exata apresentada no Capitulo 4.

Por fim, a Secc¢ao 2.6 é dedicada a Teoria Generalizada de Vigas (GBT), a qual é essen-
cial para o trabalho desenvolvido nesta tese e, em particular, para o Capitulo 3. E feita
uma introduc¢ao a GBT, enunciando-se as suas potencialidades e algumas das contribui-
¢Oes mais relevantes para o seu desenvolvimento. Sao ainda apresentadas as equagdes
fundamentais relativas ao caso linear e é feito um resumo acerca do procedimento de

determinac¢ao dos modos de deformacao.

2.2 Notacao

De forma a facilitar a leitura do texto, estabelece-se desde ja a notagao utilizada para
representar as diversas grandezas e operagOes entre si.

As grandezas tensoriais de 1.* ordem (vetores) e de 2.2 ordem, bem como matrizes, sao
representadas por letras em negrito itdlico. Note-se que, embora nao seja feita qualquer
distin¢ao entre vetores e tensores de 2.* ordem, qualquer situagao de ambiguidade é

devidamente indicada. Todas as grandezas escalares, incluindo as componentes de vetores
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e tensores, sao representadas por letras em itdlico. A posi¢ao das componentes de vetores
e tensores é indicada através de indices inferiores.

De forma a simplificar a escrita das equagoes, as derivadas parciais sao representadas
através de uma virgula em indice inferior, seguida da variavel em relagao a qual se esta
a derivar (e.g., se f = f(x,9,2), entao f, = df/dy). Por outro lado, caso a derivada seja
relativa a direcao do comprimento da barra, por vezes utiliza-se simplesmente a notacao
(-) (e.g., no Capitulo 3, f’ = df/9X).

As grandezas associadas a comportamento de membrana (dizem respeito apenas ao
folheto médio da parede) e de flexao (nulas no folheto médio e variando na espessura)
sao representadas em indice superior, respetivamente, pelas letras M e F.

A variagao virtual de uma grandeza é denotada por 0, a variacao iterativa/incremental
por A e, caso nao seja necessaria distingao, as varia¢des sao simplesmente representadas

por d.

2.3 A derivada direcional

Na resolugao de problemas nao-lineares, como é o caso da formulagao apresentada no
Capitulo 4, é frequente utilizar-se 0 método de Newton-Raphson devido a sua convergén-
cia quadratica (ver, por exemplo, Crisfield, 1991). No entanto, a utilizacao deste método
requer a linearizacao do sistema de equacgoes a resolver, o que nao ¢, geralmente, uma
tarefa trivial. Para tal, torna-se til recorrer ao conceito de derivada direcional (ver Bonet
e Wood (1997) para uma abordagem mais aprofundada sobre este tema).

Seja A uma funcao (escalar, vetorial ou tensorial) diferenciavel. A derivada direcional

de A na dire¢ao u (um vetor), calculada em x, é definida por

. Alxgt+tu)-A(xg) d
DA(xo)[u] = %1_{% " =7 (A(xq + tu)) o (2.1)

e satisfaz as propriedades usuais relativas a derivadas, nomeadamente

DA(xg)[au+ pv] = aDA(xq)[u]+ BDA(x)[v], (2.2)
D(A + B)(xg)[u] = DA(xq)[u] + DB(xq)[u], (2.3)
D(A = B)(xo)[u] = DA(xq)[u] * B(xq) + A(xq) * DB(x)[u], (2.4)

DA(B(x))(xo)[u] = DA(B(x))[DB(x)[u]], (2.5)

onde a e ff sdo escalares, o simbolo * representa qualquer tipo de produto (e.g., multi-
plicacao de escalares, produto interno ou produto externo entre vetores) e a primeira
propriedade demonstra a linearidade da derivada direcional.

Atendendo a definigdo, torna-se possivel calcular a expansao em série de Taylor da
funcdo A, em torno de x( e segundo a dire¢ao u. Em particular, mantendo apenas os

termos lineares, obtém-se

A(xg+u)~ A(xg)+ DA(xo)[u]. (2.6)
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2.4. ALGEBRA TENSORIAL

O conceito de derivada direcional pode ser naturalmente estendido a derivadas de
ordem superior sendo, no ambito deste texto, de particular interesse a segunda derivada
direcional. Assim, tomando as dire¢oes definidas por dois vetores u e v, a sequnda derivada

direcional é escrita como
D(DA(xo)[u])[v] = D> A(xo)[u, v]. (2.7)

Ao longo do texto, sempre que a dire¢ao da derivada direcional representar uma
variagao infinitesimal de uma dada grandeza e caso nao existam ambiguidades na notacao,

escreve-se
DA(xq)[du] = dA(xg) (2.8)

ou, caso 0 ponto x, seja arbitrario, este pode ser omitido. Conforme foi referido na Sec-
¢ao 2.2, o simbolo d representa uma variagao genérica e, portanto, a notagao simplificada
€ também valida caso se utilizem variagoes virtuais 0 e variagcOes incrementais/iterativas

A, substituindo-se d pelo simbolo adequado para a variagao em questao.

2.4 Algebra tensorial

Nesta Secgao sao apresentados alguns formalismos matematicos relacionados com a al-
gebra tensorial, necessarios para o desenvolvimento de expressoes, tanto neste como nos
Capitulos seguintes. Nao se pretende fazer uma discussao exaustiva sobre este tema, o
qual se encontra pormenorizado, por exemplo, em Bonet e Wood (1997).

Ao longo deste texto consideram-se sempre vetores e tensores definidos no espago
vetorial Euclidiano tridimensional, que (i) possui as propriedades usuais de espago veto-
rial relativamente a adi¢ao e a multiplicagao por um escalar e (ii) esta munido com uma
operacao de produto interno. Naturalmente, os conceitos aqui apresentados podem ser

estendidos a espagos vetoriais Euclidianos de ordem superior.

2.4.1 Vetores

Seja (e, ey, e3) uma base ortonormada e direta. Um vetor u pode ser representado pela

combinacao linear

onde u;,i=1,2,3,sao as componentes de v na base indicada.
O produto interno entre dois vetores u e v (também designado por produto interno

candnico) é definido pela operacao

3
u-v= u;v;. 2.10
) i, (2.10)

i=1

11



CAPITULO 2. CONCEITOS FUNDAMENTAIS

Por defini¢ao, o produto interno num espaco Euclidiano é linear ((au)-v = a(u-v) e
(M+v) - w=u-w+v-w), simétrico (u-v = v-u) e (iii) positivo semidefinido (u-u > 0).

Define-se a norma de um vetor # como o niamero real nao-negativo dado pela expressao
lull = Vu - u. (2.11)

Finalmente, para vetores arbitrarios u, v e w, os produto externo u x v e produto misto

(u x v)-w sao definidos da forma usual e com as propriedades que lhes sao inerentes.

2.4.2 Tensores de 2.2 ordem

Um tensor de 2. ordem A pode ser definido como uma transformacao linear, que a cada
vetor u faz corresponder outro vetor v = Au, satisfazendo as propriedades usuais de

linearidade

Alu+v)=Au+Av, (2.12)
A(au) = aAu, (2.13)

para quaisquer vetores u, v e escalar a. E possivel ainda definir as opera¢oes soma, multi-

plicagdo por um escalar e composigdo de transformagdes lineares por

(A+B)u=Au+ Bu, (2.14)
(@A)u = a(Au), (2.15)
(AB)u = A(Bu). (2.16)

Um tensor A pode ser representado através de uma matriz. Atendendo ao facto que

se pode escrever

3

3
Au=A Zujej = ZujAej, (2.17)

j=1 j=1

a componente deste vetor segundo e; ¢ dada por

(Au)l-:ei.Au: u]-el--Ae]-: uinj, (218)

e
e

=1 =1

0 que permite concluir que A é definido por nove componentes, sendo que na base em

causa tem-se A;; = e; - Ae; e, de facto, pode ser representada por uma matriz de dimensao

3x3,1i.e.,
Ar A Ags
A = A21 Azz A23 . (219)
Az1 Azx Ass

O produto tensorial entre dois vetores, u ® v é definido pela relagao

(uv)w=(v-w)u, (2.20)
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2.4. ALGEBRA TENSORIAL

para um vetor arbitrario w. Note-se que a equacao anterior possui uma forma idéntica a
Eq. (2.17), permitindo concluir que # ® v € um tensor. Atendendo as Eqgs. (2.18) e (2.20),
as componentes deste tensor podem ser obtidas através de

(u®v)ij =ei-(u®v)e; =(e;-u)(v-e;) = u;v;. (2.21)

Por outro lado, é possivel escrever

3 3
Au = Z u]-Al-]-el- = ZAl](e] . u)el- = ZAi]‘(e,' ®ej)u, (222)
i,j=1 i,j=1

de onde é possivel obter a relagao
3
A= ZAi]-e,-@)ej, (2.23)
ij=1

ou seja, um tensor pode ser escrito como combinagao linear dos nove produtos tensoriais
e;®ej, comi,j=1,2,3. Os resultados anteriores permitem ainda obter as componentes

da composicao de dois tensores, ou seja,

AB = Z AyByei®e;. (2.24)
i,j k=1

O produto tensorial possui ainda as seguintes propriedades uteis para o desenvolvi-

mento desta tese

(uov) =veu, (2.25)
Au®v)=(Au)®v, (2.26)
(uevA=ue(ATv), (2.27)
uQ(V+w)=uv+uuw, (2.28)
(uRV)(x®Y)=(v-x)(u®Y), (2.29)

onde T designa o tensor transposto, que sera definido um pouco mais a frente.

Dado o tensor A, pode definir-se a sua inversa como sendo o tensor A~!, que satisfaz
AAT' =A"TA=1. (2.30)

O produto misto entre trés vetores u, v e w corresponde ao determinante da matriz cujas

linhas ou colunas correspondem aos trés vetores, pelo que se tem
(uxv) - w=det(e;Qu+e,Qv+e;Qw)=det(u@e; +v®e, +wRes), (2.31)

onde det(A) denota o determinante de A, cujo valor absoluto é o volume do paralelepipedo

de arestas u, v e w.
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CAPITULO 2. CONCEITOS FUNDAMENTAIS

O determinante possui algumas propriedades relevantes, nomeadamente

det(A) = det(AT), (2.32)
det(AB) = det(A)det(B), (2.33)
det(A7!) = detl(A), (2.34)
det(aA) = adet(A), (2.35)

onde a é um escalar. Note-se que a Eq. (2.34) mostra que uma matriz A nao € invertivel
se det(A) = 0.
A transformagdo nula e a transformagdo identidade denotam-se por 0 e 1, respetivamente,

e verificam as condigoes seguintes para um vetor arbitrario u,

0u =0, (2.36)
lu=u (2.37)

Note-se, no entanto, que nao é feita qualquer distingao entre o vetor 0 e o tensor 0.

A transposta de um tensor A é o tensor AT, definido por
u-Av=v-ATu=(A");; = A, (2.38)

para dois vetores arbitrarios u e v. A transposta da composicao de dois tensores pode ser

facilmente obtida através de
v-(AB)Tu=u-ABv=(Bv)-ATu=v-BTATu= (AB)T =BTAT. (2.39)

Um tensor diz-se simétrico se A = AT, e diz-se antissimétrico (skew, na designagao em
lingua inglesa) se A = —A”. Qualquer tensor pode ser decomposto, de forma tnica, na

soma de uma parcela simétrica com uma parcela antissimétrica, ou seja,

A =sim(A)+skw(A), (2.40)
sim (A) = %(A +AT), (2.41)
skw (A) = %(A—AT). (2.42)

Por defini¢ao, um tensor simétrico possui seis componentes independentes e um ten-
sor antissimétrico possui apenas trés. As trés componentes independentes de um tensor
antissimétrico podem ser escritas através de um vetor, designado por vetor axial. Reci-
procamente, dado um vetor u, é possivel definir um tensor antissimétrico que lhe esta
associado, representado por u, cujas componentes sao definidas de forma a verificar a

relacdo
uxXv=uv, (2.43)

para um vetor arbitrario v. A relagao anterior permite concluir que o produto externo entre

dois vetores u x v pode ser visto como uma transformacao linear definida por um tensor
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2.4. ALGEBRA TENSORIAL

antissimétrico u (dependente de u) e aplicada a v. Verifica-se, portanto, que a forma

matricial do tensor u é

u=|u; 0 —u (2.44)

e o vetor axial é representado por
u = axi(u). (2.45)
Um tensor diz-se ortogonal se verificar
AAT=ATA=1=AT =471, (2.46)

Um tensor ortogonal define uma transformacao linear que (i) preserva a norma, (ii) o

produto interno e (iii) a distancia entre dois vetores, ou seja,

l[Aul = |[ull, (2.47)
(Au)-(Av)=u-v, (2.48)
[[Au — Av|| = |ju-v|. (2.49)

Para além disso, um tensor ortogonal verifica ainda a propriedade
det(AAT) =1 = det(A) = +1. (2.50)

Uma transformacao ortogonal diz-se propria se det(A) = 1 e impropria se det(A) = —1.
Neste texto, sao de particular interesse as transformacoes ortogonais proprias, que for-
mam um grupo designado por SO(3) (special orthogonal group, na designagao em lingua

inglesa) e definido da seguinte forma
SO(3)={AeGLs: AT =A™ Adet(4) =1}, (2.51)

onde GL3 designa o grupo linear das transformacdes lineares de R® em R>. O interesse
nas transformacoes ortogonais proprias assenta no facto de estas definirem rotagoes, abor-
dadas na Secgao 2.5 e fundamentais no contexto da formulacao geometricamente exata

desenvolvida no Capitulo 4.

2.4.3 O operador gradiente

Dado um dado campo vetorial f : R3 — R?, define-se o gradiente de f, denotado por Vf,
como sendo a transformagao linear que, para uma determinada dire¢ao u# e um ponto

arbitrario x, verifica a igualdade
Vf(xo)u = Df (xo)[u]. (2.52)
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CAPITULO 2. CONCEITOS FUNDAMENTAIS

Atendendo a linearidade da derivada direcional, obtém-se
3.5 £
Vf(xo)u=Df(xg)] ZDf xo)[ej]u ZDf‘ x0)[ Za—xz'(xo)uje,‘. (2.53)
]
Assim, o tensor Vf pode ser escrito na forma

Vf = ax Zafle ®e;. (2.54)

i,j=1
2.5 Rotacoes finitas e infinitesimais

Como foi ja referido, no Capitulo 4 é desenvolvida uma formulagao geometricamente
exata de barras de parede fina envolvendo, naturalmente, grandes deslocamentos e rota-
¢Oes finitas. De forma a deixar a leitura do texto mais clara, apresentam-se nesta Sec¢ao
alguns conceitos matematicos sobre rotagoes finitas e infinitesimais.

Comeca-se por definir a rotagao de vetores e tensores através de uma transformacgao
ortogonal e sao apresentados os detalhes da sua parametrizacao através do chamado “ve-
tor de rotagao”. Sao apresentadas ainda as derivadas direcionais do tensor de rotacao e os
respetivos tensores associados, que serao utilizados no Capitulo 4 para obter as equagoes
de equilibrio e a sua linearizacao em funcao dos parametros cinematicos interpolados no
contexto do Método dos Elementos Finitos.

Em seguida, sao apresentados conceitos relativos a rota¢oes infinitesimais, sendo que
a linearizacao do tensor de rotagao permite obter as relagoes fundamentais associadas e
introduzir o conceito de spin. Os spins sao fundamentais no desenvolvimento da formula-
¢ao geometricamente exata apresentada no Capitulo 4, estando diretamente relacionados
com o conceito de curvatura. Sao ainda apresentadas as relacoes entre a variacao do vetor
de rotagao e os spins, dadas pelo tensor T, bem como as derivadas direcionais deste tensor.

Deve-se referir que o contetido apresentado nesta Secgao é baseado nas teses de Ritto-
Corréa (2004) e Gongalves (2007). Em particular, aconselha-se a consulta da primeira

para uma abordagem em maior detalhe dos conceitos aqui enunciados.

2.5.1 Rotagao de vetores e tensores

A rotagao de um vetor U em torno de um eixo fixo pode ser definida como uma transfor-

macao linear da forma
u=AU, (2.55)

onde u corresponde a rotagao de U e A é um tensor que define a respetiva rotagao. Na-
turalmente, a rotacdo de um vetor deve preservar a sua norma e, portanto, o tensor A é
ortogonal.

Por outro lado, os vetores da base ortonormada direta (e, e, e3) verificam a seguinte

relacdo

(eixej)-ek:det(el®ei+e2®e]~+e3®ek): 1, (2.56)
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2.5. ROTACOES FINITAS E INFINITESIMAIS

onde os indices i — j —k permutam ciclicamente. Uma vez que a rotagao desta base deve

também respeitar a condigao anterior, obtém-se

det(e; ® Ae; +er; @ Aej +e3®Aey) =1
=4 det((el®e,+e2®e +e3®ek)AT):1
< det(e;®e;+erQe; +es®e;)det(AT) =

(
(AT) = (2.57)

& det

ou seja, o tensor A é um elemento de SO(3) e, portanto, define uma transformacao orto-
gonal propria, o que esta de acordo com a afirmagao feita no final da Secgao 2.4.2.

Considere-se agora um tensor A, que transforma um vetor arbitrario u de acordo com
U, =AU. (2.58)

A rotacao do vetor U4 (o indice inferior indica que o vetor U 4 foi obtido através da trans-
formacao do vetor U pelo tensor A, que nao é, necessariamente, um tensor de rotagao),

pode ser escrita como
=AU, = AAU = AAAT 4y, (2.59)

onde se identifica AAAT como sendo a rotacio do tensor A por A. Tendo em conta as
propriedades de A, a rotagdo inversa sera ATAA.
No Capitulo 4 sao desenvolvidas expressoes que recorrem as propriedades dos tenso-

res de rotagdo ja abordadas. Em acréscimo, utiliza-se a relagao
A(uxv)=AuxAv, (2.60)

para dois vetores arbitrarios u e v. Para a demonstrar, recorre-se ao facto de o tensor A

ser ortogonal proprio para calcular a componente i do vetor A(u x v), obtendo-se

(A(uxv));, =e;- Aluxv)
=ATe; (uxv)
= det(e; ®ATe~+e2®u+e3®v)
= det(e; @ ATe; +e2®u+e3®v)det(AT)
= det(e;  AATe; +e,@Au+e;Av)

=det(e;Q@e; +e, @ Au+e3Av)

(
(
(
i

= (Au x Av);. (2.61)

Finalmente, importa referir que as rotagdes nao sao aditivas, ou seja, a soma de dois
tensores ortogonais nao é um tensor ortogonal. Por outro lado, embora a composicao de
rotagdes seja uma operacao valida, esta nao é comutativa, i.e., o resultado da composi¢ao
depende da ordem pela qual as rotagoes sao aplicadas (isto é facilmente demonstrado,
uma vez que, em geral, AB = BA). Existem, no entanto, excec¢Oes a esta ultima afirmacao,

como € o caso da composicao de rotacoes que partilham o mesmo eixo de rotagao.
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2.5.2 O tensor de rotagao

Embora um tensor de rotagao possa ser representado por uma matriz de ordem 3, as suas
nove componentes nao sao independentes entre si. A condi¢ao de ortogonalidade (2.46)
conduz a seis constrangimentos, permitindo concluir que apenas trés das componentes
de um tensor de rotacao sao independentes. No entanto, a ado¢ao de uma parametriza-
¢ao com trés parametros nunca esta livre da existéncia de singularidades (Stuelpnagel,
1964). Em contrapartida, ao se adotar um numero superior de parametros de forma a
evitar singularidades, torna-se necessario introduzir constrangimentos em numero igual
a quantidade de parametros adotados menos 3.

Muito embora existam diversas formas de parametrizar o tensor de rotacao, a sua revi-
sao esta fora do ambito deste texto, aconselhando-se a consulta dos trabalhos de Argyris
(1982), Goldstein (1980), Crisfield (1997), Stuelpnagel (1964), Ritto-Corréa e Camotim
(2002) e Ritto-Corréa (2004). Neste trabalho (nomeadamente no Capitulo 4) adota-se o
vetor de rotagao O para parametrizar tensores de rotagao, dado que o seu significado geo-
métrico é simples (define a dire¢ao do eixo de rotagao, o seu mddulo representa o angulo
de rotagao e o sentido é determinado pela chamada “regra da mao direita”) e permite
aplicar facilmente as condigoes de fronteira cinematicas do problema. No entanto, o vetor
de rotagao nao é definido biunivocamente, conduzindo a singularidades sempre que a sua
norma é um multiplo de 27t. Outra vantagem desta parametrizacao € o facto de envolver
apenas trés parametros (o nimero minimo possivel), nao sendo necessario considerar
restri¢oes adicionais e, por outro lado, permite uma abordagem semelhante a utilizada
para as translagoes.

Um tensor de rotagao A pode ser escrito através do respetivo vetor de rotagao 6
utilizando a chamada “férmula de Rodrigues”, a qual pode ser escrita das duas formas
(ver, e.g., Goldstein (1980))

A:1+a15+a252:a01+a15+ a29®6, (262)

onde as fun¢des escalares a; sao dadas por

senf B 1—-cosO 0 —senf

0 , dp = 92 , Q3ZT, (263)

com 6 = ||0]| (a fungao a3 sera necessaria um pouco mais a frente). A Eq. (2.62) permite

ag=cosB, a; =

obter, conforme esperado,

AO =6, (2.64)
ATo=0, (2.65)

ou seja, a rotagao de vetores paralelos ao eixo de rotacao nao provoca nestes qualquer
alteragao.

No Capitulo 4 descreve-se a posicao relativa das paredes de uma secgao transversal
de parede fina através de uma rotacao em torno do eixo X3. Dado que esta rotagao ocorre

em torno de um eixo especifico, é feita a distin¢ao relativamente ao tensor de rotacao
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tridimensional arbitrario da seccao transversal A, designando-se assim o tensor de rotagio
local das paredes por R e o respetivo vetor de rotacao por ¢ = pEj3, onde E; é o vetor de
base correspondente ao eixo X3. Para este tensor de rotagao, a formula de Rodrigues (2.62)
fornece

R:senqof3+cosqo(l—E3®E3)+E3®E3. (2.66)

As derivadas direcionais do tensor de rotacao sao obtidas recorrendo as fun¢des esca-

lares trigonométricas definidas por Ritto-Corréa e Camotim (2002), dadas por

bi(0)= ", ¢;(0)=—=, i=0,2,3,4, (2.67)

onde (-)" = d(-)/dO e as fungodes a;, b; e c; sdo dadas explicitamente por (note-se que as
funcdes a; foram ja definidas em (2.63))

sen6
=cos0, = ,
ap CcosSs a1 0
1-cos@ 6 —senf
ap = T, az = T’
senf 0 cosH —senb
bg =- , 1
0 0 )
bo — OsenO —2 + 2cos0 be = 3send —20 — 0 cosO (2.68)
2 - 94 ’ 3 - 65 4
_ sen0 —0cos0O B (3-62%)sen6 — 36 cosO
Co= 5 1= 05 )
8 —50sen0 + (6% — 8)cos O 80 + (6% —15)send + 70 cos O
C2 = 96 ’ C3 = 67 B

Todas estas fungoes tém a particularidade de serem funcoes pares e de exibirem um
“amortecimento” a medida que o dngulo aumenta. Estas fun¢des permitem escrever as
derivadas direcionais do tensor de rotacao de uma forma mais simples, uma vez que se

relacionam através de

da;(0) = a)(0)dO = ai(@)e'@ﬁ =b;(0)0-de, (2.69)

db; =c;0-d6. (2.70)
A formulagao desenvolvida no Capitulo 4 requer o uso da primeira e segunda deriva-
das direcionais do tensor de rotacao. Assim, atendendo a Eq. (2.62), as derivadas direci-

onais de A e AT segundo a direcio u e calculadas para um vetor de rotacio arbitrario 6,

sao dadas por (ver, e.g., Ritto-Corréa e Camotim (2002))

DA[u](6) = ayii +ay (0 + 61) + by (0 - )8 + by (6 - o . (2.71)
DAT[4)(6) = a7 +a; (6 + 67) ~ by (0 - u)B + by(6 - )6 (2.72)
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A segunda derivada direcional é obtida através da derivada direcional de (2.71) segundo

a direcao v, obtendo-se

D>A[u,v)(6) = a, (@0 +T%) + by (6 - w)T+ (0 - v)it + (u- v)8)
+ bz((e u) (70 +67)+ (0 -v) (0 + G ) + (u- 0)52)
+¢(0-)(6-u)8 +cy(68-u)0-1)8 . (2.73)

Note-se que, como a ordem de derivacao é irrelevante, a troca de posi¢ao entre os vetores
u e v nao produz quaisquer alteracoes na expressao (2.73).

Conforme foi ja referido, a parametrizacao através do tensor de rotacao conduz a
singularidades para angulos multiplos de 27, ou seja, 6 = 2km, com k inteiro. De facto,

substituindo este valor em (2.71) obtém-se

1 _

que se anula sempre que 6 - u = 0, ou seja, se u for perpendicular a @ — isto significa que
o tensor de rotacao nao sofre variagoes nesta dire¢ao, que portanto constitui um grau de
liberdade do problema estrutural com rigidez nula.

No contexto da formulacao geometricamente exata apresentada no Capitulo 4, de
forma a ser possivel escrever o operador tangente em funcao dos parametros cinematicos
que constituem as incégnitas do problema, é vantajoso escrever as derivadas direcio-

nais (2.71)-(2.73) através dos chamados tensores associados, na forma

DA[ula =ZEpp(a)u, (2.75)
DA™ [u]a = Epar(a)u, (2.76)
D?Alu,v]a-b=Ep:p(a,b)u-v, (2.77)

onde a e b sao vetores arbitrarios. Estes tensores associados foram originalmente obtidos

em Ritto-Corréa e Camotim (2002) e sao explicitamente dados por

Epa(a) = —aﬁi—az(a +57i)+ b1 (6a®0)+b, (52a®6), (2.78)

[x1

oar(a) = @ —a; ("57: +5E)— b (Ba®6)+b, (’é% ®9), (2.79)
Epoa(a,b) =a (@b +ba)+b, (ab®0+0@ab+(0a-b)1)
+ bz((ﬁﬁ+ﬁﬁ)9®9+ 0® (ab+ba)0+ (5% - b)l)
+(c15a-b+c2§2a-b)9®9. (2.80)
Note-se a semelhanca das expressoes obtidas para Epp e Ep,1, diferindo apenas no
sinal dos termos associados as funcodes a; e b;. Por outro lado, o tensor Ep25 é simétrico

(embora a ordem dos argumentos nao o seja), estando de acordo com a comutatividade

da ordem de derivacao.
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2.5.3 Rotagoes infinitesimais e spins

Considere-se agora o caso das rotagoes infinitesimais. O tensor de rotagao pode ser obtido
através da linearizacao de A em torno de 8 = 0 e na dire¢ao de uma varia¢ao infinitesimal
d6. Atendendo a Eq. (2.6), obtém-se

A =A(0)+DA(0)[d0] =1+d6. (2.81)
Assim, a rotagao (infinitesimal) de um vetor arbitrario U fornece
AU =(1+d6)U =U +dO x U, (2.82)

sendo possivel verificar que as rotagoes infinitesimais (i) sao aditivas, (ii) comutativas
e (iii) nao preservam a norma do vetor, uma vez que ||[U +d0 xU|| > ||U|| (desde que
doxU #0).

Considere-se agora a linearizacao de A em torno de um vetor de rotacao arbitrario
0 = 0. Para tal, seja u a rotagao do vetor U e dA = DA(0)[dO] (esta escolha de notagao esta

em conformidade com o que foi referido na Secgao 2.3). Deste modo, obtém-se
u+du=(A+dA)U =u+dAU. (2.83)

Este resultado permite escrever, em func¢ao do vetor rodado u, a variacao du e um vetor
dU, correspondente a retro-rotagao, para a posicao inicial, da variacao du (ou seja, dU =

AT du, mas note-se que dU nio representa a variagao do vetor U). Tem-se assim

du=(dA)U =dAA"u=dou = dw=dAAT, (2.84)
dU =ATdu=ATdAU =dQU = dQ=ATdA, (2.85)

onde os tensores dw e dQ designam-se por tensor espacial e tensor material de rotagdo
infinitesimal, respetivamente. Importa referir que dw e dQ nio representam variagoes
infinitesimais de outras quantidades (i.e., nao existem as grandezas w e ﬁ) No entanto,
o simbolo d é mantido para que seja possivel identificar o tipo de varia¢ao considerada
(por exemplo, para uma variagao virtual utilizar-se-ia 6 no lugar de d).

Conforme sugere a sua representagao, os tensores dw e dQ sdo antissimétricos, sendo

isso facilmente demonstrado através de

do+do =dAA" + AdAT = d(AAT) =0, (2.86)
dQ+dQ =ATdA+dATA=d(ATA)=0. (2.87)

Assim, é possivel definir os vetores axiais de dw e d€) como

dw =axi(dA AT), (2.88)
dQ = axi(ATdA), (2.89)
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onde dw e dQ) se designam, respetivamente, por spin espacial e spin material. A relagao
entre estes vetores/tensores pode ser obtida diretamente de (2.84) e (2.85), obtendo-se
do=AdOAT = do =AdQ, (2.90)
AQ=ATdoA = dO=A"dw. (2.91)
As expressoOes anteriores permitem verificar que dw e dw sdo, respetivamente, as rotacoes
de dQ e dQ. Para além disso, é possivel agora escrever
u+du=u+dowxu, (2.92)
U+dU =U+dQxU, (2.93)
o que significa, atendendo a Eq. (2.82), que dw e dQ) representam fisicamente vetores de
rotagdo infinitesimal.
Os spins dw e dQ podem ser relacionados com d0 através de (Ibrahimbegovic et al.,
1995; Ritto-Corréa e Camotim, 2002)
dw=Tdo, (2.94)
dQ=T1"4de, (2.95)

onde os tensores T e TT sao dados de forma explicita por (recorde-se as funcoes a; (2.63))
T =1+a,0+a0, (2.96)
TT =1-4,0+a0 . (2.97)

Conforme foi feito na Secgao 2.5.2, é necessario obter as derivadas direcionais de T e

TT, dadas, para duas direcOes arbitrarias u e v, por (Ritto-Corréa e Camotim, 2002)
DT[u)(6) = aii +as (@6 + 67) + b0 - u)8 + b3(0 - w8, (2.98)
DT [u](6) = —ayii + a3 (46 + 6% ) — by(6 - u)6 + b3(6 - wo’, (2.99)

DT [u,v)(0) = a3 (&0 + Vi) + by (6 - )7 + (0 - v} + (u - v)0)
-~ = ~_ = —2
+b3((6-u)(9v+v9)+(9-v)(6u+u9)+(u-v)6 )
~ ~2
+¢c2(0-u)(0-v)0+c3(0-u)(6-v)0". (2.100)
Como o Unico termo antissimétrico de T esta associado com a funcido a,, a derivada
direcional de T7 é diretamente obtida de T, através de uma troca de sinal dos termos
associados a a; e b,.

As derivadas direcionais de T podem também ser escritas com recurso a tensores
associados, a semelhanca do que foi feito para o tensor A. Deste modo, para dois vetores
arbitrarios a e b, as derivadas direcionais de T e T7, segundo as diregdes arbitrarias u e

v, satisfazem (Ritto-Corréa e Camotim, 2002)

DT(ula=Epr(a)u, (2.101)
DT [ula=Eppr(a)u, (2.102)
D?T[u,v]a-b=Epr(a,b)u-v, (2.103)
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onde os respetivos tensores associados sao dados por

Er(a) = —ard—as (’5; +5’d)+ b, (6a®0)+bs (’é%@@), (2.104)

[x1

opt(a) = ayd —as ('5; +’9‘5)- b»(6a®6)+b (52a®9), (2.105)
Eper(ab) =as(ab+ba)+ by (ab®6 + O @ab +(6a-b)1)

; b3((2{5+’5a')9®9 +0®(ab+ba)o + (5% - b)l)
+(c25a-b+c352a-b)e®e. (2.106)

Novamente, as expressoes obtidas para Epr e Epr diferem apenas no sinal dos termos
associados as fungoes a, e b,. Verifica-se também que o tensor Ep.r é simétrico em
virtude da comutatividade da ordem de derivacao, embora a ordem dos seus argumentos

nao seja comutativa.

2.6 Teoria Generalizada de Vigas

A Teoria Generalizada de Vigas (ou GBT, da sua designagao em lingua inglesa Generalized
Beam Theory) é, na sua génese, uma teoria de barras prismaticas de parede fina que tem
em conta a deformacao da seccao transversal, no seu plano e para fora deste (empena-
mento), inspirada no chamado “método variacional geral” de Vlasov (1958). A GBT foi
originalmente desenvolvida por Schardt e colaboradores (Schardt, 1966, 1989), para efe-
tuar principalmente analises de 1.2 ordem, analises lineares de estabilidade e de vibragao
livre deste tipo de barras — uma lista detalhada das publica¢oes deste grupo pode ser
consultada em www.gbt.info.

Muito embora Schardt tenha publicado algum do seu trabalho em lingua inglesa
(Schardt, 1994a,b), a maior parte da sua investigacao foi publicada em lingua alema,
devendo-se a divulga¢ao da GBT junto da comunidade cientifica internacional a Davies e
seus colaboradores (Davies e Leach, 1994; Leach, 1994; Davies et al., 1994, 1997; Davies,
1998, 2000). Deste entao, varios investigadores tém-se dedicado ao desenvolvimento e
aplicacao da GBT, dos quais se destaca Camotim e colaboradores (uma lista completa
e atualizada de publicacdes deste grupo pode ser consultada em www.civil.ist.utl.
pt/gbt). Uma descri¢ao histérica do desenvolvimento da GBT pode ser consultada na
tese de Silvestre (2005). Mais recentemente, a GBT tem sido utilizada para efetuar uma
gama relativamente alargada de analises (lineares ou nao lineares, estaticas ou dinamicas),
envolvendo varios tipos de material (e.g., aco, betao, FRP) e nao somente barras isoladas,
mas também estruturas reticuladas.

Apesar de a maior parte dos desenvolvimentos e aplicagoes recentes da GBT se dever
ao grupo de investigacao liderado por Camotim, deve referir-se que varios outros investi-
gadores se tém dedicado a este topico, sendo de realcar que, hoje em dia, existem grupos

de investigacao da GBT sediados em varios paises, como Espanha (Casafont et al., 2018),
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Roménia (Nedelcu, 2011, 2012), Dinamarca (Andreassen e Jonsson, 2012a,b), Estados Uni-
dos (Cai e Moen, 2016; Cai, 2019), China (Duan e Zhao, 2019), Italia (de Miranda et al.,
2017; Ferrarotti et al., 2017) ou Australia (Ranzi e Luongo, 2011; Taig et al., 2016).

A GBT tem-se revelado uma ferramenta de analise estrutural (i) clarificadora, devido
ao facto de utilizar uma descri¢do cinematica baseada em “modos de deformac¢ao” da
seccao transversal, permitindo uma interpreta¢ao estrutural dos resultados, (ii) eficiente
do ponto de vista computacional, dado que em geral conduz a resultados muito precisos
com poucos graus de liberdade (por vezes é possivel obter solugoes semianaliticas ou
mesmo analiticas), e (iii) versdtil, uma vez que permite incluir/excluir efeitos especificos

de forma simples (Camotim et al., 2010a,b; Camotim e Basaglia, 2013).

Conforme se referiu no paragrafo anterior, no contexto da GBT, a descrigao cinematica
da barra baseia-se na sobreposicao dos chamados “modos de deformacao” da secgao
transversal, cujas amplitudes ao longo do eixo da barra constituem as incognitas do
problema. Estes modos sao subdivididos em varios conjuntos de acordo com critérios
especificos e sdo ordenados de forma a que, em geral, os primeiros sejam os que mais
caracterizam o comportamento estrutural da barra. De facto, os primeiros quatro modos
constituem os modos classicos da teoria das pecas lineares (extensao axial, duas flexdes
em torno dos eixos centrais principais de inércia e tor¢ao em torno do centro de corte),
sendo a deformacao da seccdo, tanto no plano como para fora deste, contabilizada através

de modos de ordem superior.

O carater modal da GBT oferece algumas vantagens que a destacam relativamente
aos métodos classicos de analise de barras de parede fina (o método das faixas finitas e
o método dos elementos finitos de casca), nomeadamente: (i) a introdugao de hipoteses
simplificativas, relativas aos campos de tensoes e/ou deformagoes, conduz a uma redugao
do numero de graus de liberdade do problema sem que a precisao da solugao seja afetada
e (ii) a analise da participagao modal de cada um dos modos de deformacao permite
tecer conclusdes acerca da importancia relativa de cada um. E ainda de salientar que, em
certos casos, conforme foi ja mencionado, a GBT permite obter solu¢des semianaliticas ou
analiticas, mesmo em problemas relativamente complexos, fornecendo uma visao tnica
do problema em causa — a titulo de exemplo, refere-se que (i) Schardt (1994a,b) analisou
a bifurcacao de barras uniformemente comprimidas e fletidas, (ii) Gongalves e Camotim
(2013) forneceram solugoes para o problema de bifurcagao de tubos poligonais regulares
sujeitos a torgao e (iii) em Henriques et al. (2016) apresentam-se solugoes analiticas para

o problema de shear lag em vigas mistas ago-betao.

Finalmente, importa referir que, para pegas retas, os modos de deformagao para
seccOes arbitrarias (abertas, fechadas ou “mistas”), constituidas por paredes retas, po-
dem ser obtidos através do programa GBTUL 2.06 (Bebiano et al., 2018), disponivel em
www.civil.ist.utl.pt/gbt, o qual segue os procedimentos propostos por Gongalves et
al. (2010b, 2014) e Bebiano et al. (2015).

Em seguida, apresentam-se (i) as equagoes fundamentais da formulagao da GBT para
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Figura 2.1: Sec¢ao arbitraria de parede fina e referencias locais para cada parede.

barras de eixo reto e (ii) resume-se o procedimento para o calculo dos modos de deforma-
¢ao (mencionado no paragrafo anterior), de forma a permitir uma comparacao direta com
a formulagao para barras de eixo circular apresentada no Capitulo 3 (Secgdes 3.3-3.5) e a

abordagem proposta para o calculo dos respetivos modos de deformagao (Secgao 3.7.2).

2.6.1 Equacoes fundamentais da GBT linear

No que se segue, utiliza-se a notacao adotada por Gongalves et al. (2010b).

Considere-se uma secgao transversal arbitraria e seja (x,v,z) o referencial local direto
que ¢é fixo em cada parede, conforme ilustrado na Figura 2.1, onde x corresponde ao eixo
longitudinal, y acompanha a linha média e z define a dire¢ao da espessura. O campo de

deslocamentos de cada parede no referencial local é dado pelo vetor

Uy
U(x,y,2)= Uy ) (2.107)
U.

N

onde Uy, Uy, e U, sado as componentes do deslocamento segundo cada um dos eixos locais.

Considerando a hipdtese dos pequenos deslocamentos, as componentes do tensor de
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Figura 2.2: Tlustragao da hipotese de Kirchhoff no plano xz, com w , > 0.

deformagao sao dadas por

Exx = Ux s (2.108)
€yy = Uy, (2.109)
€2= Uy (2.110)
Yy = Vyx = Uy + Upxs (2.111)
Viz = Vax = Uxz + Uz (2.112)
Vyz =Vay =Uyz+ Uz (2.113)

Em virtude da espessura reduzida das paredes, é possivel adotar a hipotese de Kir-
chhoff, i.e., as fibras normais ao plano médio da parede permanecem indeformaveis e

perpendiculares a este plano apds a deformacao, o que corresponde a adotar

€22 = Vxz = Vyz = 0. (2.114)

A hipétese de Kirhhoff permite escrever o tensor de deformagao numa forma mais concisa
e, adotando a notagao de Voigt, tem-se que as componentes nao nulas sao agrupadas na

forma

gxx

e(x,p,2z)=|¢ (2.115)

A
Vxy

Conforme mostra a Figura 2.2 (para o plano xz), a hipdtese de Kirchhoff permite

escrever o deslocamento de um ponto arbitrario P em fungao do deslocamento do plano

médio da parede O. Sejam u, v e w as componentes do deslocamento do plano médio da

parede segundo os eixos x, y e z, respetivamente. De acordo com a figura e procedendo
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de forma analoga para o plano perpendicular yz, o deslocamento do ponto P, situado a

cota z, é dado por

U(P)=u—-zwy, (2.116)
Uy(P)=v—zw,, (2.117)
U,(P) = w. (2.118)

Deste modo, o campo de deslocamentos (2.107) pode ser escrito apenas em func¢ao dos

deslocamentos do plano médio, ou seja,

U—2ZWy

Ux,v,2)=|v—-zw, (2.119)

Y
w

e pode ser decomposto numa parcela de membrana [u v w]’

e numa parcela de flexao
[~zw, —zw, 0]”.

Conforme foi ja referido, a descri¢ao cinematica da GBT escreve o campo de deslo-
camentos como uma combinacao linear de modos de deformacao da seccao transversal,
cada um multiplicado por uma fung¢ao que define a sua amplitude ao longo do eixo da
barra (estas funcoes de amplitude constituem as Gnicas incégnitas do problema). Assim,

os deslocamentos do plano médio da parede u, v e w sdo escritos por

D

u(oy) =) m)pc(x) =4 g, (2.120)
k=
Dl

v(xy) =) T)pe(x) =7 §, (2.121)
k=
Dl

wxy) =) W@)pilx) =T P, (2122)
k=1

onde 1y, Vi e Wy sao as componentes de deslocamento da linha média associadas ao modo
de deformacao k =1,...,D (D é o nimero de modos de deformacao considerados) e @y, ¢y
e Py sao as respetivas fun¢oes de amplitude. Todas as formas vetoriais destas grandezas
constituem vetores-coluna com dimensao igual a D. A determinacao das fungoes 1y, vy e
wy sera abordada de forma sucinta na Seccao seguinte, para barras retas.

Muito embora cada componente de deslocamento u, v e w possua uma funcao de
amplitude diferente (¢, ¢, 1, respetivamente), é possivel deduzir uma relagao entre estas
trés fungoes. Em primeiro lugar, para uma secgao transversal genérica, a existéncia de
deslocamentos v numa parede nao pode ocorrer sem que tal provoque deslocamentos w
noutras paredes da sec¢ao, de modo a respeitar as condi¢oes de compatibilidade. Assim,

€ necessario impor a relagao,
Pr(x) = P (x). (2.123)
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Por outro lado, nas formula¢ées da GBT é comum impor a chamada “hipétese de Vlasov”,
que consiste em admitir que as distor¢des no plano médio da parede sao nulas (7/,%1 =
0), o que é geralmente aceitavel para barras longas com secgao aberta de parede fina'.

Atendendo as expressoes anteriormente definidas, tem-se

yﬁ;f:0<:> Uy+v,y=0
D
& [Zak@)(pk(x)
k=

1
D D
& ) Ty @)gr(x)+ ) Tp)di(x) =0, (2.124)

k=1 k=1

D
+( 7k(}?)¢k(x)] =0
v 1

k= X

’

onde ¢, = ¢y ,. De modo a respeitar a igualdade, é necessario que se verifique simultane-

amente

Hk,y(y) =—Uk(y), (2.125)
Px(x) = Py (x), (2.126)

ou seja, deve existir uma relagao entre as componentes u e v de cada modo e entre as
respetivas fun¢oes de amplitude. No que se segue, considera-se que @i(x) = ¢, (x) para
todos os modos de deformagao, mesmo que a hipotese de Vlasov nao seja adotada (o que
nao constitui nenhuma limitacao). Deste modo, as Eqs. (2.120)-(2.122) podem ser escritas

utilizando apenas as fungoes de amplitude ¢y, resultando em

u=ulg, (2.127)
v="71¢, (2.128)
w=w'¢. (2.129)

Com vista a implementagao numérica, adota-se a notacao matricial introduzida por

Gongalves e Camotim (2011), segundo a qual se escreve

U(x,y,2) = 2y (,2)P(x), (2.130)
com
0 ul —zwl 0
= _|=T —T
Ey=|v —zw, 0 o[, (2.131)
Wl 0 0
K;
Dx)=|¢"| (2.132)
_(P”

Para secgdes fechadas, a hipétese de Vlasov nao permite capturar corretamente o comportamento de
tor¢do, uma vez que este envolve distor¢oes de membrana nao-nulas. Por outro lado, as barras curtas sao, em
geral, afetadas pela deformacao por corte, nao fazendo sentido considerar a hipdtese de Vlasov
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Relativamente as deformacgdes, tem-se

e(x,,2) = E.(y,2)P(x), (2.133)

E.(y,2) = & (9,2) + E{ (9, 2), (2.134)
0 0 (§§;)T

=2 =| (&5) )T 0 o | (2.135)
0 (gg;)T 0

onde os vetores-coluna Eg'j) dizem respeito as componentes de membrana (M) ou flexao
(F), sendo dados por

&M=, (2.136)
=1, (2.137)
gV =u,+7, (2.138)
&M = —zw, (2.139)
EN =—zw ,, (2.140)
&Yy =-2zw,,. (2.141)

Na GBT é usual admitir que as paredes da seccao transversal estao sujeitas a um
estado plano de tensao, o que é inconsistente com o estado plano de deformagao imposto
pela hipétese de Kirchhoff, quando v # 0, mas tal ndo conduz a erros significativos. Deste

modo, 0,, = 0y, = 0y, = 0 e 0 tensor das tensdes pode ser escrito na forma vetorial

GXX
o =0yl (2.142)

ny

Neste trabalho considera-se sempre uma lei material de Saint-Vénant-Kirchhoff (nesta
Seccao e no Capitulo 3 aplicada ao caso da elasticidade infinitesimal), pelo que a relagao

constitutiva é dada por
o =Ceg, (2.143)

onde C é a matriz constitutiva tipica para estados planos de tensao e é dada por

E vE 0—
1-v2 1-v2
c=|_vE E 4l (2.144)
1-v2 1-v?
0 0 G

onde E é o mddulo de elasticidade, v o coeficiente de Poisson e G o mddulo de distorcao.

No entanto, na GBT é também comum utilizar ainda a hipotese 8% =0 (as paredes sao

29



CAPITULO 2. CONCEITOS FUNDAMENTAIS

inextensiveis na dire¢ao transversal y), o que é aceitavel numa grande gama de problemas.

Nesse caso admite-se também o1

yy = 0 e adota-se, apenas para os termos de membrana, a

matriz constitutiva

C =

o o I
o o o

0
0. (2.145)
G

Considerando apenas um carregamento constituido por forcas distribuidas q apli-
cadas na superficie média das paredes, as equagoes de equilibrio podem ser obtidas

diretamente a partir do principio dos trabalho virtuais, ou seja,
SWips + W, =0 & — selo dAdx+J oUTq dTdx =0, (2.146)
AX[0,L] I'x[0,L]
onde A € a area da seccao transversal, L € o comprimento do eixo da barra e I' é a linha
média da seccdo transversal.
Atente-se agora a parcela das forcas interiores da Eq. (2.146). Esta pode ser escrita em

func¢ao das chamadas “matrizes modais da GBT”, obtendo-se

SWi = _J[ . oD MD dx, (2.147)
0,

onde s®” =[(5¢)7 (5¢")" (5¢”)"] e a matriz modal global é dada por

B 0 D,
szzzcagdAz 0 D; 0], (2.148)
A T
D, 0o C
sendo constituida pelas matrizes modais da GBT classica
Y &, &L dA (2.149)
=), 1 oecaen :
' E T
C:uA—l_szgwg13 dA, (2.150)
D, = | G&;,&5, dA, (2.151)
JA
" VE T

M =
vy
matriz C e as componentes de membrana das matrizes B e D, sao nulas. Por outro lado,

Caso se adote ¢ 0, o termo E/(1 —v?) é substituido por E na parcela de membrana da
para os modos que adotam a hipdtese de Vlasov, as respetivas componentes da matriz D;
sao nulas.

Em alternativa, o trabalho virtual das forgas interiores pode ser escrito em fungao de

esforcos generalizados, ou seja,

XV}’
6Wint:_f s@" | x| dx, (2.153)
(0,L]
X
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onde e os vetores dos esforcos generalizados sao dados por

77 E 77
X,, =Bp+Dy¢" = Al__vz521(g;q>+v§{3¢ ) dA, (2.154)
Xy =D’ = LG‘532‘53T2¢, dA (2.155)
77 E 77
X =DIp+Co" = Amélg(%ﬂl%éfa(b ) dA. (2.156)

2.6.2 Determinagao dos modos de deformacao

Os modos de deformagao sao fung¢oes de forma que definem o espa¢o do campo de des-
locamentos da linha média da secgao transversal, sendo dados pelas fungoes uy(v), Vi(v)
e wi(y). As fungoes uy dizem-se de empenamento (para fora do plano da secgao) e as fun-
¢Oes vy e wy referem-se aos deslocamentos no plano da sec¢ao transversal. Conforme foi ja
mencionado, estas fun¢oes podem ser obtidas pelo programa GBTUL 2.06 (Bebiano et al.,
2018), cujo calculo segue o procedimento proposto por Gongalves et al. (2010b, 2014) e
Bebiano et al. (2015), o qual vai ser descrito de forma sucinta nesta Secgao.

Em primeiro lugar, a seccao transversal é discretizada utilizando (i) nds naturais, locali-
zados automaticamente nas interse¢oes das linhas médias de cada parede e, caso existam,
nas extremidades livres, e (ii) nds intermédios, colocados arbitrariamente ao longo de cada
parede entre os n6s naturais — em geral, estes encontram-se igualmente espacados e, na
verdade, sao os nds intermédios que definem o grau de discretizacao da secgao transversal,
uma vez que sao dependentes do utilizador. A cada n6 sao associados quatro graus de
liberdade: trés translagoes (uma de empenamento e duas no plano da seccgao transversal)
e uma rotagao no plano da sec¢ao. A Figura 2.3 mostra a discretizagao e os graus de liber-
dade associados (no plano), para uma sec¢ao em C com reforcos (os graus de liberdade
dos nos de extremidade e dos nds intermédios estao orientados segundo o referencial
local da respetiva parede).

Em seguida, é gerada uma base inicial para os modos de deformagao com base nos
deslocamentos nodais. Na GBT classica (Schardt, 1989), adotam-se as hipdteses de Vlasov

e de inextensibilidade transversal das paredes (¢, = 0), 0 que implica que as fungdes

M
vy
v tém de ser constantes e as func¢des uj sdo lineares. Para as func¢des wj consideram-
se polindmios cubicos de Hermite, mas as rotacdes sao condensadas estaticamente. Ja
o programa GBTUL adota v lineares e wy, uy cubicas, condensado estaticamente os
graus de liberdade de rotagao. No presente trabalho, no Capitulo 3, dedicado a analise
linear de barras de eixo circular, consideram-se fung¢oes vy e uy lineares, mas wy cubicas
e condensam-se os graus de liberdade de rotagao. No Capitulo 4 adotam-se os modos
do GBTUL, os quais sao complementados com fung¢odes vy quadraticas hierarquicas (na
notagao desse Capitulo estas fung¢oes sao dadas por f(zk)), tendo em conta que se analisam
problemas geometricamente nao-lineares (Gongalves e Camotim, 2012).

Considerando a base inicial e efetuando uma série de operacoes de mudancga de base,

utilizando problemas de valores e vetores proprios generalizados, obtém-se os modos de
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Figura 2.3: Seccao em C com reforgos: discretizacao e graus de liberdade no plano.

deformacao finais. Nos problemas de valores e vetores proprios sao utilizadas as matrizes
modais da GBT (2.149)-(2.152). Este procedimento conduz a uma subdivisao dos modos
de deformagao em quatro conjuntos, nomeadamente (para uma explica¢ao detalhada do

procedimento aconselha-se a consulta de Gongalves (2010b, 2014) e Bebiano et al. (2015)):

* Modos naturais de Vlasov, caracterizados por serem gerados pelos graus de liber-

dade de empenamento dos noés naturais, com )/% =0, e%

mento lineares. Estes modos sdo ainda subdivididos em modos (i) distorcionais, que

=0 e fungoes de empena-

envolvem a flexao transversal das paredes da secgao, e (ii) de corpo rigido (extensao,
flexao em torno dos eixos centrais principais e tor¢ao em torno do centro de corte).
Note-se que o modo de tor¢ao para sec¢oes fechadas nao pertence aos modos natu-
rais de Vlasov, uma vez que envolve distor¢ao de membrana (y,% # 0). A separacao

dos modos de extensao e de flexao envolve uma matriz modal adicional X,
sz (" +ww’) dA, (2.157)
A

que surge no problema de valores e vetores proprios associado a bifurcacao de
colunas uniformemente comprimidas com torcao restringida — a razao para esta
escolha deve-se ao facto de, neste caso, os modos de instabilidade (por flexao) surgi-

rem desacoplados.

M
vy

zados por (i) envolverem flexdao transversal das paredes sem deslocamentos dos

* Modos locais de placa, que também satisfazem y% = ¢ = 0, mas sao caracteri-
nods naturais internos (sao gerados pelos graus de liberdade segundo z dos noés in-
termédios e dos nds naturais de extremidade) e (ii) terem empenamento nulo. No
processo original de Schardt (1989) estes modos sao determinados em conjunto com
os modos naturais de Vlasov, o que implica que envolvem empenamento (embora

reduzido).
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* Modos de corte, com y% # 0 mas ¢, = 0. Estes modos sao subdivididos em trés

M
vy
subconjuntos: (i) modos de fluxo de corte (também designados por modos de corte I),
que surgem apenas para sec¢Oes fechadas e, neste caso, incluem o modo de torgao,
(ii) modos de corte 11, correspondentes as fun¢oes de empenamento dos modos de

Vlasov, e (iii) modos de corte 111, envolvendo func¢des de empenamento adicionais.

* Modos de extensao transversal, com 8% # 0. No programa GBTUL, estes modos
sao subdivididos nas seguintes categorias: (i) modos naturais (ou globais) de exten-
sdo transversal, os quais sao calculados com base nos graus de liberdade dos noés
naturais e envolvem extensoes transversais constantes nas paredes da sec¢ao (entre
nos naturais), e (ii) modos locais de extensao transversal, associados a extensdes trans-
versais constantes entre nos intermédios. Conforme foi ja referido, no Capitulo 4
consideram-se, para além destes modos, fun¢des quadraticas entre nds (naturais e

intermédios).
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Capitulo 3

Formulacao linear para barras de

eixo circular

3.1 Introducao

Neste Capitulo apresenta-se uma formulagao geometricamente e fisicamente linear da
Teoria Generalizada de Vigas para barras de parede fina de eixo circular. Conforme se vera,
a formulacao desenvolvida permite acomodar as hipoéteses simplificativas da formulacao
classica (hipoteses de Kirchhoff, de Vlasov e de extensodes transversais de membrana
nulas), conduzindo a uma significativa redu¢ao do nimero de modos de deformacao
necessarios para obter resultados muito precisos (e, portanto, uma reducao do esfor¢o
computacional). Para além disso, mostra-se que as teorias classicas de Winkler (1868) e
Vlasov (1958) podem ser obtidas a partir da formulagao proposta, caso se introduzam
hipoteses adicionais e se considerem apenas os modos de extensao, flexao e torcao da

sec¢ao transversal.

Na Secc¢do 3.2 é feita uma breve revisao da literatura na area vasta das formula-
¢Oes para barras de eixo circular. Na Sec¢ao 3.3 deduzem-se as relagoes deformacao-
deslocamento recorrendo a coordenadas cilindricas e utilizando a descri¢ao cinematica
usual da GBT. Na Sec¢ao 3.4 obtém-se as equagoes de equilibrio, as quais sao escritas em
termos de esforcgos generalizados ou das matrizes modais da GBT (verifica-se que surgem
trés novas matrizes e um novo esforco generalizado devido a curvatura da barra). As hipo-
teses de Vlasov (distor¢Ges de membrana nulas) e de extensdes transversais de membrana
nulas sao introduzidas na Seccao 3.5 e é feita uma comparacao com as expressoes das
componentes de deformacao obtidas por Cheung e Cheung (1971) para o método das

faixas finitas.

Os modos de deformagao de “corpo rigido” (extensao, duas flexoes e torgao) para sec-
¢Oes abertas sao abordados na Sec¢ao 3.6, sendo utilizados para recuperar as expressoes
das teorias classicas de Winkler (1868) e Vlasov (1958) para barras de eixo circular. Na
Seccao 3.7 sao apresentadas duas abordagens distintas para o calculo dos modos de defor-

magao de barras curvas. A primeira abordagem (Seccao 3.7.1) destina-se a sec¢oes simples
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e utiliza as fun¢oes de empenamento da GBT para barras prismaticas para determinar os
deslocamentos no plano da seccao transversal, enquanto que a segunda (Secgao 3.7.2) ge-
neraliza o procedimento proposto por Gongalves et al. (2010b, 2014), onde sao utilizados
problemas de valores e vetores proprios generalizados para obter e subdividir os modos
de deformacao de secc¢Ges arbitrarias constituidas por paredes retas.

Na Secgao 3.8 apresenta-se a formulacao de um elemento finito de compatibilidade
(i.e., com aproximacao direta das fun¢des de amplitude modal dos modos de deformacao),
que corresponde a extensao ao caso curvo do elemento desenvolvido por Gongalves e
Camotim (2011, 2012), e na Secgao 3.9 propoe-se um elemento finito misto com aproxi-
magcao das fung¢oes de amplitude modal e das deformagoes longitudinais de membrana,
com vista a eliminar o fenémeno de locking, naturalmente existente em barras de eixo
curvo.

Finalmente, na Secgao 3.10 sao apresentados exemplos de aplicagao e validacao dos

dois elementos finitos propostos.

3.2 Revisao da literatura

O estudo e desenvolvimento de teorias para barras de eixo curvo recebeu uma grande
atencao desde cedo, devido a relevancia destas pecas em varias areas da Engenharia. Os
detalhes historicos relativos as primeiras contribui¢oes nesta area podem ser consultados
em, e.g., Love (1906) e Timoshenko (1953).

As teorias classicas para barras de eixo circular podem ser divididas em dois casos
particulares: (i) o caso plano, onde se assume que o eixo da barra sofre deslocamentos
apenas no seu plano de curvatura, e (ii) o caso tridimensional, sendo normalmente admi-
tido que apenas ocorre flexao para fora do plano de curvatura e tor¢ao (naturalmente, o
comportamento verdadeiramente tridimensional corresponde a considerar os dois casos
em simultaneo).

Relativamente ao caso plano, Armero e Valverde (2012a) remetem para as contribui-
¢Oes iniciais de Kirchhoff e Clebsch, que foram posteriormente refinadas por Winkler
(1868), tendo este tltimo dado origem a teoria que ainda hoje tem o seu nome. A seme-
lhanca da teoria de Euler-Bernoulli, estas contribui¢oes admitem que a deformacao por
corte é desprezavel. Naturalmente, nesta teoria surgem apenas tensoes normais na sec¢ao
transversal, que geram esforco axial e momento fletor.

A implementacao da teoria de Winkler através de elementos finitos de compatibili-
dade, com aproximacao polinomial em coordenadas curvilineas do campo de desloca-
mentos, mostrou desde cedo um fraco desempenho, nomeadamente (i) falta de invaridncia
face a deslocamentos de corpo rigido, o que quer dizer que estes deslocamentos (mesmo
infinitesimais) produzem deformacao (Crisfield, 1986) e (ii) a ocorréncia de locking de
membrana, associado a incapacidade de reproduzir o campo de deslocamentos da flexao
pura (Stolarski e Belytschko, 1982). O efeito de locking pode ser mitigado recorrendo a

integragao reduzida ou a formulagdes do tipo misto. Ja o efeito da falta de invariancia
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reduz-se a medida que a discretizacao aumenta (Haisler e Stricklin, 1967; Mebane e Stric-
klin, 1971; Meck, 1980), mas pode ser eliminado para o caso elastico linear e barras de
eixo circular utilizando fungoes sinusoidais (Ashwell e Sabir, 1971; Ashwell et al. 1971;
Ashwell e Gallagher, 1976; Cantin e Clough, 1968; Cantin, 1970; Guimaraes e Heppler,
1992), obtendo a matriz de rigidez exata (Kikuchi, 1982; Yamada e Ezawa, 1977). Natu-
ralmente, utilizando uma descricao cinematica baseada num referencial Cartesiano, o
elemento torna-se invariante — é o caso das formulacoes de Armero e Valverde (201 2a,
2012b), para o caso linear, e da formulacao apresentada no Capitulo 4, para grandes
deslocamentos e rotagoes finitas.

O caso tridimensional, incluindo empenamento associado a torgao, foi desenvolvido
por Vlasov (1958) para barras de eixo circular com sec¢oes abertas duplamente simétri-
cas (o centro de corte coincide com o centrdide). Dabrowski (1964, 1965, 1968) também
apresentou contribui¢oes fundamentais neste campo, nomeadamente ao desenvolver ex-
pressOes para analisar barras com secc¢oes fechadas e ao abordar a distor¢ao da seccao
transversal (embora de forma simplificada). Em geral, a teoria de Vlasov constitui a base
de varios elementos finitos geometricamente lineares. Por exemplo, El-Amin e Kasem
(1978) implementaram um elemento finito para estudar pontes metalicas, utilizando uma
aproximacao direta do deslocamento vertical e da rotagao de tor¢ao através de polinémios
de grau 3 e 7, respetivamente.

A semelhanga da teoria de Winkler, os elementos finitos de compatibilidade para o
caso tridimensional apresentam naturalmente falta de invariancia e locking de membrana.
Contudo, recentemente, Ishaquddin et al. (2013) mostraram que também pode ocorrer
locking associado ao acoplamento flexao-torgao.

Hoje em dia, os desenvolvimentos neste campo tém-se centrado na utilizacao da abor-
dagem isogeométrica (ver, por exemplo, Auricchio et al., 2013; Greco e Cuomo, 2015).

Os trabalhos e formulagdes supracitados nao consideram a deformacao arbitraria da
seccao transversal e ndo sao obtidas a partir do continuo (normalmente admite-se que
podem ser utilizadas pelo menos algumas das propriedades da seccao para barras retas).
No entanto, a possibilidade de incluir deformac¢ao da sec¢ao em barras de parede fina de
eixo curvo apresenta um grande interesse pratico na analise e dimensionamento de es-
truturas metalicas, uma vez que estas pecas sao frequentemente constituidas por secgoes
de parede fina, as quais sao muito suscetiveis a deformacao plano da sec¢ao transversal e
para fora deste (empenamento). As formulagdes classicas para pontes utilizam um Gnico
modo de deformacgao distorcional (Dabrowski, 1968; Schlaich e Scheef, 1982) — para
seccoes fechadas em caixao, Vieira (2017) mostrou que o modo distorcional destas teorias
corresponde ao fornecido pela abordagem utilizada pela GBT. Este tipo de abordagem
continua a ser utilizado hoje em dia (ver, por exemplo, Arici e Granata, 2016).

Nao existem formulagoes para barras de parede fina genuinamente curvas que con-
sideram a deformacao genérica da seccao — por exemplo, as formulagoes lineares de
Choi et al. (2017) ou Nguyen et al. (2017) consideram a curvatura adotando elementos

finitos retos de pequeno comprimento . No entanto, deve mencionar-se que Sapountzakis
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e Tsiptsis (2015) consideram seccOes arbitrarias (mas nao de parede fina) e incluem fun-
¢Oes de empenamento para ter em conta a deformacgao por corte provocada por flexao e
tor¢do. Subsequentemente, estes autores acrescentaram a deformacao no plano da sec¢ao
associada a flexao e torcao (Tsiptsis e Sapountzakis, 2017), mas sempre no caso elastico
linear.

Tendo em conta o que acabou de ser referido, é de todo o interesse desenvolver a
GBT para o caso curvo, dado que esta teoria apresenta enormes vantagens do ponto de
vista computacional e da interpretacao dos resultados, conforme foi ja referido. Para
além de um elemento finito de compatibilidade, ir-se-a apresentar um elemento misto.
Resta assim salientar que as formula¢oes nao-convencionais da GBT sao relativamente
recentes. De Miranda et al. (2015) propuseram um elemento finito de flexibilidade de
dois nds para barras retas em regime elastico. Esta abordagem envolve deslocamentos
nodais generalizados e o equilibrio de tensoes generalizadas no interior do elemento, o
que esta na base da sua superioridade relativamente a abordagem classica (aproximacao
de deslocamentos). Mais recentemente, foi desenvolvido um elemento finito misto com
aproximacao de tensoes e deslocamentos, baseado no Método Corotacional Implicito
(Garcea et al., 2012a,b), e aplicado a obtengao de cargas de bifurcacao (de Miranda et al.,
2017) e de trajetoérias de pos-encurvadura (Ruggerini, 2019).

3.3 Relacoes deformagoes-deslocamentos

Considere-se a barra de eixo circular com secgao transversal de parede fina representada
na Figura 3.1. O referencial global (0, Z,R) define um sistema de coordenadas cilindricas,
com vetores-base representados por (eg,ey,er). O eixo circular X, cujo centro se situa
sobre o eixo Z, define a coordenada associada ao comprimento de arco do eixo da barra,
pertence ao plano horizontal Z = Z e possui curvatura constante igual a 1/R¢, sendo C
o ponto de intersecao do eixo da barra com o plano da seccao transversal.

O campo de deslocamentos, descrito no referencial global de coordenadas cilindricas,

¢é dado por
U(G,Z,R):u929+uzez+uReR (31)

e, de acordo com Reddy (2013), as relacoes deformagoes-deslocamentos, também associa-

das ao referencial (6,2, R), sao dadas por

€0g = LRMG'Q; (3.2)
€zz =Uz,7 (3.3)
ERR = UR,Rs (3.4)
Yoz =2¢9z =g,z + MIZT'Q, (3.5)
YoR = 2€pRr = Ug,R + MR’H—R_uH, (3.6)
YZR=2€zr = Uz R+ UR 7. (3.7)
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——— >R

Figura 3.1: Eixos globais e locais para uma barra de parede fina de eixo circular.

Seguindo a abordagem usual da GBT, é fixado um referencial local (x,y,z) em cada
parede, conforme ilustrado na Figura 3.1 para uma das paredes da seccao transversal. Os
eixos y e z definem as dire¢oes da linha média e da espessura, respetivamente, e o eixo x
€ concéntrico com X. Os vetores-base locais (ey, e, e;) relacionam-se com os vetores-base

globais (ey, ez, eg) através de

ex = 86’ (3-8)
e, = ez COS P + egseny, (3.9)
e, =—ezsenQ +ercos, (3.10)

onde ¢ é o angulo que define a rotagao entre os dois referenciais (ver Figura 3.1). Aten-
dendo a estas relagoes, o campo de deslocamentos (3.1) pode ser escrito, relativamente ao

referencial local, com
U(x,y,2z) = uey +ve, + we,, (3.11)
onde as componentes de deslocamento no referencial local (u,v,w) sao da forma
u=u(0,v,2z), v=v0,v,2), w=w0,v,2) (3.12)

e relacionam-se com as componentes no referencial cilindrico através de

Uug = u, (313)
Iy =V COS P —wsengy, (3.14)
UR = VSen® + wcos . (3.15)
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De seguida, efetua-se uma transformagao de coordenadas para escrever as relagoes (3.2)-

(3.7) em relacao ao referencial local. Para tal, recorre-se as relagoes geométricas

R=Rp+yseng +zcos ¢, (3.16)

Z =Zp+7ycos@—zseng, (3.17)
onde (Zp, Rp) define a origem do referencial local no plano da seccao transversal (ver Fi-
gura 3.1). Assim, utilizando as Egs. (3.13)~(3.15) e notando que (-) g = () ysen@ +(-) ;cos
e(-)z=()ycosp—()senp, obtém-se

Ug vseng +wcos e

=29 , 3.18
€00 = % R (3.18)
Eyy =V, 3.19)
€22 =Wy (3.20)

Vg — useng
Yoy = Uy + R (3.21)
W g — UCOS P
Yoz =Uz+ - r (3.22)
YVyz=Vz T Wy (3.23)

De acordo com a expressao (3.16), R depende de v e de z. Antes de prosseguir, para
simplificar as expressdes subsequentes, R é escrito em fungio do raio da linha média R (a

Figura 3.1 mostra R e R para um ponto arbitrario P), ou seja,

R=R+zcosq, (3.24)
R=Rp +ysene. (3.25)

Conforme foi referido anteriormente, a espessura reduzida das paredes da seccao

transversal permite assumir como valida a hipotese de Kirchhoff, que implica

€,,=0, (3.26)
Vo2 =0, (3.27)
Vyz=0. (3.28)

Tendo em conta (3.20), a Eq. (3.26) fornece imediatamente
Ep=w,=0>w= w(6,v), (3.29)

ou seja, a componente de deslocamento w é constante segundo a diregao da espessura.

Impondo agora a condigao (3.28), a Eq. (3.23) conduz a
Vyz=Vztwy,=0>v,=-w,(0,), (3.30)

de onde se conclui que a componente de deslocamento v varia de forma linear segundo z

e pode ser escrita na forma

v:vM(G,y)—zw,y(B,y), (3.31)
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onde vM denota a parcela de membrana de v. E de notar que as Egs. (3.29)—(3.31) sdo
idénticas as obtidas na GBT classica. Finalmente, com a Eq. (3.22), a condicao (3.27)

resulta em

W —1UCOS P UCosQ—wg

Yo, =1t + R =0=>u,= R (3.32)

De modo a que a componente de deslocamento u possa ser decomposta em parcelas de

membrana e de flexdo, escreve-se

u=uM(0,y)+2a(0,y), (3.33)

M

onde u™ é a respetiva parcela de membrana e a é uma funcao a determinar. Atendendo

a Eq. (3.32), tem-se

UCOSP—wpy _ uMcos_(p—w,g' (3.34)

a(0,y) = R o =

Considerando as Eqgs. (3.29), (3.31), (3.32) e (3.34), o campo de deslocamentos pode

ser escrito em fungao dos deslocamentos da linha média das paredes (u™,v™,w) e do raio

de curvatura R,

uM(6,9)cosp—w(0,7)

=uM(0, , 3.35
u=u"(0,p)+z R0) (3.35)
v= vM(B,y)—zw,y(Q,y), (3.36)
w=w(0,y). (3.37)

O proximo passo consiste em introduzir o campo de deslocamentos (3.35)—(3.37) nas
relacoes deformagoes-deslocamentos (3.18)—(3.23). No entanto, a substituicao direta con-
duz a expressoes nao-lineares segundo z nas parcelas de flexao de ¢gg € yg,. Tendo em
conta que a espessura € reduzida, efetua-se uma expansao em série de Taylor em torno
de z = 0, desprezando-se os termos de ordem superior a um. Procedendo deste modo,

obtém-se as componentes de deformacao de membrana

M, M
Uy + v seng +wcosp
ent = = , (3.38)
M _ M
€y =Ty, (3.39)
M__ M
Vg —useng
ya =l L0 T 2 (3.40)
R
e de flexao
M 2
w,sen W gg + V" seng cos @ + wcos
859=-Z( Skl pene (p), (3.41)
R
R
€y = ~2Wyy, (3.42)
2w g, — uM cos uMseng cos ¢ + v cos ¢ — 2w gsen
vh, = —z| —2—=2 P, peoce LA P Wornd) (3.43)
y R R
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onde se utilizou a simplificagao R ~ R. Estas expressoes podem também ser escritas da

seguinte forma,

M
F wysenY  wgg cos@ | \ U
o= "=t T |fee” = || 3.44
F 2w,gy — 2“,1;4 cosp  2uMsengcos g - 2w gseng 7/(19\/}[) cos @
Yoy =2 = + — +——|, (3.45)
R R R

as quais coincidem com as apresentadas por Cheung e Cheung (1971), no contexto do
método das faixas finitas, se se desprezarem os termos com egle e yg/;.

Finalmente, salienta-se que as Eqs. (3.38)—(3.43) permitem recuperar as relacoes deformacdes-
deslocamentos da formulacao da GBT para barras prismaticas. De facto, atendendo a que,

para barras de eixo reto, R=oc0e RdO = dx, obtém-se

M =M (3.46)
M _ M

€y =V (3.47)

Vay = uy + Y, (3.48)

Exy = —2W 4 (3.49)
B

Eyy = —ZW py, (3.50)
B (3.51)

o que coincide com (2.133) ao adotar as relagdes (2.127)-(2.129), com u = uM e v = vM,

3.3.1 Descri¢ao cinematica da GBT

A descri¢ao cinematica usual da GBT consiste em definir o campo de deslocamentos
como uma combinacdo linear de modos de deformacao da seccao transversal, cada um
multiplicado por uma fungao que define a sua amplitude ao longo do eixo da barra. Esta
técnica de separagao de variaveis permite escrever os deslocamentos do plano médio de

cada parede por

N
Il

i (v)pp(X) =" ()¢ (X), (3.52)
k() Pr(X) =77 (v)p(X), (3.53)

W) Pe(X) =W (y)p(X), (3.54)

g
Il

<
<
[l
Pe I TP

>~
Il

1

onde X = R0, uy, Vi, wy sao as componentes de deslocamento da linha média associadas
ao modo k = 1,...,D (D é o niumero de modos de deformac¢ao considerados), ¢ sao
as fungdes de amplitude correspondentes, ¢, = dpy/dX e u, v, w, ¢ sao vetores-coluna

que contém uy, Vg, Wk, P, respetivamente. Note-se que as fungoes 1; estao associadas
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a derivada das fung¢oes de amplitude, ¢y (ou seja, ¢, ), tal como na GBT classica. Esta
abordagem é seguida para permitir que a hipotese de Vlasov ()/,]C\;I = 0) possa ser imposta
(ver Sec¢do 3.5).

No que se segue, as expressoes vao ser escritas em fun¢ao das componentes do vetor
das curvaturas de cada parede, K = ez/R, mais concretamente em termos das compo-

nentes deste vetor nos eixos locais, dadas por

Kk -S08P . __seng

UK, = 3.55
b= R Ke= (3.55)
Para além disso, introduz-se ainda o parametro

- R¢

P== )

Utilizando estas relagoes e as Eqgs. (3.52)—(3.54), o campo de deslocamentos (3.35)—(3.37)

pode ser escrito em formato matricial como

Uy
U=|U, =Ey (v, 2)P(X), (3.57)
U,
com
0 u' +zK,pu’ —zpw' 0
Zy = iT—sz 0 o[, (3.58)
W’ 0 0
K
D(X)=|¢’|, (3.59)
_¢/I

onde se verifica que o efeito da curvatura é claramente refletido nos termos associados
a U,. Note-se que (3.58) coincide com (2.131) se a curvatura for nula.
Introduzindo as Egs. (3.52)—(3.56) nas relacoes deformacodes-deslocamentos (3.38)—

(3.43), obtém-se as expressoes finais para as componentes de deformacado de membrana,

vt =B((Kw" -k 3T )p+u" "), (3.60)
€y =V, (3.61)
vy = (BT + BRuT +u,) ¢’ (3.62)

e para as componentes de deformacao de flexao,

- —_— - —_ - —_— —2_ 77
efy = —2B(-Kw, - BK, K0 + K" ) p—zp w' ¢, (3.63)
F —T
Eyy = —ZW P, (3.64)
iy = —2B (2w}, + 2BKw" - K, — BK,Ku" + BK, 7" )¢, (3.65)
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Em alternativa, pode-se escrever estas relacdes em formato matricial,

sxx
e=|e,, | =E:(,2)P(X), (3.66)
Vxy
eM =EM(y,2)D(X), & = EL(y,2)D(X), (3.67)
= =2M4izl (3.68)
T T
() ()
(1) o (&)
T
='=\(eh) o 0o | (3.69)
o\
0 &5 0

onde as componentes & 51) sao vetores-coluna dados por

£l =B(K,w-K.v), (3.70)
&13 = B, (3.71)
£ =7, (3.72)
EN = po+ PR+, (3.73)
&5, =-2B(-K.w, + BK;w - BK,K.7), (3.74)
£y = 2B W, (3.75)
551 = _Zw,yyl (3.76)
&5, = —2p(2w , + 2BKw - K, + BK, 0 - BK K1) (3.77)

Para pegas retas, K, =K, =0e B =1, recuperando-se as equacdes para o caso reto (2.136)-
(2.141), as quais sao dadas explicitamente por (ver (2.136)-(2.141))

&M=, (3.78)
M=, (3.79)
N =1, (3.80)
E =T+, (3.81)
&=o, (3.82)
& =—w, (3.83)
&5 =—7wy,, (3.84)
gl =-22w . (3.85)

Note-se que, no caso das barras retas, tem-se £;; = 0, o que quer dizer que os deslocamen-
tos no plano da seccao transversal v e w nao provocam extensao longitudinal ¢,,, algo

que € intrinseco ao comportamento das barras de eixo curvo.
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3.4 Tensao e equilibrio

Conforme foi referido na Secc¢ao 2.6.1, nas formulac¢oes classicas da GBT é usual admitir-
se que as paredes estao sujeitas a um estado plano de tensao (o,, = 0y, = 0, = 0). Deste

modo, o tensor das tensdes pode ser escrito na forma vetorial

(3.86)

e é obtido a partir das deformagoes através da relagao constitutiva tipica para estados

planos de tensao,

E vE 0'
Oy 1 —]:1/2 1 —Ev2 Exx
_ v . _
oy | = 7 1o 0|y |=0= Ce, (3.87)
0. )4
i 0 o ¢|”

onde E é o médulo de elasticidade, v o coeficiente de Poisson e G o médulo de distorcao.
Note-se que a utilizagao de um estado plano de tensao é inconsistente com o estado plano
de deformacao imposto pela hipotese de Kirchhoff, quando v # 0, mas tal nao acarreta
erros significativos.

A parcela do trabalho virtual das forgas interiores pode ser escrita como

. R
SWi,, = —f seTo— dAdX, (3.88)
AX[0,L] c

onde A é a area da seccao transversal, L é o comprimento do eixo da barra e (R/R¢)dX
representa o comprimento infinitesimal das fibras longitudinais. Para um ponto genérico

P pode-se escrever
— —
R=Rp+ysenp +zcosp =R, + ( CO,+ Z)COS(p + ( CO,+ y)senqo, (3.89)

onde (-)y, (-), designam as componentes de um vetor segundo y e z, respetivamente. Assim,

é possivel escrever

R — —
—C:1+Ky(COZ+z)—KZ(COy+y). (3.90)

Utilizando as expressoes (3.70)—(3.77) e efetuando a integracao na secgao transversal,

obtém-se

X}x+XW
5Wim:_j spT Xy dXx, (3.91)
[0,L]
Xxx
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onde
o
D=|6¢’ (3.92)
5¢l!
e os vetores dos esforgos generalizados sao dados por
( R ( E .
Xi= | goEuomdA= JAWR £ ((ET +vED ) p+ET97) da, (3.93)
(R (E
X, = | — dA = " 3.94
»w= R EZIUW JA 1=V Re 521((V§11+‘521)¢+V€134’ ) (3.94)
f R " GR
Xy = 53203«3/ dA = R 532532 dA ¢, (3.95)
J J
( R ( E .
Xox = JA_EBG” dA = LI Re ‘513((511 + V‘521)¢+513¢ ) (3.96)

Os vetores Xy, X', estdo associados a tensoes normais longitudinais, X', € relativo a
tensOes normais transversais e X'y, sao esforcos associados a tensdes de corte. A compara-
¢ao entre estas resultantes e as obtidas para barras retas (recordar as Egs. (2.154)-(2.156))
mostra que o caso curvo envolve muitos mais termos e, em particular, surgem os esforcos
X%, devido a componente &;,. Reciprocamente, as Eqs. (2.154)-(2.156) podem ser recu-
peradas a partir das Eqs. (3.94)-(3.96), atendendo ao facto de que, para barras retas, se
tem &, =0e R/Rc=1.

Em alternativa, o trabalho virtual das forcas interiores pode ser escrito em funcao das
chamadas matrizes modais da GBT, como é habitual na GBT classica. Assim, substituindo

(3.93)—(3.96) na Eq. (3.91), obtém-se

OWipt = —f SO MD dX, (3.97)
[0,L]
onde a matriz modal global
B+E+ET+G 0 D,+F
M= f CHE = 0 D, o0 | (3.98)
Do, +HT 0 C

é constituida pelas matrizes modais da GBT classica (recordar as Eqgs. (2.149)-(2.152),

embora estas possuam agora termos adicionais devido a existéncia de curvatura)

" E

B:uAl—sz £, dA, (3.99)
" E

C:uAl—sz £,5&0, dA, (3.100)
i GR
i vE R

D= | o Eudldn (3.102)
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e pelas novas matrizes modais (que surgem devido a &)

( vE R
" E

F:uAl—sz £,&7, daA, (3.104)
" E

As Egs. (3.93)-(3.96) permitem ainda concluir que os esforcos generalizados estao

relacionados com as matrizes modais através das relacoes seguintes,

X =(G+E)¢p +F¢”, (3.106)
X,y =(ET+B)p+D,9”, (3.107)
xxy =D, ¢, (3.108)
X, =(F+Dy)  p+Cq”, (3.109)

as quais permitem recuperar as primeiras igualdades das Eqs. (2.154)-(2.156)se E=F =0
(caso reto).
Considerem-se agora forgas de volume g e forcas de superficie aplicadas nas extremi-

dades t. Nestas condigGes, o trabalho virtual das forcas exteriores é dado por

W,y = j 5U7"q£ dAdX + f suTt A
AX[0,L] R¢ A

C X=0,L
Q,+Q, T,+7T,
= f ool o, |dx+s@T| T, ) (3.110)
[0.L]
0 0 X=0,L

onde os vetores modais das forcas de volume Q e das forcas de superficie 7 foram

calculados atendendo a (3.57)—(3.58) e sao dados por

I

Q.= | (@+zK,fu-zpw) L IR 4, (3.111)
JA C
r - _ qu
QyZuA(v—zw,y)E dA, (3.112)
R
o,- [ @R aa, (3.113)
JA RC
.- (w+2K Bﬁ-zﬁw)ﬁ dA (3.114)
g JA Y RC ’ ’
T h(— w )tyR dA (3.115)
= vV—zZw e ) .
Y uA . RC
7.= | =R aa (3.116)
JA RC

As equagodes de equilibrio e as condigdes de fronteira sao obtidas partindo da equagao

dos trabalhos virtuais, efetuando integracao por partes e recorrendo ao lema fundamental
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do calculo das varia¢oes. Em termos de esforcos generalizados, obtém-se

chx"'xyy_x;y"'x” —Qy+gz Q. (3.117)
(Hay =X = QA T+ T)| (3.118)
(X - Xy = Qx_Ty_Tz) x=0’ (3.119)
(Xyx =T lx=r, (3.120)
(Xxx =-T 3)lx=0- (3.121)

Por outro lado, as Egs. (3.106)—(3.109) permitem escrever as equagoes anteriores em fun-

¢ao das matrizes modais, conduzindo a

C¢””~(D-F-F')¢”+(G+E+E" +B)p=Q,+ Q.- Q, (3.122)
(D) ~F" -DI )¢’ - Cop” = Qx+Ty+TZ)X:L, (3.123)
(D1 —F"-DI)¢' ~C¢” = Ty—Tz)X:L, (3.124)
(F+Dy)" ¢+C¢”:TX)X:L, (3.125)
(F+Dy)" ¢p+Co”=-T,) _ (3.126)

onde se introduziu a notacdo D =D; —-D, — Dg.

3.5 Hipoteses simplificativas da GBT

Na Secgao 3.3 utilizou-se a hipotese de Kirchhoff para simplificar as rela¢oes deformagoes-
deslocamentos. Nas formulagoes classicas da GBT sao consideradas duas hipéteses sim-

plificativas adicionais para as componentes de deformagao, nomeadamente:

(H1) €5, =0, i.e., assume-se a inextensibilidade das paredes no plano da secc¢ao transver-

sal,
(H2) ny 0, também conhecida por hipotese de Vlasov.

Estas duas hipoteses constituem uma contribui¢ao importante para a eficiéncia da for-
mulagao e da sua implementacao através do método dos elementos finitos, uma vez que
permitem reduzir significativamente o numero de modos de deformagao necessarios para
obter resultados precisos e, em particular, a hipotese de Vlasov elimina efeitos de locking
de corte. Para além disso, estas duas hipoteses sao uteis na subdivisao dos modos de de-
formacao, conforme ira ser discutido na Secgao 3.7. Assim, deve salientar-se que mesmo
que estas hipdteses nao sejam adotadas para reduzir o nimero de modos de deformacao,
sao uteis para eliminar os efeitos de locking e subdividir os modos de deformacgao.
Atendendo a Eq. (3.61), a hipdtese H1 fornece

e% =0=7, =0, (3.127)
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ou seja, as funcoes vy devem ser constantes em cada parede, tal como ocorre na GBT
classica. Sempre que esta hipotese for considerada, para que a resposta estrutural nao seja
excessivamente rigida, os termos de membrana e de flexao devem ser desacoplados e deve
considerar-se O'% = 0, adotando uma matriz constitutiva para os termos de membrana

dada por

@)

[l
o o I
o o o

0
0l. (3.128)
G

Para os termos de flexao utiliza-se a relagao (3.87), relativa a estados planos de tensao. Os

termos de membrana e de flexao sao facilmente desacoplados se for feita a substituigao

R/Rc =~ R/R¢ = 1/p na expressao do trabalho virtual das forcas interiores (3.88).
Relativamente a hipotese de Vlasov (H2), a Eq. (3.62) conduz a

u
yM =07 :—%—Kzﬁk, (3.129)

Esta relacao deve ser comparada com a restricao analoga para o caso reto, vy = —uy,
(recordar (2.125)). Verifica-se que a Eq. (3.129) é mais complexa devido ao efeito da
curvatura, que surge através do termo adicional K, e de . Caso (3.129) seja substituida
nas Egs. (3.63) e (3.65), obtém-se as seguintes expressoes para as respetivas componentes

de deformacao de flexao,

efy = —2B(-Kw), + BK;w" + K, K, + BK K2 ) - Bl ¢, (3.130)
iy =—22B (@} + KW' - K,ul, - BK,Ku" )¢’
=-22p(w), + pKw" + BK, 0" ) ¢'. (3.131)

A Eq. (3.131) coincide exatamente com a obtida por Cheung e Cheung (1971), o que
quer dizer que estes autores estao a considerar a hipotese de Vlasov na determinagao
dos termos de flexdao. De facto, referiu-se na Secc¢ao 3.3 que a distorgao de flexao (3.45)
permite recuperar a expressao de Cheung e Cheung (1971) se for desprezado o termo yglf/,
o que corresponde exatamente a imposicao da hipotese de Vlasov.

Tal como foi ja visto, a imposi¢ao da hipotese H1 obriga a que as fung¢oes vy sejam
constantes em cada parede. Assim, se ambas as hipoteses H1 e H2 forem adotadas, tal
como no caso da GBT classica, as funcOes u; tém de ser, no maximo, lineares em cada
parede. De facto, se iy = a+ by, onde 4, b sdo constantes, a Eq. (3.129) conduz a

Vg = —ﬁb —aK, - byk,

Rc
__Rp
=—-—b+byK,-aK, -byK,
R¢
R
=-=9p_uK,, (3.132)
R¢
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0 que corresponde a uma constante, conforme era exigido. Para além disso, assumindo
que a contribuicdo de z para R pode ser desprezada (ver Eq. (3.24)), tem-se R = R, o
que implica que R/R¢ = 1/p e os termos de membrana e de flexdo surgem desacoplados,
conforme foi ja referido.

Devido as hipéteses H1 e H2, obtém-se imediatamente &) = &) = 0 e as parcelas
de membrana das matrizes modais da GBT assumem a forma (considerando a matriz
constitutiva (3.128))

BM =DM =D} =EM =, (3.133)
M- [ %5135{3 dA, (3.134)
P [ %Euéﬂ dA, (3.135)
GM = ;%61165 dA. (3.136)

As parcelas de flexao das matrizes modais mantém-se inalteradas (embora se utilize

R/Rc = 1/B). Finalmente, os vetores dos esforcos generalizados sio dados por

xoo= | 22, dA
JA ﬂ

& u — —
= | oy (Kyﬁ + KZ% + K2 - 2(—K,w , + BKJW + K, K i, + ﬂKyKZZﬁ)) dA, (3.137)

" Oyy Oyy _
ny = 7621 dA = - sz,W dA, (3138)
J /3 A
r ny
X = T(S dA
Xy Ja ﬁ 32
= —2J 20y, (w,y +BKw - Ky, —EKszﬁ) dA, (3.139)
A
Xxx:f Ty dA:f 0 (- 2PW) dA. (3.140)
AP A

3.6 As teorias de Winkler e Vlasov

Nesta Seccao mostra-se que a formulagao desenvolvida permite recuperar as expressoes
classicas desenvolvidas para o caso plano por Winkler (1868) e para o caso tridimensional
por Vlasov (1958). Para o efeito, utilizam-se apenas os modos de deformag¢ao que definem
os movimentos de corpo rigido (extensao axial, flexao e torcao) e restringe-se o estudo ao
caso de secgoOes abertas em virtude de, neste caso, poder ser utilizada a hipdtese de Vlasov,
0 que permite simplificar significativamente as equagdes’.

Assim, os modos de deformacgao sao obtidos adotando as hipdteses H1 e H2 e nao

envolvem flexdo transversal das paredes (65}, = 0). Em acréscimo, para simplificar as

TEm seccoes fechadas o modo de tor¢ao envolve em geral )/% # 0, pelo que a hipétese de Vlasov nao é
valida.
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expressoes, tendo em conta que a espessura das paredes é reduzida, desprezam-se os

termos associados a extensao longitudinal de flexao (£, ~ 0). Restam assim apenas trés

vetores &; j nao-nulos, nomeadamente

N =B(Kw-K.v), (3.141)

&13 = B1, (3.142)

&5, =—22B(w,, + KW + BK, V). (3.143)

Com estes vetores, os esfor¢os generalizados sao dados por

X = f Ok dA, (3.144)
A Re

X,,=0, (3.145)

_ u

Xxy :_ZLZny (w,y"'fz) dA, (3.146)

Xy = J Ox U dA, (3.147)
A

onde os vetores de deslocamentos modais da linha média (uz,uy), relativos aos eixos

globais, sao dados por
Uy = —wseny +vcos @, (3.148)
UR = WCos @ +vseng. (3.149)
Os deslocamentos associados a movimentos de corpo rigido podem ser escritos em
func¢ao do deslocamento do centro C da seccao transversal e da rotacao em torno de C.

Para cada modo k, denotando as componentes de translagao por dcyk, dcgri € a rotagao

por ay, € possivel escrever

iy =dcz+(Rc—R)a, (3.150)
up=dcg+(Z-2Zc)a, (3.151)
onde Z é a parcela de Z associada a linha média. Note-se que a rotagdo é simplesmente
dada por
ay = Wy, . (3.152)
Utilizando estas relacoes nas Eqgs. (3.141) e (3.143) obtém-se
M= %R, (3.153)
&, :—ZZﬁ(a+%) (3.154)
e, procedendo de forma analoga para as Eqs. (3.144) e (3.146), é-se conduzido a
X, = %L% dA+RiC A(Z—zc)axx dA, (3.155)

220y

Xyy = —(dcz+Rca)L

(3.156)
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Os esforcos generalizados das expressoes (3.144)—(3.147) e (3.155)—(3.156) possuem

um significado fisico claro:

(i) &X'y corresponde ao esfor¢o axial, ao momento fletor e ao bimomento se as respetivas

fun¢oes de empenamento estiverem incluidas nas entradas do vetor em u.

(ii) X%, sao os esforcos generalizados associados ao efeito da curvatura, que desapa-
recem para barras retas (R¢c = o0) ou deslocamentos radiais nulos (ugx = 0) — ver
Eq. (3.144). Em particular, o primeiro termo de (3.155) corresponde ao esfor¢o axial
N e o segundo ao momento em torno de um eixo paralelo a R e que passa por C
(Mg). Logo

N Mpg
X, =—dcp——a. 3.157
xx RC CR RC ( )
(iii) X, sdo os momentos torsores resultantes da variagao das tensdes de corte na dire-

cao da espessura z, que se anulam se dczp = —Rcay.

3.6.1 Comparacao com a teoria classica de Winkler

Considere-se o caso particular de uma barra cujo eixo circular se deforma no seu proprio
plano (Z = Z¢). Neste caso existe um acoplamento entre esfor¢o axial e momento fletor
em torno de Z. Suponha-se que C coincide com o centrdide e o centro de corte da sec¢ao
transversal e que os eixos centrais principais sao paralelos a (Z,R). As forcas exteriores
distribuem-se ao longo do eixo da barra e consistem em forgas axiais (n), transversais (pg)
e momentos (my) — consideram-se positivas se atuarem segundo a direcao positiva dos
eixos globais. Na Figura 3.2 indica-se a orientacao positiva das forcas exteriores para um

ponto arbitrario do eixo.

vZ
Figura 3.2: Orientagao positiva das forcas exteriores para o caso da teoria de Winkler.
No que se segue consideram-se dois modos de deformacao: (i) o primeiro é caracte-
rizado por um deslocamento axial # = 1 (omite-se o indice k por simplicidade) e (ii) o

segundo corresponde a uma rotacao de corpo rigido em torno do eixo principal paralelo

a Z. Estes modos nao correspondem ao campo de deslocamentos associados a esfor¢o
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axial e flexao (ver Secgao 3.7), mas constituem um conjunto que define o mesmo espacgo e
sao, por agora, mais faceis de definir.
Em relagdo ao primeiro modo, a hipétese de Vlasov (3.129) fornece

seng

V= Re

-K,. (3.158)

Considerando, por exemplo, ¢ = 90°, obtém-se, de (3.149), ugr = 1/R¢. E claro que este

deslocamento deve ser independente de ¢, pelo que se obtém

1 1
UR=—— & WcosQ+vsenp = =

Rc c
sen? N 1
w COS = —
Rc ¢ Rc
_  Ccos@
= = =K,,. 3.159
w Re Y ( )

E claro que para este modo axial deve ter-se dcx = 1 e as expressdes obtidas para v e
w permitem concluir, de (3.148), (3.149) e (3.152), que ug = 1/R¢c, iz =0e a = 0. Em

resumo, as relacoes cinematicas que definem o modo de extensao axial sao

— __SEIIQD_ __COS(P_
1/[—1, vV = RC =—Kyg, W—R—C—Ky, (3160)
1
dCX:L ﬁR:dCR:R—, ﬁZ:dCZZO, a=0. (3161)
C

Atendendo as relagdes (3.147), (3.156) e (3.157), as relagOes anteriores permitem escrever

N
Xx=N, X=—5, Xy=0, (3.162)
RC

sendo N o esforco axial. Relativamente as forcas exteriores, tem-se

Qy=ndcx=n, (3.163)
Qy+Qz=pR dCRZIz—R. (3.164)
C

O segundo modo, associado a rotagao de corpo rigido em torno do eixo Z, tem funcao

de empenamento dada por % = R — Rc. Procedendo de forma analoga ao caso anterior,

obtém-se
% =R-Rc =Rp—Rc +yseng, (3.165)
V=-senp, w=-CoS®, (3.166)
dCXZO, ﬁR:dCR:_L EZ:dCZ:OI a=0. (3167)

Os esforgos generalizados associados as relacdes anteriores sao dados por

N

Xy =My, X = = Xy =0 (3.168)
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e as forcas exteriores sdo (0 modo corresponde a uma rotagdo unitaria em torno do eixo
Z)

Q. =my, (3.169)

Qy+Qz=pR dcr = —pr. (3.170)

A substituicao dos dois conjuntos de resultantes de tensoes (3.162)—(3.164) e (3.168)-
(3.170) na equacao de equilibrio (3.117) permite obter as equagdes

N
R—2+N":£—R—n', (3.171)
C C
N
“Re +M) =—pr—my, (3.172)

que coincidem com as expressoes classicas de Winkler (Winkler, 1868; Armero e Valverde,
2012a).

Atendendo aos deslocamentos modais calculados e as Eqs. (3.141)—(3.143), as compo-
nentes de deformacao (3.142), (3.153) e (3.154) resultam em (a componente dos vetores

corresponde ao numero do modo de deformacao)

7 T
&M :R%[RLC 1] , (3.173)
&% =B[1 E—RC]T, (3.174)
&5 =[o o]T (3.175)

e, consequentemente, as matrizes modais da GBT (3.99)—(3.105) assumem a forma

B=D,=D,=E=0, (3.176)
[, I,
A+R_2 " Rc
C=E C , (3.177)
I,
i I,
Re
A I, I,
RZ RL R
F=El ©c C cl, 3.178
A L1 ( )
Rc R} RZ
1 1
I 4 T3
G=E[a+—|| e Re (3.179)
RGJI_L L
3 2
Re R

onde A é a area da secgao transversal, I, representa o momento de inércia modificado

utilizado na teoria classica de Winkler (1868), dado por

) (R-Rc)
I, = Lf dA, (3.180)
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e foram utilizadas as relacoes

I R-R
= :f — € g4, (3.181)
I 1

A —r:J —— dA. (3.182)
RC A+ I_QCC

Deve-se notar que o calculo das relacoes (3.181) e (3.182) nao ¢é trivial. Atendendo ao
facto de

f (R-Rc) dA=0, (3.183)
A

onde o integral representa o momento estatico da sec¢ao, que é nulo em virtude dos eixos

principais da sec¢ao serem paralelos ao referencial global, é possivel obter

=L (3.184)

(3.185)

E ainda possivel obter as medidas de deformacio conjugadas de N e My, escritas
em termos dos deslocamentos do centro C, tal como na teoria de Winkler. Utilizando os
deslocamentos definidos em (3.161) e (3.167), os deslocamentos do centro C, escritos no

referencial (X, Z, R), sao dados por

Ucx =dixd' = ¢1, (3.186)
Ucy=dl, ¢ =0, (3.187)
Ucr=dipd = %-q)z. (3.188)

55



CAPITULO 3. FORMULACAO LINEAR PARA BARRAS DE EIXO CIRCULAR

Utilizando estas rela¢des e a Eq. (3.91), mostra-se facilmente que N e M, formam um par

conjugado com as expressoes classicas da extensao axial e da curvatura, dadas respetiva-

mente por
. dUcr
Se= =R 15Uy, (3.189)
Re
SU.
ok = =X _5U,. (3.190)
R¢

Estas medidas de deformacao relacionam-se com os modos de deformacao definidos

anteriormente através de

1 7 2

s:lf—z+¢l-%, (3.191)
C

K= Y. (3.192)

Finalmente, a Eq. (3.109) permite recuperar as relacoes da teoria de Winkler,

I EI
N=E|A+—%|e-—Lx, (3.193)
2 Re
C
EI
My =-22e v ELk. (3.194)
Re

3.6.2 Comparacao com a teoria classica de Vlasov

Considere-se agora que o arco pode sofrer deslocamentos de corpo rigido para fora do
seu plano. Este tipo de movimento esta associado a um acoplamento entre a flexao para
fora do plano do arco e a torgao. De forma analoga a Seccao anterior, assume-se que C
coincide com o centrdide e o centro de corte, e que os eixos centrais principais da secgao
sao paralelos aos eixos (Z,R). Para além disso, o calculo dos modos de deformacao tira
partido da hipdtese de Vlasov (3.129), o que quer dizer que se admite que a seccao é aberta,
e de relagdes cinematicas simples. As forcas exteriores consistem em forcas verticais (py) e
momentos torsores (my ), distribuidos ao longo do eixo da barra e consideram-se positivos
se atuarem segundo as dire¢oes positivas dos eixos. A orientacdo positiva das forcas é
indicada na Figura 3.3.

O modo de deformagao associado a flexdo em torno de R possui uma fun¢ao de empe-

namento dada por

U=Zc—Z=7c—Zo-ycosQ (3.195)
e, utilizando a hipdtese de Vlasov (3.129), obtém-se

v=-K,(Zc-Zp)+ IR;—SCOS(p

= P R+ 2P (7.~ 7). (3.196)
Rc Rc

56



3.6. AS TEORIAS DE WINKLER E VLASOV

vZ

Figura 3.3: Orientacao positiva das forgas exteriores para o caso da teoria de Vlasov.

Considerando ¢ = 0° e ¢ = 90° obtém-se, respetivamente,

Ze-7
(p:OOI v:ﬁR:% (3.197)
C
R
P=90°: T=u,==2. (3.198)
Rc

As expressoOes obtidas para estes dois casos permitem retirar duas conclusoes, nomeada-
mente que (i) o centro C verifica Zp = Z¢ e Rp = R¢, pelo que tem deslocamentos dcg = 0
edcy =1, e (ii) o deslocamento vertical da seccao transversal, 1y, varia com R, pelo que
o movimento pode ser decomposto numa translacao do centro C e numa rotagao cujo
centro esta situado sobre o eixo Z e igual a @ = —1/R¢, conforme se mostra na Figura 3.4

para uma secgao em I.

De facto, considerando que w é da forma w = wp + ay e atendendo as Eqgs. (3.148)—
(3.149) e (3.196), tem-se

2

(wo +ay)cos @ + sen (P(ZC—ZO)+Sen(IiﬂRO:(7—ZC)a,
C
2
—(wp + ay)seng + Senpcosp (Zc—=Zp)+ cos (PRO,
Rc Rc
o= 1
= Rgen(p cos (3.199)
- PR Zo-7¢).
wo Re 07 Re (Zo-Zc)

Desta forma, uma vez que o centro C verifica Zp = Z¢ e Rp = R¢, as expressoes (3.196)
e (3.199) fornecem v = cosp e w = —sen¢, respetivamente. Substituindo na Eq. (3.148)

obtém-se, conforme esperado, 1y =dcy = 1.
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}

Figura 3.4: Movimento associado a flexao em torno do eixo horizontal.

Finalmente, as rela¢des cinematicas que definem o modo de flexao em torno de R sao

U=Zc-Z=Zc-Zo—-ycoso, (3.200)
7= P+ 7 _7,), (3.201)
Rc R¢

— seng cos @ 1%
=— Ry — Zo—2c)—— 3.202
w Re R0~ Re (Zo-Zc) Re ( )

1
dCX = 0, dCR = 0, dCZ = 1, A =——-, (3203)
R¢

Os esforgos generalizados sao

My
—k,
R

Xex =Mp, Xy = Xy =0, (3.204)
devendo-se notar que nao surge qualquer momento torsor devido a tensoes de corte. As

forgas exteriores sao dadas por

Q,=0, (3.205)

mx
Qy+Q,=pzdcz+mya =Pz R (3.206)
A andlise do modo de tor¢ao é mais complexa. No entanto, é possivel simplificar
o processo assumindo que (i) a seccao transversal sofre uma rotagao em torno de C, o
que significa que dcg = dcz = 0 (apesar de, como se mostrara na Secgao 3.7, em geral,
dCZ * 0) e (11) Xxy
de empenamento for definida de modo a causar a = 1, obtém-se

¢ 0 momento torsor classico de Saint-Vénant (Xy, = Tsy). Se a funcao

Xey=B, A5 =-R (3.207)
onde B denota o bimomento. As forcas exteriores resultam em

Q,=0, (3.208)
Q) +9Q,=myx a=my. (3.209)
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Os resultados anteriores e a Eq. (3.117) fornecem as equagoes de equilibrio

MR 7
DR MY =, - X 3.210
M
R T =y, (3.211)
Rc

onde, como é habitual, o momento torsor total é igual a T = —B’ + Tsy. Estas equagdes
coincidem com as obtidas por Vlasov (1958, Capitulo XII) e por Dabrowski (1968), embora
exista uma ligeira diferenca de sinais devido a convencao adotada.

As matrizes modais resultantes sao lineares em f e a sua integragao torna-se dificil.

No entanto, ao se desprezar tal dependéncia (p = 1) torna-se possivel obter (os indices 1 e

2 correspondem a flexao e torcao, respetivamente)

B=D,=E=0, (3.212)
EI 0
1o el (3.213)
w
0 0
Dlz[o G]], (3.214)
[ 1
RZ
F=EI % , (3.215)
-— 0
| Rc¢
1 1
Py
G=EI Rf Ifc , (3.216)
T3 2
RC RC

onde [, é a constante de empenamento usual e I é o momento de inércia em torno do eixo
horizontal (paralelo a R) que passa por C.

De modo a obter as relacoes de Vlasov entre os esforcos e as medidas de deformacao
da seccao, deve-se comecar por notar que os deslocamentos no plano e a rotacao ( em

torno do centro C sao dados por

Ucz=dl ¢ =¢1, (3.217)

Ucr=dipd =0, (3.218)

Q:a%:—ﬂﬂpz. (3.219)
Rc

Utilizando as Egs. (3.108)—(3.109) (ou, em alternativa, para obter My, a Eq. (3.106)) e as
matrizes da GBT calculadas anteriormente, obtém-se as relac¢Ges classicas (Vlasov, 1958)

Mg = Elx, (3.220)
B=EIL,7, (3.221)
Tsy = GJT, (3.222)
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onde as curvaturas de flexdao e de tor¢ao sao dadas por

Q
K=Ul, -, (3.223)
Rc
Ul
=0 +-L% (3.224)
Rc

e estao relacionadas com os modos de deformacgao de corpo rigido através de

N/ (;[)1 CPZ
K= +R_é_R_c' (3.225)

T = ). (3.226)

3.7 Determinac¢ao dos modos de deformacao

Nas Secgoes 3.6.1 e 3.6.2 particularizou-se a formula¢ao das Sec¢oes 3.3-3.5 para o caso
de apenas existirem modos de deformacao associados aos movimentos de corpo rigido
da seccao, recuperando assim as teorias de Winkler e Vlasov. No entanto, interessa agora
utilizar a formulacao desenvolvida para o caso de sec¢oes deformaveis, pelo que se torna
necessario desenvolver um processo para a determinacao destes modos de deformagao
arbitrarios (respeitando no entanto a hipotese de Kirchhoff).

Deve-se salientar que, em relagao ao caso reto, a determinac¢ao dos modos de deforma-
¢ao para o caso curvo é dificultada pelo facto de a hipotese de Vlasov requerer a utilizagao
da relagao (3.129), a qual é significativamente mais complexa.

Neste trabalho foram seguidas duas abordagens distintas para a determinacao dos

modos de deformacao:

(A1) Utilizagao dos modos para barras prismaticas, sendo que no caso dos modos naturais
de Vlasov apenas se retém as func¢oes de empenamento %y, determinando-se as
correspondentes funcoes vy através da hipotese de Vlasov (3.129) e as fungdes wy
considerando que a seccao transversal se comporta como um pdrtico plano sob a

acao de deslocamentos impostos v.

(A2) Utilizagao de uma base inicial de modos de deformacao e subsequente hierarquiza-
cao/categorizacao através de problemas de valores e vetores proprios envolvendo
as matrizes modais da GBT (3.99)—(3.101).

3.7.1 Abordagem Al

Conforme foi referido na Secgao 2.6, os modos de deformagao para o caso prismatico
podem ser obtidos, para qualquer seccao transversal de parede fina de paredes retas,
através do programa freeware GBTUL 2.06 (Bebiano et al., 2015, 2018). Conforme se
referiu anteriormente, a dificuldade na determinacao dos modos de deformacao para

barras de eixo circular esta apenas associada aos modos naturais de Vlasov. Assim, nesta
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primeira abordagem, considera-se que os restantes modos de deformacao coincidem com

os obtidos para barras retas.

Assim, recorre-se ao programa GBTUL 2.06 para obter os modos de deformacao e as
funcdes de empenamento i dos modos naturais de Vlasov. Este conjunto de fung¢oes de
empenamento define os modos de “corpo rigido” (extensao axial, flexao e, se a secgao
for aberta, torcao) e os modos distorcionais. As fun¢des de empenamento dos modos
de Vlasov u obtidas desta forma sao, no maximo, lineares, o que esta de acordo com a

imposicao das hipoteses H1 e H2 (y% = s% =0).
A utilizacao da hipotese de Vlasov (3.129) permite obter as respetivas fun¢oes vy. De

facto, de acordo com a Eq. (3.132), se uy =a+ by, com a,b € R, tem-se vy = —R—Ob —ak,.
C
A determinacao das func¢des wy é um pouco mais complexa, uma vez que envolve
analisar a sec¢ao transversal como se esta fosse um portico plano cujas barras sao axial-
Et3
12(1-12)
deslocamentos em cada parede correspondentes aos deslocamentos vy, o que conduz a

mente indeformaveis e possuem inércia igual a I = . De seguida, impoem-se
fungdes wy polinomiais, no maximo, do terceiro grau, Wy = cg + 1y + 29> + c39°, com
c;eR,i=0,1,2,3. A titulo de exemplo, a Figura 3.5 mostra o procedimento descrito para
uma sec¢ao em I, rodada a 45° — os deslocamentos indicados correspondem a fungao de

empenamento associada a flexao em torno do eixo de maior inércia.

_ h
U=—

2

Figura 3.5: Exemplo de aplicacao da abordagem A1 a uma sec¢ao em I para a fungao de
empenamento associada a flexao em torno do eixo de maior inércia.

Deve referir-se que esta abordagem nao é muito Gtil para sec¢oes complexas, dado
que a determinagao das configuragdes dos modos naturais de Vlasov envolve calculos
que nao sao facilmente sistematizaveis. Por outro lado, como nao se utilizam as matrizes
modais da GBT para o caso curvo, os modos ficam fortemente acoplados (apesar de
em barras curvas existir sempre um acoplamento natural). Assim, esta abordagem sera
apenas utilizada para sec¢oes relativamente simples: na Seccao 3.10.1 é aplicada a uma
seccao em I orientada de trés formas distintas e, na Secc¢ao 3.10.2, a uma seccao tubular

quadrada).

61



CAPITULO 3. FORMULACAO LINEAR PARA BARRAS DE EIXO CIRCULAR

3.7.2 Abordagem A2

Conforme se referiu, a abordagem A1l torna-se pouco pratica quando o nimero de modos
naturais de Vlasov aumenta. Assim, considera-se pertinente o desenvolvimento de um
processo sistematico para a determinacao dos modos de deformacao para barras de eixo
circular, baseado nos conceitos ja desenvolvidos para o caso reto (Bebiano et al., 2015;
Gongalves et al., 2010b, 2014). Em particular, pretende-se preservar a categorizacao dos
modos utilizada nestes artigos e permitir que seja possivel analisar qualquer tipo de
seccao transversal (aberta, fechada ou “mista”) de paredes retas.

Tal como explicado na Seccao 2.6.2, o processo de determinacao dos modos de de-
formacao inicia-se com uma discretizacao da seccao transversal em nds naturais e nos
intermédios. Para obter uma base inicial para os modos de deformacao consideram-se trés
graus de liberdade em cada n6, nomeadamente dois deslocamentos no plano da seccao
transversal (a rotacao é condensada estaticamente) e um deslocamento de empenamento
(para fora do plano da seccao). Entre cada n6 utilizam-se fungdes ctibicas de Hermite
para os deslocamentos wy e funcdes lineares para v e u. Conforme se viu anteriormente,
a utilizagao de fungodes lineares é completamente compativel com as hipdteses de inex-
tensibilidade transversal das paredes (H1) e de Vlasov (H2). A base inicial para os modos
de deformagao € obtida através da imposi¢ao de um deslocamento unitario em cada grau
de liberdade, gerando uma base com 3D modos de deformacao, onde D é o namero total
de nos da discretizagao da seccao transversal. Na Figura 3.6 mostra-se a base inicial dos
modos de deformacao para uma sec¢ao em C com reforgos discretizada com um no in-
termédio na alma — naturalmente, a discretizacdo com 7 nés conduz a uma base inicial
com 7 modos de empenamento e 14 modos no plano, perfazendo um total de 21 modos
de deformacao.

Os modos de deformacao finais sao obtidos a partir da base inicial, através de uma
série de opera¢oes de mudanga de base, utilizando problemas de valores e vetores proprios
generalizados, com base nas matrizes modais da GBT (3.99)—(3.101). Estas matrizes sao
calculadas assumindo que R/R¢ ~ 1/B de forma a permitir o desacoplamento entre os
termos de membrana e de flexao. Os problemas de valores proprios serao explicados de
seguida e conduzem a conjuntos de modos de deformagao semelhantes aos definidos na

Seccao 2.6.2, nomeadamente:

* Modos naturais de Vlasov, gerados pelos graus de liberdade de empenamento dos
nos naturais e caracterizados por y% =0e e% = 0. Tal como ocorre na GBT classica,
estes modos sao ainda subdivididos em modos (i) distorcionais e (ii) de corpo rigido

(extensao, flexdo e, para secg¢des abertas, tor¢ao).

* Modos locais de placa, que também satisfazem yﬁ;j = e% = 0 mas envolvem essen-
cialmente flexao transversal, com empenamento desprezavel. Estes modos diferem
ligeiramente dos definidos na Seccao 2.6.2 no sentido em que podem envolver em-

penamento, o que esta de acordo com a defini¢ao original de Schardt (1989).
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Discretizacdo: 0 nds naturais

a
R x nds intermédios
7 Material: E 210 GPa

g ! _
v =203
L]
ik (mom)
100
b
1 2 3 4 5 6 7
Empenamento V/ { 7 { {
8 9 10 11 12 13 14
k e
No plano _
15 16 17 18 19 20 21

Figura 3.6: Seccao em C com reforcos: (a) geometria e discretizagao da secgao e (b) modos
de deformacao iniciais.

* Modos de corte, com y}c\g # 0 mas e% = 0. Tal como em Gongalves et al. (2014),
estes modos sao subdivididos em (i) modos de fluxo de corte, que surgem apenas
para seccoes com partes fechadas e, neste caso, incluem também o modo de torgao,
(ii) fun¢oes de empenamento dos modos de Vlasov e (iii) fun¢oes de empenamento
adicionais. Os modos de deformac¢ao que envolvem graus de liberdade de empena-

mento associados a noés intermédios sao incluidos no conjunto (iii).

* Modos de extensao transversal, com 8% # 0. Analogamente aos ponto anterior,

os modos que envolvem graus de liberdade associados a nds intermédios estao
incluidos neste conjunto.

De acordo com as relagdes deformacao-deslocamento (3.70)—(3.77), verifica-se que a
hipotese de Vlasov é facilmente imposta através do calculo do ntcleo de Dllw ,enquanto que
a hipotese 5% = 0 é satisfeita pelo ntcleo de BM. Ambas as matrizes sio semidefinidas
positivas no espaco definido pelos modos de deformacao iniciais. No que se segue, v
representa um vetor-coluna com a dimensao apropriada ao problema de valores e vetores
proprios em questao.

Em primeiro lugar, resolve-se
(BM-Ar)v=0. (3.227)

Os vetores proprios associados a A # 0 definem os modos de extensao transversal finais,
que sio BM-ortogonais. Em Bebiano et al. (2015) sio propostos procedimentos adicionais

para subdividir estes modos, mas tal nao é seguido neste trabalho.
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Os vetores proprios associados a A = 0 satisfazem a hipotese de inextensibilidade
transversal das paredes e, portanto, contém os restantes modos de deformagao. Neste

espacgo, resolve-se
(DY -AI)v=0, (3.228)

onde os vetores proprios associados a A = 0 satisfazem a hipotese de Vlasov e constituem
uma base para os modos de Vlasov e locais de placa. A hierarquizacao destes modos segue

o procedimento original proposto por Schardt (1989) para barras retas, i.e., resolve-se
(BF-A(cM+CF))v=0. (3.229)

Desta forma, (i) os vetores proprios associados a A = 0 definem o subespac¢o dos modos
de corpo rigido de Vlasov e (ii) os vetores proprios relativos a A # 0 fornecem os modos
distorcionais e locais de placa’. Caso os vetores proprios sejam ordenados por ordem
crescente, os primeiros modos sao distorcionais e os seguintes sao locais de placa.

A extragao dos modos de corpo rigido difere daquela utilizada nas formulacoes da
GBT para o caso reto, dado que esta nao é valida para o caso curvo (baseia-se no facto de o
problema de valores e vetores proprios associado a bifurcagao de colunas uniformemente
comprimidas com torgao restringida conduzir a duas solugoes, correspondentes as flexoes
em torno dos eixos centrais principais). Assim, de acordo com as formulagoes classicas
para barras de eixo circular (ver, por exemplo, Dabrowski, 1968; Oden, 1967), toma-se
0 eixo que passa pelo centréide da seccao transversal como referéncia e a sua descricao
cinematica é feita em termos de deslocamentos tangenciais (modo 1), radiais (modo 2) e
para fora do plano (modo 3). Este procedimento conduz a deslocamentos que nao estao
relacionados com os eixos principais da secgao transversal. As fun¢des de empenamento

sao imediatamente definidas por

R 1
El = == (3230)
RC ﬂ
Uy =Rc—-R, (3.231)
Us=Zc—27. (3.232)

Relativamente aos modos 2 e 3, os deslocamentos do centréide no referencial global d¢yy,
dcry € a rotagao de torgao «a; podem ser calculados seguindo o mesmo procedimento
descrito nas Sec¢oes 3.6.1 e 3.6.2, obtendo-se resultados semelhantes, sendo a Gnica dife-
renca resultante do facto do modo 2 ter um deslocamento radial positivo, i.e., dcgy =1
(recordar a Eq. (3.167)).

A fungao de empenamento do modo 1 pode ser escrita na forma
Ry, seng

"ITRe TV TRe

(3.233)

2Esta abordagem difere da utilizada pelo programa GBTUL 2.06, onde os modos locais de placa sdo
calculados de forma a nao envolverem empenamento.
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e a hipdtese de Vlasov (3.129) permite obter

Rpsengp Rpsenp 0

71:
Rc Rc  Rc Rc

(3.234)
Este resultado conduz a w = 0, o que implica dcg; =dcz1 = @1 = 0, ou seja, este modo nao
possui deslocamentos no plano. Os esfor¢os generalizados, em vez de dados por (3.162),

sao agora da forma
M
Xy =N+—5, Xi=0, Xy=0 (3.235)
Rc

e as matrizes modais da GBT (3.177)-(3.179), calculadas para os modos 1 e 2, sao mais

esparsas, ou seja,

EA O
= , (3.236)
0 EIL
E|lO 0
Clopg —
Rc
0 0
G=— . (3.238)
I
REfo A+-—L
C

Resumindo, os deslocamentos do centréide no referencial global dczy e dcgy € a rota-

¢ao de torcao ay dos modos 1 a 3 sao dados por

dcz1=0, dcr1 =0, a;=0, (3.239)
dcza=0, dcra=1, az=0, (3.240)
1
dczz=1, dcrz=0, az=-—. (3.241)
ING

A determinacao do modo de torcao para secgoes abertas é efetuada de modo a garantir
que as tensdes 0! devidas apenas a Ellvé nao provocam esforc¢o axial nem momento fletor.
Para tal, considerando o espago dos modos de corpo rigido (com dimensao igual a 4), o

modo de torcao esta associado ao tnico valor proprio nao-nulo de

(Df -AcM)v =0, (3.242)
uma vez que o nicleo de D} corresponde a restrigao )/fy =0 e as entradas de C podem
ser escritas como (recorde-se que se despreza a contribuicao de 611\/{ para o)

— 1
M — — M\ —
cM = J Epuu; dA= o (o). ) dA, (3.243)
A i JA

que, para j = 1,2,3, corresponde a calcular o esfor¢o axial e os momentos fletores do

modo i. Note-se que as Eqgs. (3.231) e (3.232) correspondem a flexao em torno de eixos
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centrais mas nao necessariamente principais e que (3.230), apesar de introduzir uma
extensao longitudinal constante na seccao (basta substituir na expressao (3.60)), o integral
nao corresponde a determinar o esforco axial (tal seria obtido com %; = 1). No entanto,
é suficiente que os modos 1 a 3 constituam uma base para o espago correspondente a
flexao e extensao axial, o que é automaticamente garantido, dado que constituem uma
base para o nucleo de Df (correspondem a yfy = 0). Note-se ainda a utilizacao de E em
vez de E/(1 —v?), uma vez que nio existem extensdes transversais. Para seccdes fechadas,
o modo de torgao pertence ao espaco dos modos de corte, conforme sera discutido em
seguida.

Os modos de corte sao obtidos de forma analoga a descrita em Gongalves et al. (2014)
para barras retas, embora as matrizes modais da GBT utilizadas sejam as para barras de
eixo circular, mais complexas. O conjunto dos modos de corte é subdividido em trés sub-
conjuntos: (I) modos de fluxo de corte, que nao existem para secgoes abertas, (II) fun¢oes
de empenamento dos modos de Vlasov e (III) fun¢oes de empenamento adicionais.

Assim, os modos II sao imediatamente obtidos a partir das fun¢des de empenamento
dos modos naturais de Vlasov, excluindo o modo 1 (extensao), que nao produz deformacgao
por corte.

Para os modos III, obtém-se o complemento ortogonal relativo a CM do conjunto II
mais o modo 1, no espago dos modos de empenamento. Estes modos sao depois ortogona-

lizados e hierarquizados através de
(D} - AcM)v = 0. (3.244)

O procedimento de calculo dos modos I, que existem apenas para sec¢coes com células
fechadas, é mais complexo. Em primeiro lugar, obtém-se uma base do espaco dos mo-
dos relativos a deslocamentos v independentes. Para tal, selecionam-se os modos iniciais
associados a deslocamentos dos nds naturais (excetuando os deslocamentos segundo o
eixo local z de n6s de extremidade) e resolve-se o problema (3.227) para obter um subes-
paco sem extensao transversal. A esse subespago adicionam-se os modos de corte II e III,

removendo do primeiro conjunto o empenamento dos modos 2 e 3. Depois, resolve-se
(8" -A(B" -D}))v =0, (3.245)

onde os vetores proprios associados a 0 < A < 1 definem o subespago pretendido (sem
tor¢ao). O modo de torgao é extraido do conjunto definido por A =0 (i.e., o nucleo de BF),

calculando-se o tnico valor préprio nao-nulo de
(Dt -Ap})v =0, (3.246)

Sempre que existam, os modos I sao colocados de forma sequencial entre o modo 3 e o
primeiro modo distorcional de Vlasov.

Conforme se referiu, as matrizes modais da GBT utilizadas nesta abordagem sao dadas
nas Egs. (3.99)—(3.101) e tém em conta o efeito da curvatura da peca. Assim, é natural

que o raio R¢ tenha influéncia na forma dos modos de deformagao finais. De forma a
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ilustrar este efeito apresentam-se em seguida os modos de deformacao de duas secgdes
transversais para dois raios com diferente ordem de grandeza, Rc = 0,4 m e Rc =100 m.

Na Figura 3.7 considera-se a seccao transversal em C com refor¢os, cuja geometria
e discretizagao foram ja mostradas na Figura 3.6. Para ambos os raios, o centro C coin-
cide com o centr6ide da sec¢ao. Como esperado, os modos de deformagao variam com
o valor de R¢. Em particular, a medida que o valor de R diminui, os modos locais de
placa e distorcionais (e, consequentemente, os modos de corte distorcional) perdem a sua
simetria/antissimetria. Para além disso, (i) o modo 1 nao corresponde ao empenamento
unitario, usual para este modo na GBT para barras retas (relembrar que este modo é
agora dado pela Eq. (3.230)), (ii) o modo 3 exibe flexao para fora do plano e torgao (ver
Eq. (3.241)) e (iii) o modo de torcao corresponde a uma rotacao em torno de um ponto que
nao esta no eixo de simetria (recorde-se que na Seccao 3.6.2 se referiu que iria ser mos-
trado nesta Seccao que dcy # 0 para o modo de torcao). Reciprocamente, quando o raio
assume valores maiores, os modos tém tendéncia a se aproximarem dos correspondentes
para o caso reto. Os modos de extensdo transversal mantém-se virtualmente inalterados
com a variagao de R, embora os modos 16 e 17 troquem de posigao.

Considere-se agora a seccao fechada com trés células cuja geometria, discretizacao
e propriedades materiais sao indicadas na Figura 3.8. Uma vez mais, apresentam-se os
modos de deformagao para dois raios distintos, Rc = 0,4 m e Rc = 100 m (para este altimo
apenas se mostram alguns modos relevantes) e considera-se que o centro C coincide com
o centrdide da seccdo. As conclusoes a retirar sao semelhantes as do caso anterior: (i) a
simetria/antissimetria dos modos desaparece a medida que R diminui (em particular, os
modos 5, 6, 15, 17 e 18 tornam-se muito assimétricos) e (ii) para Rc = 0,4 m o modo 1 nao
corresponde a empenamento unitario e o modo 3 possui uma ligeira rotagao de torgao.
Verifica-se mais uma vez que, para Rc = 0,4 m, o centro de rotagao do modo 4 situa-se a

direita do centréide da sec¢ao.

3.8 Formula¢ao de um elemento finito de compatibilidade

As relacoes obtidas nas SecgOes anteriores constituem uma base suficiente para desen-
volver elementos finitos de barra. O elemento finito proposto nesta Sec¢ao baseia-se no
desenvolvido por Gongalves e Camotim (2011, 2012), com a interpolacao das fun¢oes de

amplitude ¢y feita através de
$(X) = p(X)d, (3.247)

onde a matriz 1 contém as fungoes de interpolacao e o vetor d possui os valores nodais
das fungdes de amplitude e das suas derivadas. E claro que o vetor d constitui a incognita
do problema.

Os modos de deformagao que envolvem deslocamentos w # 0 devem estar associados a
funcdes de interpolacio de classe C! de modo a satisfazer as condi¢des de compatibilidade

(continuidade dos deslocamentos e das derivadas), uma vez que é utilizada a hipotese de
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a Rc=0,4m Modos de Vlasov
Extensao Flexao Flexao Torcao Distorc¢ao
1 2 3 4

Empenamento N &‘7 <§\L > J [ 6\k

N\ N\

Suiniwiniviy

Modos locais de placa Modos de corte II ( empenamento
7 8 9 10/1
Empenamento MQ < < { [\L J \k
No plano
y i \ Modo de corte III
(empenamento)
Modos de extensao transversal (no plano)
16 17 18 19 20 21
b Rc=100m Modos de Vlasov
Extensdo Flexao Flexao Torgao Distorcao
1 2 3 4 5 6

e PRI (7

N AN

=TT O

Modos locais de placa Modos de corte II (empenamento)
7 8 9 10 11 12 13 14

Bmpenamento \ < <@{ S N \k

R\ ‘ N

15
No plano
Modo de corte III
(empenamento)

Modos de extensao transversal (no plano)
19 20 21

nininininin

Figura 3.7: Modos de deformacao de uma seccao em C com reforcos para dois raios
distintos: (a) Rc = 0,4 m e (b) Rc =100 m.
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1 Discretiza¢do: 0 nds naturais

a R x nos intermédios
7 o 1 Material: E = 210 GPa

100

& v =03
f=l
=
i (mm)
150
b Rc=0,4m
Modos de Vlasov Modos de corte I Modos distorcional Modos locais
Extensdao Flexao Flexao Tor¢ao Distorgao Distor¢ao de Vlasov de placa
1 2 3 4 5 6 7 8 9
/ 7 —
Empenamento [}——]
— 4/
T 1% hd _
No plano —— ) 9 N
Modos de corte II (empenamento) Modos de corte III (empenamento)
10 11 12 13 14 15 16 17 18
!7
[/ I
/X~ ~ ~

Modos de extensdo transversal (no plano)
19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

- \/ U I e
[ il

¢ Rc=100m

Modos de Vlasov Modos de corte I ~ Modos distorcional
Extensao Flexao Flexao Torcio DistorcioDistorcio ~ de Vlasov
1 2 3 4 5 6 7
Empenamento L_/

C Iyt L

No plano | ) ’
VL /] _

Modos de corte III (empenamento)
13 14 15 16 17 18

N
~\/|
~/ ~N

Figura 3.8: Modos de deformacao de uma seccao fechada com trés células para dois raios
distintos: (a) Rc = 0,4 m e (b) Rc =100 m.
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Kirchhoff. Assim, estes modos sao interpolados por polindmios cibicos de Hermite, cuja

representagao grafica é mostrada na Figura 3.9, sendo dados por

Hy(X) = 2(%)3—3(é)z+ 1, (3.248)
Hy(X) = Le((é)a—z(é)2+(é)], (3.249)
Hj(X) = —2(%)3+3(é)2, (3.250)
Hy(X) = Le((%f—(%)z], (3.251)

onde L, representa o comprimento do elemento finito. Assim, para um dado modo k, a

respetiva fungao de amplitude é dada por

$r(X) = Hi¢x(0) + Hyp(0) + H3r(Le) + Hyp(Le). (3.252)
0,2
',
<o
T
Hy
. . . . 0.2 . . . .
0 X/L, 1 0 X/L, 1

Figura 3.9: Polinémios ctbicos de Hermite.

Os modos que envolvem apenas deslocamentos de empenamento (i # 0, vy = wy = 0)
satisfazem automaticamente a hipdtese de Kirchhoff, sendo o campo de deslocamentos
obtido exclusivamente a partir de ¢, (recordar Eq. (3.52)). Deste modo, embora seja
necessario assegurar a continuidade da primeira derivada, aproxima-se diretamente ¢,
(a funcao ¢y nao é utilizada para estes modos) com funcdes quadraticas hierarquicas de

Lagrange (ver Figura 3.10 para uma representagao grafica destas fungoes), dadas por

X

LX) =1-1 (3.253)
Ly(X) = L% (3.254)
Ly(X) = 4[% -(%)2] (3.255)
Assim, a aproximacio de ¢}(X) é dada por
O1(X) = L1p4(0) + Ly (Le/2) + Loy (Ly). (3.256)
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L L3 Ly

0 . . . .
0 X/L, 1

Figura 3.10: Fungoes de interpolacao de Lagrange.

Ao se utilizar as fun¢oes de interpolacao de Hermite e de Lagrange, fica definido um
elemento finito de trés nés, onde o né inicial (X = 0) esta associado a Ly, Hy, H,, 0 nd inter-
meédio (X = L,/2) relaciona-se com L3 e o no final (X =L,) com L,, H3, Hy. Considerando
D modos de deformacao, onde os primeiros D,, sao modos de empenamento (o indice w
deve-se a designacao em lingua inglesa, warping), obtém-se uma matriz ¢ com dimensao

D x (4D - D,,) e com a seguinte forma

Y= Py f f Piks) | PEo) ~0 f , (3.257)

onde A = diag(A,..., A) cuja dimensio é igual ao nimero de modos de deformagcio asso-

ciados a fun¢ao de interpolacao A, e P(A) representa a primitiva da funcao A em ordem
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a X. O vetor-coluna d tem dimensao 4D — D,, e é dado por

A Eq. (3.247) permite escrever

¢p(0)
q")bw+1 (0)

¢p(0)

P1(Le/2)

$p, (Le/2)
$1(Le)
¢p, (Le)

¢Dw+1 (Le)

(PD(Le)
$p. 11 (Le)

Pp(Le)

5¢ = pod,
5¢’ = ’sd,

5¢,,:¢”5d

ou, alternativamente, em formato matricial,

oP =Wod,
¥

W=y
#}Il

(3.258)

(3.259)
(3.260)
(3.261)

(3.262)

(3.263)

Recorrendo a expressoes (3.66)—(3.67), (3.87), (3.262) e a simplificagdo R/R¢c = 1/, a
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expressao do trabalho virtual das forcas interiores (3.91) fornece

0 1
Wiy = —0dT wizlce w= dAdx d
JAX[0,L] ﬁ
(" T 1
=-5dT wT(EM+Ef) c(2) +Ef)W=dAdX d
Jax|o,L] B
T T((=M\] ;M | e ((=M\T ;mE\, (=F\T ~eF g L
——5d w ((ag ) czl +251m((:,6 ) c:.g)+(ag) c:.g)\p: dAdX d
JAX[0,L] ﬁ
ot [ T((=M\T ;M | (=F\T ~mF g L
__sd W ((% ) czM + (=F) c%)\p: dAdX d. (3.264)
JAX[0,L] /3

: — T p— 7 . . , .
O termo 2sim ((.:.iw) C:‘f) é linear em z e, portanto, o seu integral em A é nulo, permi-

tindo desacoplar os termos de membrana e de flexao e simplificar a expressao a integrar.
A separagao dos termos de membrana e de flexao em duas parcelas independentes per-
mite ainda utilizar matrizes constitutivas distintas para os termos de membrana, CM, e de
flexdo, CF. Relembre-se que, sempre que for considerada vélida a hipétese e% =0,0que
corresponde a nio incluir modos de extensdo transversal na analise, a matriz CM deve
coincidir com a indicada na Eq. (3.128). Em caso contrario, deve ser utilizada a matriz dos
estados planos de tensio (3.87). Para a matriz CF, utiliza-se sempre a matriz dos estados
planos de tensao. A expressao anterior permite concluir que a matriz de rigidez elementar
¢é dada por
&€

T T 1
K, = J ‘IJT((.'EM) cMEM +(2F) cFaf)\p: dAdX. (3.265)
Ax[0,L] B

Por outro lado, o trabalho virtual das forcas equivalentes (3.110) é dado por

Q,+9Q,; T,+7,
W,y = 5de wll o |dx+edTwlsd?| T, , (3.266)
(0.L] 0 0
X=0,L

de onde se pode retirar o vetor das forcas exteriores elementar

Q,+9Q, T,+7,
Q.= J vl o |adx+w!| T, . (3.267)

[0,L]
0 0 X=0,L

A semelhanca do que ocorre para formulagdes lineares da GBT para barras retas, este
elemento ¢ intrinsecamente insensivel ao locking de corte devido a utilizagao da hipotese
de Vlasov na separagao dos modos de deformacao (em modos de Vlasov, sem deformacao
por corte, e modos de corte), conforme foi discutido na Sec¢ao 3.7. No entanto, como sera
demonstrado na Sec¢ao que se segue, a curvatura natural da barra conduz a existéncia
de outros tipos de locking que nao estao presentes no caso das barras retas (para além
do locking de membrana ja mencionado na Seccao 3.2). Para mitigar este efeito recorre-

se a uma integracao reduzida da matriz de rigidez com 3 pontos de Gauss segundo o
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comprimento do elemento X. Segundo a diregao da linha média y utilizam-se, em geral, 3
pontos — verifica-se que este nimero deve ser aumentado para 5 caso a relagao h/R¢ seja
pequena, onde & é a dimensao da seccao medida na direcao R, em virtude da distribui¢ao
de tensoes ser relativamente complexa, mesmo para os modos de flexao (e.g., recorde-se
que M depende de 6%, que é funcao de § e, portanto, gera uma distribuicao de tensdes
nao-linear mesmo no caso da flexao). Na direcao da espessura z efetua-se integracao
analitica.

Na Seccao 3.10 apresentam-se exemplos numéricos de aplicagao e validagao deste

elemento finito.

3.9 Formulac¢ao de um elemento finito misto

Conforme foi mencionado no final da Sec¢ao anterior, elementos finitos curvos com sec¢ao
deformavel sao suscetiveis a varios tipos de locking. A fonte deste fendmeno pode ser
identificada na matriz auxiliar (3.69), mais exatamente no termo &, que ndo existe para
barras retas e traduz um comportamento ja conhecido para barras de eixo curvo: os
deslocamentos radiais da seccao transversal provocam extensao longitudinal, ¢,,. Por
exemplo, a parcela de membrana (que constitui a principal causa para a ocorréncia de

locking), pode ser escrita como
M _ WCOsSQt+usenp  up

&= = ==, 3.268
11 R R ( )

onde ug € um vetor coluna que contém as fungoes de deslocamento da linha média, na di-
recao radial, relativas a cada modo de deformagao. Assim, qualquer modo de deformagao
que envolva deslocamentos radiais provoca deformacao longitudinal.

Atente-se agora as Eqs. (3.66) e (3.69) e, em particular, a componente ¢,,, que depende
dos termos &, e £;3. O primeiro termo é multiplicado por ¢ enquanto que o segundo
estd associado a ¢”. A discrepancia da ordem polinomial que existe entre os termos &, e
&3, provocada pela interpolagao direta das fungoes ¢y (tal como efetuado na Secgao 3.8)
conduz a ocorréncia de locking.

Deste modo, nesta Sec¢ao propoe-se um elemento finito misto, obtido através da in-
terpolacao direta das fung¢oes de amplitude modal ¢, e das deformagodes associadas a
componente de deformagao & ;.

Em primeiro lugar, as componentes de deformacao compativeis sao dividas da se-

guinte forma

£ =E,D=(E +E,)D, (3.269)
onde
[0 o €] feh oo
Z. =[], o of EZ.=[0 o of (3.270)
0 &, o 0 00
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ou seja, &, contém as componentes de membrana e de flexao &;j que surgem para barras
retas (embora se utilizem, obviamente, as expressoes (3.71)—(3.73) e (3.75)—(3.77)) e E& é
constituida apenas por £;,, que existe apenas para o caso curvo.

A aproximacao da deformacgao é dada por

e=E. D+, (3.271)
ey

eS=]0| (3.272)
0

onde e correspondem as extensdes longitudinais assumidas (o indice superior AS pro-
vém da designacao em lingua inglesa, assumed strain), cuja distribui¢ao na secc¢ao transver-
sal é obtida diretamente de &, para os modos de deformacao relevantes e ¢ interpolada
ao longo do eixo da barra.

Os modos de deformacao de empenamento nao necessitam de uma componente assu-
mida, uma vez que os seus deslocamentos no plano sao nulos (v =w = 0), o que conduz
a &,; = 0. Por outro lado, existem modos que, embora os seus deslocamentos no plano
sejam distintos, apresentam uma dependéncia linear entre si relativamente a &£, (e.g., o
subespaco gerado pelos modos de flexao e torcao possui uma dependéncia linear). Neste
caso, apenas um dos modos deve ser escolhido para deformacao assumida, de modo a
evitar a singularidade da matriz de rigidez.

A dependéncia linear entre os modos de deformagao (relativamente a £,;) pode ser
verificada através do calculo da matriz modal G (3.105) para o conjunto dos modos con-
siderados na analise. O numero de valores proprios nao-nulos da matriz G representa o
namero de deformacbes assumidas a considerar na analise.

As deformacgoes assumidas sao escritas como

=AS
e =5, (5,2)¢,(X), (3.273)
As\T
=AS (£17)
== o | (3.274)
0

onde 6‘1415 contém as componentes independentes de &, e o vetor ¢, possui as respetivas
funcoes de amplitude.
A formulacao do elemento finito misto baseia-se no formato deformagao-deslocamento

do funcional de Hellinger-Reissner, dado por

1
TMpyp = f (—.eTc:g—gTC(e—ec)—UTq)£ dAdX - f uTe S da (3.275)
AX[0,1] Rc¢

A C X=0,L
Os parametros a interpolar correspondem as fun¢oes de amplitude modal, ¢, e as fungoes
de amplitude das deformagoes assumidas, ¢,. A interpolacao das fungoes ¢ ¢ feita de

acordo com a abordagem seguida para o elemento finito de compatibilidade (3.8), ou seja,

O(X) =W 4d,, (3.276)
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onde a matriz W e o vetor d sao idénticos aos apresentados nas Egs. (3.263), (3.257)
e (3.258).

Relativamente as deformagoes assumidas, utilizam-se polinémios de 1.° grau para
interpolar as respetivas fungoes de amplitude ¢, (estes coincidem com os polindmios
de Lagrange L; e L, indicados nas Eqs. (3.253) e (3.254)). De facto, verificou-se que a
utilizagao de polinémios de grau superior nao conduz a melhores resultados e note-se
que fungoes lineares permitem colmatar a discrepancia entre os graus polinomiais anteri-
ormente referida, uma vez que ¢, e ¢ nas Eqs. (3.271) e (3.273) sao agora interpoladas
por fungdes com o mesmo grau. Assim, sendo D, o numero de deformagdes assumidas, a

interpolagao pode ser escrita como

¢. =W (X)d,, (3.277)

v.=[1,|L, ] (3.278)

d. = qbf—(o)], (3.279)
qbg(LE)

onde L; = diag(L;,...,L;), cuja dimensio é igual a D,.
Utilizando as Eqs. (3.269)—(3.274), as interpolagoes referidas em (3.276)—(3.279) e
invocando a estacionariedade do funcional (3.275) relativamente as variaveis indepen-

dentes, obtém-se

STIyr =0
= (66" Ce.—oe" Ce+ el Ce-5U" q) dAdX - f oUuTtdA =0
Ax[0,L] A X=0,L
© 0dj(Kypdy+Kped, = Q,)+06d! (Keede +KJ dy) =0, (3.280)
onde
[ wr
Kyp = Jo L]‘I’qsk(pfp‘l’(ﬁ dXx, (3.281)
" R (=T ... =T =
kyp = R—(.:.g CE, +&, C.:.g) dA, (3.282)
JA INC
Ky = Jo L]\pgkw\pg dx, (3.283)
" R =T =AS
kye = ) Re Z,CE, dA, (3.284)
K, = —J[O L]‘pz"k&wg dX, (3.285)
=As\T _—as
k., = L(ag ) cz® aa, (3.286)
Q,+9Q, T,+7,
_ T T
Qe_j[oqu5 Q, |dx+wi| T, : (3.287)
0 0 X=0,L
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Fazendo o6d. = 0e 6dy = 0, a Eq. (3.280) fornece, respetivamente,

K¢¢d¢ +K¢€dg:Qe, (3288)

K}ggd(p +Koed, =0 (3.289)
ou, em formato matricial,

Koo Koelldg| _|Qef (3.290)

Ki, Kel|ld:| |0

Os graus de liberdade d. podem ser condensados estaticamente de forma a obter uma ma-
triz de rigidez dependente apenas dos graus de liberdade associados aos deslocamentos,
d . Assim, tendo em conta que d. = —K;'KT

gdqe,, obtém-se

(Kpgp —KpeKZ KJ ) dy = Q.. (3.291)

K,

Seguindo um processo analogo a Seccao 3.8, os termos de membrana e de flexao podem
ser desacoplados através de R/R¢ = 1/f e a matriz de rigidez pode ser decomposta numa
parcela de membrana e numa parcela de flexao.

Na Seccao 3.10 sao apresentados exemplos numéricos de aplicacao e validagao deste

elemento finito.

3.10 Exemplos numéricos

Nesta Secgao apresentam-se exemplos de aplicagao e validagao dos elementos finitos pro-
postos nas Secgoes 3.8 e 3.9. Todos os exemplos apresentados consistem em arcos de 90°
em consola, sujeitos a for¢as concentradas aplicadas na extremidade livre. Os exemplos
diferem entre si na geometria da secgao transversal, no raio de curvatura do eixo da peca
e na orientacao/magnitude da carga aplicada. Embora pudessem ter sido consideradas
outras geometrias, carregamentos ou condi¢oes de apoio (um exemplo correspondente a
uma barra simplesmente apoiada com 30° pode ser encontrado em Peres et al. (2018b)),
como se vera, os exemplos considerados permitem observar claramente todos os fendme-
nos peculiares exibidos por barras curvas. Em particular, observa-se que a acao de carga
concentradas pode provocar deformagao da secgao transversal ao longo de todo o compri-
mento da barra (para além de acoplamento extensao/flexao no plano e torgao/flexao para
fora do plano), um fenémeno que nao ocorre em barras retas, para as quais a deformacao
local e distorcional da sec¢ao diminui rapidamente com a distancia ao ponto de aplicacao
da carga — ver, e.g., Garcea et al. (2016). Em todos os casos, o material possui médulo de
elasticidade E = 210 GPa e coeficiente de Poisson v = 0, 3, e o centro da sec¢ao C coincide
com o centroide.

A implementagao de ambos os elementos finitos foi feita com recurso ao programa

MATLAB (2018) e considerou-se sempre uma discretizagao uniforme (elementos de igual
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comprimento) ao longo do eixo da barra. Conforme se referiu anteriormente, recorre-se
a integracao reduzida para mitigar o efeito de locking existente sempre que se utiliza
o elemento de compatibilidade. Verifica-se que trés pontos de integrag¢ao na diregao X
sao adequados para obter resultados precisos. No caso do elemento misto, verificou-se
que o aumento do numero de pontos de integracao na direcao X para além de 5 tem
efeitos virtualmente nulos nos resultados, o que permite concluir que, como esperado, a
aproximagado mista torna-se insensivel ao nimero de pontos de integracao. Para a integra-
¢ao segundo y utilizam-se 3 pontos de Gauss, embora se deva recordar que este numero
deve ser aumentado sempre que a relagdo h/R¢, onde h ¢ a altura da secgao transversal
medida na direcao do eixo R, for pequena (ndo acontece em nenhum exemplo). A inte-
gracdo na direcio z é feita analiticamente, em virtude da adogdo da hipétese R/R¢ ~ 1/8
(a qual permite também desacoplar os termos de membrana e flexao). Deve-se relembrar
que, sempre que nao sao utilizados modos de extensao transversal, o que consiste em
considerar E% =0, utiliza-se a matriz constitutiva (3.128) para os termos de membrana.

A validagao dos resultados é feita através da comparagao com resultados obtidos
com modelos refinados de elementos finitos de casca de quatro nés. Nos primeiros qua-
tro exemplos (Secgoes 3.10.1 e 3.10.2), que foram publicados em Peres et al. (2016a),
utilizou-se o programa ANSYS (2016) e o elemento SHELL181, enquanto que nos restan-
tes exemplos (Peres et al., 2018a, 2020a) recorreu-se ao programa ADINA (Bathe, 2019) e
ao elemento MITC (Bathe e Dvorkin, 1985).

De seguida apresentam-se os varios exemplos numeéricos considerados. Os exemplos
apresentados nas Sec¢oes 3.10.1-3.10.5 envolvem o elemento finito de compatibilidade,
enquanto que o elemento misto € utilizado nos exemplos da Secgao 3.10.6.

Na Sec¢ao 3.10.1 analisa-se um arco com seccao transversal em I para trés situagoes
distintas. Em primeiro lugar orienta-se a sec¢ao de forma a que a alma esteja contida no
plano de curvatura e aplica-se uma forga vertical concentrada no centrdide, causando
deformacao por flexao-tor¢ao. De seguida considera-se a sec¢ao rodada 45° e sujeita a
uma for¢a com dire¢ao radial aplicada no ponto de interse¢ao banzo-alma — este exemplo
permite demonstrar a versatilidade da formulagao ao se utilizarem secgoes cujos eixos
principais ndo sao paralelos aos eixos do referencial global. Finalmente, considera-se a
seccao orientada como no primeiro exemplo, mas com a espessura reduzida e aplicando
duas for¢as autoequilibradas nas extremidades dos banzos, de forma a causar deformacgao
local. Deve-se ainda referir que se utiliza a abordagem A1 para o calculo dos modos de
deformacao.

Na Secc¢ao 3.10.2 é estudado um arco com secc¢ao tubular quadrada sujeito a uma
carga excéntrica relativamente ao centréide da secgao, provocando deformacao por flexao-
torcao e distor¢do. A semelhanga dos exemplos anteriores, os modos de deformagao so
calculados utilizando a abordagem Al.

Nos trés exemplos seguintes utiliza-se a abordagem A2 para calcular os modos de
deformacao, uma vez que as sec¢oes transversais utilizadas sao muito mais complexas,

tornando pouco pratico a utilizacao da abordagem A1l. Na Seccao 3.10.3 analisa-se uma
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seccao em C com reforcos sujeita a duas forcas autoequilibradas aplicadas nos pontos de
interse¢ao banzo-reforco, provocando distor¢ao ao longo de toda a barra. A Seccao 3.10.4
envolve uma seccao fechada com trés células sujeita a uma forga vertical (segundo Z)
aplicada num dos cantos da sec¢ao. Finalmente, na Secgao 3.10.5 estuda-se uma secgao
em caixao bitrapezoidal sujeita a uma forga vertical, também aplicada num dos cantos da
secc¢ao.

Por ultimo, na Seccao 3.10.6 apresentam-se trés exemplos de aplicacdo e validagao
do elemento finito misto desenvolvido na Seccao 3.9. Comega-se por analisar uma barra
com secc¢ao em I sujeita a uma forga aplicada no ponto superior de intersecao banzo-alma
— este exemplo permite verificar o desempenho do elemento misto face a presenca de
locking de membrana. O segundo exemplo envolve uma sec¢ao em C com reforgos sujeita
a duas forgas aplicadas nos pontos de intersecao banzo-alma, causando deformacao por
flexao-tor¢ao — identifica-se a existéncia de diferentes tipos de locking para além do
associado a flexdo-tor¢ao. Finalmente, estuda-se uma sec¢ao em L com reforcos sujeita a
uma for¢a aplicada no ponto de interse¢ao das abas, provocando distor¢ao significativa

da seccao.

3.10.1 Aplicacao da abordagem A1 para estudar sec¢oes em I

Em primeiro lugar estudam-se arcos com secgao em I, utilizando os modos de deformagao
obtidos através da abordagem A1l (recordar Secgao 3.7.1). De acordo com esta abordagem,
utilizando o programa GBTUL e uma discretizagdo da secgdo com um unico n6 intermé-
dio na alma, obtém-se os 21 modos de deformacao indicados na Figura 3.11, sendo que
os deslocamentos no plano da sec¢ao dos modos naturais de Vlasov (para esta secgao
correspondem apenas aos quatro modos de “corpo rigido”) dependem da orientagao da
seccao transversal, conforme se discute de seguida, e por isso nao sao representados na
figura — apenas se mostram as fun¢des de empenamento associadas.

As configurac¢des dos modos de corpo rigido sao determinadas de acordo com o pro-
cesso descrito na Secgao 3.7.1, sendo dependentes das curvaturas K, de cada parede.
A Figura 3.12 mostra estas configuragoes para varias orienta¢des da sec¢do. Verifica-se
que a forma dos modos varia com a orientagao da seccao e podem ser tecidos os seguintes

comentarios:

(i) O modo 1 (extensao) envolve um deslocamento radial igual a 1/R¢, o que esta de

acordo com a Eq. (3.161).

(ii) Para os casos a e b, as formas dos modos 2 e 3 (flexao) correspondem as calculadas
nas Secgoes 3.6.1 e 3.6.2 — em particular, conforme foi ja visto nessas Sec¢oes, surge
rotacao de tor¢ao igual a 1/R¢ associada a flexao em torno de R (modo 2 do casoa e
modo 3 do caso b). No caso ¢, ambos os modos de flexao possuem rotagao de torg¢ao,
o que se deve ao facto de os eixos principais da sec¢ao nao serem paralelos aos do
referencial global, ao contrario do que foi adotado na deducao das expressoes (3.167)
e (3.203).
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E—f—" Discretiza¢do: 0 nds naturais
X nods intermédios
f=3
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Figura 3.11: Modos de deformagao para uma sec¢ao em I de acordo com a abordagem A1l
(no caso dos modos 1 a 4 apenas se representam as fun¢oes de empenamento).

(iii) Relativamente ao modo 4 (tor¢ao), verifica-se que podem ocorrer deslocamentos do
centro C, mostrando que a hipotese dcy = dcg = 0 adotada na Secgao 3.6.2 nao é

valida. No entanto, tais deslocamentos sao relativamente pequenos.

Seguidamente analisa-se, com o elemento finito de compatibilidade, um arco com
Rc =5 m. Nas analises efetuadas nesta Secgao, a integragao foi feita utilizando 3 pontos
de integracao segundo X e y (recorde-se que a integracao segundo z € analitica).

Na Figura 3.13 representam-se os resultados obtidos para o caso da alma contida no
plano de curvatura (corresponde ao caso b da Figura 3.12), quando atua uma forca no
centro C da seccao de extremidade, segundo Z. Na figura, a tabela fornece o deslocamento
vertical (segundo Z) do ponto de aplicagao da carga, obtido com (i) um modelo com 2532
elementos finitos (EF) de casca, (ii) 20 elementos finitos da GBT e varios conjuntos de
modos de deformacao, e (iii) a solucao de Vlasov (o calculo foi feito para 30 elementos
idénticos aos descritos em El-Amin e Kasem (1978), utilizando fun¢oes de Hermite para
aproximar o campo de deslocamentos — a formulagdo deste elemento pode ser consultada
no Anexo A).

Em primeiro lugar, note-se que a solugao de Vlasov esta 15% abaixo do resultado
obtido com elementos de casca. Esta diferenga é facilmente explicada através de uma
analise dos restantes resultados na tabela, uma vez que os modos locais de placa (LP) e
de corte (C) exercem uma influéncia significativa no resultado. De facto, utilizando estes

modos, a solugao da GBT difere apenas 3% da do modelo de casca e, caso se utilizem
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Modo 1 Modo 2 Modo 3 Modo 4
Extensao Flexao em torno do Flexdao em torno do Torcao
eixo de maior inérciaeixo de menor inércia
1/ RC . 1 —

a h VRe( |51 Tg

1‘/-
V2h?/8R¢

Figura 3.12: Componentes no plano dos modos de deformagao de corpo rigido para barras
curvas com sec¢ao em I orientada de trés formas distintas.

30 elementos finitos da GBT, esta diferenca baixa para 2,5%. Neste exemplo nao sdo
apresentados resultados com modos de extensao transversal, uma vez que se verificou
que estes tém um papel virtualmente nulo. O grafico de convergéncia por baixo da tabela
corrobora estes resultados: usando 10 EF os valores do deslocamento ja sao bastante
proximos dos obtidos com o modelo de elementos de casca, e nao se justifica considerar

mais do que 20 elementos.

Os resultados tabelados mostram ainda que existe uma ligeira diferenca entre as
solucdes de Vlasov e da GBT-CR, que pode ser explicada relembrando que na Secgao 3.6.2

foi demonstrado que as equagdes de Vlasov sao uma simplificacao das obtidas com a GBT.

As configuragoes deformadas representadas na Figura 3.13 permitem verificar que
existe uma excelente concordancia entre os resultados obtidos com os modelos de casca
e da GBT (com todos os modos de deformacao). No entanto, verifica-se que, embora os
modos LP e C tenham influéncia nos valores do deslocamento do ponto de aplicagao da
carga, a sua presenca nao ¢ visivel nestas configuragoes. Os graficos de amplitude modal
apresentados na parte de baixo da figura permitem tecer alguns comentarios a respeito
desta observagao. O grafico da esquerda permite concluir que a flexao e a torgao sao
os modos predominantes, sendo as respetivas amplitudes superiores as dos modos LP e
C por duas ordens de magnitude. No grafico da direita apresentam-se exclusivamente
as func¢oes de amplitude dos modos LP e C (a numeracao corresponde a indicada na
Figura 3.11). Observa-se que, curiosamente, as fungoes apresentam valores mais elevados
perto da sec¢ao de encastramento e que os modos LP 5 e 6 (rotagao do banzo e flexao

transversal da alma) sao os mais relevantes, embora os modos LP 7 (flexdo transversal
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R Discretizagao:
[0 nos naturais
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Figura 3.13: Flexao para fora do plano de um arco com sec¢ao em I, com a alma contida

no plano de curvatura.
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simétrica) e 0 modo de bicorte 12 também nao tenham um papel desprezavel.

Considere-se agora que a seccgao transversal forma 45° com os eixos R e Z, tal como no
caso ¢ da Figura 3.12. Aplica-se uma carga na direcao radial, no né inferior de intersecao
banzo-alma da sec¢ao de extremidade, conforme mostrado na Figura 3.14. O objetivo
deste exemplo é demonstrar que a formulagao proposta é facilmente adaptavel a casos
mais complexos, com sec¢oes rodadas em relagao aos eixos globais (as paredes da secgao
formam faixas cénicas).

A tabela da Figura 3.14 permite comparar o deslocamento radial do ponto de aplicacao
da carga, obtido com um modelo refinado de elementos de casca (3151 EF) e com 20
elementos da GBT e varios conjuntos de modos de deformacgao. Conclui-se que os modos
de corte nao tém um papel significativo nos resultados (os modos de extensao transversal
também podem ser desprezados) e que os modos locais de placa sao fundamentais na
obtencao de resultados precisos — com estes modos a diferenga para a solugao obtida
com o modelo de elementos de casca é de apenas 2,0%. Mais uma vez, as configuragoes
deformadas apresentadas evidenciam a excelente concordancia entre as solugoes dos
modelos de casca e da GBT.

Os dois graficos de amplitude modal apresentados na parte de baixo da Figura 3.14
também permitem retirar informagoes relevantes. Os quatro modos de corpo rigido (CR)
sao predominantes, tendo amplitudes varias ordens de grandeza acima das dos modos LP.
No entanto, tal como ja foi referido e a semelhanc¢a do exemplo anterior, os modos LP nao
sao visiveis na configuracao deformada mas sdo essenciais para obter um valor preciso do
deslocamento do ponto de aplicagao da carga — em particular, os graficos de amplitude
modal permitem concluir que os modos LP 5, 6, 7 e 9 sao os que tém maior participagao.

Por fim, considere-se que a seccdo esta de novo orientada de modo a que a alma esteja
contida no plano de curvatura (caso b da Figura 3.12), mas que agora atuam na barra duas
forcas autoequilibradas, aplicadas nas extremidades dos banzos da sec¢ao de extremidade
livre, provocando deformacao local. Os resultados sao apresentados na Figura 3.15.

Na tabela da Figura 3.15 apresentam-se os valores do deslocamento radial dos pontos
de aplicacao das cargas, obtidos com o modelo de elementos de casca (2532 EF) e com
os elementos finitos da GBT, considerando todos os modos de deformacao e 20, 30 e 50
elementos de igual comprimento. A solu¢ao da GBT com 20 elementos ja se encontra
bastante proxima da obtida com o modelo de elementos de casca (1,2%) e aumentando o
numero de elementos para 50 obtém-se uma diferenca relativa virtualmente nula (0,2%).
A excelente concordancia entre os resultados ¢ também evidenciada pelas configuragoes
deformadas ilustradas na figura, principalmente perto da extremidade livre (a configura-
¢ao deformada obtida com a GBT corresponde a 30 elementos finitos).

Na parte inferior da Figura 3.15 apresentam-se os graficos de amplitude modal, sendo
o grafico da direita uma ampliagao do intervalo [~1 x 1074,1 x 1074], para permitir vi-
sualizar a participacao dos modos locais de placa. Ao longo do comprimento da pega,
as participagoes mais significativas correspondem a flexao em torno da menor inércia

(modo 3) e tor¢ao (modo 4). Na vizinhanca da extremidade livre, os modos locais de placa
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Figura 3.14: Arco com sec¢ao em I rodada 45°.
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Amplitude modal
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Figura 3.15: Arco com seccao em I sujeito a forgas autoequilibradas.
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também sao relevantes devido ao efeito das forcas concentradas. Em particular, o modo
LP 5 tem uma participagao mais significativa que os restantes, uma vez que a sua forma
corresponde precisamente a deformacao imposta pelas forcas (relembrar a forma dos
modos na Figura 3.11) — o modo LP 7 tem uma forma semelhante, mas a sua partici-
pagao modal é inferior a do modo LP 5. Os modos LP 8 e 9 tém participagdes modais
virtualmente coincidentes, causando flexao dos banzos com amplitudes idénticas. Para
além disso, verifica-se que a sec¢ao de extremidade possui uma configuracao complexa,
com a participagao de varios modos (as curvas nao numeradas correspondem a modos de

extensao transversal).

3.10.2 Seccao quadrada

Este exemplo diz respeito a um tubo quadrado, conforme se mostra na Figura 3.16. Tal
como nos casos da Seccao anterior, utiliza-se a abordagem A1 para determinar os modos
de deformacgao. Para este exemplo particular nao é necessario considerar nés intermé-
dios na discretizacao da seccao, pelo que se obtém os 12 modos de deformacao que se
mostram na figura. Os primeiros trés modos de corpo rigido satisfazem a hipo6tese de Vla-
sov (3.129). Uma vez que a secgao é fechada, o modo de tor¢ao (modo 4) causa distor¢ao
de membrana e, portanto, nao verifica a hip6tese de Vlasov — por esta razao, utiliza-se
o modo de torgao correspondente a barras retas. Os modos de corte envolvem um modo
distorcional no plano (modo 5) e trés funcoes de empenamento, onde as duas primeiras
(modos 6 e 7) correspondem ao empenamento dos modos 2 e 3. E de notar que na GBT
classica o modo 5 corresponde ao tinico modo distorcional de Vlasov (sendo o modo 8 a
sua correspondente func¢ao de empenamento) e, portanto, de acordo com a abordagem
Al, seria necessario recalcular os deslocamentos no plano da seccao de modo a satisfazer
a hipotese de Vlasov. No entanto, tal abordagem nao foi seguida, tendo-se separado sim-
plesmente as componentes no plano (modo 5) e de empenamento (modo 8). Finalmente,
obtém-se quatro modos de extensao transversal.

A barra esta sujeita a uma carga excéntrica aplicada num dos cantos da seccao trans-
versal da extremidade livre, como se mostra na Figura 3.17. Na integracao reduzida foram
utilizados 3 pontos segundo X e segundo y. A tabela da figura fornece o deslocamento
vertical do ponto de aplicagao da carga, obtido com um modelo refinado de elementos de
casca (5028 EF) e os elementos finitos da GBT, com 20 elementos de igual comprimento
e diferentes conjuntos de modos de deformagao. Estes resultados mostram que o modo
de corte 5 é essencial para obter um valor correto para o deslocamento, fazendo com que
a diferenca em relacao ao resultado obtido com o modelo de elementos de casca baixe
de 68% para menos de 1%. A inclusdao dos modos de extensao transversal na analise nao
revelou melhorias significativas nos resultados.

Na Figura 3.17, o grafico apresentado abaixo da tabela mostra a evolugao do des-
locamento vertical do ponto de aplicacao da carga, calculado com todos os modos de
deformacdo, em fun¢dao do nimero de elementos finitos da GBT (1, 2, 3,4, 5, 10,20 e

50 EF). Verifica-se que quatro elementos ja permitem obter resultados bastante precisos
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i Discretiza¢do: 0 nds naturais
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Empenamento
A No plano

Figura 3.16: (a) Geometria, discretizacao e propriedades materiais e (b) modos de defor-
magao para um tubo quadrado.

(a diferenca relativamente ao resultado do modelo de elementos de casca esta abaixo de
2%), o que pode ser justificado pelo facto de a deformagao nao ser severamente localizada
neste exemplo particular. As amplitudes modais, representadas graficamente na parte
inferior da figura, mostram que os modos 2 (flexao), 4 (tor¢ao) e 5 (corte distorcional)
sao os mais relevantes. Em particular, note-se que, muito embora a forga seja aplicada na
extremidade livre, as amplitudes dos modos 4 e 5 nao sao de todo localizadas perto dessa
seccao, variando de forma suave ao longo de todo o comprimento da barra — note-se que
o maximo da distor¢ao ocorre aproximadamente a meio da barra (X/L =0, 5).
Finalmente, as configuracoes deformadas da Figura 3.17 mostram, uma vez mais, a
excelente concordéncia entre os dois modelos de elementos finitos (casca/barra). Estas
configuragoes permitem verificar que existe distor¢ao da sec¢ao ao longo de toda a peca.
Antes de prosseguir, deve referir-se que, daqui em diante, em todos os exemplos os mo-

dos de deformacao sao calculados com recurso a abordagem A2 (recordar a Secgao 3.7.2).

3.10.3 Seccao em C com reforgos sujeita a uma carga distorcional

Neste exemplo analisa-se um arco com uma sec¢ao em C com refor¢os, com a geometria
e propriedades materiais indicadas na Figura 3.18. Para obter os modos de deformacao
(abordagem A2, Secgao 3.7.2), a secgao é discretizada conforme indicado na figura, per-
mitindo obter 39 modos. As configuracoes dos modos relevantes para este exemplo estao
representados na figura — para os modos locais de placa apenas se representa a compo-
nente no plano, uma vez que o empenamento ¢ muito reduzido face aos deslocamentos
no plano.

Considera-se que o arco esta sujeito a duas forcas opostas horizontais autoequilibradas
de 0,01 kN, aplicadas nos nos de intersecao banzo-reforco da sec¢ao de extremidade livre,
de forma a provocar distor¢ao da secc¢ao. Os resultados sdo apresentados na Figura 3.19.

Na analise foram considerados 3 pontos de integracao segundo X e v.

87



CAPITULO 3. FORMULACAO LINEAR PARA BARRAS DE EIXO CIRCULAR

R Discretizagao: - ==
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Figura 3.17: Arco com secgao tubular quadrada, sujeito a uma carga vertical excéntrica.

A tabela na Figura 3.19 compara o deslocamento horizontal dos refor¢os na sec¢ao
de extremidade livre, recorrendo a um modelo de elementos de casca (7066 EF) e ao
elemento finito de compatibilidade da GBT (com 50 elementos e varias combinagoes de
modos de deformagao). Estes resultados mostram que a utiliza¢ao conjunta dos modos
de corpo rigido (CR), distorcionais (D) e locais de placa (LP) conduz a resultados muito
precisos — o deslocamento horizontal dos pontos de aplicacao da carga possui uma
diferenca de cerca de 2% relativamente a solucdo obtida com o modelo de elementos de
casca. No entanto, devido a natureza localizada da deformacéo, é necessario considerar os
modos de corte que, como se verifica, assumem também um papel importante, baixando
a diferenga relativa ao modelo de elementos de casca para menos de 1%. A influéncia dos

modos de extensao transversal revelou-se virtualmente nula, pelo que estes nao foram

88



3.10. EXEMPLOS NUMERICOS

a R ‘ Discretizagdo: 0 nds naturais
x noés intermédios
1 .
7 & Material: E = 210 GPa
v =03
fs (mm) R =1,5m
100
b Modos de Vlasov
Extensao Flexao Flexao Torcao Distorcao
1 2 3 4 5 6
A _
N Ve >
Empenamento N <
\ N

LTI TE )

Modos locais de placa no plano
7 8 9 14 15

winlxieininisinin

Modos de corte II: 16 a 20 (ver a componente de empenamento dos modos 2 a 6)

Modos de corte III ( empenamento

SR

Figura 3.18: Seccao em C com reforcos: (a) geometria, discretizagao e propriedades mate-
riais e (b) modos de deformacao para Rc = 1,5 m.

incluidos na analise. As configuragoes deformadas mostram de forma clara uma excelente

concordancia entre os dois modelos.

Os graficos de amplitude modal fornecidos na parte inferior da Figura 3.19 permitem
retirar algumas conclusoes importantes — o grafico da esquerda diz respeito aos modos
CR+D, o da direita mostra as participa¢cdes dos modos LP e o de baixo mostra os modos C.
Embora as amplitudes dos modos LP sejam significativamente mais baixas que as dos
modos CR+D, estes modos sao indispensaveis, conforme foi ja referido, para obter resul-
tados precisos (ver a tabela na figura). Como esperado, as amplitudes modais apenas sao
significativas para X/L > 0,5, devido a deformacao localizada na extremidade livre. Os
modos C tém uma ligeira influéncia no resultado (tém participagoes modais inferiores as
dos modos LP) e as respetivas fun¢oes de amplitude apenas sao relevantes muito perto

da extremidade.
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lZ—>R

Discretizagao:
O nds naturais
X nos intermédios
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Figura 3.19: Arco com seccao em C sujeito a uma carga distorcional.
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a R Discretizagdo: 0 nds naturais
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=]
I v =103
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Modos de Vlasov Modos de corte 1 Modos distorcional
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Figura 3.20: Seccao fechada com trés células: (a) geometria, discretizacao e propriedades
materiais e (b) modos de deformagao para R =2 m.

3.10.4 Seccao fechada com trés células sujeita a uma carga transversal

excéntrica

Neste exemplo analisa-se a seccao fechada com trés células representada na Figura 3.20. A
seccao foi discretizada com um no intermédio em cada parede (perfazendo um total de 10
no6s intermédios), obtendo-se 54 modos de deformagao (abordagem A2) — na Figura 3.20
apresentam-se os primeiros 17 modos, relevantes para o exemplo em estudo, com R¢ =

2 m.

Considera-se que o arco esta sujeito a uma forca vertical excéntrica em relacao ao
ponto C, aplicada num dos cantos da sec¢ao de extremidade livre, conforme mostra
a Figura 3.21. Tal como nos exemplos anteriores, consideram-se varias combinagdes de
modos de deformacao da GBT, nomeadamente: (i) modos de corpo rigido (CR), onde
se inclui o modo de corte 4, correspondente a torcao (ii) o inico modo distorcional de
Vlasov (D) e (iii) modos locais de placa (LP). A influéncia dos restantes modos, i.e., de
corte e de extensao transversal, é desprezavel (embora os modos 5 e 6 sejam representados

na Figura 3.20). Na analise foram considerados 3 pontos de integracao segundo X e y.
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Figura 3.21: Seccao fechada com trés células sujeita a uma carga transversal excéntrica.
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Os resultados sao apresentados na Figura 3.21. A tabela mostra o deslocamento verti-
cal do ponto de aplicagao da carga obtido com um modelo de elementos finitos de casca
(9146 EF) e 50 elementos finitos da GBT. Constata-se, mais uma vez, que a solugao da
GBT é virtualmente coincidente com a do modelo de elementos de casca quando sao in-
cluidos os modos CR+D+LP na analise. De facto, embora a carga provoque a distor¢ao da
secgao, ao incluir apenas os modos CR+D, o resultado difere 7,5% da solugao obtida com
o modelo de elementos de casca. Acrescentando os modos locais de placa, esta diferenca
é reduzida para 0,3%, demonstrando a influéncia da deformacao local na pega — esta
deformagao ocorre de forma significativa perto da sec¢ao de encastramento, como se pode
observar nos graficos de amplitude modal (direita) e no detalhe da figura. De facto, os
modos 9, 11, 13 e 15, caracterizados por terem uma forma antissimétrica relativamente
ao eixo R, possuem uma maior participagao face aos restantes modos locais de placa. O
grafico de amplitude modal da esquerda permite ainda mostrar a existéncia de tor¢ao e
distor¢ao ao longo de toda a barra. As configura¢des deformadas mostram mais uma vez

uma excelente concordancia entre ambos os modelos.

3.10.5 Seccao fechada bitrapezoidal

Este exemplo consiste numa sec¢ao celular bitrapezoidal retirada de Garcea et al. (2016).
A geometria da sec¢ao transversal e a sua discretizagao sao apresentadas na Figura 3.22, a
qual conduz a 51 modos de deformagao. Os modos relevantes para o exemplo em estudo
sao apresentados na figura para R¢c = 2 m. Na analise foram considerados 3 pontos de

integragao segundo X e segundo y.

Na Figura 3.23 mostram-se os resultados obtidos para um arco com o mesmo raio,
sob a agao de uma carga vertical excéntrica aplicada na extremidade livre. O desloca-
mento conjugado da carga é apresentado na tabela para um modelo de elementos de
casca (22654 EF) e para 50 elementos da GBT, onde se utilizam varias combinagdes de
modos de deformagao. Conclui-se uma vez mais que os modos de corpo rigido ndo con-
seguem, por si sO, reproduzir o comportamento da peca. Em particular, os trés modos
distorcionais de Vlasov (6 a 8) sao essenciais para obter resultados precisos, reduzindo a
diferenca em relacdo ao modelo de elementos de casca em cerca de 27%. A tabela mostra
ainda que a inclusao dos modos (i) locais de placa (LP 9 a 17), (ii) fluxo de corte I dis-
torcional (FC 5) e (iii) corte Il e III (C 18 a 33) permite reduzir a diferenca relativa para
um valor virtualmente nulo. As configura¢des deformadas mostram, novamente, uma

excelente concordancia entre os modelos.

Os graficos de amplitude modal apresentados na parte inferior da Figura 3.23 permite
verificar que os modos de flexao e de torcao sdao predominantes e, atendendo ao grafico
da direita, os modos distorcionais de Vlasov assumem um papel relevante em todo o
comprimento da barra, seguidos pelo modo de corte distorcional 5. Observa-se ainda que

os modos locais de placa apenas se revelam importantes junto a sec¢ao de encastramento.
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a R Discretizacdo: 0 nds naturais
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Figura 3.22: Seccao celular bitrapezoidal: (a) geometria, discretizacao e propriedades
materiais e (b) modos de deformagao para R =2 m.
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Discretizagao:
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Figura 3.23: Seccao bitrapezoidal sujeita a carga excéntrica.
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a R Discretizagdo: 0 nds naturais
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Figura 3.24: Seccao em I: (a) geometria propriedades materiais e discretizagao, (b) modos
de deformacao e (c) campos de deformag¢des de membrana assumidas.

3.10.6 Comparacao entre os elementos de compatibilidade e misto

Nestes trés altimos exemplos é feita uma comparacao entre os elementos finitos de com-
patibilidade e misto, apresentados nas Secgoes 3.8 e 3.9, respetivamente. Para além disso,
sao utilizados modelos refinados de elementos finitos de casca para validar os resultados
obtidos. Deve-se referir que em todos os exemplos a integragao foi feita com recurso a
quadratura de Gauss, tendo-se utilizado 3 pontos de integracao segundo X no elemento
de compatibilidade (a semelhanca dos exemplos anteriores) e 5 pontos para o elemento
misto. De facto, no elemento misto verificou-se que aumentar o numero de pontos se-
gundo X para valores superiores a 5 nao revela alteragoes nos resultados. Segundo y
foram utilizados 3 pontos de integracao e segundo z a integracao é feita analiticamente.

O primeiro exemplo consiste num arco com sec¢ao em I. Na Figura 3.24 apresenta-se
a geometria da secgao e a respetiva discretizacao, os modos de deformacgao (devido a sua
contribuicao negligenciavel para os resultados, nao se incluem os modos de corte e de
extensdo transversal) e os campos de deformacdes assumidas utilizados na analise® (o
numero do modo de deformacao associado a deformacao assumida é indicado). Dado que
o problema é plano, os modos de deformagao para fora do plano (3 e 4) e as respetivas
deformacdes assumidas nao sao incluidos na analise.

O arco esta sujeito a flexao no plano de curvatura, provocada por uma forga vertical

aplicada na extremidade livre da peca, na intersecao de banzo superior-alma, conforme

3Note-se que se representam apenas as deformacdes de membrana, dado que as parcelas de flexdo sdo
dificeis de reproduzir graficamente (variam na espessura).
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mostra a Figura 3.25, onde também sdo apresentados os resultados obtidos. Na tabela
apresentam-se os valores do deslocamento do ponto de aplicagao da for¢a obtidos com (i)
o modelo de elementos de casca (3778 EF), (ii) a solucao de Winkler e (iii) 30 elementos
mistos de barra considerando diferentes modos de deformagao. Conforme esperado, o
resultado obtido com a GBT utilizando apenas os modos 1 e 2 (extensao e flexao em torno
do eixo de maior inércia, respetivamente) coincide com a solucao da teoria de Winkler,
uma vez que esta nao tem em conta a deformacao da seccao transversal. Por outro lado,
os modos locais de placa sao essenciais para obter um valor preciso para o deslocamento

medido, obtendo-se uma diferenca relativa ao modelo de elementos de casca de 2,6%.

Na parte superior da figura mostram-se as configuragdes deformadas obtidas com
o elemento finito misto (com 30 elementos, todos os modos de deformagao e campos
de deformacdes assumidas) e elementos finitos de casca (3778 EF). O detalhe da seccao
de extremidade mostra a ocorréncia de “enrolamento” (curling na designacao em lingua
inglesa) dos banzos. Este fendmeno apenas ocorre em pegas retas ao considerar os efeitos
geometricamente nao-lineares, mas em pegas curvas surge mesmo no caso linear, devido
a curvatura inicial da pega.

Os graficos a e b da Figura 3.25 permitem comparar o desempenho dos elementos de
compatibilidade e misto relativamente a solugao obtida com o modelo de elementos fini-
tos de casca, em fun¢ao do numero de elementos finitos (de barra), quando se consideram
na analise os modos 1 e 2 (grafico a) e todos os oito modos (grafico b). Verifica-se que (i) o
elemento misto converge mais rapidamente que o elemento de compatibilidade e (ii) os
modos locais de placa sao fundamentais para obter resultados proximos dos do modelo
de casca (neste caso, os valores da GBT diferem cerca de 2.6% dos resultados obtidos com
o modelo de elementos de casca).

Os graficos na parte inferior da Figura 3.25, c e d, mostram o andamento das fungoes
de amplitude modal. Estas fung¢des coincidem para o elemento de compatibilidade e misto
quando se adota um numero de elementos suficientemente refinado (30 elementos, neste
caso). Conclui-se que os modos 1 (extensao) e 2 (flexao em torno do eixo de maior inércia)
tém maior relevancia, embora os modos locais de placa 7 e 8 também sejam essenciais
para capturar o fenémeno de enrolamento dos banzos. A participagao dos modos 5 e
6 é nula, uma vez que representam modos antissimétricos relativamente ao plano de

curvatura da barra.

Considere-se agora a sec¢ao em C com reforcos ja analisada na Secgao 3.10.3 (Fi-
gura 3.18). Na Figura 3.26 mostra-se a geometria da seccdo, a discretizagao, os modos
de deformacao relevantes e os campos de deformagdes assumidas. Conforme foi refe-
rido na Secgao 3.9, os modos 2 a 4 (flexao e tor¢ao) formam um subespaco linearmente
dependente relativamente a £,; (a matriz G possui um valor préprio nulo), tornando-se
necessario remover um destes modos do campo de deformagoes assumidas. Em particular,
os modos 3 e 4 envolvem ambos um movimento de translacdao e uma rotacao de tor¢ao,
logo a utilizacao de ambos torna-se redundante e, deste modo, apenas um deles deve ser

utilizado como deformacgao assumida (para o presente exemplo, mantém-se o modo 3).
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Figura 3.25: Flexao plana de uma arco com sec¢ao em I.
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Figura 3.26: Seccao em C com reforcos: (a) geometria, discretizagao e propriedades mate-
riais, (b) modos de deformacao e (c) campos de deformacoes de membrana assumidas.

Conforme mostrado na Figura 3.27, a consola encontra-se sujeita a duas forcas a
atuar segundo Z e aplicadas nos nos de intersecao banzo-alma da seccao de extremidade
livre. Na tabela da figura apresentam-se os valores do deslocamento vertical do ponto
interior de aplicagao da forga obtidos com (i) um modelo refinado de elementos de casca
(7066 EF) e (ii) o elemento misto proposto (30 EF) considerando diferentes conjuntos
de modos de deformacao. Verifica-se que, embora o problema envolva essencialmente
flexao para fora do plano e torgao, a deformagao da secgao assume um papel importante:
os modos distorcionais permitem reduzir a diferenca relativa ao modelo de elementos
de casca em cerca de 80% e, ao se incluir também os modos locais de placa, obtém-
se um erro virtualmente nulo. Os modos de corte e de extensao transversal nao sao
incluidos na analise, uma vez que a sua contribuicao para os resultados é desprezavel.
As configuracoes deformadas permitem verificar a excelente concordancia entre ambos
os modelos (a configuracao deformada da GBT corresponde ao elemento misto, com 30

elementos, todos os modos de deformacgao e campos de deformagoes assumidas).
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>R
V4

Discretizagao:
O nds naturais
X nds intermédios

RC =1,5m
E = 210 GPa
v=03 2%0,001 kN
Deslocamento (m)
N6 interior
Casca (7066 EF) 0,0606967 Legenda: CR - Corpo sigido
GBT, Modos F3+T (30 EF) 0,0087251 (85,6%) E - Extensio
GBT, Modos CR (30 EF) 0,0092110 (84,8%) i 51;’;‘;
GBT, Modos CR+D (30 EF) 0,0584620 (3,7%) D - Distor¢do
GBT, Modos CR+D+LP (30 EF) 0,0606160 (0,1%) LP - Local de placa

Figura 3.27: Arco com secgao em C com reforcos sujeito a duas forcas segundo Z: ge-
ometria, propriedades materiais, configuragcdes deformadas e tabela com os valores do
deslocamento do né interior.

Na Figura 3.28, os graficos a a d permitem comparar o desempenho dos dois ele-
mentos finitos da GBT propostos, relativamente ao modelo de casca (a comparagao é
feita relativamente ao deslocamento vertical do ponto interior de aplicacao da carga), em
funcao do numero de elementos finitos. Estes graficos mostram, mais uma vez, que o
elemento misto possui um desempenho superior ao elemento de compatibilidade. Para
além disso, observa-se que a influéncia do modo distorcional é essencial para obter resul-
tados precisos (grafico c) e que a utilizacao de modos locais de placa melhora ainda mais
os resultados (grafico d). Por outro lado, quando se consideram apenas os modos 3 e 4
(grafico a), obtém-se um deslocamento que subestima muito o valor obtido com o modelo
de elementos de casca, devido ao facto de nao se estar a incluir a deformacao da seccao
na analise. Este grafico mostra claramente que o elemento de compatibilidade exibe um
comportamento muito pior que o elemento misto. O grafico a deve ser comparado com o
grafico b, onde sao considerados todos os modos de corpo rigido. Neste Gltimo, o desloca-
mento para o qual ambos os elementos convergem é idéntico ao valor para o qual apenas
o elemento misto converge no primeiro grafico (a diferenca relativamente ao modelo de
casca decresce em apenas 1%). No entanto, o elemento de compatibilidade necessita de
todos os modos de corpo rigido e pelo menos 5 elementos para acompanhar o resultado

do elemento misto.

Os graficos e a g mostram o andamento das fun¢oes de amplitude modal para todos

100



3.10. EXEMPLOS NUMERICOS

a) Convergéncia (modos F3+T) b) Convergéncia (modos CR)

1 1
< =
§ 0,8 § 0,8
&2 =2
© 06f 1 0 06f
8 3
5 04r - GBT (compatibilidade)| 1 g 04r %GBT (compatibilidade)
E -8- GBT (misto) £ -HB- GBT (misto)
o o
2 02f 1 2 0.2f ]
»n o ] — ] — — — — — 5 e o et s B e e
E EEEEa - = L1 E ESEQQ & - T
0 & % . * . 0 . . . . .
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
Numero de EF Numero de EF
c¢) Convergéncia (modos CR+D) d) Convergéncia (modos CR+D+LP)
1 T O — — e & 1 - = S - B #
3 G o T | F
w L N w L
§ogrg? .- g 08, x
M o m X
Cosp ¥ - Sosf
2 i g X
504} 1 § 04
g i g
s : 3 X
2 0,2Fx «x GBT (compatibilidade)| - S 0,21% ~>¢ GBT (compatibilidade)
3 -B- GBT (misto) 3 -B- GBT (misto)
[a) [
0 . : : . . 0 . : : . .
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
Nuamero de EF Nuamero de EF
e) Amplitude modal (modos CR+D)
0,12 T T T T T T T T T Legenda: CR - Corpo rigido
E - Extensao
F — Flexao
. T — Torgao
5 D - Distorgao
g LP - Local de placa
[}
el
2
=
E
<
F2 E
-0,02 i i i : : : L L L
0 0,5 1
X/L
f) Amplitude modal (modos CR+D) g) Amplitude modal (modos LP)
_3 -5
0 — A —
3r LP7 1
= = ot ]
3 3
g g 41 |
© w i LPY
E —g . LP10-15 ] e
£ g
< < -1 .
2k J
LP8
0 0,5 1 0 0,5 1
X/L X/L

Figura 3.28: Arco com sec¢ao em C com refor¢os sujeito a duas forcas segundo Z: graficos
de convergéncia e de amplitude modal.
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10

a Discretiza¢do: 0 nds naturais
= Material: E = 210 GPa
! = v =103
457 Re = 5m
b Modos de Vlasov Modos locais de placa
Extensao Flexao Flexao Torcao Distorcao (no plano)

1 2 3 4 5 6

—— 7] Kj g i ]

No plano ‘ | | | j

C Campos de deformagdes assumidas
modo 2 modo 5 modo 6 modo 7
Figura 3.29: Seccao em L com reforcos: (a) geometria, discretizacao, propriedades materi-

ais, (b) modos de deformacao e (c) campos de deformag¢des de membrana assumidas.

os modos de deformacao e 30 elementos finitos (para esta discretizagao, os graficos dos
elementos de compatibilidade e misto coincidem). Embora os modos de corpo rigido 3 e
4 apresentem amplitudes superiores, (i) o modo distorcional 6 esta presente em todo o
comprimento da barra e (ii) o modo distorcional 5 e varios modos locais de placa surgem
principalmente junto da secgdo de encastramento, longe do ponto de aplicacao das forgas
— isto permite concluir que, embora nao seja visivel nas configura¢oes deformadas, existe

distorcao/deformacao local nessa zona.

Por fim, analisa-se uma sec¢ao em L de abas iguais com reforgos, cuja geometria,
discretizagao, propriedades materiais, modos de deformacao e campos de deformacgdes
assumidas se apresentam na Figura 3.29. A discretizacao da sec¢ao nao envolve nos
intermédios uma vez que, para o carregamento considerado, os modos de deformacgao
e deformagoes assumidas apresentados na figura sao suficientes para obter excelentes

resultados.

O arco esta sujeito a uma carga vertical aplicada na extremidade livre, conforme se
mostra na Figura 3.30, provocando a distor¢ao da sec¢ao ao longo do comprimento da
barra. Naturalmente, apenas se incluem modos de deformagao simétricos (1,2, 5 e 7)
na analise, uma vez que a deformacao da barra também ¢é simétrica. Na Figura 3.31 sao
apresentados os resultados obtidos. Na tabela mostram-se os valores do deslocamento

conjugado da forca obtidos com (i) um modelo de elementos de casca (14513 EF), (ii) a
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Discretizagao:
O nods naturais

5m
210 GPa

RC
E
v 0,3

Figura 3.30: Flexao plana de um arco com sec¢ao em L com reforgos: geometria, proprie-
dades materiais e configura¢des deformadas.

teoria de Winkler e (iii) o elemento misto proposto (30 EF) e varios conjuntos de modos
de deformacao. Novamente, o resultado obtido apenas com os modos de extensao e de
flexao é idéntico ao fornecido pela teoria de Winkler (a deformagao da seccao nao é tida
em conta). Verifica-se que o modo distorcional 5 permite reduzir a diferenca relativa
ao modelo de elementos de casca em cerca de 20%, mas os modos locais de placa sao
essenciais para obter um deslocamento com uma diferenca relativa virtualmente nula. As
configuragoes deformadas na Figura 3.30 permitem também concluir que os elementos
da GBT e o modelo de elementos de casca estdo em excelente concordancia — é possi-
vel visualizar de forma clara a distor¢ao na seccdo de extremidade e, de forma menos

pronunciada, também ao longo do comprimento da barra.

Os graficos a a c mostram o desempenho dos elementos de compatibilidade e misto
da GBT relativamente ao modelo de elementos de casca (considerando o deslocamento
conjugado da forga aplicada), em funcao do nimero de elementos finitos e dos conjuntos
de modos de deformagao incluidos na anélise — mais uma vez, o elemento misto possui
um desempenho superior ao do elemento de compatibilidade. Os graficos b e ¢ permitem
também observar a influéncia que o modo distorcional 5 e o modo local de placa 7 tém

na obtencao de resultados precisos.

Os graficos d e e apresentam as amplitudes modais, obtidas para todos os modos e com
30 elementos finitos (os graficos dos elementos de compatibilidade e misto coincidem
para esta discretizacdo). E possivel concluir que, como esperado, a flexdo e a extensio
sao predominantes. O modo distorcional 5 também ¢é bastante relevante, atingindo o seu

maximo na secgao de extremidade livre — no entanto, ao contrario do que sucede em
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Figura 3.31: Flexao plana de um arco com secgdo em L com reforgos: tabela com os valores
do deslocamento do ponto de aplicagao da forga, graficos de convergéncia e de amplitude

modal.
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barras retas, nao exibe “amortecimento” a medida que o observador se afasta do ponto
de aplicacao da forca. O modo local de placa 7 exibe um comportamento semelhante,

embora o seu maximo nao ocorra na extremidade livre.

3.11 Sumario

Neste Capitulo desenvolveu-se uma formulac¢ao geometricamente e fisicamente linear da
Teoria Generalizada de Vigas para barras de parede fina de eixo circular. A formulagao
proposta permite impor as hipo6teses usuais da GBT classica, nomeadamente, as hipo-
teses de Kirchhoff, de Vlasov e de extensao transversal de membrana nula. Tal permite
preservar a eficiéncia ja conhecida da GBT classica para barras retas. No entanto, nao é
demais referir que a formulagao proposta permite também que se utilizem modos que
nao satisfacam as hipoteses de Vlasov e/ou de extensao transversal de membrana nula. As
equagoes de equilibrio foram expressas em funcao das matrizes modais da GBT (surgem
trés novas matrizes modais devido a curvatura das barras) e de esforcos generalizados.

A formulagao proposta é capaz de recuperar as equagoes classicas de Winkler (caso
plano) e Vlasov (caso tridimensional), tal como as respetivas relagdes entre esforcos ge-
neralizados e medidas de deformacao — esta abordagem é valida para sec¢oes em que
o centroide coincida com o centro de corte e com eixos centrais principais paralelos aos
eixos globais Z e R.

A imposicao da hipotese de Vlasov no contexto das barras curvas conduz a uma res-
tricao significativamente mais complexa que a obtida para barras retas. Assim, foram
apresentadas duas abordagens para o calculo de modos de deformacgao de barras de eixo
circular. Na abordagem A1, destinada ao calculo dos modos naturais de Vlasov (os res-
tantes modos assumem-se iguais aos do caso prismatico), utilizaram-se as fung¢oes de
empenamento da GBT para barras retas para determinar os deslocamentos no plano
da seccao transversal — este procedimento é dificil de sistematizar e, portanto, esta li-
mitado a secgOes relativamente simples. Por outro lado, a abordagem A2, baseada no
procedimento proposto por Gongalves et al. (2010b, 2014), onde se utilizam problemas
de valores e vetores proprios generalizados para obter e subdividir os modos de deforma-
¢ao, foi aplicada com sucesso a barras de eixo circular. Neste caso, foi mostrado que o raio
de curvatura do eixo da barra influencia a forma dos modos de deforma¢dao — a medida
que o raio aumenta, os modos aproximam-se dos modos obtidos para barras retas.

Finalmente, foram desenvolvidos, implementados e validados elementos finitos de
compatibilidade (com aproximacao direta das func¢oes de amplitude modal dos modos
de deformacao) e misto (com aproximacao das fun¢des de amplitude modal e de de-
formagoes). O elemento finito de compatibilidade, embora seja insensivel ao locking de
corte devido a hipotese de Vlasov, nao é livre de outras fontes de locking, principalmente
de membrana. Assim, foi desenvolvido o elemento misto com aproximagao da compo-
nente de deformagao diretamente responsavel pelo locking, para prevenir este fenémeno.

Mostrou-se que a capacidade preditiva do elemento misto é superior a do elemento de
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compatibilidade. Através de uma série de exemplos numéricos, foi ainda possivel concluir

que se obtém resultados precisos com um namero reduzido de modos de deformacao e

elementos finitos.
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Capitulo 4

Formulacao geometricamente exata

para barras de eixo curvo

4.1 Introducgao

No Capitulo 3 foi desenvolvida uma formulagao linear da GBT para barras de eixo circular.
A generalizagao desta formulagao para grandes deslocamentos e curvaturas arbitrarias
acarreta algumas dificuldades. Em primeiro lugar, a GBT nao é valida para moderados a
grandes deslocamentos e rotagoes finitas, uma vez que a descrigao cinematica é baseada
na hipoétese de Kirchhoff para os pequenos deslocamentos e nao considera explicitamente
rotagoes finitas da seccao. Por outro lado, as expressoes deduzidas no Capitulo 3 sao
relativamente simples e elegantes em virtude da curvatura constante do eixo da barra —
considerando uma curvatura arbitraria (bidimensional ou tridimensional) é-se conduzido,
potencialmente, a expressoes demasiado complexas. Por exemplo, a hipotese de Vlasov,
para a qual se obteve uma expressao semelhante a utilizada para o caso reto, passa a
ser dependente da curvatura (variavel) da barra, conduzindo a modos de deformacao
variando ao longo do comprimento. Naturalmente, isto constitui uma dificuldade, tanto

ao nivel da concecao da formula¢ao como da implementacao computacional.

De forma a contornar as limita¢des enunciadas no paragrafo anterior, neste Capitulo
desenvolve-se uma formulagao geometricamente exata original para barras de parede fina
cujo eixo possui uma curvatura inicial arbitraria. Este trabalho consiste numa extensao da
formulacao geometricamente exata desenvolvida por Gongalves et al. (2010a) a problemas
envolvendo barras pré-torcidas e/ou de eixo curvo, sujeitas a grandes deslocamentos,
rotagoes finitas e deformacao da seccao transversal. Esta tarefa (ndo trivial) envolve a
adogao criteriosa de hipoteses simplificativas, que sao essenciais para garantir a eficiéncia
computacional do elemento finito, sem que a precisao dos resultados seja afetada. Para
além da introducao de uma configuragao inicial envolvendo curvatura, esta formulacao
difere da proposta por Gongalves et al. (2010a) no facto de nao requerer o calculo da
derivada e das varia¢Oes da curvatura de tor¢ao, que envolvem um esfor¢co computacional

elevado. Todas as expressOes necessarias para a implementagao do elemento finito de
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barra proposto sao ainda apresentadas numa forma matricial relativamente simples.

Conforme é feito nas abordagens geometricamente exatas, a descri¢ao cinematica do
elemento de barra proposto adota como graus de liberdade a translagao e a rotagao finita
da seccao transversal. Para além disso, a deformacao da seccao transversal é contabili-
zada através da inclusdo de modos de deformacao da sec¢do na descrigao cinematica.
Os modos de deformacgao sao obtidos utilizando o programa GBTUL 2.06 (Gongalves
et al., 2010b,2014; Bebiano et al., 2015, 2018), dado que estes (i) consideram a deforma-
¢ao arbitraria da secgao transversal e (ii) sao subdivididos em conjuntos hierarquicos e
com significado estrutural. Estes modos podem ainda ser complementados por modos de
ordem superior (e.g., modos de extensao tranversal quadraticos, conforme sera visto na
Seccao 4.7).

Comega-se por apresentar, na Sec¢ao 4.2, uma breve revisao da literatura relativa as
formulagoes de barra geometricamente exatas. Na Seccao 4.3 apresenta-se a descrigao
cinematica e as hipdteses simplificativas adotadas, as quais sao essenciais para a determi-
nagao das medidas de deformacao, na Secgao 4.4. Na Seccao 4.5 obtém-se as parcelas do
trabalho virtual das forgas interiores e exteriores e as respetivas linearizagdes incremen-
tais/iterativas, com vista a implementac¢ao de um esquema incremental/iterativo com
base no método de Newton-Raphson. Na Seccao 4.6 procede-se a formulagao de um ele-
mento finito com base na formulag¢ao desenvolvida, com aproximacao dos parametros
cinematicos por fungdes polinomiais cibicas de Hermite. Para tal, sdo obtidas as varia-
¢Oes do tensor de rotacao total e das medidas de deformacao (Seccao 4.6.1), escrevem-se
as medidas de deformacgao e as equagoes do trabalho virtual em fun¢ao dos parametros
cinematicos (Seccao 4.6.2) e reescreve-se as parcelas do trabalho virtual (e a sua lineariza-
¢ao) atendendo a interpolacao dos parametros cinematicos (Sec¢ao 4.6.3). Finalmente, na
Secgao 4.7 sao apresentados alguns exemplos de aplicacao e validagao do elemento finito
proposto.

Deve-se ainda fazer uma observacao final acerca da notac¢ao utilizada. A formulagdo
do Capitulo 3 foi desenvolvida com vista a utilizar a descri¢ao cinematica usual da GBT
e, portanto, foi utilizada a notacao introduzida por Gongalves et al. (2010b) e Gongalves
e Camotim (2011) no contexto da GBT. Em contraste, a formula¢ao apresentada neste
Capitulo constitui uma extensao do trabalho desenvolvido por Gongalves et al. (2010a),
tendo-se optado por manter essa notagao (a qual, por sua vez, é semelhante a utilizada
por Ritto-Corréa, 2004).

4.2 Revisao da literatura

Os primeiros contributos para o desenvolvimento de formulac¢des de barras ditas geo-
metricamente exatas deve-se a Reissner (1972), para o caso plano, e Simo (1985), para o
caso tridimensional, razao pela qual se refere por vezes que este tipo de formulagdes sao

baseadas na teoria de Reissner-Simo. O termo geometricamente exato advém do facto da
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validade da teoria subjacente se manter valida independentemente da magnitude dos des-
locamentos e rotacoes envolvidos — a tese de Ritto-Corréa (2004) inclui uma descri¢ao
detalhada desta teoria e dos seus desenvolvimentos.

Na teoria de Reissner-Simo, a descri¢do cinematica da seccao transversal é feita ex-
clusivamente através de movimentos de corpo-rigido (trés translagdes e trés rotagdes) e,
portanto, considera que a sec¢do permanece plana e indeformada em qualquer configu-
racao. A consideracao de modos de deformacgao foi introduzida pela primeira vez por
Simo e Vu-Quoc (1991), os quais utilizaram um modo relativo ao empenamento de tor¢ao
— este procedimento foi subsequentemente seguido por outros autores, nomeadamente
Gruttmann et al. (1998, 2000) e Atluri et al. (2001). A formula¢do co-rotacional de Battini
e Pacoste (2002a,b) também considera o empenamento de tor¢ao e permite incluir ou nao
a deformabilidade por corte e/ou bicorte.

A utilizagao de outros tipos de modos de deformacao foi posteriormente explorada
por outros autores. Petrov e Geradin (1998a,b) consideraram fungoes de distor¢ao e em-
penamento associadas a solucao de Saint-Vénant para cada um dos seis esfor¢os, mas
nao como graus de liberdade adicionais (para além disso, nao é tida em conta a deforma-
bilidade por corte). A formulagao de Klinkel e Govindjee (2003) inclui trés funcoes de
empenamento para descrever o comportamento anisotropico de barras sujeitas a flexao e
torgao.

As formulagoes desenvolvidas por Pimenta e Campello (2003) e Ritto-Corréa (2004)
permitem incluir modos de deformagao tridimensionais arbitrarios. No entanto, apenas
a primeira foi implementada, para o caso de sec¢oes retangulares sujeitas a tragao pura
e flexdo pura, utilizando trés modos no plano associados a extensao e flexao, e um modo
de empenamento de tor¢ao (Dasambiagio et al., 2009). Mais recentemente, Sokolev et al.
(2015) propuseram uma formulagao semelhante a de Dasambiagio et al. (2009), com apli-
cagao ao caso plano e barras de seccao retangular. Deve ainda mencionar-se a formulacao
de Wackerfuss e Gruttmann (2011) para sec¢oes de paredes espessas, a qual considera a
deformacao arbitraria da seccao, muito embora os graus de liberdade associados sejam

condensados estaticamente e, por isso, nao sao transmitidos entre elementos.

As supracitadas formulag¢oes nao sdo aplicaveis a barras de parede fina suscetiveis a
deformagao da seccgao transversal. A primeira formulagao geometricamente exata para
barras de parede fina incluindo deformacao arbitraria da seccao transversal deve-se a
Gongalves et al. (2010a). Neste caso, os modos de deformacgao correspondem a fungoes
arbitradas ou obtidas com a GBT. Esta formulagao foi posteriormente melhorada em
Gongalves et al. (2011), introduzindo rotagdes finitas relativas entre as paredes da seccao
transversal, de forma a capturar melhor a distor¢ao. No entanto, esta abordagem conduz
a expressoes significativamente mais complexas (o nimero de variaveis de rotagao au-
menta). Uma formulacao semelhante foi proposta por Gabriele et al. (2016), para o estudo
bidimensional do comportamento de cantoneiras e secgoes em C e I. Finalmente, deve-se
referir o modelo espacial desenvolvido por Picault et al. (2016) para analisar réguas de aco

esbeltas, de seccao transversal em arco circular, utilizando um tnico modo de deformacao
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Configura¢ao indeformada Configuragao distorcida

\ (vista lateral)

Superficie média

‘_
Distorcao

Incompatibilidade

Figura 4.1: Incompatibilidade entre duas paredes adjacentes, quando ocorre distor¢ao de
membrana numa delas (a parede vertical).

que contabiliza a variagao da curvatura da secgao.

4.3 Descri¢ao cinematica

A formulacao proposta neste Capitulo baseia-se em trés hipoteses fundamentais:

(H1) A espessura da parede é reduzida relativamente as dimensoes das seccao transversal

e é constante em cada parede (ou segmento de parede).

(H2) Assume-se que a hipotese de Kirchhoff é valida — as fibras perpendiculares a su-
perficie média das paredes mantém-se indeformadas e perpendiculares a superficie
média —, exceto para a deformacao associada a curvatura de torg¢ao, caso em que as

fibras nao se mantém necessariamente perpendiculares a superficie média.
(H3) As deformacoes de flexao (variaveis na direcao da espessura) sao pequenas.

Estas hipdteses permitem descrever a configuracdo da secgao transversal essencial-
mente em fun¢do da configuragao da sua linha média (a exce¢do é o empenamento se-
cunddrio ou variavel na espessura, devido a curvatura de torcao) e dividir as deformagoes
em parcelas de membrana (relativas a superficie média das paredes) e de flexao (nulas
ao nivel da superficie média e lineares na dire¢ao da espessura). No entanto, conforme
discutido em Gongalves et al. (2010a), esta descrigao conduz a uma ligeira perda de com-
patibilidade entre duas paredes nao coplanares (ver Figura 4.1), devido ao “conflito” entre
a hipotese de Kirchhoff e a existéncia de distor¢ao de membrana nas paredes, mas tal nao
é significativo para barras de parede fina.

As deformacoes de flexao sao aditivas, em virtude da hipdtese H3, o que permite
separar a deformacgao de flexao associada a curvatura de tor¢ao das restantes parcelas.
Assim, o empenamento secundario associado a tor¢ao é considerado como um grau de
liberdade independente (nao depende da curvatura de tor¢ao), o que permite evitar o ele-

vado esfor¢o computacional associado ao calculo das derivadas e variagoes da curvatura
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Ag
Configuragdo inicial Sec;éo rigida

Sec¢ao empenada

A=AAg

Configuracio atual ~ Seccao rigida

_ Secgao
Al * empenada

Vista plana
da seccao

Seccao transversal

Figura 4.2: Configurag¢oes de referéncia, inicial e atual de uma barra de parede fina.

de torcao (ver Gongalves et al., 2010a). No entanto, note-se que o empenamento primario
(na linha média) e secundario de tor¢ao sao ambos incluidos na formula¢ao, mas como
modos de deformacgao independentes.

De acordo com a Figura 4.2, define-se um referencial ortonormado direto (Xi, X5, X3)
com vetores-base E; (i = 1,2,3) e consideram-se trés configuragoes para uma mesma

barra:

(i) A configuracao de referéncia, onde a barra assume uma forma prismatica reta imagi-
naria, com o eixo longitudinal definido por X3 € [-1,1], cuja intersecao com o plano

de cada seccao transversal (perpendicular ao eixo) define o centro C.

(ii) A configuragao inicial, correspondente a forma curva mas indeformada da barra e a

A =0, sendo A o fator de carga.
(iii) A configuragdo atual, associada a A = 0.

A posi¢ao do ponto C nao esta restringida a uma posi¢ao fixa, embora seja frequente
assumir que C coincide com o centrbide ou o centro de corte da seccao transversal. Os
vetores-posi¢ao de um ponto material arbitrario B nas configuracoes de referéncia, inicial
e atual sao representados por X, x e x, respetivamente.

A configuragao de referéncia de cada parede é definida por

X:X3E3+ZA+R(X1E1+X2E2), Xle[—t/2,t/2], XZE[O,b], X3€[—1,1], (4:1)
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onde L, é um vetor bidimensional, no plano da sec¢io transversal, que define a posi¢ao
da “origem” A da linha média de cada parede (na Figura 4.2 mostra-se este ponto para o
banzo inferior), R € um tensor de rotacao “local” que efetua uma rotacao dos vetores-base
em torno de X3, de forma a que RE; e RE, definam as dire¢oes da espessura e da linha
média de cada parede, respetivamente, t é a espessura e b € a largura da parede. O tensor
de rotacao R é constante para cada parede e mantém-se fixo relativamente ao movimento
da secgao (para as trés configuracoes) e pode ser obtido através da féormula de Rodrigues

(recordar a Eq. (2.66)), para uma rotacao em torno de X3, conduzindo a
R:sen(pE3+cosq)(1—E3®E3)+E3®E3, (4.2)

onde ¢ corresponde ao angulo de rotagao. A titulo de exemplo, para o banzo inferior na
Figura 4.2 tem-se ¢ = 1t, uma vez que RE, esta orientado do ponto A para a extremidade
livre do banzo.

Relativamente a configuragao inicial, o vetor-posi¢ao é definido por

Xg = 1"0+A010, (4:3)

D
ly=L,+R|XE, +X2E2+Zpg")x<i> , (4.4)
i=1
onde rg = X3E3 + uy(X3) define a posicao do centro C da secgao transversal (u, é o respe-
tivo vetor de deslocamento), Ay = Ay(X3) é o tensor de rotacdo da sec¢do transversal em
torno de C, x!) = x()(X;, X,) sdo as funcdes de forma que definem os deslocamentos de
cada modo de deformacao da seccao transversal i = 1,...,D, sendo D o nimero de modos
considerados, e pg) = pg)(X3) sao as respetivas funcoes escalares de amplitude ao longo
do eixo da barra.

Finalmente, a configuragao atual é dada por

x=rg+u+Al, 5

o+u+Al (4.5)

A = A(X3)Ao(X3), (4.6)

1=L,+R|X,E|+X,E,+ Z(pg) +5<z>)x<z>J =1, +R Zi’\(”x“), (4.7)
i=1 i=1

onde o simbolo “ 7 ” é introduzido nos parametros que definem relagdes entre as con-
figuracoes inicial e atual (u, Ae 7)) e A representa o tensor de rotacio total da seccio
transversal.

E de notar que as expressdes anteriores permitem uma descrigio exata de qualquer
configuragao da barra, mesmo que seja conceptualmente necessario considerar um na-
mero infinito de modos de deformagao. Em seguida serdo introduzidas hipodteses simpli-
ficativas na formulacao, mas deve desde ja salientar-se que a descrigao da linha média da
secgao transversal mantém-se cinematicamente completa.

As funcoes de forma dos modos de deformacao sao escritas na forma

(X1, X5) = 29(X,) + X1 9P (Xy), (4.8)
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onde E(i)(Xz) = f(li)(Xz)El +f(2i)(X2)Ez +f(3i)(X2)E3 define os deslocamentos da linha média
da secgio transversal e X; ') permite contabilizar a variacio linear na direcdo da espes-
sura (a sua componente segundo X3 corresponde ao empenamento secundario). Devido

a hipotese H2, a variacao da espessura da parede pode ser desprezada, sendo possivel
definir

i) = ) (X)E, + Y (X,)E;. (4.9)

Para além disso, a hipotese H2 também estabelece que as fungdes ) sao dependentes
da configuragdo da superficie média da parede e, portanto, nao constituem graus de
liberdade independentes, com a excegao da fungao associada ao modo de empenamento
secundario de torgao.

Por uma questao de conveniéncia, antes de prosseguir, as Eqs. (4.5)—(4.7) sao agora
escritas em funcao dos deslocamentos da superficie média da parede, x, e do vetor-diretor
n, o qual define a direcao das fibras inicialmente perpendiculares a superficie média das

paredes. Para a configuragao atual obtém-se

x=x+Xin, (4.10)

X =ro+1+ AN, (4.11)

p— — D M . .

I=1(X; = 0) =T, +R| X,E,+ (pguw)w), (4.12)
i=1

n= KA()R

=1

Ey+ i(?’g) +ﬁ“>)¢‘”] (413)

e, para a configuracao inicial, tem-se antes

X0 :§0+X1no, (414)
EO =7y +A070, (415)
— —_ D - .
Iy=L,+R X2E2+Zpg)f(’)), (4.16)
i=1
D ) '
ny = AoR|E, + pf)’)¢<'>]. (4.17)
i=1

4.4 Deformacao

A deformacao entre as trés configuracoes pode ser caracterizada utilizando trés gradientes

de deformacao, conforme indicado na Figura 4.2, dados por

—~ dx
Fy= , F=Vx, F=——, 4.1
0 on Vx dxo ( 8)

onde V(-) = d(-)/dX. Estes gradientes relacionam-se através de

F=FFy,=F =FF}}, (4.19)

113



CAPITULO 4. FORMULACAO GEOMETRICAMENTE EXATA PARA BARRAS DE
EIXO CURVO

onde a ultima expressao vai ser utilizada no calculo do tensor de deformagao de Green-
Lagrange, dado que os gradientes de deformacao F e F envolvem derivadas em relagao a
X e, portanto, podem ser obtidos a partir da derivag¢ao da descrigao cinematica utilizada.

Em primeiro lugar, utiliza-se a Eq. (4.10) para escrever F numa forma mais conveni-

ente, dada por
F=Vx=Vx+n®E;+X,Vn. (4.20)

O primeiro termo, VX, esta associado apenas a superficie média e, portanto, constitui a

parcela de membrana de F, ou seja,
FM=Vx=e¢,0E,+e;QE;, (4.21)

onde e, e e3 sdo os vetores push-forward' de E, e E3, respetivamente. Estes vetores podem

. 5 N = T
ser escritos em funcao das suas retro-rotagoes, pelo tensor de rotagao (AAOR) ,denotadas

por g, e g3, i.e.,

ey = E’z = KAoRgz, (422)
2 (1) i)\ =(1)
¢, = Ey+ Z(Pol +?(l))2§’ (4.23)
i=1
€3 = E AAORg:’,r (424)
D

<3 :E3+F+RRT7+ Z(p )3+p(3))f(i)
i=1

D
_E3+F+Kx RTl +Z( 8)3 ) ', (4.25)
i=1

onde foram utilizadas as medidas de deformacao I' e K, originalmente propostas por

Simo (1985) e, neste caso particular, dadas por

[ =(AAGR)' (ros+7s)~Es = [ Ey + LE, + 35, (4.26)
K= axi((KAOR)T (KAOR)ﬁ) =Ko+K =i1E; +k2Ey + 13E3, (4.27)
Ko =Raxi(A§Ag3) = ko1 Ey + k023 + ko33, (4.28)
= (AR)" axi (KTK,s) =T E +E, + Es. (4.29)

Importa ainda referir que I' quantifica a extensao/distor¢ao do eixo da barra e K mede
a curvatura da barra/parede. Assim, K e K correspondem as retro-rota¢des das curva-

turas entre as configuragoes inicial-atual e de referéncia-inicial, respetivamente. Note-se

IEsta designagao esta associada a alteragao da configuragao em relagao a qual o vetor (ou tensor) esta
associado, utilizando um gradiente de deformacao (ver, por exemplo, Bonet e Wood, 1997). Quando a trans-
formagao é feita para uma configurac¢ao “mais recente” (e.g., da configuracao inicial para a de referéncia),
diz-se que se efetuou um push-forward, sendo a transformacao inversa designada por pull-back.
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também que as curvaturas estdo diretamente relacionadas com o conceito de spin (Sec-
¢ao 2.5.3), uma vez que, de (2.85) e (2.95),

Ko=R'T[03, (4.30)
K=(AR)'T 85, (4.31)

onde To=T(0p)eT =T(6).
O segundo termo da Eq. (4.20) surge como consequéncia natural da descrigao cinema-

tica adotada, utilizando o vetor diretor n. Finalmente, o terceiro termo fornece

D

Y (7)o

i=1

D . . . . . .
+ Z(pglg +ﬁ(31))z,b(’) ®E3+ (pg) +ﬁ(’))1,bf;) ®E,

Vn = AAR|K x ®E;

. (4.32)

O préximo passo consiste em utilizar a hipotese H2 para exprimir as fun¢des de forma
na direcio da espessura () e as respetivas amplitudes em fun¢do da configuragio da
superficie média da parede. Deste modo, a exce¢ao do empenamento secundario de torgao,

as relagoes seguintes devem manter-se validas para todas as configuragoes
n-e;=0 A n-e3=0. (4.33)

Atendendo a hipotese H3, retém-se apenas os termos lineares e, das Eqs. (4.13) e (4.22)-
(4.25), obtém-se

pgi)+§(i))(¢(2i)+y(li’)2): 0, (4.34)

D . . . . . .
~T| - i3 (dA +x2) ¥ Z((Pf{é +ﬁ<31>)f<1:> + (pgn +3<z>)¢<31>) =0, (4.35)

onde d4 =L, - RE,.

Primeiro, a Eq. (4.34) é satisfeita se, para cada modo i,
Y ==z (4.36)

Relativamente a Eq. (4.35), despreza-se a componente de distor¢ao do eixo na direcao da
espessura, I, uma vez que é, em geral, desprezavel para barras de parede fina (e recorde-
se que esta simplificacao afeta apenas os termos de flexdo). Para os restantes termos,

obtém-se as relagoes seguintes:
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(i) De acordo com a hipétese H2, a curvatura de tor¢ao k3 nao tem de satisfazer a
Eq. (4.35). Esta abordagem difere da proposta por Gongalves et al. (2010a) e evita o
calculo das derivadas e variagoes da curvatura de tor¢ao, que requerem um esforco
computacional elevado. No entanto, caso se considerasse que a hipotese H2 também
era valida para a curvatura de torcao, entao a Eq. (4.35) permite concluir que o
empenamento secundario associado a torcao é definido de forma particularmente

simples, pela funcao (note-se a utilizacao do indice inferior f)
Pz =da+Xo. (4.37)

Assim, esta funcao sera utilizada como grau de liberdade independente. Esta aborda-
gem ¢é analoga a utilizada na teoria classica da tor¢ao de Benscotter (1954), segundo
a qual a funcao de empenamento é calculada assumindo que a sua amplitude ao
longo da barra € igual a curvatura de tor¢ao, mas essa relacao nao é posteriormente
considerada na descrig¢ao cinematica da barra (o que corresponde a permitir a ocor-

réncia de deformacao por bicorte).

(ii) A cada modo de deformagao i com Y(li) # 0 esta associado um modo j tal que

(pg +7 )4’3 (P03+P3 )X(ll)=0, i#], (4.38)

uma condicao que pode ser satisfeita através de

(/) (i) =(j) _ =) (7 _ _=()
Po =Pp3 N P V)= P3N Y3 =-Xx;. (4.39)
Para efeitos praticos, os modos j sao simplesmente adicionados aos correspondentes
modos i, constituindo a sua componente 11)3(1), na direcao da espessura, mas tendo
em conta que, de (4.39), as correspondentes fun¢oes de amplitude sao pg’é e ’p\,g) em

vez de pg) ep.

Os resultados anteriores permitem escrever n sem as fungoes 1!’ (para condensar as

expressoes, utiliza-se a notagao p(i) = pg) +ﬁi)), i.e

n= KAoR

D . .
Ey +pypisE; - Z(P(l)%,zfz +P,(;)Y(11)E3)]; (4.40)
i-1

onde p; é a fungao escalar da amplitude associada ao modo de empenamento secunda-
rio (4.37) — este modo é colocado fora do somatério uma vez que ¢, de certa forma,

distinto dos restantes modos. Para além disso, mantendo apenas os termos lineares, a
Eq. (4.32) fornece

Vn = AAGRVt, (4.41)

D D
Vit = |-k +pr3his — prg’ﬁ(f) E;®E; - Zp(l)fgl,)zzfz ®E,
i=1 i=1

D
+pEs®Ey+1GE, @3- ) pi )b (B, @3+ E3QE,), (4.42)
i=1
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onde se tirou partido do facto de, pela Eq. (4.37), {3, = 1. Caso se considerasse que
pr = K3, esta expressao permitiria recuperar a apresentada por Gongalves et al. (2010a).
No entanto, nesse caso surge o termo k3 3, cujas variagoes sao particularmente complexas
de obter e acarretam um esforco de calculo significativo que prejudica o desempenho
computacional do elemento finito.

Deve-se notar que as simplifica¢oes até aqui introduzidas tém apenas influéncia sobre
as componentes de deformagao de flexao. De facto, conforme sera discutido de seguida,
as componentes de deformacao de membrana sao geometricamente exatas.

Recorrendo a relagao (4.19), a deformacao de Green-Lagrange entre as configuragoes

inicial e atual é dada por

=_1(=T= N_ Ll rprpra
E_E(F 1?-1)_5(1-"0 FTFF;' -1). (4.43)

O termo F'F pode ser simplificado recorrendo as Egs. (4.20), (4.21), (4.41) e (4.42), bem

como as hipoteses H1 e H2, conduzindo a

T T
FTF = (FM) FM+2Xlsirn((FM) Vn)+23im((n-e3)E1®E3)+E1®E1, (4.44)

onde o termo sublinhado nao surge na formulacao apresentada por Gongalves et al.
(2010a), em que a hipoétese de Kirchhoff também é satisfeita pela curvatura de torgao.
O primeiro termo é relativo a deformacao de membrana, o segundo acopla os termos
de membrana e de flexdao e pode ser simplificado recorrendo a hipétese H3, obtendo-se
(FM)T Vn ~ Vt. Para o terceiro termo, atendendo a Eq. (4.35) e relembrando de (4.40)
que a funcao de empenamento secundario foi separada dos restantes termos, obtém-se
n-es = (p;—K3)y3. Assim, é-se conduzido a uma subdivisao das deformagoes em parcelas

de membrana e de flexao, i.e.,

E=E"+F, (4.45)
M 1 T
EV - E1-"57"((FM) FMLE\ ®F, - 1)F51, (4.46)
—F _ . —
E =F;" (sim(X,Vt+(p; — k3);3E, ® E3)) Fy'. (4.47)

Considerem-se primeiro os termos de membrana, que sao geometricamente exatos. De
forma a facilitar a interpretagao fisica destes termos e a utilizar uma relagao constitutiva
para estados planos de tensao, é necessario escrevé-los num referencial que acompanha
a superficie média da parede entre a configuragao de referéncia e a configuracao inicial.

Tal é conseguido através de

EM = AJEVA,, (4.48)

onde A é um tensor de rotagao, da configuracao de referéncia para a configuragao inicial,
definido de forma a que AyE; coincida com a direcao da espessura e AgE3 acompanhe a

posicao das fibras longitudinais, conforme se ilustra na Figura 4.3. Note-se que, em geral,
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Configuragao de referéncia Configuragao inicial

Superficie média

AOEI da parede

Figura 4.3: Rotagido dos vetores-base por Ay, da configuracio de referéncia para a confi-
guragao inicial.

Ay # AR, em particular no caso de barras pré-torcidas. Assim, este tensor de rotagio é
dado por
A0:é01®E1+é02®E2+é03®E3, (449)

onde

. €p3 . _ €pn X ep3

o3 =70, €1 =, €p2=¢p3X¢é (4.50)
lleosl| lleoz % eqsl|

e, das Eqgs. (4.22)—(4.25) e (4.26)—(4.28), tem-se

€02 = AgRg,, (4.51)
2 (1)=(1)
1)—I(1
802 :EZ"‘ZPQ X2 (4.52)
i1
eo3 = AgRg3, (4.53)
D ; .
803 :E3+r0+K0X(RTI())-FZ‘DE;’)?,?(Z), (454)
i1
Ty =(AgR)" ro3—Es. (4.55)

Para além disso, F é calculado a partir de e, e ey3, obtendo-se

epy X e
Fo= 02 03

®E1+€02®E2+803®E3. (456)
lleoz2 X eosl|

Finalmente, as rela¢Oes anteriores conduzem a

v T _
2EM = A F;T ((g,-8,-1)E, ®E, +(g5-85—1)E3®E;
+(g,-835) (E2®E3+ E3®E,)) FylA,. (4.57)

Considerem-se agora os termos de flexdo. Atendendo a hipdtese H3, em vez de se

efetuar a retro-rotagcao de (4.47), é suficiente subtrair a parcela corotacional entre as
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configuragoes de referéncia/atual e de referéncia/inicial, obtendo-se
EP =~ Xlsim (Vt - Vto) +sim ((i)\t —76\3) l,Dtg,El ®E3)

D

=X,y 7%V ,E, ®F,
i=1

_Xl

D
K2 = D133 + Z?f;ifﬁ’) E;Q®E;

i=1

D
B3 +Pi—2) s Xrs|(E2®E;+E3@E))

=1

1
+ =X
S

|
+E(pt_K3)‘1bt3(El®E3+E3®El)- (4.58)

Relativamente a implementa¢dao computacional, é conveniente escrever os tensores de

o_.))

deformacao utilizando notagao de Voigt, denotada pelo indice inferior “v”, ou seja,

E,=EM L EF, (4.59)

(4.60)

4.5 Tensao e equilibrio

O tensor de deformagao retro-rodado de Green-Lagrange E, forma um par conjugado

com a retro-rotagao do segundo tensor de tensao de Piola-Kirchhoff,
S
S, =17 (4.61)

A relagao constitutiva tangente pode assim ser escrita como
dS, =C,dE,, (4.62)

onde C; é o operador constitutivo tangente (muito embora os exemplos apresentados na
Seccao 4.7 apenas considerem materiais elasticos lineares).
As equagoes de equilibrio sdo obtidas através do principio dos trabalhos virtuais,

escrito no volume de referéncia, sendo dado por
5W:ow,-m+awext:0@-f STOE,JpdV +6%-Q =0, (4.63)
14

onde V é o volume da barra na configuracao de referéncia, J, = det(F) e, por uma questao

de simplicidade, apenas se considera uma for¢a concentrada Q aplicada na superficie
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média da parede. A variacao virtual do vetor-posicao da superficie média pode ser obtido

a partir da Eq. (4.11), a qual fornece

D
5% = 51+ SAAL + AAyR Zaﬁ“)z("). (4.64)

i=1
A resolugao das equacoes de equilibrio é efetuada recorrendo a um esquema incremen-
tal/iterativo classico, o que requer a linearizacao das equagoes na dire¢ao de uma variagao

incremental/iterativa da configuracao A¢ e do parametro de carga AA, conduzindo a

Do6W = Dmutéwint[A(p] + Dgeoéwint[Aqb] + Déwext[A(P] + Déwext[A/\]f (4~65)
com
D Wi Ag] == | SETCAE, o aV, (4.66)
1%
Dot Wint [ A] = —fv STASE, ]y dV, (4.67)
DoW,.[Ad] = ASE- Q, (4.68)
DSW,[AA] = 5% - AQ, (4.69)

onde D,q:0 Wiyt € Dgey0Wiys s@o as chamadas parcelas material e geométrica, respetiva-

mente, da lineariza¢ao do trabalho virtual das for¢as interiores.

4.6 Formulacao de um elemento finito

Adotando a abordagem seguida por Gongalves et al. (2010a), os tensores de rotagao sao
parametrizados por vetores de rotacao, uma vez que (i) permitem uma interpretagao
geométrica simples das rotagdes, (ii) envolve o nimero minimo de parametros (trés), (iii)
as condicOes de fronteira cinematica sao facilmente interpretadas e (iv) torna-se possivel
atualizar as variaveis de forma aditiva no processo incremental/iterativo (ver Cardona
e Geradin, 1988; Ibrahimbegovi¢ et al., 1995; Ritto-Corréa e Camotim, 2002). Assim,
os parametros cinematicos independentes que definem as configuragoes atual e inicial

podem ser agrupados nos vetores ¢ e ¢, ou seja,

u L&)
0 6
=(1) (1)
— |P Po
¢ = ¢ ¢, = : (4.70)
D
pt? Py
| 2 ] | Pto |

O elemento finito é obtido pela aproximagao destes pardmetros cinematicos utilizando

polinémios ctibicos de Hermite (3.248)—(3.251), devido a continuidade requerida pela
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hipétese de Kirchhoff. Isto conduz a um elemento de 2 n6és com 4 x (7 + D) graus de liber-
dade, onde D é o numero de modos de deformagao (para além do modo de empenamento
secundario de tor¢ao).

Embora seja seguida uma abordagem isoparamétrica, para a configuragao inicial nao
¢ necessario especificar o angulo de rotagdo 6, uma vez que a formulagao apenas requer
o calculo de K e I'j nos pontos de integracao e do tensor A para as secgoes escolhidas
para representar a configuragao da barra. Desta forma é possivel evitar a singularidade da
parametrizagao do vetor de rotagao na definigao da configuracao inicial, que ocorre para
angulos multiplos de 27t. Por exemplo, a configuracao inicial pode ser obtida utilizando-
se a parametrizagao adotada por Manta e Gongalves (2016), que depende da tangente
do eixo da peca e do angulo de tor¢ao. No entanto, a configuragao atual é afetada por
esta singularidade, mas nos exemplos apresentados na Sec¢ao 4.7 nao se atingem angulos
proximos de 0 = 2m. Caso esse valor seja excedido, pode optar-se por (i) interpolar o vetor
de rotagao incremental, embora isto conduza a uma solugao dependente da histdria de
incrementacao (Crisfield e Jeleni¢, 1999) ou (ii) implementar a estratégia co-rotacional
recentemente proposta por Magisano et al. (2020), a qual se baseia no trabalho de Jeleni¢
e Crisfield (1999).

Para cada elemento finito, os vetores das for¢as interiores e exteriores elementares sdo
obtidos a partir da Eq. (4.63) e a matriz de rigidez elementar com as parcelas DOW[A¢]
da Eq. (4.65). A escrita das correspondentes expressoes em termos dos parametros inter-
polados (uma tarefa nao trivial), é apresentada na Seccao 4.6.2.

Conforme foi ja referido na Secgao anterior, as equagoes de equilibrio sao resolvi-
das através de um processo incremental/iterativo com o método de Newton-Raphson e
controlo de for¢a (nos exemplos apresentados nao houve a necessidade de implementar
outro tipo de controlo, como deslocamento ou comprimento de arco). As integrac¢des sao
efetuadas com recurso a quadratura de Gauss, utilizando uma malha de 3 x 3 pontos
de integracao na superficie média de cada parede, o que corresponde a uma integracao
reduzida, de modo a mitigar a ocorréncia de locking. A integracao segundo a direcao da
espessura ¢ feita de forma analitica, em virtude de, na Secgdo 4.7, apenas se considerarem

materiais elasticos lineares.

4.6.1 Variacoesde A,T' e K

De forma a ser possivel escrever as equagoes de equilibrio e a sua linearizagao em fun-
¢ao dos parametros interpolados é necessario obter as variagdes virtuais e incremen-
tais/iterativas do tensor de rotacao A e das medidas de deformacao I' e K. Para tal,
recorre-se as derivadas direcionais dos tensores de rotacao, escrevendo-as através dos
tensores associados definidos nas Secc¢oes 2.5.2 e 2.5.3.

A variagao virtual do tensor de rotagao A corresponde a sua derivada direcional se-
gundo a dire¢ao 66. Da mesma forma, a variagao incremental/iterativa do tensor A é
a derivada segundo A6 (basta substituir 60 por AO) e a segunda variagao, 0AA, esta
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associada as dire¢oes 00 e AB. Deste modo, atendendo as Eqgs. (2.75)-(2.77), tem-se

oAa =Epa(a)do, (4.71)
oATa=E,r(a)s6, (4.72)
ASAa-b=Ep:p(a,b)AB - 56, (4.73)

onde a e b sao vetores arbitrarios.
Conforme foi ja referido, o tensor de rotacao total A é dado pela composi¢ao dos
tensores Ag e K, ie, A= KAO. Deste modo, atendendo as equagodes anteriores e ao facto

de as varia¢oes do tensor A( serem nulas, é possivel escrever

5Aa = (0A)Aga = Ej3(Aoa)30, (4.74)
5ATa=AT (5KT)a = AJE, - (a)30, (4.75)
AsAa-b=(ASA)(Aga)-b=E ,5(A¢a b)AB - 56. (4.76)

Relativamente a I', atendendo a Eq. (4.26), obtém-se
5T = (AgR)" (EDKT (ros +03)00 + KTcm), (4.77)
AST -a = (ASAR)T (rg3+73)-a+(AAR) 55 a+ (SAR) Atis-a
= ASA (AgRa)-(ro3+1i3)+AA(AgRa)- 51 3+ 5A (AgRa) - At 5
=50 (05 (AgRa,ro3+13) A0 +E] - (AgRa) A 5)
+6% 3+ &5 (AgRa) AD. (4.78)

Finalmente, as variagoes do vetor das curvaturas K sao obtidas recorrendo as Egs. (2.101)-
(2.103), (4.27) e (4.31), tendo-se

5K = 0K = (AgR) (2 =+ (6,5)66 + T56 5), (4.79)
ASK-a=ASK-a=(ASTAGR) B5-a+(ATAGR) 585-a+(sTAR) ABs-a
= AST (AgRa)-0 3+ AT (AgRa)- 50 5 + 6T (AgRa)-AB 5
=00 - (E,7 (AgRa,6,5) AB + ET-(AoRa)AB ;)
+605-E 7 (AgRa) AB. (4.80)

onde se tirou partido do facto de que 0Ky =0e A6K, = 0.

4.6.2 Equacoes em funcao dos parametros cinematicos

O elemento finito proposto interpola os parametros em 5, pelo que é conveniente escrever
(4.63) e (4.65) em funcao destes parametros. Em primeiro lugar, comega-se por definir os

vetores 0@ e AD, que contém as variagoes virtual e incremental/iterativa de ¢, ¢ ; e ¢ 55,

ou seja,
op Ag
D =|5¢, | AD=|Ad, | (4.81)
6¢,33 A¢,33
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onde :ﬁ ¢ definido em (4.70) e tem dimensao igual a D = 7+ D, onde D é o nimero de
modos de deformacao (uma vez mais, recorde-se, excluindo o modo de empenamento

secundario) e, portanto, 5® e A® tém dimensio igual a 3D.

Com vista a implementagao computacional, definem-se as matrizes auxiliares @p,
e ®p2(), as quais permitem escrever, dados dois vetores arbitrarios a e b, definidos num

espaco de dimensao arbitraria,

5a=0p,5D, (4.82)
Asa-b=5® Op:,(b)AD. (4.83)

Em acréscimo, para contornar a complexidade decorrente da presenca de F;' e permitir
a utilizacdo do formato vetorial do tensor de deformacao, introduz-se a matriz A,, dada

por

Av:[a22 asz a; 04><1]’ (4.84)
E, A;iE,
E;-A;E

a,-]-: 3 i3 ’ (485)
2E, - A;jE;

0

vT 1Y

Ay = Ay FyT (E;®EL)FylAy, (4.86)
vT 1Y

Asz3=A Fy! (E3®E3)Fy'A,, (4.87)
1.7 .

Ay = EAozrgT (E;®E3+E3®E,)Fyl Ay, (4.88)

Com as expressdes anteriores, as variacdes das deformac¢oes de membrana sao dadas

por

[ 5EJ] 8> 98,
SEM 5 _
SEM =[O =4, 83798 |_a 0D, (4.89)
20E55 8,°083+08,"83 !
0 0
S T
AbEzz 522 Ag2 : 6g2 522
oM o ASEY | S35 _ Ag3-083+83 - Aog; 7|S33
ASEM. s, = 3 = Al
| 0 313 0 513
—~T —
=@ Oppv(ALS,)AD, (4.90)

onde se tirou partido do facto de Adg, = 0. Nestas expressoes, as matrizes auxiliares sao
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dadas, para cada parede, por

gg('DDg2
T
(C]
Oppy =| 1 83 Dgf , (4.91)
" |82©pg, +830ng,
01.3p

O 2 (AESV) =(an- 517)®1§g2®Dg2
+(a33-S,)(@pg, Opg, + @2, (23))

(
T T

+(a23-5,)(@hy Opg, +Ohy Opg, +Opzg (g5)), (4.92)

sendo a matriz @pg, dada por (todos os termos que envolvem o indice i estdo definidos

parai=1,...,D)

®Ong, =[O, 0 0], (4.93)
Oy, =[055 035 EY 5] (.99

e a matriz @ g por
Opg, = [Oh,, Oy, 0], (4.95)
o [o (o), e ] s
(@SL )(2) _RT (AgEDKT (ros+is)-TAJE (5,3)), (4.97)
@g;f:(xAOR)T _RTIAITT 70 OM], (4.98)

Relativamente as segundas variagdes, ® p2,_, as expressoes relevantes sao

[ ~(11) (12)

®ng3(b) ®ng3(b) 0
Op2g, (b) = 0 ol (4.99)
Sim. 0
03,5 03,3 03xp 0351
(11) (11)
o'V (p ) (@ b ) 0
ol (00, ®),, (@5,®)),, 0| w100,
D2g,
Opxp Opx1
| Sim. 0
com
(11) - . — = —
(®D2g3(b))(22) = :‘DZK (A()Rb, 10,3 + u’3) +LD2T\ (Aole, 6,3), (4101)
(a1 =T (3 =(i)
(®D2g3(b))(23)—HDTT(B,g)AoRx b, (4.102)
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e
0353 033 03xp 0351
(12) (12)
012 (p ) (@ b) 030 O
012 4 (05%,®), (ebin®),, 00 0 on
D?g 12 ! )
’ 0px3 (G(Dz) (b)) 0pxp  Opx1
83 (32)
01x3 01x3 0ixp 0 |
em que
(12) _ =T
(@ D2g3(b))(21) =27 _(A.Rb), (4.104)
(12) _ =T 7
( Dg3(b))(22)_._.D/T\(A01Rb), (4.105)
4 AT
(@‘53’ (b)) :(TAORE(I)b) . (4.106)
&3 (32)

Considerando agora a deformacao de flexao, tem-se

[ OEL,
SEF O3 O pr 6D (4.107)
= = F y .
" |28ES, DE,
| 20ET,
_ cF T
] ASEL, | |S T _
ASE; S, = B 7R =5B @ pupr (S,) AD, (4.108)
2A6E23 523 v
2A0ET, | |S15

A matriz @ pr é definida por
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de componentes

[ (1) (2) (3)
N pgr = _NDEf NDEﬁ NDEﬁ]’
[ —(i)
122 0
1) [%sx3 (NS)EF) 0xp O
NDEEZ v (2) ’
01xp -1
01x3 013 Oixp O
01><D 0
0 (N(z) ) 0 -
(2) 3x3 DEF 1xD 4’t3
N~ .= v/(2) ) ,
DE} (i)
2)(1,2 0
013 0143 O;xp 0 |
' 01xp 0
N® _ 0353 0343 Y(ll) 0
DEF — ’
v Oixp O
0153 01x3 Oi1xp O
com
1 _ _
N0y ), = (2O BT - Es 0B ) AT, (),
(2) T Tl
(NDfi)(z):(E2®E2R ~E3®E3)A(T
e ainda

[ (1 2)
My =|Mpye M), 0]'
1 0353 0353 03xp 0351
T
DEL =T (@ —
013 (quT(G,a)AoE3) 01xp -1
03><3 03><3 03><D 03><1
_ _ . .
v [O1x3 (TA0E3) 0xp O

Finalmente, a matriz @ jopr € dada por
D2E!

Opapr (Sy) = XiN pogr (S23A0E3 = S33A0RE) = 13N popr (S13A0E3),

em que
11 12
Npap(B) NO2L(b) 0
Nszﬁ(b) = 0 0 ’
Sim. 0

126

(4.110)

(4.111)

(4.112)

(4.113)

(4.114)

(4.115)

(4.116)

(4.117)

(4.118)

(4.119)

(4.120)



4.6. FORMULACAO DE UM ELEMENTO FINITO

cujas componentes sao dadas por

N

DZEE(b) =

(12)

ND2E§

(b) =

Relativamente aos deslocamentos, obtém-se

05,5 03x3 03xp 031
Esz(b,9,3) 03xp 031
Opxp  Opxi
_Sim. 0
—03><3 03><3 03><D 03><1
Eg'f(b) 03xp 031 .
Opxp Opx1
Sim. 0
5% = @ pz oD,

AST b = 5DPO 25 (b)AD,

onde as matrizes auxiliares sao dadas por

®D§:[®(D1; 0 0],
1 — —_ — (s
®(D;:[1 @DK(AOI) AAGRY" 03><1]r
- (11
e\ ) o o
Opx(b) = 0 0|,
| Sim. 0
05,5 03,3 03xp 0351
— 7 -T —(1
o) p) = ﬁ'DZK(AOlrb) ﬁDK(AoRX(Z))b 031
Dax(b) = .
0pxp 0px1
| Sim. 0

(4.121)

(4.122)

(4.123)
(4.124)

(4.125)
(4.126)

(4.127)

(4.128)

Utilizando as expressoes desenvolvidas nesta Seccao, o trabalho virtual (4.63) e a sua

linearizagao (4.65) podem ser reescritos de forma mais adequada para a sua posterior

implementacao numérica, i.e.,

—~T
SWi,, = _J 5D Opy SyJodV,
\%

=T
SWerr = ) 0B O[-Q;,

J

— —~T —
D, Wi [AD] = _J 6@ O, C,Opp, AD]ydV,
1%

geo

Dyug W, [AD] = —f 5B Opa, (S,)ADy dV,
14

DSW,,[A®] = Zé@TGDz;(Qj)ACB,

J

—~T

]
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onde V =[-1,1] X A (A representa a seccao transversal na configuragao de referéncia).

Para além disso, o desacoplamento entre a deformac¢ao de membrana e de flexao conduz a

@DEv = AV@DE{\,A + ®DE£’ (4.135)
Oper, (Sy) = Opapn (AL Sy)+ O papr (Sy). (4.136)

Deve-se referir que D,,;;;0 W, DgeocSWnt e DéWext[A(j)] sao simétricas e, portanto, in-
variantes relativamente a troca entre 5@ e A(D o que conduz a uma matriz de rigidez

tangente simétrica.

4.6.3 Interpola¢ao dos parametros cinematicos

Conforme foi ja mencionado, os parametros cinematicos independentes que definem as
configuragdes atual e inicial sao agrupados nos vetores ?ﬁ e ¢, (Eq. (4.70)). A interpola-
¢ao dos vetores $ e ¢, segue uma abordagem semelhante a apresentada na Secgao 3.8,

escrevendo-se

¢(X3) = Pp(X5)d, (4.137)
$o(X3) = Pp(X3)d, (4.138)

onde a matriz ¢, de dimensao (7 + D) x (4 x (7 + D)), contém os polinémios cubicos de

Hermite e é da forma
¢:[ﬁ1 ‘ﬁz‘ﬁ3‘ﬁ4 ]; (4.139)

onde H; = diag(H;,...,H;) (recordar Figura 3.9). Os vetores-coluna d e d, contém os
valores nodais dos pardmetros cinematicos relativos as configuragoes atual e inicial, res-

petivamente, tém dimensao 4 x (7 + D) e sao dados por

$(0) ,(0)

d= ﬁ, dy= M, (4.140)
_P(Le) do(Le)
4>,3(Le) $o3(Le)

sendo L, o comprimento do elemento finito.

As Egs. (4.81) e (4.137) permitem escrever

oD =Wsd, AD=WAd, (4.141)
onde
P
w=|yp,| (4.142)
110 33
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Com vista a implementagao numérica das expressoes (4.129)-(4.134), recorre-se a
interpolagao indicada na Eq. (4.141). Em primeiro lugar, é vantajoso decompor as tensoes

S, (4.61) da seguinte forma

S, =SM+ X5 +SEE,, (4.143)
onde E4=[0 0 0 1]7e
M F
522 522 0
sM —r |SF 0
si=|0al 0= 2] shE=| | (4.144)
23 23
0 0 sk

Utilizando as expressoes (4.135)-(4.136) para desacoplar os termos de membrana e de
flexao, torna-se possivel efetuar uma integragao analitica segundo X; (os termos cuja

funcao integranda ¢ linear em X; sao nulos), obtendo-se

. —~T
SWi, = od ( ijﬁ OF AT SY —y3SEM EFE4)]O dX,dX;

j j ‘PTNDEFS Jo ddeX3), (4.145)
W,y = od Z‘PT(QIT)EQ]-, (4.146)
Dynas W[ A = ( [, [ wTel Al a0 pp i, dXadx;

—tj f 1,bt23‘PTM£EFCfMDE§‘P]0 dX,dX;
LJS
3 —_
__j LWTNEEECfNDEzV:\I’]O ddeX3)Ad, (4.147)
—~T
Dyeo0 Wi [Ad] = 5d (—tLL\pT@DZEy (A7 SY)WJo dX,dXs
T F
+ t‘[ J 1’[)t3‘P NDZEE (513A0E3)‘P]0 ddeXg,
LJS

t3 - - —~
__2J J- ‘PTNDZEE (S§3AOE3 - S§3A0RE2)‘I’]0 ddeXg,)Ad,
LJS

(4.148)

DSW, [Ad] = od Y wlex(Q)wad, (4.149)
7

DoW.[AN]=56d Y wiel AQ), (4.150)

onde S representa a linha média da seccao transversal e L € [-1,1]. Note-se ainda que o de-
sacoplamento dos termos de membrana e de flexao permite utilizar matrizes constitutivas

distintas para os termos de membrana, CM, e de flexdo, CF.
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Assim, a matriz de rigidez tangente é dada por
K, = tJ f wie! wA;CY"A,0pp W]y dX,dXs
LJs v ’
+ t—[ J YEWIM]  CIM pprW]y dXpdXs
LJs v
2 TnT F
+ E ‘[L L v NDEECt NDEﬁ"IJ]O dXZdX3
+ tj f WO opm (A)SY)W]o dX,d Xs
LJs ’
—t WIN e (SEAGES )W) dX,d
Pr3 DZEﬁ( 1300 3) Jo dX,d X5
LJs

t3 _ _
+ ﬁf J \pTNDzEF (S§3A0E3 - S§3A0RE2)\;[I]O dX,dX;
LJS v

—Z‘PTGDz;(Q]-)‘P (4.151)
j

o vetor das forgas incrementais por

Q,= Z‘PTGngQj (4.152)
j
e o vetor das forgas desequilibradas por

GE:Z\IIT@)ITRQj—tJ‘LL\PT(QIT)EyAESiW—z,bt3Sf3MlT)E5E4)]o dX,dX;
j
t3 Tx+T <F
+E i S‘P NDEESVIO ddeXg, (4153)

4.7 Exemplos numericos

Nesta Secgao apresentam-se alguns exemplos de aplicagao e validagao do elemento finito
proposto.

Os modos de deformacao sao obtidos com o programa GBTUL 2.06 (Gongalves et al.,
2010b, 2014; Bebiano et al., 2015, 2018). No entanto, os modos de extensao transversal
fornecidos por este programa correspondem a fung¢oes x, apenas lineares (na direcao da
linha média), enquanto que os modos que envolvem deslocamentos transversais a linha
meédia sao cubicos. Esta discrepancia de grau polinomial conduz a solug¢oes excessiva-
mente rigidas em problemas geometricamente nao-lineares. Com vista a mitigagao deste
fenémeno, sao considerados modos x, quadraticos adicionais, tal como sugerido noutros
estudos (Gongalves e Camotim, 2012; Martins et al., 2018) e efetua-se integracao reduzida
segundo X,, conforme foi ja mencionado na Secgao 4.6 (3 pontos de Gauss). Estes modos
quadraticos correspondem a considerar fun¢oes da forma

0 _ (X2 (X2
X5 —4(7—(7) ) (4.154)
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em cada segmento de parede, onde b representa a respetiva largura.

Deve-se notar que nem todos os modos da GBT podem ser incluidos no elemento
finito proposto, uma vez que a translagao e a rotagao da secgao transversal ja se encon-
tram descritas por % e 8 — nos pequenos deslocamentos, estes seis graus de liberdade
correspondem exatamente aos modos 1 a 4 da GBT (extensao axial, duas flexoes e tor¢ao)
e aos dois modos de corte obtidos a partir das func¢oes de empenamento dos modos de
flexao. Assim, estes modos nao sao incluidos. Por outro lado, ha que incluir o modo de
empenamento de tor¢ao, o qual é obtido a partir do modo 4 da GBT, e o modo de corte as-
sociado deve também ser excluido, de forma a evitar uma dependéncia linear na descri¢ao
cinematica.

Adota-se uma lei material de Saint-Vénant-Kirchoff para estados planos de tensao, cuja
matriz é “aumentada” para ter em conta a distor¢ao na direcao da espessura resultante

da tor¢ao, ou seja,

E vE
2= _ 0 o0
1-v2 1-v2
E E
= 5 00
Ci=|[1-v® 1-v , (4.155)
0 0 G 0
0 0 0 G

onde E é o modulo de elasticidade, v o coeficientes de Possion e G 0 mddulo de distorcao
(recorde-se a ordem das componentes de tensao e deformacao, indicada nas Egs. (4.59)-
(4.60) e (4.61)). Quando se considera que a extensao transversal das paredes é nula, i.e.,
quando nao se consideram modos de extensao transversal na analise, a matriz constitutiva

relativa aos termos de membrana é substituida por

0

C = ) (4.156)

S O O

0
0
0

o o I o

0
G
0 0 G

de forma a evitar solu¢des excessivamente rigidas devidas ao efeito de Poisson.

A excecdo do primeiro exemplo, apenas se consideram sec¢des transversais em I — os
modos de deformacao de uma sec¢ao em I genérica, discretizada com um noé intermédio
em cada parede, sao apresentados na Figura 4.4. Conforme foi ja mencionado, os modos
1 a 3 (extensao e flexoes) e 14 a 16 (modos de corte de flexao e tor¢ao) nao sao incluidos
nas analises e, portanto, nao sao representados na figura. Relativamente ao modo de
tor¢ao (modo 4), apenas ¢é retida a parcela de empenamento. Todos os restantes modos
sao incluidos: (i) modos locais de placa (5 a 13), (ii) modos de corte (17 a 23) e (iii) modos
de extensao transversal lineares (24 a 33) e quadraticos (34 a 43, nao apresentados na
figura).

Todos os exemplos correspondem a barras com uma extremidade encastrada. Esta con-

digao de fronteira bloqueia todos os deslocamentos e rotagoes, incluindo o empenamento.
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Figura 4.4: Modos de deformacao para uma seccao em I genérica.

Para o elemento proposto, estas condi¢oes sao aplicadas com

7(0)

7V =0, (4.158)

i

0(0)=p"=5,=0, (4.157)
0

em que a Eq. (4.158) apenas se aplica a modos com f(li) # 0, em virtude da hipétese de
Kirchhoff (modos 5 a 13, 24 e 25, na Figura 4.4).
A implementagao do elemento proposto foi efetuada em MATLAB (2018). Para efeitos

de validagao e comparacao, recorre-se a modelos de elementos de casca de quatro nos
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MITC (Bathe e Dvorkin, 1985), analisados utilizando o programa ADINA (Bathe, 2019).

Os exemplos numéricos considerados sao apresentados em seguida e encontram-se
subdivididos em trés Sec¢des. Em todos os casos adotam-se discretizaces uniformes com

o elemento finito proposto e considera-se E =210 GPae v =0, 3.

Na Seccao 4.7.1 analisam-se barras de eixo reto, em consola, pré-torcidas, variando a
seccao transversal e o angulo de pré-tor¢ao. Em primeiro lugar considera-se uma secgao
retangular de parede fina e um angulo de pré-torcao igual a 180°; em segundo lugar
estuda-se uma seccao em I com um angulo de pré-torcao igual a 360°. Ambas as barras
encontram-se sujeitas a uma forca axial de tragdo, aplicada no centrbide da respetiva
seccao da extremidade livre, de forma a capturar o acoplamento nao-linear de extensao-

torgao.

De seguida, na Secgao 4.7.2, sao estudadas barras com o eixo inicial definido através
de uma linha definida no espa¢o tridimensional e sec¢do transversal em I. A configuragao
inicial das barras é obtida a partir de um arco plano com 360° e aplicando uma forga
na extremidade livre segundo a direcao perpendicular ao plano de curvatura, de modo
a obter uma configuragao tridimensional. Em primeiro lugar considera-se uma secgao
em I mais compacta, de forma a que esta nao seja suscetivel a encurvadura local, e é
aplicada uma forga vertical na ligacao superior banzo-alma da extremidade livre. Para
este caso é ainda analisado o efeito da diferenca entre se iniciar o carregamento a partir da
configuragao inicial plana (arco com 360°) ou da configuragao inicial tridimensional. Por
fim, no ultimo exemplo, considera-se a mesma sec¢ao transversal mas com a espessura
das paredes reduzida de forma a provocar a deformagao da secgao, a qual passa a assumir

um papel importante na resposta estrutural.

Por ultimo, na Secgao 4.7.3, apresentam-se trés exemplos que envolvem barras de eixo
circular com 90° e seccao transversal em I. O primeiro caso foi originalmente analisado
por Gongalves (2019), utilizando elementos de barra geometricamente exatos de dois nods e
incluindo empenamento de tor¢ao. Este exemplo envolve um arco com secgao transversal
compacta (a deformacao da seccao assume um papel desprezavel), sujeito a uma forca
atuante no centr6ide da sec¢ao da extremidade livre, na diregao perpendicular ao plano
de curvatura, provocando flexao-tor¢ao. Em seguida estuda-se um arco semelhante ao
anterior, embora (i) se reduza a relacao largura-espessura das paredes de forma a provocar
a deformacgao da seccao e (ii) a forca seja aplicada na extremidade livre de um dos banzos.
No ultimo exemplo mantém-se a secgdo transversal do exemplo anterior e reduz-se o raio

do arco para metade, de forma a aumentar os efeitos da deformacgao local.

Finalmente, considera-se relevante indicar os tempos de calculo verificados para dois
casos analisados. Todas as analises foram efetuadas utilizando um processador Intel Core
i7-6700HQ CPU @ 2.60 GHZ. Para 10 EF e 5 modos de deformagao (ver Figura 4.5),
cada iteragao demora cerca de 0,24 segundos. Em contraste, para 40 EF e 38 modos de
deformacao (ver Figura 4.14) sdo necessarios, em média, 17,3 segundos para completar

uma iteracao.
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4.7.1 Barras pre-torcidas

O primeiro exemplo consiste numa barra em consola com, 3 metros de comprimento e
seccao transversal retangular (de parede fina), com um angulo de pré-tor¢ao igual a 180°,
encontrando-se sujeita a uma forga axial de tragao F, aplicada no centrdide da sec¢ao da
extremidade livre, conforme se mostra na Figura 4.5. Este exemplo tem como objetivo
demonstrar que o elemento finito proposto é capaz de capturar o acoplamento nao-linear
entre a extensao da barra e a tor¢ao (a pré-tor¢ao diminui a medida que a tracao aumenta
— ver, por exemplo, Hodges (1980), Krenk (1983) e Kordolemis et al. (2015)).

Na Figura 4.5 mostra-se o grafico for¢a-rotacao da seccao da extremidade livre com
(i) 366 e 1452 elementos de casca, (ii) a formulacao proposta com 5 elementos finitos e
apenas o modo de empenamento secundario de tor¢ao (obviamente, este modo é essencial
na modelacao da tor¢ao da barra) e (iii) a formulacao proposta com 10 elementos e os mo-
dos de empenamento secundario e de extensao transversal, permitindo capturar o efeito
de Poisson — estes modos foram obtidos para a discretizagao da parede ilustrada na Fi-
gura 4.6, ou seja, com um no intermédio na parede, obtendo-se dois modos de extensao

transersal linear e dois quadraticos (estes Gltimos nao sao mostrados na figura).

Na zona inferior da Figura 4.5 apresentam-se, para cada discretizagao, as configura-
¢des indeformada (linhas azuis’) e deformada (cinzento), sendo esta tltima obtida para
F =10000 kN. A rotagao associada a este nivel de carga corresponde a uma rotacao de
tor¢ao de, aproximadamente, 2,72 rad (156°).

Os resultados mostram que todos os modelos estao em excelente concordancia e que o
acoplamento nao-linear extensao-tor¢ao é bem capturado pelo elemento proposto, mesmo
quando se considera apenas o modo de empenamento secundario na analise. A introdugao
dos modos de extensao transversal conduz a resultados ligeiramente mais flexiveis e que
coincidem de forma muito precisa com o modelo de elementos de casca perto do topo do
grafico.

Apesar de nao se apresentarem no grafico, deve-se notar que, ao utilizar 10 elementos
finitos sem modos de extensao transversal, obtém-se resultados um pouco mais flexiveis
(diferencgas inferiores a 1% em termos de deslocamento) que os dos modelos de casca, uma
vez neste caso nao se esta a considerar o efeito de Poisson restringido no apoio. Por outro
lado, ao utilizar modos de extensao transversal, torna-se necessario considerar pelo menos
10 elementos para obter resultados precisos (menos elementos conduzem a solu¢des mais
rigidas).

Em seguida analisa-se uma barra com 3 metros de comprimento e sec¢ao transversal
em I, sujeita a uma for¢a axial F aplicada no centréide da se¢cao. O angulo de pré-torcao
é igual a 360°, conforme ilustrado na Figura 4.7. Nesta figura apresenta-se o grafico forca-
rotacdo da seccao da extremidade livre, obtido com (i) um modelo com 1534 elementos de

casca e (ii) a formulacao proposta com 2, 5 e 10 elementos e considerando apenas os modos

2Para melhor visualizar a configuracio indeformada, esta é também representada separadamente, para
10 EF.

134



4.7. EXEMPLOS NUMERICOS

Seccdo transversal 10000 T T T T T
T Casca, 366 EF
9000} Casca, 1452 EF i
10 [0 Barra, 5 EF, Modos: T
S 8000k O Barra, 10 EF, Modos: T + ET |
Legenda: T — Empenamento de torgao
7000k ET - Extensao transversal i
4 F (mm)
. Z 6000 .
Material: E = 210 GPa %
v =203 :
5000} .
S
=
S)
= 4000 1
3000r .
2000} 4
1000 4
O 1 1 1 1 1
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3
Rotacdo de tor¢do da sec¢ao de extremidade livre (rad)
Configuracao indeformada, 10 EF
X,
X, X,

Barra, 5 EF

A ’i‘ 7

Ny ity Syt iy
SR L
o ‘Q‘Q‘A‘Ei\\

.“‘

Casca, 1452 EF

Figura 4.5: Consola com seccao retangular, pré-torcida a 180° e sujeita a uma forca axial
de tracao.
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Discretiza¢do: 0 nds naturais Modos lineares de extensdo transversal
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¥
I

Figura 4.6: Seccao retangular de parede fina: discretizagao e modos lineares de extensao
transversal.

de empenamento primério e secundario de tor¢ao’. Observa-se que os resultados obtidos
com 5 e 10 elementos de barra coincidem e estao bastante proximos dos obtidos com o
modelo de elementos de casca (embora sejam mais rigidos até uma rotagao de 5 radianos
e ligeiramente mais flexiveis perto da for¢a maxima). Mais uma vez, as configuragoes
deformadas relativas a F = 50000 kN sao apresentadas na parte inferior da Figura 4.7,
mostrando que existe uma excelente concordancia entre os varios modelos — para esta

forca, a rotagao maxima da secgao de extremidade € de, aproximadamente, 5,8 rad (332°).

4.7.2 Barras com eixo inicial dado por uma curva tridimensional

Vao agora ser analisadas barras cujo eixo inicial corresponde a uma curva tridimensional.
Nos casos considerados, essa configuragao é obtida partindo de um arco plano com 360°
e aplicando uma forga na ligagao banzo-alma da extremidade livre, apontando para fora
do plano de curvatura, de modo a obter uma configuragao tridimensional.

Em primeiro lugar considera-se o caso da Figura 4.8, correspondente a uma barra
com uma secgao em I relativamente compacta, pouco suscetivel a encurvadura local. A
configuragao inicial (representada a azul na parte inferior esquerda da figura) é obtida
considerando um arco plano de raio igual a 2 metros (representado a preto) e aplicando
uma forca para fora do plano igual a F = 0,3 kN. O deslocamento vertical conjugado desta
forca é de 1,4422 m com 5 elementos finitos e 1,6537 m com 20 elementos. A configuragao
obtida com 20 elementos foi posteriormente exportada para o programa ADINA, para
criar o modelo de elementos de casca (cuja configuracao inicial se representa a azul na
parte inferior direita da figura). Naturalmente, a forca aplicada e a deformacao gerada
para definir a configuragao inicial ndo sao consideradas na analise subsequente.

O grafico na Figura 4.8 mostra as trajetoérias de equilibrio (for¢a-deslocamento do
respetivo ponto de aplicagdo) obtidas (i) com um modelo de 4122 elementos de casca
e (ii) a formulagao proposta, com 5 e 20 elementos finitos e incluindo apenas os modos
de empenamento de torcao (primario e secundario). Conclui-se que 5 elementos nao

sao suficientes para obter uma solucao precisa para deslocamentos superiores a 2,5 m,

3Deve referir-se que, sem estes modos, o comportamento da barra é muito mais rigido, obtendo-se uma
linha quase vertical no grafico da figura.
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Figura 4.7: Consola com seccao em I, pré-torcida a 360° e sujeita a uma forca axial de
tracao.
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enquanto que 20 elementos fornecem resultados quase idénticos aos do modelo de casca.
Esta excelente concordancia pode ainda ser observada nas configura¢oes deformadas

representadas na parte inferior da Figura 4.8, para F=1kN e F =10 kN.

De seguida analisa-se o efeito da diferenga entre considerar a configuracao inicial
plana (arco circular com 360°) e tridimensional (ap6s a aplicagao da forga vertical), ou
seja, a diferenca entre iniciar a analise a partir das configuragoes representadas a preto
e a azul, respetivamente, na parte inferior da Figura 4.8. Naturalmente, ao considerar a
configuracao inicial plana, a for¢a e o deslocamento sao medidos relativamente a configu-
ragao tridimensional, i.e., a for¢a é F = Fiy;) — 0,3 kN e o deslocamento correspondente
€ d = dyoa1 — 1,6537 m. Os resultados obtidos sao apresentados no grafico da Figura 4.9.
Observa-se que existe uma diferenca significativa entre as curvas para as duas configu-
ragoes iniciais — a diferen¢ca maxima em termos de deslocamentos ocorre, aproximada-
mente, para F = 0,60 kN e tem um valor de 8,53%. De qualquer forma, nao é demais
salientar que, mesmo para a configuragao inicial plana, os resultados obtidos com o ele-

mento proposto coincidem virtualmente com os do modelo de elementos de casca.

Por fim, considera-se um ultimo exemplo com a configuracao inicial do caso ante-
rior, mas com uma sec¢ao transversal mais esbelta (a espessura das paredes é reduzida
para 5 mm), de forma a despoletar a deformagao da sec¢ao no seu plano. O grafico forga-
deslocamento da Figura 4.10 mostra os resultados obtidos com (i) um modelo com 6331
elementos de casca, (ii) a formulagao proposta com 5 e 20 elementos que envolvem ape-
nas os modos de empenamento de tor¢ao (primario e secundario) e (iii) a formulagao
proposta com 5 e 20 elementos que incluem, para além dos modos de empenamento de
tor¢ao, os modos locais de placa da Figura 4.4. O grafico mostra claramente que os modos
locais de placa sao essenciais para obter resultados precisos e que, ao utilizar 20 elemen-
tos, obtém-se resultados virtualmente idénticos aos do modelo de elementos de casca.
Note-se, no entanto, que a deformacgao local ndo é visivel nas configuragoes deformadas,
mesmo quando ocorrem grandes deslocamentos (ver a parte inferior da Figura 4.10). A
influéncia dos modos locais de placa ao longo do comprimento da barra pode ser visua-
lizada na Figura 4.11, onde é mostrado o andamento das func¢oes de amplitude relativas
a estes modos. Verifica-se que o modo LP5 é predominante, manifestando-se ao longo
de todo o comprimento, sendo particularmente relevante perto da zona do apoio e para
aproximadamente X/L = 0,6, onde a fungao de amplitude atinge o seu maximo. O modo
LP7 também se destaca relativamente aos restantes modos, tanto junto do apoio como
em X/L =0, 6, embora tenha uma participacao inferior a do modo LP5. Observa-se ainda
que o modo LP6 tem uma maior participacao na extremidade livre, sobrepondo-se, em
valor absoluto, as amplitudes dos modos LP5 e 7. Deve referir-se que se verificou que a
inclusao de modos adicionais nao se traduz numa diferenga significativa relativamente

aos resultados ja apresentados.
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Figura 4.8: Barra de eixo inicial curvo tridimensional com sec¢ao em I compacta: ge-
ometria da secgao, propriedades materiais, grafico for¢a-deslocamento e configuragoes
deformadas.
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Figura 4.9: Grafico for¢a-deslocamento para as configuracoes iniciais plana e tridimensio-
nal.

4.7.3 Barras de eixo circular

Nesta ultima Secgao analisam-se barras de eixo circular com 90° e sec¢ao em I, sujeitas a

acao de forgas aplicadas na seccao de extremidade livre.

O primeiro exemplo consiste no arco representado na Figura 4.12, com 6 metros de
comprimento e uma sec¢ao compacta. A forca atua no centréide da sec¢ao de extremidade,
segundo a direcao perpendicular ao plano de curvatura, causando flexao-tor¢ao. Uma vez
que a seccao transversal é compacta e o comprimento da barra é relativamente grande,
a deformacao da sec¢ao tem um papel negligenciavel. Este exemplo foi originalmente
analisado por Gongalves (2019) com recurso a elementos de barra geometricamente exatos

de dois nos (ou seja, elementos retos) e incluindo empenamento de torgao.

O grafico da Figura 4.12 mostra as trajetorias de equilibrio (relagao for¢a-deslocamento
do ponto de aplicacao da carga) obtidas com (i) 530 e 2416 elementos de casca, (ii) 6 e 50
elementos geometricamente exatos de dois nds (Gongalves, 2019) e (iii) a formulagao pro-
posta com 6 elementos (apenas com os modos de empenamento de tor¢ao) e 20 elementos
(com todos os modos indicados na Figura 4.4). Em primeiro lugar, deve-se notar que as
curvas obtidas para os modelos de casca sao ligeiramente distintas, mostrando que mesmo
para esta seccao (compacta) é necessario refinar bastante a malha. Ambos os modelos de
elementos de barra com empenamento de tor¢ao (o proposto e o de Gongalves (2019))

fornecem resultados virtualmente coincidentes com os obtidos pelo modelo de elementos
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Figura 4.10: Barra de eixo inicial curvo tridimensional com sec¢ao em I esbelta: geometria
da seccao, propriedades materiais, grafico for¢a-deslocamento e configura¢oes deforma-

das.
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Figura 4.11: Funcdes de amplitude modal dos modos locais de placa.

de casca mais refinado, desde que se considere um numero suficiente de elementos (6
no primeiro caso; 50 no segundo). Por outro lado, a utilizacao de 20 elementos de barra
com todos os modos de deformagao conduz a resultados ligeiramente mais flexiveis que
os da malha mais refinada de elementos de casca (diferencas inferiores a 1% em termos
de deslocamento). Embora nao se mostre no grafico, aumentar o namero de elementos
nao conduz a diferengas significativas no resultados obtidos. Conclui-se também que o
elemento proposto é muito mais preciso que o de Gongalves (2019), uma vez que utili-
zando apenas 6 elementos e os modos de empenamento de tor¢ao obtém-se resultados
que apenas sao reproduzidos com 50 elementos de dois nds. As configura¢oes deformadas
apresentadas na parte inferior da Figura 4.12 correspondem a um deslocamento lateral
igual a 3 m e permitem constatar uma excelente concordancia entre ambos os modelos

para grandes deslocamentos.

O proéximo caso a ser analisado é semelhante ao anterior, embora se reduza a razao
largura-espessura das paredes para despoletar a deformacao da secgao transversal, con-
forme se mostra na Figura 4.13. Para além disso, a forca lateral é aplicada na extremidade
livre de um dos banzos e o raio adotado para o arco € igual a 4 metros, o que resulta num
comprimento do eixo semelhante ao do caso anterior (no entanto, a linha média da seccao

transversal possui maiores dimensoes).

O grafico da Figura 4.13 mostra a evolugao do deslocamento lateral do ponto de
aplicagao da carga para (i) um modelo com 3317 elementos de casca e (ii) a formulacao

proposta com 20 e 40 elementos, e varios conjuntos de modos de deformacgao. Verifica-se
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Figura 4.12: Arco circular de 90° com seccao transversal compacta: geometria da secgao,
propriedades materiais, grafico forga-deslocamento e configuragoes deformadas.
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Figura 4.13: Arco circular de 90° com seccao transversal esbelta: geometria da seccao,
propriedades materiais, grafico forca-deslocamento e configuragoes deformadas.
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Figura 4.14: Arco circular de 90° curto com secgao transversal esbelta: geometria da
seccao, propriedades materiais, grafico forga-deslocamento e configuragoes deformadas.
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que utilizando apenas os modos de empenamento de tor¢ao se obtém diferencas signi-
ficativas relativamente ao modelo de casca para forcas acima de 1 kN, o que indica que
a deformacao da seccao torna-se relevante a partir deste nivel de for¢a. Aumentando
o numero de modos de deformacao permite melhorar os resultados, mas uma concor-
dancia virtualmente perfeita apenas é alcancada com 40 elementos e todos os modos de
deformacao.

As configuragoes deformadas apresentadas na Figura 4.13 dizem respeito ao desloca-
mento maximo indicado no grafico sendo que, no caso do elemento proposto, consideram-
se todos os modos de deformagao. Estas configuragoes apresentam uma deformacao que
combina flexao-torgao global com flexao localizada dos banzos perto encastramento —
note-se que, curiosamente, o ponto de aplicagao da for¢a nao corresponde ao desloca-
mento lateral maximo. Embora a solu¢do com 20 elementos de barra ja seja bastante
semelhante a do modelo de elementos casca, utilizando 40 elementos é possivel capturar
de forma muito precisa a deformacao localizada perto do apoio. No entanto, deve-se notar
que mesmo este modelo mais refinado nao reproduz exatamente o movimento do banzo
da direita do modelo de elementos de casca na zona do encastramento — considerar mais
elementos de barra nao melhora os resultados obtidos com 40 elementos.

Finalmente, num ultimo exemplo, mantém-se a secgao transversal do caso anterior
mas reduz-se o raio do arco para 2 metros, de forma a despoletar uma deformacao local
mais pronunciada. O grafico da Figura 4.14 mostra as curvas forca-deslocamento para (i)
um modelo com 1679 elementos de casca e (ii) modelos de elementos de barra, com 20 e
40 elementos, e varios conjuntos de modos de deformacao. Devido a natureza extrema da
deformacao da seccao neste problema, considerando apenas os modos de empenamento
de torcao nao permite capturar os resultados do modelo de casca, mesmo para forgas
relativamente baixas. De forma analoga ao caso anterior, sao obtidos resultados extre-
mamente precisos se forem considerados todos os modos de deformacao e 40 elementos
finitos.

As configura¢oes deformadas apresentadas na Figura 4.14 sao relativas ao desloca-
mento maximo no grafico (aproximadamente 0,8 m) e mostram claramente que a defor-
magcao da seccao esta presente ao longo de toda a barra. Em contraste com o exemplo
anterior, deve-se referir que a deformacao da sec¢ao é agora muito bem capturada ao

longo de toda a barra caso se considerem 40 elementos e todos os modos de deformagao.

4.8 Sumario

Neste Capitulo desenvolveu-se uma formulagao geometricamente exata para estudar pro-
blemas estruturais envolvendo barras de parede fina pré-torcidas e/ou de eixo curvo
sujeitas a grandes deslocamentos e rotacoes finitas, bem como deformacao da seccao
transversal no plano e para fora deste (empenamento). A deformacao da seccao € intro-
duzida através de funcoes de forma (modos de deformacao) obtidas a partir da GBT, as

quais constituem conjuntos de modos de deformacao bem definidos hierarquicamente e
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com significado estrutural. O modo de empenamento secundario associado a tor¢ao (na
direcao da espessura das paredes) é obtido de forma a ser independente da curvatura de
torgao, conduzindo a uma maior eficiéncia computacional relativamente a formulagao
para barras retas de Gongalves et al. (2010a).

O elemento finito desenvolvido envolve a interpolagao direta dos parametros cinema-
ticos independentes (trés translagoes, trés rotacoes, D modos de deformacao arbitrarios
e o modo de empenamento secundario de tor¢ao) utilizando polinémios ctbicos de Her-
mite, resultando num elemento com 4 x (7 + D) graus de liberdade. Todas as expressoes
necessarias a implementacao computacional da formulacao foram apresentadas numa
forma matricial.

A precisao do elemento finito proposto foi demonstrada através de varios exemplos
numéricos, tendo-se utilizados modelos refinados de elementos finitos de casca para vali-
dar e comparar os resultados obtidos. Demonstrou-se que o elemento proposto conduz a
resultados excelentes mesmo quando (i) a configura¢ao inicial assume uma forma tridi-
mensional complexa e (ii) ocorrem grandes deslocamentos e rotagoes finitas em conjunto

com a deformacao da seccao transversal.
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Capitulo 5

Conclusoes e desenvolvimentos

futuros

5.1 Conclusoes

O trabalho apresentado nesta tese consistiu no desenvolvimento de formulagdes originais
para barras de parede fina de eixo curvo, tendo sido mostrado que os elementos finitos (de
barra) baseados nestas formulag¢oes constituem alternativas vantajosas face aos elementos
de casca, tanto na eficiéncia computacional — envolvem um namero muito menor de
graus de liberdade, mantendo a precisao dos resultados — como na interpretacao dos
resultados — os modos de deformacao da sec¢ao transversal permitem uma interpretacao
com significado estrutural.

O trabalho foi desenvolvido em duas fases: em primeiro lugar foi apresentada uma
formulagao fisicamente e geometricamente linear para barras de eixo circular, baseada
na Teoria Generalizada de Vigas (Capitulo 3) e, em segundo lugar, desenvolveu-se uma
formulagao geometricamente exata para barras pré-curvas e/ou pré-torcidas envolvendo
grandes deslocamentos e rotagoes finitas, a qual utiliza os modos de deformacao da GBT
(Capitulo 4).

De seguida sao apresentadas as conclusoes relativas a cada uma das formulagoes

desenvolvidas.

5.1.1 Conclusoes relativas a formulacao linear para barras de eixo circular

Relativamente a formulacao linear para barras de eixo circular, a qual foi apresentada no

Capitulo 3, destacam-se as seguintes conclusoes:

1. A formulagao desenvolvida conduz a expressoes relativamente mais complexas
do que as da GBT classica (barras retas), em virtude da presenca da curvatura
da barra. Em particular, surge uma nova componente da deformagao na diregao
longitudinal que traduz a ja conhecida particularidade de barras de eixo circular:

deslocamentos radiais provocam extensao longitudinal do eixo da barra. Esta nova
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componente conduz ao surgimento de um novo esfor¢o generalizado e trés novas

matrizes modais da GBT.

2. Apesar da relativa complexidade das expressoes, a formulagdo permite incluir as
hipoéteses simplificativas usuais da GBT, nomeadamente, a hipétese de Kirchhoff, a
hipoétese de Vlasov (distorcao de membrana nula) e a hipdtese de inextensibilidade
transversal das paredes da secgao transversal. Estas hipoteses simplificativas sao
fundamentais para preservar a eficiéncia da GBT classica (para barras de eixo reto):
obtém-se solugoes precisas com um numero reduzido de modos de deformagao
e, em acréscimo, a hipotese de Vlasov conduz a uma formulacao sem locking de
corte. No entanto, é de salientar que é possivel utilizar modos de deformagao que
nao satisfazem as hipo6teses de Vlasov e/ou de inextensibilidade transversal das
paredes, sendo que, em alguns casos, a inclusao destes modos permite melhorar
a precisdao das solugdes (em particular, os modos que nao satisfazem a hipdtese
de Vlasov sdo fundamentais para sec¢es fechadas). A semelhanca do que sucede
com a GBT para barras retas, a consideracao de ambas as hipoteses obriga a que
os modos de deformacao sejam definidos por fun¢oes de empenamento %y lineares
e deslocamentos transversais vy constantes, mas a hipotese de Vlasov conduz, no
entanto, a uma restri¢ao mais complexa do que a obtida para o caso reto, conforme

é discutido no ponto 4).

3. A formulacao proposta permite recuperar as equagoes classicas das teorias de Win-
kler (caso plano) e de Vlasov (caso tridimensional), bem como as relacoes entre
esforcos generalizados e medidas de deformacgao, sempre que o centréide seja coin-
cidente com o centro de corte e os eixos principais da sec¢ao sejam paralelos aos
eixos do referencial global. Este procedimento demonstra, uma vez mais, a versatili-
dade e o carater geral desta formulacao face as teorias classicas para barras de eixo

circular.

4. A consideracao da hipdtese de Vlasov no contexto das barras curvas envolve uma
restrigao significativamente mais complexa entre as componentes 1y e vy dos modos
de deformagao, face a obtida para barras retas. Tal implica que os modos de defor-
magao dependem da curvatura (correspondem aos modos das barras retas quando
a curvatura ¢ infinita). Assim, foram desenvolvidas duas abordagens para o calculo

dos modos de deformacgao para barras de eixo circular:

a) Numa primeira abordagem, destinada simplesmente ao calculo dos modos
naturais de Vlasov (os restantes modos assumem-se iguais aos do caso reto),
utilizam-se as fun¢des de empenamento para barras retas de modo a deter-
minar os deslocamentos no plano da sec¢ao transversal, impondo a hipotese
de Vlasov. Este procedimento revelou-se dificil de sistematizar, motivando o

desenvolvimento de uma abordagem mais geral.
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b) A segunda abordagem é baseada no procedimento proposto por Gongalves et
al. (2010b,2014) para barras retas, utilizando problemas de valores e vetores
proprios generalizados de forma a obter e subdividir os modos de deformagao.

Desta forma, a nomenclatura classica dos modos foi mantida.

5. Foram desenvolvidos, implementados e validados dois elementos finitos, nomeada-
mente um elemento de compatibilidade (com aproximacao direta das fungoes de
amplitude modal dos modos de deformagao) e um elemento misto (com aproxima-
cao das fung¢oes de amplitude modal e das extensoes longitudinais que causam a

ocorréncia de locking de membrana).

a) Os exemplos numéricos apresentados mostraram de forma clara a versatili-
dade e a eficiéncia computacional do elemento de compatibilidade, tendo-se
obtido resultados muito precisos com um namero reduzido de modos de de-
formacao e elementos finitos. O carater modal da GBT permitiu incluir ou
nao determinados modos de deformacdo nas analises, de forma a aferir a sua
influéncia nos resultados. Para além disso, através da observacdo das fun¢des
de amplitude modal, foi possivel verificar a importéancia relativa dos varios

modos de deformagao ao longo do comprimento da barra.

b) Muito embora o elemento de compatibilidade tenha fornecido resultados exce-
lentes e seja insensivel ao locking de corte, existem outras fontes de locking que
afetam o desempenho do elemento. O elemento finito misto com aproximacao
das funcoes de amplitude modal e do campo de deformagoes assumidas permi-
tiu prevenir o locking decorrente da curvatura da barra e revelou possuir uma

capacidade preditiva muito superior a do elemento de compatibilidade.

c) Os exemplos apresentados permitem concluir que o comportamento de barras
curvas exibe peculiaridades notéaveis: o efeito de flange curling pode ser obser-
vado no caso linear (em pecas retas apenas ocorre no caso geometricamente
nao-linear), (ii) cargas concentradas induzem a deformacao da secgao nao so6
na sua vizinhanc¢a mas também em zonas significativamente afastadas (tal nao

sucede em pecas retas).

5.1.2 Conclusoes relativas a formulacao geometricamente exata para barras

curvas

A formulacao geometricamente exata para barras curvas (e/ou pré-torcidas) permite tecer

as seguintes conclusoes:

1. A formulacao permite incluir, para além dos movimentos de corpo rigido, a defor-
macao da secgao transversal no plano e para fora deste (empenamento). Esta é carac-
terizada através de fungoes de forma que definem a configuracao do folheto médio,
cuja descricao é cinematicamente completa (no presente trabalho utilizaram-se os

modos de deformacao da GBT para pegas retas, os quais constituem um conjunto de
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modos bem definidos, hierarquicos e com significado estrutural). A simplificacao
da formulagao ocorre ao nivel dos termos de flexao (termos que variam na dire-
cao da espessura das paredes), que sao calculados considerando algumas hipdteses

simplificativas.

2. O modo de empenamento secundario associado a torgao foi definido de forma
independente da curvatura de torgao, o que constitui uma melhoria na eficiéncia
computacional face a formulagao desenvolvida por Gongalves et al. (2010a) para
barras retas. Em particular, a presente abordagem evita o calculo da derivada e das

variagOes da curvatura de torgao.

3. A introdug¢do de uma configuragao inicial curva e/ou pré-torica constituiu uma
tarefa nao trivial, uma vez que as expressoes se tornam significativamente mais
complexas em relacao as apresentadas por Gongalves et al (2010a). No entanto, foi
possivel apresenta-las num formato cuja implementacao computacional é relativa-

mente simples.

4. O elemento finito interpola diretamente os parametros cinematicos independentes
(trés translacoes, trés rotacdes, D modos de deformacao arbitrarios e o modo de
empenamento secundario de tor¢ao) utilizando fun¢des ctubicas de Hermite, consti-

tuindo assim um elemento com 4 x (7 + D) graus de liberdade.

5. Os exemplos numéricos apresentados permitiram validar o elemento finito pro-
posto, tendo-se obtido resultados muito precisos em problemas envolvendo gran-
des deslocamentos e rotagoes finitas com complexidade consideravel. Em particular,
foram analisadas (i) barras pré-torcidas sujeitas a uma forga axial, demonstrando
que o elemento captura adequadamente o acoplamento nao-linear entre a extensao
axial e a torgao, (ii) barras com eixo inicial definido por uma curva tridimensional
complexa, mesmo sofrendo deformagao da secgao, e (iii) barras curvas sujeitas a

uma consideravel deformacao da seccao.

5.2 Desenvolvimentos futuros

Na opiniao do autor, as formulacoes desenvolvidas nesta tese constituem ja uma con-
tribuicao significativa para a analise de barras curvas e/ou pré-torcidas, uma vez que
permitem (i) considerar uma configuracao inicial arbitraria, (ii) incluir a deformagao da
seccao transversal, e (iii) oferecem a hipdtese de efetuar analises lineares ou nao-lineares.
Apesar disso, é possivel apontar alguns assuntos ainda por desenvolver que irao permitir

obter uma formulagao ainda mais potente e geral:

1. Em primeiro lugar, considera-se que a introdugao de efeitos fisicamente nao-lineares
constitui uma extensao natural das formulacoes apresentadas. A introducao des-

tes efeitos no contexto da GBT para barras retas foi ja efetuada por Gongalves e
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Camotim (2011, 2012) (considerando uma lei constitutiva do tipo elastoplastico),
Henriques et al. (2015) e na tese de Henriques (2020), onde é analisado o compor-
tamento de vigas mistas ago-betdo (incluindo o efeito da fluéncia e fendilhacao
do betao). A titulo de exemplo, refere-se que a introdu¢ao de uma lei constitutiva
elastoplastica, junto com tensdes residuais, permitira efetuar estudos relativos a re-
sisténcia de barras curvas com seccao deformavel, a semelhanca dos estudos que sao
correntemente realizados para desenvolver as regras de verificacao da seguranga
de barras com sec¢ao compacta do Eurocédigo 3 (ver, e.g., Taras, 2016; Gongalves e
Camotim. 2017; Snijder et al., 2018; Simodes da Silva et al., 2020).

. A formulacao geometricamente exata pode ser facilmente adaptada para efetuar
analises lineares de estabilidade e, portanto, calcular as cargas de bifurcagao e os
respetivos modos de instabilidade. Este assunto foi ja estudado de forma prelimi-
nar e publicado em Peres et al. (2020b). Note-se que isto constitui uma aplicagao
relevante da formulacao proposta, uma vez que a precisao das analises lineares de
estabilidade é altamente dependente da precisao dos termos geometricamente nao-
lineares considerados — assim, tendo em conta que se parte de uma formulagao
geometricamente exata, a sua particularizacao para o caso de uma analise linear de

estabilidade devera conduzir a resultados muito precisos.

. A analise dindmica (incluindo vibragdes livres ou for¢adas, com ou sem amorteci-
mento) tem também um grande interesse no ambito da analise estrutural de barras

de eixo curvo (e.g., para estudar o comportamento em servico de pontes ou passadi-

cOs).

. Na sua forma original, a GBT tem sido exclusivamente aplicada ao estudo de barras
isoladas. A aplicagao da GBT a estruturas reticuladas foi iniciada por Basaglia et al.
(2006a,b,2007), utilizando equagdes de constrangimento. Mais recentemente, Manta
et al. (2020) propuseram uma abordagem mais geral, combinando elementos de
barra da GBT e elementos de casca. Deste modo, considera-se que um procedimento
semelhante a este Gltimo, aliando elementos de casca e barras curvas/pré-torcidas

constituira um avango significativo nesta area.
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Anexo A

Formulacao de um elemento finito de

Vlasov

Conforme foi referido no Capitulo 3, Vlasov (1958) desenvolveu o trabalho seminal acerca
do comportamento de barras de eixo circular com seccao aberta duplamente simétrica (o

centro de corte coincide com o centréide) sujeitas a flexao para fora do plano e torgao.

A solugao de Vlasov, considerando que nao existem forcas distribuidas ao longo da
barra, é dada pelo sistema de equagoes diferenciais homogéneas (ver, e.g., EI-Amin e
Kasem, 1978)

EI—’_% w’”’_ﬂw”—El—’_G]@”—i—Elwa’”,:()' (A])
El EI+G El
_wwllll_ + ]w” + _28 — G]@”-i— EIWG"" =0, (AZ)
RC RC RC

onde w é o deslocamento do centro de corte, 6 o dngulo de tor¢ao, E o médulo de elastici-
dade, G o moddulo de distor¢ao e as propriedades da sec¢ao correspondem as das barras
retas, i.e., (i) I € o momento de inércia em torno do eixo de flexao relevante, (ii) ] repre-
senta o fator de rigidez a torgao e (iii) I, representa a constante de empenamento para a

torgao.

Em alternativa a resolugao analitica das equagOes anteriores, é possivel recorrer ao
método dos elementos finitos, aproximando diretamente as fun¢des w e 6 na forma va-
riacional das equagoes de equilibrio. Neste caso, sendo x o eixo longitudinal da barra e
L o seu comprimento, a energia de deformagao elastica é dada por (ver, e.g., El-Amin e
Kasem, 1978)

2 2 2

EI G ‘ EI ”

U=— (w"—i) ax+ L (K+9’) dx+ —Y (w—+9”) dx,  (A.3)
2 Jr c 2 Ji\Rc 2 Ji\Rc
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e a respetiva variacao fornece

SU = Elf (6w"— ﬁ)(w"— i) dx
L Rc Rc
ow w’
+G]J( +68’)(—+6’) dx
L\ Rc Rc

6w// w//
El 7 =— 7 dx. A4
+ wJL( Re + 00 )(RC+6 ) x (A.4)

Deste modo, considerando uma tnica forga concentrada Q, a forma variacional do equili-

brio, neste caso obtida invocando a estacionariedade da energia potencial, é dada por
oU -Qou =0, (A.5)

onde u é o deslocamento conjugado da for¢a Q. A variacao da energia de deformagao

elastica (A.4) pode ainda ser escrita em forma matricial, obtendo-se

_ -T o
ow w
00 0
] ow’ Jw
oU = K dx, (A.6)
L| 06’ 0’
5wll wll
-69//_ _9//_
onde a matriz K* é dada por
0 0 0 0 0 0
EI 0 0 EI 0
RZ Rc
G] G
o oo
K* = Re  Ke (A.7)
GJ 0 0
I El
El+ E—zw —r
Rz Rc
Sim. EI,

Utilizando polinémios ctibicos de Hermite (3.248)-(3.251) para aproximar o campo
de deslocamentos, o qual é constituido pelas fun¢oes w e 0, é possivel escrever
Hiw(0)+ Hyw'(0) + Hyw(L,) + Hyw'(L,), (A.8)
H16(0)+Hze’(O)-l-HgQ(Le)+H49,(Le), (A9)

£
=
I

o
Ka¥
I

onde L, representa o comprimento do elemento finito e os valores nodais de w e 6 corres-

pondem as incégnitas do problema. As Egs. (A.8)-(A.9) podem também ser escritas em
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formato matricial, ou seja,

U= H = $(x)d, (A.10)
0
com
o= H H, 0 0 H; Hy O ol’ A1)
0 0 H, H, 0 0 H; H
d=[w(0) w(0) 0(0) 0°0) wil) w(L) 60(L) (L) .  (A12)

Naturalmente, a variacao do campo de deslocamentos e das suas derivadas fornece

5U = 9od, (A.13)
SU’ = ¢/sd, (A.14)
SU” = ¢”5d. (A.15)

Substituindo as expressoes (A.10)-(A.15) na Eq. (A.6), torna-se possivel escrever a varia-

¢ao da energia de deformacao elastica em funcao do vetor d e da sua variagao, i.e.,

- T
- oU U
oU = SU’| K*| U’ | dx
JL _5U” Uy’

_ T B
[ wod d
= | [ypod| K| pa|dx

_lplléd l,b”d_
T -
¥ ¥
:5de | K|y | dxd, (A.16)
L 7 77
¥ ¥
onde se identifica a matriz de rigidez do elemento finito como sendo
T
P ¥
Ke:f Y| K'|y'|dx. (A.17)
L 77 7
4 ¥

A integracao desta expressao fornece a matriz

(K, Ky Kc Kp -K4 Kz —-Kc Kp |
Kg K Kg -Kg Ky -Kp K
K, Kx -Kc Kp K, Ky

Ky -K K; -K K
K, = N D I M Ko (A.18)
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ANEXO A. FORMULACAO DE UM ELEMENTO FINITO DE VLASOV

com as componentes K4-K dadas por

_ 6 10EIRZ + GJL? +10EI,

, A.19
A=z R ( )
1 60EIR2 + GJL? + 60EI
Kg=— cto Ly (A.20)
10 L2RZ
6 (EI + GJ)L? + 10EI
Kc=—( +GIL+ =, (A.21)
5 L3Rc
1 (EI+GJ)L?+60EI
KD:_( +GIL "+ ~, (A.22)
10 L2Rc
2 30EIRZ +GJL?+30EI, Ao
E— 7% 2 ’ ( . 3)
15 LRZ
1 (11EI+ GJ)L? +60EI
Kp=—( +GIL+ =, (A.24)
10 L2Rc
2 (EI+GJ)L?+30EI
Kc:—( +GI)L”+ =, (A.25)
15 LR¢
1 60EIR% —GJL? + 60EI
Ky=— c ]2 v (A.26)
30 LRZ
1 (EI+GJ)L?-60EI
K, = —L (EL+GJ)L" = 60EL, (A.27)
30 LR¢
1 13EIL*+(42GJL? + 420EI,)R>
K= 20 wRe, (A.28)
35 L3RZ
1 11EIL*+(21GJL? +1260EL,)RZ (A.29)
K=9%10 L2R2 ’ '
3 3EIL*-(28GJL? + 280EL, )R}
Kp = — , (A.30)
70 L3R
1 13EIL*-(42GJL?+2520EI, )R>
Ky =— 4267 w) < (A.31)
420 L2Ré
1 EIL*+(14GJL?+420EI,)R2
Ky = (14G] w) ¢ (A.32)
105 LR%
1 3EIL*+(14GJL* - 840EL,)RZ
0=- ) (A.33)
420 LR%

No exemplo analisado com recurso a este elemento finito (recordar a Figura 3.13), a
Unica entrada nao-nula do vetor das forcas exteriores diz respetivo a extremidade livre
da barra (x = mR/2) e corresponde a w(ntR/2), cujo valor é unitario. De forma a garantir

o encastramento em x = 0, as condic¢Oes de fronteira a impor sao

w(0) = w'(0) = 0(0) = 6’(0) = 0. (A.34)
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